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Darstellung ebener Spannungszust~nde mit Hilfe yon 
winkeltreuen Abbildungen. 

Von A. N~idai in G~ttingen. 

(Eingegangen am 25. August 1926.) 

Zwei F~lle des ebenen Problems eines elastischen Kiirpers, in denen die Spannungs- 
verteilung, aus einer Randwertaufgabe der Potentialtheorie sieh herleiten l~iflt. 

Es ist bekanntlich bisher mit Ausnahme verelnzelter Fi~lle 1) niehs 

m(iglich gewesen fiir die beiden ebenen Probleme eines elastischen KSrpers 

die Methoden der winkeltreuen Abbildungen, wie man sie z.B. bei clan 

Aufgaben fiber ebene PotentialstrSmungen zu benutzen pflegt, anzuwenden. 

Fiir ein durch eine Ebene begrenztes Gebiet eines elastischen I(iirloers , 

in dem ein ebener Spannungszustand herrseht, habe ich vor mehreren 

Jahren eine Form der Li/sung aufgestellt, die eine Anwendung der Ver- 

~ahren der winkeltreuen Abbildungen zuli~t. Da mir inzwischen eine 

Arbeit yon S.D. C a r o t h e r s  ~) bekannt wurde, in der yon i~hnlichen An- 

siitzen Gebraueh gemachs wird, sollen die beiden Formen hier mitgeteilt 

werden, in denen man die allgemeine L(~sung unter der eben erwi~hnten 

Einsehri~nkung in anschaulicher Welse darstellen kann. 

Um (lie drei Spannungskomponenten im ebenen Problem 6z, 6:, 

mi~tels einer Spannungs[unktion iF (x, y) darzustellen: 

0 "~ F 0 ~ F 0 ~ F 
a~ = c)y  ~ , ~y - -  c)x~ , v - -  O x c ) y '  

mul~ bekanntlich F der Differentialgleichung J z / F  ----- 0 geniigen. 

Dieser Gl'elehung geniigen Funktionen, ffir die z / F  ~ 0 is% terner 

F ~-- (x 9' -[- y~) 9~: wo L/r ~ 0. Eine weniger benutzte Form ~iir LS- 

sungen iss xcp oder ycp mis z / ~  ~--- 0. 

1. E r s t e  L ~ s u n g .  Es werde F ~ yep ~- f angenommen, wo z/r 

---~ 0, z / f ~  0. 
Dana ist r 0~ 02f 03 cp, 

a '~ f C) ~ r 

1) Einen solchen bilde~ der Spannangszustand in einem durch eine Einzelkraft 
belas~eten Plattenstreifen. Vgl. ,,Die etastischen Platten", S. 89~ Berlin [925. 

2) Proc. Roy. Soe. (A) 97, 110, 1920, 123. 
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Setzt; man nun v ---- - -  - -  
O'f 
O y ~ 

und verlangt,  dal] 

werden sollen, so folgt 

Of und also q ~ -  Oy 

O cp c)2 f 
2 ~  + 0~ ~ 

Oq~ O~f 
Ox Oxc)y 

Oq~ c)2f 
v - -  ~ y  - -  O y  ~, 

O q~ _ _  O2 f 

~ 0  

Ox OxOy '  

Ov l 

~u~-v--YsY'Ov I 
v - -  YOx"  

(1) 

2. Z w e i t e  L($sung.  In  ~hnllcher Weise lei tet  man, yon der For ia  

Y = ycp ausgehend, wo J c p  ~ 0 ist, mit  

den Spannungszustand 

ab. 

O ~p v -~ 02 
Ox' Oy 

Ou 

0u 

(2) 

Die Gleichungen (1) stellen einen ebenen Spannungszustand in einem 

elastischen KSrper  dar, der dutch die Ebene y ~ 0 begrenzt is t  und auf 

dleser Ebene n u r  d u r c h  N o r m a l s p a n n u n g e n  6 v ~ v(x) b e l a s t e t  w i r d .  

In  analoger Weise  stellen die Gleichungen (2) einen ebenen Spannungs- 

zustand dar, bei dem die Ebene y ---- 0 n u r  d u r c h  S c h u b s p a n n u u g e n  

r ~ - - u ( x )  b e l a s t e t  w i r d .  Man erkennt ferner, dal] der  Spannung~- 
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zustand sich in beiden Fallen aus einer komplexen Funktion Z der Ver- 

i~nderlichen z ~ x + i y  

Z(z) ~-- ~ + i~  

d Z  
berechnen l~l]t. Es ist ~zz ~ u - -  i v ,  ahnlieh wie bei ebenen Potential- 

strSmungen. B e i d e S p a n n u n g s p r o b l e m e  s i n d  auf  d ie  e r s t e  R a n d -  

w e r t a u f g ' a b e  de r  P o t e n t i a l t h e o r i e  z u r t i c k g e f i i h r t ,  lm ersten 

Falle [Gleichung (1)] ist aui dem Rande y ~--- 0, ay ~ V(X), im zweiten 

Falle [Gleiehuug (2)] v ~ - - u ( x )  und im Innern des Gebietes y ~ 0 

ist J u  ~ 0 bzw. z / v - - - - 0 .  Dazu kommt noch eine Bedingung fiir 

das Unendliche. 

Sind z. B. die Normalspannungen a v au~ y ---- 0 vorgeschrieben (die 

Druckverteilung fiber einem elastischen Gruad) und im Unendlichen alle 

Spannungen gleich 0, so spanne man eiue dfinne Membrau fiber der 

positiven Halbebene y ~ 0 so aus, dal~ sle for y ~ ~ mit der xy-Ebene 

zusammeniallt und da~ ihre Ordinaten auf y - - - - 0  gleieh den vor- 

g'eschriebenen Werten des Druekes 6 v ~ -  f(x) ~ v werden. " Dutch die 
Gestalt dieser Membran wird die Funktion v erhalten, die Spannungen 

hitngen von den Ordinaten voa v und yon den Ableitnngen yon v naeh 

den Koordinaten x und y ab [Gleiehung (1)J. 
d Z  

Aueh die Verschiebungen ~, ~ lassen sich dutch Z und ~-~ darstellen. 

Es ist z.B. im Falle 1 (G ~ Schubelastizitatsmodul) 

1 
~ ~ [-- (1 - 2 v ) r  - v u ]  + cl + c~y, 

1 
~/ ~___~--~[ 2 ( 1 - -  v)  (p - -  y v] + c~ - -  csx .  

G S t t i n g e n ,  am 18. Juli  1926. 


