Ueber die Annsherung an eine reelle Grosse durch rationale
Zahlen.

Von

HerManN Mmvkowskr in Ziirich.

Obwohl die Theorie der Anniherung an eine reelle Grosse mit Hiilfe
von Kettenbriichen seit Euler und Lagrange noch mannigfache Be-
handlung erfahren hat, scheint einer der interessantesten Sitze auf diesem
Gebiete bisher nicht bemerkt wordem zu sein. Namlich unter den ver-
schiedenen moglichen Kettenbruchentwicklungen fiir eine reelle Grosse a,
wobei die Theilzéhler 4 1 und die Theilnenner positive ganze Zahlen
sind, giebt es eine bestimmte Art der Entwicklung (und zwar die am

besten convergirende), fiir welche die simmilichen Niherungsbriiche —3 stch

von vornhereim in einfachster Weise charakterisiren lassen: Als Zihler und
Nenner der emzelnen Niherungsbriiche erscheinen dabei genaw die sdmmi-
lichen Paare von ganzen Zohlen xz, y, fir die y >0 ist, z und y relatw
prim sind und dazu die Bedingung

. 1
(z—ay)y| <5

erfilllt ist. Von dem Falle, dass a gleich einer ganzen Zahl 4 —;— ist,
hat man hierbei abzusehen.*)

*) Bekanntlich lisst sich eine nach fallenden Potenzen von z fortschreitende
convergente Reihe
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in einen Kettenbruch
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umwandeln, sodass F,(2) eine ganze rationale Function von z und F|(2), F, (), - - -
gavze rationale Functionen von z mindestens vom Grade 1 sind. Dabei gilt der
Satz: Ein Quotient P@) zweier relativ primer ganzer rationaler Functionen von z ist

Q@)
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Auf die betreffende noch durch weitere bemerkenswerthe Eigenschaften
ausgezeichnete Kettenbruchentwicklung habe ich bereits an anderer Stelle¥)
hingewiesen, ohne jedoch damals wahrzunehmen, dass die eben erwihnte
Ungleichung fiir die Nsherungsbriiche diese Entwicklung bereits voll-
stindig charakterisirt.

Im Folgenden gebe ich eine auf geometrischen Betrachtungen ge-
griindete und dadurch sehr anschauliche Theorie des Systems zweier linearer
Formen ax -+ By, yx + 0y mit beliebigen reellen Coefficienten und mit
ganzzahligen Unbestimmten. Eine Anwendung der dabei zu Tage treten-
den Resultate auf die specielleren Ausdriicke x — ay, y liefert dann ins-
besondere jene Sitze iiber die Anniherung an eine Grdsse a.

§ 1.

Satz . Sind £ = ax + By, n=yz + 0y z2wes lineare Formen mit
beliebigen reellen Coefficienten «, B, y, 0 und einer Determinante 0 — fy =1,
so giebt es stets ganze Zahlen x,y, die wicht beide Null sind und fiir welche

e <5
ausfallt.

Wird auf die Form £y eine ganzzahlige Substitution z=pX }p'Y,
y=g X+ ¢ Y mit einer Determinante + 1 angewandt, so nennen wir £y
der transformirten Form in den neuen Variabeln X, Y dquivalent. Zugleich
mit dem Satze I beweisen wir den folgenden

Zusatz. Ist &y weder mit der Form XY noch mit der Form - (X?—Y¥?)
dgquivalent, so gicbt es stets ganze Zahlen x, y, wofiir £ =0, n==0 und
& | < 5 ausfallt

Beweis. Wir deuten z, y als irgend welche Parallelcoordinaten in
einer Ebene, wobei noch fiir jede der zwei Coordinaten die Entfernung
Emi paralle] ihrer Axe in willkiirlicher Weise angenommen sein kann. Es sei
O der Nullpunkt (x =0, y=0). Bedeutet 4 einen von O verschiedenen

Punkt « = p, y = ¢, so soll der zu ihm in Bezug auf O symmetrische
Punkt £ = — p, y = — ¢ jedesmal mit 4, bezeichnet werden.

immer dann und nur dann Niherungsbruch dieses Kettenbruchs, wenn die Ent-
wicklung von
P& — 2 Q@) Q@
nach fallenden Potenzen von z mit einer Potenz von 2z, deren Exponent negativ ist,
beginnt, Der Satz, den ich im Texte angebe, stellt das wohl von manchem Mathe-
matiker ‘vermisste Analogon in der Grdssenlehre zu diesem Satze der Functionen-
lehre vor.
# Annales de 'Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XIIT; 1896.
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Die Gesammtheit derjenigen Punkte, fiir welche « wie y ganze Zahlen
sind, heisse das Zahlengitter, und die einzelnen Punkte daraus sollen
Glitterpunkte heissen.

Sind ¢, 6 positive Parameter, so bilden die vier Punkte R, R,, S, S,,
fir welche §=¢9, n=0; §=—0,7=0; §=0, 1=06; §=0,9y=—0
ist, die Ecken fiir ein Parallelogramm mit O als Mittelpunkt und mit
den Linien £==0, =0 als Diagonalen. Ein solches Parallelogramm
werde mit B (o, 6) bezeichnet. Seine vier Seiten besitzen die Gleichungen

+ —i— —+ %7— =1, wo fiir die zwel Vorzeichen alle vier Combinationen

-+, +; — +3; — —; -+, — in Betracht kommen, und der Bereich von
B(o, 6) wird daher durch

HESFES!

dargestellt.

Wir kionnen nun von so kleinen Werthen fiir ¢ und & ausgehen, dass
das zugehorige Parallelogramm (o, 6) jedenfalls keinen Gitterpunkt ausser
dem Nullpunkte O in sich fasst. Dann lassen wir ¢ und ¢ unter Fest-
haltung der Grosse ihres Verhiltnisses @ : 6 wachsen. Dabei dehnt sich
B (o, ) nach allen Richtungen von O aus in gleichem Maasse aus. Wir
miissen daher schliesslich zu gewissen Werthen ¢, 6 kommen, wobei (o, 6)
auf seiner Begrenzung weitere Gitterpunkte aufnimmt, wihrend immer
noch O der einzige Gitterpunkt im Inmeren von (o, 6) ist. Es sei bei
diesen Werthern g, 6, bei denen wir nun verweilen, 4 (z=yp, y=2¢) ein
Gitterpunkt auf der Begrenzung von (o, ). Da zugleich mit 4 auch
der Gitterpunkt 4, (x =—p, y=—1¢q) auf der Begrenzung von (g, 6)
auftritt, so konnen wir annehmen, fiir 4 sei 9y >0 oder =0, §>0. Wir
setzen fiir A: E=1¢1, =y, so dass p >0, 1 >0, e =+ 1 ist.

Die ganzen Zabhlen p, ¢ haben gewiss keinen gemeinsamen Theiler
> 1, weil die Strecke 04 keinen Gitterpunkt zwischen O und A4 enthilt.
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen 7, s irgendwie so, dass ps—qr =2¢
1st, und setzen

r=pX+rY, y=¢X+sY.
Dabei werde &£ ——-—-\li + 1Y, n=pX+ g Y. Dann haben £, 5 in
X, Y die Determinante ¢¢ = 1 und folgt
1) Y= Ay — pe&é.
Die Gitterpunkte z, y werden genau die Punkte mit ganzzahligen

Bestimmungsstiicken X, Y. Diese Punkte ergeben auf der Linie i = 0,
d. 1. der Geraden durch O und A die unendliche Punktreibe zu den

Werthen X —=---—2, —1,0,1,2,---, wobei X =0 den Nullpunkt,
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X =1 den Punkt A liefert und alle diese Punkte sich in einem con-
stanten Abstande = OA folgen. Sodann bilden sie auf einer jeden der
zu Y =0 parallelen Geraden Y=1, ¥Y=—1, ¥Y=2, ¥Y=—2,.--
jedesmal eine #quidistante Punktreihe mit
dem gleichen constanten Abstande = 04
zwischen benachbarten Punkten. Von diesen
simmtlichen einander parallelen Geraden sind
Y=1 und Y=—1 die zwei an Y=20
néchstgelegenen.

1. Wir nehmen zunichst an, dass 4
nicht eine Ecke von (o, 6), also 1.>0,u>0
ist.*) Es sei I der Punkt § = — ¢4, n = .
Das Parallelogramm mit den Ecken 4, F, 4,, F,
ist durch —AZ<EL A, —u < u definirt
und befindet sich, von den Ecken abgesehen,

Fig. 1. ganz im Inneren des Parallelogramms (o, 6).
Nehmen wir weiter an, dass 4 auch nicht
Mitte einer Seite von B(o, 6) ist. Die zu 4,04 parallele Gerade durch
F trifft dann die Begrenzung von (o, ¢) ausser in F in einem zweiten
Punkte @, so dass die Strecke F'G offenbar grisser als OA ist. Ebenso
wiirde jede parallele Gerade zu 4,04, die in dem Streifen zwischen
A,0A4 und F@G verliuft, eine Strecke > O A ganz im Inneren von % (o, 6)
liegen haben. Da nun im Inneren von P(o, 6) sich kein Gitterpunkt
ausser O befindet, welcher Punkt auf Y =0 liegt, miissen danach die
Geraden Y = - 1 ausserhalb des durch die Parallelen F'G und F, G, be-
grenzten Streifens verlaufen, d. h. fiir den Punkt F muss jedenfalls
| Y| <1 sein. Nun hat man fir F: Y =21y, also folgt

24p < 1.

Danach ist der Gitterpunkt A4 hier von der im Satze I und dem Zusatze
geforderten Beschaffenheit.

2. Ist A Mitte einer Seite von (g, 6), also 1 = 2 0, U == ——6 S0

ist 4,04, also die Gerade Y = O parallel einer Seite von (o, 6). Jede
Parallele zu 4,04, welche in’s Innere von (g, 6) eintritt, hat dann mit
B(o, 6) eine Strecke = 4,04 > 04 gemein. Die Geraden Y = -1
kénnen daher nicht in’s Innere von (g, 6) eintreten, (o, 6) liegt also
ganz in dem Streifen —1< ¥ <1. Insbesondere gilt danach fiir den
Punkt F: Y <1, d. h. man hat

¥) Wie die Buchstaben R und R, in der Figur eingetragen sind, ist darin s =1
fiir den Punkt A4 angenommen. Die Gitterpunkte sind hier und in den weiteren
Figaren durch kleine Kreise angedeutet.
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22u <1,
Der Punkt A4 hat also wieder die im Satze I verlangte Beschaffenheit.
Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung, (dessen Eintreten zu-
gleich 96 = 2 bedeuten wiirde), hat dann Statt, wenn eine Seite von
B(o, 6) auf die Gerade ¥ =1 fillt. Da diese Seite an Linge =204
ist, so enthilt sie alsdann entweder mmerhalb, jeder ihrer durch F' ge-
trennten Hilften je einen Gitterpunkt, in welchem Falle fiir diese Gitter-

punkte nach dem bereits in 1. Ausgefiihrten sich =0, 740, |§q| < -—;—

herausstellt, oder aber es sind auf ihr sowohl beide Ecken wie die Mitte
F Gitterpunkte. In diesem zweiten Falle wiren in (o, 6) alle vier Mitten
der Seiten Gitterpunkte. Wir konnen dann 4 als die Mitte von RS,

d. h. e =1 voraussetzen. Ist fir F hier ¥Y=1, X =g und setzt man

X=X+gY sosind 4=, nz—%o‘) und F(s=—1o, n—————;—a)

durch X =1, ¥Y=0 und X =0, ¥ =1 bestimmt, und hat man daher

%————;—Q(X—*Y), y=~;-6(X+Y7, 06 =2, §n=—;~(X2-Y2)-

3. Endlhich nehmen wir an, dass der Gitterpunkt A4 eine Fcke von
B e, 6), also dafiir £ = 0 oder = 0 sei; dann ist selbstverstindlich fiir

diesen Punkt [E9| =0 < l jedem Falle entpricht somit der Gitter-
U 5 p

punkt 4 den Bedingungen des Satzes I

Um auch noch den Zusatz unter den letzten Umstinden als richtig
zu erkennen, stellen wir uns 4 etwa als die Ecke B (£ = o, 7 = 0) von
B(o, 6) vor. Dann ist nach (1.): Y == ¢7. Nunmehr halten wir ¢ fest
und denken uns den Parameter ¢ als verinderlich. Dabei bleibt die
Diagonale BE,R (4,04) von B(o, 6) auf ¥ =0 fest, wihrend sich die
Endpunkte S,, S der anderen Diagonale auf der Linie £ = O verschieben.
Bei hinreichend kleinem ¢ liegt (o, 6) ganz im Bereiche — 1 < Y <1,
enthilt dann also gewiss keinen Gitterpunkt ausser 4,, 0, 4. Wird

6= -Z- so erreicht (o, 6) die Gerade ¥—1 mit der Ecke 8 (=0, =6).

Fallt dabei diese Ecke zugleich in einen Gitterpunkt, so sei fiir ihn
Y=1, X=g. Setzt man alsdann X=X g¢7¥, so gilt fir S: £=0,
n=6; X=0, Y=1, fir R: {=09, 9=0; X=1, Y=0, also hat
man in diesem Falle:

E=0X, n=¢6Y, g6=1, En=XY.

Fallt hingegen der Punkt £ = 0, 5 = %— nicht in einen Gitterpunkt,

. 1,. -
80 kann man ¢ iiber ) hinaus wachsen lassen, ohne dass zunichst neue
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Gitterpunkte in (o, 6) eintreten. Dabei wird die Strecke, welche der
Bereich von P(p,6) aus der Linie Y =1 herausschneidet und deren
variable Endpunkte J, K heissen mogen, nach beiden Enden zu immer
ausgedehnter und wird sich schliesslich einer dieser zwei Félle ereignen:
Entweder fillt, so lange noch diese Strecke JK < 04 ist, einer
threr Endpunkte (wie in Fig. 2 der Punkt J) in einen Gitterpunkt A4’
auf der Qeraden Y =1. Dabei reicht dann wegen

i;j” -;ﬂS( JK < —;— 4,04 das Parallelogramm % (o, 6) noch nicht
'/ /X\:A an Y =2 heran, enthilt also gewiss keinen Gitterpunkt

— 9 ausser 0, 4, 4,, 4’, 4,, und zugleich liegt der Punkt
"\ /_/: A" auf Y ==1 niher an S (wofiir ¥ < 2 ist), als an
% dem anderen Endpunkte (4, in Fig. 2) der durch ihn

© Fig‘“’2 © gehenden Seite von P(o, 6), also ist A" keinenfalls
o Mitte dieser Seite. In diesem Falle gilt fiir 4" nach

den fritheren Bemerkungen £ =0, 7 ==0, [&y| < _;_

Der andere mogliche Fall ist, dass erst, wenn die Strecke JK bis
zar Lange OA gewachsen ist, ihre beiden Endpunkte in Gitterpunkte zu
liegen kommen. In dieser Endlage stosst dann P(g, 6) gerade mit der
Ecke S auf Y =2, sodass auch hier noch (o, 6) keinen Gitterpunkt
ausser O im Inneren enthilt, aber in den Mitten aller vier Seiten Gitter-
punkte aufweist. In diesem Falle erweist sich, wie schon oben unter 2.

ausgefiihrt ist, £ als dquivalent mit %: (X2 — Y?). Werden alle erdrterten

Einzelheiten zusammengefasst, so tritt die Richtigkeit des zum Satze I
gemachten Zusatzes hervor. —

Den Beweis der Ungleichung 24x <1 fiir den Gitterpunkt 4 und
damit des Satzes I konnen wir auch durch folgende, auf dem Begriffe des
Flicheninhalts beruhende Betrachtung erhalten, die noch zu einem weiter
reichenden Resultate fiihrt.

Da wir im Hinblick auf die festzustellende Relation [£7|< —é« die

Rolle der Formen £, 5 vertauschen, auch & durch — & ersefzen konnen,
wobei freilich als Werth der Determinante von &,  auch — 1 zuzulassen
ist, so diirfen wir ohne wesentliche Einschrinkung annehmen, A4 falle
auf die Seite RS von P(o, 6) und noch derart, dass R4 < AS ist, d. h.

wir setzen & =1 und - = —g— voraus. Indem A4 auf der Begrenzung von

B(o, 6) liegt, hat man

A g
i 1 @ 1 iu 1 9 1 .
also.é.__.——_é__}_m, s = T@ = <+ Nun werden wir
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beweisen, dass fiir ein Parallelogramm wie (o, 6), welches einen Gitter-
punkt A4 auf der Berandung, im Inneren aber O als einzigen Gitterpunkt
enthilt, stets

3) 06 <2

gilt. Daraus folgt dann unmittelbar 1p < é— Dieser Satz (3) ist aber
einschneidender.

Der Flichewinhalt von %B(e, 6), d. h. das Doppelintegral [fdxdy,
iber diesen Bereich erstreckt, ist, da £, die Deferminante 41 in z,¥y
haben, — 4 -+ 96 — 2¢o. Es seien nun H, K (Fig. 1) die Schnittpunkte
von ¥ =1 mit den Geraden SR, und RS. Wegen (2) haben die Formen
_f;_’_ 2 und Y die Determinante 1 in den Variabeln X, ¥ und dann
eine Determinante -+ 1 in z,y, Also ist der Flicheninhalt des Parallelo-
gramms K, H,K H gleich 4.

Tritt nun die Strecke HK in das Inmere von P(e, 6) ein, so liegt
K auf RS zwischen A und S und hat HK mit $(p, 6) eine Strecke JK
gemein, die nothwendig < 04 ist, weil kein Gitterpunkt ausser O im
Inneren von P(o, 6) Legt. Wegen JK < 04 liegt J anf R,S und so,
dass RyJ > JS ist. Infolgedessen ist der Flicheninhalt des Dreiecks
JKS nicht grosser als der des Dreiecks JHRE,. Nun entsteht das
Parallelogramm ESE,S, aus dem Parallelogramm K H,KH, indem von
letzterem die Dreiecke Jy, H, R und JH R, fortgenommen und die Dreiecke
Jy K, S, und JK S von nicht grosserem Flicheninhalte hinzugefiigt werden.
Daraus folgt fiir die Flicheninhalte der zwei Parallelogramme das Ver-
haltniss 296 < 4.

Tritt jedoch die Strecke HK iiberhaupt nicht in das Innere von
B(o, 6) ein, so ist das Parallelogramm RSR,S, ganz im Parallelogramme
K H,KH enthalten und daher ebenfalls 206 < 4.

§ 2.

1. Es mdgen £ und 7y dieselbe Bedeutung wie in Satz I haben. Wir
wollen jedoch jetzt von vornherein die besonderen Kille ausschliessen,
dass die Form &7 der Variabeln 2, y mit der Form XY oder mit der

Form — (X*— ¥?) der Variabeln X, ¥ iquivalent ist. Von diesen Aus-

nahmefillen abgesehen, gilt der
Satz II. Sind z = p, y = q zwei relativ prime gamze Zahlen, wofiir
181 >0 und }§n§<—;~ ausfallt, so kanmn man stets zwei gamze Zahlen

Mathematische Annalen. LIV. 7
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z=1p,y=q finden, so dass pq’'—qp’'= -1 ist und fiir welche ebenfalls
[Eq| < —;— ist, aber |E| Kleiner ausfidllt als fiir das erstere System.

Beweis. Da wir anstatt p, ¢ ebensogut das System — p, — ¢q zu
Grunde legen konnen, nehmen wir an, fir z=1p, y=gq sei &= ¢i,
n=y und dabei u>0, 1>0, e=—+1 oder u=10, 1>0, e=1
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, dass

pPS—qr=-=¢
ist, und setzen
t=pX+rY, y=qX-+sY.
Alsdann sei
8§=2'X+}'Y3 17=[.LX_+_(;Y,
so folgt noch
A —pd=1, Y=1iyg—pset=c(py—q2).

Wir bezeichnen den Gitterpunkt z =p, y=¢q (E=¢1, y=y) mit
A, ferner, wenn u > 0 ist, mit ¥ den Punkt § = — i, p=pn. Fir
F wird ¥Y=22u, d. i. Y<1 auf Grund unserer Voraussetzung iiber
den Gitterpunkt 4. Die Geraden Y == 4- 1 schliessen also das Parallelo-
gramm mit den Hecken A, F, 4, F,, ganz zwischen sich ein, ohne es zu
treffen, so dass insbesondere ¥
und ¥, gewiss nicht Gitter-

punkte sind.

Die Gerade Y =1 trifft nun
die Linien §=—¢d, E§==0,
g = ¢4 in drei Punkten H, I, K
(Fig. 3), fir die n—2"1&
== %, n == ! _}; e ist, welche

Grossen simmtlich > g sind.
Da HI=JK=0A ist, so wer-
den auf dieser Geraden ¥ ==1
entweder die drei Punkte H,J, K
Gitterpunkte sein, oder es liegt
ein Gitterpunkt B innerhalb der
Strecke HJ und ein Gitterpunkt
C innerhalb der Strecke JK. In diesem letzteren Falle sei dann M der
Schnittpunkt der Geraden F'B (oder 4, B im Falle g == 0) mit der Ge-
raden £ = 0 und N der Schnittpunkt der Geraden AC mit der Geraden
=0.

Wir bezeichnen nun mit 4" (x =9, u=1¢") erstens, wenn J ein

Gitterpunkt ist, diesen Gitterpunkt, zweitens, wenn in J kein Gitterpunkt

Fig, 3.
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fillt und wenn zugleich M niher an O liegt als N, also OM < ON ist,
den Gitterpunkt B, driltens, wenn in J kein Gitterpunkt fillt und dabei
OM > ON ist, den Gitterpunkt C. Da A4’ auf Y =1 liegt, gilt jedes-
mal pg’— qp'=¢e= + 1. Fiir A’ konnen wir sodann § = &4, n =y’

setzen, sodass A= 0 im ersten, &= -—¢, >0 im zweiten, &=z,
A >0 im dritten Falle ist, ferner in jedem Falle <4, pg'>yu. Im
ersten Falle denken wir uns noch &==—¢ Wir wollen ferner hier

unter P(o, 6) mit den Ecken RSR,S, speciell dasjenige vollig bestimmte
Parallelogramm mit £ =0, % = 0 als Diagonalen verstehen, dessen Be-
randung sowohl den Punkt 4, wie den Punkt 4" aufnimmt. Die Ecke
S(§=0, n=16) kommt dabei im ersten Falle in J, im zweiten in M,
im dritten in N zu liegen. Wir kdnnen nun zeigen, dass in jedem Falle
dieses Parallelogramm %B(¢, 6) keinen Gitterpunkt ausser O im Inneren
enthilt und dass darin auch A’ nicht Mitte einer Seite ist. Aus diesen

Umsténden folgt nach den Betrachtungen in § 1, dass Ay’ < % ist, und

da zudem 4> 4" >0 gilt, wird danach in der That der Gitterpunkt p’, ¢
von der im Satze II geforderten Beschaffenheit sein. Wir unterscheiden
nun die genannten drei Fille:

Ist erstens J ein Gitterpunkt, 4"= J, so erreicht das Parallelogramm
Blo, 6) die Gerade Y =1 nur im Punkte J. Dieses Parallelogramm
enthilt daher keinen Gitterpunkt ausser O im Inneren und 4, 4,,d, J,
auf der Begrenzung. Dabei werden oJ, J, die Ecken S, S,. Da ferner
H ausserhalb dieses Parallelogramms (o, 6) fillt, so liegt wegen

&

OH = AJ der Punkt 4 von S weiter entfernt als die Mitte & — —2‘3,

= —g— der Seite, welche 4 und S enthélt. Man hat also 4 > '%’ < %-

Andererseits gilt ' =0 < '(;‘) w=6> ~g—- — Zu bemerken ist noch,

dass hier jedenfalls g > 0 ist. Denn wire y = O, also auch A4 eine Kcke
in (e, 6), so enthielte dieses Parallelogramm in den vier Ecken Gitter-
punkte. Dann wire nach § 1, 3. die Form £4 der Variabeln z,y &qui-
valent mit der. Form XY der Variabeln X, Y.

Wir verfolgen jetzt die Annahme, dass J kein Gitterpunkt ist. Es
bedeute noch G den Schnittpunkt der Geraden F B mit der Geraden
Y = 0; dieser Punkt liegt im Falle w >0 auf der Verlingerung von
A,0 iiber 4, hinaus, im Falle p =0 fillt er mit 4, zusammen. Aus
den zwei #hulichen Dreiecken GOM und BJM einerseits und aus den
zwel dhnlichen Dreiecken OAN und JCN andererseits erhilt man die

Proportionen
(1) JM _ BJ JN ___JC.
OJFJM~ GO’ OJFJN_ O4

7*
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Der zweite der obigen Fille, 4'== B, hat Statt, wenn J kein Gitter-
punkt ist und dabei OM < ON ist. Der gezeichneten Figur 3 ist speciell
dieser Fall zu Grunde gelegt. Dabei giebt dann F'BM (A,BM fiir y = 0)
eine Seite von (o, 6) ab. Fiir den Punkt M gilt hier stets Y <<2.
Denn entweder hat man BJ<JC; wegen BJ + JC = 4,0 ist dann

BJ< 5 4,0 <+ G0 und folgt aus (1): JM<OJ. Ist aber BJ > JC, 50

ist wegen BJ + JC = 04 jetat JO< 5 04 und folgt aus der zweiten

Relation in (1): JN<OJ, und um so mehr gilt dann JM < O0J. In jedem
Falle ist dann weiter OM < 20J, d. h. eben Y << 2 fiir den Punkt M.

Das Parallelogramm (o, 6) liegt somit hier ganz im Bereiche
—2<Y<2. Von der Geraden Y =1 enthilt es eine Strecke mit B
als einem Endpunkte und mit einem Punkte zwischen J und C als
anderem Endpunkte, von der Geraden Y =0 enthidlt es die Strecke
A,0A. YVon Gitterpunkten finden sich also darin allein O im Inneren
und A4, 4,, B, B, auf der Begrenzung. Da ferner BC=04 ist, die Strecke
BC bei B in’s Innere von P(p, 6) eintritt, aber C ausserhalb PB(o, 6)

fallt, so liegt B an S (= M) ndiher als die Mitte §—~———2-, 9 =

i

der B und S enthaltenden Seite von $5(o, 6), man hat also 1’ < —é—, w> 5
und andererseits liegt deshalb der Punkt A von der Ecke S (= M)

weiter ab als die Mitte § = =2 —2~, 7 ==— der A und S enthaltenden Seite

von P(o, 6), mithin ist 1 > 3—, u < —2—

Ueber die Ermittlung des Gitterpunktes 4’ in diesen beiden ersten
Fallen bemerken wir Folgendes: Man hat fiir A hier § = — &d/, y=y’
und 0 < A< 4, andererseits X = g, Y=1, wo g eine ganze Zahl ist,
und dann p' =7r -+ gp, ¢ =s-+gg. Nun folgt — 2 = (a4 g4),

also soll og——i——gx<z oder 0_,_<:—~—;%———~g§I sein. Danach ist ¢

die grosste in — % enthaltene ganze Zahl:
-[-3]
Die Relation Y = 1 fiir A’ ist gleichbedeutend mit iy’ - ud’ =1.
Ist nun — —i— genau eine ganze Zahl so wird '= 0, 4"=J. Anderen-
falls wird 2’ > 0 und ist der Punkt M auf der Geraden FB (4,B fiir
u = 0) bestimmt darch £§=0 = 8 also fir M: 9(A—1)

’ 5—}—&2 = Eiei’
=A@ — uX = 2iw — 1, der Punkt N auf der Geraden AC hingegen
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ist, da C hier den Werthen & = — &2’ -+ &d, 4y = '+ p entspricht, be-
stimmt durch £ = 0, g”_;';; —& = g’?"" a,ls6 fﬁrN- na’:—_-m-;—mel.
Die Relation OM < ON kommt danach auf < d 1, da A >0

ist, auf 24'y’ << 1 hinaus.

Endlich nehmen wir als dritfen Fall den, dass J kein Gitterpunkt
ist und dabei OM > ON gilt. Dann hat fir A" (E=¢'1, y=py") der
Punkt C einzutreten, so dass &’ = & ist. Fiir B ist dann § = — £(2—21"),
= — u; es folgt also zundchst u'— p > w. Die Relation O} >ON
kommt hier nach der eben gemachten Ausfithrung auf 2(4—21")(u'—pu)>1
hinaus.

Es sei zunichst OM > ON. Aus JM > JN folgt nach (1), da
GO > 0A ist, BJ > JC. Diese Beziehung ist hier gleichbedeutend mit

A— 2 >12%. Wegen BJ 4+ JC = OA hat man sodann JC < —;— 04, und

wegen (1) daher JN < OJ. Danach gilt fiir den Punkt N jedenfalls
Y < 2. Das Parallelogramm B(o, ¢) reicht also nicht an ¥ = 2 heran.
Von der Geraden Y =1 enthilt es eine Strecke mit einem Punkte
zwisechen B und J als einem Endpunkte und mit dem anderen Endpunkte
in C, von der Geraden Y = O enthilt es die Strecke 4,04. Danach ent-
hilt es keinen Gitterpunkt ausser O und 4, 4,, C, C,. Da ferner B ausser-
halb dieses Parallelogramms liegt und 4C = OB ist, so ist AC grosser
als die Hilfte der 4 und C enthaltenden Seite von (o, 6) und befindet
sich daher C ndher an S (=N) und 4 weiter von S als die Mitte

§=%9, n-————;— dieser Seite; man hat also l’<~§-<}., y,’>—;~>y,.
Jetzt sei OM = ON, sodass M mit N zusammenfillt. Nehmen wir

zudem g >0 an, so dass A4 nicht Ecke in P(o, 6) wird, so ist GO > 4,0

und daher wieder BJ > JC, 4 — 2'> 4/, und gelten alle Ueberlegungen

wie vorhin, nur dass ausser 4, 4, C, C, noch die Gitterpunkte B und B,
auf die Begrenzung von P(¢, 6) zu liegen kommen. Weil OB parallel

AC ist, wird dabei B Mitte einer Seite von (o, 6), also 1 — 1’ = -2— ,
' — u = -, dagegen ist, weil OB = AC und weder 4 noch C eine
Ecke von ?E(g ,6) ist, weder C noch A Mitte einer Seite von (g, 6);
man hat wieder l’<—§~<iﬁ, p’>%>y,.

Hat man schliesslich OM = ON und dazu pu =0, so 18t 4,04
Diagonale von (o, 6) und fillt G mit 4, zusammen. Dann folgt

BJ=JC = 04, also 3—A' =4 und weiter JN=0J, CN=AC=0B.
Unter diesen Umstéinden reicht (o, 6) mit der Ecke S gerade an ¥==2
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heran, es enthilt wieder im Inneren ausser O keinen Gitterpunkt, aber
nicht bloss B, sondern auth C ist darin Mitte einer Seite. Fiir B wie

fir C gilt dann |£9] = —;— Es wire dieses derjenige Fall, wo &% sich

als dquivalent mit der Form %— (X2 — Y?) erweist, ein Fall, der vorweg
ausgeschlossen wurde.

Aus den Betrachtungen in § 1 folgt nunmehr in jedem Falle, dass
der Gitterpunkt A" den Forderungen des Satzes II entspricht. Zur Be-
stimmung dieses Gitterpunktes z = p’, y = ¢’ aus dem Gitterpunkte 4
hat sich zugleich die folgende Regel herausgestellt:

Moan bezeichne mit g die grosste in — —;1 enthaltene gamze Zahl und
setze h =g oder h =g -+ 1, je nachdem

(—1—49) G+ pg) < oder > 5

ist. Damn hat man p’ = r + ph, ¢ = s+ qh.

2. Verindern wir die Parameter ¢, 6 des in 1. betrachteten Parallelo-
gramms B(o, 6) in der Weise, dass ¢ verkleinert wird, also S und S,
pniher an O heranriicken, dass aber die Seiten noch fortwihrend durch
A, 4, (und F, F,) gehen, so erhalten wir, so lange die Abnahme von 6
eine gewisse (Grenze nicht erreicht, ein neues Parallelogramm mit £ = 0,
7 =0 als Diagonalen, welches offenbar keine anderen Gitterpunkte ausser
A4,, 0, A enthdlt. Daraus geht der Satz hervor:

Satz III. Ist ein Gitlerpunkt x = p, y = q so beschaffen, dass die

Zahlen p, q relativ prim sind und dafiir |En. < %— ausfallt, so kann man
stets Parallelogramme

& | 7

et
construsren, welche den Gitterpunkt auf der Begrenzung liegen haben und
ausser den drei Pumkten z,y = p,q; 0,0; — p, — q diberhaupt Fkeinen
Giitterpunkt enthalten.

Wenn andererseits fiir einen Gitterpunkt 2 = p, y = ¢ ein Parallelo-

gramm der hier bezeichneten Art existirt, so zeigt der Beweis zum

Satze I, dass umgekehrt stets p, g relativ prim sind und dafir |E9| < %—
ausfallt.
Auf Grund dieses Satzes III beweisen wir iiber das Verhiltniss der

in 1. mit 4 und 4’ bezeichneten zwei Gitterpunkte den folgenden wich-
tigen Zusatz:

Es kann keinen von A, Ay, A', A verschiedenen Gitterpunkt x,y geben,
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fiir den ebenfalls x,y relativ prim simd und ebenfalls [En| < -;— , dabei
aber A > |E| > 4" wiire.

Beweis. Nehmen wir an, es existirte ein Gitterpunkt 4* der hier
bezeichneten Art, und es sei fiir ihn [&| = 1% |9| = u* Wir hezeichnen
(Fig. 4) mit E den Punkt £=21, p=y, mit E’ den Punkt E=1", n =y,
mit B und S die Schnittpunkte der Geraden
EE’ mit 4 =0 und £ = 0, weiter mit L den
Punkt £ =2, =0, mit I’ den Punkt £ =1,
7==0, endlich mit E* den Punkt § =21% n=pu*.
Nach dem Satze III miisste es zufolge unserer
Voraussetzungen moglich sein, ein Parallelo-
gramm B(o* 6%) mit £E=0, y=0 als Diago-
nalen zu construiren, dessen Begrenzung den
Punkt A% aufnimmt, welches aber weder 4
noch A4’ enthielte. Sind E* 8% die Ecken & = ¢*, =0 und £ =0,
1 = 6% dieses Parallelogramms, so enthilt die Strecke R*S* den Punkt
E*, es darf aber weder E, noch E’ dem Dreiecke OR*S* angehoren.
Da nun nach Voraussetzung E* in dem Parallelstreifen 1'<§ <1 liegt
und noch dafiir 4 > O ist, miisste danach E* sich nothwendig im Viereck
L'LEE’ und dabei nicht auf der Seite EE’ desselben befinden.. Aber
das Parallelogramm RSRS, enthilt im Inneren O als einzigen Gitter-
punkt, danach kann E* nicht in L'LEFE bei Ausschluss der Strecke
EE’ Liegen. Ein Gitterpunkt, wie wir ihn in 4% angenommen haben,
kann also nicht existiren.

In entsprechender Weise leuchtet ein, dass es keinen von 4, 4,, A", 4,
verschiedenen Gitterpunkt geben kann, fiir den ebenfalls z, y relativ prim

sind und ebenfalls |£9| < —;—, dabei aber p <|y| < u' wire.
3. Durch die aus 4 und 4’ entnommene Substitution
T) r=pX+pY, y=9X+4Y,

deren Determinante pg’' — gp’'= 4 1 ist, geht die Form £7 in eine
iquivalente Form

X+ g XY + ¢ Y= (eAX 4 1Y) (X +u'Y)

Fig. 4.

iber.

Man erhilt zuniichst die Gleichung y® — 499 = 1.

Sodann ist @ = edu, % = ¢4 und gilt |@| < -, [#] < 5+ Weiter
hat man, wenn & = —¢ ist, Ap'F A =1,1>1>0, g’>p >0 und
1 =¢e(Ap —pld)=¢6(1—2ul); also ist in diesem Falle 0 <ey 1.
Wenn dagegen &'==¢ ist, hat man g’ —pd' =1, 1>21>0, g’'>2p>0
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und g=¢e(Ap -+ ud) =¢e(142d"); da hier 2u1 <p'¥ <%~ ist, folgt

also 1< ey < —2—- Die Relation (1—21") (¢'— u)> %, die in diesem
zweiten Falle besteht, ergiebt s (y —op—v) > —%- - — Die Vorzeichen &

und & entnimmt man hiernach bereits aus dem Werthe von g allein,
ausser wenn gerade y = - 1 (also ¢ = 0 oder ¢ = 0) ist.

Da aus pg — gp'== -+ 1 schon hervorgeht, dass p und ¢ einerseits
und andererseits »" und ¢ relativ prim sind, so sind die besonderen Um-
stinde, welche hier fiir die zwei Gitterpunkte A(§ =¢i, y=yp) und
A (§E= &4, n=uy) gelten, vollig zusammengefasst in den Beziehungen:
2>0; u>0, e=-41 oder u=0, e=1; pg— qp' = &, ferner eni-
weder :

f——e 1>120, lu<i, rw<l

oder:

=t ASU>0, <y, (A—2)([@—p) >+

Bemerkenswerth ist noch, dass bei dieser zweiten Reithe von Be-
dingungen fiir ¢ = ¢ die Ungleichung ig < —} eine Folge der iibrigen
Ungleichungen ist. Denn man hat hier ig'— A’y =1. Aus

A—2) ( — ) > 5

und A> 1" folgt zuvdrderst u' > u; sodann kann diese Ungleichung ersetzt
werden durch

14 ’ 14 7 1 4 7
AW FVp—Ap— V' >~ (Ap'—2'g),
d. i
1 7 3 ’ LA 4
TAW A —Ap— Ay >0
oder
1 14 I'4 1 4 4
5 @—) (W —2p) = 5 V' (u —n).

Daraus folgt 4’ — 2u > 0. KErsetzt man weiter hier iy’ durch 14+ Ay,
so entsteht endlich

5+ 2Vu> g+ 4y, also 3>+ V(W — 2u),

und daraus entnimmt man in der That

0|

>iu.
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§ 3.

Fassen wir die Resultate des § 1 und § 2 zusammen und nehmen
die Sitze hinzu, welche daraus bei Vertauschung der Rollen von & und 4,
bei Ersetzung von £, 4 durch 7%, — &, hervorgehen, so entsteht der
folgende

Satz IV. Es seien £ = ax + Py, 1= yzx + 0y zwei lineare Formen
mit belebigen reellen Coefficienten und einer Determinonte ¢ — By = 1;
jedoch sev die Form Ev im x,y wicht dquivalent mit deyr Form XY oder

der Form —;— (X2— Y% i X, Y. Alsdonn lassen sich die simmilichen
Systeme von gamzen Zahlen z, vy, fir welche x,y relativ prim sind und
{gﬂ<%— und zudem n >0, bez. =0, £ >0 ist, in eine Reihe nach

wachsendem Werthe v ordwen. Dabei sind sie zugleich nach abnehmendem
Werthe |E| geordnet.
Fiir je zwer auf einander folgende Systeme x = p, y = q und z = p/,
y=¢q n der Reihe gilt dann stets
pf —qp=+1.
Diese Reihe weist ein bestimmies erstes System auf, wofir 1=0, § >0,

also -g- == ~_§’-§ und >0 ist, wenn = rational ist; sie weist ein bestimmies

letztes System auf, wofiir £ =0, 4> 0, also 1%— =~Z— und > 0 ist, wenn

:;E rational ist. Sie ist ohme ein erstes System, wenn % wrrational ist,

B

ohne ein letztes System, wenn ;“— wrrational ist; sie ist mach Anfang und
—B

Ende hin unbegrenzt, wenn sowohl —_% wie — wrrational sind.

Ist die Reihe ohme ein letstes System, so convergirt in ihrem Ver-
laufe |E| nach Null und wichst v wber jede Gremze; ist sie ohne ein erstes
System, so wichst be: umgekehrter Folge der Systeme in thr &\ tiber jede
Grenze und convergirt v nach Null.

Diese zuletzt erwihnte Thatsache folgt aus dem Umstande, dass
iberhaupt nur fiir eine endliche Anzahl von Systemen der Reihe |£| oder
7 zwischen gegebenen positiven Grenzen liegen kann. Denn soll etwa.

; 1
¢y = |§] 209> 0 sein, so folgt aus [£7] <—;— und |&| > g, noch M<2_e;;

in einem Parallelogramme [£] <oy, (4] < 2—2— liegen aber stets nur eine
0

endliche Anzahl von Gitterpunkten z, y.
Die Reihe der hier in Betracht kommenden Gitterpunkte z, y, nach
wachsendem Werthe ihres % geordnet, soll die Ketfe zu den Formen £, 4
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heissen, ein einzelner Gitterpunkt x = p, y = q daraus ein Kettenglied,
ferner die mittelst zweier auf einander folgender Kettenglieder z = p,
y==¢q und z =9, y = ¢ gebildete Substitution

z=pX+pY, y=¢X+4Y
eine Substitution der Kette heissen.
Wir bezeichnen die nach einander auftretenden Kettenglieder mit

iy 9 (’5':“—"""2)_'1:07172:'“)’
wobei wir, wenn ein erstes Glied vorhanden ist, diesem Gliede und
anderenfalls einem beliebig gewihlten Gliede den Index O ertheilen
wollen. Fir x=p;,, y=1¢; setzen wir §=¢g4a;, n=u;, so dass
#; 20, >0, &=+ 1 sei. Ferner schreiben wir allgemein, soweit
die Indices in Betracht kommen,

&,
£
= ;.

&1

Fiir ein etwa vorhandenes erstes Glied ist ¢, = 1. Fiir einen etwa vor-
handenen letzten Index ¢ == w, wobei dann 1, = O wire, denken wir
uns &, = — 1 gewihlt. Die Substitution

xzpi_ng +277,K7 y=Qi—1Xi+QiYi

oder kurz (12 =1 g i) bezeichnen wir mit 7.
i—1y Yi
Man hat dann allgemein:

Ai1 > 2y iy < Wi,
ferner

(1) Aiyty — iy Ay = 1, P19 — Gi—1 ;i = &i—1.

Die am Schlusse von § 2, 1 entwickelte Regel, welche iiberhaupt
dazn verhilft, aus einem Kettengliede das nichstfolgende abzuleiten,
ergiebt emen einfachen Zusammenhang zwischen drei auf einander folgen-
den Kettengliedern: p;_y, gi—1; 9i, 95 Pit1, ¢i+1. Wir konnen p;, ¢;
mit dem Gitterpunkte p, ¢ (& mit &, 4; mit 1) und p;yy, giv-r mit p, ¢
aus § 2 identificiren. Fiir die Zahlen r, s dort, welche der Bedjngung
P:8 — Qi = & zu geniigen haben, kann man dann mit Riicksicht anf (1):
§=—Qi—1, r = — §;p;— einfiilhren, und dabei wird

E=—gid=— @61 Ai_1.
Also ist dann 4 durch — 4;_; zu ersetzen. Dadurch entsteht die folgende
Regel :

Y
Man bezeichne mit g; die grosste n ';1 enthaltene ganze Zahl und

2

sefze h; ='g; oder =g, + 1, je nachdem

e
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(A1 — 9: ) (gs e — Bips—1) < oder > _;_
ist, domn gilt

Pit1=—pi1 + i, Qp1=—8q 1+ g
und tberdies wird 91y = -—1 im ersten, =1 im zweiten Falle.
Man erhilt hiernach

(2) (pi—h pz‘) (07 _'32‘) — (pi) .p5+1>
Gi—1, ¢/ \1, I Qi Git1/’
(&'-‘—1 Ai1, éz'}vi) (0, —’3'1:\) . (&'li, &1 34-;-1).
i1, @/ \l, M i, Wity
Pi—1 X; +szz = P; Xi-{-l - Pita 175—]-1)

9i—1 X+ 9Y,=q Xz+1 -+ qit1 Yi+1

Xi=—8Ypy, Yi=Xi1+hY,.
X.
~ ==1t;, so gilt daher weiter

Es wird also

vermoge

Setzt man allgemein —

Yz.
3) — Pt o TPty + Piqq
— 4 14+ — &Gty + G’
wahrend
b
4 P -
) By — b4y

ist. Dabei ist zu bemerken, dass Zihler und Nenner der rechten Seite
von (3) genau die Ausdriicke sind, die bei der naturgemissen Umformung
des Ziahlers oder des Nenners der linken Seite je in einen Quotienten
zweier ganzer Functionen von #;4; als die Zihler dieser beiden Quotienten
erscheinen. Aus (3) und (4) erhdlt man sogleich allgemeiner:

— Pt TP — Py 1 b+ By

5 = <k
( ) — ¢ 4t -+ 4 — @ b+’ <%
wenn
6) = 2
T — By
h£+1 .. ”’ak—-x
by — %

ist, und dabei gilt iiber die Entstehung von Zihler und Nenner der
rechten Seite in (5) aus Zihler und Nenner der linken Seite eine ganz
entsprechende Bemerkung wie bei den Bezichungen (3) und (4).

Ebenso wie &, 7 haben %, —£ die Determinante 1. Die Kette zu
7, —& ist im Wesentlichen die umgekehrte Kette zu &, . Durchliuft
Pi, ¢; die Gitterpunkte der Kette zu &, 4 in umgekehrfer Reihenfolge,
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d. h. sodass die Indices ¢ abnehmen, so hat man dabei in den Systemen
x=—gp;, Yy=—¢&¢q:, (fir welche — £>0 ausfillt), die Glieder
der Kette zu %, — &. Ueber den Fortgang in dieser letzteren Kette
sel noch die aus (2) folgende Beziehung:

7 — &4 1 Pit1, — &P 0, —Wip1) [ &Di;, —&—1Pi—1
RN o .
€1 sz+1, — & G 1 9. hi — &y, —&-—-1Gi—1

angemerks.

§ 4.
An die Sitze in § 2 schliesst sich folgendes Theorem an:
Satz V. Sind &€ = ax -+ By, n=yz + 0y swei linecare Formen mit
beliebigen reellen Coefficienten und einer Delerminante «d — By — 1 und

stnd Ey, m, trgend welche gegebene reelle Grossen, so giebt es stels gamze
Zahlen x, y, fir welche

1
ausfallt. {E—E&)(m—m) <7

Beweis. Betrachten wir vorweg die Fille, dass es eine ganzzahlige
Substitution mit einer Determinante 4 1 giebt, durch welche die Form

gy der Variabeln z, y in die Form XY oder in die Form —;—(Xg-—-—Yg)

der neuen Variabeln X, Y iibergehe. Dem Werthsysteme § = &, n = 1,
entspreche dabei das System X = X, Y=Y, so erweist sich vermoge
jener Substitution

(E—E) (1—np) = (X— X,) (Y—Y,), ber. =3 (X—X)'—(T—Xp?).
Bestimmen wir nun X und Y als ganze Zahlen so, dass | X — X, g% ’
Y—Y)l < % ist, so wird im ersten Falle, wo §7 #quivalent X'Y ist,
IE—E&) (p—m)| < —41*- Dabei ist zu bemerken, dass das Gleichheits-

zeichen hier unter gewissen Umstinden wirklich in Befracht kommt,

nimlich wenn sowohl X, wie Y, gleich ganzen Zahlen vermehrt um

—;— sind. — Im zweiten Falle, wo £% dquivalent —;— (X?—Y?) ist, stellt

sich sogar [(§E—&) (n—n)| < % heraus.
Nunmehr schliessen wir die Fille aus, dass £y dquivalent mit XY
oder mit —;—(Xz—— Y?) ist.

Betrachten wir irgend eine Substitution

r=pX+pY, y=¢X+4Y
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der zu &, n gehorigen Kette. Wir bezeichnen den Gitterpunkt p, ¢ mit 4,
den Gitterpunkt p’, ¢’ mit 4. Nach § 2 haben Wir ein ganz bestimmtes

Parallelogramm RS RS, oder P (g, 6): i -

sowohl 4, wie A" aufnimmt. Der grdsseren A:aschauhchkelt wegen Wollen
wir in der Zeichnungsebene die Coordinaten z, y derart interpretiren, dass
dieses Parallelogramm % (o, 6) ein Quadrat im gewdhnlichen Sinne wird.
Fir p, q sei E=el, nN=u, ('1:>:02 !"207 £=i1>7 fir p, g sei
E=di,n=u, (A 20, W >0, & =+ 1). Wir haben nun die beiden,

auch in § 2 unterschiedenen Fille & = — ¢ und & = ¢ gesondert zu
untersuchen.
1°. Es sei zundchst & =-—¢ und 1 >4 >0, p'>p>0. Ein

gleichzeitiges Kintreten von y = 0 und 4" = 0 ist dadurch ausgeschlossen,
dass £% nicht dquivalent X Y sein soll. Es sei M die Seitenmitte 2—-——

] £Q

n=5 und M’ die Seitenmitte &= —=, n—-i in P(o,6). Nach

den Bemerkungen in § 2 kommen 4 und A" derart auf der Berandung
von % (g, 6) zu liegen, dass bei einer Umlaufung derselben in einem gewissen
Sinne sich 4, M, (8), 4, M’, 4,, M,, (S,), 4,, M, folgen (s. Fig. 5;
um die Figur nicht zu compliciren, sind darin die Seiten von P(p, 6)
nicht ausgezogen); A4 ist von M, 4" von M’ verschieden.

Da wir die Rollen von § und % vertauschen, anstatt £, 4 auch 4, —£
zu Grunde legen koénnen, so diirfen wir noch die Annahme A'g’ > 2y
machen; (weil nicht zugleich 2’= 0, u = 0 sein kann, wird dann gewiss
A >0, also 4" von S verschieden sein). Da auf jeder Seite des Quadrates

B (o, 6) der Werth l%{ stets von der Mitte der Seite nach ihren Enden

hin abnimmt und dabei auf allen vier Seiten gleichen Werth erhilt bei
der nimlichen FEntfernung von der Seitenmitte, den Begriff der Entfernung

im gewdhnlichen Sinne genommen, so liuft jene Annahme darauf hinaus,
dass A’ M’ < AM sein soll.

Wir construiren weiter das Quadrat P (2 ) g) dessen Kcken auf
7=0, E==0 halb so grosse Entfernungen von O haben wie R R, 8, S,.
Die Berandung von 2!3(2 , 2) nimmt die Punkte X = + 5 ¥=0
md X=0, Y= + — auf. Legen wir sodann um jeden einzigen Gitter-
punkt als Mittelpunkt ein Quadrat, welches dem Quadrate P ( > 2) gleich

und in den Seiten parallel gestellt ist, so ergeben diese Quadrate das Bild
der in Fig. 5 mit ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die
einzelnen Gitterpunkte sind in dieser Figur durch ihre Coordinaten X, ¥
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angedeutet. Das erste Quadrat P (2 , ;) um den Nullpunkt stosst mit

Stiicken seiner Seiten an die Quadrate mit den Mittelpunkten A4, 4,
A,, 4), wihrend es die tibrigen Quadrate iiberhaupt nicht trifft. Danach
Liegen jene Quadrate offenbar so, dass keine zwei in einander eingreifen,
und zwischen sich lassen sie noch lauter gleiche und parallel liecrende

Lucken in Form von Rechtecken, welche die einzelnen Punkte X —{—
Y+ — mit ganzzahligen X, Y zu Mittelpunkten haben.

Es sei belsplelswelse G HJK die rechteckige Liicke mit dem Mittel-
punkte X=%, Y:‘:? oder L, so dass die Seiten GH, HJ, JK, KG

sich an die Quadrate mit den Mittelpunkten X, ¥ =10,0;1,0;1,1;0,1
anlegen. Da AH, M'G M, A'K simmtlich parallel der Linie =0 sind,
so ist GH=MAL MS wnd GK=MA <M'S, also GH>GK

und iberdies — RS> GH, o RS> GK; (man beachte, dass 4’ nicht
in S féillt). In jeder der rechteckigen Liicken ist daher eine Seite kleiner,

die andere hochstens so gross als die Seite des Quadrates P (%, ’;‘) .
Unter dem Inhalt einer Figur wollen wir den Werth des Integrales
f dX dY iiber ihre Fliche verstehen. Der Inhalt des Quadrates

%3(—5-, %) ist dann, weil ad —fy =1, pq’-——qp’=+ 1 ist, gleich
96 und der Inhalt des Rechteckes GHJK ist < — 5 06. Nun komm
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in der ganzen Ebene auf jeden Gitterpunkt X = X* Y = Y* einerseits
ein Parallelogramm ——%g X—X*é—;-, ————;—g Y — Y*g—;— vom

Inhalte 1, wobei diese Parallelogramme die ganze Ebene liickenlos er-
fiillen, ohne gegenseitig in einander einzudringen, andererseits kommt hier

auf jeden Gitterpunkt X* Y* ein Quadrat mit dem Mittelpunkte X* Y#*

1

vom Inhalte — 96 und ein Rechteck mit dem Mittelpunkte X* + -,

Y* - —é— von einem gewissen Inhalte < - 2 06, und alle diese Quadrate

und Rechtecke erfiillen ebenfalls die ganze Ebene liickenlos, ohne gegen-
seitig in einander einzudringen. Danach folgt offenbar

@) L e6<1<2 0.

Es verhalte sich die Entfernung des Punktes O von der Geraden G H
zu der des Punktes L von dieser Geraden, also ~1—— M'S: —1— MA wie

1:x—1, dabei ist 1<x<2 Construiren wir dann das Quadrat B ( 5> “26)

mit O als Mittelpunkt, dessen Seiten denen von P (2 , 2) parallel sind,

so geht dessen Berandung durch L und wird deshalb dieses Quadrat eine
Hilfte der Liicke G HJK vollstindig iiberdecken. Legen wir nun um

jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem Quadrate P (1;3 , -’%—6) gleiches

und parallel gestelltes Quadrat, so werden daher diese Quadrate zweiter
Art, die in Fig. 5 mit gestrichelter Berandung gezeichnet sind, jedenfalls
die gamze Ebene, ohme Liicken zu lassen, iiberdecken. Also wird der
Punkt, fiir den die Bestimmungsstiicke £,  gleich den gegebenen Werthen
£, m, sind, in wenigstens eines dieser Quadrate fallen miissen; fiir den
Gitterpunkt z, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist,
gilt dann

(2) lg - &, 1 . b2

%
+ <3

In das Innere des Quadrates (%g’ M) dringen von allen iibrigen

dieser Quadrate zweiter Art nur die vier Quadrate mit den Mittelpunkten
A4, A, A, A). Dabel liegen diese vier Quadrate selbst vollig ausein-
ander, auch reichen sie nicht bis an den Nullpunkt O heran. Danach
zeigt sich, dass die Gesammtheit dieser Quadrate zweiter Art die Ebene
so iiberdecken, dass sie kein Gebiet mehr als zweifach iiberlagern, wihrend
noch gewisse [ férmige Partieen mit den einzelnen Gitterpunkten als
Mittelpunkten vorhanden sind, die jedesmal nur je einem dieser Quadrate



112 H. Mixxowsxz,

angehoren. Infolgedessen ist der Inhalt des Quadrates P (—%9 , —”2—6) noth-
wendig <2, d. h. man hat
(3) 5 1206 < 2.

Aus (2) folgt, weil das geometrische Mittel zweier Betrige nicht
grosser als ihr arithmetisches Mittel ist,
(€ — &) (n—n) ®\?
Y; { = (Z) ’
und daraus mit Riicksicht auf (3)
: 1
(E—5&) (n—mo)| < 1
20, Zweitens sei & ==¢ und 1 >41">0, u'>u >0. Die Punkte 4
und A4’ werden hier von einer und derselben Seite von B(p, 6) auf-
genommen, wobei weder 4 noch 4" in die Mitte der Seite fallen und 4,
aber nicht A’ eine Ecke sein kann. Die Linge der betreffenden Seite
ist <244,
0

Gehen wir nunmehr zu dem Quadrat (? , —g—) tiber und construiren

um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem gleiches und parallel
gestelltes Quadrat, so liefern diese Quadrate das Bild der in Fig. 6 mit
ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die Gitterpunkte sind
dort durch ihre Coordinaten X, Y bezeichnet. Diese verschiedenen Quadrate
nun greifen nicht in einander ein und lassen zwischen sich im Allgemeinen
wieder lauter gleiche und parallel gelagerte rechteckige Liicken mit den

einzelnen Punkten X 4 % , Y+ % fiir ganzzahlige X, Y als Mittel-

punkten. Diese Liicken kommen nur zum Fortfall, wenn auch der Gitter-
punkt X = -—1, ¥Y=1 auf die Begrenzung von (¢, ¢) fillt, (wenn
A—2) @ —uw= % ist). BEs sei, wenn nicht dieser Specialfall statthat,

G HJK die rechteckige Liicke mit dem Mittelpunkte L: X=%, Y =—;—,

wobei G H, HJ, JK, K (y ibre an die Quadrate um X, ¥Y=0,0; 1,05 1,1;0,1
anstossenden Seiten seien. Dann ist die Seite GK gleich der Seite des
Quadrates P (~g— , %) , die Seite G H kleiner als diese Seite. Der Grenz-

fall, dass GH = G K wire, wiirde nur eintreten, wenn 4 und A’ beide
in Ecken von P (g,0) fielen, was dadurch ausgeschlossen ist, dass £y
nicht #quivalent der Form XY sein soll. Nunmehr erweist sich durch
eine entsprechende Ueberlegung wie in 1% dass der Inhalt des Quadrates

B (—g—, -g-) zusammen mit dem des Rechteckes G HJK gleich 1 sein

muss, woraus
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(1) %96§1<2-%—96

hervorgeht. Die Gleichung % 06 =1 hat statt, wenn die Liicken zum

Fortfall kommen, also H mit G, J mit K zusammenfillt.
Es verhalte sich die Entfernung des Punktes 4 von der Geraden H.J
zu der des Punktes L von dieser Geraden wie 1:x—1, so ist 1<% <<2.

Fig. 6.

Construiren wir nun das Quadrat P (%g ) 3‘2—6) , 80 wird es die Hilfte der
Liicke mit dem Mittelpunkte X = — —12' ,
Legen wir dann gleiche und parallel gestellle Quadrate um jeden Gitter-
punkt als Mittelpunkt, so erfiillen daher diese Quadrate jedenfalls die
canze Ebene. Also wird derjenige. Punkt, fiir den die Bestimmungs-
stiicke £, 4 die gegebenen Werthe £ =§,, 5 = 5, haben, in wenigstens
eines dieser Quadrate fallen miissen; alsdann gilt fiir den Gitterpunkdt
z, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist,

2) Eg—;goi_*__iﬂ';’?o

Andererseits iiberdecken diese neuen Quadrate keinen Theil der Ebene
mehr als zweimal, wihrend noch gewisse Rechtecke mit den einzelnen
Gitterpunkten als Mittelpunkten da sind, welche jedesmal nur je einem
dieser Quadrate angehiren. Infolgedessen muss der Inhalt des Quadrates

?}3(—1129, %—6-) kleiner als 2, also

Mathematische Anpalen. LIV, 8

Y= é— vollstindig tiberdecken.

.4
<5




114 H. MingowsEL

(3) —;~ xlge < 2
sein. Aus (2) und (3) ergiebt sich wie oben

|(E—&) (n-——no)l<-i—'

Damit ist der Satz V vollstindig bewiesen. —

Wir bemerken noch Folgendes: Aus 1< g6 und x*p6 <4 ent-
nimmt man x* <4. Aus (2) erhilt man daher '£ — | < o; nach § 2
ist aber stets ¢ < 24. Hat nun die Kette zu §, 5 kein letztes Glied, ist

also :u—@ irrational, so convergirt im Verlaufe ihrer Glieder die Grosse 4
nach Null. In solchem Falle kann man daher einen Gitterpunkt z, y
bestimmen, wofiir [(§—§&) (n— )| < % ausfallt und zudem |E — |

unter einer beliebig vorgeschriebenen positiven Grosse liegt.

5.

Es sei jetzt @ eine beliebige reelle Grosse, und wir setzen £ =2-—ay,
7 =1y. Die Form (z—ay)y ist nur dann #quivalent mit der Form X,

wenn o eine ganze Zahl ist, und nur dann #quivalent mit —;— (X?—7Y?),

wenn a gleich einer ganzen Zahl vermehrt um % ist. Von diesen

zwei Fillen wollen wir absehen. Die Kette zu &, % hat hier ein be-
stimmtes erstes Glied p,, g,; fiir dasselbe soll {—0 = —qoi und > O sein,
also hat man p, =1, ¢,=0. Fiir das zweite Kettenglied p,, ¢, soll

i 1 .
Doty — Yo =2¢ =1, also ¢, =1 und |(p,—ag)q| <5 sein; also
ist dann p, gleich der an der Grdsse @ nichstgelegenen ganzen Zahl A,
fir die |hy—a|< —i— ist. Setzt man sodann in den Formeln (5) und (6)

des §3: 4=1, #=0, so resultirt %==k0—t1. Die in § 3 er-
haltenen Resultate fiithren nunmehr zu folgendem Satze:

Satz VI. Es sei a eine beliebige reelle Grosse, jedoch weder eine gamze
Zahl, noch, gleich einer ganzen Zahi + - Man bilde in folgender Weise
eine Reihe von ganzzahligen Systemen p;, q; (i =0,1,2,-..).

Zundichst set py =1, q,=0, sodamn g, =1 und p, = h, die an
der Grisse a wiichstgelegene gamze Zahl so, dass |hy— a <-%- ist. Allgemein,

wenn man bis zu einem Systeme p;, q; gelangt ist, wofiir noch p;—agq;==0



Anniherung einer reellen Grosse durch rationale Zahlen. 115

Piy—0q_,

ausfdllt, stelle man den Quotienten oy her. Es ser &; sein Vor-

zeichen und g; die grosste in dem absoluten DBetrage dieses Quotienten ent-
haltene ganze Zahl, weiter h; = g; oder = g; + 1, je nachdem

{(pi—1—0gi—1) — F:9:(0; — aq) (9: @i — ¥:qi—1)| < oder 2> %‘

ist. Man selze sodanmn

Pip1=hipi— F:ipi—1, Giv1==hiqi — F:qi—1.
Der auf diese Weise ermittelien Rethe wvon Systemen p;, q; kommen
folgende FEigenschaften zu:
1% Wenn a rational ist, bricht die Reihe mit einem gewissen System
Pw, Qo 0b, wofiir p, — aq, =0 ist. Wenn o irrational ist, so ldsst sich
die Reihe dieser Systeme unbegrenst fortsetzen.

20, Fiir je zwei auf einander folgende Systeme gult stets
PiGigr — QiPipr = T &g --- ;=4 1.
Die Zahlen p;, q; sind stets relativ prim.

3% Man hat
»; 3| 3, | ‘3k-—1{ 3
i O—W_—.Wi—_...—ikk < (k=1,2,.-.).

Dabei sind p, und qi selbst denjenigen Ausdriicken gleich, die bei der natuwr-
gemiissen Darstellung der rechten Seite als Quotient zweior ganzer Functionen
der h; und &; den Zihler bez. Nenner abgeben.

4° Man hat
0<g<p<g: -

1
e lpy —ag | > |p,—age| > |ps—ags), - -

1-29—" — a| mit wachsendem Index ab.

9

Wenn o irrational ist, convergiren die Briiche % mit wachsendem Index nach
der Grisse a. *

5°. Fiir jedes der Systeme p, g (k=1,2,---) gilt
1
(I —agn) o] <5

Umgekehrt: Ist z, y irgend ein System von relativ primen
ganzen Zahlen, wofiir y > 0 und

|(z—ay)y] <-12~

gilt, so findet sich das Zahlenpaar z, y stets unter den Systemen
P, (k=1,2,--4).

Um so mehr nehmen die Betrige

8*
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Aus dem Satze V entnimmt man noch: Sind b, ¢ irgend zwei weitere
reelle Griossen, so kamn man stets ganmze Zahlen z, y finden, so dass

(@—ay—b) (y—o)| < ¢

ist, und zwar, wenn a irrational ist, noch devart, dass zugleich |«
unter einer beliebig Fkleinen positiven Grisse liegt.*)
Die hier definirte Kettenbruchentwicklung mit den Néherungsbriichen

ay —b|

1—;‘—, {;—2’ .-+ zur Anndherung an die Grosse a soll der Diagonalketten-
1 2

bruch fir a heissen, mit Riicksicht darauf, dass diese Niherungsbriiche
zu den Parallelogrammen mit den Linien 2 —ay =0 und y =0 als
Diagonalen in einer ganz entsprechenden Beziehung stehen, wie die

Niaherungsbriiche bei der gewShnlichen Kettenbruchentwicklung
1 1
a=b+ g+ +
f 1 l 2

wo [, eine ganze Zahl, 1,1, --- lauter positive Zahlen sind, zu den
Parallelogrammen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seiten
parallel zu  —ay =0, y=0. Fir diese gewdhnliche (auch so-
genannte regelmissige oder normale) Kettenbruchentwicklung wiirde
ich alsdann den charakteristischeren Namen Parallelkettenbruch in Vor- .
schlag bringen.

Nach einem bekannten Satze von Lagrange kommt jedes Zahlen-
paar x, ¥y, wobei z, y relativ prim sind, y > 0 und }—;;———a,} < 5;—;; 1st,

als Zahler und Nenner eines Niaherungsbruches der gewshnlichen Ketten-
bruchentwicklung fiir ¢ vor. Danach erscheinen alle N#herungsbriiche
des Diagonalkettenbruches fiir ¢ auch unter den Niherungsbriichen des
Parallelkettenbruches fiir ¢ und wird also, falls nicht beide Entwick-
lungen zusammenfallen, der Parallelkettenbruch stets langsamer convergiren.
Py, Py - )

02 hl? hz: - A
der Parallelkettenbruch fiir ¢ mit a = PK (§, L, &, - - ) bezeichnet
werden. Die schon vorhin angedeutete geometrische Auffassung der

Der Diagonalkettenbruch fiir ¢ mége mit a = DK

*) Tschebyscheff hat (in einem russisch geschriebenen Aufsatze in den
Mémoires der Petersburger Academie, t. X, Appendix 4, 1866) gezeigt, dass, wenn

a, b reelle Grossen sind, stets ganze Zahlen x, y existiren, wofir §(x——ay—~b)y}<~;—
ist. Hermite hat (Crelle’s Journal, Bd. 88, 1880) bewiesen, dass der Ausdruck

links durch ganze Zahlen x, y kleiner als Vg gemacht werden kann. Der Satz

im Texte ergiebt ein schirferes Resultat, weil % < ng ist.
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Parallelkettenbriiche, welche der hier gegebenen Ableitung der Diagonal-
kettenbriiche entspricht, fiihrt leicht zu folgendem Satze:

Um aus der Reihe der Systeme p;, q: (1 = 0,1, 2, ---) fiir den Diagonal-
Fkettenbruch von a die Reihe der Zihler und Nenner der simmilichen Nihe-
rungsbriiche des Parallelkettenbruches von a zuw erhalten, hat man nwr die
erstere Reihe in der Weise zu erweitern, dass, so oft eine Zohl &; =1
(fiir ein 72> 1) ausfillt, zwischen die beiden Systeme p;—y, q:—y und p;, g;
noch das newe System p; — p;—1, @ — Qi—1 eingefiigt wird.

Man leitet aus diesem Satze die nachstehende Regel ab, welche

erlaubt, aus einem Diagonalkettenbruche @ = DK ( s By, - ) so-
Mn}%’km"'
gleich den Parallelkettenbruch a = PK (I, 1,1, --) zu entnehmen:
Aus der Reihe der Zahlen hy, hy, h,y, - - - entsteht die Rethe der Zahlen

indem an Stelle emer jeden Zahl h; substituirt wird:

%?%7k1"3

h;, wenn &=—1, Yp1=—1,
hi—1, wenn'a%= 1, 9p1=—1,
hi—1,1, wenn H=—1, 1= 1,
h—2,1, wemn &= 1, = 1

ist; dabei hat man sich noch 9,=—1 zu denken und dann von dieser Vor-
schrift auch fir ¢ = 0 Gebrauch zu machen.

Die Diagonalkettenbriiche sind hiernach nicht bloss wegen der ein-
facheren Charakterisirung ihrer Niherungsbriiche leichter zu handhaben,
sie enthalten auch alle Finzelheiten iiber die darzustellenden Grdssen,
welche die Parallelkettenbriiche erkennen lassen.

Beispiel: Der Parallelkettenbruch fiir /13 ist
PK(3,1,1;1,1,6,1,1;1,1,6,1,1;--)

mit den Nherungsbriichen
3 4 7 11 18 119 137 256 393 649 4287 4936 9223

. — —_— P —

T2 12723 325233 387 71 109’ 180 1189’ 13697 25587 7
der Diagonalkettenbruch fir /13 ist

+, —; +, +, — 43 + ”‘)
DK(4 2,2, 8, 2 2, 8 2
mit den Niherungsbriichen ) ‘
4 7 18 137 256 649 4936 9223

1279 527387 71 180’ 1369’ 25587

d. i dem 2,3;5,7,8;--- bk, bk 2, bk} 3; - - - ten Naherungsbruch
der ersteren Entwicklung.
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Dagegen wiirde diejenige Kettenbruchentwicklung

(h 1(’1"()2"") ;,__1?1_1__?2_‘__
0> Byy By, - - ° |y Ry ’
wobei &, =-+1, 8, =4 1,--- und die A, hy, --- positive ganze Zahlen
i o
sind derart, dass die Reste — l—;;—] — T;:—""-l—l — - .- stets zwischen — ;—
k k1

und —;— liegen, fiir }'13:

K( 1,1, —1,1,1, —1, 1, )

4,32, 1,38;2, 17,3;-.-

sein mit den Niherungsbriichen

4 11 18 137 393 649 4936 14159

1°73) 37738 109° 180’ 1369’ 3927
d. i. dem 2,4;5,7,9;...5k, 5k 42, bk 4-4;- - -ten Naherungsbruche
des Parallelkettenbruches fiir Y13. Also erfiillt bei dieser Art der Ent-
wicklung einerseits nicht jeder Naherungsbruch % die Bedingung

) —_— 1
3 VB <g
andererseits kommft nicht jeder Bruch ——;— mit dieser Eigenschaft unter

den Naherungsbriichen vor.
Der Diagonalkettenbruch fiir die Basis der natiirlichen Logarithmen
lautet:

_ 1, —1,1, —1, --- 1, —1,.--)
e—‘DK(s,z’,, 2,5, 2, ... 2m41, 2

Die Zihler und Nenner der Naherungsbriiche dieses Kettenbruches geben
also die simmtlichen Auflésungen der Bedingung

LRI

1 1
— g <(z—ep)y<

in relativ primen positiven ganzen Zahlen z, y.

§ 6.
1. FEin unendlicher Diagonalkettenbruch

E SN S
1) DK(h 12 Vo
(1 0> hl) 27"'

fiir eine irrationale Grdsse @ soll periodisch heissen, wenn es eine
positive Zahl » giebt, so dass von einem gewissen Index j an stets

@) B = Npo, M=Dhi, (k=4,j+1,j+2,-)
ist. Das System der Werthe
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(8,-, i1, - 3j+v——1>
kj) hi+1: Tty k.H—v—-l
heisse dann eine Periode des Kettenbruches.
Wir beweisen zunichst die folgende Thatsache:
Ist der Diagonalketienbruch fiir eine irrationale Grosse a periodisch,
so ist @ Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten.

Wir verwenden fiir die Kette zn den Formen E=z —ay, =1y
die in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. Durch die Substitution

T, = (pi-——-l; pi)
qi—1, ¢

geht £ in &_341X;+ &4;Y; iiber, man hat also die Formel der

Composition:
(1', ——a) Ti == (85._1 lz’—l) &; A.i);

Aus § 3, Gleich. (2) leitet man allgemeiner die Regel

0, —-&,-\) (O, -—r&,-_;_l) (O, — 1)
(i1 hi—1, & i) (1, 2\, Rops SRR CI A (ep—1dt—1, &xit),
1 <k
ab, und daraus entnimmt man inshesondere eine Beziehung:
Exhr == &1 Ai_17ix + & AiSik,

WO 7ix, Si: gewisse ganze Zahlen sind, die bloss von den Werthen
&, hiy Fix1, Big1, - - -y Pr—1, hi—y abhingen. Da mit unbegrenzt
wachsendem % die Grosse i; nach Null convergirt, ersieht man danach,

& A . . . o
dass das Verhaltniss —1:8—1—1-1—:3 durch die unendliche Reithe der Grossen

%, b fir die simmtlichen Indices % >4 vollstindig bestimmt ist.
Wenn nun mit irgend einem Werthe » fiir alle Indices £ >j die

Beziehungen (2) statthaben, muss daher nothwendig

Gto—1bipo—i _ H—1h—i
5.1

Eido Mjto ;&

: o Eqe—1 ko : .
sein. Setzen wir -1 119-9-@ ! — 7, wobei 0 < |7|]<1 sein wird, so

E. .
folgt It

Gbomthidom1 =TEG_1hi—1, Epohito =T
Nun hat man
A, —0) Typo = (vej—1di—s, T554), (5—1ki—1, &) T; = (1,—a)

daraus entsteht
(1, —a) Ty T = (v, —T70).
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Bezeichnet man mit (P’ D das Coefficientenschema der Substitution

Ty T5 1, so bedeutet diese letzte Formel

p—aq=1t, Y—as=—14a.

(r— as) + (p — aq)a =0
und hierin kann nicht q =0 sein, denn sonst miisste p =7z sein, wihrend
z keine ganze Zahl ist, da |z| zwischen O und 1 fallt.

2. Wir beweisen jetzt die Umkehrung der eben festgestellten Thatsache:

Daraus erhilt man

Satz VII. Ist eine irrationale Grisse a Wurzel einer quadratischen
Gleichung mat rationalen Coefficienten, so ist der Diagonalkettenbruch fir
stets periodisch.

Beweis. Es sei

nya® -+ na 4+ ny =0

diejenige Gleichung fiir @, in der n,, #,, n, relativ prime ganze Zahlen

sind und m,> 0 ist. Man hat ¢ = —2 + Vn® — dnym,

27, ’
ganze Zahl D = n,®— 4nyn, positiv und wegen der vorausgesetzten
Irrationalitit von a jedenfalls nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist.

”’1+V—

so dass die

Die zweite Wurzel jener Gleichung werde mit @ bezeichnet.

Wir setzen
1 _
=x_af’/=“‘x+ﬂy7 ’?=a_d(x"‘ay>=7x+3?/> §=?/

Dabei haben g, n ebenso wie &, §{ die Determinante 1, und gilt eine
Beziehung:

t=n+0t, b=— Z=TF

“ VD
Sodann entsteht
+ VDén=f=na® + nzy + "y Y™
Wir betrachten nunmehr die Kette zu den Formen £, 5. Diese Kette
wird jedenfalls nach beiden Seiten unbegrenzt sein. Wir verwenden fiir

diese Kette die in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. Ausserdem mégen
&, n: die Ausdriicke bedeuten, in welche £, % durch die Substitution

(Tz) T =pP;—1 X; +Pa'Yz', ?/=Qz—1Xi+Qin
ibergehen, und es bedeute T; das quadratische Schema (

&1hi1, &M\

Wi1, &

der Coefficienten von &;, %;, wobei dann (::’ g) T;=T, gilt.
2

Durch die ganzzahlige Substitution 7;, deren Determinante 4 1 ist,
geht die Form f= -4 Y/ D£y in eine Form
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fi=4VDtn=NX*+ N XY + N, Y2
iiber. Dabei sind N, N,, N, ganze rationale Zahlen und folgt N,?—4N, N,=D);
da D nieht eine Quadmtzahl ist, hat man gewiss N,==0, N, ==0. Zu-
dem bestehen dabei nach § 2, 3 diese Beziehungen:

entweder

N, N, 1 1

x <0, F>0, INI<5VD, |NI<3VD, |N|I<VD
oder

¥ >0, >0, |N|<yVD, INI<3VD, VD<IN|<{VD,

1
tM—No—N2l>“2‘V—E'

In jedem Falle kommen hiernach fiir die ganzzahligen Coefficienten
N,, N;, N, einer Form f; von vornherein nur eine endliche Anzahl von
moglichen Werthsystemen in Betracht. Man wird also jedenfalls irgend
zwel Indices ¢=3j und ¢=j-} v, wo »>0 ist, finden konnen, fiir
welche die beiden Formen f; und fj4, in den Coefficienten N, N;, N,
iibereinstimmen.

Ersetzt man X;.,, ¥;4+, in den Formen & ,, %4 durch die Zeichen
X;, Y; der Variabeln in £, %;, so werden dadurch Beziehungen

§ro=AE 4By, r,=T§ 4 Ay A B

hergestellt, wobei die Coefficienten A, B, I, A durch T, ,= (I_’ A) T, be-
)

stimmt sind, und vermoge dieser Beziehungen muss dann &4, m4,=E&1;
entstehen. Vergleicht man die Coefficienten von £2, %% &1, auf beiden
Seiten dieser Gleichung, so folgt Alr=0, BA=0, AA 4 Bl=1.

Danach muss entweder

1 1
B B=0, T=0, Amg=1; Eo=18 nro=1n

oder
1 1
(3¥) A=0, A=0, B=“f—"=7§ Eiro = 17, ’7j+@=’;gj

mit einem von Null verschiedenen Factor z sein. Die zweite Art von
Beziehungen aber ist unmoglich, weil in der Form #; der zweite Coeffi-
cient einen grosseren absoluten Betrag hat als der erste Coefficient, in
der Form £, aber das Entgegengesetzte statthaben muss. Also gelten
nothwendig die Beziehungen (3) und die Vergleichung der Coefficienten
in %; und 7,4, zeigt noch, dass 7 positiv und <1 ist.

Die Gleichungen (3) ergeben

‘t’, O o ﬁ ‘t, O (“ ﬁ)
R . 2 : —1 __ ’ .
Tt ( , %) T (y, a) Tito Ty (0, =) \p, 0
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Ist (ﬁ’ :) das Coefficientenschema der Substitution Tj.,7; ', wobei
P, 9 r’, s ganze Zahlen sind und ps — qr =1 ist, so verwandeln
sich hiernach £, %, wenn man darin 2, y durch pz + ry, qz 4 sy er-
setzt, in die Ausdriicke 7§, —;— 9. Diese zwei Ausdriicke ergeben dasselbe
Product wie & und %. Durch die umgekehrte Substitution werden &,

in ;1— g, vy iibergechen. Hat man nun einen Gitterpunkt z, y, fiir den
z, y relativ prim sind und £=2¢4, =u (>0, 1 >0, e=-41),

Ap < —%— ist, so existirt dann also ein anderer Gitterpunkt, fiir den eben-

falls z, y relativ prim sind und £ =r7eld, n= % u ist, und ferner ein

Gitterpunkt, fiir den z, y relativ prim sind und & = 751— ek, n =1ty ist;
und diese zwel weiteren Gitterpunkte miissen dann ebenso wie der erste
als Glieder der Kette zu &, n auftreten.

Nach (3) haben wir &y,4jpo =782, Gjits = —i— u;. Nun miissen
weiter die Punkte & = &, 414jto41, 4 = Wjtpot+1 und § = 7851411,

n = —71~ ujt1, welche beide als Glieder der Kette auftreten, identisch sein.

Denn hitte man pjq,41 > % tit+1, so wirde der Punkt § = 7&4,4,4,,

n=—:—yj+1 ein Kettenglied sein, fir das w4, < < gjir,4+1 Wware,

wihrend % = w1, und 4 = g4, ja zwel auf einander folgenden
. v - 1

Kettengliedern entsprechen. Hitte man dagegen ;4,41 <<— #j41, 80

wiirde £ = —71— &pot1Ajdotl, N ==TW+o+1 ein Kettenglied sein, wofiir
i < n < w4y wire, was ebenfalls nicht moglich ist. Also muss

1 : . . .
Wjtot1==— W41 Sein und miissen sodann jene zwei Punkte zusammen-

fallen.
Auf dieselbe Art erschliesst man successive weiter

(4) Sipodips = Tadr, Mo =~ W

fir k=j-+ 2,5+ 3,--- . Sodann kann man in der Reihe der Indices
riickwirts gehen und diese Beziehungen (4), welche auch fir k=j—1
bereits durch (3) feststehen, nach einander fir k=3 —2, j—3, -

erhalten. Also gelten diese Beziehungen (4) iiberhaupt fiir jeden mog-

z, 0
lichen Index .. Man hat nunmehr fiir jeden Index ¢: T;p,= ( O’ 1 ) T:;
7

T

andererseits gilt nach § 3, (2) die Regel T, ;=T ((1)’ —Z‘> Wendet
b} i
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man die erstere Formel fiir zwei auf einander folgende Indices ¢ =F,
t=Fk-41 an und hernach die letziere fiir + = £k und ¢ =k + v, so folgt

zuerst Tii, Tatops==Ts  Ti4:1 und sodann:
(5) {n_;_,,--——m, kk+v=hk (k=—'"'-——2,-—1,0,1,2,-”).
Nach diesen Beziehungen (5) kann die Kette zu &, % als vollkommen

periodisch bezeichnet werden.
Wir ziehen endlich auch die Form § =y heran. Fiir ein jedes Glied

x = p;, y = q; der Kette zu den Formen &,  gilt v > 0 und |£7] <—§—-
Gleichzeitig ist dabei )/D |£4| stets eine rationale ganze Zahl. Indem
diese Zahl < —;—V—ﬁ ist, kann sie nicht die grosste in —;- VD enthaltene

ganze Zahl iiberschreiten. Wir setzen letztere ganze Zahl [%Vﬁ]=%]/ﬁ—— d,

dabei wird 0 <d<1. Aus VD |&q|< 5VD —d folgt mit Ricksicht

auf ¢=—y =y -+ b:
lsg!g—é-—v‘f’ﬁ—ﬂbw, ¢> 5 — |bE|.

Nun nimmt, wenn man die Reihe der Kettenglieder zu £, % durchliuft,
darin sowohl |£| wie I%I bestindig ab. Geht man soweit in dieser Reihe,
dass |b&? <-—4—5 und }—i—i<—lﬂi—i ist, so hat man dann also |£§| <-§—,

)
¢ >0 und miissen daher die betreffenden Systeme z = p;, y = ¢;, die

man nun antrifft, simmtlich auch. Glieder der Kette zu den Formen
£ ¢ sein.
Ist umgekehrt z, y ein Glied der Kette zu den Formen £, §, so ist

dafiir £> 0 und |E¢| < %; daraus folgt

VD lkn| <5 VD +|VDog|, n>t—|bél.
Geht man nun in der Reihe der Kettenglieder zu &, { soweit, dass
{Vﬁbngél-—-d und ]§f<-1%§— ist, so folgt hier > 0 und anderer-

seits VD |Ey| < [% Vﬁ] + 1. Da aber YD |£n| hierbei stets eine ganze
rationale Zahl wird, muss dann dberhaupt VD |£9] < [—;- Vﬁ] < -;— VD,
mithin || < —;- sein. Danach findet sich alsdann das betreffende System

‘x, Y stets auch unter den Gliedern der Kette zu &, 4.

Auf diese Weise stimmen iiberhaupt die zu £, y und die zu §, §
gehorige Kette von gewissen zwei Gliedern an in dem ganzen weiteren
Verlaufe ihrer Kettenglieder vollig mit einander iiberein. Da nun die
einzelnen Werthe 9;, h; in einer Kette jedesmal aus drei auf einander
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folgenden Kettengliedern abzuleiten sind, so werden sich danach auch
die Relationen (5) von einem gewissen Index an auf die Kette zu
E=x—ay, {=1y ibertragen, d. h. eben der Diagonalkettenbruch fiir
die Grosse a ist periodisch.

In entsprechender Beziehung wie der Diagonalkettenbruch fiir a zu
der Kette steht, die zu den Formen £, % gehort, steht der Diagonal-
kettenbruch fiir die conjugirte algebraische Zahl @ zu der Kette, die zu

i
a—a
zu v, — & geh6rt. Der einfache Zusammenhang der Kette zu &, v und
der Kette zu %, — & ist am Schlusse von § 3 erdrtert; aus der dort an-

Bjy D1y '3j+v—~1)
hiy i1y Bigo—1
eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir a ist, By Doty 'aj-H)
o1y Bido—gy oy By
eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir @ sein wird.

den Formen (@ —a)y, — £ oder, was auf dasselbe hinauskommt,

gegebenen Bezichung (7) erhellt nun, dass, wenn (

Ziirich, den 31. December 1899.




