
Ueber die Ann'~herung an eine reelle GrSsse durch rationale 

Zahlen. 

Von 

HERM~'~-~ M~KOWSKI in Ziirich. 

Obwohl die Theorie' der Anni~herung an eine reelle C~rSsse mit Hiilfe 
yon Kettenbriichen seit E u l e r  und L a g r a n g e  noch ma.nnigfache Be- 
handhmg erfahren hat~ scheint einer der interessantesten Siitze auf diesem 
Gebiete bisher nicht bemerk~ women zu sein. NKmlich unter den ver- 
schiedenen mSglichen Kettenbruchentwicklungen fiir eine reeUe GrSsse a, 
wobei die Theilz~hler ~ 1 und die Theilnenner positive gauze Zahlen 
sind, giebt es eine bestimmte Arl  der Entwicklung (lind zwar die am 

x sich besten convergirende), flit welche die siimmtlichen Niiherungsbriiche -~ 

yon varnherein in einfachster Weise charakterisiren lassen: AZs Z6hler and 
Nenner der einzelnen Niiherungsbriiche erscheinen dabei genau die slimmt- 
lichen t)aare yon ganzen Zahlen x, y, fiir die y > 0 ist, x und y relativ 
prim sind und dazu die t~edingung 

J 
1 

erfiillt ist. Von dem Falle, class a gleich einer ganzen Zahl -+--~ ist, 

hal man hierbei abzusehen.*) 

*) Bekanntlich l~st  sich eine nuch fallenden Potenzen yon z for~schreitende 
convergente Reihe 

el c~ 
f(~) = e_ , , z  "~ + c_. ,+~ z ~ - ~  + . . .  + co + -~ + -~ + . . .  

in einen Kettenbruch 
1 I 1 t  

Fo(~) + IFl(z) + iF~(z) + "  

umwandeln, sodass F o (z) eine gaaze rationale Functsion yon z und $'1 (z), F s (z), . �9 �9 
ganze rationale FuncfAonen yon z mindes~ns vom Grade 1 sin& Dabei gilt der 

P(z) Satsz: Ein Quotient5 Q-~)- zweier relatsiv primer ganzer rationaler Fune$ionen yon z ist 
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Auf die be~reffende noch duroh weitere bemerkenswer~he Eigenschaf~en 
ausgezeiclmete Ke~enbruchentwickhmg habe ich bereits an anderer Stelle*) 
hingewiesen, ohne jedoch damals wahrztmehmen, dass die eben erw~.bnte 
Ungleichung ffir die Ni~henmgsbrfiche diese Entwicklung bereits voll- 
st~ndig charakterisir~. 

Im Folgenden gebe ich eine auf geometrischen Betrachtungen ge- 
griindete und dadurch sehr anschauliche Theorie des Systems zweier linearer 
Formen ax -~ - f l y ,  7 x --~ dy mi~ beliebigen reellen Coefficienten and mit 
ganzzahligen Unbestimmten. Eine Anwendung der dabei zu Tage treten- 
den Resultate auf die specielleren Ausdrficke x -  ay,  y liefer~ dann ins- 
besondere jene S~tze fiber die hnniiherung an eiae GrSsse a. 

w  

Satz  I. Sind ~ ~- ax -~- fly, ~ ~- y x  -~- dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Coeffwienten a, fl~ 7, ~ und einer Determinante a d -  f17 ~ 1, 
so giebt es stets ganze Zahlen x, y, die nicht beide Null sind und fi~r welche 

1 

ausFillt. 
Wird auf die Form ~V eine ganzzahlige Substitution x - - - p X - ~ p ' Y ,  

y ~ q X -~- q" Y mit einer Determinante -4- 1 angewand~, so nennen wir ~ 
der tra~sformir~en Form in den neuen VaxiabeIn X,  Y ~iquivalent. Zugleich 
mit dem Satze I beweisen wit den folgenden 

�9 1 
Zusatz.  Ist ~ weder mit der Form X Y noch mttder Form-~ ( X  ~ ........ Y~) 

tiquivalent, so giebt es stets ganze Zahlen x ,  y, wofiir ~ ~= O, ~ =4= 0 und 
1 

l ~ ~ I < ~ ausfdllt. 

Beweis. Wir deut~n x,  y als 
einer Ebene, wobei noc]a flit jede 

irgend welche Parallelcoordinaten in 
der zwei Coordinaten die Entfernung 

Ehi~parallel ihrer Axe in willkfirlicher Weise angenommen sein kann. Es sei 
0 der Nulltmnkt (x-~-0, y ~ 0). Bedeutet A einen yon 0 verschiedenen 
Punkt x ~--!o, y -~ -q ,  so soll der zu ~ in Bezug auf 0 symmetrische 
Punkt x ~- -p ,  y ~ q jedesmal mit A 0 bezeichnet werden. 

immer dann und nur dman N~ertmgsbruch dieses Kettenbruchs, wean die Ent- 
wicklung yon 

(P<z) - f<z) Q<z)) Q <z) 
nach fallenden Potenzen yon z mit einer Potenz yon z, deren Exponent negativist ,  
begin~t~ Der Satz, den ich im Texte angebe, stellt das wohl yon manchem Mat~e- 
matilrdr"vermisste Analogon in der Gr6ssenlehre zu diesem Satze der Functionen- 
lehre vor. 

*) A~n~les de l']~cole Normale supgrieure, 3 ~ s~rie, t. Xm;  1896. 
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Die Gesammtheit derjenigen Punkte~ fiir welche x wie y gauze Zahlen 
sind, heisse das Zahle~gitter, und die ein~eInen Punkte daraus solIen 
Gitterpunkte heissen. 

Sind Q, 6 positive Parameter, so bilden die vier Punkte 1~, 1~o, S, So, 
flit welche ~ - ~ ,  ~ - 0 ;  ~ ~, ~-~-0; ~ 0 ,  ~ 6 ;  ~ 0 ,  ~---~ 6 
ist, die Ecken ffir ein Paratlelogramm mit 0 als Mittelpunk~ und mit 
den Linien ~-~-0, ~ ~ - 0  als /)/agonalen. Ein solches Parallelogramm 
werde mit ~ (Q, 6) bezeichnek Seine vier Seiten besitzen die Gleichungen 

-4- ~ -4- ~ ~ 1, wo fiir die zwei Vorzeichen alle vier Combinationen 

Jr- , -~-; -- ,-~-;  ~ ,  ~ ;  -~-, -. in Betracht kommen, und der Berdch yon 
~(e,  6) wird daher dureh 

< 1  

dargestellt. 
Wir kSnnen nun yon so kleinen Werthen ffir p und 6 ansgehen, dass 

das zugehSrige Parallelogramm ~ (p, 6) jedenfalls keinen Gitterpank~ ausser 
dem Nullpunkte 0 in sich fassk D,.nn lassen wir p und a unter Fest- 
haltung der Gr~sse ihres Verhiiltnisses p:t~ wachsen. Dabei dehnt sich 

(p, 6) nach allen Richtungen yon 0 aus in gleichem Maasse aus. Wit  
miissen daher schliesslich zu gewissen Wer~hen e, 6 kommen, wobei ~ (e, 6) 
auf seiner ~egrenzung weitere Gitterpunkte aufnimmt, w~ihrend immer 
noch 0 der einzige Gitterpunkt im Inneren yon ~(e,  6) isk Es sei bei 
diesen Wertheri e, 6, bei denen wir nun verweilen, A (x-~-p, y ----q) ein 
Gitterpunkt auf der Begrenzung yon ~(e ,  6)- Da zugleich mR A auch 
der Gitterpunkt A o (x--~--p,  y =  q) auf der Begwenzung yon ~(r 6) 
auft-ritt, so kSnnen wir annehmen, ffir A sei ~ > 0 oder V ~ 0, ~ > 0. Wit 
setzen ffir A: ~ e X ,  V~--/x, so dass a > 0 ,  X ~ 0 ,  z ~ - 4 - 1  ist. 

Die ganzen Zahlen p, g haben gewiss keinen gemeinsamen Theiler 
> 1~ weil die Strecke OA keinen Gitterpunkt zwischen 0 und A enth~ilk 
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, dass p s ~ g r - ~  
ist, und setzen 

x ~ p X - ~ - - r Y ,  y ~ f X - ~ - s Y .  

Dabei werde ~ - - ~ . X - + - ~ Y ~  ~ t X - ~ - ~ Y .  Dann haben E~, ~ in 

X---~ Y die Determin'ante e e ~ 1 und folgt 

Die Gitterpu,kte x, y werden genau d ie  Punkte mit gan~ahligen 

Bestimmungsstticken X, Y. Diese Punkte ergeben auf der Linie ,, = O~ 
d. i. der Geraden durch 0 und A die unendliche Punktreihe zh den 

Werthen X . . . . .  2, -- 1, 0, 1, 2, - - -, wobei X ~ 0 den Nullpunk~, 
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X ~ - 1  den Punlrt A liefert und alle diese Punkte sich in einem con- 
stanten Abstande ~ OA folgen. Sodann bflden sie auf einer jeden der 
zu Y ~ - 0  parallelen Geraden Y--~ 1, Y~----~ 1, Y - - 2 ,  Y ~  2 , . . .  

~ ---'0 

oL 

: F i g .  1. 

jedesmal eine ~quidistante Punktreihe mit 
dem gleichen constanten Abstande ~ OA 
zwischen benachbarten Pun~ten. Von diesen 
s~mmtlichen einander parallelen Geraden sind 
:Y-~-I und Y-~- 1 die zwei an Y ~ 0  
n~hstgelegenen. 

1. Wit  nehmen zuniichst an, dass A 
nicht eine Ecke von ~(O, a), also X>0, tz> 0 
isk*) Es sei F der Punkt ~ ~ - -  eX, ~ ~ ~. 
Das ParaUelogramm mit den Ecken A,/~'~ Ao, F o 
ist durch ~ )t ~ ~ ~ )., - - /~  ~ *i ~ ~ definirt 
und befindet sich, yon den Ecken abgesehen, 
ganz im Inneren des Parallelogramms ~(e,  ~)- 

Nehmen wit welter an~ dass A auch nicht 
Mitte einer Seite yon ~(Q, ~) isk Die zu A o OA parallele Gerade durch 
/~ trifft dann die Begrenzung yon ~(0,  a) ausser in F in einem zweiten 
Plm~te G, so class die Strecke F G  offenbar grgsser als OA ist. Ebenso 
wiirde jede parallele Gerade zu AoOA, die in dem Streifen zwischen 
A o OA und F G  verl~uft, eine Strecke > OA ganz im Inneren yon ~(p, a) 
liegen haben. Da nun im Inneren yon ~(Q, a) sich kein Gitterpunkt 
ausser 0 befindet, welcher Punkt auf Y - - 0  liegt, miissen danach die 
Geraden Y ~-- -{- 1 ausserhalb des dutch die Parallelen F G  und F o G O be- 
2-renzten Streifens verlaufen, d. h. ftir den Punkt F muss jedenfalls 
I Y[ ( 1  sein. Nun hat man fiir F :  Y ~  2;~,% also folg~ 

2X!z ~ 1. 

Danach ist der Gitterpunkt A bier yon der im Satze I und dem Zusatze 
geforder~en Beschaffenheit. 

1 1 
2. Ist A Mitte einer Seite yon ~(0,  ~), also X ~ - ~ p ,  /z ~ -2 -~ ,  so 

ist A o O A ,  also die Gerade Y ~- 0 parallel einer Seite yon ~ (0, ~)- Jede 
Parallele zu AoOA , welche in's Innere yon ~(O, a) ein~ritt, hat dann mit 
~(Q, a) eine Strecke ~- AoOA > OA gemein. Die Geraden Y-~- -[- 1 
kSnnen daher nicht in's ]nnere yon ~(0 ,  a) eintreten, ~(Q, ~) liegt also 
gauz in dem Streifen - - 1  ~ Y ~  1. Insbesondere gilt dauach ftir den 
t b m ~  F:  Y ~  1, d. h. man hat 

*) Wie die Buchstaben R und R o in tier Figur e ingeta~en sind, ist darin ~-~ 1 
fiir den Punkt A angenommen. Die Gitterpunkte sind bier und in den weiteren 
Figuren dutch kleine Kreise angedeatet. 



Ann~herung einer reellen GrSsse (lurch ~tionale Zahlen. 95 

9Zt~ < 1 .  
Der Punkt A hat also wieder die im Satze I verlangte Besehaffenbeit. 

Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleiehung, (dessen Eintreten zu- 
gleieh 06 ~---2 bedeuLen w~irde), hal dann Start, wenn eine Seite yon 
~(~,  6) auf die Gerade Y ~ - 1  fiillt. Da diese Seite an L~nge ~ - -20A 
ist~ so enth~lt sie a~sdann entweder innerhalb, jeder ihrer durch F ge- 
trennten H~lften je einen Gitterpun~, in welchem Falle fiir diese Gitter- 

1 punkte nach dem bereits in 1. A u s g e ~ e n  sich ~ =~= 0, ~ =~= 0, l ~ l  < ~- 

herausstellt, oder abet es sind auf ihr sowohl beide Ecken wie die Mitre 
F Gitterpun~:te. In diesem zweiten Falle w~ren in ~ (~, 6) alle vier Mitten 
der Seiten Gi~terpunkte. Wir kSnnen da~n A als die Mitre yon /~S~ 

d. h. a ~---1 voraussetzen. Ist Fdr ~ '  bier Y~---1, X ~ - g  und seizt man 
- ( 1 ( X = X + g Y ,  sosindA ~ TO, *2 -~6 u n d ~  ~ - - - ~  1 

durch X ~-1 ,  Y =  0 und X ~ 0, Y - - 1  bestimmt~ mid hat man daher 

1 6 ( x +  y) 0 6 =  2, 6*2 v = y  , = 

3. Endlich nehmen wir an, dass der Gitterpmikt A eine Ecke yon 
~(r  a), also daffir ~ ~ 0 oder ~-~-0 set; dann ist selbstversti~ndlich fiir 

1 diesen Punk~ [~.2f ~ 0 < y -  In jedem Falle entprich~ somit der Gitter- 

pmikt A den Bedingungen des Satzes I. 
Um auch noch den Zusatz unter den letzten Umst;~nden als richtig 

zu erkennen, sLellen wit uns A eLwa als die Ecke /t  (6 ~--Q, ~---~ 0) yon 
~(Q, 6) vor. Dann ist nach (1.): Y~--Q*2. Nunmehr halten wir Q lest 
und den/ken uns den Parameter a als veri~nderlich. Dabei bleibt die 
Diagonale ttoR(AoOA ) yon ~(e ,~ )  auf Y = 0  lest, wi~hrend sieh die 
Endpmikte So, S der anderen Diagonale auf der Linie ~ ~ 0 verschieben. 
Bet hinreichend kleinem 6 liegL ~ (@, a) ganz im Bereiche - -  1 < Y < 1, 
enthiilt dann also gewiss keinen Gitterpunkt ausser .40, O, A. Wird 

1 
6 = ~-, so erreicht ~ (Q, 6) die Gerade Y =  1 mit der Ecke S (~=0 ,  ~:---6). 

Fiillt dabei diese Ecke zugleich in einen Gitterpunk~, so set fiir ihn 

Y ~ 1, X - -  g. Setzt man alsdann X --- X-4- g Y, so gilt fiir S: ~ - -  0~ 
~ 6 ;  X ~ 0 ,  Y~--1,  fiir /~: ~ 0 ,  ~-~-0;  X ~ I ,  Y - ~ 0 ,  also hat 

man in diesem Falle: 

,~=~?X, ~=~Y, 06=.1, ~-~XY.  
1 F~llt hingegen der Punkt ~ = 0, ~ - ~ - -  nicht in einen Gitterpunkt, 
Q 

so kann man 6 iiber _1 hinaus Wachsen lassen, ohne class znniiehst neue 
r 
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Gitterpunkte in ~(@, 6) eintreten. Dabei wird die Strecke, welche der 
Bereich yon ~}(@, a) aus der Linie Y---~ 1 heransschneidet und deren 
variable Endpunkte J, K heissen mSgen~ nach beiden Enden zu immer 
ausgedeh~ter und wird sieh seMiesslieh einer dieser zwei Fi~lle ereignen: 

Entweder fgll~, so lange noeh diese Strecke J K <  OA ist, einer 
ihrer Endpunkte (wie in Fig. 2 der Punkt J )  in einen Gitterpunkt A' 

auf der Geraden Y~---1. Dabei reieht dann wegen 

,--, - j ~ :  J K  < -g A o OA das Parallelogramm ~(@, ~) noch nicht 

_ / o 1 ~ =  ausser O, A, Ao, A', Ao, und zugleich lieg4 der Punkt 
A ! ~ ~ _  A' auf Y - - 1  ngher an S (woftir Y <  2 ist), als an 

dem anderen Endpunkte (A o in Fig. 2) der durch ibn 
- -  - gehenden Sei~e yon ~}(O, ~), also is~ A' keinenfalls 

Fig. 2. 
Mitre dieser Seite. In diesem Falle ~ l t  ffir A' nach 

1 den er  eren Bemerk gen q= 0, q= 0, I VI< V" 

Der andere mSghche Fall ist, dass erst, wenn die Strecke J K  bis 
zur Lgnge OA gewachsen ist, ihre beiden Endpunkte in Gitterpunkte zu 
liegen kommen. In dieser Endlage stiisst darm ~(@, ~) gerade mit der 
Ecke ,9 auf Y ~ - 2 ,  sodass auch bier noch ~}(@, 6) keinen Git~erp~mkt 
ausser 0 im lnneren enthiilt, aber in den Mitten aller vier Seiten Gitter- 
punkte aufweist. In diesem Falle erweist sich, wie sehon oben tinter 2. 

1 ausgefii]art ist, ~ als gquivalent mit -g (X ~, Y~). Werden alle erSr~er~en 

Einzelheiten zusan~mengefasst, so tritt die Richtigkeit des zum Satze t 
gemachten Zusatzes hervor. 

Den Beweis der Ungleichung 2J,,~ <~1 ftir den Gitterlaunkt A und 
dami~ des Satzes I kSnnen wit auch durch folgende, auf dem Begritfe des 
lVggcheninhalts beruhende Betrachtung erhalten~ die noch zu einem weiter 
reichenden Resultate ffihrt. 

1 
Da wir im ttinbliek auf die festzustellende Rdation t~/]=<-g die 

Rolle der Formen ~, ~ vertauschen, auch ~ (lurch ~ ~ ersetzen kSnnen, 
wobei freilich als Werth der De~rminante yon ~, q auch .... 1 zuzulassen 
ist, so diiffen wir ohne wesentliche Einschri~nktmg annehmen, A falle 
auf die Seite /~S yon ! I} (@, 6) and noch derart, dass t~A <_ A S  ist, d. h. 

wir setzen e-~-1 und ~z > --~ voraus. Indem A auf der Begreaztmg yon 

?~(q, a) liegt, hat man 
z t = 1, 
@ 6 

a l s o  ~" 1 ~ 1 ~t~ 1 1 
e ~ q -  to, T 2 to, e~ ~ = T Nan werden wir 
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beweisen, class fiir ein Parallelogramm wie $(~o, 6), welches einen GRter- 
punkt A auf der Berandung, im Inneren abet 0 als einzigen Gitterpunkt 
enthi~lt, stets 

(a) < 2 
1 

gilt. Damns folgt dram unmi~elbar ~t~ ~ ~-. Dieser Satz (3) ist aber 

einschneidender. 

Der FEicheninhalt yon ~(0, 6), d. h. das Doppelintegral f f d x d y ,  
fiber diesen Bereich erstreckt, ist, da ~ ,~ die Determinante + 1 in x, y 

1 haben~ - -  4- ~-qa -~- 2Qa. Es seien nun H, K (Fig. 1) die SchnittpunkCe 

~on/7 ~_ 1 mit den Geraden So/~ o und RS.  Wegen (2) haben die Formen 

_Jr_ 5~ und Y die Determinante 1 in den Variabeln X, Y und dann 

eine Determinante _+_+ 1 in x, y, Also ist der Fliicheninhalt des Parallelo- 
gramms KoHoKH gleich 4. 

Tritt nun die Strecke H K  in das Innere yon ~(0,  a) ein, so liegt 
K auf ~B zwischen A und S und hat H K  mit ~(O, a) eine Strecke J K  
gemein, die nothwendig ~ OA ist, well kein Git~erpnnkt ausser 0 im 
Inneren yon ~(0, ~) iiegt. Wegen J K ~  OA l ie~ J auf/~o S und so, 
dass R o J ~ J S  isk lnfolgedessen ist der Fl~icheninhal~ des Dreiecks 
J K S  nicht grSsser als der des Dreiecks J H R  o. Nun entsteht das 
Parallelogramm RS/~oS o aus dem ParaUelogramm KoHoKH, indem yon 
letzterem die Dreiecke JoHo R und J t t R  o fortgenommen and die Dreiecke 
JoKoSo und J K S  yon nicht grSsserem Fl~cheninhalte hi nzugefiig~ werden. 
Daraus folgt flit die Fl~heninhalte der zwei Parallelogramme das Ver- 
h~iltniss 2e 6 ~ 4. 

TrRt jedoch die S~recke H K  tiberhaupt nichi in das Innere yon 
~(0, a) ein, so ist das ParaUelogramm RSI~oS o ganz im Parallelogramme 
K o H o K H  en~halten und daher ebenfaUs 2Oa ~ 4. 

w 

1. Es miigen ~ und *2 dieselbe Bedeutung wie in Satz I haben. Wit 
wollen jedoch jetzt yon vor-herein die besonderen Fiille ausschliessen, 
class die Form ~ der Variabeln x, y mi~ cler Form X Y  oder mit der 

1 Farm -~(X ~ -  Y~) der Variabeln X, Y iiquivalent ist. Von diesen Aus- 

nahmef'~llen abgesehen, gilt der 

Satz II. Bind x -  p, y ~ q zwei rdativ prime ganze Zahlen, wofi~r 

1 ausfSllt~ so kann man stets zwei ganze Zahlen 

M&thematische Annaaen. LIV. 7 
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x -~ ~ ,  y --- ~ finden, so dass pq .... ~p'--- 4- 1 ist und fiir welche ebenfalls 
1 ] ] < V ist, abet t ] kleiner a fallt als far das erstere System. 

Beweis. Da wir anstatt ~o, q ebensogut das System ~ p ,  ~ q  zu 
Gnmde legen kSnnen, nehmen wit an, ffir x ~---p, y ~ q sei ~ ~ eZ, 

~---# und dabei # :>0 ,  Z ~ O ,  ~-~___1 oder # ~ 0 ,  Z~O,  ~ 1 .  
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, dass 

ist, und setzen 

Alsda.n sei 

ps 

x- -pX + r Y ,  y--~-qX-{-  s Y .  

so folg  noch 

Wit bezeichnen den Gitterpunkt x ~ p ,  y ~ q (~-~-~Z, ~ ~ l z )  mit 
A, ferner, wenn 9 > 0  ist, mit F d e n  Punkt ~ - - e Z ,  ,~-~-~. Ffir 
E wird Y---~ 229, d. i. Y ~ 1 auf Grund unserer Voraussetzung fiber 
den Gitterpunk~ A. Die Geraden Y ~  -~- 1 schliessen also das Parallelo- 
gramm mit den Ecken A, F, Ao, F o ganz zwischen sich ein, ohne es zu 

treffen, so dass insbesondere ~' 

$-1-~ ~ ~' " punkte und F~ gewiss nicht Gitter- sin& 

J ~ X  ~ Die Gerade Y - - 1  trifle nun 
die Linien ~ - eA, ~ 0 ,  

~ ~2 in drei PunkCen H , / ,  K 

.4 (Fig. 3), ffir die ~ ~--- , 

+ 
ist, welche / 

~/ / ~ "  Gr5ssen siimmtlich ~ ~ sin& 
~7 / t~  Da H J - - ~ - J K ~  OA ist, so wer- 

i - -  den auf dieser Geraden Y - 1  
/ ~ entweder die drei Punkte H,J, K 

Gitterpunkte sein~ oder es lieg~ 
~g. 3. ein Gitterplm~ B innerhalb der 

Strecke H J  und ein Giffrerpunkt 
C ~nnerhalb der Strecke J K .  In diesem letzteren Falle sei dann M der 
Schnittpunkt der Geraden F B  (oder AoB im Falle /~ ~ 0) mit der Ge- 
raden ~ - - 0  und N der Schnittpunk~ der Geraden A C mit der Geraden 

p Wir bezeichnen nun mit A" (x-~--2, Y ~--q') erstens, wenn J ein 
Git~erptmkt ist, diesen Gitterpunk~ zweitens, wen n in J kein Gitterpunkt 
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fiillt und wenn zugleich M niiher an 0 liegt als N, also O M ~  ON ist, 
den Gitterpunlr~ B, dr#tens, wenn in J kein GitterpunH f~llt und dabei 
O M ~  ON ist, den GitterpnnH C. Da A' auf Y--- 1 l ieS,  gilt jedes- 
real p q ' - -  q p ' ~  e ~ ~_ 1. Ffir A' kSnnen wir sodann ~ ~-- gZ', ~ ~ p' 
setzen, sodass 4"--  0 im ersten, g----- - -  e, ) . '~  0 im zweiten~ ~' ~ ~, 
~.'~> 0 im dritten Falle ist, ferner in jedem FaUe ~.'~ 4, /~'~ p. Im 
ersten Falle denken wir uns noch e ' ~  e. Wir wollen ferner bier 
unter ~ (e ,  6) mit den Ecken RSRoS o speciell dasjenige vSllig bestimmte 
Parallelogramm mit ~ - - 0 ,  ~-----0 als Diagonalen verstehen, dessen Be- 
ran&rag sowohl den Punkt A, wie den P u n ~  A' aufaimmt. Die Ecke 
S(~ ~ 0 ,  ~-~-6) kommt dabei im ersten Falle in J, im zweiten in M, 
im dritten in Z r zu liegen. Wit  k5nnen nun zeigen, class in jedem Falle 
dieses Parallelogramm ~ ( e ,  6) keinen Oitterpn~kt ausser 0 ira lnneren 
enth~t und dass darin auch A" nicht Mitre einer Seite ist. Aus diesen 

1 ist, und Umst~inden folgt nach den Betrachtungen in w 1, class X ' p ' < - ~  

da zudem X > X ' ~  0 gilt, wird danach in der That der Gi~erplm~ p ,  q' 
yon der im Satze H geforderten Beschaffenheit sein. Wit  unterscheiden 
nun die genannten drei F ~ e :  

Ist erstens J ein Oitterpunkt, A"-~-J, so erreicht das Paxallelogramm 
~(0 ,  6) die Oerade Y ~  1 nut im Punk~e J .  Dieses Parallelogramm 
enth:,ilt daher keinen Oitterpunk~ ausser 0 im lnneren und A, Ao, J ,  Jo 
auf der Begrenzung. Dabei werden J, Jo die Ecken S, S o. Da ferner 
H ansserhalb dieses Para!lelogramms ~(0 ,  6) f ~ t ,  so liegt wegen 

O H - - - A J  der Punkt A yon S weiter entfernt als die M~tte ~ ~---~--q 2 ~ 

0 6 ~------Y6 der Seite, welche A und S enth~lt. Man hat also )~ ~ ~ ,  p ~ ~ 
! 6 

hndererseits gilt X'~- 0 < + ,  p ~- 6 > ~-- ~ Zu bemerken ist noch, 

dass bier jedenfalls ~ ~ 0 ist. Denn wiire ,~ ~ 0, also auch A eine Ecke 
in ~(~), 6), so enthielte dieses Paratlelogramm in den vier Ecken Oitter- 
pnnHe. Dann wiixe n a c h w  1, 3. die Form ~y der Variabeln x, y ~qui- 
valent mit der. Form X Y der Variabeln X, Y. 

Wir verfolgen jetzt die Annahme, dass J kein Gitterpunkt ist. Es 
bedeute noch G den Schnittpun]~ der Geraden /~B mit der Geraden 
Y - - 0 ;  dieser PunH lieg~ im Falle /~ ~ 0 anf der Verl~gerung yon 
AoO fiber A o hinans, im Falle p ~--0 F~llt er mit A o zusammen. Aus 
den zwei ~hntichen Dreiecken GOM trod B J M  einerseits und aus den 
zwei ~ihn]ichen Dreiecken O A ~  und JC.N andererseits erhii]t man die 
Proportionen 

JM B J  J~V JC 
(1) OJ~-JM'~-- G---O' OJ-~ J~---- OA" 

7* 
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Der zweite der obigen F~lle, A ' =  B~ hat Sf~t, wenn J kein Gitter- 
pnnkt ist und dabei OM < 0_~ ist. Der gezeichneten Figur 3 is~ speciell 
dieser Fall zu Grunde gelegt. Dabei giebt dann FB.M (AoBM fox g ~ O) 
eine Seite yon ~(e,  ~) ab. Ffix den Pv ,k t  M gilt bier stets Y < 2 .  
Denn entweder hat man .B J <  JC; wegen BJ-a r- JC = Ao O ist dann 

1 A o O <  1 B J <  ~ = -~ GO und folg~ aus (1): J M <  OJ. Is~ aber _BJ~ JC, so 
1 

ist wegen BJ--~ JC  ~ OA jetzt JC  < - ~  OA und folg~ aus der zweiten 

r~l~t~on ~- (1): J ~ <  oJ, ~=d ~ so ~ h ~  gilt d~un JZZ < OJ. In j~d~m 
Falle ist dann wetter O M <  203 ,  d. h. eben :Y< 2 far den Pnnk~ M. 

Das Parallelogramm ~(Q, a) lieg~ somit bier ganz im Bereiche 
2 < Y <  2. Von der Geraden Y =  I enth~lt es eine Strecke mit B 

als einem Endpunkte und mit einem Pt~nkte zwischen J und C als 
anderem Endpnnl~e, yon tier Geraden Y =  0 enthglt es die Strecke 
AoOA. Von Gitterpunkten finden sich also darin allein 0 im Tnneren 
und A, Ao, B, B o auf der Be~enzung. Da ferner BC=- OA ist, die Strecke 
B C bei B in's Tnnere yon ~(~,  a) eintritt, aber C ausserhalb ~(Q, a) 

ffi~llt, so liegt B an S ( ~  M) niiher als die Mitre ~ = 2 '  ~ ===~- 

e #, a der/~ und S enthaltenden Seite yon ~ @, a), man hat also k ' <  ~-, > ~-; 

und andererseits liegt deshalb der Punkt A yon der Ecke S ( ~ - M )  

wetter ab als die Mitre ~ -~-2-'*e ~ _ a  der A u_nd S enthaltenden 
6 

yon ~(O, a), mithin ist k > ~-, ,u < ~ .  

Ueber die Ermittlung des Gitterpunktes A' in diesen beiden ersten 
F~illen bemerken wir Folgendes: Mun hat ~ r  A' hier ~ --~- ~X'~ ~-~--~' 

und 0 ~ k' < k, andererseits X = g, Y =  1, wo g eine ganze ZaM ist, 

una a a ~  ~ ' =  ~ + ~ ,  ~ ' =  s + g~. ~un fo~gt - -  ~ Z =  ~(] +~X) ,  

Seite" 

also soll O ~ k ~ g k < Z  oder O <  
= -  Z 

die grSsste in z enthaltene gan~e Zahh 

g < 1 seth. Danach ist g 

g=E-  
Die Relation Y-~--~ 1 ~ r  A" ist gleichbedeutend mit X,tt'-3 L g k ' ~ - 1 .  

Ist nun - - ~ -  genau eine g,~ze Zahl, so wird X'---0, A'-~--J. Anderen- 

falls wird k' > 0 und ist der Punkt M a u f  der Geraden E B  (AoB far 

- g ~ - ~ also f a r  M :  ~ (Z - -  Z )  tt ~ 0) bestimmt durch ~ ~ 0, ~:4---~ - -  ~ + ~z ' 

= k~ ~K ~ 2k~ t ' - - 1 ,  der Punkt N auf tier Geraden A(7 hingegen 
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ist, da C bier den Werthen ~ ~ -  e~ . '+  e/~, ~ ~ ~t'-lt-p entspricht, be- 

~ - g - - ~  ~ - - ~  a lsbf i i rN:  ~Z-- -Zg '+gX'-w-1 .  stimmt dutch ~ - -  0, ~-A= ~-~ -- ,z = ~ -- ,------~ ' 

Die Relation O M <  ON kommt danach auf 2 z g -  1 1 z - - Z  < ~ r d .  i., da i t > 0  

ist, auf 2Z'p' < 1 hinaus. 

Endlich nehmen wir als dritten Fall den, dass J kein Gitterpunkt 
ist und dabei O M >  ON gilt. Da.nn hat fiir A'(~-~--dZ', ~ / ~ ' )  der 
Punkt  C einzutreten, so dass e' ~ e ist. Fiir B ist dann ~ ~ - -  e(;t--it ') ,  

-~- ~t; es folg~ also zun~ehst p' ~ ~t > g. Die Relation 0 M  > 0-~ 
kommt hier nach der eben gemaehten Ausf!ibrung auf 2 (X-- i tO(g ' - - t t  ) > 1 
hinaus. 

Es sei zun~chst O M >  ON. Aus J M >  J.N" folg~ naeh (1), da 
GO > OA ist, B J >  JC. Diese Beziehung ist bier gleiehbedeutend mit 

I OA, und ~ it' > ~'. Wegen B J  + JC m_ OA hat man sodann JC < -~ 

wegen (1) daher J 2 V <  0J .  Danach gilt ffir den Punkt  ~V jedenfalls 
Y <  2. Das Parallelogra.mm ~(p ,  a) reicht also nicht an Y ~ 2 heran. 
Von der Geraden Y~---1 enth~lt es eine Streeke mit einem Punlc~e 
zwisehen B und J als einem Endpunl~te und mit dem anderen Endpunkte 
in C, yon der Geraden Y ~ 0 enth~lt es die Strecke A o OA. Danach ent- 
h~lt es keinen Gitterp!m~l~t ausser 0 und A, Ao, C, C o. Da ferner B ausser- 
halb dieses ParaUelogramms liegt und AC ~ OB ist, so ist AC grSsser 
als die H~lfte der A und C enthaltenden Seite yon ~(0,  a ) u n d  beiindet 
sieh daher C n~her an S (--=--2~ ~) und A weiter yon S als die Mi~e 

O ~, a ~____~,*o ~ / _ _ _  * dieser Seite; man hat also it' < ~ < it, > ~- > g. 

Jetzt  sei OM-~- O.N, sodass M mit N zusammenf~llt. Nehmen vdr 
zudem g > 0 an, so class A nicht Ecke in ~ (#, a) wird, so ist G 0 > A o 0 
und daher wieder B J >  JC, i t -  ; t ' >  it', und gelten alle Ueberlegungen 
wie vorhin~ nut  dass ~ausser A, Ao~ C, Co noch die Gitterpunl~te B und B o 
auf die Begrenzung yon ~ (p ,  a) zu liegen kommen~ Weft OB parallel 

AC ist, wird dabei B Mitre einer Seite yon ?~(0, a), also X -  X'-~-- 
2~ 

6 
g ~ g ~ - - ~ - ,  dagegen ist, weft OB-~-AC und weder A noch C eine 

Ecke yon $ ( ~ ,  a) ist, weder C noeh A Mi~e einer Seite yon ?~(0, a); 
r p,  a man hat wieder ~t' < ~ < it, > ~- > p. 

Hat  man sehliesslieh OM---O.N" und dazu g = 0, so ist AoOA 
])iagonale yon $ ( 0 ,  ~) und f ' ~ t  O mit 2t 0 zus~mmen. Dann folg~ 

02t, also it Z = z '  una weit~r dN--~ OJ, C2~~---AC-~-OB. B J  = d O  = -V 

Unter diesen Umstii.nden reieht ~(e ,  a) mit der Eeke ~q gerade an Y =  2 



102  It. MI~KOWSKI. 

heran, es en~hi41t wieder im Inneren ausser 0 keinen Git~erpunkt~ aber 
nieht btoss ~ ,  sondern au~h C ist darin Mitre einer Seite. Ffir B wie 

1 Es w~ire dieses derjenige Fall, wo ~ sieh fiir C gilt dann ]~,r/l .~-- ~-- 

ausgeschlossen wurde. 
Aus den Betrachtungen in w 1 folgt nnnr, ehr in jedem FaUe, dass 

der Gitterpunkt A" den Forderungen des Satzes II entspricht. Zur Be- 
g s~,!mmung dieses Gitterpunktes x-m---p, y ~ q" aus dem C~i~erpunl~e A 

hat sich zugleich die folgende Rege l  herausgeste]lt: 

Man bezeichne mit g die grSsste in ~ enthaltene game Zahl und 

setze h - - - g  oder h ~ g Jr- 1, je nachdem 

1 (-- i - -  + t,g) < oaer _= 2 

ist. Dann hat man p" = r + ph,  q' ~ s + qh. 

2. Ver~indern wir die Parameter Q, ~ des in 1. betrachteten Paxallelo- 
gramms ~(~), 6) in der Weise, dass a verkleinen wird, also S und So 
nigher an 0 heranrticken~ dass aber die Seiten noch fortw~hrend durch 
A,  A o (and F, ~'o) gehen, so erhalten wir, so lange die Abnahme yon a 
eine gewisse Grenze nicht erreicht, ein neues Parallelogramm mit ~--~-0, 

~---0 als Diagonalen, welches offenbax keine anderen Gitterpanl~e ausser 
Ao~ 0, A enth~lt. Daraus geht der Satz hervor: 

Satz  III. .[st ein Gitterpunkt x ~-~p, y--~ q so besclutffen, dass die 

1 ausf~illt, so kann man Zahlen p, q relativ prim sind u~M dafi& t ~ .  < ~- 

stets _P a r allelogr a m me 
n l < l  ' a i +  = 

construiren~ welche den Gitterpunkt auf der Begrenzung liegen haben wad 
ausser den dr~i Punkten x , y - -~ -p ,q ;  0 ,0 ;  ~ p , - - q  iiberhaupt keinen 
Gitterpunkt enthalten. 

Wenn andererseits ffir einen Gi~terpunk~ x ~ p, y ~---ff ein Paral]elo- 
gramm der hier bezeichneten Art existrir~, so zeig~ der Beweis zum 

1 Sa~ze I, dass umgekehrt stets p, q relativ prim sind and daffir l ~ l  < 

ausf~iJlt. 
Auf Grtmd dieses Satzes III beweisen wit fiber das Verh'~tniss der 

in 1. mit A und A' bezeichneten zwei Gitterp,nlcCe den folgenden wieh- 
tigen Zusa tz :  

kann keinen yon A ,  Ao, A ,  A o" verschiedenen Gitterpunkt x, y geben, 
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fiir deu ebenfalls x, y relativ prim sind und ebenfalls [~[ < ~, dabe/ 
aber Z > 1 ~ 1 >  z" ware. 

Beweis .  Nehmen wir an, es existirte ein Gitterpunk~ A* der ]tier 
bezeichneten Art, und es sei ffir ihn ]~j] -~- Z*~ [,q] ~ ~*. Wir hezeichnen 
(Fig. 4) mit ~ den Punlr~ ~---Z, ~/-~-/~, mit E '  den Punk~ ~-~---)., ~---/~, 
mit R und S die Schnittpunkte der Geraden 
]~E" mi~ ~---~ 0 und ~-~-0~ weiter mit L den 

! 

Punkt ~ = Z, ~ ~ 0, mit L" den Punkt ~ ~--- Z, 
------0, endlieh mit E*  den Punkt ~-~-Z*~ ~/--~-,~*. 

Nach dem Satze l l I  miisste es zufolge unserer 
Voraussetzungen mSglich sein, ein Parallelo- 

mit f = o ,  v = o  als Di.go- 
nalen zu construiren, dessert Begrenzung den 
Punkt A*  aufnimmt, welches abet weder A 
noch A" enthielte. Sind /~*, S* die Ecken 

0 

l , I  

Fig. 4. 

-----0% 9=0 uM }=0, 
�9 ] ~ 6" dieses Parallelogramms, so enth~lt die Strecke R ' S *  den Punl.-r 
E*, es daft aber weder E,  noch E '  dem Dreiecke OR*S* angeh5ren. 
Da nun nach Voraussetzung E*  in dem Parallels~reffen Z ' ~  ~ _~ Z liegt 
und noch dafiir ~ /~  0 ist, miisste danach E*  sich nothwendig im Viereck 
L ' L ~ "  und dabei nicht auf der Seite EE" desselben be6nden.~ Aber 
das Parallelogramm R S R o S  o enth~lt im Inneren 0 als einzigen Gitter- 
punkt, danach kann E*  nicht in L'LEE" bei Ausschluss der Strecke 
E E "  liegen. Ein Gi~terpunkt, wie wit ibn in A* angenommen haben, 
kaDn also nicht existiren. 

In entsprechender Weise leuchtet ein, class es keinen yon A, Ao, A , A  o' 
verschiedenen Gitterp,ml~t gebea kann, flit den ebenfalls x, y relativ prim 

1 
sind und ebenfalls I ~ 9 [ <  ~-, dabei abet ~ ~ ] ~ t ~  ~ w~ire. 

3. Durch die aus A und A" entnommene Substitution 

T) x = ~ X  + p" Y, y = qX  -{- q' Y, 

deren Determinante ~q'--qp'-~---4-1 ist, geht die Form ~ in eine 
ii.quivalente F e r n  

z z Y +  v O z x +  Y) 
tiber. 

Man erhiilt ztmi4chst die Gleichung ~ 4 ~ p  ~ - 1 .  

L.  Wei~er Sodann is~ ~ = �9 Zt6 ~/' = ~'Z't~' und gilt 1 �9 [ < ~-, J~'l < -~ 

hat man, wenn ~'--- ~ ~ is~, Z/,'-[- ~Z'--- 1, l ~ Z ' ~  0, # ' >  # ~ 0 and 
%--~-~(X~'--l~)0--~-~(1--2~Z~); also is~ in diesem Falle 0 < ~ Z ~ I .  
Wenn dagegen e'-~- e ist, hat man X/~' ~ # Z' ~ 1, Z > 2 Z' > 0, ~" > 2/~ ~> 0 
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�9 and Z-~-~(Z/x'q-F~t') ---- ~(lq-2/xZ');  da bier 2 ~ Z ' < / , ' Z '  < ~-* ist, folg~ 

also l ~ e ~ < ~ - a  Die Relation ( , l - -Z ' )  ( F ' - -  F) => 1 ,  die in diesem 

Die Vorzeiehen zweiten Falle besteht, ergiebt e (2 - -  q~ - -  ~P) ~ 2 

und g entnimmt man hiernach bereits aus dem Wer~he yon ~ allein~ 
ausser we nn gerade % = q - 1  (also ~0 = 0 oder r ~--0) ist. 

Da aus P ~ l ' - - g P ' =  q - 1  sehon hervorgeht, dass p und q einerseits 
und andererseits 19" und q' relativ prim sind, so sind die besonderen Um- 
s~iaade, welehe hier flit die zwei Git~erpunkte A ( ~ - - e 2 ,  ~ = F) and 
A'(~ = e'2', y - / z ' )  gelten, vSUig zusammengefasst in den Beziehungen: 
Z > O ;  9 > 0 ,  ~=@__1 
we&r: 

oder 9 ~ 0, ~ ~ 1; pq" qp'-~- e, ferner ent- 

oder : 

�9 1 ~ ' F '  1 
~ - - -  ~, , ~ > Z ' ~ O ,  Z ~ < ~ - ,  < ~ -  

1 g = , ,  a>;t '>o,  

Bemerkenswer~h ist noeh, dass bei dieser zweiten Reihe yon Be- 

dingungen f'tir e' 1 -~-e die Ungleiehung 2/, < ~ eine Folge der iibrigen 

Ungleiehungen is~. Denn man hat bier 2 / , ' - - ; g / ,  = 1. Aus 

1 

und 2 > Z' folg~ zuvSrderst 9 ' >  9; sodann kann diese Ungleiehung ersetz~ 
werden dureh 

t , 1 
t," + ,r  t,  - -  ,,, - -  z t,  > = 2  ( z v," - -  z" t, ) , 

d .  i .  

oder 
-~ Z ~' + -~ Z'~ - -  ,It, - -  > 0 

1 

Daraus folg~ 9' 2 9 > 0. Ersetz~ man welter bier ~9' durch 1-{-~'~,  
so entstehl endlich 

4 , ,  1 

1 und daraus entnimm~ man in der Tha~ -~ > 2~.  
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w  

Fassen wir die Resul~ate des w 1 und w 2 zusammen und nehmen 
die S~tze hinzu, welche daraus bei Vertauschung der Rollen yon ~ und ~, 
bei Ersetzung yon ~, ~ dutch ~, ~, hervorgehen, so ents~eh~ der 
folgende 

Satz IV. Es seien ~ ~--- ax  d- flY, ~ ~- 7x  d- ~Y zwei lineare l~ormen 
mit beliebigen reellen Coeffwienten und einer Determinants a ~  ~},---1;  
jedoch sei die Form ~ in x, y nicht thluivalent mit der Form X Y oder 

1 
der Form ~ ( X  ~ Y~) in X ,  Y. Alsdann lassen sich die s~mmtlichen 

Systeme yon ganzen Zahlen x, y, fiir welche x, y rdativ prim sind und 
1 

t~rl[ < - ~  und zudem ~ ~ O, bez. ~- - -O,  ~ > 0 ist, in eine Reihe nach 

wachsendem Werthe ~ ordnen. Dabei sind sie zugleich nach abnehmendem 
Werthe [ ~ [ geordnet. 

r Fiir je zwei auf einander folgende Systeme x ~ p,  y ~--- q und x -~- p ,  
y ~ q" in der ~eihe gilt dann stets 

1. 

Diese I~ihe weist ein bestimmtes erstes System auf, wof'W/r ~ - -O,  ~ > O, 
# 

also ss Y und ~ 0 ist, wenn rational ist; sie weist ein bestimmtes 
# - - 7  - - 7  

x Y u/nd ~ 0 lot, wenn letz~s System auf~ wof~r ~----O, ~ > O, also ~ = - j  
$ 

--~ rational ist. Sie ist ohne ein erstes System, wenn irrational ist, 

ohne ein letztes System, wenn - ~ irrational ist; sie ist nach Anfang und 

Ende bin ~nbegrenzt, wenn sowohl .#  wie -- ~ irrational sind. - - y  a 

Ist die ~ h e  ohne ein letztes System, so convergirt in ihrem Ver- 
laufe f~[ nach Null und w~hst  ~ iiber jede Grenze; ist sie ohne ein erstes 
System, so wiichst bei umgekehrter Eolge der Systeme in ihr . ~ t iiber jede 
Grenze und convergirt ~ nach Null. 

Diese zuletzt erw~itmte Thatsache folgt aus dem Umstande, dass 
iiberhaupt nur far eine endliche Anzahl yon Systemen der Reihe l~I oder 

zwischen gegebenen posiliven Grenzen liegen kann. Denn sol] e~wa. 
1 1 

1 in einem Para!!elogramme [,~[ ~ q~, [~[ ~~e~ liegen abet ste~s nur eine 

endliche AnzaJal yon C~it~erpnnkten x, y. 
Die Reihe der hier in Betracht kommenden (~itterpunk~ x, y, nach 

wachsendsm Werthe ihres ~ geordne~, soil die Kette zu den Formen ~, 
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heissen, ein elnzelner Gitterpunk~ x ~1o,  y - - q  daxaus ein Kettenglied, 
ferner die mittelst zweier auf einander folgender Kei~englieder x ~ p, 

! 

y-~-q  mid x - - t 9 ,  y ~ q" gebfldeb Substitution 

x = p X - [ - p ' Y ,  y - ~ - q X  n t - q ' r  

eine Substitution der Kette heissen. 
Wit  bezeictmen die nach einander auftretenden Ket~englieder mit 

pl, q~ (i = . . . .  2, - -  1, 0, 1, 2,-. -), 

wobei wir, wenn ein ersbs {?lied vorhanden ist, diesem Gliede mid 
anderenfalls einem beliebig gewiiMbn Gliede den Index 0 e~heflen 
wollen. Ffir x-~-pr y ~ q i  setzen wir ~-----~.~, ~ , u i ,  so dass 
,~i ~ 0, hi ~ 0, e~ ~ Q- 1 sei. Ferner schreiben wit allgemein, sowei~ 
die Indices in Be~rach~ kommen, 

81-- 1 

Ffir ein etwa vorhandenes erstes Glied ist *o = 1. Ffir einen etwa vor- 
ha~denen letzten Index i ~ w, wobei dann )~ = 0 wire, denken wir 
uns #~ = -  1 gewi~Mt. Die Substitution 

x = p i - l  X i + p i Y i ,  y ~ q ~ - i  X~-~  qi Y~ 

oder kurz ( p i -  1, p i )  bezeicbnen wir mit Ti. 
\ qi-1,  qi 

Man hat dann allgemein: 

ferner 

(1) Zi-l,ui - -  a i ~ i - l ~ i  --" 1, P i - - l q i  - -  q i - - l P i  ~ $- i - -1 .  

Die am ScMusse yon w 2, 1 entwickelte Regel, welche fiberhaup~ 
dazu verhilft, aus einem Kettengliede das nichstfolgende abzuleiten~ 
ergiebt einen einfuchen Zusammenhang zwischen drei auf einander folgen- 
den Ke~engliedern: _Pl-1, q~-~; ~ ,  q~; I~+1, q~+i. Wir kSnnen p~, q~ 
mi~ dem Gitterpunkte p ,  q (e~ mit e, ~ mi~ ~l) und p~+~, ~i+1 mi$ p'~ g' 
aus w 2 identificiren. Fiir die Zahlen r, s dor~, welche der Bedingtmg 
/~s ........ ~ r  - -  ~ zu gentigen hubert, kann man dann mi~ Rficksieh~ auf (1): 
s ~ #~qi_~, r - - - -  l~ipi-1 einfiikren, und dabei wird 

Also is~ dann i durch - -  ~l~_i zu erse~zen. Dadurch entsbh~ die folgende 
. gd: 

li_i Man bezeichne mit g~ die grSsste i~ z~ enthaltene ganze Za]d und 

setze h~ ~-'g~ oder -~- g~ ~- 1, je nachdem 
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(z,_~-- a,z,) (g,t,,-- a,g,-~) < o ~  > ! 
~ 2  

ist, dann gilt 

und iiberdies wird ~+~  ~ 1 im ersten, -~-1 im zweiten Falle. 
Man erh~t hiernach 

(~) ,;) (o, _o,)= 
, ~" ',qi, q i + V '  

( ~i-2"-'1 /~i--11 6i'i) ( O, --~i) = ('i'i, ~i+1 ' i+1) .  

Es wird also 

vermSge 

(3) 
w~hrend 

(~) 

.pi-, .~" + ~ Y~ = ~ X~+ ~ + ~ +  ~ Y~+ ~ , 

q i - l X i ~ -  q ~ Y ~ = q ~ ' + x  + qi+l Y/+I 

~ - =  aiY~+~, ~ = ~ + ~ - t - h i s  
x~ 

Setz~ man allgemein y~ = 6, so gil~ daher welter 

-- Pi--i t~ + Pi -- Pi ti+~ + ~~ 
- -  qi--1 ti "27 qi - -  qi t i+l "{- qi+l ' 

6 =  h ~ -  t i+  ~ 

ist. Dabei ist zu bemerken, dass Z~]er  und Nenner der rechten Seite 
yon (3) genau die Ausdriicke sind, die bei der naturgemiissen Umformung 
des Z~hlers oder des Nenners der linken Seite je in einen Quotien~n 
zweier ganzer Functionen yon t~+~ als die Z~ihler dieser beiden Quogienf, en 
erscheinen. Aus (3) und (4) erh~l~ man sogleich allgemeiner: 

(5) 
Wellll 

(6) 

-- qi-I ti + qi -- q~_ I tk + q~ ' 
i < k ,  

hi+l --" " -- ~ - 1  

~ _ 1  - t~ 

is~, mid dabei gfl~ fiber die En~s~ehung yon Z~hler und Nenner der 
rechten Sei~e in (5) aus Z~rler mid Nenner der linken Seite eine ganz 
en~sprechende Bemerkung wie bei den Beziehungen (3) und (4). 

Ebenso wie ~, 7 haben 7 , - - ~  die Determinante 1. Die Ke~te zu 
'7, ~ is~ im Wesentlichen die umgekehr~e Ket~e zu ~, 7- DurcM~iuf~ 
p~, q~ die Gitterpunl~e der Ke~te zu ~, "2 in -_mgekeln~er Reihenfolge, 
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d. h. sodass die Indices i abnehmen, so hat man dabei in den Systemen 
x - -  - -  , d o , ,  y = - -  e , q ; ,  ( f t i r  w e l e h e  - ~ => 0 ausfgll ), die Glieaer 
der Kette zu ~7, ~. Ueber den Fol~gang in dieser le~z~eren Kedge 
sei noch die aus (2) folgende Beziehung: 

angemerk~. 

w  

An die S~tze in w 2 schliesst sich folgendes Theorem an: 

Satz V. Sind ~ ~ ax + fly, ~ -~- 7x  -a t- dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Coeffwienten und einer Determinante a d -  ~ ,  ~ 1 und 
sind ~o, ~7o irgend welche gegebene reelle Gr6ssen, so giebt es stets ganze 
Zalden x,  y ,  fiir welche 

1 
(7  o)l <= u 

ausfiillt. 

Bewr Betrrachten wit vorweg die F~ille, dass es eine ganzzuhlige 
Substitution mit einer Determinante -4-_ 1 giebt, dutch welche die Form 

1 
~7 der Variabeln x, y in die Form X Y oder in die Form :-2 (X~--Y~) 

der neuen Variabeln X, Y fibergehe. Dem Werthsysteme ~ -~- ~o, ~ / ~  ~7o 
entspreehe dabei das System X-~- Xo, Y ~ Yo, so erweist sich verm6ge 
jener Substitution 

(~--~o) ( , - -Vo)  = ( X - -  Zo) ( Y - -  Yo) , bez. = ~ ( ( Z - -  Z ~  ~ ( Y - - Y 2 ) .  

Bestimmen wit nun X und Y als gauze Zahlen so, dass I X - -  Xol =< ~-, 
1 

I ( Y - -  Yo)! ~ ~ ist, so wird im ersten Falle, wo g ~ iiquivalent X Y  ist, 
1 I ( ~ - - ~ o ) ( ~ % ) t  ~ ~-" Dabei ist zu beanerken, dass das Gleich]aeits- 

zeiehen hier unter gewissen Umst~inden wirklich in Betracht kommt, 
n~i,mlich wenn sowohl X o wie I7o gleich ganzen Zahlen vermehr~ urn 
1 1 

-~ sin& Im zweiten Falle, wo ~ ~kluivalent -~ (X ~ y2) ist, st;ellt 
1 

sich sogar I(~--~o) (~--~o)I ~ -~ heraus. 

Nunmehr sch]~essen wit die F~ille aus, dass ~ iiquivalent mi~ X Y  

oder mi~ I ( X ~  l r~) is~. 

Betrach~n wit irgend eine Substitution 

x=l~X+/Y, y=qX+q'Y 
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der zu ~, ~ gehSrigen Kette. Wit  bezeicbnen den Gitterpunk4 ~, q mit A~ 
den Gitterpunk~ p ,  q' mit A'. l~ach w 2 haben wit ein ganz bestimmtes 

oao  o) + <: Parallelogramm RSRoSo Berandung 

sowohl A, wie A' aufnimmt. Der gr6sseren An.~chanliehkeit wegen wollen 
wit in der Zeichmmgsebene die Coordinaten x, y derar~ interpretiren, dass 
dieses Parallelogramm ~(@, a) ein Ouadrat im gewShnliehen Sinne wird. 
Fiir i~, q sei ~- - -eZ,  ~ = t t ,  ( Z ~ 0 ,  t t ~ 0 ,  e-----~_ 1), ftir ~v, q' sei 

t f (4'_>0, g'>o, 
auch in w 2 unterschiedenen FKlle 
untersuehen. 

1 ~ Es sei zun~iehst e ' ~ e  

-~- _-4- 1). Wir haben nun die beiden, 
' ~ e gesonder~ zu ~ ~ u n d  r 

und ~ ' ~ 0 ,  t ~ ' } t ~ 0 .  Ein 
gleichzeitiges Eintreten yon t~ -~- 0 und 4' ~ 0 ist dadurch ausgeschlossen, 

dass ~ nicht ~iquivalent X Y sein soll. Es sei 21/die Seitenmit~e ~-~-~ ,  

6 und 21/' die Seitenmitte ~ ~ , ~-~-~- in ~g(@, ~). lqach ~ Y  2 
den Bemerkungen in w 2 kommen A und A'  derart attf der Berandung 
yon ~ (@, 6) zu liegen, dass bei einer Umlaufung derselben in einem gewissen 
Sinne sich A, M, (S), A;  M ,  Ao, Mo, (So) , Ao, M 0' folgen (s. Fig. 5; 
um die Figur nicht zu compliciren, sind darin die Seiten yon ~(@, 6) 
nicht ausgezogen); A ist yon M, A' yon 21/" verschieden. 

Da wit die Rotlen yon ~ and ~ vertausehen, anstat~ ~, V auch ~, ~ 
zu Grunde legen kSnnen, so dtirfen wir noch die Annahme A'tt" ~ t ~  
machen; (weft nicht zugleich ~'--m-0, te ~ 0 sein kann, wird dann gewiss 
;~' > 0, also A' yon S verschieden sein). Da auf jeder Seite des Quadrates 

~(@, ~) der We~h  ~ st;ets yon der Mitre der Seite naeh ihren Enden 

hin abnimmt trod dabei auf alien ~er  Seiten gleiehen We~h erhiilt bei 
der niimliehen .~0~ernun9 yon der Seitemnitt% den Begriff der Entfermmg 
im gewShnliehen Sinne genommen, so liiufl; jene Annahme darauf hi~aus, 
dass A'.lf' ~= A~lf sein soil. 

" ) ,  dessen Eeken auf Wir eonstruiren welter das Quadrat ~ ( ~ ,  2 
--- 0, ~ ~- 0 halb so ~o,;osse Entfermmgen yon 0 haben wie 1~, tto, S, S o. 

(~ ~) nimm~ die P tm~e X =  + ~-, Y = 0  Die Berandtmg yon 2 '  
1 

and X ~--- 0, Y - -  ~_ ~- auf. Legen wir sodann um jeden einzigen Gitter- 

punk~ ats Mittelpunl~ ein Quadrat, welches dem Quadrate ~ ( ~ ,  ~ )  gleieh 

trod in den Selden parallel ges~ent ist, so ergeben diese Quadrate alas Bild 
der in Fig. 5 mit ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die 
einzelnen Gitterpunkt~ sind in dieser Fignlr durch ihre Coordinaten X~ I z 
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angedeutek Das erste Quadrat ~ (~--, -~) um den Nullpunkt st5sst mit 

Stricken seiner Seiten an die Quadrate mit den Mittelpunkten A, A'~ 
Ao, Ao' , w~hrend es die fibrigen Quadrate iiberhaupt nicht trifft. Danach 
liegen jene Quadrate offenbar so, dass keine zwei in einander eingreifen, 
und zwischen sich lassen sie noch lanter gleiche und parallel liegende 

1 Liicken in Form yon Rechtecken, welche die einzelnen Punlr~e X q---~, 
1 

Y q--K mit gan~.zahligen X, Y zu Mittelpunkten haben. 

Es sei beispielsweise G H J K  die rechfeckige Lticke mit dem Mittel- 

1 oder L, so dass die Seiten GH~ HJ~ JK~ KG punkte X --- 1 ,  y .__ -~ 

/ , I  

/ \ , J "  ~ x�9 ~,, / I / A  "~, 

y ;  o ,  , , X : o  
- ~  , X. -zz . - ' ~ . ~ "  .-" .~r ~ r  ...,K;-': X 

/, 
fd" 

~ " X  -~:2".zX~. ' ~  - . ~  " \ . ,  . ~" 

"~ 0 

O 

-~f-I 

o ' .  o G 
~176 ",.,'C..--" 

Fig. 5. 

V s" 
"~�9 4 J r  

�9 s" 

sich an die Quadrate mit den Mittelpun~en X, Y.-~- O, 0; 1, 0; 1, 1; 0, 1 
anlegen. Da AH, M'GM~ A'K s~immtlich parallel der Linie ~/~--~-0 sind, 
so ist GH--- MA ~ MS und G K - -  M'A" ~ .M'S, also G H ~  GK 

1 1 
und iiberdies ~ 11S~ GH, -~ R S ~  GK; (man beachte, dass A" nicht 

in S f'~lt). In jeder der rechteckigen Lficken ist daher eine SeRe kleiner, 

die andere h5chstens so gross als die Seite des Quadrates ~ , ~ �9 

Unter dem Inha l t  einer Figur wollen wir den Werth des In~egrales 

f d X d Y  fiber ihre Fliiche verstehen. Der Inhalt des Quadrates 

~ ( ~ ,  ~ ) i s t  dann, weft ad--fl~--~ 1, p q ' - - q p ' =  + 1 ist, gleich 
1 1 ~- ~ und der Inhalt des Rechteckes G H J K  ist ~ ~- 0~- Nun kommt 
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in der ganzen Ebene amr jeden Gitterpunkt X---  X*~ Y~-- Y* eiaersei~s 
1 1 < y .... y *  < 1 

1 < X - - X * <  2 ,  = ~- ein Parallelogramm - -  -~ __-- ~ _ -  ~ y yore 

lnhal~e 1, wobei diese Parallelogramme die gauze Ebene lfickenlos er- 
f~llen, ohne gegenseitig in einander einzudringen, andererseits komm~ bier 
auf jeden Cxit~erpunkt X*, Y* ein Quadrat mi~ dem Mittelpunkte X*, Y* 

1 1 vom Inhalte -~ ~6 und ein Reehteck mit dem Mittelpunk~e X*-~--~,  

1 1 
Y* -~- ~ yon einem gewissen Inhalte ~ -~ p~, und alle diese Quadrate 

und Rechtecke er~llen ebenfalls die gauze Ebene lfickenlos, ohne gegen- 
seitig in einander einzudringen. Danach folg~ offenbar 

(1) 1 1 

Es verhalte sieh die Entfernung des Punk~es 0 yon der Geraden G H  

1 x M'A" zu der des Punktes L yon dieser Geraden, also ~ - M ' S : ~  wie 

1 : z - - l ,  

2 r ' ~) parallel sind, mit 0 a]s Mittelpunkt, dessen Seiten denen yon ~ ( 

so geht dessen Berandung durch L u n d  wird deshalb dieses Quadrat eine 
H~ilf~e der Liicke G H J K  vollstgndig iiberdeeken. Legen wit nun um 

jeden Gifl;erpunkt; als Mitt;elpunkt; ein diesem Quadrate ~ (~Q, ~ )  gleiches 

und parallel gestelltes Quadrat, so werden daher diese Quadrate zweiter 
Art, die in Fig. 5 mit gestrichelter Berandung gezeicbnet sind, jedenfalls 
die ganze Ebene, olme Liicken zu lassen, iiberdecken. Also wird tier 
Punkt, flir den die Bestimmungsstiicke ~, ~ gleich den gegebenen Werthen 
~o, ~o sind, in wenigstens eines dieser Quadrate ~eallen mfissen; ffir den 
Git~erpunkt x, y, weleher der Mittelpunkt des betreffenden Quadmges ist~ 
gilt dann 

+ =< 

In das In.ere des Quadrates ~ ( 7 '  ~ )  dringen yon allen tibrigen 

dieser Quadrate zweiier Art nut die viex Quadrate mit den Mit telpn~en 
A, Ao, A'~ Ao'. Dabei Iiegen diese vier Quadrate selbsi v5Uig aasein- 
ander, auch reiehen sie nich~ bis an den Nullpnnk~ 0 heran. Danaeh 
zeigt sieh, dass die Gesamm~heig dieser Quadrate zweiger hr~ die Ebene 
so iiberdeeken, class sie kein Gebiet mehr als zweifaeh iiberlagern, w~hrend 
noeh gewisse ~ fSrmige Paxtieen mig den einzehaen Giiterpunkten als 
Mittelpunkten vorhanden sind, die jedesmal nut je einem dieser Qua.drate 
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angehSren, lnfolgedessen ist; der Inhalt des Quadrates ~ ( -? ,  ~a) noth- 

wendig < 2, d. h. man hat 
1 ~206  < 2 .  (3) -~ 

Aus (2) folgt, weft das geometrische Mittel zweier Betr~ige nicht 
~Ssser als ihr arithmetisches Mittel ist, 

und daraus mit Riicksicht auf (3) 
1 

- -   o)l < T "  

2 ~ Zweitens sei ~' = ~ und 1 > A' > 0, ,~' > ,~ ~ 0. Die Punkte A 
und A' werden bier yon einer und derselben Seite yon ~(#,  6) auf- 
genommen, wobei weder A noch A' in die Mitre der Seite fallen und A, 
aber nicht A' eine Ecke sein kann. Die L~iage der betreffenden Seite 
ist ~ 2AA' .  

nuo o  oon  u  on 

um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem gleiches und parallel 
gestelltes Quadrat, so liefern diese Quadrate das Bild der in Fig. 6 mit 
ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die Gitterpunk~e sind 
dort dutch ihre Coordinaten X, Y bezeichnet. Diese verschiedenen Quadrate 
nun greifen nicht in einander ein und lassen zwischen sich im Allgemeinen 
wieder lanter gleiche und parallel gelagerte rechteckige Liicken mit den 

1 einzelnen Punkten X q- -~, Y q-- T fiir ganzzahlige X, Iz als Mittel- 

punkten. Diese Ltieken kommen nur zum Foridall, wenn auch der Git~er- 
punkt X = -  1, Y =  1 auf die Begrenzung yon ~(e ,  6) F~llt, (wenn 

1 
(A--A') Q~' ..... ,~)-~---y ist). Es sei, wenn nicht dieser Specialfall sta~hat, 

G H J K  die rechteckige Liicke mit dem Mittelpunkt~ L: X =  4 ,  Y =  4 ,  

wobei GH, HJ,  JK, KG ihre an die Quadrate am X~ Y-~-0,0; 1,0; 1,1;0, 1 
anstossenden Seiten seien. Dann ist die Seite G K  gleich der Seite des 

(e ~) die Seite G H  kleiner als diese Seite. Der Grenz- Qua~lrates ~ 2 ' ' 

fall, dass GH----- G K  wiire, wiirde nur eintreten, wenn A und A' beide 
in Ecken yon ~(# ,  6) fielen, was dadurch ausgeschlossen ist, dass ~/ 
nicht ~quivalent der Form X Y sein soll. Nunmehr erweist sich dutch 
eine entsprechende Ueberiegung wie in 1 ~ dass der Inhalt des Quadrates 

' 2 zusammen mit dem des Rechteckes G H J K  gleich 1 sein 

muss  ~ woraus  



Ann~herung einer reeIlen Gr6sse durch rationale Zahlen. 113 

1 0 ~ 1 ~ 2 "  1 

1 
hervorgeht. Die Gleichu~g ~-O:---1 hat s~a~t, wena die Lacken z)~m 

Fortfall lrommen~ also H mR G, J mR K zusammenf's 
Es verhalte sich die Entfernung des Pnn~es A yon der Geraden H J  

zu der des PunkCes L yon dieser Geraden wie 1 : u 1, so ist 1 ~ u ~ 2. 

.'% 
i/.^\ ./"%', ., \ 

\ ~  
o 5 ,  

; _ o "., ~ ~ "N) 
~',, 1.o "~. 2.o 

",,,X~,, ~ .e / ;',,. 

-2o--I --L~I "<~ o \ 
.a,, s>~ Io-i - , , ,z > ~  .. 

J 
, r  

v 

~ig. 6. 

Construiren wit nun das Quadrat ~ -~ , , so wird es die H;41f~e der 

1 y__  i vollstiindig iiberdecken. Lticke mit dem Mit~elpunl4e X ---~- ~ ,  ~- 

Legen wit dann gleiche und parallel gestellte Quadrate um jeden Gitter- 
punkt als Mi~elpu-l~, so effiillen daher diese Quadrate jedenfalls die 
ganze Ebene. Also wird derjenige. Punk~, ffir den die Bestimmungs- 
stticke ~, ~7 die gegebenen Werthe ~ ~ ~o, ~ ~ 9o haben, in wenigstens 
eines dieser Quadrate fallen miissen; alsdann gilt fiir den Git~erpunkt 
x, y, welcher der Mi~elpunkr des be~reffenden Quadrates ist, 

(2) !-W-t + < ~ 

An dererseRs iiberdecken diese neuen Quadrate keinen Theft der Ebene 
mehr als zweimal, w~ihrend noch gewisse Rechtecke mit den eiuzelnen 
GRterpun]r~en als MRtelpunkten da sind, welche jedesmal nur je einem 
dieser Quadrate angehSren. Infolgedessen muss der Inhalt des Quadrates 

7)  o:oo  
Mathematiache Annaten. LIV, 8 
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i ~0~ < 2 (3) S 

sein. Aus (2) and (3) ergiebt sich wie oben 

1 
&)  o)1 < u 

Damit isL der Satz V vollstiindig bewiesen. 
Wir  bemerken noch Folgendes: Aus 1 ~ Q~ mid x~Qa < 4 ent- 

nimmt man x ~ < 4. Aus (2) erh'KlL man daher : ~  ioi < 0; na~h w 2 
ist aber stets 0 < 2X. Hat nun die Kette zu ~, ~/ kein letztes (]lied, isL 

also --//  irrational, so convergirt im Verlaufe ihrer Glieder die GrSsse ,~ 

nach Null. In solchem Falle kann man daher einen Gitterpunkt x, y 
1 

bestimmen, wofiir t (~--~o)(~/--yo)l  < - i -  ausf'~llt mid zudem ]~ ~ol 

unter einer beliebig vorgeschriebenen positiven GrSsse liegt. 

. 

Es sei jetzt a eine beliebige reelle GrSsse, and wir setzen ~ ~ x - - a y ,  
~ / ~  y. Die Form ( x - - a y ) y  ist nur dann iiquivalent mit der Form X Y, 

1 wenn a eine ganze Zahl ist, mid nur dann iiquivalenL mit - ~ ( X  2 -  Y~), 
I 

wenn a gleich einer ganzen Zahl vermehrL um -~ ist. Von diesen 

zwei Fii~en wollen wit absehen. Die Kette zu ~, ~/ hat bier ein be- 

stimmtes erstes Glied Po, qo; fiir dasselbe soU po __ qo mid > 0 sein, 
1 0 

also hal man Po ~ 1, qo-----0. Fiir das zweite Kettenglied Pl, qx soU 
1 

Poq~ - -qoPz  - -  eo~--- 1, also qz --- 1 und i(p~--aqz)q~t < y sein; also 

isL dann Pl gleich der an der Griisse a n i i c h s t g e l e g e n e n  ganzen Zahl ho, 
1 

fiir die lho--al < -2 isL. Setzt man sodann in den Formeln (5) und (6) 

des w 3: i = l ,  #-----0, so resul~irt P~- - -h  o 6- Die in w 3 er- 
qk 

haltenen Resultate f'tihren nunmehr zu folgendem Satze: 

S a t z  VI. Es sei a eine beliebige reelle Gr6sse, jedoch weder eine ganze 
1 

ZaId, noch gleich einer ganzen Zahl q - T "  Man bilde in folgender Weise 

eine Reihe yon ganzzahligen Systemen p~, q~ (i ~ O, 1, 2 , . . . ) .  

Zuniichst sei P o - - -1 ,  qo-----O, sodann qz ~ - 1  und Pz ~ ho die an 
1 

der Gr6sse a niichstgelegene ganze Zahl so, dass [ h o - -  a 1 < -~ ist. Allgemein, 

wenn man bis zu einem Systeme pi, qi gelangt ist, wofiir noch ]pi--aqi~=O 
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ausfiillt, stelle man den Quotienten Pi--x--aqi--1 her. Es 8ei ~i sei• Vor- Pi -- aqi 
zeichen und g~ die gr6sste in dem absoluten Betrage dieses Quotienten ent- 
haltene game Zahl, welter hi -~- g~ oder -~- gi + 1, je nachdem 

1 
t ( (p~- l - -aq i -1 ) - -~ ig~(p~- -aq i ) )  (g~q~--~iqi-z)l  < oder > -V 

ist. Man setze sodann 

p~+ l -~- hiJpi - -  # i p i - z  , qi+z ----~ h~qi . . . .  @ i q i - - 1 .  

Der auf diese Weise ermittelten Reihe yon Systemen pl, q~ koramen 

folgende Eigenschaften zu: 

1 ~ Wenn a rational ist, bricht die Reihe mit einem gewissen System 
p~, q~ ab, wofiir p ~ -  a q~ ~ 0 ist. Wenn a irrational ist, so liisst sich 
die Reihe dieser Systeme unbegrenzt fortsetzen. 

2 ~ Fiir je zwei auf einander folgende Systeme gilt stets 

pi qi+l - -  qipi+l ----- ~1 ~ " �9 " @i ~-- +___ 1. 

Die Zahlen p~, qi sind stets relativ prim. 

3 0 . Man hat 

lh, --th  (k --- 1, 2, . . .) .  
Dabei sind pk und q~ selbst denjenigen Ausdriicken gleich, die bei der natur- 
gemiissen Darstellung der rechten Seite als Quotient zweier ganzer Functionen 
der h~ und ~ den Ziihler bez. Nenner abgeben. 

4 0 . Man hat 
O < qz < q~ < qs . . ., 

1 
-V > ]Pl--aqz} > ]p~--aqg.] > ]pa--aqs],  . . .  

Um so mehr nehmen die .Bebrioe !P__k--al mit wachsendem Index ab. 

& O 

t qi 1 

Wenn a irrational ist, convergiren die Briiche ~ mit wachsendem Index naeh qk 
der Gr6sse a. 

5 0 . F i i r  j e d e s  de r  S y s t e m e  pk, q~ (k ~--- 1, 2 , - - . )  g i l t  
1 [(p~--aq~) q~[ < -~. 

U m g e k e h r t :  I s t  x, y i r g e n d  ein S y s t e m  yon  r e l a t i v  p r i m e n  
g a n z e n  Z a h l e n ,  wof f i r  y > 0 u n d  

1 

gil~,  so f i n d e r  s ieh  das  Z a h l e n p a a r  x, y s t e t s  u n t e r  den  S y s t e m e n  
~o~, q~ (k---  1, 2 , - . - ) .  

$* 
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Aus dem Satze V entnimmt man noch: Sind b, c irgend zwei weitere 
reelle GrSssen~ so kann man stets ganze Zahlen x, y finden, so dass 

1 j(x-- y b) < u  
ist, und zwar, wean a irrational ist, noch derart, dass zugleich t x - - a y - - b l  
unter einer beliebig kleinen positiven Gr6sse liegt.*) 

Die bier definirte Kettenbruehentwicklung mit den Niiherungsbrfichen 

pl p~ . . .  zur Ann~herung an die GrSsse a soll der D i a g o n a l k e t t e n -  

b r u c h  fiir a heissen, mit Riicksicht darauf~ dass diese N~herungsbriiche 
zu den Parallelogrammen mit den Linien x -  a y - - - 0  and y--~ 0 als 
D i a g o n a l e n  in einer gan~ entsprechenden Beziehung stehen~ wie die 
Niiherungsbrfiche bet der gewShnlichen Kettenbruchentwicklung 

II li a - - l o - ~ - ~ - [ - ~ - 4 - . . .  , 

wo l o eine ganze Zahl, Zl~ 12 , . . .  lauter positive Zahlen sind, zu den 
ParaUelogrammen mit dem N.ullpunkt als Mittelpunl~t und mit Seiten 
p a r a l l e l  zu x aye---O, y ~ 0 .  Fiir diese g e w S h n l i c h e  (auch so- 
genannte r e g e l m ~ s s i g e  oder no rmale )  Kettenbruchentwicklung wtirde 
ich alsdann den charakteristischeren Namen P a r a l l e l k e t t e n b r u c h  in Vor- 
sehlag bringen. 

Nach einem bekannten Satze yon L a g r a n g e  kommt jedes Zahlen- 

I paar x, y, wobei x, y relativ prim sind~ y > 0 und a < ~y~ 

als Zi~hler und Nenner eines N~herungsbruehes der gewShnlichen Ketten- 
bruchentwicklung fiir a vor. Danach erscheinen alle N~iherungsbriiche 
des Diagonalkettenbruches fiir a auch unter den N~hertmgsbriichen des 
Parallelket~nbruches ftir a und wlrd also~ falls nicht beide Entwick- 
lungen zusammenfallen, der Parallelkettenbruch stets l a~samer  convergiren. 

Der Diagonalkettenbruch f t i r a  m5ge mit a =  D K ~ o  @1, @~,'" :) 
, hi, 4 ,  , '  

der Parallelkettenbruch fiir a mit a-.~ t )K( lo ,  11, l ~ , . . . )  bezeie~bnet 
werdem Die schon vorhin angedeutete geometrische Auffassung der 

*) Tschebyscheff hat (in einem russisch geschriebenen Aufs-~tze in den 
Mgmoixes der Petersburger Academie, t. X, Appendix 4, 1866) gezeigt, da~s, wenn 

b reelle GrSssen sind, stets ganze Zahlen x, y existiren, wofiir l (x--ay--b)yI~ 1 a, 

ist. Hermite hat (Crelle's Journal, Bd. 88, 1880) bewiesen, da~s der Ausdruck 

links dutch ganze Zahlen x, y kleiner als y 2 gemacht werden kann. Der Satz 

im Texte ergiebt ein schi~rferes Result~t, weft ~- ist. 
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Parallelkettenbriiche, welche der bier gegebenen Able;tung der Diagonal- 
kettenbriiche entsprieht, fiihr~ leicht zu folgendem Satze: 

Um aus der Be;he der Systeme p~, q~(i = O, 1, 2 , . . . )  far  den Diagonal- 
kettenbruch yon a die t~ihe der Z~ihler und Nenner der si~mmtlichen N~ihe- 
rungsbriiche des t)arallelkettenbruches yon a zu erhalten, hat man nut  die 
erstere 2~ihe in der Weise zu erweitern, dass, so oft eine Zahl #~ ~ 1 
(fu'r an i ~ 1) ausfdllt, zwischen die be;den Systeme ~)~_~, q~_~ und p~, q, 
noch das neue System ~ ~ p~_~ , qi - q~-~ eingefiigt wird. 

Man leitet aus diesem Satze die nachstehende Regel ab, welche 

erlaubt, aus einem Diagonalkettenbruche a~-- D K  , h~, h~, �9 so- 

gleich den Parallelkettenbruch a -~- P K ( l o ,  l~, l,, . . .) zu entnehmen: 
Aus  der Re;he der Zahlen ho, h~, h~. , . . ,  entsteht die 1%;he der Z a h ~  

to, l~, l ~ , . . . ,  indem an Stelle einer jeden Zahl h~ substituirt wird:  

~i, wen~  

h~ 1, wenn 

h i - -  1, 1, wenn 

hl - -  2,  1, wenn 

~----- -.1, ~ + 1 = ~ 1 ,  

&i=  1, ~i+1-----= 1, 
& ~ - - -  1, ~ + ,  -~- 1, 
~ =  1, ~+~---  1 

;st; dabei hat man sich noch ~o ~---~ 1 zu denken und dann yon dieser Vor- 
schrif~ auch fiir i ~--0 Gebrauch zu machen. 

Die Diagonalket.tenbriiche sind hiernach nicht bloss wegen der eim 
facheren Chaxal~erisirung ihrer N~iherungsbriiche leichter zu handhaben, 
sie en~halten auch alle Ei~zelheiten iiber die darzustellenden GrSssen, 
welche die ParaUelkettenbriiche erkennen lassen. 

Be;spiel: Der Parallelkettenbruch fiir ] /~ - ; s t  

PK(3 ,  1, 1; 1, 1, 6, 1, 1; 1, 1, 6, 1, 1 ; . . . )  

mit den Niihertmgsbriichen 
3 & 7 11 18 119 137 256 393 6~t9  4287 4936 9223 

1 ' 1 ) 2 ~ 3 ' 5 ~ 33 ' 38 ~ 71 ~ 109 ~ 1 8 0 '  1189 '  1369 '  2558 ~ 

der Diagonalkettenbruch fiir W ~  ;st 
(+, ,+,+,-,+,+,:) 

D K  4, 2; 2, 8, 2; 2, 8, 2; 

mit den l~iiherungsbrfichen 
& 7 18 137 256 649 4936 9223 

1 - '  2 - ;  5 ~ 38 ~ 71-;  180 ~ 1369 ~ 2558 ;  " ' "  

d.i. dem 2,3; 5, 7 , 8 ; - . .  5k, 5k-~-2 ,  5k-[-3; . . . ten  Ngherungsbruch 
der ersteren EnL-wicklung. 
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Dagegen wfirde diejenige K&tenbruchentwicklung 

(~o 01, #, ,  �9 �9 :) ~ i  o,, 
K , 4 ,  4 ,  ---ho lhl 14 - -  ' 

wobei #1 = - { - 1 ,  @~ ~---4-1,-.- und die hi, h~,.., positive ganze Zahlen 

sind derart, dass die Reste ~ ~ stets zwischen 1 
1 and -~ liegen, fiir ] / ~ :  

( 1, 1 , - - 1 ,  1, 1 , - - 1 ,  1 , . - )  
K 4, 3; 2, 7, 3; 2, 7, 3; i 

sein mit den N~iherungsbriichen 

4 11 18 137 393 649 4936 14159 
T '  - 3 ;  -5"' 38 ) 109; 180'  1369' 3927 ; " ' "  

d. i. dem 2, 4; 5, 7, 9; �9 �9 5k, 5k -t- 2, 5k -[- 4; �9 - �9 ten N~herungsbruche 

des Parallelkettenbruches fiir V ~ .  Also erfiillt bei dieser Ar~ der Ent- 
wicklung einerseits nicht jeder Niiherangsbruch x die Bedingang 

Y 
Vi l 1 I x Y < 2 y ~ ,  

andererseits kommt nicht jeder Brueh x mit dieser Eigenschaft unter y 
den Niiherungsbriidhen vor. 

Der Diagonalk&tenbrueh fiir die Basis der na~firlichen Logari~hmen 
lautet: 

e --  DK_3, 3, 2, 5, 2, 2m+1,  2, ._" 

Die Z~hler und Nenner der N~herungsbriiche dieses K&tenbruches geben 
also die sii~nmtlichen AuflSsungen der Bedingung 

1 1 2 < ( x - - e y ) y < ~  

in relativ primen positiven ganzen Zahlen x, y. 

w  

1. Ein unendlicher Diagonalk&tenbruch 

(1) DK(ho, #l' #~' " :) 
4, 4, 

ftlr eine irra~ionale GrSsse a soil per iodisch heissen, weIm es eine 
positive Zahl v giebt, so class yon einem gewissen Index j an stets 

(2) #~ = #~+,, hk=h~,+,, (k.---~j,j+l,j+2,.. .) 
ist. Das System der ~fer~he 
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(~ ,  ~+~, - . - ,  ~}j+,-~ 

heisse dann eine Per iode  des Kettenbruches. 

Wir beweisen zun~chst die folgende Thatsache: 

Ist der Diagonalkettenbruch fiir eine irrationale Gr6sse a periodisch, 
so ist a Wurzd  einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficivnten. 

Wir verwenden fiir die Kette zu den Formen ~-~-x  ay ,  ~ y 
die in w 3 eingeffihrten Bezeichnungen. Durch die Substitution 

( p , -  x , .P~) 
Ti = \ q i - 1 ,  q~ 

geht ~ in ~i-x*l i -xXi -~-a~t~Yi  fiber, man hat also die Formel der 
Composition: 

(~, - - a )  r, = (~ i - lX , - , ,  ~i hi). 

_&us w 3, Gleich. (2) leite% man allgemeiner die Regel 

x) = (~k-x  a k _ x ,  ~k ak),  
,si hi hi+:/ " " 

i < k  
ab, und daraus entnimmt man insbesondere eine Beziehung: 

e~ ~tk = ~ i -  x hi _ x rl, ~ q -  ~ Zl st, k, 

wo r~,~, si, k gewisse ganze Zahlen sind, die bloss yon den Werthen 
ai, hi, @i+x, hi+x, ", &k-1,  hk-x abtfgngen. Da mit unbegrenzt 
wachsendem k die GrSsse aa nach Null convergir~, ersieht man da~meh, 

dass das u ~-xz~-x durch die unendliche Reihe der OrSssen 

&~, h~ ftir die sgmmtlichen Indices k ~ i vollst~ndig bestimmt ist. 
Wenn nun mit irgend einem Werthe v fiir alle Indices k ~ j  die 

Beziehungen (2) statthaben, muss daher nothwendig 

sein. Setzen wit ~ + ' - ~  z~+,_~ ~j_xzj_, = v, wobei 0 < tvl < 1 sein wird, so 

eolg~ 

Nun hat man 

(~, - - a )  r~+o = ( ~ - x  x~-~, ~ x~), (~-x x~-x, ~ x~) r 7  x = ( ~ , - - a )  

daraus entsteht 
( ~ , - - a )  r~+ r -x  
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Bezeichnet 

, 

man mit (P'  s) das Coefficientenschema 
q, 

so bedeutet diese letzte Formel 

der Substitution 

p - -  aq = ~, r - -  as ~ - -  va. 
Daraus erhiilt man 

( r -  as) 4- (P--  aq) a - -  0 
und hierin kann nicht q ~---0 sein, denn sonst mtisste p = v sein, wghrend 
, keine gauze Zahl ist, da [vl zwisehen 0 and 1 f~llt. 

2. Wir beweisen jetzt die Umkehnmg der eben festgestellten Thatsaehe: 

Satz  VII. Ist eine irrationale Gr5sse a Wurzel einer quadratischen 
Gleichung mit rationalen Coefficienten, so ist der Diagonal~ttenbruch fiir a 
stets periodisch. 

Beweis.  Es sei 
noa* + n~a -J- n.~ = O 

diejenige Gleiehung ffir a, in der no, n~, n 2 relativ prime g~n~.e Zahlen 

sind und n o > 0  ist. Man hat a ~ - - n ~ + ~ n f ~  ~ - 4 n  on~ 2no , so dass die 

ganze Zahl ~ - - ~  n~ ~ 4non~ positiv und wegen der vorausgesetzten 
Irrationalitiit yon a jedenfalls nieht das Quadrat einer ganzen ZaM ist. 

Die zweite Wurzel jener Gleichuna --n~ -~ ]/D werde mit a bezeichnet. 
- o  2 n  ~ 

Wir setzen 

= x - -  ay  = ax  + fly, 

Dabei haben ~ ~ ebenso 
Beziehung: 

Sodann entsteht 

1 

wie ~, ~ die Determinate  1, trod gilt eine 

~ = ~ + b ~, b - - -  1 - -  "no . 

= f - =  nox + x y + 

Wit betrachten nunmehr die Ket~e zu den Formen ~, ~. Diese Kei~e 
wird jedenfalls nach beiden Seiten unbegrenizt sein. Wit  ~erwenden ffir 
diese Kette die in w 3 eingefiihr~n Bezeic}mungen. Ausserdem m6gen 
~i, ~i die Ausdriicke bedeuten, in welche ~, y dutch die Substitution 

(T~.) x ----- p~-_~ Xi + pl Y~-, y ~- q~_~ X~ + g,- Y~ 

iibezgehen, tmd es bedeute T~ das quadratische Schemu ( ~ - ~ - 1 ,  . ~ ) "  

der Coefficienten yon ~,  ,~, wobei dann { a , ~ ) T ,  = Ti gilt. 
/ ~ \  

' , o / 7 ,  
Dutch die ganzzablige Substitution Ti, deren Determinan~e 4-_ 1 is~, 

geh~ die Form f = ~___ V D ~  in eine Form 



Ann~herung einer reellen GrSsse durch rationale Zahlen. 121 

da D nieht eine QuadratzaM ist, hat man gewiss N 0 =~ 0, At2 =~= 0. 
dem bestehen dabei nach w 2, 3 diese Beziehungen: 

- -  -~_: V ~  ~, ~, = 2v0 x~ ~ + 2r ~ E + 2r Y /  
fiber. Dabei sind 2r ~ gauze rationale ZaMen un/1 folgt A~-4NoN2--~-D; 

Zu- 

1 

Iy- , tXol <~- 

tx,--  Xo-- ~]/~. -v,l > -r 

entweder 

~ <0, -'V' >0, No ~o 
oder 

~ >0, ~ > 0 ,  No -~o 

In jedem Falle kommen hiernach flit die ganzza~igen Coefficienten 
JVo, At1, N 2 einer Form fi yon vornherein nut eine endliche Anzahl yon 
mSglichen Werthsystemen in Betracht. Man wird also jedenfalls irgend 
zwei Indices i = j  und i = j - J r - v ,  wo v > 0 ist, finden kSnnen, f'dr 
welche die beiden Formen /~ und/~+~ in den Coefficienten 2r N1, Ar~ 
fibereinstimmen. 

Ersetzt man Xj+~, Yj+~ in den Formen ~j+~, ~7~+'.~ dutch die Zeichen 
Xj, Yj der Variabeln in ~j, ~j, so werden dadurch Beziehungen 

(A' B)  T~ be- hergest~llt, wobei die Coefficienten A, B, F, A durch T~+, = F, 

stimm~ sind, und vermSge dieser Beziehungen muss dann ~j+, ~j+, = ~iy~- 
entstehen. Vergleicht man die Coefficienten yon ~ ,  ~j~, ~ auf beiden 
Selden dieser Gleichung, so folgt AF = 0, BA = 0, AA -]- BF - -  1. 
Danach muss entweder 

1 1 (3) B : 9 ,  r = 0 ,  A---~-=v; ~ j+ , - -~ ,  ~+,=-~-~ 
ode1" 

(3*) A~---0, A-~-O, B---f t --v;  ~+~---=v~j, ~/J+~:T 

mR einem v.on Null verschiedenen Factor v sein. Die zweRe Ar~ yon 
Beziehungen abet ist unmSglich, weft in der Form ~/j der zweRe Coeffi- 
cien~ einen grSsseren absoluten Betrag hat als der erste Coefficient, in 
der Form ~+~ aber das Entgegengesetzte statthaben muss. Also gelten 
nothwendig die Beziehungen (3) und die Vergleichung der Coefficienten 
in ~j trod ~j+~ zei~ noch, dass v posRiv und < 1 ist. 

Die Gleichungen (3) ergeben 

T ~ + , =  T~, (a,  T~+, T _ I  = . 
, ? ,  O, , 
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Ist ( P ' : )  das Coefficientenschema der Substitution T~+,/~ -1, wobei 
q, 

p, q, r, s ganze Zahlen sind und p s -  qr -~- -4-1  ist, so verwandeln 
sich hiernach ~, ~, wenn man darin x, y dutch px-Jr  ry, qx-+-sy  er- 

1 setzt, in die Ausdriicke v~, ~-V. Diese zwei Ausdriicke ergeben dasselbe 

Product wie ~ und 7. Durch die umgekehrte Substitution werden ~, 

in ~ ~, ~ iibergehen. Hat man nun einen Gitterpunkt x, y, ffir den 

x, y relativ prim sind und ~ = e Z ,  ~ ( / z > 0 , ) ~ > 0 ,  e = - 4 - 1 ) ,  
1 Z~ ~ ~- ist, so existirt dann also ein anderer Gitterpunkt, fiir den eben- 

1 
falls x, y relativ prim sind und ~ ~ veX, ~ - - - -~  ~ ist, und ferner ein 

GRterpunkt, ftir den x, y relativ prim sind und ~ ~ T  

und diese zwei weiteren Gitterpunkte miissen dann ebenso wie der erste 
als Glieder der Kette zu ~, ~ auftr&en. 

1 
Nach (3) haben wir ej+~ ~+~ ~ ve~ ~j, ~j+~ - -  ~- ~j. Nun miissen 

weiter die Punkte ~ ~ ~+~+1 ~+~+1, ~ ~ te~+~+l und ~ ~ vej+~ ;tj+l, 

1 welche beide als Glieder der Kette auftreten, identisch sein. 
1 

Denn hi~tte man ~+~+~ ~ ~-/~j+l, so wiirde der Punkt ~ ----- v~+~ ~+~, 
1 ~-7-~ j+1  ein Kettenglied sein, fiir das ~+~ < ~ < ~+~+~ wiire, 

wiihrend r/ ~- /~+~ und ~ ~ g~+~+t ja zwei auf einander folgenden 
1 

Kettengliedern entsprechen. Hiitte man dagegen ~+~+~ < ~- ~j+~, so 
1 wiirde ~ ~ T ~+~+~ ~.~+~+1, ~ ~ v,~+~+~ ein Kettenglied sein, wofiir 

/~ < ~ < /z~+~ w~re, was ebenfalls nicht mSglich ist. Also muss 
1 /~+~+~-~--~-~+~ sein und miissen sodann jene zwei Punkte zusammen- 

fallen. 
Auf dieselbe Ar~ erschliessl man successive welter 

1 
(4)  ~,+~, 2~+~, - ~  ~r~ ~,~, tt~+" ~--- 7-  ~ 

ftir k ~ j + 2, j 2 r- 3 , - . -  Sodann kann man in der Reihe der Indices 
riickw~irts gehen und diese Beziehungen (4), welche auch ffir k ~ - j -  1 
bereRs durch (3) feststehen, nach einander flit k-~- j  ~ 2, j -  3 , . . -  
erhalten. Also gelten diese Beziehungen (4) iiberhaupt fiir jeden mSg- 

lichen Index k. Man hat nunmehr fiir jeden Index i: T~+, ~-- 0, Ti; 

( O ' - - & )  Wend& andererseRs gilt nachw 3, (2) die Regel Yi+~ ~ Yi 1, h~ " 
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man die erstere Formel fiir zwei auf einander folgende Indices i -~- /6  
i-~-k + 1 an and hernaeh die letztere fiir i - - k  und i ~ k "4-v ,  so folg~ 

zuerst T~_�89 Ta+~+~ == T ~  ~ T~+~ und sodann: 

( 5 )  = = . . . .  

Naeh diesen Beziehungen (5) kann die Kette zu ~, ~ als v o l l k o m m e n  
p e r i o d i s e h  bezeiehnet werden. 

Wir  ziehea endlieh aueh die Form ~ ~---y heran. Ftir ein jedes Glied 
1 

x --- p~, y ~ ~ der Kette zu den Formen ~, 7 gilt 7 > 0 und [~ 7] < ~ "  

Gleiehzeitig ist dabei ] / ~  ]~]  stets eine rationale ganze Zahl. Indem 
1 1 

diese Zahl < - ~ 1 / ~  ist, kann sie nieh~ die griisste in ~ V ~  enthaltene 
1 1 

ganze Zahl iibersehrei~en. Wit  setzen letztsere ganze Zahl [~-I/D~---~ ~V ~ -  d, 

dabei wird 0 < d < 1. 

auf ~--"- Y =--- 7 + b~: 
1 

Aus ] / ~  1~ 7I ~ ~ t / ~  - -  d folg~ mit; giieksieh~ 

d + Ib 'l, 

Nun nimmt, wenn man die Reihe der Kettenglieder zu ~, 7 durehlKuft, 

darin sowohl t~t wie 1~-I bestiindig ab. Geht5 man soweit; in dieser Reihe, 

dass ] b ~ : t < ~  , ,~- < ~  ist, so hat man dann also ] ~ ] < T ,  

> 0 und mtissen daher die betreffenden Systeme x ~ p i ,  y - - ~  q~, die 
man nun anI'ritR, siimmtheh auch. (}lieder der Kette zu den Formen 
~, ~ sein. 

Ist umgekehrt x ,  y ein (}lied der Kette zu den Formen ~, ~, so ist 
1 

dafiir ~ > 0 und I ~ ~I < y ; daraus folgt 

Geht man nun in der Reihe der Kettenglieder zu ~, ~ soweit, class 

1]/~ b~' t ~ 1 - -  d und < N ist, so rolg~ bier 7 > 0 und anderer- 

seits V D I ~ I  < [ 1 ] / ~  + 1. Da aber VD ]~Vl hierbei stets eine ganze 

rationale Zab_l wira, muss aann aberhaupt l vi < < 
1 

ra is in  ]69]<-ff  sein. Danach finder sich alsdann das betreffende System 

x ,  y sfets auch unter den Cdiedern der Kette zu ~, 7- 

Auf diese Weise stimmen iiberhaupt die zu ~, * lund die zu ~, 
gehSrige Ketf~ yon gewissen zwei Gliedern an in dem gunmen weiteren 
Verlaufe ihrer Kettenglieder vSllig mit einander iiberein. Da nun die 
ein_~elnen Wer~he @i, hl in einer Kette jedesmal aus drei auf einander 
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folgenden Kettengliedern abzuleRen sind, so werden sich danach auch 
die Relationen (5) yon einem gewissen Index an auf die Kette zu 

~ x a y ,  ~ - - y  ~iberbragen, d. h. eben der Diagonalkettenbruch ffir 
die GrSsse a ist periodisch. 

In entsprechender Beziehung wie der Diagonalkettenbruch ffir a zu 
der Ke~te st~eht, die zu den Formen ~, 7 gehSr~, steht der Diagonal- 
kettenbruch fiir die conjugirte algebraische ZaM d zu der Kette, die zu 

1 
den Formen ( a - - ~ ) 7 ,  a - - ~  ~ oder, was auf dasselbe hinauskomm~, 

zu 7, - - ~  gehSr~. Der einfache Zusamme~hang der Kette zu ~, 7 und 
der Kette zu ~, - - ~  ist am Schlusse yon w 3 erSrter~; aus der dort an- 

gegebenen Beziehung (7) erhell~ nun, dass, wenn \h i ,  h:+~, ., h:+~,-1/ 

eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir a ist, (~J' @~+~-1, �9 �9 ", 
-~+~-1 ,  h3"+~-~, ., h~ / 

eine Periode des Diagonalke~tenbruches ffir d sein wird. 

Zfirich~ den 31. December 1899. 


