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Uber quantenmechanische Darstellung 
yon Quantenspriingen. 

Von P. Jordan in GSttingen. 

(Eingegangen am 25. November 1926.). 

Nach den elementaren Vorstellungen der Quantentheorie kann die Wechselwirkung 
der Atome bei StSflen, durch Strahlung usf. mit der Annahme unstetiger Quaaten- 
spriinge beschriebea werden. Im Gegensatz dazu mull die exakte Quantenmechanik 
diese Wechselwirkungen als mit einem kontinuierlichen Energieaustausch in Form 
langsamer Schwebungen verkniipft betrachten. An einem einfachen aber typischen 
Beispiel wird der ausfiihrliche Beweis dafiir erl~atert, daft beide Beschreibungs- 
weisen trotz ihrer groflen Verschiedenheit in alien empirisch prtifbaren Aussagen 

dasselbe ergeben. 

Nach den Grundannahmen der Quantentheorle kann fiir die Wechset- 

wirkungen der Atome durch Vermittlung' der Strahlung oder bei Zu- 

sarnmenstSl~en usf. elne sehr auschauliche u n s t e t i g e  B e s c h r e i b u n g  

durchgefiihr~ werden auf Grund der Vorstellung, dal] die Atome sieh 

wechselseit ig zu sprunghaften ~nderungen ihres Zustandes veranlassen 1). 

Versucht man jedoch, Wechselwlrkungen der bezelchn~ten A r t  mit  den 

Hilfsmit teln der Quantenmechanik exakter  zu erfassen, so is t  man g~- 

nStigt, zunfi.chst yon einer Ankniipfung an diese Vorstellung abzusehen 

und die Wechselwirkung als durch langsame, kontinuierl iche Schwebungen 

gekennzeichnet zu beschreiben. Es bedar[ deshalb eines ausfiihrlichen 

Beweises, daft man dureh Anwendung der quantenmeehanischen Gesetze 

auf derart ige Wechselwirkungen zu Ergebnlssen kommt, die in  j e d e r  

e x p e r i m e n t e l l  e n t s c h e i d b a r e n  F r a g e  dieselbe Antwor t  liefern (in 

erster Annaherung), wie sie aus der elementaren unstetigen Beschreibung 

~er u  zu en~nehmen ist. In  dieser Note soll  das an einem sehr 

einfachen Beispiel erli~utert werden; die Veral lgemeinerung der angestell ten 

tJberlegungen bereitet  keine Sehwierigkeit .  Die dabei zu beaehtenden 

1) Bekanntlich hut S c h r S d i a g e r ,  ausgehend yon den mathematischen Be- 
ziehungen, durch deren Aufdeckung er die Quantenmechanik bereichert hat, u 
s~ellungen entwicke~t, die sich zu den yon Pl,~nck, E i n s t e i n ,  Bohr  entwickelten 
Grundannahmen der Quantentheorie in radikalem Gegensatz befinden. Die folgen- 
den Ausftihrungen griinden sich ~edoch durchaus auf die alten Vorstellungen 
(station~ire Zust~nde; 0berg~inge). welche sie genauer zu analysieren und zu stiitzea 
geeignet scheinen. 
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Tatsaehen und Gesichtspunkte sind zum Teil schon yon Born  1) und 
Dirac  2) in anderem Zusammenhang erSrtert worden. 

Wir betrachten zwei ungekoppelte ungleichartig'e Atome A1, A n mit 
den Quantenzahlen nl, n 2 (~-- 0, 1, 2, . . .)  und den Energien W] (n0, 
W 2 (n2). Dabei soll 

~ (1) - -  H~ (o) = ~,~ (1) - -  ~ (o) 

sein, so dal~ also das aus beiden Atomen zusammen bestehende mechanische 
System mit der Energie 

w(nln ~) = u~ (~) + W~(n~) 
eine Entartung 

W(IO) = W(01) 

besitzt. Aul]er dieser Entartung soil jedoch keine weitere vorhanden sein. 
Es miige dann eine mit ~ proportionale Kopplung zwischen den 

Atomen eingefiihrt werden, so da• die Energiefunktion die Gestalt 

H : H~ + H2 + ~ H '  

gewinnt. Die Wirkung dieser St(irung i s t  die, daft jede auf das un- 
gestiirte System beziigliche Matrix g : (g (nine, m 1 m~)) in 

g' = T g  T - 1  

verwandelt wird,, wobei T o r t h o g o n a l  ist. 1Jbrlgens beseh~ftigen wir 
uns nur mit dem Grenzfall ~t = 0 (der im allgemeinen nicht fiberein- 
stimmt mit dem ungestiirten Zustand der u n g e k o p p e l t e n  Atome). Dabei 
ist T W T - I =  W,, also T vertauschbar mit W, woraus folgt, daft in 
T = (T  (sins,  mime) ) nur die Olieder 

T ( n l n s ,  nine) ; T(01, 10); T(10, 01) 

yon Null versehieden sind. Die 0rthogonalit~t yon T ver]angt dann, 
daft (abgesehen yon belanglosen Phasenkonstanten) [o1 

r ( ~ l n 2 , % % )  = 1 far nln~ ::~ 10' (1) 

IT(10, 10)[~ + IT(10, 01)[' ~--- 1, I 
(2) 

[T(01, 10)]" ~-]T(01,  01)[ 2 : 1,/ 

T (10, 10) T* (01, 10) + r (10, 01) T* (01, 01) ---~ 0 (3) 

(wobei a* die Konjugierte zu a bedeutet). Aus (3) folgt iibrigens: 

]T(10, 10)[~.[T(01, 10)[ ~ __---IT(10, 01)]2.[T(01, 01)] ~. (3') 

x) M. Born, ZS. ~. Phys. 88, 803, 1926. 
'~) P. A. /~. Dirac, Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926. 
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Man erh~lt danach fiir die Elemente der traasformierten Matrix die 
folgende Tabelle : 

Fall a) n, % /  ~ {10 
mlma! (01 ' 

g' (n.~) ---- g (n m). 

Fall b) f 10 
01'  

g' (10, m 1 m~) = T (10, 01) g (01, m 1.m2) + T (10, 10) g (10, m 1 m2) , 
g' (01, mlmu) = T(01 ,  01) g(01, mlm,) q- T(01, 10) g(10, mim2) 

[Faktoren T (m 1.m2, m 1 m~) = 1 sind sogleich fortgelassen]. 

Fall c) [ 10 
nln-~ =f= / 01 '  

g' (nine, 10), g'(nln. 2, 01) entspreohend wie 

Fall d) g'(01, 01) =- T(01, 10)g(10, 
+ 
§ 
+ 

g'(10, 10) = 
§ 
+ 
+ 

g (01, 10) = 
+ 
§ 
~ T  

g' (10, 01) = T 
§  
+ T  

b). 

10) T* (01, 10) 
T(01, 10) g(10, 01) T*(01, 01) 
T(01, 01)g(01,  0l)  T* (01, 01) 
T(Ol, Ol)g(ot, lO) T*(01, 10) 

T(10, 10)g(10,  10)T*(10,  10) 
T(10, 10)g(10,  01) T* (10, 01) 
r (10 ,  01) g(01, 01) T* (10, 01) 
T(10, 01)g(01,  10)T* (10, 10) 

T(01, 10) g(10, 10) T * ( 1 0  10) 
T(01, 10)g(10, 01) T* (10, 01) 
T(01, 01)g(01,  01) T* (10, 01) 

(01, 01) g (01, 10) T* (10, 10) 

(10, 10) g (10, 10) T* (01, 10) 
(10, 10) g (10, 01) T* (01, 01) 
(10, 01)g(01,  01) T* (01, 01) 

10) 5"* (01, 10) 
koniugier~ komplexe Matrix 

-~- T(10, 01) g(01, 
(Man beachte, das T -1 die trausponierte, 
zu T ist.) 

Nach den Grundvorsteliungel~ der Quantentheorie mul~ man nun die 
Wechselwirkung der Atome in unstetiger Weise folgendermal]en (ange- 
hi,herr) beschreibea kiinnen: Eine Wechselwirkung tritt tiberhaupt nur 
dann auf, wenn entweder n 1 --~ 0, n~ = 1 oder n 1 - ~  1, n 2 = 0 ist. 
Und in diesen Fallen besteht die Wechselwirkung darin, dab die Atome 
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wiederum dauernd so reagieren, als wenn sie ungestiJrt waren, wobei 
iedoch in gewissen zeitlichen Abst~nden Q u a n t e n s p r i i n g e  elntreten, bei 

denen das eine Atom yon 1 nuch 0, das undere yon 0 nach 1 iibergeht. 
Wird ~t ~ 0, so werden die Pansen zwischen den Spriingen unendlich 

lung; lii~t man, von ungekoppelten Atomen ~ ~ 0 uusgehend, zanachst 
ein endliches ~ entstehen, das dann wieder auf Null gebracht wird, so 

verbleibt im Falle n 1 z i, n~ ~ 0 (bzw. n 1 ~ 0, n 2 ~ 1) eine Wahr- 
schelnliehkeit Wa (bzw. Wb) dafiir, da6 A 1 zuletzt im Zustand 0, und eine 

Wahrschelnlichkeit  Ya ~ 1 - - w  a (bzw.  ~:b ~--- 1 - -wb) ,  dab A 1 zuletzt 
im Zustand 1 ist. 

Wir  behuupten: Diese Aussugen sind in vollkommenem Einklung 
mit den obigen matrizentheoretisehen Feststellungen, wenn man 

u'a ~ - ] T ( 1 0 ,  01)[~; ~a ~ [T(10,  10)]~; / 

w~ ~--- [T(01 ,  01)Is; ~u --~ I T ( 0 1 ,  10)] 2 , (4) 

anl~lmmt. Die Bezlehungen Wa -[- TVa ~ Wb ~- Wb ~ 1 sind dunn nach (2) 
in der Ta t  erfiillt. Aus (3') folgt terner 

~'b ~-- V~. (5) 

Fiir~ die experimentelle ~essung tier wa usf. (und fiir die empirische 
Priifung der Richtigkeit  der unstetigen Beschreibung iiberhaupt) gibt  es 

drei Methoden : 
M e th  o de A: Man kunn durch au~ere Einwirkungen Quantensprtinge 

eines der Atome, etwa A~, erzeugen und aus den dubei eintretenden 
Energieumsetzungen sowie den Wuhrseheinliehkeiten dieser Quantenspriinge 

Riieksehliisse uuf den vorherigen Zustand yon A~ ziehen. 
M e t h o d e  B: Man kann yon GrSl~en, die bei isoliertem A~ zeitlich 

konstant sind, ihren Mittelwert, ihren Quadratmit telwert  usf. in direkter 
Weise messen (z. B. magnetisehes Moment von AI). 

M e t h o d e  C: Man kunn endlich A 1 beschleunigen dutch ein itui~eres 

Kraftfeld, dessen Wirksamkei t  auf die Zustfinde nj ~ 0 und n~ ~ 1 des 
ungekoppelten A 1 versehieden ist (Stern-Gerlaeh-Versueh).  

E r S r t e r u n g  d e r  M e t h o d e  A: Die ()~bergungswahrscheinlichkelten 
yon A 1 bei auflerer Beeinflussung seien fiir isoliertes A~ gegeben dutch 
die Quadrate der Absolutwerte w 1 (~1n2) ~ [g (nln2)]2 der Elemente 
einer Matrix g. Dies ist bekanntlich die ullgemeine Form fiir die Wahr- 
seheinlichkeiten aller durch Strahlung, StSl}e oder sonstige inkohfirente 
Einwirkungen veranlal~ten Ubergange. Betraehtet man A~ mit A n uls 
ein System, so ist die Matrix g zu schreiben mit den Elementen 

g (nl n2' }hi ?iq'2) ~ (~-2m2 61 (nl Dl'l)" 
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Die Koppiung yon A 1 mit A 2 bewirkt den Ersatz yon g durch 

g' = Tg T - I ,  und man erh~lt Ubergangswahrscheinlichkeiten 

W' (n I h i ,  t~ 1 'B~tl) : I g' (~tl n2, tnl ')~2) {2, 
die folgende Werte haben (vgl. die obige Tabelle): 

F a l l a )  n ln~]  ~_ ~I0 
mlm~ l ~ ~ 01 '  

w' (n 1 n~, '~.~.~2) = ~n~ ~ w~ 0h'~)"  

Das heist: Die  0 b e r g a n g e  z w i s e h e n  zwe i  Z u s t ~ p d e n  , die yon  

10 und 01 be ide  v e r s e h i e d e n  s ind,  s t i m m e n  naeh  E n e r g i e u l m s a t z  
und W a h r s e h e i n l i e h k e i t  m i t  denen  des i s o l i e r t e n  A, i ibe re im 

F~lle b) "h ~ O, 1. 

w' (10, "h 1) = w~ (0 m~). tT (10, 01)I ~, 
w' (10, m~O) = w, (1 m,). IT (10, 10)I ~, 
w' (10, , h .m , )=  0 ftir ~n~ > 1. 

Betrachten wir die ~v' als Wahrscheinlichkeiten Iiir yon  10 aus-  

g e h e n d e  Ubergange, so bedeuten die Formeln: IT(10,  01) 12 i s t  die 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t  daf i i r ,  da6 A 1 s c h e i n b a r  i s o l i e r t ,  und z w a r  
im Z u s t a n d  n ~ = 0  is t ;  d. h. es ist IT(lO, O1) l ~ = w , .  Ent- 
spreehend ist I T (10, 10) 12 = wa, womit die oberen Formeln (4) bewiesen 
sind. Die uateren ergeben sich entspreehend. 

Betrachten wir jedoch die w' als Wahrscheinllchkeiten far in .10 

endende  ITbergange, so is~ zu beaehten, dal~ vom Standpunkt der un- 
stetigen Beschreibung z. B. die mit den Wahrseheinlichkeiten w' (10, m~ 1) 

und w'(01, m 11) erfolgenden Uberg~nge ~n 11 --~ 10 und m I 1 --~ 01 be ide  

s t e t s  als l~bergange in den Zustand seheinbar isolierter Atome mit 
n~ = 0 und n 2 = 1 aufgefaflt werden miissen (und nlcht etwa. aueh 

n~ = 1 und n~ = 0!). Denn da die aul]ere Einwirkung nur auf A 1 
gerichtef ist, so mu]~ yore Standpunkt der unstetigen Besehreibung aus 
eine Sprungerregung an A. 2 fiir unmiiglich gehalten werden; der (~bergang 
vom S y s t e m z u s t a n d  m~ 1, der in der unstetigen Beschreibung stets als 
Zustand n~ = ,m~, n~ = 1 der i s o l i e r t e n  A t o m e  aufgefa~t wird, zum 
S y s t e m z u s t a n d  10 oder 01 kann deshalb nur als Ubergang zum Zustand 

n~ = 0, n~ = 1 der i s o l i e r t e n  A t o m e  au[gefal~t werden. Also mul~ 
die Summe 

w' (10, "h 1) + w' (01, "h 1), 

wenn die unstetige Beschreibung richtig sein soll, iibereinstimmen mit 
w, (0 m,); und man sieht, da~ das wirklich der Fall ist. 
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Damit  is t  die behauptete tJbereinstimmung der exakten quanten- 

meehanisehen und der elementaren unstetigen Beschreibung der Weehsel-  

wirkung yon A, ,  A S hinsichtlich der experimentellen Methode A voll- 

st~udig bewiesen 1). 

E r S r t e r u n g  d e r  M e t h o d e  B :  Als  zu messende G r ~ e  wahlen wi t  

etwa die Energie W 1 yon AI~). W i r  betrachfen nur die Zust~nde 01, 10; 

in a]_len anderen Zustanden erhal t  man naeh den Formeln  der obigen 

Tabelle stets den Energiewer~ des isolier~en A, ,  wie nach der unstet igen 

Besehreibung zu erwarten. Im Zustand 01 bekommt man aus g = ]~] 

: ~ ,  ~w~(~,):  
g ' (01,  01) = ~t~ (1).  IT (01 ,  10)[ ~ -}-W~ (0).  IT(01 ,  01)1~; 

oder naeh (4) in Wor ten  g e m ~  der unste~igen Beschreibung': Energie 

veto Zustand 1 real Wahrsehelnl ichkei t  dieses Zustandes plus Energie 

yon 0 real zugehSrige Wahrscheinl ichkeit .  :~hnlieh ergeben sich ttir die 

q u a d r a t i s c h e  S c h w a n k u n g  der Energie aus den Matrizenformeln die- 

selben Ergebnisse wie aus der elementaren Vorstellung' der  unstetigen 

Beschrelbung 8). 

D i e  M e , b o d e  C sell  hler ietzt  nicht ansfiihrlicher untersucht werden. 

G ~ t t in  g e n, Ins t i tu t  fiir theoretische Physik.  

1) Voa den tJberg~ngen des Systems AI-~-A2 ist im obigen lediglich der 
IJbergang 10 --~ 01 nicht n~her betrachtet worden. Veto Standpunkt der unstetigen 
Beschreibung ist er zu kennzeiehnen als ein Quantensprung, bei dem sich primer 
nicht der Zus tand  yon A 1 iindert, sondern die W a h r s e h e i n l i c h k e i t ,  da~ A 1 
im Zustand 0 oder 1 ist. 

3) Diese Energie kann (~halieh wie ein magnetisches ~[oment yon A1) im 
P r i n z i p  ohne Anregung yon Quantenspriingen an A1, etwa durch W~igung, ge- 
messen werden. 

3) Eine ausftihrliche ErSrterung tier .]~ethode B" finder sieh in einer Arbeit 
yon W. H e i s e n b e r g ,  deren Manuskript ich naeh Absehlu~ dieser Note zu sehen 
bekam. 


