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Uber quantenmechanische Darstellung
von Quantenspriingen.
Von P, Jordan in Géttingen.
(Eingegangen am 25. November 1926.) .

Nach den elementaren Vorstellungen der Quantentheorie kann die Wechselwirkung
der Atome bei Stofien, durch Strahlung usf. mit der Annahme unstetiger Quanten-
spriinge beschrieben werden. Im Gegensatz dazu mufll die exakte Quantenmechanik
diese Wechselwirkungen als mit einem kontinuierlichen Energieaustausch in Form
langsamer Schwebungen verkniipft betrachten. An einem einfachen aber typischen
Beispiel wird der anmsfithrliche Beweis dafiir erlutert. daB beide Beschreibungs-
weisen trotz ihrer groBen Verschiedenheit in allen empirisch priifbaren Aussagen
dasselbe ergeben.

Nach den Grundannahmen der Quantentheorie kann fiir die Wechsel-
wirkungen der Atome durch Vermittlung der Strahlung oder bei Zu-
sammenstéfen usf. eine sehr auschaulichke unstetige Beschreibung
durchgefithrt werden auf Grund der Vorstellung, daB die Atome sich
wechselseitig zu sprunghaften Anderungen ihres Zustandes veranlassen?).
Versucht man jedoch, Wechselwirkungen der bezeichnéten Art mit den
Hilfsmitteln der Quantenmechanik exakter zu erfassen, so ist man ge-
notigt, zunichst von einer Ankniipfung an diese Vorstellung abzusehen
und die Wechselwirkung als durch langsame, kontinuierliche Schwebungen
gekennzeichnet zu beschreiben. Es bedart deshalb eines ausfiihrlichen
Beweises, daf man durch Anwendung der quantenmechanischen Gesetze
anf deré,rtige Wechselwirkungen zu Ergebnissen kommt, die in jeder
experimentell entscheidbaren Frage dieselbe Antwort liefern (in
erster Annidherung), wie sie aus der elementaren unstetigen Beschreibung
der Vorginge zn entnehmen ist. In dieser Note soll das an einem sehr
einfachen Beispiel erlsutert werden; die Verallgemeinerung der angestellten
Uberlegungen bereitet keine Schwierigkeit. Die dabei zu beachtenden

1) Bekanntlich hat Schridinger, ausgehend von den mathematischen Be-
ziehungen, durch deren Aunfdeckung er die Quantenmechanik bereichert hat, Vor-
steilungen entwickelt, die sich zu den von Planck, Einstein, Bohr entwickelten
Grundannahmen der Quantentheorie in radikalem Gegensatz befinden. Die folgen-
den Ausfihirungen griinden sich jedoch durchaus anf die alten Vorstellungen
(stationdire Zustinde; Uberginge). welche sie genauer zu analysieren und zu stiitzen
geeignet scheinen.
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Tatsachen und Gesichtspunkte sind zum Teil schon von Born!) und
Dirac?) in anderem Zusammenhang erbrtert worden.
Wir betrachten zwei ungekoppelte ungleichartige Atome A,, 4, mit
den Quantenzablen #ny, n, (= 0, 1, 2, ...) und den Energien W, (n,),
W, (n,). Dabei soll
W (1) — W (0) = Wy (1) — W, (0)

sein, so daf also das aus beiden Atomen zusammen bestehende mechanische
System mit der Energie
Wngng) = W, (n;) + W,(n,)
eine Entartung
W(10) = W (01)

besitzt. AuBer dieser Entartung soll jedoch keine weitere vorhanden sein.

Es moge dann eine mit 1 proportionale Kopplung zwischen den
Atomen eingefiihrt werden, so daf die Energietunktion die Gestalt

H=H |+ H+.1H
gewinnt. Die Wirkung dieser Stoérung 'ist die, daB jede auf das un-
gestorte System beziigliche Matrix g = (g (n,n,, m, mi,)) in
g =TgT "
verwandelt wird,. wobei 7' orthogonal ist. Ubrigens beschaftigen wir
uns nur mit dem Grenzfall 4 — 0 (der im allgemeinen micht iiberein-
stimmt mit dem ungestorten Zustand der ungekoppelten Atome). Dabei
ist TWT—* = W, also T vertauschbar mit W, worans folgt, daf in
T = (T (n,ny, m,my)) nur die Glieder
T (nymy, nymy); T(01, 10); T (10, 01)

von Null verschieden sind. Die Orthogonalitit ven T verlangt dann,
daf (abgesehen von belanglosen Phasenkonstanten)

T (nyny, nyng) = 1 fiir nn, 3= { (1)(1), 1)
| T (10, 10)[* + |7 (10, O1) P = 1, |
|T (01, 10) 2 4+ |7 (01, O1) | = 1, |

710, 10) 7*(01, 10) + T (10, 01) T*#(01,01) = O (3)
(wobei a* die Konjugierte zu a bedeutet). Aus (3) folgt dibrigens:
|7 (10, 10)[*.|T (01, 10)* == | T'(10, 01) ]2.| T'(01, O1) 2 @)

1) M. Born, ZS. . Phys. 88, 803, 1926.
4) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926.
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Man erhilt danach fiir die Elemente der transformierten Matrix die
folgende Tabelle:

Fall a) 7, -ng} {10
my My lot’
g (nm) — g (nm).

Fall b) 0

1
mym, {01,

9’ (10, mymy) == T (10, 01) g (01, m,m,) + T (10, 10) g (10, m, m,),
g (01, mymy) = T (01, 01) g (01, m, m,) + T (01, 10) g (10, m, m,)
{Faktoren I'(m, m,, m, m,) = 1 sind sogleich fortgelassen].

Fall ¢) nyn, {(1)(;
g (nyn,, 10), ¢’ (n;m,, O1) entsprechend wie b).
Fall d) ¢ (01, 01) = 7' (01, 10) g (10, 10) T* (01, 10)
1 T(01, 10) ¢ (10, 01) T*(01, 01)
+ T(01, 01) g (01, O1) T* (01, 01)
4 T(01, 01) g (01, 10) T* (01, 10)

g (10, 10) = T'(10, 10) ¢ (10, 10) T* (10, 10)
+ T'(10, 10) g (10, 01) T* (10, O1)
+ T(10, 01) g (01, 01) T* (10, O1)
+ T (10, 01) g (01, 10) T* (10, 10)

g (01, 10) = T (01, 10) g (10, 10) T* (10 10)
+ T (01, 10) g (10, 01) T*(10, 01)
+ T (01, 01) g (01, 01) T* (10, O1)
+ T(01, 01) g (01, 10) T* (10, 10)

¢' (10, 01) = T'(10, 10) g (10, 10) 7* (01, 10)
+ T'(10, 10) g (10, O1) T'* (04, O1)
-+ 7'(10, 01) g (01, O1) T*(01, 01)
+ T'(10, 01) ¢ (01, 10) T'* (01, 10)
(Man beachte. das I'—! die transponierte, konjugiert komplexe Matrix
zu T ist.)

Nach den Grundvorstellungen der Quantentheorie muB man nun die
Wechselwirkung der Atome in unstetiger Weise folgendermafen (ange-
nihert) beschreiben konnen: Eine Wechselwirkung tritt itberhaupt nur
dann auf, wenn entweder n, — 0, n, = 1 oder n, — 1, n, = 0 ist.
Und in diesen Fillen besteht die Wechselwirkung darin, daB die Atome
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wiederum dauernd so reagieren, als wenn sie ungestort wiiren, wobei
jedoch in gewissen zeitlichen Abstinden Quantenspriinge eintreten, bei
denen das eine Atom von 1 nach O, das andere von O nach 1 iibergeht.
Wird A = 0, so werden die Pausen zwischen den Spriingen unendlich
lang; 148t man, von ungekoppelten Atomen 4 = O ausgehend, zunichst
ein endliches A entsteben, das dann wieder auf Null gebracht wird, so
verbleibt im Falle n, = 1, n, = 0 (bzw. n, = 0, n, = 1) eine Wahr-
scheinlichkeit w, (bzw. w,) dafiir, daB 4, zuletzt im Zustand O, und eine
Wahrscheinlichkeit w, =— 1 — w, (bzw. @5 = 1 — wy), daf A, zuletzt
im Zustand 1 ist.

Wir behaupten: Diese Aussagen sind in vollkommenem Einklang
mit den obigen matrizentheoretischen Feststellungen, wenn man

wg = |T(10,01)P:  w, = |T' (10, 10)?;

w, = |T (01, 01)#;  w, = |T(01, 10)[?
annimmt. Die Beziehungen w, + w, = wp + wp — 1 sind dann nach (2)
in der Tat erfilllt. Aus (3") folgt ferner

Wy =— 'y, 6)

4

Fiirvdie experimentelle Messung der w, usf. (und fir die empirische
Priifung der Richtigkeit der unstetigen Beschreibung tiberhaupt) gibt es
drei Methoden:

Methode A: Man kann durch dubere Einwirkungen Quantenspriinge
eines der Atome, etwa A, erzeugen und aus den dabei eintretenden
Energieumsetzungen sowie den Wahrscheinlichkeiten dieser Quantenspriinge
Riickschliisse auf den vorherigen Zustand von .4, ziehen.

Methode B: Man kann von Grofien, die bei isoliertem A, zeitlich
konstant sind, ihren Mittelwert, ihren Quadratmittelwert usf. in direkter
Weise messen (z. B. magnetisches Moment von A,).

Methode C: Man kaon endlich ., beschleunigen durch ein #ufleres
Kraftfeld, dessen Wirksamkeit auf die Zustinde #; =— 0 und #, = 1 des
ungekoppelten 4, verschieden ist (Stern-Gerlach-Versuch).

Erorterung der Methode A: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
von A, bei sulerer Beeinflussung seien fiir isoliertes A, gegeben durch
die Quadrate der Absolutwerte w, (n,n,) = |g(»,n,)[> der Elemente
einer Matrix g. Dies ist bekanntlich die allgemeine Form fiir die Wahr-
scheinlichkeiten aller durch Strahlung, Sto8e oder sonstige inkohirente
Einwirkungen veranlaften Uberginge. Betrachtet man .4, mit A, als
ein System, so ist die Matrix g zu schreiben mit den Elementen

g (nyny, i ) == Opym, gy (B, 1)
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Die Kopplung von A, mit 4, bewirkt den Krsatz von g durch
g = TgT—1, und man erhilt Ubergangswahrscheinlichkeiten

w' (nyng, mymy) = | g’ (n, 0y, m, m,) 2
die folgende Werte haben (vgl. die obige Tabelle): '
Fall a) Byt { 10
mymy, | 7 1017
W' (1 Ny, MyMy) = O, my Wy (1, M)

Das heift: Die Uberginge zwischen zwei Zustinden, die von
10 und 01 beide verschieden sind, stimmen nach Energieumsatz
und Wahrscheinlichkeit mit denen des isolierten A4, iiberein.

Fille b) m, == 0, 1.
w' (10, my 1) = w,(0m,).|T (10, O1)
w' (10, m, 0) = w,(1m,).|T (10, 10)?,
w (10, mymy) =0 fir m, > 1.

Betrachten wir die «' als Wahrscheinlichkeiten fiir von 10 aus-
gehende Uberginge, so bedeuten die Formeln: |7 (10, 01)[® ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 4, scheinbar isoliert, und zwar
im Zustand n, == 0 ist; d. h. es ist |7'(10,01) = w,  Ent-
sprechend ist | 7' (10, 10) |2 = w,, womit die oberen Formeln (4) bewiesen
sind. Die unteren ergeben sich entsprechend.

Betrachten wir jedoch die «' als Wahrscheinlichkeiten fiir in 10
endende Ubergiinge, so ist zu beachten, daB vom Standpunkt der un-
stetigen Beschreibung z. B. die mit den Wahrscheinlichkeiten ' (10, m, 1)
und ' (01, m, 1) erfolgenden Uberginge m, 1 — 10 und m, 1 — 01 beide
stets als Uberginge in den Zustand scheinbar isolierter Atome mit
n, = 0 und ny = 1 aufgefalt werden miissen (und nicht etwa auch
#n, =1 und n, = 0!). Denn da die suBere Einwirkung nur auf 4,
gerichtet ist, so muB vom Standpunkt der unstetigen Beschreibung aus
eine Sprungerregung an 4, fiir unmoglich gehalten werden; der Ubergang
vom Systemzustand m, 1, der in der unstetigen Beschréibung stets als

Zustand n, = n,, ny, — 1 der isolierten Atome aufgefaBt wird, zum
Systemzustand 10 oder 01 kann deshalb nur als Ubergang zum Zustand
nw, == 0, n, = 1 der isolierten Atome aufgefalt werden. Also muB

die Summe
w' (10, m; 1) 4+ w' (01, m, 1),

wenn die unstetige Beschreibung richtig sein soll, tibereinstimmen mit
w, (0Om,); und man sieht, daB das wirklich der Fall ist.
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Damit ist die behauptete Ubereinstimmung der exakten quanten-
mechanischen und der elementaren unstetigen Beschreibung der Wechsel-
wirkung von A,, A, hinsichtlich der experimentellen Methode 4 voll-
stindig bewiesen ?).

Erorterung der Methode B: Als zu messende Grifle wahlen wir
etwa die Energie W, von 4,2). Wir betrachten nur die Zustinde 01, 10;
in allen anderen Zustinden erhilt man nach den Formeln der obigen
Tabelle stets den Energiewert des isolierten 4,, wie nach der unstetigen
Beschreibung zu erwarten. Im Zustand 01 bekommt man aus g —= W,
= Op,m, Onymy, Wy (1):

g’ (01, 01) = W, (1).|T(01, 10)|* + W, (0).|T (01, O1) *;

oder nach (4) in Worten gem#f der unstetigen Beschreibung: Energie
vom Zustand 1 mal Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes plus Energie
von 0 mal zugehirige Wahrscheinlichkeit. Ahnlich ergeben sich fiir die
quadratische Schwankung der Energie aus den Matrizenformeln die-
selben Ergebnisse wie aus der elementaren Vorstellung der unstetigen
Beschreibung ).

Die Methode C soll hier jetzt nicht ausfiihrlicher untersucht werden.

Gottingen, Institut fiir theoretische Physik.

1) Voo den Ubergingen des Systems 4, - A, ist im obigen lediglich der
Tbergang 10 — 01 nicht niher betrachtet worden. Vom Standpunkt der unstetigen
Beschreibung ist er zu kennzeichnen als ein Quantensprung, bei dem sich primir
nicht der Zustand von 4, #ndert, sondern die Wahrscheinlichkeit, dal 4,
im Zustand O oder 1 ist.

%) Diese Energie kann (&hnlich wie ein magnetisches Moment von 4;) im
Prinzip ohne Anregung von Quantenspriingen anm A;, etwa durch Wigung, ge-
messen werden.

3) Eine ausfiihrliche Erorterung der ,Methode B¢ findet sich in einer Arbeit
von W. Heisenberg, deren Manuskript ich nach AbschluB dieser Note zu sehen
bekam.




