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B e r a e r k u n g .  Die Bezeichnang A, .B, UmD, E,  .F bedoutet: jeder 
get Punkte A,  B ,  C lieg~ yon jedem der Pankte  D ,  E ,  P en~fernt. 

]~inleitrmg. 

Die fotgende Un~ersuchung besd~r~k~ sich darauf, yon besCimmf~n 
Verkniipfungsaxiomen ausgehend, die Geometrie sowd~ a~zubauen, dag 
~aria Koordinaten eingeffihrt werden kSnnen. Hauptzweck ist, diesen AuI- 
t~, so ~u machea, da$ allen Aafordexungen der intuitionistischen Rathe- 
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matik genfigt wird. Neur Resultate werden nieh~ abgeleitet, Jedoeh i~ 
wohl kein einziger der angef~hrten S~tze jemals streng bewiesen wordea. 

In meiner (holl~indisoh gesc~riehenen) Dissertation ,Intuit~onistische 
Azfiomatiek der Projeetieve Meetkunde ~ ~) babe ich mit HJlfe yon Ordnungs- 
and Stetigkeitsaxiomen Koordiaaten eingeffihrt, welehe sich umkehrbar 
elndeatig auf die gewShnlichen reellen Zah|en abbilden liel~en. Hier werdea 
nut Verlrniipftmgsaxiome vorauz~gesetzt; dementspreehend kann nut gezeigt 
werden, des die Koordinaten gewissen, eine Zahlenspezies kennzeiehnenden 
Postulaten geniigen. In einer frfiheren Abhandlung s) habe ich ein System 
soleher Postulate gegeben and f ~  eia Zahlensys~em, des diesen geniig~, 
die Theorie der linearen Gleiehungen uncl die Anf~nge der analytischea 
Geometrie ausgearbeitet. Die Resultate dieser Arbeit werden in w 11 ft. benutz~. 

Bei der Wahl der Axiome habe ieh mioh yon PieriS), dem auch 
Whitehead ~) die Axiome entnimmt, ffihren lessen; des Pierisdae System 
mu~te abet dm-ch~oTeifend ge~ndert werden, um zu erreichen, dal3 alle Axieme 
in dot soeben erw~hnten analytisehen Geome~ie galten. Weiter Js~ aus. 
g/ebig Geb~auch gemacht yon den Werken yon" F. Sehur, ,Grundlagen der 
Geome~rin" (haupts~ichiich in w 9), und K. Th. Vahlen, ~Abstrak~e Geo- 
metrie" (in w167 11, 12). 

In w I werden zun'gchst-die Axiome angegebea; sodann wircl be- 
wiesen, dal~ sie flit (lie in ,Lineare Gleichungen ~ aufgebautc anal~ische 
Geometrie ge]ten; dabei ergibt sich zugleich der Grand fiir die ~ndertmgen 
~n dem System yon Pieri. In w 2 bis 7 werden die H a u p t ~ z e  der pr0- 
jektiven Geometrie bis einsehliel]lich die beideal S/itze yon Desargues in 
tier Ebene abgeleitet. Als Vorbereitang zu der Einfiihrung yon Koordlnatea 
auf ~ter Geraden be3aandle ich in w 8 naeh dem Vorgang yon Whitehead 
(lee. cir. Chapter V, w 80 bis 40) die Projel~ivit~ten zweiter S~ufe and in w 9 
naeh dem Vorgang yon Schur (lee. c~t. S. 25) die zentralen Kollineationea. 
In w  werden Koordinaten auf tier Geraden eingefiihrt nach einer Metho&, 
die Jm wesentlichen derien/gen yon Seh~r naehgebfldet ist. In w 11 und I2 
werden die Koordinatea auf die Ebene and auf den Raum ausgedehnc and 
wird tier Zusammenhang mi~ der analyfischen Oeometrie hergestellt. ]~a 
w167 l g--  15 wird noeh der Zusammenhang des sogenannten Pasealschen 
Salves mit der kommutativen Eigenschaft der Multiplikation einerseits und 
dem Ftmdamentalsatz andererseits streng bewiesen. 

1) Oroningea, P. Noordhoff, 19~35. 
,z) ~Die 's der lh~earen Gleiehungen ia einer Zahlcnspe~ies mit aichtkom~u- 

tat4ver Mtdtiplikation~; die Abhandhmg befindct sich m diesem Annalenband u~J 
wird weiterhia zlfler~ als ~I.,ine~e Gleichungen ~ odor ,Lin. G].% 

~) Memorie di Tormo, 1898: 
*) ,The Axioras of ProjeetJve Geometrie", Cambridge Un. Press, 191~. 
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Die Forderungen der intuitionistischen Mathematik bringen betr~ekt- 
lithe Xnderungen in der Reihenfolge der Siitze uad in don einzelnon 
Beweisen mi~ sich. Die ZaM der Siit~e ist sehr gewadasen, da manche~ 
f[ir die alto Theorie bedeutungslose, fiir uas abet gmndlegende Sa~ ein- 
geschaltet werdea mullte. Auch mutton, well ieh helm Loser keine Yer- 
~rautheit mit  der befolgten Denkweise vora~seteen darite, die Beweise 
ziemlieh attsfiikrlieh gegeben werdea. Indessen habe ieh reich bemiih~, 
die Darstellung mSgliehst kur~ und einfach zu gestalten. 

Zum 8&lug se ies  mir gestattet, Herrn Prof. Brouwer far sehm An- 
Iegungen und allgemeinen Ratsohl~ge zu dieser Arbeit herzliehst zu dazaken. 

w 

Die Axiome. 

Wit z~hlen zun~ehst die Axiome einfach auf and geben alle Be- 
merkungen and E~lS, uterungen naehher. 

Axiom I. Der Raum is~ eine mathema~isehe Spezies. 

Def in i t ion .  Die Elemente des Raumes heil~en Punkte. 

Ax iom II. (Axiom de~" Separation.) 

IIa. A e B  (A /52lt mit B zusammen) und Arab  (A is~ e~t/ernt 
~ a  B) sind umkehrbare Beziehungen zwisehea den Punkten A mad B. 

IIb. Fiir jeden Punkt A isl; AoA.  
IIe. Die BeziehungenA~B und Ao~B sehliegen sieh gegenseitig aus. 
IId.  Wenn Ace B tmgereim~ ist, gilt AoB.  
l ie .  Wean zwisehen den Punkten A und B die Beziehung A~oB 

bes~eht, so gilt fiir jeden Punkt O en~-wed~ A 69 C odor B 09 C. 

S~tze. a) Aus AaB ,  B ~ C  /oZgt AoC.  
fl) Aus Ao~B, B,~C /oOt Ao~C. 

Wit wiederholen bier den Bowels (vgl. ,,Lineare Gleiehungen", w 1, 

a) Wenn A a B ,  B a G ,  so wfirde nach IIe  aus Ar folgen A w B  
odor BmC; belde Beziehungen sind ungereimt; nach I Ia  ist also AaG.  

fl) Worm Aa~B, ist naeh IIe entweder AeoC odor ~c~C;  da letzteres 
ungerehnt ist, gilt A ~o C. 

Axiom III. Es kgnoen zwei voneinander entfernt liegende Pmflcbe be- 
st~nnn~ werden. 

Axiom IV. (Axiom der Geraden.) Die Geraden gad Punktspesies 
rait den folgenden Eigensohaft~n: 

IVa. Wenn der Punk~ P zur Geraden l gehSr~, so gehSrt jeder mit; 
2 zusaurmenfallende Pankr ebenfalla zu L 
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IVb. Zwei voneinander entfern~ liegende Pmlkte bes~immen eine Gerade~ 
die sie beide enthiil~ (d. h. man kann eine Gerade 1 bestimmen, die sit 
beide enth~lt, and jede Oerade, die sit beide enth~it~, is~ mit I identiseh), 
ihre Ver&'ndun~sgerade. 

IVe. Jede Oerade enth~l~ zum mindes~en drei voneinander ent-fe~n~ 
liegende P~kte.  

Defini t ion.  Der Punkt P ist yon der Punktsp~zies a ent/ernt (aueh: 
liegt auflerhalb der Punktspezies a), w e n a e r  yon jedem Pmakt dieser 
Spezias enffern~ is~; wir schreiben dann Peon. 

Die Punkt~pezies ~ /Silt mit dot Punktspezies fl z usammen odor 
~ fl, wenn jeder Pankto yon ~ mit cinera Punk~ von fl und jeder Punk~ 

yon fl mit einem Punk's yon a zusammerrf~lE. 
Die Punktspezies a ist yon der Panktspezies fl ent/erat, wean a einen 

Punkt enth~lt, der yon fl entfernt ist; wit schreiben dann amfl .  Diese 
Relation ist nieh~ umkehrbar. 

Axiom V. Aui]erhalb jeder Geraden kann ein Pmakt bes~immt werden. 

Axiom VI. Liegt yon drei voneinander entfernten Ptmkten A: B,O 
de~ Punl@ A aul~erhalb der Geraden B C, so liegt B auSerhalb A 6'. 

Defini t ion.  Drei Punl~e liegen in Dreieck~lage, wenn sie vonein- 
ander enffernt liegen and eAner aul]erhalb der die beiden anderen ent- 
haltenden Geraden liegt. 

Nach VI liegt dana jeder auSerhalb der Verbindungsgeraden der andere~. 

Defini t ion.  Sind A, B, C Punkte in Dreieekslage, so ist die Ebene 
AB  C die Spezies der Punk~ P mit der Eigenschaft, dab ein Punl~ Q 
yon A B und tin yon Q entfernt Iiegender Pankt _~ yon A C bestimmt 
werden kSnnon, dotard, da$ P, Q und R kollinear sind. 

Axiom VII. Sind A, B, C Punkte in Dreieekslage and hat die Go- 
fade I mit A B trod A C zwei voneinander entfernt liegende Punkte gemein, 
deren erster yon B entfern~ ist, so hat 1 mit B C einen Punk~ gemein. 

Axiom VIII. Ani~eAalb jeder Ebene kann ein Punk4 besfimrat 
.werden. 

Axiom IX. Liegt yon vier voneh~ander entfernt liegenden Punkten A, 
B, C, D der Puukt A au~erhalb B C mad D augerhalb A B C, so li%~ 
A auSerhalb D B C. 

Bemerkung .  Dami~ JDBG bestimm?~ seA, ist not~wendig, dai3 D 
aul~erhalb B U liegt. Dies folg$ darans, daii jeder Punkt yon B O 
A B  C gehSrt, was unmi~telbar aus der Definition der Ebene folgt. 

Definition. Vier Pankte A, B, C, D liegen in Taraededage, wean sit 
voneinander entferat liegen, A au~erhalb B C mad D auflerhalb ABC.  
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Axiom X. Es gib~ vier Punkte A, B,  U, D in Tetraederlage, derart 
dal~ man dnrch jeden Pankt eine Gerade legen kann, die mit A B  C und 
B C, D zwei voneinander engfenat llegende Pmakte gemeinsam hak 

B e m e r k u n g e n .  In der Abhandlung fiber ,Lineare Oleiehungen" 
ist fiir die meisten Axiome der Beweis, dag sie in tier deft au/gebauten 
anatytisehen Oeometrie gelten, erbraehtz 

Fiir Axiom II finder man dor~ den Beweis in w 2, 3, da in w 6, 1 ein 
Puakt einfach als Zahtenverh~iltnis definiert wird. Axiom IV (besonders 
IVe) ergibt sieh leichV aus w 6, 1; Axiom V, VI sind in w 2 bewiesen. 
~e  Definition der Ebene forder~ eine Erl~uteraug. Die einfadaere Deft- 
nition: ,,Sind A, B ,  U Punkte in Dreiekslage, so ist die Ebene A B  C die 
Spezies der Punkte, welche auf den Verbindungsgeraden yon A mi~ den 
Punkten yon B O liegen," ~rifft in der analytischen Oeometrie nieht zu. 
Es seien ngmlieh xl, Yl, z~ (i = 1 . . . . .  4) die Koordinaten yon 21, B,  C; 
dann sind die Koordinatea yon einem Punkt D dec Ebene A B C: 

Ein Pank~ der Verbindungsgeraden yon A mi~ E (~ Yl q- ~ z~) auf B U hat 
die Koordinaten 

qi = ~ zi + ~7 (~ Yi + /3 z,) . 

Damit D ein soleher Ptmk~ ist, miissen also e,/~, z, zl (~ oder /~ mud 
oder ~] + 0) sich so bestimmen lassen, dag 

oder 

(1)  (~  - ~)~,+ (~  - s ) ~ ,  + ( , ~  - ~ ) ~ ,  = o .  

Da wit n~eh .Lin. GI." w 6, 2 ohne Besehr~nkung annehmen dfirfen, 
dag die r. Designante yon drei dieser Gleichungen in den Veranderliehen 
($--2),  ( V ~ -  #),  ( r ~ -  v) yon 0 entfern~ is% ist naeh ,Lin. GI." w 5, 
Sats IV flit jedes 1. Vet -h~l~nis dieser Ver~dertichen eines der ersten 
~lieder aus (1) yon 0 entfernt; wenn also den Ver~nderlichen Werte bei- 
gole~ werden, die (1) geniigen, kann keiner dieser Werte yon 0 ent~ernt 
se]n. Es folgt, dag mit (I)  ~lUiValent'ist: 

(~) ~ - Z = O ,  ~ - / ~  = 0 ,  ~l,~--~,= O. 
K~ gibb Punkte der Ebene, fiir welehe weder bt # 0 noeh v # 0 bekann~ 
ist; flit diese Pankte is~ es nieht mSg]ieh, aus (2)  a und. fl so za be- 
s~inamen, da~ eine diezer Zahlen yon 0 entfernt is~. 

Der wesentliehe Inhalt dieser Sehwierigkeit is~, dag ein Punkt der 
Ebene, der nidat yon .4 eatfernt ist, mit A keine Verbindungsgerade be- 
st~anat und also nich~ unter die Deilni~ion t~11t. 
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Es ' s t  zu aeigen, dab die oben (auf Axiom VI iolgond) gogebene De. 
finitloa in der analytischen Geometrio gilt. Es sol wiocler P (Pl = 2 x~ -r-/~ Yi 
@ ~ z~) oin Purtkt yon A B  C. Ein Punkt  Q yon A B  hat  die Koordinaten 
(q, ~ a x, q- fi y~); ein Punkt  R yon A C  die Koordinaten r, ~ 7 x~ -1- (~ z~, 
Aus Q e o R  folgt Q m A  ode~ Ra)A, also f l ~ O  oder 6 + 0 .  Aueh das 
Umgekehrte  gilt, denn, wenn z .B.  fl # 0 und 

i x i y~ z,  r 

d =  x~ y~ z~ 4=0 

i xz Y~ 
- - +  

(,,Lin. GI.", w 6, 2), so ist 

Ixi  q~ z~ i x ,  a x e + f l y ,  z, 
! x~ q~ z~: = [ xT~ a x~ + fl y~ z k = A + O 

(,,Lin. GI." w 4, 7 [analoger Satz fiir Kolonnen] und 1),  also Q tisgt 
auBerhalb A C  und Qo~R.  Damit  nun P auf einer Geraclon wie Q~ 
liegt: miissen t~, fl, y~ 5, ~, ~ sich so best 'tureen lassen, dal~ a odor fl ~ 0, 
? odor ~ 4= 0, fl odor ~ =1= 0, $ odor ~ # 0 und 

(3) 2 x i +  / z y , -  I- r z ,  - -  ~- ~ ~ccx, -b [3y~)+ r l ( ' /x , -~  ~zl).  

Wie oben eraieht m~n, d~]] (3) ~qnivatent ist mit  

W i t  wghlen fl q= O, ~ =f= O, welter beliebig; dana ist 

a kann nooh boliebig gewghlt werden. Nun is~ entweder 2 ~ 0 (dann 
wghlen wit a = 0, so dab y =~ 0),  odor ]~ + 0 (also ~ @ 0; dann wRhlea 

1 
wir a ~ = T 2 ,  so dab ~4=0) ,  odcr ~=~0 ,  also ( $ 4 0 .  Man karm also 

'miner allen Forderungen geniigen. 
Dutch die neue Definition der Ebene war Axiom VII  mitbedingt- 

Wit  wollen jetzt zeigen, dab es in der analy~isehon Geomotrle gilt. ]gs 
sei w i d e r  A ( x l ) ,  B ( y , ) ,  C(zl); die Gerado 1 babe m i t A B  den Punk~P 
( p ~ x , q - f l y , ;  a ~ 0 )  mad mit  A O  den Punkt  Q (q ,=yx~-b-~z , ;  
), odor a =l = 0) gemein; wie oben zeigt sieh, d~B P m  Q gquivMent ,st mit 
fl odor ~ =~ 0. Es ,st  ~u aeigen, daft 2, # ,  #, ~ sida so best,tureen tas~en, 
dab 2 odor / z ~ O ;  ~ odor ~/~= O; 2 p i - ~ u q i = ~ y i - ~ - ~ Z ~ = U  i. 

(5) (~"  + ,u r)  ~, + (2 fl ---~) Y, + (~' a --  ~) z, = O. 
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(5) isC ~,quivalent mit 

(6) ~ + ~ y = o ,  ~ # - ~ 0 ,  f,a-~=o. 

(6) wiM geniigt dutch/z 4= 0, welter beliebig; ~ = --/~ Y 1 ; ~: = _ / z  Y ~-/?; 

*t =/~ 6. Da ~ 4= 0, sind (u~) die Koordina~u elnes Punktes, also $ odor 
~t@0 (,,Lin. GI." w 

Den Bowels ffir Axiom VIII und IX finder man in ,Lin. Gl." w 6, 4. 
Die Form yon Axiom X ist dutch Anatogie mit Axiom VII bestimmt. 

In der auMytischen Geometrie gilt es bei beliebiger Wahl der Punkte 
A(x~), B(y~J, C(~,), D(u~) in Tetraederlage. Ftir den Punkt P(~,) 
haben die Gl6ichungen 

(7) ~ x~ -~ . . . .  -~ ~ 'u~ ~ o p  t ~ 0 

nach ,Lin GI." w 5, SatzI I  eine LSsung, in welehe* ~o~=0 (man ert~lt 
~mhch Iiinf Gleichungen ~n fiinf Ver~inderlichen mit versvhwindender De- 
signante, indem man die letzi~e Gleichung (7) doppelt z[~hlt). 

-~- (t ,  * i § . . .  4= 2~ u~). 
Da !p~) ein Punkt ist, ist nsch ,Lln. Gh" w 6, 1 eine der Zahlen 2 i 4= 0, 
~Iso entweder eine dex Zahlen 2,, k~ k S oder eiae der Zahlen2~, 2~, t~ 4= 0, 
Is~ z. B. das erste der Fall. so is~ 

P liegt, also auf der Geradeu, die m it A B C den Punkt Q (2 u x~ ~ 2~ y~ ~ ~ z~) 
und mit B C D  den Punkt D(u~) gemein hat. D o ) A B C ,  also DeoQ. 

w  

Eigensehaften der Ebene. 

1 his 6~ Vorbereitande S~ze. 

1, Satz. Wet~n ~wei Punkte P u,~d Q gegebvn sind~), ]t~n~ ~tan 
au] der Geraden I einen Punkt bestimmen, der van P uud Q ent]ernt liegt. 

Beweis. Nach I r a  bestimrae man auf l drei vonein~nder entfemte 
t~nkte. Nach IIe  is~ P yon wenigstens swei daraus en~fernt; ebenso Q, 

wenigstens einex der drei Punk~e ist yon P und Q enffernt. 

2. Satz. Wenn dutch e~nen Punkt S zwei Gerade S A  und ~ B  
~ehen, wdhrend A auflerlw2b S B tiegt, ~o lie~ ~eder Pun~ yon einer 
die~er Geraden, der yon S ent/ernt ist, auflert~atb der anderen. (Axiom VI.) 

~) Wenn nieht s~u~drficklieh ge~gt~ wird nioht az~geuommen, da~ die in einem 
al~ gegeben angenommenen Elemen~e voneSuander enffemt liegea. 

~athemati~ Annalen, ~. 
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K o r o l l a r .  Die Relation a) zwischen Geraden dutch einen Pank~ 
ist  umkehrbar. 

3. Sa tz .  Sind A,  B ,  C Punkte ict 1)reiecks~age, so kan*~ man in 
A B C einere aufierhalb A B and A C tiegwdeu Puukt besti*amea. 

B e w e i s .  Nach '2 geniigt ein Pank t  van B C, tier van t3 und C eat- 
fernt ist; ein solcher besteht naoh 1, 

4. Sagz.  Wean P zu A B C  gehdrt, geh~t ]eder mit P zusammen- 
[al~ende Punkt zu A B C. 

Folgt aus dex Definition der Ebeae. 

5. L e m m a .  Siud A,  B, C :Pankte in Dreieckslage, so liege jeder 
P a a k t  van A B C, dcr van A enSfern$ isfi, enfiweder aul3erhalb A B odor 
augerhalb A C. 

BeweJs .  Dareb oinen beliebigen Punkt  P voa A B C geht eine Ge- 
rade l, die mi$ A B den Pmlkt  X und mi t  A C den Punkt  Y gemeinsam 
hat, w~Jarend XeoY .  Also X e o A  odor YeoA; wit nehmen an YeaA. 
Aus Pea A Iolgt pea X odor A ~o X und aus Xeo Y folgt Pc~ X oder Pea i7. 
Wenn P~oX, l i e ~  P atfllerhalb A B  (2); wean abet zugleich A a ) X  wad 
Pea Y~ so l iegt P auBerhalb A 6' (2). Der Fail Xro A wird ebenso erledigU). 

6. L e m m a .  Axiom VII  kmaa wie folgt erweitert werden: Liegen 
die Ptmkte A, B, O so, dab A und B zttr Geraden a gehSrea mad C 
augerhalb a llegt,  so ha t  jede Gerade l, die mit  a und ,4 C zwei vo~- 
einander enffenate Punkte gemeinsam hat, deren ersfier van B entfernt 
liegt, auch mi t  B C einen Punkt  gemeinsam. (Es wird also nicJat ge- 
fordert A ea B . )  

c' 

,z p AB 
Fig. 1. 

x 

B e w e i s .  Es sei X tier ge- 
meinschaftliehe Punkt  van l and a. 
Man w~hle aaf a den Punkz P, 
van  A und X enffsrnt (1) .  Ent- 
weder B ea A odor B ~o P.  Im 
ersten Fall  erhalten wit  Axiom 
VII ;  im zweigen ist P A  ~ P B  ~ a 
so dat~ C, P,  A and aach C, P, B 
in Dreieekalage hegen. Dutch An- 
wendung van VII  auf CA P fir- 

det man einen gemeinsehMtlichen Ptmkt Z van 1 mi t  CP; XeaZ ('2) 
land XeaB;  also g i b t V I I ,  auf C B P  angewandt, einen gemeinscha~tlichen 
Punkt  van l and B C. 

~) Wean mehrere F~ille zu erledigen s'md, die dutch einfaehen Buch~abenweohsel 
aus ein~nder hervorgehen, 80 betrachten wit immer nut einen, ohne dlese~ V e r f ~  
jedosml you ~eaem z~ rooht~ertigen. 
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7 bis 10. Die Bsstimmung der gbsne dutch dref Pu~k~e in Drei- 
~slaae. 

7. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreie~s~le and ist A" ein 
t~,nkt yon A B ,  der van B snt/ernt ist, so ist A'B C identiach mit A B  C. 

Beweis. Wit nehmen voriiiufig an A'eoA. Es ist zu zeigen, dab 
jeder Purlkt yon A B C  zu A'BC gehSrt mid umgekehr~. Dutch einen 
beliebigen Punkt P voa A B C  geht e~ne Gerade l, die mit A B  den 
Punkt X and mit AC den Pankt y gemeinsam hat, w~ihreud Xeo Y. 
Man ha~ immer einen der folgenden drei Fgl]e: 

a) XwA~; b) X o A  and P~oY; c) X w A  and PeoX. 

Fall a. Naeh 2 liegen A, A', C in Dreieckslage; wegen VII, an- 
gevcand* ant AA'C,  hat I einen Punkt Z mit A'C gemefl~sam; naeh 2 
liegt X auBerhalb A~C, also X o Z ;  da P, X, Z kollinear sind, liegt P 
"m A'BC. 

Fall b (Fig. 2a). Jetzt lieg~ nach 2 X and also auch P aufierhalb 
AC. C P  hat mit CA und X Y  (lie Pankte C bzw. P gemeinsam und 
C~A; naeh 6 hat dann C P  mit X A  eiuen Punk~ U gemeinsam. Da 
Co, U, wird P dureh CU als Punkt yon A'BC charakterisiert. 

A' ' A' 

A Y  C A Y  ' 
Fig. 2a. Fig. 2 b. 

Fall c (Fig. 2b). Wit wghlen auf AC einen Punkt Y', van A and 
Y ea~fernt; nach 2 ]io~ Y~ auBerhalb X Y  uad X aa~erhalb Y~ P. 
Y'P hat mit A C  and X Y  die Pm~kte Y' bzw. P gemeiasam; YPeoP 
~nd Y'o~A, also naeh 6 hat Y'P. mi~ A X  den Punkt X'  gemeinsam. 
Da X ' o X ,  verkehrt entweder X Y  oder X ' Y '  im Fall a, wofiir der 
8atz schon bewiesen ist. 

Ist aieht bekannt, ob A' yon A en~fernt liegt, so wghien wlr ~uf A B 
den Punkt D, yon A and B entfernt. A'mA oder A'eoD; im ]etz~en 
l~all ist A B C ~ D B.C ~ A'B C. 

38,* 
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8. Satz. SiTd A , B ,  C Punkte in Dreieckdage, so ia  A B  O iderv 
tisch mit B A C. 

Bowels. Es sei A' ein Punkt yon A B ,  von A und B engfernt; dana 
ist A B C ~ A 'B  V (7) = A'A C (naeh Def.) = B A  C (7). 

9. Satz. Sind A,  B,  C Punkte in Dreiecl~lage und liegt D in 
A B C  wu~erhalb A B ,  so let A B C ~ A B D .  

Beweis. Es gibt eine Gerade XY dutch D, so dall X auf A B  und 
y auf A C  liegt and XooY.  Y liegt also au~erhalb A B  (2). Nach 7 
kann man B in einen beliebigen, yon A entfernten Plmkt yon A B ver- 
setzen; wit diirfen also annehmen Xo)B .  Dama ist 

A B  E '~  A B  Y ( 7 ) ~  X B  Y (7)=~ Y X B  (8)=- D X B  ( 7 ) ~  X D  B !8) 

- ~ A D B ( 7 ) 7 - A B D  (8). 

10. Sa~z. Si,~t A, B,  C Punkte in Dreievkslage, und D, E, I ~ PunLqe 
in Dreieck*lage in A B C, so ist A B C -  D E ~'. 

Beweis. Naeh 5 tieg6 D au~erhaib wenigsten zwei der Geraden 
A B ,  A C ,  BC,  z. B. aul~erhalb A B ;  dann ist A B C ~ A B D  (9). 
E liegt aagerhalb A D  odex B D  (5), z. B. aui~erhalb A D ;  clann ist 
A B D = A D E .  Pl iegt  aut~erhalb D E ,  also D E A ~  D E F .  

Korollar .  Drei Punkte in Dreiec]~slage bestimmen eine Ebene, die 
sie enth~lt ~). 

11 his 13. Gerade in einer Ebene. 

11. Satz. Fine Gerade, die zwei voneinander ent/r Pun,*tel) und E 
einer Ebene enthdlt, ist ganz in dieser Ebeue enthalten. 

Beweis. Die Ebene sei dutch die in Dreieckslagr liegenden Punkte 
A, B, C bestlmmt. Wir diirien anne]amen DeoA und D au~exhalb A B  (5); 
dann liegt E aul~erhalb D A  odor D B (5 ) ;  z.B. D A ,  also liegenA, D,E 
in Drelsckslage und A B C ~ A D E  (10). Die Gerade D E  gehSrt zu 
A D E nach Definition. 

12. Sa~z. Zwei Gerade einer Ebeae, deren eine einea auflert~alb 
der anderv~ liege~ulen Pu~kt enthglt, bestimmen sinea gemeinschafllid~ 
Punkt ( d. h. sie haben einen Punkt S gemeinsam, und ]odor ihnen go 
meineame Punkt ]dllt mit S zusammenT)), ihrca S c h n i t t p u n k t .  

Beweis. Es seien 1 und m zwei in der Ebene a liegende Gerad~ 
auf m sei dot Punkt A aul~erhalb 1 gegeben. Wit wiihlen auf m ~n 
Punla D so, dab AeoD, mad auf 1 die Pnnkte B und C so, da$ BoG; 
dann ist a ~ A B C, also liegt D in A B C and naeh 5 entweder auflev 

~) Vgl. die Bemerkung in gl-~mema zu Axiam IVb, S. 494. 
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halb A B  odor att$orhaIb AC'; wit nehmen d~s erste an. lqaeh Definition 
der Ebene geh~ dutch D eine Gerade, die mi~ B A  and B C  die Pankte 

bzw. F gemeinsam ha~, so dal~ 
Bo~Y; Ftiegt also aul~orhalb A B  (2). 
Nun hat t mi~ A B mad D E  die 
Punkto B bzw. F gemeinsam; B t a F  
-and B e ) A ,  so dal~ ~ naeh 6 einen 
Pun~ S mit D A gemeinsam hat. 

Ein gemeinsehaft]ioher Punkt T 
yon 1 and m kann nieht yon S ent- 
fern~; sein, da dana I mit m iden~L~eJa 
wiire (IVb), and f~tllt also mi~ S 
zalsammen (IId). 

C B F 

Fi~. a. 

13. Lemma. Wema die Gerade 1 in der Ebene a gegeben is% so 
kann man in a einon aut~erhalb 1 liegenden Punk~ bestimmen. 

Beweis. Es seiea A, B, C Punkte in Dreieekslage in e~, D ein 
Punkt yon l, der yon A entfemt is~. Wagon 6 lieg* D aullerhalb A B  
0der A C ,  z. B. A B .  Nun is~ der Sehnigtpun~ yon 1 mit A B  (1~) eat, 
weder yon A oder yon B en~fernt; je naehdem liegg A odor B aul~erhalb l (~). 

w 

Eigenseha~ten des Raumes. 

Wir lassen vorl/iufig Axiom X, dns die Dimensionenzahl des Raumes 
a~ drei besehr.gakt, aut3er Betraeh~. 

Im ganzen Para~aphen bedeu~en A, B, C, D vier gegebene Punk~e 
in Te~raedorlage. 

4us w 2, 8 und Axiom IX iolgt direk~ der 

Satz. Vier Punkte, die in einer gegebenen Reihenfol.qe in Tetraede~- 
~ e  liegen, liegen a'ueh in jeder andereu Reihe~folge in Tetraederlage. 

1. Definition. R s ( A B  CD) ist die Spezies dot Punk~, die aaf 
einor Geraden tiegen, welche mit A B  0 and B C D  zwei vonoinaader enb- 
temte Punkte gemoin ha~;. 

2 his 6. Vorbereilende S~ze. 

2. Lemma. Dutch jeden Punkt von R ~ ( A B O D )  geht eineGer~de, 
die mit A B C  and B C D  zwei voneinandez: en~fernte Pankte X '  und y,  
gemein hat, yon denen Y' auflerhalb B C  and aul~erhalb einor in B C D  
geZogenen C~eraden B C', die yon B C ent~ern~ is~, liegt. 

Bowels. F,a scion X und Y die P,mkte, ~zelehe die Gerade, die 
P sis Panlrt yon R z (At B C'D) kennzeiehna~, mit A B C und B G3) gemein 
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hat. Wit nehmen :Y' in B CD aaflerhalb B U und B C" so, da~ Yo~ Y. 
(Nach w 2, 3 gibt es Z aui~erhalb B C  and BU'; auf B Z  liagt H, das 
yon B und Z entfernt ist; je nachdem Y w Z  oder Ye0//, w~hle man 2: 
ode~ H ffir YP.) YY" trifft B C  in S (w 2, 12). Wit anterscheiden die 
F~lle a: Xo)S; b: Yo~S. 

Fal l  a (Fig. ~:a). yr  liegt auI~erhatb A B C  (IX), also aulSerhalb 
X S .  Demnach lieger, X, Y', S i~ Dreieckslage, also nach w 2, 2 such 
X, Y', Y, also Y'o~P. Da P Y '  tmcl X S  in X S Y '  liegen, bestimmen 
sie den Schnit~unk~ X'; X '  Y~ geniigt der Forderung. 

2) D 
Fig. 4a. Fig. 4b. 

Fal l  b (Fig. 4b). Je~zt liege Y aui~erhalb BC; wit wi~hlon eine~ 
yon B und X en*fernten Punkt S' auf BC (w 2, 1) and auf S 'Y  den 
Puokt Y", en~fernt yon Y uad S'. S ' Y  trifft BC'  in M; MeoY oder 
M o Y " ,  also el~tweder Y oder Y# liegt aui~erhalb BC'.  Im erst~en Fall 
geniigt X Y  der Forderung, fin sweften zeigt man, wie im Fall a, dab 
P Y "  exisvlert und ihr geniigt. 

3. Satz. Jeder Punkt E v ~  A B ,  der yon B ent]ernt is~, liegt 
aufiert~b B U D .  

Denn D ]iegt au~erhalb A ~  C und A B C ~ E B  C; also tiegen D, 
E, B, C in Tetxaederlage. 

Derselbe Satz hesagt in andercr Form: 

Entidilt die Gerade I den Punkt P, de1" zur Ebene ~ gehSrt, and dad 
Punkt Q aui~erhalb ~r so liegt jederPunkt yon l, der von P entfernt ist, 
au~$erhalb a. 

Denn wenn man die PunkCc R and S in a so bestlmmt~ daI~ R o F  
and • auBerhalb P_~ Iiegt (w 2, 13), so liegen Q, P, R, S in Tet~anderlag~- 

Es folg~ auch der 
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Satz, Jeder Punk~ E yon A B C aufievha~ B C liee~ au[3erhalb B CD, 

Beweis.  E C  trii~ A B  in dem Punkt 2' auBerhaib B C  (w 2, 2); 
nach dem vorigen Satz liegt F, also auch E, auBerhatb B CD.  

4. Sa tz .  Jede~" Punkt yon Ra (A B C D ) liegt auflerhalb wenigstens 
dne.r der Ebenen A B C ,  B C D ,  C D A ,  D A B .  

Beweis .  :Naoh 2 bestimmen wit dutch den Pmlkt E yon R s ( A B C D )  
einc Gerade, die re.it A B C  und B C D  die vonelnander entferntea 
Punkte X und Y gemeln hat, von denen :F au~erhalb B C liegt. E ~o X 
oder Eo~ Y; im ersten Fall liegt E aal~erhatb A 1 / C  (3). ][m zweiten 
Fall bemerken wit, dal~ X n ) B  odor X~oC; wit nehmen das erste an; 
dann ist nachw 2, 5 einer der Fiille erfiillt: 

a) X w B C ;  b) X o ~ B A .  

l:m Fal l  a) iolgt aus Ee~)Y uach 3 unmittelbar E~o B C D .  

Im Fal l  b) liegt X auSerhalh 
A B D  (3). X A  trifft B C  in S; 
S~oB (w 2), also S liegt auger- / 
'tmlb B D .  S Y  trifft B D i n F  (auiler- / /  

halb BC) uad A F  begegnet X Y s ~ _ _  
in Z. Aas Z c o X  folgt E e o X  oder 
E c, Z.  X liegt aui~erhalb A B D trod 
Z aul3erhalb A B C  (3), also ergib$ 
Eo)X nach 3 E e o A B C  und Eo)Z  
ebenso E eo A B D. 

.4 

~ C  

]fig. 5. D 

5. 8atz.  Jeder Punk2 vo~ R~ ( A B C D ) ,  der yon B eat/er~t ist, 
lleyt au/3erhalb wenigstens einer d~r Ebec~n B A C, B A D ,  B C D.  

Beweis.  Wenn wit X and Y bes$immen wie im vorigen Beweis, 
ist EcoX oder BcoX; fiir beide Fi~lle ist der geforderte Beweis soebea 
gegeben worden. 

6. Satz.  Jeder Punkt yon 
R~ ( A B C D ), der auflerhalb B C liegt, 
lie~ aufie~,halb A B Coder B C D. 

Beweis,  Unter Beibehaltung 
der in 4 trod 5 eingefiihrten Bezeich- 
nUngen ist EeoX oder E ~ Y .  

EcoX ergibt nach 3 E r o A B C .  
Falls EcoY  wghlen wit X'  in 

A B C  aut~erhMb BC,  so dab X'eo X 
(z. B. indem wir aus zwei voneinan- 
der und yon B entfernten Pm~kten 

/7 

/7 
]fig. 6. 
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auf A B  den yon X en~fernten w~flen). E w X  (ist schon eAedi~,~ 
oder Eo~X'. tm le~zton Fall t reffenXX' und B e  sieh in S '  and X'E  
triffr, YS '  in I7'. AusEeoBefolgt  E ~ S ' ,  also Eo~Y' oder S'o~Y'.  Im 
ersten Fall liege E au~rlmlb B e D  (3); im zweiten tiegt Y' auBe~alb 
B e ,  so dag sich aas E o X '  ergibt Bo~ABC.  

7. bis 10. Die B~timmung ei~ms R~ du~'ch vier Punkte in Te. 
traederlage. 

7. Satz.  Wenn C' in B C D  aufierhalb B D  Hegt, let 
B=(AB CD)~-- R s ( A B  Ce D). 

A Beweis .  Wit aehmen erst an 
A , ~  C' o) B e .  Dutch einen bellebigen 

Punkt P von B a ( A B C D  ) ziehen wit 
die Oer~Ae X' Y; cleroa Existenz in 2 

8 E wit don Punk% A '  auf BA,  so dal 
A'o)B and A'eoX' (w 1). A'X" 

~/ -/ trifft B e  inS.  Y ' S  t r i iNBC'  in T. 
P Y '  liegt in A ' Y ' T  und Y' au~e~- 

O halb A ' T  (denn Y'eoABC'; 3), also 
Fig. 7. P Y '  schneider A '  T und kenr~eiehnet 

P a l s  Pankt yon Ra(ABC'D  ). 
Ebenso zeigt man, dat] jeder Pankg yon R a ( A B C ' D  ) zu 

R 3 ( A B G D )  gohSr~. 
1st niche bekannt, dab C' ( oB e ,  so wiialle man C" in B e D  aui]sr- 

halb B e ,  B e '  und B D  (es sei O" sin von e mad D ontfernter 
Panlrg anf CD and E der Sehnittpunkt von B O t u n d  CD; entwedsr 
Eo)G, also C'o)BC, oder EeoC',  also C" geniige obiger Forderaag). 
R~ ( A B E D )  -~ R= ( A B e " D ) - ~  R s ( A B C ' D ) .  

8. Sa~z. R ~ ( A B O D ) - . R s ( A B D C  ). 
Beweis.  Wena C '  sin Paakt; in B e D  au~erhalb B C  and BD 

ist (w 2, 3), so ist R~(ABOD)=-- R ( A B C ' D ) ( 7 ) . ~ R s ( A B e ' C )  
(nach Def. ) ~ R3 ( A B D e ) (7). 

Man folgert leith% dab . R s ( A B C D ) = R ~ ( P Q R S ) ,  we p Q B S  
sine be]iebige Permu~tion yon A B C D  bedeutet. 

9. Sa~z. Wean E sin Pur&t yon R s ( A B C D  ) aufierhalb B e D  
i~t, ~o ist R a ( A B C D  ) ~ Ra(EBCD) .  

Beweis.  Nach 2 besgmmea wlr durch E die Gerade X Y  mit X 
in A B e  und Y in B e D ,  so dat~ XroY und YeaBC; naeh 8 lieg~ X 
anl~exhalb B C D. B, ( A B C D ) ~ B 3 ( X B C Y) ( n~ch ])eL ,) ~-- Ra ( E B C Y) 
(8, 7) ~ Rn(E B C D )(nach Def.). 
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10. S a t z. Wean E,  F, G, H Pun~e in Taraederlage yon R~ ( A B C D ) 
sind, m .Rs(AJ~ O D ) ~  R s ( B  FG H ). 

Beweis. Nach 4 diirfen wit aenehmen E e o B C D ,  also 

R a ( A B C D ) - - - - R ~ ( E B e D )  (9). 

Da F~oE, lieg~ F na~h 5 aul3erhalb einer der Ebenen E B C ,  
~ B D ,  E C D ,  z .B.  E C D ,  so daft 

PaG~o]~F, ]ieg~ G naeh 6 aa/~halb E-,vC o d e r E 2 D ,  z.B. E ~ D ,  alzo 

R a ( F E C D  ) :- R~(C E FD)  ~ R~(G E F D  ). 

HeoG E F ,  also 

R a ( G E F D  ) ~ Rz(D EFG)  = R~(HEleG) ~ R z ( E F G H ~ .  

Korol lar .  Vier Punkte in Tetr~ederlage bestlmmen einen R~, der 
sie alle enthglts). 

11. his 14. Schneidung yon Geraden und Ebenen in einem R;~. 

11, Satz.  gine Ebene, die drei Punkte iu DreSer~bs~ge rail 
R~(AB C D) gemein hat, gehSrt ganz zu diesem R a. 

Beweis. Es seien E, 5', G die betr. Ptmkte uncl E liege z.B. aul~er- 
kalb A B C  (4). Da FaJE, lieg~ iv attt~erlmlb einer der Ebenen E A B ,  
EAC,  E B C  (5), z.B. E A B .  GcoEF, also G liege auJ~rhalb E F A  
odor E F B  (6), z. B. E F A .  Also ist 

] ~ s ( A B C D ) ~ R s ( A E F G )  (10). 

Da~ E F G  zu Rs(AE]2G ) gehSrt, geht unmittelbar arts den De- 
finitionen horror, dean elne Gerade, die ~ t  E$ '  and EG zwei von- 
duander entfernte Punk~e gemein hat, has diese aueh mit A E F  and 
E~'G gemein. 

12. Satz.  Eine Ebene und eiue Gerade, die einvn auflerhalb der 
Ebene liegenden, Punkt entheYZ, bestimmen, wenn sie in einem R a liegen, 
einen gemeinsamen PunktS). 

Bewois. A~i der Geraden l sei der Pankt F aaBerhalb de~ Ebene a 
gegebea. Wir wghlen G, H and K in Dreieekslage in a and denken 
naoh 10 den R s bestimm~ dutch z e, G, H, _K. Welter nehmen wSr ant l 
deu Pankt E an, so dab E co F, und beweAsen zun~hst, daft es dutch 
B eine Go~ade m gibe, die mit ~ G I t  und G H K  bzw. die 1Mnkte U 
uad V gemeia hat, "con denen Uco ~v and V auBerhalb G H liegt. Naeh 

gibt ez eine Gar~le n dutch E,  die mit I~GH mid G H K  bzw, die 

s) Ygl. die Bemerkmag i~ Kla~mea~ z~ Axiom IVb, S. 494 mad ~a w 12. 
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Punkte X und u gr hat, wiihrend Y aulSerhalb G t t  liegt. Xe~F 
ocler XcoE. Wenn Xco~ ,  geniigt n den Forde~ungon flit m. Wenn 

~ L 

Fig. 8. 

Xco E, so liegt zun~hst  E au~er- 
halb F G H .  Wit w~blen nun 
den Punkt U in F G H ,  der yon 
F und X entfe~nt ist and aul~er- 
halb G H liegt (wenn L ein Puuk~ 
yon F G ist, der yon $ 'und  6 
eatfernt ist, and M ein Pu~kt 
yon F H ,  der yon F and H ent- 
fernt ist, so ist L co X oder Mco X). 
X U  trlif% G H  in S; UE ~rifft 
S Y in V (w 2, 12). Nach 3 liegt 
V auBerhalb FG H; UV  geniigt 
den geste]ltcn Forderungen fiir m. 

m trifft nun G H  ia P u n d  l trifft P V i n  Q, d.h.  I ~rifft ~ in Q. 
Ein gemeinsame~ Punkt yon 1 and r is~ nicht yon Q entfernt, da l 

dann in ~ ls (w 2, 11) uud f~llt also mit Q zusammen (IIcl). 

Nach 3 liegt jeder Punkt von 1, der yon Q enffernt ist, aul~erhalb a. 

13. Satz .  Zwei Ebenen eines tl.~, deren elne yon der andern ent- 
]ernt ist, bestimmen dne Gerade, ihre Schu i t t ye rade ,  die zu beiden ge- 
hSrt. Jeder Punkt yon einer der Ebsner~, der auflerltalb der Schnittgeraden 
liegt, liegt au/3erhalb der andern Ebene. 

Beweis .  Die Ebene e enthalte den ~ankt P aul~erhalb der Ebene fi- 
WiT w~hlen in g noch die Punkte A, B,  C in Dreieckslage und sorgen, 
cla~6 A m P .  P A  trifft B C  in Q (w 12); QroB oder Q m C ,  z .B.  
QcoB. Dann liegt B auSerhalb PA.  P A  und P B  tref[enfl i n R  bzw. 
S. PeoR und PcoS  und nach w  also R(~)S. Nach w 2, 11 liegt 
R S  in a and ft. 

Is t  M ein Punkt yon fl au~erhalb R S ,  so liegen P,  R, S, M i~ 
Tetraederlage, also M aul~erhalb ~. 

Ein Punkt X yon fl, der zugleich in r lieg% kann also nicht au~er- 
halb R S  ]iegen; e s s e i  nun Y sin yon X und R en~fernter Punkt auf 
P R ;  X Y  trifft R S  in Z.  X coZ  g/~be nun XCORS, was.ungereimt ist~ 
also X o Z .  X lleg~ also auf R S .  

K o r o t l a r .  Die Relation co zwischen Ebenen eines R s is~ umkehrbar. 

14. Satz .  In'egen in einem R~ drei voneinande~" eut/ernte ~ene~ 
derart, daft unter ihren ~chnittgeraden zwei vone~nander ent]ernt sind, so 
ist ]ede Schnittgerade yon der gegeni~berliegenden Ebene entfexnt, wad die 
Ebenen bastimmen einen gemeinscha/tlivheu Punl~. 
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Beweis.  Gegeben sind die Ebenen ~, fl, 7 und ihre S~hnittgeraden: 
l v o n f l  u~Ld 7; m yon a ~md ?; n you t~ and ft. leom. Der Sctmitt- 
punk~ S yon I uad m gehSrt za r und fl~ also ztt n. 3eder l?m~k% yon 
~, der yon S entfernt ist, liegt augerhalb m, also auBe~halb a (13), also 
auBerhalb u. Das ergib~ Zeor trod leon; ebenso meofl; m~on. Jedor 
Pank~ van n, tier yon S entfernt ist, liegt auflerhMh l, also auBerhaIb y 
(13), so da~ n~or. 

Jeder gemeinsehaf~liehe Punkt yon a, fi, 7 gehSrt za n mad r lind 
f~ill$ also mit N ~asammen (1~). 

15. Werm Axiom X gilt (wie wit ferner wieder armehmen), gelten 
die S~tze aus 2, 4, 5, 6, 12, 13, 14 iiir beliebige Punkte, Gerade und 
Ebenen. ~r. 10 geht in folge~ndes iibex: 

Sa~z. Sind E, F, G, H Punkte in Tetraederlage, ~o geht durra ]eden 
Punkt eine Gerade, die mit E t~G und ~ G  H zwei vonelnander ent/ern~e 
Punkte gemein hat. Nach 2 kann man ~wch sorgen, daft einer dieser 
Punkte aufierhalb ~ G  liegt. 

16. Bemerkung.  Wir gebmuchen den Ausdru&, dat~ zwei Gerade 
sich schneiden, nat dann, und spreehen nut dana yon ihrem ~chvitt. 
punkt, wean sie cinch Pank~ gemein haben and voneinander ent/ern~ ~ind. 
Eine analoge Bemerkang gilt fiir den Schn/~punkt einer Geraden mit 
einer Ebeae, die Schnittgerade zweier Ebenen und die Verbindungs- 
gemde zweier l~unkCe. 

w 

Entlernungsbeziehungen zwisehen lhmkten~ Geraden und l~,benen. 

1 his 5. Puuk~ und Eb~ne. 

1. Lemma. Aui~erhalb jeder Ebene kann man zwei voneinander 
entfernte Punkte be~immen. 

Beweis. Wit w~hlen Q in der Ebene a und P aul~erhalb a. i u f  
PQ licgt R, so dab P~oR und Qo)R;  R liegt auflerhalb a (w 3). 

Korol lar .  Man kann immer einen 1)unkt bestS_rnmen~ der yon einem 
g%oebenen Punl~ und einer gegebe~en Ebene entferat ist. 

2. 8atz. Weur* ein Punkt *~ich$ aufierhalb einer Ebeue liegeu kanu, 
liegt er in dSe~er Ebene. 

Beweis. Es sei die Ungereimtheit der Anmahme, der Pmd~ P Hege 
atll~erhalb tier Ebene a, b~wlesen. Wit w i ~ n  Q au~erhalb ~, so dal~ 
P(oQ (1). PQ tn~ t  a in B; Pe~q ist uagereimt (w 3), also P a S  
and p Iiegt in a. 
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3. Satz. Wenn. der Punkt A auflerhalb der Ebene a liegt, ~o liegt 
~eder Punkt eatweder yon A oder van e~ ent/ernt. 

Beweis. Wit w~hlen P aul]erhalb a~ so dab PeoA (1). Fiir eiaea 
beliebigen Punkt B gilt B o A  oder BcoP. Im letztenFall glbt es dnea 
Sehnittpunkt Q yon B P  mis a (w 3, 12), und man hat Bo)A oder 
B ~o Q; im le~zten Fail folgt aus w 3, 3, da~ B au/~erhalb a hegt. 

4. Lemma. Au[~erhalb jedes Ebenenpaares kann man einen Punkt 
b~timmen. 

Beweis. Es seien a,/~ die gegebezmn Ebonen; wit w~hlen zwei von- 
einander entfernte Punkte A and B auSerhalb a (1) mad C aulterhalb ft. 
CeoA oder C~oB, z.]3. CeoA. A C  trifft a in P, fl in Q, und enth~il~ 
eincn Pmak-t D, dor vnn P mad Q enffernt ist. D liegt auflerhalb a and fl 
(w 8, 3). 

5. Lemma. Wean zwei Pankte gegeben sind, kann man eine Ebeae 
bestimmen, voa de.r beide ent~ernt liegen. 

Beweis. A nnd B seien die gegebenen Pmakte. Wit w~hten P, so 
da] PeoA; welter Q aul~erhalb P A  mad R aul~erhalb A P Q ;  dann liegt 
A au/~erhalb P Q R  {Axiom IX). Nach 3 liegt entweder B aulierh~b 
P Q R  odex B o A .  Im letztea Fall w~thten wir C aaf A B ,  so da~ 
CeoA, B,  weiter D auflerhatb A B  mad E aul]erhalb A B D .  A ur*d B 
liegen au~erhalb C D E  (w 3, 3). 

6. Punkt und Gerade. 

Satz. Wean ein Pankt nicht auflerhalb elner Gerade~ liegen kann, 
tiegt er au] der Geraden. 

Beweis. Es sei die UngereimtJaeit der Annahme~ der Ptmkt P liege 
aal~erhalb der Geraden l, bewiesea. Wit w~khlen A aul~erhalb l; P kann 
nielit aul~erhalb dsr Ebene A l  liegen and liegt also in dieser Ebene (2). 
Navh w 2, 3 bestimmon wir den Pankt B dieser Ebene, yon P und I ent- 
fernt. B P  trifft l in S (w 2, 12); PeoS ist tmgerelmt da dann P aui~er- 
halb 1 l~ige (w 2, 2), also P a S  und P liegt auf 1. 

7. Zwei Ebenen. 

Satz. Wean zwei Ebenen voneina~er e~tt[ernt sind, so ist ~ede Ebe~e 
yon we~dystens einer tier beiden ent/ernt. 

Beweis. Es seien a mad fl die gegebenen l~benen; in a" liege D 
aul~e~halb ft. 7 sei eiae beliebJge Ebene. Man kann einen pankt Q aal~er- 
hatb a und r bestimmen (4). DQ tfifft a, fl, r in D, Y,  X.  D ~ Y ,  
also XeoD oder X m Y ;  im ersten Fall liegt X aul~erhalb a, also 7~r 
ira zwelt~n finder man ebonso rwf i .  

8. Schneidende Gerade. 
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Satz. Wenn dutch einen Punkt S zwei von~nander e~/ernte Gerade t 
und m 9ehen, so i~t ~ede Gexade entweder yon 1 oder yon m e~[e~nt. 

Beweis. Eine beliebige Gexade n em~/ilt gewil~ einen yon S ent- 
fernten Ptmkt P. Dutch P bringen wit eine Ebene a, yon der ~q ent- 
~er~t ist (5); diese setmeidet I und m in Q mad R; aus QeoS und 
ReoS folgt QeaR (w 2, 2). Folglieh is$ entweder PcoQ, also neo~ oder 
po)R,  also neom.  

9 bis 11. Windsehie/e Gerade. 

9. Defini t ion.  Zwei Gerade, die so fiegen, datl jeder Punkt tier 
dnen au~erhalb der andera tiegt, sind ~ndsehie/  oder kreuzemd. 

Um eine Gerade zu finden, die eine gegebene Gerade l kreamt, w/ihIen 
wit P anl~erhalb l, and Q auBerhalb der Ebene Pl ;  PQ nnd l kreuzen 
sich nachw 3, 3. 

10. Satz. Wenn zwei Gerade gegeben sind, so kann eine die beiden 
gegebenen kreuzende Gerade bestimmt werden. 

Beweis. Auf don Geraden 1 and m bestimmen wit je einon Punk~; 
d~nn bestimmen wit naeh 5 eine Ebene a, aul~erhalb weleher beide Punkte 
liegen. 1 and m treffen g in P bzw. Q. Eine Ebene fl, aui3erhalb weleher 
P und Q liegen (5), schneider a in einer Geraden, die t mad m kre~mt (9). 

11. Satz. Sind I u n d  m windsshie/e Gerade, so entjerr~t sich ]ede 
Ebeue dutch I von ]eder Ebene dutch m. 

Beweis. Wit w~iMen P auf m u n d  legen die Ebenea dutch Plmd l; 
dann w~ihlen wir R auBerhalb g und legen die'Ebene fi dutch R and l. 
P~o~ (w 3, 13), also m trifft fl in Q; Qo~P. Jede Ebene ~. dutch 1 
ist entweder yon fl oder yon a entfernt (7), also entweder Q oder P liegt 
au~erhalb y, so da[~ also iede Ebene dutch m (die P und Q enthlilt) 
yon 7 ent~ernt ist. 

Der erste Satz yon Desargues. 

Wir beweisen diesen 8atz in ~otgeuder Fassang: 

Sind zwei Dreiecke ~o au/ei~znd~ bezoffr daft entsT~whende Ecker~ 
v~einand~r ent/ernt liegen wad die Verbindu~u~eraden erdsTrechender 
~cken vaneinander ent]ernt liegen und dutch r Punkt gehen, so sehneide~ 
aich die ent~prechenden ~eiten in drei Punklen einer Gezaden, 

Wenn (tie Ebenender Dreieeke ~roneinander enffernt sincl oder ~usammen- 
fallen, kann der Satz uaget/ihr in der fibliehen Weise bewiesen wexde~. 
Wit miissen aber aueh den Fall betrachCen, da$ hieriiber niehts bekannt ist. 
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Gegeben. A B C  and A BtC ' sind Dreieeke. Ao~A', Ba)B', Go;C'. 
AA', BB ' ,  OC' sind voneinander elatfernt und gehen dureh einen Pmakt O. 

Zu beweiseu.  Die entspreeheuden Seiten sehneiden sieh in drei 
Punk~en einer Geraden. 

Beweis.  1. Aus der Voraussetzung folgt, dab yon jedem Dreieck 
zwei Eekea und aus jedem Paar homologer Eckea wenigstens eine yon 0 
entfemt ist; wir diirfen also annehmen A, B, A', C'eoO. Dann liegen 
sowohl A, B, A'  wie C, B, 13' trod A, C, C' in D~eieokslage (w 2, ~), 
woraus sich' ergibt, dais je zwei entspreehende Seiten voneinander eat. 
fernt sind. Da AA r uad B B '  sieb sehneiden, liegen A B  und A'B' in 
einer Ebene und bes$immen sie einea Schnittpunkt P. Ebenso gibt es 
den Sehnittpauk'-~ Q yon B C mi$ B'C'  nnd den Sehrfit~plmlc~ /~ yon 
A C  mit A'C'. 

2. Den Naehweis, da~ P, Q trod R in einer Geraden liegen, fii~.ea 
wir zuers~ flit den Fall, dal] die Ebenen A B C  und A'B'C'  zusamraer~- 
fallen; wit bezeiehnen diese Ebene, die aueh 0 enthS, tt, mit a. Nun 
w~hlen wir S aufierhalb a and auf OS den I~ukt  ~', van O trod S 
entfernt; dana liegt aueh S'  auSerhalb c,~ (w 3, 3). Wit projizieren 
A A B C  arts S u_nd A A ' B ' C '  aus S'. Oa)A oder OwA';  setzeu wit 
das erste voraus, so liegen S, A, 0 in Dreieckstage (dean Stoa), al~o 
S'toSA (w 2, 2). Dana sehneideu SA und S'A' sieh in A";  diese Folge- 
rung ergibt sieh ebenso, wenn OtoA'. In analoger Weise wie A" be- 
stimmen wir B" und C". 

3. Aus SeeS' folgt entweder A"toS oder A"to8'; da~ n:,iraliehe gi|~ 
B"  ~ld C", so dat~ entwede~ S oder 8 '  yon zwei der Punkte A", 

B", C ~' enffe~n~ ist. Wit wollen einen Augenbliek aanehmen A 'r, B'~o)$. 
Da S, A, B in Dreieekslage liegen, liegt jetst A" aul~erhMb S B  (w 2, '2}; 
ebenso liegt A" ~ul~erhalb SO and B" aul~erhalb S A  und SC. Die 
Punkte A", B", C" sind also vaneinander eatfernt. Dieses Resultat is~ 
unabhiiagig yon der voriibergehend gemachten Annahme Sr 'r, B rr 

4. Nehmen wit an, dab A"to~S, so liegt naeh w 3, 3 A" aul~erh~lb 
SBC, denn S, A, B,  C llegen in Tetraederlage. Darans ~olgt, dal~ A s, 
B", C" in Dreieeksla~ge liegen; dasselbe ergiibe sieh, wean B ' r t a s  ode~ 
C"et~S. A"eoA oder A"egA'; da S uud S '  aul~erhalb a liegen, Iolgs 
aus beiden Ananhmen A"o~a. Die Ebene A'tBSC" ist also yon ~ eut- 
ferns and sotmeidet a in der Creraden m. Da A~B" sowohl A B  wie A'/~ ~ 
sehneiden mu~, gehen A2~ and A'B '  dutch den Sehnittpunkt van Arab ~' 
mit m, d. h. P tiegt auf m. Ebenso ergibt sich, daft Q mad R aUi 
llegen. 
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~. Wit betraehten jetzt den allgemeinen Fall, dab fiber die gegen- 
~dtige Lags de~ Ehenen AB C uad A'B'C' aiehts bekaaat ist. Der 
Na&weis fiir die Exi- 
st~az der Sohnittpuukte 
p, Q, R aus Absatz 1 
gilt auoh dann. P~oA 
0der PwB;  wir kSnnen 
ohn~ Beseh~aku.ng tier 
Allgemeinhei~ ammhmea 
PeoB; daraus folgt PeoQ 
(w :~). L/~ge nan R 
aul~erhalb PQ, so miil~te 
die Ebene PQR mit 
ABC and A'B'C'  zu- 
sammenfallen. Fiir die- 
sen Fall ist aber svhon 
bewiesen, dab R auf P Q 
Iiegt; die Annahme, dab 
liegt R auf P Q  (w 4, 6). 

,~ S ~ 

P ~  C~ 

:4u 

Fig. 9. 

R auB~rhalb P Q  liegt, ist also ungereimt, also 

Bsmerkung .  Bekanntlich trii~ der Sa~z auch zu, wenn yon den 
Verbindtmgsgeraden der entspreehenden Eeken ehlige znsammenfallea; er 
ist dana trivial. Es getingt aber nicht ihn zu bewsisen fiir alle F-~lte, 
wo iiber das woht oder nie2a~ Zusammenfallen yon Eeken oder Verbindangs- 
geraden der Eoken nichts bekarmt ist. Um das dutch ein Beispiel zu er- 
l~u~ei'a, wiihlen wit im gewShnlichen Oar~sisehea Ra~m auf den d~ei 
Koordinateaachsen je zwei Punkte, vom Schnittpunkt der Achsen, abet 
nicht notwendig voneinande~ ent~ernt. Diets Punkte lassen sich zu zwei Drei- 
eCken zusammenfassen, fiir welche di~ Verbindungsgeraden") eatspreohen- 
der Ecken die Koorednatenachsen sind. Wenn der Satz yon Desargaes 
zutr~fe, h~tten die Ebenen der beiden Dreieckc immer sine Gerade ge- 
zaeinsam; die analytisehe Geomet~ie lehrt abet, dab nur bei voneinander 
e~ffernten Ebenen immer sine Setmittgerade bestimmt ist. 

Liegen die Ptmkte auf einer der Aehsen voneinander entfernt, so be- 
slmht die Schnittgerade der Ebenen, abet flit sin Paar homologe Seiten ist 
~bekannt, ob sis vonder  Schnittgerade entfern~ aind, so dal] sis mit dieser 
and miteinander keinen bestimmben Schnittpunk$ zu haben'branchen. Wenn 
a~ff zwei Achsen die Pank~ voneinander emtfernt sind, trier der Saga zu. 

o) Wit waiohon in die~ex Bemerkung yon der Verabredung des ~ 3, 16 ab. Ge- 
~ e r  w~re die Bezeiehnung ~die homologen Ecken enth~tt~nde Get-ado u start ~Ver- 
~amgsgerade der homologen Ecken ". 
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Der zweite Satz yon Desargues. 

Satz. Sind zwel Dreiec~e 80 au/einander bez~en, daft # zwei e~. 
sprechende Seite~ vonei~ander ent]ern~ Mad und die Schnittpnn~te e~t- 
8precheuder Seiten drei voneinander ent/ernte Pun~te einer Geraden sind, 
so liege~ ~e zwei entsprechende Evkeu voneinander en~]ernt und die Vet. 
bindu~gsgeraden entsprechende~, Bcken gehen durvh elnen t~uk$. 

Gegeben: A B C  und A'B'C'  siad Dreieeke; ABeoA'B' ;  der 
SchniC~punkt dieser Selden Jst P; ebenso gibt es die S~hnittpanktr Q yon 
ACmi~A'C" and R yon BO mit B'C'. P, Q and R sind voneinander 
entferat lind liegea auI de~ Geraden 1. 

Zu beweisen:  AeoA'; BcoB'; Co) C'; AA',  BB'  und CC" 
gehen (lurch daen Punkt. 

Beweis. 1. A w P  oder A w Q ;  wean AeoP, liegv A a~tflexhalb 
A ' B '  (w 2, 2), also A eo At; dasseIbe Ergebnis fo]gt atLs A co Q. Ebenso 
zeigt man B o B '  und Co~C ~. 

2. Wit nehmen znerst an, da~ die Ebeaea A B C  trod A'B'C'  von- 
ainander entfernt sind. Es sei a die Ebene dureh AB und A'B',  fl di+ 
jenige clurch AC und A'C'; ebenso ? dutch BC und B'C'.  a Jst ent- 
fernt yon einer der Ebonen der Dreiecke, z. B. yon A B C  (w 7); nach 
w 3, 13 llegt dann C aul]erhalb a, also fl und y sind von ~ en~fera~; ebenso 
erglbt sich fl co 7. Auch hat man CC' o~ a, also CC' co AA' .  Es sind 
also alle Voraussetzungen yon w 3, 14 erfiillt and g, fl, y besfimmen eiae~ 
gemeinschaftlichen Punkt M, dutch welchen auch AA',  B B '  and Gff 
]aufen. 

3. Nunmehr betrachten wir den Fail, dai] die heiden Dreiecke in 
derselben Ebene z liegen; l licgt also in ~. Wit w~hlen den lhnak~ X 
au~e~hMb ~ and ~eg~n die Ebene ~ dutch 1 and X. Dana wablen wit 
S '  aut]erhalb ~ trod e (w 4) and projizie~erL A ' B t c '  aus S' auf 0 in 
A", B", C". Da S', A', B',  C' in Tetraederlage liegen, liegen nachw 2, 
u n d w  3, 3 mmh 8 ' ,  A "~, B ' ,  C" in Te~raederlage, also A t*, B", C" in 
Dreieckslage. 1 eo BC odr l ~o B' C r (w 4, 8). Im ersten Fall hat man 
B C eo e, also B C e)B" G"; im zwei~r liegt jeder launkt D ~ yon B' 6 r 
tier ani~erhalb 1 ~]iegt, au~erhalb 0, mad der SchnitCptmlc~ D" yon 8~D ' 
m i t e  liegt aul~erhalb ~ (w 3), also B ' C "  (die D" entE41t) ist eat- 
ierat yon BC. Man hat also Jmmer BO eo B" C". Ebenso ergibr sich, dat~ 
die anderen entsp~echenden Seiten yon ~ A BC und ~ A'~Bt~C" yore 
eiaand~r en~ern~ stud. Sie treffen sick in P, Q and R, also naeh Ab~at~ 
gehen AA",  BB" ,  CC" dutch einen Punkt S. -- Von ,C A'B'O'  lieg~ 



Lutali~oni#~ehe A:rSom/~tik der~projektiven Geometa.ie, 51~- 

eine Ecke, z.B. A' ,  aailerhalb I (w 2, 13); dann liege A" aul~erhalb ~, 
also A", A' ,  A liegen in Dreickslage. Ntm gilt S to S '  odcr B co A"; 
ira le~zten Fall tiegt S auflerhalb A"A '  (w 2, 2)~ also gil~ wleder S ca 8 ' .  
8S' triff~ vr in O. Die Ebene 8 ' B B '  r B", also BB" ,  also S; 
(}araus folgr dal~ /3B '  and S S '  sir in O treffen. Ebenso exgibt sich, 
dab AA'  und BB" dutch O gelaen. 

4. Um jet~t den Satz 
ailgemein zu bewei~en, wiih- 
len wir O atd~erhalb der 
Ebenen A B  C uncl A' B" C' o 
and projiz/eren L'~A'B'C' 
aus O auf A B C .  Wie in . . . . . . . . . . .  - ,  __-  5" 
hbsa~z 3 ersiehC man, da$ hier- 
dateh ein Dreieck A"B"  C" 

/ 2 " / \  
5. A " B " c o A B  oder _ ~ " ~ ~ ' ~  

A"B" to A 'B '  (w 4, 8); im 
Ietz~en Fall ist P tier Schni~t- 
punkt you A # B" und A'B' .  ~ "~ ~ ' \  
I~ entweder B '  to P oder 
A'co P, Iiegt B' oder A' leig. 10. 
au~erhalb A" B", also A" to A' 
oder B"to  B'0 d .h .  entweder A" oder B" liegt auflerhalb A'B 'C ' .  Fiir 
diesen Fall, niignlich, daI] die Ebenen der Dreieeke voneinander entffern~ sind, 
istder Satz schon in Absat~ 2 bewiesen. 

6. Es bleib~ also nttr der Fall iibrig, dab alle Seiten yon /_kABC 
yon den entsprechcnden Seiten yon • A " B " C "  entfernt siad; die homo- 
logen Selden tl~ffen sich in P, Q, R,  also naeh Abs. 3 gehea AA",  BB",  
6'C" dutch einen Puuk~ S, 

7, A ca P oder B eo P ;  nehmen wit das erste ap, so liegt A auilex- 
ka.tb OA"B",  also O auBerhalb AArB  r (Axiom 1X), und OS ~rifft diese 
~heae in S '  (w 3, 12). A A '  und OS l ieg~ in OA"A,  also AA '  trii~ 
08 and geht durda S' .  Eben~o el~b~ slob, dal~ B B '  dutch S'  geht. 
Schliel~llch mall 0 ~q, ebensogut wie A A 'B ' ,  aueh A A'  C'  sehneiden; der 
~ehnittpunk~ lieg~ aaf A A '  and f~ilt~ also mit S '  zasammen. Atmh CC" 
geht dutch S. 
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Der havolu~ionssatz. 

1. Deiinit ion.  Ein vol[st~indiges Viereck wiM g~bildet yon vier 
Puakten einer Ebene, yon dene~ je di~i in Dreie~kslage tiegen, und yon 
deren Verbindungsgeraden. 

~. Satz. Sind zwei Vierezke 80 au/einander bezogeu, daft dutch/i~n/ 
Punkte einer Geraden ~e zwei homologe Seiter~ gehen, w47~read ~ed~ zwei 
diesex Punkte, die nivht zu Ge~enseiten der Vierecke gehSren, vonein. 
ander en$/e~nt sind, so gehen auch die Seiten des seehsten Paares dufch 
~neu Punkt dieser Geraden. 

Beweis. Wir bezeichnen die Viereeke mit A B C D und A" B'  C' D'. 
A B  und ArB p gehen dutch /)1, CD uad C'DP du~eh P~, A C and A'C' 
dutch Q~, B D  und B ' D  ~ dutch Q~., AD and A'D" dutch R 1. Dies~ 
Schnit~unkte liegen auf der Gexaden ~; je zwei mit verschiedellen Bach- 
staben bezeicime~e sind voneinander en~fernt. 

Wit setzen zuerst voraus, dab sowohl homologe Seiten wie homologs 
Eckea voneinander entfernt sind; dann trifft der 5bliehe Beweis zu. 
Denn ~ A B D und A A ' B ' D '  geniigen den Voraussetzungen des zweitea 
Desargueaschen Sa~es, also A A ' ,  B B ' ,  D D' laufen ditch einen Punl~S. 
Dag diese Geraden sieh voneinaader entfernen, zeigt man z.B. fib AA' 
uncl B B '  so: A m P  1 oder A'mP1; wenn A~oPa, so Iiegen A , A ' , B '  
in Dreieckslage (w 2, 2). Ebenso ergibt sic]i, dab A A ' ,  CC', DD'  von- 
einander entfernt sind und durch einen Punkt lanfeu, der also mit S zu- 
sammenf~tlt. Ist nun P ein Punkt yon B C  auBe~halb B'C' ,  so fiihr~ 
die hnnahme, B oder G liege auSerhalb P B ' C  ', auf eine Unge~eimtlieit; 
folg]ieh liegen B B '  and CC' in dieser Ebene, also B C  trifft B 'C';  dann 
zeigt man wie oben fiir A A '  and B B ' ,  ~ BB'eo  CC'. Naeh dem 
ersten Desarguessehen Satz, angewandt a ~  A B C D  tlncl A B'C'D'~ 
gehen B G  and BrC ' durch einen Punkt von 1. 

Is~ nieht bekalmt, ob alle homologen Seit~n und Eeken voneinaader 
entferat sin(l, so kann man dutch I eine Ebene legea, die yon denen dex 
beiden Viereeke entiernt ist (w 4, 4), und in diesex ein vollst~indiges 
Viereck X Y Z U  konstmierna, dessert Ecken so aui A,  B,  C, D bezogea 
werden kSnnen, da~ fiinI Paare homotoge Seiten yon A B C D  und X YZU 
dutch P~, P~, Qt, Q~ und R~ gehen. Die se~hste Seite yon X Y Z U  ma~ 
daml sowohl B C als B'  C' in einem Ptmkt yon l sellneiden. 

3. Detini~ion. Wenn dutch A and B je zwei Gegenseiten eines 
volls~ndigen Viereeks gehen, und die Seiten des dritten Paares ~offe~ 
A B  in C und D, so heiiit D de~ vlerte harmonische Punkt zu A, B 
tmdC.  
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Sa~z. Der vierte harmonis~h~ Punkt zu drei voneir~ru/er ent[errde~ 
Punkten einer Ge~aden i~t eindeutig bea~immt. 

Dieser Satz ist ein Sonderfall yon 2. 

w  

Projektivit~ten zweiter Stufe. 

1. De f in i r i onen .  Eine Proie/~/~/td~ eraer ~qtu/e zwischen den Ge- 
raden I u n d  m derselben Ebene entsteht dutch Projektion der Ptmkte yon 
l auf m aus einem Punkt S dieser ~bene, der auflerhalb l und m liege. 

Eine Pro]ektivi~ n-ter Stu]e entsteht dutch u aafeinanderiotgeade 
Projektivit~ten erster Stufe. 

Eine Be.~ehtmg zwischen den I~'iguren 11 und (.~ he i~  ei*~eindeutir 
weam 1. zu jedem Punkt yon fl ein Punkt yon fe mad zu jedem Punkt 
yon f~ ein Ptmkt yon f~ gehSrt; 2. zu zusammenfallenden Punl~en yon 
fx zusammenfat]ende Punkte yon f~ gehSren and umgekehrt, trod 3. zu 
voneinander entfernten Pmakten yon ~ voneinander entfern~e Punk*e yon 
t:.~ gehSren and umgekehr~. 

Aus w 2 : 2  folgt, dab jede Projektivit~t eineindeutig ist~ 

~,. Wit betraehgen vorliiufig Projektivit~ten zweiter S~ufe zwischen 
ebxer Geraden l und sich selbst. Eine solcho entsteht dutch Projektion 
der Punkte yon I aus S auf l '  trod aus S '  auf Z zuriick, l, l', S ,  S '  
miissen in eiaer Ebene, Lq und S '  aul~erhalb 1 and l '  tiegen. 

3. Die Projekt~viG4t r you der Identit~t en~/ernt, wenn ein Punkt 
yon seinem Bilcl entfernt ~st. In  diesem Fall ergibt sich aus w 2, 2, daft 
sowohl S yon S ~ wie I yon l' ent~ernt ist. 1 ~ und S S '  ~teffen l in den 
Punkten O nnd U, die mit ihren Bi]dern zusammenfallen: O heifl~ der 
erste, U der sweite Doppellmnla der Projek%-ivit~,t. 

Folgende S~tze werden dttrch wiecTerhoite Anwcndtmg yon w 20 ~ be- 
wiesenX~ Ein Punl~, der yon O und U entfernt ist, liegt yon seinem Bild 
entffernb, und sein Bildpunk~t ist yon O uncl U entfemt. Ein Punk*, der 
~on seinem Bi]d entfern~ ist, liegt entfernt yon O uud U. 

Wenn O mit U zusammenfMIt, heit~t die Beziehung eine Prospdaivitt~. 

4. Bel einer Projektivit~t zwoiter Stufe, yon der niehg bekannt ist, 
ob sie yon der Identi~t  entfernt ist, brauoh~ weder I yon l '  noeh S yon 
S' entforn~ zu liegen; es brauehen also keine Doppelplml~e bokanng zu 
sein. Wit nennen die Projektivit~t normed, werm entweder ein efimiger 
oder ein erstez, und zwei~er Doppelpuntrt (die zusammeniallen diirfen) be- 

~) Wit iiberlr~en im fo]genden dem Leser die Ausfiihmug derva't~er Beweise, 
o~gloich sic ~aieht aIle ganz einfach shad. 

34" 
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kannt sind and iiberdies feststeh$, e~tweder da$ ein Punkt, der van den 
bekannten Doppelptmkten entfernt is~, nicht mit seinem Bild zusammen- 
fallen kann, oder dab aus dam Vorhandensein eines mit se~nem Bild zu- 
sammenfallenden, abet van den gegebenen Doppelpunk~en entfernten P u n k ~  
lolgen wi~rde, dab die Beziehung die Identit~t is~. Jade Projek-tivi~St, 
van der zwei vaneinander ent~ern~e Doppelpunkte bekannt sind, ist also 
normal. Die Definition der P~ospektivit~t kann abet erweitert warden. 

Def in i t ion .  Eine Ptospektivitdt ist eine normale Projektivit~t zweiter 
Stale, van de re in  einziger Doppelpunkt bekannt ist, 

5. Satz. Eine normale Pro~ektivitd~ zweiter Stu/e ist dutch ihve 
DerppePpunkte 0 und U "and da,~ Bild A'  ein6s van den Doppelpunktet~ 
ey,~]ernten Punktes eindeu~ig bestimmt. 

Beweis.  Wir be~raehten ers~ den Fall A ' o A .  Man kann l '  dutch 
0 (wenn nut  l'o)l) und S auilerhalb l und ~' beliebig w~hlen, und finclet 
S '  dulch eine einfaehe Konstruktion (vgl. fiir die BezeiehnangeU Abs. ~). 
Dal~ das Bild B '  eines yon O, U, A en~fernten Punktes B van der Wahl van 
l '  und S unabh~ingig ist, folgt unmit~elbar aus dam Involutionssatz (w 7, 1). 
Ist C e i n  Punkt, wofiir nicht bekannt ist Co~A, and sind C', C # die 
Bilder van C dutch zwd den u geniigende Frojeir~v~t~tea, 
so wiirde aus C'eo C" folgen C'eoA' oder G"~)A', also immer CmA 
(Abs. 1); dana ist aber C'a)C" unmSglieh, also C%C". Ebenso beweis~ 
man den Satz, wenn nleht bekannt is~ Ce~O oder Co)U. 

Wit nehmen jetzt an, dab nieh?; bekannt let AeoA'. Es soien /'1 
and F~ normale Projektivit~ten zweiter St.ufe mit denselben Doppelpunk~n, 
die A in A'  iiberfiihren; BeAn Punkt der Geraden, B', B"  sei~ae Bilder 
dutch F~ un4 Fe. Aus B'eoB" wiirde folgen B ' w B  oder B'QoB, z.B. 
B'~aB. Dana ist I~ van der Identit~.t entfernt, also A'e)A. Fiir diesen 
Fall ist sehon gezeigt warden B'zB";  die Annahme B ' ~ B "  ist daher 
ungereimt, also B~o B ". 

Def in i t ion .  Die narmale Projektivi~t zweiter Stufe mir den Doppel- 
punkten 0 mad U, we].ehe den van 0 und U ea~fern~en Punkt A in 
den ebenfalls van 0 und U en~fernten Prink% A'  iiberfiihr~, werde mit 
(AA'O ~ U ~) bezeiehnet. 

Die Prospek-tivitKt (AA'O ~ 0 "z) werde kurz mit (AA 'O  e) bezeAehae~. 
Ein Sonderfall des vorigen ist tier 
Satz.  Eine ProspektivitSt ist dutch ihren Doppekpunk~ und das Bild 

eines yon dem Doppe~punkt ent]ern~en Punktes eindeutig bestimmt. 
{i. Wit wollen bisweilen aueh solche Projektivit~ten zweiter Ssufe 

( A A ' O ~ U ~) betraehten, fiir w elehe A e~ O , U, abet nieht notwendig A r O. 
Eine solehe wird milreis tier in "~ beschriebenen Konstruk4ion hergestel[~; 
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man mu$ fordern ~'o~ t; ~q~o l,  l', abet nicht S ' ~  l'. Die Transformation 
ist dutch die Wahl von O, U, A, A '  eindeutig bestimmt. Denn sind 
B', B"  Bilder yon B (B (o U) bei verschiedener Wahl von I t und S, so 
wiirde aus B'eo B"  ~olgen B'o~ 0 oder B'~e) O, und da~aus leicht A'o~ 0 ; 
dann ist B'coB" aber ungereimt (5). Es sind nut die Bilder der yon U 
ent~ernten Punkte bestimmt. 

Der bier betrachtete Fali wird im folgenden ausgeschlosseu, aus- 
genommen an den S~ellen, wo yon einer vielteicht ausaxtenden Projek~ 
~ivi~t die Rede ist. 

7. Satz. Wenn bei zwei norm~len Pro~e&tivitSten swelter Stu]e die 
Bikter eines Pun~tes voneinande~ ent/ernt sind, so lfeqen die Bftder eines 
beliebigen PunkCes, der yon den Do~ppel~punkte~t e~t/ernt ist, voneinandex 
ent/ernt. 

Beweis.  Man kann zur Kons~ruktion der Projektivi~,ten s and F e 
diese]be Gerade l" uncl denselben Punkt S benutzen. Is t  S '  das zweitc 
Projektionszentrum ffir s S"  ifir F.., so gibt wiederholte Anweudung 
yon w 2, 2 S'c~ 8" ; daraus folgt die Behaupttmg. 

Man kann also die Beziehungen eo und ~ zwisehen normaten Projek- 
tivit/~ten zweiter Stufe mit denselben Doppelpunk~en so fes~setzen, dal] 
sie iibereinstimmen mit denje'nigen zwlschen den Bildern eines yon den 
Doppelptmkten ent~ernten Punktes. Die Spezies dieser Projek~[vi~ten is~ 
dann das eineindeugige Bild yon der Spezies der yon den Doppelpunkten 
snt[ernt~n Punkte tier Geraden. 

8. Satz.  Die (vielleicht ausartenden) normalen Pro]ektivitSten zweiter 
Stu/e mit gegebenen Doppelpunkten bilden eine Gruvpe. 

Beweis.  Die Beziehung (EAO~'U ~) fiihre B in C fiber (E, B(oO, U; 
Ae, U). ( E B O e U  ~) entstehe, indem man die Punkce yon I aus S a u f  
die Gerade I '  dutch 0 und aus S '  auf 1 zuriiekprojiziert. Zur Konstruk- 
#ion yon [ E A O ~ U  ~) kann man zuerst aus S r au~ l '  projizieren and das 
~weite Projek/~ionszentrom S"  duroh Kons*ruk~ion besfimmen. Die aus 
(~ A Ou U ~) unel ( E B O~ U ~) zusammengeset~e Transformation engstehr 
durch Projek~ion aus S a u f  l '  und aus S"  zuriiek auf l; sie f~ll~ also 
mit ( E C O~ U ~} zusammen. 

Es se~ je~z~ nicht bekannt B o~ O- Fiir emen yon U entfern~en Punk~ P 
sci Q der Bildpunk~ dutch (EBO'~U~), ebenso P '  tier Bildpunln~ yon 
dutch (EAO~U ~) und P "  yon P dutch (ECO~U=). Aus P'~oP" wiirde 
folgen entweder P'~oO oder P"~oO, und daraus einf~ch B~.~O, was un- 
geteimt is~. Also P'~ P".  

Def in i t ion .  Die aus ( EA  O~ ~ )  und ( E B  O~U s) zusammengesef~e 
Projektivit~t wercle mit ( E A 0 ~" U~ ) �9 ( E B 0 e U ~) bezeiclmet. 
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9. Satz. Die Zusammen,~e~zung der Projelaivitd~en zweiter Stu/e (8) 
ist assoziatlv. 

Beweis. Es seien (EA 0 ~ U~), ( E B  O: U'~), (ECO ~ U ~) (vielleicht 
~usartende) normale Projektivi~ten zweiter Stufe. Wir setzen 

(EAO~U ~ 1 7 6  (EDO~U~ 
( E D  0 ~ US) �9 (E CO s U") = ( E E O :  U:), 
(EB 0" V: ) .  (~  CO ~ C ~) = (EC 0 8 Us),  

EA O" U~). ( e  C 0 ~ U ~ = (E F' O: U:); 

( E B O ' U  ~) tiihrt C in G fiber; (FfAO~U ~) G in E', also (EDO~U *) 
C in 2"; (EDO~'U e) fillet abet aueh C in f fiber, also F a F ' .  

10. Satz. Aus AeoB u.nd CcoO foot 

(EA 0 "~ US). (E C 0 e U s) co ( E B  0 ~ U'~). (E C 0 8 U "~) 

and (ECO~U~ 

Beweis. Ersteres folgt aus 7; das andere aus der Eindeutigkeit yon 
(ECO~U ~) (1~. 

w 

Die zentrale Kollineation. 

1. Die ebene zentrale l(ollineation ( AA'OO'I ~) wird bestimmt duroh 
das Zentrum O, die Achse l and das Bild A' yon A; A und A' miissen 
yon O und t entfernt sein und altI einer Geraden dutch O liegen. Ei~ 
Punkt B au~erhalb OA wird aus A auf 1 lind aus A" wieder auf OB 
projiziert; so ergibt sieh das Bild B'. 

~. Satz. Liegt B auflerhalb l u n d  OA u~d isl J~' da* Bild yon 
B ]iir (AA'O~I~), so /allen die Bilder eines Punktes P auflerhalb OA 
und OB ]iir (AA'O'~I ~ und (BB'O~I  "~) zusammen. 

Beweis. Wit setzea erst voralm A~)A'. Es ist klax, dal~ (BB'O~I ~) 
A in A' iiberiiihrt. Liegt nun der Punk~ P aut~erhalb OA, OB, AB 
und l, lind ist P '  sein Bild dutch (AA'Oel~), so ergib~ der erste Satz 
yon Desargues, da~ B P  und B ' P '  sick a u I l  schneiden. 

I~t niebt bekannt, da$ PcoAB,  and ist P" das Bild yon P clur~ 
(BB'O:I~),  so wiirde die Annahme P'eaP" ergeben, dad~ entweder P' 
oder P" aul~e~ha|b A ' B '  1/ige (denn O r A'B ' ) ,  and daraus, cla[~ P fuller- 
hath A B  1gge, was ungereim~ ist, also P%P" .  

Ist nica~t bekann~ Peo 1, haben P '  und P "  dieselbe Bedeu~ung ~de 
oben und ist S der Sehnitt-punkt yon A P  mJ* l, T v o n  B P  mit l, so 
wiirde fats P ' w P "  folgen P'o~S oder P"eoT oder S~T; aus je&r 
Alternative fotgt leith* Peel,  also die AbsurdiSt yon P ' o  P". 
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Ist  .4 o -4 '  nicht bekann~ and haben P, P', pt, dieselbe .Bedeuttmg 
wie oben, so wiirde aus P' co P" folgen P~o P' oder Pm P". Aus ersterem 
folgt A~oA t und aus dem zweitsn BOB' ,  also wieder Ao~A', was abet 
ungereimt ist. 

Der Satz ist nun atlgemein bewiesen. 

D e f i n i t i o n .  Da~ Bild flit (A.4'  0 ~ l~) eines Punk~es, yon dem nieh~ 
bekannt ist, dab or aul]erhaIb OA liegt~ f~llt zusammen mit dem Bild 
dutch (BB'O*I~), we B ein Punkt au~erha]b OA und B '  sein Bild 
dutch (AA" O'-'[ z) ist. 

Aus dem Vorhergehenden ~olgt, da~ das so definierte Bild yon der 
Wahl yea B nicht abhiingt. Die Kollineation (AA'O~'I ~) ist nun be- 
sbimmt fiir alle Punkte, die von 0 entfernt shad. Naeh w 8, 1 ist sie 
eine eineindeutige Beziehung der Ebene auf sieh sell)st. 

3. Sa tz .  Die Bilder der Punkte einer Geradea dutch (AA'O~I ~) 
lieoen, aoweit sie de/iniert si~w~ wieder au/ einer Geraden. 

B e w ei s. Wean O und l yon der Geraden p entfernt sind, kann man 
nacb 2 (lie Rolle yon A von einem Punkr yon p iibernehmen lawson; der 
Satz ist darm ohne weiteres klar; auah dal~ 0 auf~erhalb der Bildgeraden 
hegt. Far eine Gerade, yon der nieht bekannt ist, ob 0 yon ihr enVfernr 
ist, bewelsen wit ihn wie folgt. Wit w~hlen auf p die yon O entfernten 
Punkte L,  M, N, so dal~ L o  M; bildeten die Bilder L', M', N' ein Drei- 
e~k, so l~ge 0 auSerhalb einer SeRe (w 2, 5), z. B. ]b' M'; L'M' entsprieht 
dann in (A'AO~I ~') der Geraden L M =  p, so dall 0 aullerhalb p liegen 
wiirde, was zu einer Ungereimtheit fiihrt. 

Ist  schliel]lich p eo 1 nieht bekannt, so wiirde (mit denselben Bezeieh. 
nnngen wit oben), wenn L', M', N' ein Dreieck bildeten, eine der Eeken, 
z.B. L', auaerhalb 1 fallen, also L o l, also p o l, was nngereimt ist. 

4. Ffir den Punkt X soi X eo 0 nich~ bekaant. Wit legen dutch X 
eine Gerade p, die von I u n d  0 A ent.fern~ ist (das ist teicht zn maehen 
rai~ Hilfe yon w 2, 3), projizieren X aus A anf 1 und aus A '  zuriick aaf 
das Bild p '  yon p; so ents~ah$ alas Bild X '  yon X. Zwei Bilder yon X, 
mit verscJfiedenex WahI yon p konstruierts kSmuen nich~ voneinander en~- 
lernt sein, da dalm tines von beiden, also aueh X, yon 0 entfemt seha 
mii{~te. 

De~ Satz 3 bleibt auch bei dieser neuen Definition giiltig. 

5. Aus dem Satz 3 folgt, da~ die zent~ale Kotlineation eine Psojek- 
tivit~t zweiter S'hffe zwischen den Punk~en einer Oeraden wieder in eine 
derartige Beziehung zwischen den Bitdpunkten auf der Bildgeraden trans- 
hrraiert. Ebenso wird eine zentrate Kotlineation in eine ~entrsle Kolli- 
neation traasformier~. Da~ gib~ welter den ~' 
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Sa tz. Projizier~ ma~ die Punl~e eider Geraden 1 au] eine Gerade l', 
die dureh den P~nl~ 0 yon l geht und mit 1 in der Ebene tz liegt, aus 
dem Pun~ P, der in a auflertu~lb l ~nd t '  liege, so werden die Pro. 
~ektivit~en zweiter Stu/e au] 1 i~* devartige Beziehungen au] l '  trans. 
]ormiert. 

Denn dis dutch dis Projektion vermi~telte Be~iehung zwiseh6n tund  
l' is~ eathMten in e'mer zentralen Kollinea~ion mit P als ZentTum aad 
P O a l s  Achse. 

6. Rdumliche zentrale Kollineation. 

Eine ra:umllche zent~'ale Kol~'neation ( A A ' O : a  "~) wird bestimrat 
durch die iuvariante Bbene r das Zentrum 0 and das ]~i]d A'  von A; 
A uad A'  miissen yon 0 uncl ~ entfernt and aaf eAner Geraden dareh 
O liegen. Is t  B ein Pankt aal3erhalb OA und ~, so f~illt in tier Ebene 
O A B  die Beziehung ( A A ' O : C  ") zusazamen mit (AA'O~IU), we $ die 
Schnitt.gerade dieser Ebene re.it a is~. Ist  B '  das Bild yon B,  so be- 
weAst man vSllig wie beA der ebenen zentralen Kollineation, da/~ die 
Bilder yon jedem Paukt au~erhalb OA und O B  duroh (AA 'O~g  ~) und 
(2~ B '  0 ~ a ~') z~tsammenfallen. Dies gibt uus wieder das Mit~el, (AA" 0 ~ ~ )  
auszudehnen auf Puukte, yea denen nioht bekannt ist, daft sie aufierhalb 
0 A liegen. 

7. Yach 3 liegen die Bilder der P a n ~ e  eAner Geraden, die in einer 
Ebene dutch O liegt, wiedex ans eAaex Geraden; arts der Definition der 
Ebene geht also horvor, d~rg die Bilder der Punk~ einer Ebene, yon der 
O entiernt ist, in einer Ebene liogen. Fiir eine Ebene, yon der nieh~ 
bekannt ist, ob 0 yon ihr entfernt is#;, wird dieser Satz bewiesen wie in 
3 der analoge Satz. 

8. Um das Bild eines Punk~tes X zu definieren, yon dem Xco 0 
nieht bekannt ist~ legen wit dureh X die Ebene fl, aul~erhalb welcher A 
li%~t (w 4, 5). Wir projizieren X aus A auf e und aus A '  zuriiek aaf 
das Bild fl' yon ~, wodureh das Bild X '  entsteht. Da$ X '  eAndeutig 
bestlmmt ist, beweist man wie in 4. 

9. Man kann die zen*rale Kollineation aueh definieren, wenn A'e,)O 
oder A ' w a  nieht bekannt is~; ~vir verfolgen nut den ersten Fall. Di~ 
Definition bleibt dieselbe wie in 6; das Bild von P ist aber nut dan~ 
bes~immt, wenn P e n .  Der Satz aus 7 bleibt riehtig, dema (mit  einer 
analogen Bezeiehnung wie in 2 ) P ' o ~ P "  erg/ibe P'eoO oder p"coO, 
also A'eoO. Das Bild P '  yon P wird, wenn PcoO aieh~ beka~nt ist, 
folgeadermal~n konstruiert. .~an ziohe dutch P die Orerade m, die vo~ 
O A  entfernt ist and ~ in S Vrifft; Q sea eia Punkt w n  m, de~ yon 0 
und S entfernt sei und Q' sein Bild. ~ Q '  ist das Bild rn,' yon m. 
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Nun projlziere man P a u s  A auf a und aus A '  variick auf m'; dann 
ergibt sioh P ' .  

Zeig~ sieh sp~ter dab PcoO, so bleibt  diese Konstraktioa richtig. 

Wenn nieht anders gesag~, setzen wir bsi der zent~alen Kollineation 
(AA' O~ a ~) v o r a ~  A'wO,  A'eoa. 

10. 8 a t z .  Die auch vletlsicht auaartenden zen~ralen Kollineationen 
rail gegebenen Zen~rum and Doppelebens bilden sine Grippe. 

B e w e i s .  Die Transformation, die durch Zusammenset~mag aus zwei 
nieh~ ausa~enden zentralen Kollineationen mi t  dem Zentxum O und der 
Doppelebene a entsteht,  fiihrt jede Gerade l, die yon O and a entiernt  
ist, fiber in sine Gerade t', die durch den Sehnit~punkt yon 1 m i t a  geht 
and in tier Ebene O l liege, and jede andere Gerade wenigstens wieder in 
sine GeraAe. Daratts ergibt sieh leicht, dag tier Bildpunkt sines belie- 
bigen Punktes naeh den Vorsehdf~eaa yon 6 gefuaden wird; die Trans- 
formation ist  atso sine zentrale Kollineation. 

Wean die Kollineationea aueh ausarte~a kSnnen, wird der ]3eweis in 
ana~eger Weiss e rg~=t  w~e in w 8, 8. 

w 10. 

Koordinaten auf  ger Geraden. 

1. kuf  der Geraden 1 setzen wit  die voneinander enttern~ea Purdc~ 
0 and U sin fiir aUemal feet and definieren die Addition d ~  thmkte 
durch die Festsetzung: Wenn (0 A U:).( O B U ~) = (0 U U ~) (w 8, 11, 8), 
ist. A +  B = C .  

Is t  nnch der t%nkt  E ,  der v~n 0 and U entfernt ist, fest.gelegt, so 
wird die Multiplikation definlert dnreh: 

Wenn (EAO~U~). (EBO~U~)=(ECO'U~) ,  ist A x B = =  U. 
~. Es ist zu zeigen, dag die Punk~te der Geraden bei diesen Fest- 

sef.zungen den Postulaten file einen nieh~kommutativen KSrper geniigen. 

Diese Postulate gab ida in ,Lineare Gleiehungen" w I in foiNender 
t;'or m : 

S 1 . a ~ b and a 5 = b sind umkehrbare Beziehmagen zwischen den 
Elementen a und b d e r  Spezies 2". 

S.~. INr  jedes Element a yon 2" gil t  a = a .  
S~. Die Beziehtmgen a = a and a 5= a sehliel~en sieh gegenseitig aus. 
S~. Wenn a 5= b magereimt is t ,  gil~ a = b. 
S~. Wenn zwisehen den Elementen a und b yon X die Beziehung 

a ~ b bes~eht, so gilt  ftir jedes Elemeng e yon X entweder a 5= e oder 
b + e ,  
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A 1 . Wenn a und b Elemente yon ~ shld, ist a -]- b ein Element 
yen -~. 

A~_. Aas a = c, b ~ d folg~ a -~-, b :  ~ -~ d. 
A a. (a-~-b)-~-c=a-~-(b--,  e). 
A,.  Aus x ~ y  folgt fiir jedes Element a yon ~ a ~ - x : ~ a - - y  

und x~-a~c~y-[-a.  
A~. ~" enth~ilt ein Element 0, wofiir 0 ~ 0 -  0. 
A~. Zu jedem Element a v o n  ~ kann ein Element ( - - a )  bestimrnt 

werden derart, da~ a ~ (--  a)  = 0. 
M~. Wenn a m~d b Elemente yon 2 sind, ist  a b ehl Element 

yon Z .  
M_,. s  a ~ c ,  b ~ d  folgt a b ~ e d .  
MA~. a(b-  c ) = a b - ~ a c .  
MA~. ( b ~ c ) a = b a - ~ c a .  
M z. ( a b ) e = a ( b c ) .  
M~. Aus x # y  lind a - ~ 0  folgt a x # a y  und x a # y a .  

�9 M~. 2," enth~lt ein Element 1, woffir 1 # 0 and 1 1 = 1. 
M,.  Zu jedem Element  a v o n  s  woliir a # 0, kann ein Element 

1 best immt werden, derart daJ~ a In ~ 1. a 
l~iir S 1 bis S 6 ergibt sieh der Beweis tmmit~elbar aus Axiom II. 

A~ und M 1 sind Folgen yon w 8; A.~ und M e yen w ~i und 6; A~ 
und M~ yon w 8, 9; A~ und M~ yon w 8, 10. 

Der Punk~ 0 hat  die Eigenschaft O ] O = O und ffir den Punkt B 
gilt E x E = E .  Wenu dureh (A 0 U ~') 0 in A '  iibergeht, ist A + A '  = 0;  
t m d w e a n A o ~ O  trod ( A E O ~ U  "~) ~iihr~ E i n A '  fiber, s o i s t A x A ' = E -  
Es slnd also A~, M~, Ar M, erfttllt. 

3. Es bleiben noeh MA~,~ zu beweisen iibrig. 

S a t z .  (MA, . )  

A x ( B + C ) = A ~ B - } - A x C .  

B e w e i s  : Es  sei 

B ~ - C = D ;  A x D = F ;  A x B ~ G ;  A x C ~ H ;  G ~ H = F ' .  

(EAO~'U ~) flihrt D in F, B in G, C in Hf ibe r .  I s t  nun Ao, O, so 
]:ann man diese Bezieh~mg so erweitern, da~ man eine zentxale Kollinea- 
tion erhiilt, die naeh w 9, 5 ( O B U  ~) in (OGU ~) iiberfiih~t. I)nrCh 
( O B U  ~) geht C in D fiber, also dutch (OGU "~) H i n  $', d .h .  ' 

I s t  A m O  nieht bekannt, so wii~de aus F w F '  entweder F o O  ode~ 
F ' w O  folgen. ~ o ~ 0  gibt AeoO (w  1); F ' w O  nach ,Lin.  GleieE" 
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w Sat~ ~1~1) O o O  oder H ~ O  und beide wieder naeh w 1 AeoO. 
AwO ist aber ungereimt, da dann F o $ "  sehon bewiesen ist. 

Satz .  (MA,..) 
( B @ C )  x A =  B x A + C x A .  

B e w e i s .  Wir nehmen erst an AcoO. Es sei 

B - C ~ . D ;  D x A ~ F ;  B x A = G ;  C x A = I t ;  G + H ~ - J F ' .  

Wir w~2a|en die Gerade l '  
C 

dutch O, so dab l'r wel- 
ter S attl~erhalb l u n d  1". 
S E mad S A tteffen l' in P 
rind Q. PC,  P B , P.D t~ef- 
fen S U  in S,, Be, $3 (s. die 
Figur). Dureh die zentrale 
Kollineation ( p Q 0 o- -~"-Ue) 
gehen E, B, C, D bzw. iiber 
inA,  G,H,.F.  NacJa w 9, 5 
fiihrt sie ( O B U  ~) iiber in 
(OGU~); dutch ( O B U  ~) 
geht C in D, also dareh 
(OGU "~) H i n  Fi iber ,  d .h .  
F = G  --  H ~ . F ' .  

[sr co O nicht bekannt, 
mad nehmen wir einen Augen- 
bliek Fco ff '  an, so folgt 
F~o0 oder F ' coO.  Fo~O 
ergib~ unmitCelbar A co 0 ; 
-~'~, 0 gibt G e e  oder Hco 0 
.(~Lin. Gleieh." w 1, ~/) und 
beide geben wieder A co 0 ,  
wa~ zu einer Ungereimtheit 
fiitL~. 

4. Die yon U entfernten 
Pankte der Geraden'bilden 5'1 
jetzt einen niehtkommutati- Fig. 11. 
Yen K~rper. Will man auoh 
die Fundamentalpunkte O , U , E  angeben, so nennt man das mit dem 
Punkt A korrespondierende Element dieses KSrpexs die Koordinate yon A 
iabezag anf alas System E O U  uad bezeichnet es mi~(ABOU) .  B heil~t 

~t) Dieser Satz ist ohne Benutzung yon MA~ oder ~ bewieeen. 
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F_r:'vd:eitspunk~ 0 J)[ullpunlr U U~nd]ichkeit.spu,r~ dies Systems. ]:tie 
Koordinate ist also niehts anderes als der Punkt A selbst, in bestiramter 
Weise auf die Fuadamentalpunkte bezogen. 

0 und U halteu wit vorli4ufig lest. E kann dareh eiaeaa bdiebig~a, 
yon 0 und U entfernten Punkt F dec Geraclen ersetzt werden mittels der 

Definit ion.  Geht F darch (EAO~U ~) fiber in B, so ist (AEOU) 
=(B FOU). FolgIieh ist (BFOU)~:(FEOU)=(BEOU). 

5. Es sind jetzt die Koordiuate~lsysteme auf verschiedenen Geraden 
dutch 0 atlieinander zu beTAehen. Zu dem Zweck legen wit dutch U die 
Ebene ~, yon welcher O entferut ist. Auf jeder Geraclen m dutch 0 wiihlen 
wit 0 ale Nullpunkt, den Schnittpunkt yon m m i t  a als Unendlieh!~eits- 
ptmkt des Koordinatensystems. Vom Eir~heitspenkt wird selbstverstandlieh 
immer vorausgesetzt, dal~ er yon 0 und a ent~ernt ist. 

Definit ion.  Wenn die (auch vielleicht ausarte~de) zentra]e Kol- 
lineation (EAOe~ ~) F ~n B iiberfiil~t, ist (AEOU) = (B FOV). Liegt 
alas BiId von F dureh (EAO:er ~') yon B entfern~, so ist (AEOU) 
+(B~'OV). 

In dieser Definition ist die vorige (~) enthakeu. 

Zu jedem Punkt 0 auf 017 kann man D auf 0 U bestimmen, so da[~ 
(CFO V) = (DEO U). Wir defiaieren weiter: 

(AEOU) +(CFOV) = (AEOU) + (DEO U). 

Es ist ~'a zeigen, daI~ bei diesen Definitionen die Postulate flit einen 
niehtkommutativen KSrpec giil~ig bleibeu. Der Beweis bietet ntu" einige 
Sehwierigkeit fiir S~, A~ and M~. 

Satz. (S~.) Liegt A au/ OU, B au] 017, C au/ OW, alle aufier- 
hedb ~, so ]olgt aus (AEO U) ~= (BEO V) entweder (AEOU) + (CGOW) 
oder (BFOV)+(CGO W). 

Beweis. Wit bestimmen B' uud G' aaf OU so, dal~ f'.B~EOU) 
=(BFOV) and (C'EOU)=(CGOW); nun ist B'toA, also C ~oB 
oder C' ~)A, woraus man mittels der letzten Definition leicht den Sa~ 
folgert. 

Satz. (A~.) A~s (AEOU)=(C.FOF) und (BEOU)=(DFOV) 

(A ~ 0  V) + (B~O U) = (VFO V) + (D FO V). 

(Wenn dieser Satz bewiesen ist, ist die allgemeine G'filtigkeit des 
Pos~ulats leieht eSnzusehen.) 

Beweis,  Wir set~e~ mlemt voraus UwV. Es se~ A + B ~ P ;  
C+ D ~ Q ,  -also (OAU ~) fiitart B in P uucl (OCV ~) ffihta D in 
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fiber. Durch (EAO~r geht F in C iibex, also wenn S der Schnitt- 
punkt yon E F  m i t a  is~, liegt U auf SA; ebanso llegt D auf S B .  
Dutch Projlziezun aus/~ auf OV geht (OAU ~) iiber in (OOV ~) (w 9, "~), 
~tso P in Q. Folglieh liegt Q auf S P ,  d .h .  dutch (EPO~e: ~) geht F in 
Q iiber, also (PEOU)~(QFOV) .  

Ist  Uco V nieht bekannt, so ziehen wir die Gerade OW, yon OU 
mud 0 V entfernt, usw. 

Satz .  (M.~.) Aus (AEOU)= (OFOV) uud (BEOU)= (DzvOV) 
/obdt 

(AEO U) x ( B E O U )  = (CFOV) x (DFOV). 

Beweis.  E s s e i  A x B ~ P; C x D ~ Q. Dann entsteht die (aueh 
vielleieht ausartende) zen~rate Koltineation (EPOO'a ~) dutch Kompoaition 
aus (EAO~a "')und (EBO~ae); (FQO~g e) ebenso aus (FCO~a ~) und 
(FDOO'a~); da beide Komponenten gleich sind, is?: auch (EPO~a ~) 
= (y  Q O 3 ~ ) .  

w 

Koordinaten in der Ebene. 

1. Wit w:.iklen eia Fundamentaldreieek OUV und einen Einheits- 
~mnkt E au~e~halb dessen Seiten. Es sei P ein l~lnkt aui~erhalb UV; 
E~, P~ clio Projektionen yon E, P aus V mff 0 U; E.~, ~ diejenigea aus 
U auf OV. Wit bestlmmen die Koord~r~ten yon P im System EUVO 
als ein 1. VerhEltnis ~') dutch 

*~ : % : % =(PaE, OU): (P~E~OV) : 1, 

z~ + 0 kann beliebig gew/ihlt werden; dann tassen xa, x. z sleh bereohnen. 

Wenn Q(y~.) yon P(x~) en~fernt ist, lieg.t Q aullerhalb UP oder VP 
(w 2, 5), also P~ o~ Q~ oder P~ Q.:, d. h. 1 xl 1 1 x l 

also immer (x~)+ (y~). Umgekehrt: Aus (x~)=~(y~) iolgt nach ,Lineam 

~leieh." w  dab y~--y, x~#-O ( i = i  oder 2), also ~a ;~=~-  y~, 

also P, eoQ~ uud, da Po~UV, PeoQ. 
Wit haben also eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Ebeae aaf 

die analytische Ebene hergestetlt, soweit as Punkt~ aulierhalb UV beta4ff~. 
Der Bildpankt yon P werde immer mi~ P '  bezeichnet. 

2. G le iehung  tier Geraden.  (Naeh Vakden, lee. eir w I32.) Es sea 
1 eiae Oerade, au/]erhalb welcher O, U und V liegen= mad die UF" in T, 
OU in Gx, OV in G~ trifft; ferner sei P ein yon O and UV entfernter 
Puakt. Wit bestimmen p~ and P~ wie under 1 and bezeiehnen die Pro- 

~) ,Lm, G]ei~h. ~ w 2, 1. 
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jcktionen yon P~ und P aus T auf 0 U bzw. mit Q mad R. 0 P treffe 1 in 
G" und UV in L. Nun entsteht die Beziehung (OQU~), indem man 

a ~ ? q Z  

also 

\ 

/7. 'a 

arts V auf UP und aus T zuriiekproji. 
zier~; sie fiihr$ also Px in R fiber. 
Dann ist 

(P~a~OV)+(P~G~OU) 

=(QGaOU)+(P~G=OU) (w 
=(RG, OU) (w 

Fig. 12. 

=(PO'OL) (w 
Nach w 10, 4 ist noch 

1 l 

wenn (E~ G~ OU) = -- ,~ 1 }~ g e s ~ t  wire[ 

Segzt man ebenso (EnGnOV)= 
1 

1 x ~ 1 

Liegt P auf l, so ist ( P G ' O L ) = 1 ,  also 

und umgekehrf,. 
Liegt P au~erhalb l, so ist (PG'OL) + 1 ,  also 

trod umgekeh~*. L~tzteres gilt aue& dann. wenn P ~o 0 nich~ belmnnt, i~, 
Die Gleichung einer Oera~len durch U oder V l~Ll~t sich mi~helos aaf- 

schreibert; z.B. gilt fiir jeden yon V entfeznten Punkt einer Ger~len dur& 
V, aul~erhalb weleher U liegL 

1 1 
x-~ x~ ~ konst. ~ -- ~ ~ oder ~ x~ -+- ~a x s = 0. 

Solehe Geraden, yon denen nieht bek~nnt ist, ob sie einen der p~akt~ 
O, U, V enthalten, be~achten wit spM~r. 

3. Die Koord ina ten  der vorl~ufig ausgesohlossenen Punk~e- 
Es sei P ein Punkt, der yon U trod V entfernt ist, aber nieh~ aul~erha]b 
UV ~a liege~ brauaht. Wir zie3aen dnrch P die voneinmader en~fernt~ 
Get,lea p mad q so, dal~ O, U trod V aut~erhalb dieser Ger~len liegea 
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(dazu verbiade man P mi~ zwei Punkten, die bzw. auf OU trod OV so 
tiegen, dab sis yon O trod UV euffem~ sind), thro Bildgeraden p '  und q ' ,  
die naeh ~ zu besfimmen sind, treffen sioh in einem Punk,s P '  der nume- 
ralen Ebene, dessen Koordinaf~nverhrdtmis wit ouch P zaordnen. Die Bild- 
gexade l '  oiner Oeraden I dutch P geh~ dutch P ' .  Denn wenn P '  att~er- 
halb l' l~ge, wilrde l '  p '  and q' ~retfen in A'  trod B' ;  A '  odor P '  liog~ 
auSerhalb U'V' .  Wenn P ' ,  so liegt auch P aul3erhalb UV, was zu eirter 
Ungereimthei~ f/ihrt. Wena A'  und g '  au/~erhalb U ' V '  liegen, sind sis 
die Bilder der Punkte A and B aullerhalb UV, so dab l io uad q tre~en 
miiSte in A mad B augerhalb UV, was ungereimt ist. Dos Koozdinatea- 
vsrh/iltnis yon P ist also eindeutig bestimmt, und zugleich ersieht man, 
dal~ die Gleiehmag yon 1 ouch in P gilk 

SaSz. Au~h naeh Ein/iihrung dieser neuen Koordinaten ist die Be- 
ziehung der Ebene au] die numerale Ebene urakehrl~tr eindeuti 9, 

Beweia. Es is~ schon gezeigt worden, clal~ aus P(x,)(r Q(y,) folg~ 
(x~) ~ (y~) und umgekehrt. Es sol nan gegeben P(x~) co Q(Yi), w~hrond 
P und Q yon O,/7,  V en~fernt siad and folglich je auSerhatb zweier tier 
8eiven des Dreiecks U V W  liegon (w 2, 5), so dal] es immer sine Seit.o 
gibe, aul3orhatb welchor P and Q liegea. Ffir den Fall, da~ diese UV 
ist, is~ der Satz in 1 bewiesen. Ist sie 0 U, so wEhlen wit A aui 0 U, 
yon 0 and U entfemt. O, U, g liegen augerhalb A P und A Q, la) 
and A P t o A Q ,  also ouch die Bildgeraden A ' P '  and A'Q" sind von- 
einander en~fernt, so dal~ P'  o~ Q'. 

Lie~ P(p~) augerhalb der Geraden t, deren Gleichtmg naeh 2 ist 
Xx~$i=O,  so ist , S p i ~ + 0 .  Denn P liegt yon jedem Punk~ yon 
entfernt, also P '  yon jedem Punk~ von l ' ,  also naeh ,,Li~.Gteieh." w 
~p~$i@ = 0. kuoh die Resulfete yon 2 bleiben also riehtig. 

Die beiden Beweisfiihrangen sind fas~ unge24ndert umkehrbar. 

4. Es sei 1 sine Gerade, aullerhalb welcher U und V liegen, abet O 
vielleich~ nioht; T der Schnittpunkt yon l mi~ UV; A ein Pankt yon l, 
der yon 0 and T enffornt ist; C sin beliebiger Punkt yon l. Wit nehmen 
oinen Augenbliek an, dog die Bildpunkte A' ,  T ' ,  0 '  sin Dreieek bilden; 
dana folg~ aus C'~o T ' ,  dog G co T, also C liegt auflerhalb UV, ~,lso C" 
aa~erhalb U'  V'. U '  and V' liegen aailerhalb A'  T '  und C '  T ' ,  and 0 ~ 
att~rhalb einer dieser Geraden, z .B.  A ' T ' .  Dann ist A'T"  naeh 2 
Bild ,ter C~raden A T, also naeh ~ odor ~ li~gt ~ '  anf A'  T ' .  C '  o) A'  T '  

also angoreimt, d. h. C'liog# a u f A ' T ' ;  1 wird also dutch sine homo- 
gone re~htMineare Gleiehuag dargest~tlt. 

*el Ware nieht bekanng V~oAP and V~oAQ, so lggon (do Vo.P,Q) P mtd O 
an~erh~b U V. 



528 A. Hey~ng. 

5. Es sei welter me ine  Gerade, au~erhalb weleher V liegt, abez 
vie]leieht nicht; A der 8elmittp~mkt mit OF, B ein Punkt yon m, der 
and U und A entfernt liegt, C ein Punkt yon m, der yon U entfernt liegt. 
Nehmen wir an, dab A'B+G ' ein Dreieck ist, so liegt U auBerhalb A'B" 
oder A'C'  und V auBerhalb beider; wit k6nnen al~ eine Ungereimtheit, 
herleiten wie in 4. 

6. Der Satz, daft des Bitd einer Geraden, auBerhalb welcher V nicht 
zu liegen braueht, eine Gerade der nameralea Ebene ist, wird ebeeso 
ldeht bewiesea. 

7. Die Koordinat~a eines Punktes, der nicht yon U und V entfern~ 
zu liegen braueht, kSnnen jetzt each der Methode yon 3 bestimmt werden. 
Ebenso wie dort sieht man ein, dal~ die Resultate yon 1 and 2 giiltig 
bleiben. 

8. Die Beweise yon 1 his 6 kSnnen vereinfaeht werden, wenn man 
voraussetzt, dal~ es mehr sis drel voneinander entfernte Pm~kte auf eine~ 
Geraden gibt. Wit haben diese Vora~ssetzung nieht gemaeht, weft zwar 
der Fall, dab jede Gerade genau drei Punkte enthglt, trivial ist, nicht abet 
der Fall, daB aul einer Geraden drei voneinander entfernte Punkte bekann* 
sind, wghrend es nieht ausgeschlossen ist, dab es deren mehrere gibt. 

w 12. 

Koordinaten im Raum. 

1. Wit nehmen ein t~undamentaltetraeder 0 UVW und den Einhd~ 
punkt E auSerhalb seiner Ebenen. Es sei P einPunkt auBerhalb UVW; 
E,2, PI~ die Projektionen yon E, P aus W aaf OUV; El, P1 diejenigen 
aus VW auf OU; E~, Po: ans UW auf OF; E s, Ps arcs UV auf 0W. 
Die Koordinaten yon P im System EUVWO werden gegeben dutch des 
t. Verhaltnis 

x~: ~ , :  ~ : x~ = (P~E~O U ) :  (P~F, oOV): (P~OW): t .  
x~ :x~:x~ ~ind also die Koordiaaten yon P~ im System EUVO. 

Da~ diese Abbildung zwisehen dem Ream and dem numeralen Raum 
eineindeutig ist, zeigt sich wie in w 11, 1. 

2. Die Gleichung dvr s Es sei 0 eine Ebene, augerhalb weleher 
0~ U, V, W llegen; P ein Punkt, der yon OW uad UVW entfernt liegf. 
Neben denen aus 1 ffihren wit noeh die folgenden Bezei~nungen ei~: 

txifft O P, O P,~, O U, OF, O W bzw. in D, D ~,, D~ , D.., Ds; O P~s tnf~ 
UVin L; OPtrifft  UFWin M. Naeh w  ist 

(P~D~OU) + (P~D~O V) = (P~:D~O L); 

(PI~DvzO L) + (P, DsOW ) = (P D O M); 
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also 
(P~ D~ 0 U) + (P~ D~ 0 V) + (P~ D~ 0 W) = (P D 0 M). 

Zichen wit noch die Formel 

(P~D~O U) • ( i ) ~ , O  U) = (P ,~O U) "(w 10, 4) 
1 

heran und setzen wit (E1D ~ O U) = -- ~ ~, usw., so folgt 

1 . 1 , I . I 1 1 ~. x, Ca ~ "7- ~x~e~'~-[ + ~ x  a ~ ~, + (PDO M ) =  O. 

Somi~ ist 2 x ~  = 0 not- 
we~dig mad hinreichead, dami~ 
P in 6 liegt, mad ~ x~ $~ + O, 
daralt P aufierhalb 6 liegt. 

Ist  nicht beka~nt, dal~ P 
aul~erhalb O W liegt, aber ist 
P yon O eatfernt, so liegt P 
aul~erhalb 0 V, uad der obige 
P, eweis gilt naeh Vertausehuag 
yon VmJt W. Isb P~oO nJeh* 
bekannt, so lieg~ P ~u/~erhalb 
b (w176 3) trod x,~, 4= 0, also 
~x~4~:r oder Po)O. 

3. Da die Ausdehntmg auf 
die vorliiufig attsgesehlossenem 

iV 

x 

Fig. 1K 
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Ptmkte uud Ebenen analog ver]~iuft wie in w 11, wollen w~ diese nieht in 
Binzelheit~n ausfiihren. 

w 13. 

K o o r d i n a t e n t r a n s I  o r m ~ t i o n e n .  

1. Dieser Paragraph kniipft an die Abhandlung ,Lineare Glei- 
chmlgen" an. Wit besehr~inken uns auf den Fall n = 4. Vier PunkCe 
A(al), B(b~), C(c~), D (d~) in Tetrae6ertage bestimmen zu je d~eien die 
Ebenen .BC.D (_~xi$1= 0), ACD (.Zxirli= 0), A B D  ( _ ~ ' x ~ i = 0 ) ,  
ABC (~x~q~  = 0). Ztma beliebigen Punkt (x~) kann man 2, tt ,  r ,  e so 
bestimmen, dab x~ = 2 a~ + / ~  b~ + v e.~ + 0 d~ (,,Lin. Gleich." w 6, 5), also 

z, ~i = 2 _,~ a, ~ .  Da ~ a, ~ + 0 (,LJn. Gleiek" w 6, 7), folgt aus 2 ae 0, 
dag 2 x~ ~ + 0. Folglich ist tiir jedes 1. Verhgltads der x~ vines der erB~en 
glieder yon den Oleichtmgen der Ebenen yon 0 enffern~; dann kana maaa 
abet naeh ,Lin. Gteieh." w 5, Satz IF[ A , B ,  C,D so  permutieren, d a g  

! 
A = ~  . . . + o .  

1 
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Wit fiihren nun neue Koordinaten ein du~h  

(z) ~ = A ~ ~$~; x~ = .Zx~,h; ~ = Zz~r ~; = 2 7 x ~ .  

Satz.  Die Beziehungen des Zusammen/allens und dex Ent/eraun 9 
zwischen Punkten ~ind dieselben ]fir die neuen Koordinaten wie ]fir die 
urspr~nglichen. 

Der Beweis beruht auf den IdentitAt~n 

(2) Z ( x ~ -  eY~)$~ = x;  --  eY;, usw. 

Wenn x~=ey~ ( i = 1  . . . .  , 4 ) ,  ist z~=Oy~ ( i = 1 , . . , 4 ) .  Wem~ 
x~ ~ ~ y~ ( i  ~ 1 , . . . ,  4), so folg~, wegen • ~ 0, aus ,Lin. Gleieh." w 5, 
Sa~  IV, dal~ fiir keinen Index i ,  x~ -- ~ y~ =~ 0 sein kaan. -- Wean fiir 
jedes e fiir einen Index i ,  x ~  eY~ + 0, so ist nach ,Lin. Gleieh." w 5, 
Satz IV iiir einen Index k, x ~ -  ~y~ =4= 0. Wenn schlieBlieh fdr jedes L) 

Xl t fiir ein gewieses k, ~ - - 0 y ~ # 0 ,  so ist das erste GIied der be~reffenden 
Identi~t ,  also wenigste~s ein Term daraus, yon 0 entfernt. 

2. Aus (1) folgt das aquivalente System 

aus wel~hem sich naeheiaander x ~ , . . . ,  x~, und zwar nach ,Lin. GIeieh." 
w 4, 8 als homogene rech~s lineare Funktionen yon x~, . .., x~, berechner 
lassen. 

Man aieht jetzt leieht ein, daB, wean P(x~), Q(y~), R(z~) Punkte 
in Dzeieekslage sind, die Ebene P Q R  identiseh ist mi~ der Spezies d~t 
Pm~kte S ,  deren neue Koordinaten U~ in der Form u~=-2x~ '+~y~+~z~ 
darstellbar sin& W/~M~ man fiir p, Q, JR die Punkte A, B, G (1), so is~ 
die Gleiehung der Ebene in den neuen Koordinaten x~ ~ O; die GeomeSrie 
in einer Ebene a des JR~ is~ also eine zweidimensionale Geome~rie, i~ dex 
die Geraden die Schnitte yon ~ mit den yon a entfernten Ebenen sin& 
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3. Nachdem die Punk~e A, B ,  C, D (1) fest~eleg~ sind, kann man 
durch die Substitution 

sorgen, dag die Koordinaten eines Punkte's B(sl)  aul3erhalb der Tet~aeder- 
E4chen (1, 1, 1, 1) werden. 

4. Aualoge SS, t~e fiir die Ebene lie6en sieh jetzt leicht aussprechen 
and beweisen. Beziigllch 3 mui~ bemerk~ werden, da~ man flit E z. B. 
den Schnit~punkt yon BQ und OP (PaufAB, QaufAO} w~h|ea kann; 
dann wild P (1, 1, 0), Q (1, 0, 1). 

w 14. 

Der Satz yon Paseal. 

1. Wir geben diesen Satz zuerst in der engen _~assung: 

Liegen die Eckpmlkte elves 8echsecks abwevhselnd aui zwei sieh 
schneidenden Geraden und liegen diese EckTunkte voneinande~ und yore 
Schnitt~unkt der beiden Geraden entfemt, so liegen die Schnittrpunkte 
der Gegeaseiten auf einer Geraden. (Aus der Vorausset~tmg Iolgex~ man 
leicht, dab dlese Schni~puakte bestehen und voneinander entfernt sin&) 

Eine we/s i~aasung ist: 

Sind A, A' sowie B, B' und C, C '  Gegeneeken eines ebenea Sec~- 
ecks, yon denen A, B, C nnd A', B', C' je suf elner yon zwei vonein- 
ander entfernten Geraden (lurch O liegen, w~hrend B, C'~ A', B', G'o~O; 
As)B, G uad G'~oA', B', so best~hea die Schni~t~amxkte der Gegenseiten 
des Sechseeks and sie liegen atd einer Geraden. 

Satz.  Die we~tere Fassung des Satzes ]olgt aus der eng~ren. 
Beweis .  DaI~ die Schnitt- 

punkte tier Gegenseiten bestehen, 
Mgt aus AmA'B und AeoA'G 
und G ' o B ' O .  Es sei P der 
8dmittpunkt yon B C '  und B '  C; 
Qvon AC ' ,  A'C; R yon AB', 
A'B. Aus O'eo B'Cfolgr C'o~P, 
also PwC'A,  also PeoQ. Wit 
wollen nun eiaen Augenblick an- 
aahraen, es liege R aui~erhalb 

B P 

Fig. 14. 
PQ. Dram ergibt sich aas Qco/~ 
eatweder QeoA' oder RmA'; aus beiden folgt AeoO. Ferner ergib~s~eh 
aas QPeoQR 

35* 
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entweder QPeoA'C odor QReoA'C (w 5). 
P o A ' C ,  also B'(oA' .R~oA'C, also Be)C, 
and PeoC, also Pa~OC, und RcoA', also B'coA'. 
also PeoB, also BeaU, 

In beiden Fifllen sind alle Voraussetzungen des engeren Satzes erfiillt; 
es is~ also ungereimt, dab R aufierhalb PQ liege; R liegt also auf PQ 
(w 4, S). 

2. Der ~atz van Pazcat in der analytischea Geometric. 

Vahlen hat Mlgemein bewiesen, dal] in einsr Koordinatengeometrie 
der Safz van pascal iiquivalen~ ist mi~ tier kommutativen Eigensohaft der 
Maltiplikation (,Abstrakte Geometrle" II, Art. 83, 101). Der folgende 
Bewels ve~l~uft etwas einfacher und ist sine Anwendmlg unsorsr Desig. 
nantentheorie. 

Es seien zwei vanein~nder ent~ernte Gerade dutch 0 gegeben und auf 
jedex van diesen drei voneinander und van 0 entfernSe Pmakte A, B, C 
bzw. A~, BI, C1. Nsch w 13, 4 gibt es ein Koordinatensystem, wofiir die 
Koordinaten dieser Punkte die folgenden sind: 

0 (1 ,0 ,0 ) ;  A (1,0,1);  B (1,0, T); C (0,0,1);  

A~(O,I,O); B~(1,1, O); C~(1, q,O). ( p , q # O ,  1). 

Man finde?~ dann fiir die Koordinaten der Sehnit~puak~e: 

-van A B  1 mit A~B: ( 1 , 1 - - p , p ) ,  

,, A 0 1  ,, A~O: (O, - - q ,  1), 
,, B e 1  ~ B1C:  (q, q, q p - - p ) .  

Die Bediugung daffir, dal~ diese Punkee auf einer Ge~aden liegen, is~ 
nach ,~Lin. Oleich." w 6, 

I I l--lo p I 

iq q q P - - ~ i  
<- 

Wit multiolizierea die erste Rsihe links mi~ q and die erste Kololme 
(,,Lin. Gleieh." w 4, 1, 2). rechts mit 

A = ! 0  - - q  1 I" 

i q q P - - P l  
( 
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Wir subtrahieren die erate Reihe yon der letzten ( ,Ihn.  Gleich." w 4, 7). 

I 
I 1 q - - q P  qP i 

A - - q  I 0 1 i. 

0 F q p  - -  p 
( 

Hier subtrahieren wlr die erste Kolo~me, nac]a Maltiplikation mit 
bzw. (q - -  q p )  und q p  (links) yon der zweiten und dritten Kolonue (,Lin. 
Gleich." w 4, 7). 

I 0 0 

q P  
A ~ 0 --  q 1 ~ -- q 1 (,,Lin. G]eich." w 3, (5)). 

0 q p  - - p  , 

§ 1 1 
= -- p - -  q p ~ =  --  ( p q - -  q p ) ~ .  

Der Sa~z yon Pascal ist also iiqulvalent mit p q  ~ qp ,  wenn p ,  ~ =k 0 ,1 .  
l~iir alle Wert~ yon p , q  folgt aber auu p q - - q p = ~ O  sowohl p ~ 0  
als q=b0 ,  und, da p ( g - - 1 ) - - ( q - - 1 ) p = b O ,  auch q - - l = b 0 ;  ebenso 
p -- 1 ~r 0. Wenn der Sat~ yon Pascal gilt, ist also fiir alle Werte yon 
p ,q  unm5glich, dai] p q  ~ qp ,  also p q ~ q p.  

w 

Der Faudamentalsatz der projektiven Geometrie. 

Wit wollen noch den Bowels von Schur (Grandlagen der Geometrie 
w Nr. 17) einer Revision unterziehen. Zur Vereinfaohtmg nehmen wir 
bier und da mehr a/s drei, aber hSehstens fiinf, voneinander entfernte Punkte 
auf einer Geraden an. 

H i l f s s a t z  1. Eine Projel~ivi~t zweiter Stale, swischen zwei von- 
einander entfernten Gexaden t 1 und 1~, wolehe ent~teht, indem man d~e 

Punk~e yon 11 aus S x auf l~ und dann aus S~ auf l~ projiziort, ist eine 
Perspe&tivitat (:Projektivit~it erster S~ufe), wenn 1. z dureh den Schnittpunkt 
A yon l~ und l s geht. 

Beweis .  Naeh Definition der Projektivit~t muff vorausgesetzt werden 
lleal~; ~ lo~ lx ,  l~; j~eeol~,ls. Aul~erdem setzen wit vorl~ufig voralm 
l~ ~/1, 1~; S~ eo S~. Den SchnltVpunkt yon l~ mi~ S~ & bezeichnen wit 
mit p .  Sind /31, C1 Punkte yon /1, die voneinander und yon A mad P 
entfernt liegen, Bs, C z flare Bilder aul /s, ~o folgt unmittelbar aus dem 
erst~n Satz von Desargues, da~ B 1B s mad C, Cz sich schneiden in S 
auf S~ S~; $ liegt auBerlmlb 11 trod 1 s . Nun gil~ flit jeden Punkt D~ 
v~a/1, der yon A uttd P entfernt liegt, D l t o B  , odor D~eoG], z. l~. DawBl ;  
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ist dann D~ das Bild yon D1, so schneiden suck B~ B~ umt DID~ sick 
auf ~ql S~, also D~ D s gekt dureh N. Es sei welter E~ sin Punkt yon l~, 

~ig. 15. 
wie oben Ea and E~, so wiirde 

aus P.acoF~ folgeu Fso.~A odar F ~ o A  and aus beiden einfaah ~ o A .  

Wit lasson jatz~ die Voraussatzangen S~ ~o S~ und l, z co Z~ fallen. Wcnn 
wir B~ trod G' 1 auf/~ so bestimman, dalt sic voneinander und yon A ent- 
fernt liagsn, and B s, O~ hubert die obiga Bedeu~mlg, so treffen siah 
B~ B~ und (71 C~ in S sttl?~rhalb l: and l~. D~ sei sin Punkt yon l~, 
entfernt yon A; D s mad D 4 warden bestimmt wie oben. Nun ist entweder 
l~wl~ oder ~S~eol~ und entwadar S~coS~ oder S~col~; wit braucken nut 
den Fall S~ ~ol~ nooh zu betrach~en. Aus D~ o D~ wiirde nun folgen 
.D t D s co D~ D ~, also ~q~ r D s odal: S e eo D~ D ~. Aug dem ersten folgt 
D~c.oD x, also $~eo~; aus dem zwcir S=r also ~*oCx ,  also wieder 
1, col~; such liegt S~ aufarhalb S~C~ oder ,-q~Do, also S~r Fiir den 
Fall l~ eo/,1, S~ ~o S z ist aber schon D a o D ,  bawlesen, so da~ D a eo D~ zu 
einem Widersprueh fiihrt. 

Ein Punkt F~, waleher nicht yon A enffernt zu liegen braucht, wir~l 
behaadal~ win oben. 

Stat~ l~ o l~ kann man such die ~orderung t~ o~ l~ fallen lassan; das 
gibt einen analogen Beweis. 

H i l f s s a t z  2. l~iir die Konstr~ktion einer Projek~ivi~t zwai~er 8~ufe~ 
wie im tIilfssatz I umschrieban, kann l~ erse~zt werden dutch jede Ge- 
rude 1~, yon wdeher der Sehnittpunk~ O yon /1 and l s entfern~ ist uad 
deran Schnittpunkt mi~ l~ yon dam Bild des Schnitt-punktes mit  l, ent- 
farnt liagt. 

Beweis .  l~ ~reffe l~ in E~, 1 s in F s . AuSer den notwand]ge~ An- 

noeh voraus Loa la; Bz eo Da, wo D~ derjenige Punkt yon l~ is~, dessea 
Bihi mi~ dem 8ehnit~punk~ D~ yon L mi~ l s zusammaai/illt. Nun ti~g~ ~ 

dez nlck~ yon P entfernt 
liegcn brauehg; E s sei sein Bfld 
nnd E~ seine Projektion aus S 
auf l~. s  E 4 ~ E s wiirde fol- 
gem S~ E a r S E 4, also entweder 
S~ E~ o, S~ S~ oder ~ E, o~ S~ &; 
aus bciclen folg~ E L co p ,  also 
sin Widerspruch. Ist  sohlicglich 
F~ ein Punkt yon 1 t, der nictit 
won A entfernt zu liegen brauch% 
and bestimmen wit F~ and F~ 



Lutuitionist~ehe A~om~t~k der l~O~eki~ven Ge~metrie. 5 ~  

a~gerhalb StD a, also EtD#co81Dt und 8rinDs, also 8z liegt ~ai}er- 
halb EtDs; dJ_e letz~genannte Oerade nennen wlr 14. Die ProjelddvitJig 
zwischen l t ~md I z entsteht nun auch so: man projiziere die Punk~ voa 

au~ St suf t,; datm aus 8t auf t~; d a ~  aus 8~ auf l~. t, ,  !~, ~s 
gehen dutch einen 1Mukt und l 4 eo Is, also die Beziehtmg zw/schon Z~ trod l s 

B 

. . . .  ~7  

Fig. 16. 

ist eine Perspektivig~ig, deren Zentrum 8, augerhalb l~ und l s liegt (Hills- 
sara1). Da E~E~ durgh S~ geht, folg~ aus E ~ F s ,  dais 8, o ~ .  Die 
Proj~kgivif~g zwischen 1 t u n d  l s outsteht nun auch so: man projiziere die 
Punlrbe yon /1 aus 8 t auf 1~, dann aus 8,  au~ I.~, dana aus 8~ auf l a. 
Dabei ist, wieder nach Hilfssa~z 1, die Beziehung zw~chen l 1 tu~d l~ eine 
Perspektivit~% w. z. b. w. 

Wir lassen nun die Annahme J~t e~ fallen; dann w~ihlen wit H~ 
auf 1 t so, d~B H t eo O, D x , E t lind G~ auf l s so, da~ a ,  eo O, E s , / ~  ; dann 
kSnnen wit erst ls dutch H 1 G~ elrsetzen und nachher (d~ Et co ]/1, ~a) 
H t a:, dutch l~. 

Wit m/issen uns nut  nooh yon der Voraussetmmg l~ eg/~ freimaohen, 
Ist diese nicht erhSllt, so ist doch bek~nnt ls ~o l~ und man kann, yon x~ 
start yon E~ ausgehend, den Beweis in analoger We2se wie oben zu Ends 
fiJhren, 

H i l f s s a t z  3. Jode Proje~iv i~t  drifter Stale ~ i s ehen  zwei yon- 
dra~nder ear 'staten Oaradon derselben Ebene fMlt mir einer Projektivit~t 
zweiter Stufe zusammen. 

Beweis .  Die Projektlvi~t dri~er Sttde s n ~ h t ,  indem mrm die 
Punk~ yon 1 a naeheina~der aus 8~ auf l~, .aus 8 s aaf /~, ~ s  8 s suf l~ 
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projizier~. ~tleo~,l~;  S~oJl~,/~; ~8co~,/+; ~ cozy. Wit  ziehen die Ge- 
rade /~, von weJ~he~ $1, /3,  I+ enCfernt sind, und p~oji~ieren di~ Punkt~ 
von 11 erst aus S~ auf Lo, dann aus S~ auf l.~, Nach Hilfssatz 2 kann man 
fiir die Konstruktion der Beziehung zwischen /~ and l~, L. ersetzen durch 
eine Gerade t~, yon welcher 16 mad die Schnitt~punkte von l~ mi t  1 s und i+ 
eatferat  shad. Die Pankte yon l 1 werden also nacheinander an/  15, is, lz, l~ 
projiziert. Nun orset~ea wit 1 s dttrch eine Gerade/7, die dutch den Setmi~-t~ 
punkt  yon 1.~ trod l+ geht,  aber von weleher die Schni~tpunkte yon 1t, l~,l, 
mic l~ entfernt liegen. Da nun l~, l 6, 17 dutch einen Punkt  gehen, ist 
die Beziehung zwiaahea l~ und 17 eine Ferspektivit/i~. Endiieh ersetzen 
wit l+ dureh eine Gerade l~, dutch den Sctmlttpunkt yon l 7 mi~ 1+; dann 
ist die Beziehuug zwise~ea /~ uncl l~ eme Perspektivit~t; die Projet~iv~t~t. 
zwisehea l t and l~ also zweSter Stufe. 

H i l f s s a ~ z  4. 5ede Projek~vitKt zwisehen zwei voneinander entfernten 
Geraden derselben Ebene f/iltt mi~ einer Projektivit~it zweiter S~ufe ~a- 
s a n ~ T n e l L  

Beweis .  Die Projekt ivi~t  sei gegeben dutch 

(d.h.  die Punkte yon It werden pro~iziert aus S~ au:[ l: usw.), l.~eol~ 
odor l~wl ,+l ;  im le~z~en Fall ist lzeol, ~ odor lzo:,l,,+l; so wei~ergehend 
er_h~It man immer Z, co~+ t (p  ~ n3. Nun best~ht entweder l~_~ oder/~:s;  
wit nehmen das erste an. l~_~ +o l~ odor t~_, eo l~§ n~eh tIitfssatz 3 
kann im let~tea Fall die Stale der Projektivit~t um 1 herabgesetz~ werdem 
Im  ersten Fall maB untereneht werden, ob l~_ z odor l~+~ besteht. Besteht 
t~+e, 8o e~set, zea wit l~_ x nae]~ Hil~ss~tzz 2 dutch eino yon t~+~ en~;ferutO 
Gerade. Besteht l~_ a, so anterscheiden wir, ob lr_ ~ eo lv+ x odor l~_, a, i f  
Im ersten F~ll ersetzen wit l~ dutch eine yon l~_ s oatiernte Gerade; 
im zweiten ist lv_ s ~o l~_, odor l~_~ ~ i v. Im  ers~en dieser F~lle ersetzen 
wit Iv_ ~ dareh eine yon l~+~ entfernte Gerade. Wit  erhal~ea also jeden- 
falls eine ProjektivitKt dritter Stufe zwizehen zwei voneinander ent+fernten 
Oeraden, die naeh Hilfssatz 3 mJ~ einer Projelrtivit~it zweiter S~ufe zu- 
sammenfall t .  

H i l f s s a t z  5. Eine Projektivit~t zwisehea zwei voaeinander entfernten 
Oeraden is~ eine Perspektivit~t, wenn der Sehni~punkt  tier Geraden mi~ 
seinem Bitd zusammenfgltt.  

Beweis .~ Naeh HiE~sa~ ~ tgllt die Projektivit/it mtsammen mi t  einer 
Projektivit/i~ zweiter Stufe, welehe wit  mit  l t z(S~ ) 1 e ~t(S~) l~ be~eichnen- 
8chur gibt zwei verschiedene Beweise, die gelten, der eine, wenn g~ dutch 
den SehniV~punkg yon/1  und l~ gehg, der anclere~ wean dieser Pank~ con t+ 
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sntfernt ist. Nut im zweiten Fail wird de~ Pascalsche Sat~ gebraueh~. 
Daz alias bleib~ auzh flit unz riehtig; wagon der Zerteg~ng in ~wei t~glle, 
yon denen nicht imme~ einer erfiillC zu sein b~aueh~, ist der Satz abet 
nichg allgemein bewiesen. Man kann abez immer den zweiten Fall edaalten, 
iudem man na~h Hilfssa~z 2 l~ ersetzt dutch eme Oe~ade l~, von weh~her 
der Svhnittpm~kt A x yon 

und l s ent~[e~nt ist und Az/k 
welche diese Geraden b~v. 
i~ P~ mad ~ ~ifft. Wit 
~dern die Bezeiclmtmg so, 
d ~  die neue Entstehtmgs- 
weiss det Pzojektivitiit jet~t / / r  
/tz(N~) l~ z~ (S~)/aheiBt; insbe- 

ggge nun S., aullerhalb 
~ A~, so folgte dara~  einfach A~ ~ 
A~o~A~ gegen die Voraus- Fig. 17. 
setzung; S~ liegt also auf 

Wit wiihlen nan B, ~u[ 1~ so dab B~eoA~; B,=(S~)B~z~(S~)B~. Da~ 
8echseek A 1 P.~ S. a B~ ~ Q~ erffill~ alia Voraussetzlnagen flu: den Sat~ yon 
Pascal in seiner weiten Fassung (denn A1, SI, N,,B~,P~,Q~eoA~; 
AIeoSt, S~;Q~o~B.2, P ~ oder P~o)B~,Q~), also B 1 and B~ liegen mit  
dam Sehnit~punkt S yon S 1 Qe trod S~ P~ iu einer Geraden. Da S niche 
voa dot Wahl yon B~ a bNingg, isg die Beziehung zwischen B 1 und B~ 
e~e Perspe~ivit~t. 

Isg O 1 ~in Punkt yon l~, din: nicht yon A~ entfernt zu liegen braucht, 
08 sein Bild wie B z yon B1, C~ die'Projektion yon C~ aus N au/ l~, 
so isg 03 eo C~ tmgereim~, da sowohI aus C s to A~ ale aus C a eo A~ Iolgen 

F u n d a m e n t a l s a t z  de r  p r o j e k t i v e n  Geomet r i c .  Eine Projek- 
tivit~.t zwischen zwei voneinander enffernten Geraden dersedben ~bene ist 
eindeu~ig bostimmt dutch die Bilder yon dxei voneinander en~fernten 
Pmakten. 

Beweis.  Die Bilde~ der voneinmader eatfemten Punk,s A t, B~, 6'~ 

~d  l~ entfernt s in< gi]~ der Beweis yon Sehur. Es sei n~alich 4=AzBz; 
S t tier Setmittvtmkt yon B~ B s trod C x C~; ~q, derienige yon A x As uad O~ C~; 
~ liegg O aul~erhalb L; Nteol ~, l~; S~ml~,l~. 

Di~ Begiehung l~:~(S~)l~(S.z)lz ergibt ~ den P ~ .  Px yon la: 
P~n(S~)P~n(N,)N;  die gegebene Projek~ivitgt f~rre P~ in P~ iiber. 
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Dutch Projektion yon As~ Bs~ Ca, P~ arts S s anf l~ erh~ilt man As, B~, C~, P~. 
Die so entstaudene Projektivit~t zwischen 11 und ts J[~llt, da A 1 mit 

g 

Fig. I8. 

seJnem Bild zusammenf~kUt, 
mit  einer Perspektivi~t zu- 
sammen, d. h. P.; liegt auI 
S~P~ und ~ll t  mit P~ zu- 
sammen; dann abet aueh P~ 
~ t  P~. 

Dutch Buehstabenweehsel 
kann man immer entweder 
obige Voraussetzang eriiitlen 
oder B~, Cx, Bs, Os ~o O. In 
diesem Fall wghlen wir X 
auf 11, so dab XeoA a,B1, 

C~, 0 und Y aui 18 under den anaIogen Bedin~mmgen; weiter F anl]erhalb 
/1, l, und X Y. Es seien nun zwei Projek~ivitgten gegeben, welche 
A 1, B1, C a , / '1 in As, Ba, C~, Pa bz~r. A~, B~, C a, P.~ iibeffiihren. Dureh 
Projektion der Pttukte yon l a aus F auf X Y erggnzt man dieze zu Pro- 
jektivit~,teno welche A~, Bx, G 1, P1 in A', B', C' P" bzw. A', B', ~', P'~ 
iibeffiihrem Da nun B~, CI, A r, O'eoX, sind die Voraussetzangen des 
vorigen ~kbsatzea erfiill~, also P'a P", also Pz a P.~. 

De~ entsproche•de Sa~z flit zwei Gerade, die nicht voneinander ent. 
Iernt zu liegen brauehen, ist leicht zu folgern. 

(Eingegan~en am 15. 12. 1926.) 


