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Einleitung.

Die folgende Untersuchung beschrinkt sich daranf, ven bestimmben
Verhlﬁpfungsaxiomen ansgehend, die Geometrie soweit aufzubauen, dafl
darin Koordinaten eingefilhrt werden kénmen. Hauptaweck ist, diesen Auf-
Yau 50 21 machen, daB allen Anforderungen der intuitionistischen Mathe-
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matik geniigt wird. Neue Resultate werden nicht abgeleitet. Jedoch ig;
wohl kein einziger der angefilhrten Sitze jemals streng bewiesen worden,

In meiner (hollindisch geschriebenen) Dissertation ,Intuitionistische
Axiomatiek der Projectieve Meetkunde“ *) habe ich mit Hilfe von Ordnnngs.
und Stetigkeitsaxiomen Koordinaten eingefiihrt, welche sich umkehrhar
eindeutig auf die gewdhnlichen reellen Zahlen abbilden liefen. Hier werden
nur Verkniipfungsaxiome vorausgesetzt; dementsprechend kann nur gezeigt
werden, daB die Koordinaten gewissen, eine Zahlenspezies kennzeichnenden
Pogtulaten geniigen. In einer fritheren Abhandlung®) habe ich ein System
solcher Postulate gegeben und fiir ein Zahlensystem, das diesen geniigt
die Theorie der linearen Gleichungen und die Anfinge der analytischen
Geometrie ausgearbeitet. Die Resultate dieser Arbeit werden in § 11 . benutzs,

Bei der Wahl der Axiome habe ich mich von Pieri®), dem auch
Whitehead *) die Axiome entnimms, fithren lassen; das Pierische System
muBte aber durchgreifend gedndert werden, um zn erreichen, daB alle Axiome
in der soeben erwihnten analytischen Geometrie galten. Weiter ist aus-
gichig Gebraueh gemacht von den Werken von' F. Schur, ,,Grundlagen der
Geometrie“ (hauptsichlich in § 9), und K. Th. Vahlen, ,Abstrakte Geo-
metrie“ (in §§ 11, 12).

In § 1 werden zundchst- die Axiome angegeben; sodann wird be-
wiesen, daBl sie fiir die in ,Lineare Gleichungen* aufgebaute analytische
Geometrie gelten; dabei ergibt sich zugleich der Grund fiir die Anderungen
in dero System von Pieri. In § 2 bis 7 werden die Hauptsitze der pro-
jektiven Geometrie bis einschlieBlich die beiden Sitze von Desargues in
der Ebene abgeleitet. Als Yorbereitung zu der Binfithrung von Koordinaten
anf der Geraden behandle ich in § R nach dem Vorgang von Whitehead
(loc. eit. Chapter V, § 80 bis 40) die Projektivititen zweiter Stufe und in § 9
nach dem Vorgang von Schur (loc. cit. 8. 25) die zentralen Kollineationen.
In § 10 werden Koordinaten auf der Geraden eingefithrt nach einer Methode,
die im wesentlichen derjenigen von Schur nachgebildet ist. In § 11 und 12
werden die Koordinaten auf die Ebene und anf den Raum ausgedehnt und
wird der Zusammenhang mit der avalytischen Geometrie hergestellt. In
§13-—15 wird noch der Zusammenhang des sogenannten Pasealschen
Satzes mit der kommutativen Eigenschaft der Multiplikation einerseits und
dem Fundamentalsatz andererseits streng bewiesen.

Y Groningen, P. Noordhoff, 1925.

%) yDie Theorie der linearen Gleichungen in einer Zahlenspezies mit michtkomat:
tativer Multiplikation“; die Abhandlung befindet sich in diesem Annalenband und
wird weiterhin zitiert als ,Lineare Gleichungen® oder ,Lin. GL

%) Memorie di Torino, 1898.

% ,The Axiorss of Projeetive Geometrie“, Cambridge Un. Press, 1913.
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Die Forderungen der intuitionistischen Mathematik bringen betricht-
liche Anderungen in der Reihenfolge der Sitze und in den einzelnen
Beweisen mit sich. Die Zahl der Sitze ist sehr gewachsen, da mancher
fir die alte Theorie bedeutungslose, fiir uns aber grundlegende Satz ein-
geschaltet werden muBte. Auch muBten, weil ich beim Leser keine Ver-
srautheit mit der befolgten Denkweise voranssetzen durtte, die Beweise
ziemlich ausfiihrlich gegeben werden. Indessen habe ich mich bemiiht,
die Darstellung moglichst kurz wnd einfach zu gestalten.

Zum Schluf sei es mir gestattet, Herrn Prof. Brouwer fiir seine An-
regungen und allgemeinen Ratschlige zn dieser Arbeit herzlichst zu danken.

§1.
Die Axiome.

Wir zihlen zunichst die Axiome einfach anf und geben slle Be-
merkungen und Erlauterungen nachher.

Axiom I Der Raum ist eine mathematische Spezies,

Definition. Die Elemente des Raumes heilen Punkte.

Axiom IX. (dwiom der Separaiion.)

Ila. AoB (A fallt mit B zusammen) und Aw B (A dst entfernt
wn B) sind umkehrbare Bezichungen zwischen den Punkten 4 und B.

IIb. Fir jeden Punkt 4 ist doA.

IIc. Die Beziehungen Ao B und Aw B schliefen sich gegenseitig aus.

IId. Wenn Aw B ungereimt ist, gilt 4o B.

Ile. Wenn zwischen den Punkten 4 und B die Bezichung Aw B
besteht, so gilt fiir jeden Punkt €' entweder 4w € oder B C.

Satue. «) Aus Ao B, BosC folgt Aa(.

B) Aus AwB, Bo( folgt AwC,

Wir wiederholen hier den Beweis (vgl. ,Lineare Gleichungen®, § 1,
Sitze w, f).

«) Wenn 46 B, Bo O, so wirde nach ITe aus 4w ¢ folgen 4w B
oder Bw (; beide Bezichungen sind ungereimt; nach ITd ist also 4aC.

£) Wenn Aw B, st nach Ile entweder 4w € oder B (C; da letzteres
ungereimt ist, gilt dw C.

Axiom HJ. Es kénven zwei voneinander entfernt liegende Punkte be-
stimmt werden.

_ Axiom IV. (4wiom der Geraden.)) Die Geraden sind Punkispezies
it den folgenden Eigenschaften:

IVa, Wenn der Punkt P zur Geraden ! gehtrt, so gehdrt jeder mit
P msammentallende Punkt ebenfalls zu 7.
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IVb. Zwel voneinander entfernt liegende Punkte bestimmen eine Gerade,
die sie beide enthiilt (d. h. man kann eine Gerade ! bestimmen, die sie
beide enthilt, und jede Gerade, die sie beide enthalt ist mit I identisch),
ihre Verbindungsgerade.

IVe. Jede (erade enthilt zum mindesten drei voneinander entferng
liegende Punkte.

Definition. Der Punkt P ¢st von der Punktspesies « entfernt (auch:
liegt auferhalb der Punktspezics ), wenn er von jedem Punkt dieser
Spezies entfernt ist; wir schreiben dann Pwe.

Die Punktspezies o fdlli wit der Punktspezies § zusammen oder
wof, wenn jeder Punkt, von « mit einem Punké von § und jeder Punkt
von B mit einem Punkt vor & zusammenfills.

Die Punktspezies « sst von der Punktspezies § entfernt, wenn e einen
Punkt enthalt, der von § entfernt ist; wir schreiben danmn e 8. Diese
Relation ist nicht umkehrbar.

Axiom V. AuBerhalb jeder Geraden kann ein Punkt bestimmt werden.

Axiom VI Liegt von drei voneinander entfernten Punkten 4, B,C
der Punkt 4 auBerhalb der Geraden B, so liegt B auBerhalb AC.

Definition. Drei Punkte liegen én Dreieckslage, wenn sie vonein-
ander entfernt liegen und einer auBerhalb der die beiden anderen ent-
haltenden Geraden liegt.

Nach VI liegt dann jeder auBerhalb der Verbmdungsgeraden der anderen,

Definition. Sind 4, B, C Punkte in Dreieckslage, so ist die Ebene
ABC die Spezies der Punkte P mit der Eigenschaft, dafl ein Punkt @
von AB und ein von @ entfernt liegender Punkt B von AC bestimmt
werden kinnen, derart, daf P, @ und R kollinear sind.

Axiom VIL 8ind 4, B, C Punkte in Dreicckslage und hat die Ge-
rade I mit 4B und AC zwei voneinander entfernt liegende Punkte gemein,
deren erster von B entfernt ist, so hat ! mit B einen Punkt gemein.

Axiom VIII. AuoBerhalb jeder Ebene kann ein Punkt bestimmé
werden,

Axiom IX. Liegt von vier voneinander entfernt liegenden Punkten 4,
B, €, D der Punkt 4 auBerhalb BC und D auBerhalb 4 BC, so liegh
A auBerbalb DBC.

Bemerkung. Damit DB bestimmt sei, ist notwendig, daB D
auBerhalb B O liegt. Dies folgt daraus, daB jeder Punkt von B( 7t
ABC gehort, was unmittelbar aus der Definition der Ebene folgt.

Definition. Vier Punkte 4, B, C, D liegen in Tetraederlage, wenn sie
voneinander entfernt liegen, A suBerhalb B¢ und D aulerhalb ABC.
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Axiom X. Es gibt vier Punkte 4, B, C, D in Tetracderlage, derart
dad man durch jeden Punkt eine Gerade legen kann, die mit 4 B¢ und
BCD zwei voneinander entfernt liegende Punkte gemeinsam hat.

Bemerkungen, In der Abhandlung iiber ,Lineare Gleichungen®
ist fiir die meisten Axiome der Beweis, daB sie in der dort aufgebauten
analytischen Geometrie gelten, erbracht.

Fiir Axiom IT findet man dort den Beweis in §2,3, da in §6, 1 ein
Punkt einfach als Zablenverhiltnis definiert wird. Axiom IV (besonders
IVo) ergibt sich leicht aus § 6, 1; Axiom V, VI sind in § 6, 2 bewiesen.
Die Definition der Ebene fordert eine Erliuterang. Die einfachere Defi-
nition: ,S8ind 4, B, 0 Punkte in Dreickslage, so ist die Ebene A BC die
Spezies der Punkte, welche auf den Verbindungsgeraden von A mit den
Punkten von B¢ liegen,“ trifft in der analytischen Geometrie nicht zu.
Es seien niimlich z;, y,,2, ({ =1,..., 4) die Koordinaten von 4, B, C;
dann sind die Koordinaten von einem Punkt D der Ebene 4 B (:

= da+ny vz

Ein Punkt der Verbindungsgeraden von 4 mit B(ey, + f2,) auf B¢ hat
die Koordinaten
g =¢fx+yley, + Bz).

Damit D ein solcher Punkt ist, miissen also «, $, £, % (« oder § und &
oder 5 <= 0) sich so bestimmen lassen, daB

Ao+ pytre=Ca ey + fz),
oder
{1 =Dz +Ge—pwy+(mp—r»z=0.

Da wir nach ,Lin. GL.% § 6,2 ohne Beschrinkung annehmen diirfen,
daB die r. Designante von drei dieser Gleichungen in den Verinderlichen
(6~ 1), (ne—p), (5B —7») von O entfernt ist, ist nach ,Lin. GL* § 3,
Satz IV fiir jedes 1. Verhiltnis dieser Verinderlichen eines der ersten
Glieder aus (1) von O entfernt; wenn also den Verinderlichen Werte bei-
gelegt werden, die (1) geniigen, kann keiner dieser Werte von 0 entfernt
sin, Es folgt, daB mit (1) dquivalent ist:

2) §~i=0, qe—u=0, gf—»=0.

Es gibt Punkte der Ebene, fiir welche weder y <= 0 noch » <= 0 bekannt
ist; fiir diese Pankte ist es micht mbglich, aus (2) « und § so zu be-
tmmen, da$ eine dieser Zahlen von 0 entfernt ist.

Der wesentliche Inhalt dieser Schwierigkeit ist, daB ein Punkt der
Ebene, der nicht von 4 entfernt ist, mit 4 keine Verbindungsgerade be-
Stimmt und also nicht unter die Definition fallt.
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Es ist zu zeigen, dafl die oben (auf Axiom VI folgend) gegebene De.
finition in der analytischen Geometrie gilt. Es sei wieder P (p; = 2a; 4 uy,
-+ »2,) ein Punkt von 4B (. Ein Punkt @ von 4B hat die Koordinaten
(g;=ex;+ fy); ein Punkt B von AC die Koordinaten 7, =y, 4z,
Aus Qo R folgt Qw.d oder R d, also S0 oder 64 0. Auch das
Umgekehrte gilt, denn, wenn z B. §4 0 und

|

EN VA
d='z, ¥y, 2 |+0
ixz Y% %
———

(,.Lin. GL%, § 6, 2), so ist
IR e +B8y
e oz =%, ezt By, 7 =450

[ T % ezt By zz§
—_— ———

L2

k23

I
>

{nLin. GL* § 4, ¥ [analoger Satz fir Kolonnen] und 1), also @ Hegt
auflerhalb A0 und Qw R. Damit nun P auf einer Geraden wie QR
liegt, miissen «, 8, v, 6, §, % sich so bestimmen lassen, daB « oder 40,
yoder 6 40, goder 8 4 0, £ oder y =0 und

(3) Aot py e =Eax,+ fy)+ n(ya -+ 8z,).
Wie oben ersieht man, daB (3) dquivalent ist mit
(4) fetdny=1, Ep=p pd=vw.
Wir wihlen g + 0, 5 == 0, weiter beliebig; dann ist
1 Ea): —ut. =L
/——W(A—Uz), 5—.,uﬂ, é-nw.

« kann noch beliebig gewdhlt werden. Nun ist entweder 10 (dam
wihlen wir & =0, so daB y 4 0), oder 4 <0 (also £ 0; dann wihlen

wir ¢4~ 4, 5o daB y -4 0), oder » 40, also §--0. Man kann also

immer allen Forderungen geniigen.

Durch die neue Definition der Ebene war Axiom VII mitbedingt-
Wir wollen jetzt zeigen, daB es in der analytischen Geometrie gilt. Es
sei wieder A(x,), B(y,), C(z); die Gerade I habe mit 4 B den PunktF
(po=az,+py; «+0) und mit AC den Punkt @ (g, =ye,+ 0%
y oder & 4 0) gemein; wie oben zeigt sich, daB P @ dquivalent ist mib
p oder 4 == 0. Hs ist zn zeigen, daB 1, u, &,  sich so bestimmen lassen
daB 1 oder u4=0; Zodery0; Ap,+ pg, =y, + 1z, =y,

(5) (Aetuy)z+ (A8 =8y + (28 — p)z;=0.
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(3) ist dquivalent mit
{(6) et py=0, Ap—§&=0, pnd—n=0.
(6) wird geniigt durch w <=0, weiter beliebig; 1= — yyé—; E=—upy %ﬂ;
n=ud. Da u=0, sind (u,) die Koordinaten eines Punktes, also £ oder
p+0 (,Lin. GL¢ §6,1).

Den Beweis fiir Axiom VIII und IX findet man in ,Lin. GL% § 6, 4.

Die Form von Axiom X ist durch Analogie mit Axiom VII bestimmt.
In der analytischen Geometrie gilt es bei beliehiger Wahl der Punkte
Aiz), B(y), C(z), D(w,) in Tetraederlage. TFiir den Punkt P(p,)
haben die Gleichungen
(7) M~ A utop =10
nach ,Lin. GL¥ §5, Satz IT eine Losung, in welcher ¢ =0 (man erhilt

pimlich fiinf Gleichungen in fiinf Veriinderlichen mit verschwindender De-
signante, indem man die letzte Gleichung (7) doppelt zihlt).

| P
pi:z’—(,tla:i-i— et A w).

Da | p;) ein Punkt ist, ist nach ,Lin. GL“ § 6, 1 eine der Zahlen 2, 40,
also entweder eine der Zahlen 4., 1,, 4, oder eine der Zahlen 4, 4,, 4, + 0.
Ist z. B. das erste der Fall. so ist

1. . . , 1
B, = 'Q'("lmi t Ay Aszi)'r"g A .

Pliegt also auf der Geraden, die mit ABC den Punkt @ (2, z;,+ 4,9, + iz 2,)
und mit BCD den Punkt D (u;) gemein hat. DwABC, also Dw@.

§ 2.
Eigenschaften der Ebene.
1 bis 8. Vorbereitende Sdtze.

L, Batz, Wenn 2wei Punkte P und @ gegeben sind®), kann man
auf der Geraden 1 einen Punkt bestimmen, der von P und @ enifernt liegt.

Beweis. Nach IVe¢ bestimme man auf I drei voneinander entfernte
Punkte. Nach ITe ist P von wenigstens zwei daraus entfernt; ehenso @,
ilso wenigstens einer der drei Punkte ist von P und  entfernt.

2. Batz. Wenn durch einen Punkt S zwei Gerade SA wnd 8B
gehen, wahrend A aufierkalb S B liegt, so liegt jeder Punki von einer
dieser Geraden, der von S entfernt ist, auperhalb der anderen. (Axiom VL)

*) Wenn nicht ausdriicklioh gesagt, wird nicht angenommen, daB die in einem -
Stz als gegeb B t inander entfernt liegen.
Mathematische Annalen. 98. 33




498 A, Heyting.

Korollar. Die Relation o zwischen Geraden durch einen Punkg
ist umkehrbar,

3. Satz. Sind A, B, C Punkie iri Dreseckslage, so kann man in
ABC etnen auferhalt AB und AC Uegenden Punkt besiimmen.

Beweis. Nach 2 geniigt cin Punkt von B C, der von B und ( ent-
fernt ist; ein solcher hesteht nach 1.

4. Satz. Wenn P ou ABQ gehort, gehirt jeder mit P zusammen-
fallende Punkt zu 4 BC.

Folgt aus der Definition der Ebene.

5. Lemma. Sind 4, B, ¢ Punkte in Dreieckslage, so liegt jeder
Puankt von 4 BC, der von A entfernt ist, entweder auBerhalb 4 B oder
anfBerhalb A4 C.

Beweis. Durch einen belichigen Punkt P von 4 B geht eine Ge-
rade !, die mit A B den Pankt X und mit AC den Punkt ¥ gemeinsam
hat, wihrend Xw Y. Also Xw 4 oder Yo 4; wir nebmen an Ywd.
Aug Pew A4 folgt Pw X oder Aw X und aus X Y folgt Pw X oder Po T.
Wenn Pw X, liegt P auberhalb 4B (2); wenn aber zugleich 4w X und
Pw ¥, so liegt P aullerhalb 4 €' (2). Der Hall Xw 4 wird ebenso erledigt®).

6. Lemma. Axiom VII kanu wie folgt erweitert werden: Liegen
die Punkte 4, B, O so, daB 4 und B zur Geraden a gehdren und
auBerhalb o liegt, so hat jede Gerade I, die mit ¢ und 4C zwei von-
einander entfernte Punkte gemeinsam hat, deren erster von B entfernt
liegt, auch mit B O einen Punkt gemeinsam. (Es wird also nicht ge-
fordert Aw B.)

¢ Beweis., Es sei X der ge
meinschaftliche Punkt von Z und a.
Man wahle anf ¢ den Punkt P,
von 4 und X entfernt (1). Ent-
weder Bwd oder BwP., Im
ersten Fall erhalten wir Axiom

—2 I4 VII; im zweiten ist PA=PB=q¢
a 7 A8 X SOd&BC,P,AUJld&uGhO,P,B
Fig. 1. in Dreieckslage liegen. Durch An-

wendang von VII auf 04 P fin-

det man einen gemeinschaftlichen Punkt Z von ! mit OF; XwZ (2)

und Xw B; also gibt VIL, auf C B P angewandt, einen gemeinschaftlichen
Punkt von I und BC.

% Wenn mehrere Fille zn erledigen sind, die durch einfachen Buchstabenw

aus einander hervorgehen, so betrachten wir immer nur einen, ohne dieses Verfabren
jedesmal von neuem ze reshifortigen.

hieel
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7 bis 10. Die Bestimmung der Ebene durch dres Punkte in Drei-
eckslage.

7. Satz. Sind 4, B, O Punkte in Drejeckslage und ist A" ein
Punkt von AB, der von B entfernt ist, so ist A’BC identisch mét ABC.

Beweis. Wir nehmen vorldufig an A'wA. Es ist zu zeigen, daf
jeder Punkt von ABC zn A'BC gehdrt und umgekehrt. Durch einen
belichigen Punkt P von ABC gebt eine Gerade I, die mit A8 den
Punkt X und mit AC den Punkt ¥ gemeinsam hat, wihrend Xo 7.
Man hat immer einen der folgenden drei Fille:

2) Xwd’;, b) Xwd wd PoY; ¢ Xod wd PuX.

Fall a. Nach 2 liegen 4, A", C in Dreieckslage; wegen VIL, an-
gewandt auf 4A'C, hat [ einen Punkt Z mit A'C gemeinsam; nach 2
liegt X auBlerhalb A'C, also XwZ; da P, X, Z kollinear sind, liegt P
in A'BC.

Fall b (Fig. 2a). Jetat liegt nach 2 X und also auch P anBerhalb
AC. CP hat mit C4 und XY die Punkte ¢ bzw, P gemeinsam und
Cwd; nach 6 hat dann CP mit X4 einen Punkt U gemeinsam. Da
CwlU, wird P durch CU als Punkt von A'B (' charakterisiert.

A ¥ 2 Ar ¥’ fug
Fig. 2a. Fig. 2 b.

Fall ¢ (Fig. 2b). Wir wihlen auf 4C einen Punkt ¥’, von 4 und
Y entfernt; nach 2 liegt ¥’ auBerhalb X¥ und X auBerhalb ¥ P.
Y'P hat mit AC wmd XY die Punkte ¥’ bzw. P gemeinsam; Y’ P
wd Y'w A4, also nach 6 hat Y'P. mit AX den Punkt X’ gemeinsam.
D2 X’0 X, verkehrt entweder X ¥ oder X'Y’ im Fall a wofiir der
Satz schon bewiesen ist.

Ist nicht bekannt, ob A" von A entfernt liegt, so wihlen wir auf 4 B
den Puplt D, von 4 und B entfernt. A’w A oder A'w D; im letzten
Fall jst ABRC=DBC=A'BC.

33*
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8. SBatz. Sind A, B, C Punkie in Dreieckslage, so ist AB C iden.
tisch mit BAC,

Beweis. Bs sei 4’ ein Punkt von 4B, von 4 und B entfernt; dann
ist ABC=A'BO(1)=A4"4C (nach Def.)= BA O (7).

9. Satz. Sind 4, B, C Punkie in Dreieckslage und liegt D in
ABC auferhalb AB, so ist ABC=ABD.

Beweis. Es gibt eine Gerade XY durch D, so daB X auf AB und
Y auf AC liegt und XwY. Y liegt also auBlerhalb AB (2). Nach ¥
kann man B in einen beliebigen, von A entfernten Punkt von 4B ver-
setzen; wir diirfen also annehmen X B. Dann ist

ABC=ABY (1)=XBY(?)=YXB(8)=DXB (7)=XDB 8)
. =ADB(7)=ABD (8).

10. Sasz. Sond A, B, C Punkie in Dreieckslage, und D, E, F Punkte
in Dreseckslage in ABC, so ist ABC=DEF.

Beweis. Nach 5 liegt D aoBerhalb wenigsten zwei der Geraden
AR, 40, BC, z B. auflerhalb AB; dann ist ABC=4BD (9).
E liegt aullerhalb 4D oder BD (5), z. B. auflerhalb 42; dann ist
ABD=ADE. P liegt auflerhalb DE, also DEA=DEF.

Korollar. Drei Punkte in Dreieckslage bestimmen eine Ebene, die
sie enthdlt?).

11 bis 13. Gerade in einer Ebene.

11. Satz. Eine Gerade, die zwet voneinander entfernte Punkie D und E
einer Ebene enihdll, ist ganz in dieser Ebene enthalien.

Beweis. Die Ebene sei durch die in Dreieckslage liegenden Punkte
A, B, € bestimmt. Wir diirfen annehmen D w4 und D auBerhalb 4B (3%
dann liegt & aulerhalb DA oder DB (5); z B. DA, also liegen 4, D, E
in Dreieckslage und ABC=ADE (10). Die Gerade D E gohort m
A D E nach Definition.

12. Satz. Zwei Gerade einer Ebene, deren eine einen auperhald
der anderen liegenden Punkt enthdli, bests cinen gemeinschafilichen
Punkt (d. k. sie haben einen Punkt S gemeinsam, und jeder thnen §é
mesnsame Punki [allt mit S zusammen™), dhren Schriiipunkt.

Beweis. Es selen 7 und m zwei in der Ebene « liegende Gersde
auf m sei der Punkt 4 auBerhalb ! gegeben. Wir wihlen auf m den
Punkt D so, da Aw D, und auf [ die Punkte B und € so, daf B i
dann ist ¢ = A B C, also liegt D in A B¢ und nach 5 entweder aufier

% Vgl. die Bemerkang in Klammern zu Axiom IVh, S, 494,
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halb AB oder auBerhalb 4C€; wir nechmen das erste an. Nach Definition
der Ebene geht durch D eine Gerade, die mit BA und B (C die Punkie
B bzw. F gemeinsam hat, so da8

EwF; Fliegt also auBerhalb 4B (2). —& £ £
Nun hat ! mit 48 uwnd DE die £

Punkte B bzw. F gemeinsam; Bo F
wnd BwA, so daB I pach 6 einen
Punkt S mit DA gemeinsam hat.

Ein gemeinschaftlicher Punkt 7
von  und s kann nicht von S ent-
fernt sein, da dann I mit sm identisch A
wire (IVh), und fillt also mit & Fig. 5.
zusammen (TId),

13. Lemma. Wenn die Gerade ! in der Ebene &« gegeben ist, so
kann man in ¢ einen auflerhalb I liegenden Punkt bestimmen.

Beweis, Es seien 4, B, ¢ Punkte in Dreieckslage in «, I} ein
Punkt von I, der von A4 entfernt ist. Wegen 6 liegt D anBerhalb 4B
oder AC, z. B. A8, Nun ist der Schnittpunkt von ! mit 4B (12} ent-
weder von 4 oder von B entfernt; je nachdem liegt 4 oder B anferhalb [ (2).

§ 8.
Eigenschaften des Raumes.

Wir lassen vorliufig Axiom X, das die Dimensionenzahl des Raumes
auf drei beschrinkt, auBer Betrachs.

Im ganzen Paragraphen bedewten 4, B, C, D vier gegebene Punkte
in Tetraederlage.

Aus § 2, 8 und Axiom IX folgt direkt der

Satz. Vier Punkie, die in etner gegebenen Rethenfolge in Tetraeder-
lage liegen, liegen auch tn jeder anderen Reihenfolge in Tetraederlage.

1. Definition. R,(4ABCD) ist die Spesies der Punkte, die auf
siner Geraden liegen, welche mit 4 B¢ und B CD zwei voneinander ent-
fernte Punkte gemein hat.

2 bis 6. Vorbereitende Sdtze.

2, Lemma. Durch jeden Punkt von R, (4B O D) geht eine Gerade,
die mit 4 B¢ und BOD zwei voneinander entfernte Punkte X' und ¥’
gemein hat, von denen Y’ auBlerhalb B € und auBerhalb eiper in BCD
gezogenen Geraden B (', die von B € enifernt ist, liegt.

Beweis. Es seien X und ¥ die Punkte, welche die Gerade, die
P als Punkt von B, (4 B (D) kennzeichnet, mit 4B ¢ und BOD gemein



502 A. Heyting,

hat. Wir nehmen ¥’ in BCD auBerhalh BC und B¢’ so, da Y V.
(Nach § 2, 3 gibt es Z auBerhalb BC und BC'; anf BZ liegt H, das
von B und Z entfernt ist; je nachdem Yw Z oder ¥w H, wihle man 7
oder H fiir ¥') YT’ tifit BC in S (§ 2, 12). Wir unterscheiden die
Fille a: X0 8; b: Yo 8.

Fall a (Fig. 4a). ¥’ liegt auberhalb 4 BC (IX), also auberhal
X 8. Demnach liegen X, ¥’, § in Dreieckslage, also nach § 2, 2 auch
X,Y.,7, also YoP. Da PY' und X8 in XSY’' liegen, bestimmen
ste den Schaittpunkt X'; X'¥Y' geniigt der Forderung.

Fig. 4a.

Fall b (Fig. 4b). Jetzt liegt Y auBerhalb B C'; wir wihlen einen
von B und X entfernten Punkt 8’ auf B¢ (§2, 1) und auf 8'F den
Punkt Y7, entfernt von ¥ und §°. 8'Y trifit BC' in M; MY oder
MwY”, also entweder ¥ oder Y liegt auBerhalb B('. Im ersten Fall
geniigt XY der Forderung, im zweiten zeigt man, wie im Fall a, daB
PY" existiert und ihr geniigt.

3. Satz. Jeder Punkt E wvon AB, der von B entfernt ist, legt
auferhaldb BCD.

Denn D liegt auBerhalb AB( und 4 BC=EBC(C; also liegen I,
E, B, (' in Tetraederlage.

Derselbe Satz besagt in anderer Form:

Enthilt die Gerade ! den Punkt P, der zur Ebene o gehort, und dep
Punkt @ auBerhalb «, so liegt jeder Punkt von I, der von P entfernt ist
anferhalb &.

Denn wenn wan die Punkie B und § in « so bestimmt, daf BoF
und S auferhalb PR liegt (§ 2, 13), so liegen Q, P, R, § in Tetraederlage-

Es folgt auch der
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Batz, Jeder Punkt E von ABC auBerhalb B C liegt auPerhalh B CD.

Beweis. EC trifit AB in dem Punkt F auBerhalb BC (§ 2, 2);
nach dem vorigen Satz liegt F, also auch B, auflerhalb B CD.

4. Satz. Jeder Punkt von R,(4 B CD) lLiegt auPerhalb wemgstma
einer der Ebenen ABC, BCD, CDA, DAB.

Beweis. Nach 2 bestimmen wir durch den Punkt £ von B, (4BCD)
cine Gerade, die mit ABC und BCD die voneinander entfernten
Punkte X und ¥ gemein hat, von denen ¥ auferhalb B C liegt. Bw X
oder Eo ¥; im ersten Fall liegt B anBerhalb 4B C (3). Im zweiten
Fall bemerken wir, da§ X w B oder Xw (; wir nehmen das erste an;
dann ist nach § 2, & einer der Fille erfiillt:

a) Xw B, b) Xw B A.
Tm Fall a) folgt aus Ew ¥ nach 3 unmittelbar B BOD,
Im Fall b) legt X auferhalb A

ABD (3). XA trifit BC in 8;
SoB (§2, 2), also 8§ liegt aufler-
balb BD. S¥ trifit BDin F (anfer-
halb BC) und 4 F begegnet XY
in Z. Aus ZwX folgt Ew X oder
BwZ. X liegt auBerhalb A B D und
Z auferhalb 4 BC (3), also ergibt
EnX nach 3 EwABC uwd EowZ
ebenso EwABD. Fig. 5.

. Batz. Jeder Punkt von R, (ABCD), der von B entfernt ist,
liegt wuﬁerkalb wenigstens esner der Ebenen BAC, BAD, BCD.

Beweis. Wenn wir X und ¥ bestimmen wie im vorigen Beweis,
st #w X oder Bw X; fiir beide Fille ist der geforderte Beweis soeben
gegeben worden.

6. Satz. Jeder Punkt won
E,(ABOD), der auPerhalb B C liegt,
liegt auflerhalb ABC oder BOD

Beweis. Unter Beibehaltung
der in 4 und b eingefithrten Bezeich-
tungen ist Ew X oder Ew Y.

EwX ergibt nach 3 EwABC,

Falls FewY wiblen wir X' in
4B anfBerhalb BC, so daB X'w X
{z. B. indem wir aus zwei voneinan-
der und von B entfernten Puukten
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auf 4B den von X entfernten wihlen). Ew X (ist schon erledigt)
oder Ew X'. Im letaten Fall treffen X X' und B € sich in §" wnd X'%
trifit Y8' in Y. Auws Ew BC folgt EwS', also B Y oder 8’0 ¥'. Im
ersten Fall liegt B suBerhalb BCD (3); im zweiten liegt ¥ auBerhalb
B0, so daB sich aus Ew X’ ergibt Hw ABC.

7. bis 10, Dde Bestimmung eines R, duych wvier Punkte in Te
iraederlage.

7. Satz. Wenn €' in BCD auferhalb B D liegt, ist

R (ABOD)=R,(4BC D).

Beweis. Wir nehmen erst an
C'wBC. Durch einen beliebigen
Punkt P von B,(4BCD) zichen wir
die Gerade X'Y’, deren Existenz in 2
bewiesen wurde. Weiter bestimmen
wir den Punkt 4’ auf B4, so daff
AoBud 40X (§2,1). 4'X
triftt BC in 8. Y' 8 trifis BC" in T.
PY liegt in A'Y'7 und Y’ auber-
halb A’7T (denn Y'w ABG'; 3), also
PY’ schneidet 4’7 und kennzeichnet
P als Punkt von R,(4BC' D).

Ebenso zeigt man, daB jeder Punkt von R, (ABC'D) m
R,(AB (D) gehrt.

Ist nicht bekannt, daB ' w B ¢, so wihle man ¢” in B CD auber-
halb BQ, BC und BD (es sei 0" ein von € und D entfernter
Pankt anf CD und E der Schnittpunkt von B ' und O D; entweder
BwC, slso C'wB(C, oder Ew(”, also " geniigt obiger Forderung).
R (ABCD)=R,(ABC"D)=R,(AB(C'D).

8. Satz. R,(ABCD)=R,(ABDC)

Beweis. Wenn O’ ein Pankt in BCD auBerhalb BC und BD
ist (§2,3), so ist R,(ABOD)= R(ABC D) (7) = R, (4BC'0)
(nach Def.}= R, (4ABDO) (7).

Man folgert leicht, da8 RB,(ABCD)=R,(PQRS), wo PQRS
eine beliebige Permutation ven 4 B C D bedeutet.

9, Satz. Wenn B en Punki von B,(ABCD) auferkalb BCD
ist, 80 i3t R,(ABOD)=R,(EBCD).

Beweis. Nach 2 bestimmen wir durch % die Gerade XY mit X
in ABC und ¥ in BCD, so da Xo¥ und Yw B C; nach § liegt X
aufierhalb BOD. R,(ABCD)=R,(XBCY)(nachDef) = B, (EBCY)
(8,7)= R, (EB CD) (nach Detf.).
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10. Satz. Wenn B, F., G, H Punkte in Tetraederlage von R, {4 BC D)
sind, ist B,(ABOD)= R, (EFGH).
Beweis. Nach 4 diirfen wir annehmen Ew BCD, also
R, (ABCD)=FR,(EBCD) (9)

Da Fwk, liegt 7 nach 5 auBerhalb einer der Ebenen K BC,
EBD, ECD, z.B. ECD, so dag

R (EBCD)=ER,(BECD)=R,(FECD).
Da G w B F, liegt & nach 6 aulerhalb EFC oder EFD, z.B. EF D, also
R (FECD)=R,(CEFD)=R,(GEFD).
HoGEF, also
R, (GEFD)=R,(DEFQ)-=R,(HEFG)=R,(EFGH;.

Korollar. Vier Punkte in Tetraederlage bestimmen einen R,, der
sie alle enthilt®).

11. bis 14, Schneidung von Geraden und Ebenen in einem E,.

11, SBatz. Hine Ebene, die dres Punkte in Dreieckslage mil
R,(ABC D) gemein hai, gehort ganz zu diesem B,.

Beweis. Es seien E, F, @ die betr. Punkte und ¥ lege z. B. aufer-
halb A BC (4). Da Fo E, liegt F auflerhalb einer der Ebenen ZA4 B,
EAC, EBC (5), z.B. EAB. GwEF, also G liegt auBerhalb EF A4
oder HFB {6), 2. B. EFA. Also ist

R(ABCD)=R,(ABF@) (10).

DaB EFG zn R;(AEFG) gehbort, geht unmittelbar sus den De-
finitionen hervor, denn eine (lerade, die mit £F und EG zwei von-
cinander entfernte Punkte gemein hat, hat diese anch mit 4 £ F und
EF@ gemein.

12. Satz, FHine Ebene und etne Gerade, die einen aupferhalb der
Bbene liegenden Punkt enthdll, bestimimen, wenn sie in einem R, liegen,
enen gemeinsamen Punkt®).

Beweis. Auf der Geraden ] sei der Punkt F auferhalb der Ebene «
gegeben. Wir wahlen ¢, H und K in Dreieckslage in « und denken
nach 10 den R, bestimmé durch F, G, H, K. Weiter nehmen wir auf I
den Pankt E an, so daB Ew F, und beweisen zunichst, daf es durch
E eine Gerade m gibt, die mit FGH und G HE baw. die Punkte U
und ¥V gemein hat, von denen Uew F und ¥ auBerhalb G H liegt. Nach
2 gibt es cine Gerade n durch B, die mit PG H und GHK bzw, die

% Vgl die Bemerkung in Klammern zu Axiom IVb, 8. 434 und zu § 2, 12,



506 A. Heyting,

Punkte X und ¥ gemein hat, wihrend ¥ auBerhalb GH liegt. Xw P

oder Xev B. Wenn X F, geniigt n den Forderungen fiir m. Wenn

. Xw £, so Hegt zunsichst & auBer-

£ halb FGH. Wir wihlen nun

den Punkt U in FG H, der von

F und X entfernt ist und aunBer-

halb @ H liegt (wenn L ein Punkt

von FG ist, der von F und @

{ entfernt ist, und M ein Punks

von FPH, der von F und H eut-

fernt ist, so ist Lo X oder Mw X ).

XU oifitt GH in S; UE trifit

SY in ¥V (§2,12). Nach 3 liegt

TFig. 8. V aullerhalb FG H; UV geniigt

den gestellten Forderungen fixr m.

m trifit nun GH in P und ! trifit PV in Q, d. h. I erifft « in Q.

Ein gemeinsamer Punkt von [ und « ist nicht von @ entfernt, da I
dann in o lige (§2, 11) und fillt also mit @ zusammen (II4).

Nach 3 liegt jeder Punkt von !, der von @ entfernt ist, auBerhalb «.

13. Batz. Zwei Ebenen eines R,, deren eine von der andern ent-
fernt ist, bestimmen eine Qerade, thre Schnitigerade, die zu beiden ge-
hort. Jeder Punkt von einer der Ebenen, der auferkaldb der Schniltgeraden
liegt, Liegt auferhalb der andern Ebene.

Beweis, Die Ebene o enthalte den Punkt P auBerhalb der Ebene §-
Wir wihlen in ¢ noch die Punkte 4, B, ' in Dreieckslage und sorgen,
da AwP. PA trifit BC in @ (§2,12); Qu B oder QuC, =z B
Qo B. Dann liegt B auSlerhalb PA. P4 und PB treffen § in R bzw.
8. PwR und PofS und nach §2,2 also Rw&. Nach § 2, 11 hegt
RS in ¢ und §.

Ist M ein Punkt von § aunBerhalb RS, so liegen P, R, 8, M i
Tetraederlage, also M auBerhalb «.

Ein Punkt X von B, der zugleich in & legt, kann also nicht aufer-
halb B S liegen; es sei nun ¥ ein von X und R entfernter Punkt auf
PR; XY trifit BS in Z. XoZ gibe nun X RS, was ungereimt ist,
also XoZ. X liegt also auf RS.

Korollar. Die Relation o zwischen Ebenen eines R, ist umkehrbar.

14. Satz. Liegen in einem R, drei womeinander entfernte Ebenet
derart, daf unter ihren Schnittgeraden zwei vonesnander emifernt sind, 80
48t jede Schnitigerade von der gegemiiberliegenden Ebene entfernt, und di¢
Bbenen bestimmen einen gemeinschafilichen Punks.
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Beweis. Gegeben sind die Ebenen «, f, y und ihre Schnittgeraden:
lvon f und y; m von ¢ und y; = von & wnd B. lewm., Der Schunitt-
punkt S von ¢ und m gehért m « und 8, also zn n, Jeder Punkt von
1, der von 8 entfernt ist, liegt auBerhalb m, aleo anBerhalb « (13), also
auBerhalb n. Das ergibt lwa und lwn; ebenso mwf; mwn. Jeder
Pankt von n, der von 8 entfernt ist, liegt auBlerhalb I, aleo aufBerhalb y
(13), so daB nawy.

Jeder gemeinschaftliche Punkt von ¢, f, y gehort m » und y und
fillt also mit S zusammen (12).

15. Wenn Axiom X gilt (wie wir ferner wieder annehmen), gelten
die Sdtze aus 2, 4, 3, 6, 12, 13, 14 fir beliehige Punkte, Gerade und
Ebenen. Nr. 10 gebt in folgendes itber:

Satz. Sind B, F, G, H Punkte in Teracderlage, so geht durch jeden
Punkt eine Gerade, die mit B FQ und FQ H zwel voneinander enifernte
Punkte gemesn hat. Nach 2 kann man noch sorgen, daf einer dieser
Punkte auperhald FG liegl.

16. Bemerkung. Wir gebrauchen den Ausdruck, daB awei Gerade
sich sehneiden, nur dann, und sprechen nur dann von ihrem Schusit-
punkt, wenn sie einen Punkt gemein haben und wonesnander entfern sind.
Eine analoge Bemerknng gilt fir den Sehniftpunki einer Geraden mit
einer Ebene, die Schnslfgerade zweier Ebenen und die Verbindungs-
gerade zweier Punkte,

§ 4,
Entfernmngsheziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

1 bis 5. Punkt und Ebene.

1. Lemms. Auflerhalb jeder Ebene kann man zwei voneinander
entfernte Punkte bestimmen, i

Beweis. Wir wahlen @ in der Ebene ¢ und P auBerhalb «. Auf
PQ liegt R, so daB Pw R und Qw B; R liegt anBerhalb « (§38, 3).

Korollar. Man kann immer einen Punkt bestimmen, der von einem
gegebenen Punkt und einer gegebenen Ebene entfernf ist.

2. Batz. Wenn esn Punkt nicht auperhald einer Ebene liegen kann,
liegt er in dieser Ebene.

Beweis. Es sei die Ungereimtheit der Annahme, der Punkt P liege
auBerhalb der Bbene «, bewiesen. Wir wihlen @ aufferhalb e, so daB
PoQ (1). PQ trifit « in §; Pwd ist ungereimt {(§3,3), also Po§
ud P liegt in e.
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3. Satz. Wenn der Punkt A auferhalb der Ebene o liegt, so Liegt
jeder Punki entweder von A oder von e entfernt.

Beweis, Wir wihlen P aulerhalb «, so dafi Pw 4 (1). Fiir einen
beliebigen Punkt B gilt Bwd oder Bw P. Im letzten Fall gibt es einen
Schnittpunkt @ von B P mit & (§ 3, 12), und man hat Bwd oder
Bw@; im letaten Fall folgt aus § 3, 3, daB B auBerhalb « liegt.

4. Lemma. AuBerhalb jedes Ebenenpaares kann man einen Punkt
bestimmen.

Beweis. Es seien o, § die gegebenen Ebenen; wir wihlen zwei von-
einander entfernte Punkte 4 und B auBerhalb « (1) und ¢ auBerhalb §.
Cowdoder CoB, 2B CwAd. AC triftt « in P, g in @, und enthilt
einen Punkt D, der von Pund @ entfernt ist. D liegt anferhalb « und 8
(§3, 3)

5. Lemma. Wenn zwei Punkte gegeben sind, kann man eine Ebens
bestimmen, von der beide entfernt liegen.

Beweis. 4 und B seien die gegebenen Punkte, Wir wihlen P, so
dal PewA; welter § auerhalb P4 und R auflerhalb 4 PQ; dann liegt
A auBlerhalb PQR (Axiom IX). Nach 3 liegt entweder B auflerhalb
PQR oder BwA. Im letzten Fall wihlen wir ¢ auf 4B, so dab
CwA, B, weiter D auBerhalb 4 B und F anBerhalb 4ABD. A und B
liegen auBerhalb CDE (§3, 3).

6. Punkt und Gerade.

Satzs. Wenn ein Punki nicht auferhalb einer Geraden liegen konn,
liegt er auf der Geraden.

Beweis. Es sei die Ungereimtheit der Annahme, der Punkt P liege
auBlerhalb der Geraden I, bewiesen. Wir wilblen A auBlerhalb I; P kann
nicht auBerhalb der Ebene A7 liegen und liegt also in dieser Ebene (2).
Nach § 2, 8 bestimmen wir den Punkt B dieser Ebene, von P und ] ent-
fernt. BP trifit I in 8 (§2, 12); P S ist ungereimt da dann P anfer-
halb 7 lage (§2,2), also Po & und P liegt auf I.

7. Zwei Ebenen.

Batz. Wenn zwei Ebenen voneinander enifernt sind, so ist jede Ebene
von wensgstens einer der beiden enlfernt.

Beweis. Es seien ¢ und § die gegebenen Rbenen; in « liege D
auflethalb B. » sei eine beliebige Ebene. Man kann einen Punkt @ suber
halb « und y bestimmen (4). D@ tiifft &, §,y in D, ¥,X. Dol
also XwD oder Xw¥; im emsten Fall liegh X aunBerhalb o, also yo¢;
im zweiten findet man ehenso ywp.

8. Schneidende Qerade.
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Satz. Wenn durch einen Punkt S zwed vonesnander enifernte Gerade 1
und m gehen, so ist jede Gerade entweder von 1 oder von m entfernt.

Beweis. Eine beliebige Gerade n enthilt gewil einen von S ent-
fernten Punkt P. Durch P bringen wir eine Ebene w, von der § ent-
fernt st (B); diese schneidet ! und m in @ und R; auws Qw8 und
RS folgt QwR (§2, ). Folglich ist entweder Pw §), also nwl oder
PwR, also nom.

9 bis 11. Windschiefe Gerade.

9. Definition. Zwei Gerade, die so liegen, dafi jeder Punkt der
einen auBerhalb der andern liegt, sind wwindschief oder kreuzend.

Um eine Gerade zu finden, die eine gegebene Gerade ! kreunzs, wihlen
wir P auBerhalb 7, und @ auBerhalb der Ebene PIl; P@Q und I kreuzen
sich nach § 3, 3.

10, Satz. Wenn zwel Gerade gegeben sind, 50 kann eine die beiden
gepebenen kreuzende Gerade bestimmi werden.

Beweis. Auf den Geraden ! und m bestimmen wir je einen Punkt;
dann bestimmen wir nach 5 eine Ebene «, auBerhalb welcher heide Punkte
liegen. I und m treffen « in Pbzw. Q. Eine Ebene 5, auferhalb welcher
Pund @ liegen (5), schneidet e in eciner Geraden, die / und m kreuzt (9).

11. Satz. Sind 1 und m windschiefe Gerade, s0 entfernt sich jede
Ebene durch 1 von jeder Ebene durch m.

Beweis. Wir wahlen P auf m und legen die Ebene ¢ durch Pund I;
dann withlen wir R auBerhalb « und legen die Ebene § durch R und 1.
Pwp (§38,13), also m trift 8 in Q; QwP. Jede Ebene y durch I
ist entweder von § oder von « entfernt (7), also entweder Q oder P liegt
aufferhalb p, so dal also jede Ebene durch m (die P und @ enthilt)
von v entfernt ist.

§ 5.
Der erste Satz ven Desargues.

Wir beweisen diesen Satz in folgender Fassung:

Sind zwei Dreiecke so aufesnander bezogen, dafl entsprechende Ecken
voneinander entfernt liegen wund die Verbindungsgeraden entsprechender
Eeken voneinander entfernt liegen und durch einen Punkt gehen, so schneiden
sich die entsprechenden Seiten in drei Punkten einer Geraden.

Wenn die Ebenen der Dreiecke voneinander entfernt sind oder zusammen-
fallen, kann der Satz ungefshr in der iiblichen Weise bewiesen werden.
Wir miissen aber auch den Fall betrachten, daf hieriiber pichts hekannt ist.
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Gegeben. AB( und A B'C’ sind Dreiecke, 4w d’, BoB’, Cu("
AA4', BB, 0C' sind voneinander entfernt und gehen durch einen Punks 0,

Zu beweisen. Die entsprechenden Seiten schneiden sich in drei
Punkten einer Geraden.

Beweis, 1. Aus der Voraussetzung folgt, dall ven jedem Dreieck
zwei Ecken und aus jedem Paar homologer Ecken wenigstens eine von O
entfernt ist; wir diirfen also annehmen A4, B, 4, 'w 0. Dann liegen
sowohl 4, B, 4" wie €, B, ¢’ und 4, 0, ¢ in Dreieckslage (§ 32, 2),
worsus sich ergibt, daB je zwei entsprechende Seiten voneinander ent.
fernt sind. Da A4’ und BB’ sich schneiden, liegen 4 B und A'B’ in
einer Ebene und bestimmen sie einen Schnittpunki P. Ebenso gibt es
den Schnittpunkt @ von B C mit B'C’ und den Schnittpunkt R von
AC mit 40",

2. Den Nachweis, daf P,  und R in einer Geraden liegen, fithren
wir zuerst fiir den Fall, da die Ebenen ABC und A'B'C’ msammen-
fallen; wir bezeichnen diese Ebene, die auch O enthilt, mit «. Nun
wihlen wir & auBerhalp « und auf OS den Punkt &, von O und §
entfernt; dann liegt auch S’ auBerhalb o (§ 3, 3). Wir projizieren
NABC aus § wnd AAB'C" aus 8. Owd oder OwA'; setzen wir
das erste voraus, so liegen 8, 4, O in Drejeckslage (denn Swe), also
S’w8A (§2, 2). Dann schneiden 84 und 8’4’ sich in 4”; diese Folge-
rung ergibt sich ebenso, wemn Owd4’. In analoger Weise wie 4" be
stimmen wir B” und €”.

3. Aus S8’ folgt entweder 4”w § oder 4w 8’; das nimliche gils
fir B” und €”, so dab entweder § oder §° von zwei der Punkte 4",
B”, ¢” entfernt ist. Wir wollen einen Augenblick annehmen 4”7, B"w 8.
Da 8, 4, B in Dreieckslage liegen, liegt jetzt 4” auBerhslb §B (§2, 2);
ebenso liegt 4” suBerhalb SO und B” auBerhalb 84 und §C. Die
Punkte 47, B”, " sind also voneinander entfernt, Dieses Resultat ist
unabhiinglg von der voriibergehend gemachten Amnahme SwA”, B”.

4. Nehmen wir an, daBl 4”@ 8, so liegt nach §3, 3 4" auBerhall
SBC, denn 8, A, B, C liegen in Tetraederlage. Daraus folgt, daB A",
B”, 0" in Dreieckslage liegen; dasselbe ergibe sich, wesn B”w S oder
C"wS. 4"wA oder A"wA’; da 8 und & anBerbalb o legen, folgh
aus beiden Annshmen 4”we«. Die Ebene 4”B”(C” ist also von e ent
fernt und schneidet « in der Geraden m. Da 4”B” sowohl 4B wie 4'B’
schneiden muB, gehen 4B und A’B’ durch den Schuittpunkt von A”B
wit m, 4. h. P liegt auf m. BEbenso ergibt sich, daB @ und R aui
liegen.
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5. Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, daB tiber die gegen-
sitige Lage der Ehenen 4B und A'B’C’ nichts bekannt ist. Der
Nachweis fiir die Exi-
gtenz der Schuittpunkte
P, @, B aus Absatz 1
glt auch damn. Pow4d
oder Pw B; wir kinnen
ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen
PewB; daraus folgt Pw@)
(§2,2). Lige nun B
auflerhalb P @, so miifte
die Kbene PQR mit
ABC und A'B'C zu-
ssmmenfallen. Fir die-
sen Fall ist aber schon
bewiesen, daBl R anf PQ
liegt; die Annahme, daf R auBerhalb PQ liegt, ist also ungereimt, also
fiegt R auf PQ {§4, 6).

Bemerkung. Bekanatlich trifft der Satz auch zu, wenn von den
Verbindungsgeraden der entsprechenden Feken einige susammenfallen; er
ist dann trivial. Es gelingt aber nicht ihn zu beweisen fiir alle Fille,
wo iiber das wohl oder nicht Zusammenfallen von Ecken oder Verbindungs-
geraden der Ecken nichts bekannt ist. Um das durch ein Beispiel zu er-
Butern, wihlen wir im gewdhnlichen Cartesischen Raum auf den drei
Koordinatenachsen je zwei Punkte, vom Schnittpunkt der Achsen, aber
nicht nogwendig voneinander entfernt. Diese Punkte lassen sich zu zwei Drei-
ecken zusammenfassen, fiir welche die Verbindungsgeraden®) entsprechen-
der Bcken die Koordinatenachsen sind. Wenn der Satz von Desargues
mutrife, hitten die Ebenen der beiden Dreiecke immer eine ferade ge-
meinsam; die analytische Geometrie lehrt aber, daf nur bei vonemander
entfornten Ebenen immer eine Schnittgerade bestimmt ist.

Liegen die Punkte anf einer der Achsen voneinander entferat, so be-
steht die Schnittgerade der Ebenen, aber fiir ein Paar homologe Seiten isb
wbekannt, ob sie von der Schnittgerade entfernt sind, so daB sie mit dieser
wd miteinander keinen bestimmten Schnittpunkt zu haben branchen. Wenn
auf zwej Achsen die Punkte voneinander entfernt sind, trifit der Satz zu.

% Wir weichen in dieser Bemerkung von der Verabredung des § 3, 18 ab. Ge-
mier wire die Bezeichnung ,die homologen Ecken enthaltende Gerade® statt ,Ver-
i’31'dullgsget:sde der homologen Ecken*,
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§ 6.
Der zweite Satz von Desargues.

Satz. Sind zwer Dreiecke so aufeinander bezogen, daf je zwei ent-
sprechende Sedten voneinander eniferni sind und die Schnittpnnkte ent-
sprechender Seiten drei vonetnander enifernfe Punkie einer Geraden sing,
50 hegen je zwei entsprechende Ecken voneinander entfernt und die Ver-

gsgeraden. entsprechender Ecken gehen durch eimen Punkf.

Gegeben: ABC und A'B'C’ sind Dreiecke; 4B w A'B'; der
Schnittpunkt dieser Seiten ist P; ebenso gibt es die Schnittpunkte § von
ACmit A"C” und R von BO mit B'C’. P,  und R sind voneinander
entfernt und liegen auf der Geraden .

Zu beweisen: Aw d’; BwB'; Cawl'; AA4A’, BB und C¢
gehen dureh einen Punkt.

Beweis. 1, A P oder 4w @; wenn 4 w P, liegt 4 auBerhalb
A'B" (82, 2), also 4w A"; dasselbe Ergebnis folgt aus 4 o Q. Ebenso
zeigt man Bo B  und C o ¢,

2. Wir nehmen zuerst an, da8 die Ebenen 4B C und 4’ B’ ¢’ von-
einander entfernt sind. Es sei « die Ebene durch 4B und 4'R’, § die
jenige durch AC und A'C’; ebenso y durch BC und B'C’. « ist ent-
fernt von einer der Ebenen der Drelecke, z. B. von AB(C (§4, 7); nach
§ 8, 13 liegt dann € auBerhalb «, also # und y sind von « entfernt; ebenso
ergibt sich S y. Auch hat man CC' we, also 00 w 44", Es sid
also alle Voraussebzungen von § 3, 14 erfiillt und «, 8, y bestimmen einen
gemeinschaftlichen Punkt M, durch welchen anch 4.4’, BB wnd CC
laufen,

3. Nunmehr betrachten wir den Fall, daf die beiden Dreiecke in
derselben Ebene w liegen; 1 liegt also in z. Wir wihlen den Punkt X
aufBerhalb » und legen die Ebene g durch 7 und X. Dann wihlen wir
8’ auBerhalb = und ¢ (§4, 4) und projizieren 4" B’ ¢’ aus § auf o o
A", B"”,C". Da 8, 4', B’, ¢ in Tetraederlage liegen, liegen nach § 2,2
und §3, 3 auch &, 4”7, B”, €” in Tetraederlage, also 4", B”,¢" in
Dreieckslage. 7w BC oder 1w B'C’ (§4,8). Im ersten Fall hat msn
BCawo, slsoc BC» B”(C”; im zweiten liegt jeder Punkt D’ von B'C',
der auBerhalb I liegt, auBerhalb o, und der Sehnittpunlkt D” von &' D'
mit ¢ liegt auBerhalb » (§38, 3), also B”(C” (die D" enthilt) ist entr
fernt von BC. Man hat also immer BC o B”O" Ebenso ergibt sich, dab
die anderen entsprechenden Seiten von A ABC und A 4" B"¢" vor
einander entfernt sind. Sie treflen sich in P, @ und R, also nach Absatz 2
gehen 44”7, BB”, 00" durch einen Punkt §. — Von A 4'B'(" liegF
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eine Ecke, z. B. 4', auBerhalb I (§2,13); dann liegt 4" auBerhalb =,
also A", A’, A liegen in Dreickslage. Nun gilt S 8 oder §w A”;
im letzten Fall liegt § auferhald 4”4 (§2, 2), also gilt wieder S &.
88 trifit x in O. Die Ebens & BB’ enthilt B”, also BB”, also 8;
darons folgt, daB BB’ und 88 sich in O treffen. Ebenso ergibt sich,
ds8 A4’ und BB’ durch O gehen.

4 Um jetzt den Satz
aligemein zu beweisen, wih-
len wir @ auferhalb der
Ebenen 4B C wnd A'B'C’
umd projizieren A A'B'C’
sus O anf ABC. Wie in
Absatz 3 ersieht man, daf hier-
durch ein Dreieck 4" B”C"
entsteht.

5, A"B" w AB oder
A"B"w A'B’ (§4,8); im
letzten Fall ist P der Schnitt-
punkt von 4” B” und 4’ B".
Da entweder B’ P oder
A wP, legt B’ oder A’
auBerhalb 4" B”. also 4" w A’
oder B” o B’, d.h. entweder 4” oder B” liegt auBerhalb 4'B’¢’. Fiir
diesen Fall, nimlich, daB die Ebenen der Dreiecke voneinander entfernt sind,
ist der Satz schon in Absatz 2 bewiesen.

6. Es bleibt also nur der Fall tbrig, daB alle Seiten von A ABC
von den entsprechenden Seiten von A A” B” 0" entfernt sind; die homo-
logen Seiten treffen sich in P, @, R, also nach Abs. 8 gehen A A", BB”,
CC" durch einen Pankt §.

7. 4w P oder Bw P; nehmen wir das erste an, so Uegt 4 auBer-
halb 04" B, also O auBerhalb 4.4’ B’ (Axiom IX), und 08 tzifft diese
Bhene in 8’ (§3,12). 44" und O8 liegen in 04”4, also 44" triffe
08 und geht durch S'. Ebenso ergibt sich, daB BB’ durch & geht.
Schliefilich muB 08, ebensogut wie 4 A’ B’, auch 4 .4°(C" schneiden; der
Sehnittpunkt Jiegt auf 44" und f5ll alse mit 8’ zusammen, Auch €’
geht durch 8.
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§7.

Der Involutionssatz.

1. Definition. Ein vollstindiges Viereck wird gebildet von vier
Punkten einer Ebene, von denen je drei in Dreieckslage liegen, und von
deren Verbindungsgeraden.

2. Satz. Sind 2wei Vierecke so aufesnander bezogen, daf durch finf
Punkte einer Geraden je zwei homologe Seiten gehen, wihrend jede zwer
dieser Punkte, die nicht zu Gegensesten der Vierecke gehorem, vonein-
ander eniferni sind, so gehen auch die Seiten des sechsten Paares durch
einen Punkt dieser Geraden.

Beweis. Wir bezeichnen die Vierecke mit ABCD und 4B 0'D'.
AB und A'B’" gehen durch P,, 0D und ¢’ D’ durch P,, 4C und 4'¢’
durch @,, BD und B'D’ durch @,, 4D und A'D’ durch R,. Diese
Schnittpunkte liegen auf der Geraden f; je zwel mit verschiedenen Buch-
staben bezeichnete sind voneinander entfernt.

Wir setzen znerst voraus, dall sowohl homologe Seiten wie homologe
Ecken voneinander entfernt sind; dann trifit der fibliche Beweis zu.
Dern A ABD und A A'B'D’ geniigen den Voraussetzungen des zweiten
Desarguesschen Satzes, also 4.4’, BB, DD’ laufen durch einen Punkt 8.
DaB diese Geraden sich voneinander entfernen, zeigh man z B. fitr 44
und BB so: Aw P, oder 4"w P;; wenn Aw P,, so liegen 4,4, B
in Dreieckslage (§ 2, 2). Ebenso ergibt sich, daB 44', ¢C', DD’ von-
einander entfernt sind und durch einen Punkt laufen, der also mit § zu-
sammenfillt, Ist nun P ein Punkt von B¢ auBerhalb B¢, so fiihrt
die Annahme, B oder ( liege auBerhalb PB’(’, auf eine Ungereimtheit;
folglich liegen BB’ und C O’ in dieser Ebene, also B trifit B'¢'; dam
zeigt man wie oben fir 44" und BB’, daB BB o CC'. Nach dem
ersten Desargnesschen Satz, angewandt auf A BCOD und A B O'D,
gehen B O und B’(C’ durch einen Punkt von I.

Ist nicht bekannt, ob alle homologen Seiten und Keken voneinander
entfernt sind, so kann man durch I eine Ebene legen, die von denen der
beiden Vierecke entfernt ist (§ 4, 4), und in dieser ein vollstéindiges
Viereck XY Z U konstruieren, dessen Ecken so aul 4, B, ¢, D bezogen
werden kinnen, daB fiinf Paare homologe Seiten von 4 BCD und X YZU
durch P, P, @,, @, und R, gehen, Die sechste Seite von X ¥ZU mub
dann sowoh! BC als B'C’ in einem Punkt von I schneiden.

3. Definition. Wenn durch 4 und B je zwei Gegenseiten eines
vollstindigen Vierecks gehen, und die Seiten des dritten Paares trefled
AB in ¢ und D, so heit D der vierte harmonische Punkt zu 4, B
und C.
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Satz. Der vierle harmonische Punkt zu drei voneinander entfernien
Punkien einer Geraden ist eindeutig bestzmmi.

Dieser Satz ist ein Sonderfall von 2.

§8.
Projektivititen zweiter Stufe.

1. Definitionen. Eine Projektivitds erster Stufe zwischen den Ge-
raden I und m derselben Ebene entsteht durch Projektion der Punkte von
i anf m aus einem Punkt § dieser Ebene, der auBerhalb ! und m legt.

Eine Projektivitds n-ter Stufe entsteht durch n aufeinanderfolgende
Projektivititen erster Stufe.

Eine Beziebung zwischen den Figuren 7, und f, heifit erneindeutig,
wenn 1. zu jedem Punkt von £, ein Punkt von 7, und zu jedem Punkt
von f, ein Punkt von f, gehdrt; 2. zu zusammenfallenden Punkten von
f, zusammenfallende Punkte von f, gehdren und umgekehrt, und 3. zu
voneinander entfernten Punkten von f, voneinander entfernte Punkte von
f, gehdren und umgekehrt.

Aus § 2, 2 folgt, duB jede Projektivitit eineindeutig ist.

2. Wir betrachten vorlaufig Projektivititen zweiter Stufe zwischen
siner Geraden ! und sich selbst. Eine solche entsteht durch Projektion
der Punkte von 7 ans 8 auf " und ans 8 auf I zuriek. I, I, 8, &
miissen in einer Ebene, § und §' auBerhalb I und I’ liegen.

3. Die Projektivitdt ¢st won der Identitdl entfernt, wenn ein Punkt
von seinem Bild entfernt ist. In diesern Fall ergibt sich aus § 2, 2, da
sowohl 8 von S’ wie L von I’ entfernt ist. 2" und §8° treffen { in den
Punkten @ and U, die mit ibren Bildern zusammenfallen; O heift der
erste, U der zweste Doppelpunki der Projeldivitit.

Folgende Sitze werden durch wiederhoite Anwendung von § 2, 2 be-
wiesen®): Ein Punkt, der von O und U entfernt ist, liegt von seinem Bild
entfernt, und sein Bildpunkt ist von O und U entfernt. Ein Punks, der
von seinem Bild entfernt ist, legt entfernt von O und .

Wenn O mit U zusammenfillt, heifit die Beziehung eine Prospektsvitas.

4. Bei einer Projektivitdt zweiter Stufe, von der nicht bekannt ist,
ob sie von der Identitit entfernt ist, braucht weder I von !’ noch & ven
& entfernt zu liegen; es branchen also keine Doppelpunkte bekannt zu
Sein. Wir nennen die Projektivitit normal, wenn entweder ein einziger
tder ein erster und zweiter Doppelpunkt (die zusammenfallen diirfen) be-

%) Wir iiberlassen im folgenden dem Leser die Ausfiihrung derartiger Beweise,
obgleich sie nicht: alle ganz einfach sind.

34*
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kannt sind und iiberdies feststeht, entweder daB ein Punkt, der von den
bekannten Doppelpunkten entfernt ist, nicht mit seinem Bild zusammen-
fallen konn, oder daB aus dem Vorhandensein eines mit seinem Bild zu-
sammentallenden, aber von den gegebenen Doppelpunkten entfernten Panktes
folgen wirde, daB die Beziehung die Identitit ist. Jede Projektivitit,
von der zwel voneinander entfernte Doppelpunkte bekannt sind, ist also
normal. Die Definition der Prospektivitdt kann aber erweitert werden,

Definition. Bine Prospektivitdt ist eine normale Projeksivitiit aweiter
Stufe, von der ein einziger Doppelpunkt bekannt ist.

5. Satz. FEine normale Projektivildt zweiter Stufe dist durch thre
Doppelpunite O und U und das Bild A" eines von den Doppelpunkten
entfernten Punkites eindeuity bestimmi.

Beweis. Wir betrachten erst den Fall 4'wA. Man kann I’ durch
O (wenn nur I'wl) und § auBerhalb 7 und ' beliebig wihlen, und findet
8 durch eine einfache Konstruktion (vgl. fiir die Bezeichnungen Abs. 2)
DaB das Bild B eines von O, U, 4 entfernten Punktes B von der Wahi von
1’ und 8 unabhiingig ist, folgt unmittelbar aus dem Involutionssata (§ 7, 1).
Ist C ein Punkt, wofiir nicht bekannt ist Cwd, und sind ¢/, 0" die
Bilder von O durch zwei don Voraussetzungen geniigende Projektivititen,
so wirde aus C'w C" folgen C'wA’ oder ("wA’, also immer Cod
{Abs. 1); dann ist aber " (' unméglich, also €'cC”. Ebenso beweist
man den Satz, wenn nicht bekannt ist Cw O oder Caw U.

Wir nehmen jetzt an, daB nicht bekannt ist Awd’. Bs seien I}
und I, normale Projektivititen zweiter Stufe mit denselben Doppelpunkten,
die 4 in A’ iiberfiihren; B ein Punkt der Geraden, B’, B” seine Bilder
durch T, und I',. Aus B'w B” wirde folgen B'w B oder B’eRB, z.B.
B'wB. Dann ist I, von der Identitdt entfernt, also A'wA. TFir diesen
Fall ist schon gezeigt worden B'cB”; die Annahme B'wB” ist daher
ungereimt, also B'cB".

Definition. Die normale Projektivitit zweiter Stufe mit den Doppel-
punkten O und U, welche den von O und U entfernten Punkt 4 in
den ebenfalls von O und U entfernten Punkt A’ iiberfihrt, werde mit
(AA’0°U") bezeichnet.

Die Prospektivitit (44’0 0%) werde kurs mit (44’ 0®) hezeichnet.

Ein Sonderfall des vorigen ist der

Sats. Hine Prospektivitdt ist durch ihren Doppelpunkt und das Bild
eines von dem Doppelpunkt entfernien Punktes eindeutig bestemmd.

6. Wir wollen bisweilen auch solche Projektivititen zweiter Stufe
(4.4'0°U*) betrachten, fiir welche 4w O, U, aber nicht notwendig A'w 0-
Bine solche wird mittels der in 2 beschriebenen Konstruktion hergestell;
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man muf fordern Uwl; Swl,l, aber nicht §'wl’. Die Transformation
ist durch die Wahl von O, U, A, A" eindeutig bestimmt. Denn sind
B’, B” Bilder von B (BwU) bei verschiedener Wahl von !’ und S, so
wiirde aus B'w B” folgen B'w O oder B”w O, und daraus leicht A'wm O;
dann ist B'w B” aber ungereimt {5). Es sind nur die Bilder der von U/
entfernten Punkte bestimmt.

Der hier betrachtete Full wird im folgenden ausgeschlossen, aus-
genommen an den Stellen, wo von einer wielleicht ausartenden Projek-
tivitit die Rede ist.

7. Satz. Wenn ber zwei normdlen Projekiivitdten wmweiter Stufe die
Bilder eines Pumnkies vonernander eniferni sind, so liegen die Bilder eines
beliebigen Punkies, der von den Doppelpunkien enifernt ist, voneinander
entfernt.

Beweis. Man kann zur Konstruktion der Projektivititen I', und I,
dieselbe Gerade I” und denselben Punkt S benutzen. Ist §' das zweite
Projektionszentram fiir I',, §” fiir I',, so gibt wiederholte Anwendung
von §2, 2 §'w8”; daraus folgt die Behauptung.

Man kann also die Bezichungen « und ¢ zwischen normalen Projek-
tivititen zweiter Stufe mit denselben Doppelpunkten so festsetzen, daf3
sie iibereinstimmen mit denjenigen zwischen den Bildern eines von den
Doppelpunkten entfernten Punktes. Die Spezies dieser Projektivititen ist
dann das eineindentige Bild von der Spezies der von den Doppelpunkten
entfernten Punkte der Geraden.

8. Satz. Die (vielleicht ausartenden) normalen Projektivititen zweiter
Stufe mit gegebenen Doppelpunkten bilden eine Gruppe.

Beweis. Die Beziehung (EAOQ°U®) fiihre B in € iiber (E, BwO, U;
40U). (EBO®U’) entstehe, indem man die Punkte von ! aus § auf
die Gerade ' durch O und ans 8 aunf ! zuriickprojiziert. Zur Konstruk-
fion von {EAO®U®) kann man zuerst aus § auf I’ projizieren und das
sweite Projektionszentram 8” durch Konstruktion bestimmen. Die aus
(EAO U™ und (EBO®U") zunsammengesetate Transformation entsteht
durch Projektion aus § anf I’ und ams S zuriick auf I; sie fillt also
mit (£ 00"} zussmmen.

Es sei jetzt nicht bekannt Bw 0. Fiir emen von U entfernten Punkt P
sl @ der Bildpunks durch (B BO®U?), ebenso P’ dor Bildpunkt von @
dureh (A 0*U*) und P” von P durch (ECO®T®). Aus P'w P” wirde
folgen entweder P'o O oder P’ O, und daraus einfach BewO, was un-
gereimt ist, Also P'o P

Definition. Die aus (BAOD%) und (EBO*U”) zusammengesetate
Projektivitit werde mit (HAO°U®)-(EBO°U®) bezeichnet. ’
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9. Sats. Die Zusammenseizung der Projektivitdten zweiter Stufe (8)
151 assozialiy.
Beweis. Es seien (EAO*U®), (FEBROU"), (ECOU®) (vielleichs
ansartende) normale Projcktivititen zweiter Stufe. Wir setzen
(EA0°U*-(EBOUy= (EDO*U?),
(EDOU*) . (ECO*UN=(EF0O*U"),
(EBO*U®). (ECO*U*) = (EGOT®),
(EAQ*TU®)(EGOTU™) = (KEF O°U*);
(EBO*U®) filhrt ¢ in @ iber; (FAO0"U®) @ in F, also (EDO*U)
C in F'; (ED OU*) fihrt aber auch ¢ in F iiber, also Fa F’.
10, Satz. dus AwB und CwO folgt
(EAO*TUY (ECO*U*)w(EBO*UY). (ECO*UY)
und (ECO*U*) (EAO'UY)w(ECO*U™)-(ERO*U?).
Beweis. Ersteres folgt aus 7; das andere aus der Eindeutigkeit von
(ECO*T™) (1.

§ o
Die zentrale Kollineation.

1. Die ebene zentrale Kollineation (A A’ 0°1°) wird bestimmt durch
das Zentrum O, die Achse ! und das Bild 4" von 4; 4 und A’ miissen
von O und ! entfernt sein und auf einer Geraden durch O liegen. Ein
Punkt B auBerhalb 04 wird aus 4 auf [ und aus A" wieder auf OB
projiziert; so ergibt sich das Bild B’

2. Satz. Liegt B auferhald 1 und OA wnd ist B’ das Bild von
B fir (A4 0°1%), so jallen die Bilder eines Punktes P quferhalb 04
und OB fir (AA"0°1*) und (BB O*1*) zusammen.

Beweis. Wir setzen erst voraus Awd’. Es ist klar, da (BB O*1)
4 in 4 iberfiihrt. Liegt nun der Punkt P auferhals 04, OB, 4B
und J, und ist P’ sein Bild durch (44°0%1%), so ergibé der erste Sats
von Desargues, daf BP und B P’ sich auf ! schneiden.

Ist nicht bekannt, daB PwAB, und ist P” das Bild von P durch
{BB'0%1"), so wiirde die Annahme P’w P” ergeben, daB entweder P/
oder P auferhalb 4’ B’ lige (denn Ow 4’ B'), und darans, daf P sufler-
halb 4B lige, was ungereimt ist, also P'¢ P". :

Ist nicht bekannt Pwl, haben P’ und P” dieselbe Bedentung wie
oben und ist § der Schnittpunkt von AP mit !, 7 von BP mit I, 50
wiirde ans P'w P” folgen P'ew S oder P'wT oder SwT; aus jeder
Alternative folgt leicht Pw!l, also die Absurditit von P'w P”,
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Ist Aw A’ nicht bekannt und haben P, P', P dieselbe -Bedeutung
wie oben, so wiirde ans P’ w P” folgen P P’ oder Pow P”. Aus ersterem
folgt Aw A" und aus dem zweiten BB’ also wieder AwA’, was aber
ungereimt ist.

Der Satz ist nun allgemein bewiesen.

Definition. Das Bild fiir (44" 071%) eines Punltes, von dem nicht
bekannt ist, daf er auflerhalb O A legt, fillt zusammen mit dem Bild
durch (BB’ 0®1°), wo B ein Punkt auBerhalb O A und B’ sein Bild
durch (44" O 1) ist.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB das so definierte Bild von der
Wakl von B nicht abhiingt. Die Kollineation (44'0%I%) ist nun be-
stimmt fiir alle Punkte, die von O entfernt sind. Nach § 8, 1 ist sie
eine eineindentige Beziehung der Ebene anf sich selbst.

3. 8atz. Die Bilder der Punkie einer Geraden durch (AA’0*1%)
liegen, sowett sie defindert sind, wieder auf etner Geraden.

Beweis. Wenn O und [ von der Geraden p entfernt sind, kann man
nach 2 die Rolle von 4 von einem Punkt von p iibernehmen lassen; der
Satz ist dann ohne weiteres klar; auch daB O aunBerhalb der Bildgeraden
liegt. Fiir eine Gerade, von der nicht bekannt ist, ob O von ibr entfernt
ist, beweisen wir ihn wie folgt. Wir wihlen auf p die von O entfernten
Pankte L, M, N, so daB L w M; bildeten die Bilder L', M', N’ ein Drei-
eck, so Iige O auBerhalb einer Seite (§2,5), = B, I' M'; L' M’ entspricht
dann in (4’ 40°1%) der Geraden L M= p, so daB O auBerhalb p liegen
wiirde, was zu einer Ungereimtheit fithrt.

Ist schlieBlich pe! nicht bekannt, so wiirde (mit denselben Bezeich-
mingen wie oben), wenn L', M', N' ein Dreieck bildeten, eine der Ecken,
2. B. L', auBerhalb ! fallen, also Lwi, also pwl, was ungereimt ist,

4. Fiir den Punkt X sei X O nicht bekannt. Wir legen durch X
eine Gerade p, die von I und O A entfernt ist (das ist leicht zm machen
wit Hilfe von § 2, 3), projizieren X aus 4 auf ! und aus A’ zuriick anf
das Bild p’ von p; so entsteht das Bild X’ von X. Zwei Bilder von X,
mit verschiedener Wahl von p konstruiert, konnen nicht voneinander ent-
fernt sein, da dann eines von beiden, also auch X, von O entfernt sein
miiBte.

Der Satz 3 bleibt auch bei dieser neuen Definition giiltig.

5. Aus dem Satz 3 folgt, daBl die zentrale Kollineation eine Projek-
tivitit zweiter Stufe zwischen den Punkten einer Geraden wieder in eine
derartige Bezichung zwischen den Bildpunkten anf der Bildgeraden trans-
formiert. Ebenso wird eine zentrale Kollineation in eine zentrale Kolli-
eation tramsformiert. Das gibt weiter den -
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Satz.  Projiziert man die Punkie etner Geraden 1 auf eine Gerade [',
die durch den Punki O von | geht und mit | in der Ebene « liegl, aus
dem Punkt P, der in o auferhalb I und 1" liegt, so werden die Pro-
jektivitdten zweiter Stufe auf 1 in derariige Beziehungen auf 1 trans.
Jormiert.

Denn die durch die Projektion vermittelte Beziehung zwischen ] und
1’ ist enthalten in einer zentralen Kollineation mit P als Zentrum und
PO als Achse.

6. Rdumliche zentrale Kollineation.

Eine rdumbiche zentrale Kollineation (4 A’ 0%¢”) wird bestimmt
durch die inveriante Ebene ¢, das Zenirum O und das Rild 4" von A;
A und 4" miissen von O und « entfernt und auf einer Geraden durch
O liegen. Ist B ein Punkt auBerhalb O 4 und «, so fillt in der Ebene
O AB die Bezichung (4 A’ 0%¢”) zusammen mit (4 A'0%:%), wo i die
Bchnittgerade dieser Ebene mit « ist. Ist B’ das Bild von B, so he-
weist man vollig wie bei der ebenen zentralen Kollineation, daf die
Bilder von jedem Punkt auferhalb 0.4 und O B durch (4A"0%a") und
(BB’ 0*%¢*®) zusammenfallen. Dies gibt uns wieder das Mittel, (4.4°0%¢*)
auszudehnen auf Punkte, von denen nicht bekannt ist, daB sie auflerhalb
0 4 liegen.

7. Nach 3 liegen die Bilder der Punkte einer Geraden, die in einer
Ebene durch O liegt, wieder auf einer Geraden; auns der Definition der
Ebene geht also hervor, daB die Bilder der Punkte einer Ebene, von der
O entfernt ist, in ciner Ebene licgen. Fiir eine Ebene, von der nicht
bekannt ist, ob O von ihr entfernt is, wird dieser Satz bewiesen wie in
3 der analoge Satz.

8. Um das Bild eines Punktes X zu definieren, von dem Xw@
nicht bekannt ist, legen wir durch X die Ebene §, auBerhalb welcher 4
liegt (§4, 8). Wir projizieren X aus 4 auf « und aus A’ zuriick auf
das Bild §° von §, wodurch das Bild X’ entsteht. DaB X' eindeutig
bestimmt ist, beweist man wie in 4.

9. Man kann die zentrale Kollineation auch definieren, wenn 4’ @@
oder 4w« nicht bekannt ist; wir verfolgen nur dem ersten Fall. Die
Definition bleibt diesclbe wie in 6; das Bild von P ist aber nur dann
bestimmt, wenn Pwwa. Der Satz aus 7 bleibt richtig, denn (mit emer
analogen Bezeichnung wie in 2) P’ P” ergibe P'w O oder P" w0,
also 4’00O. Das Bild P’ von P wird, wenn Pw O nicht bekamnt ist
folgendermaflen konstruiert. Man ziehe durch P die Gerade m, die voB
O A entfernt ist und ¢ in S trifit; @ sei ein Punkt ven m, der von ¢
und S entfernt sei und @ =ein Bild. S’ ist das Bild m’ von #
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Nun projiziere man P aus 4 auf « und aus A’ zurick auf m’; dann
ergibt sich P'.

Zeigt sieh spater, daB Pw 0, so bleibt diese Konstruktion richtig.

Wenn nicht anders gesagt, setzen wir bei der zentralen Kollineation
(44°0%¢") voraus 4’00, A wa.

10. Batz. Die auch vielleicht ausartenden zentrolen Kollineationen
mtt gegebenen Zenwirum wund Doppelebene bilden eine Gruppe.

Beweis. Die Transformation, die durch Zusammensetzung aus zwei
nicht ansarfenden zentralen Kollineationen mit dem Zentrum O und der
Doppelebene « entsteht, fithrt jede Gerade I, die von O und « entfernt
ist, iiber in eine Gerade ', die durch den Schnittpunkt von I mit « geht
und in der Ebene O1 liegt, und jede andere Gerade wenigstens wieder in
eine Gerade. Daraus ergibt sich leicht, daf der Bildpunkt eines belie-
bigen Punktes nach den Vorschriften von 6 gefunden wird; die Trans-
formation ist also eine zentrale Kollineation.

Wenn die Kollineationen aueh ausarten kénnen, wird der Beweis in
analoger Weise ergiinzé wie mm § 8, 8.

§ 10.
Koordinaten auf der Geraden.

1. Auf der Geraden I setzen wir die voneinander entfernten Punkte
0 und U ein fiir allemal fest und definicren die Addition der Punkte
durch die Festsetzung: Wenn (0 AU®).(OBU®)={0CU?) (§8, 11,8),
it A+ B=C.

Ist noch der Punkt E, der von O und U entfernt ist, festgelegt, so
wird die Multiplikation definiert durch:

Wenn (EA0°U%) - (BEBO*U™)=(ECO®U?), ist 4> B=C.

2. E¢ ist zu zeigen, daf die Punkte der Geraden bei diesen Fest-
setzungen den Postulaten fiir einen nichtkommutativen Korper geniigen.

Diese Postulate gab ich in ,Lineare Gleichungen“ § I in folgender
FOl‘ln :

8.
Elementen ¢ und & der Spezies 3.
8,. PRiir jedes Element ¢ von 2 gilt ¢ =a.
8,. Die Bezichungen g = a und @ <+ @ schlieflen sich gegenseitig aus.
S,. Wenn a < b ungereimt ist, gilt o= 5.
Wenn zwischen den Elementen a und b von 2 die Beziehung
‘;*b besteht, so gilt fiir jedes Element ¢ von = entweder @ < ¢ oder
+eo.
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4,. Wenn @ und b Elemente von X sind, ist ¢ + & ein Element

A4,. Auws a=c¢, b=d folgt e +b=1c-+d.

4;. (e+by+e=a+(b+e).

Ay Aus 2z 4=y folgt fiir jedes Element ¢ von 2 etz 4a-ty
ud 2 +a+y+a.

A,. Z enthdlt ein Element 0, woflir 0 0 =20.

4,. Zu jedem Element a von = kann ein Element (— a) bestimmt
werden derart, daB g - (— a)= 0.

M,. Wenn ¢ und & Elemente von X sind, ist a¢b ein Element
von Z.

M,. Avs a=c, b=d folgt ab=cd.

MA,. e{b--¢)=abtac.

M4, (b-te)a=ba+tca.

M,. (ab)e=a(bec).

M,. Aus 2=y und ¢ 0 folgt a2z +ay und za +ya.

T M,. 2 enthilt ein Element 1, woliir 140 und 11 =1.

3,. Zu jedem Element a von X, wolir @ =0, kann ein Element
—;— bestimmt werden, derart dal} a.% = 1.

Fiar 8, bis 8 ergibt sich der Beweis unmittelbar aus Axiom II.
A, und M, sind Folgen von §8, §; 4, und M, von §8, 5 und 6; 4,
und M; von §8, 9; 4, und M, von §8, 10.

Der Punkt O hat die Eigenschaft O -]-0 =0 und fir den Punkt B
gilt B> BE=E. Wenn durch (A0 U®) O in A’ iibergeht, ist A + 4" = 0;
und wenn A w O und (ABO*U?) fibrt £ in 4" dber, soist 4>< A =B
Es sind also 4, M,, 4,, M, erfills.

3. Es bleiben noch M4, , zu beweisen ibrig.

Satz. (MA4,.)

Ax(B+Cy=A4=<B+A4x=C.

Beweis: Es sei
B+ 0=D; AxD=F, A=<B=6; A=C=H G-+H=F.
(BAO®U? filet D in ¥, Bin ¢, O in H tiber. Ist yun Aw 0, so
kann man diese Beziehung so erweitern, daB man eine zentrale Kollines-
tion erhilt, die nach § 9, 5 (OBU") in (OGU®) iberfihrt. Durch
{OBU?) geht € in D iiber, also durch (0QU*) Hin F, d.h. -

F=6+H=F.

Ist Aew O nicht bekannt, so wiirde aus Foo F' entweder Fo» O oder

F w0 folgen. FoO gibt Aw0 (§8, 1); F w0 nach ,Lin. Gleich”
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§1, Satz ") G O oder Hw O und beide wieder nach §8, 1 AwO.
Aw O ist aber ungereimt, da dann Fo F' schon bewiesen ist.

Satz. (MA,.}

(B+O0)<A=B=<A+Cx<A4.
Beweis. Wir nehmen erst an 4w 0. Es sel
B-C=D; Dx<A=F, Bx<A=8; Cx<A=H, Q@+-H=F"

Wir wihlen die Gerade I’
durch O, s0 daB ' wi; wei-
ter 8 auBerbalb ¢ und 1.
SE und 8 A treflen I’ in P
wd §. PO, PB,PD tref-
fen ST in §,, 8,, 8, (s.die
Figur). Durch die zentrale
Kollineation (PQO*ST*)
gehen E, B, C, D bzw. iiber
nAd, & H F. Nach §9,5
fikrt sie (OB D) iiber in
(06U®); durch (OBU?)
geht C in D, also durch
(0GU®) H in T iiber, d. h.
F=@+-H=F

Ist 4w O nicht bekannt,
und nehmen wir einen Augen-
blick Fe F’ an, so folgt
FuO oder F'ww0O. FawO
ergibt unmittelbar 4w O;
F 00 gibt G0 oder Hw O
(Lin. Gleich.“ §1, ) und
beide geben wieder dw O,
was zu einer Ungereimtheit

4. Die von U entfernten
Punkte der Geraden ‘bilden
jetzt einen nichtkommutati-
ven Korper. Will man auch

AVA‘

Fig. 11,

die Fundamentalpunkte O,U,E angeben, so nennt man das mit dem
Punkt 4 korrespondierende Element dieses Korpers die Koordinate von 4
in bezug auf das System FOU und bezeichnet es mit (AB0T). B heillt

u) Dleser Satz ist ohne Benutzong von M4, oder MA, bewiesen.
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Binheitspunkt, O Nullpunki, U Unendlichkeiispunkt des Systems. Die
EKoordinate ist also nichts andere¢ als der Punkt A selbst, in bestimmter
Weise anf die Fundamentalpunkte bezogen.

O und U halten wir vorliufig fest. Z kann durch einen beliebigen,
von O und U entfernten Punkt F der Geraden ersetzt werden mittels der

Definition. Geht F durch (EA0Q*TU") iiber in B, so ist (AEOU)
= (BFOU). Folglich ist (BFOU)=<(FEOU)=(BEOU,).

5. Es sind jetzt die Koordinatensysteme auf verschiedenen Geraden
durch O aufeinander zu beziehen. Zu dem Zweck legen wir durch U die
Ebene «, von welcher O entfernt ist. Auf jeder Geraden m durch O wihlen
wir 0 als Nullpunkt, den Sehnittpunkt von m mit « als Unendlichkeits.
punkt des Koordinatensystems. Vom Einheitspunkt wird selbstverstandlich
immer vorausgesetzt, da8 er von O und ¢ entfernt ist.

Definition. Wenn die (auch vielleicht ausartende) zentrale Kol-
lineation (BAO®«*) F in B tberfihrt, ist (AEOU) = (BFOV). Liegt
dag Bild von F durch (EAG%«®) von B entfernt, so ist (AEOU)
+={(BFOV).

In dieser Definition ist die vorige (4) enthalten.

Zu jedem Punkt € auf OV kann man D auf OU bestimmen, so dafl
(CFOV)=(DEOU). Wir definieren weiter:

(AEOU)+(CFOV)=(AEOU)+(DEOU).

Es ist zu zeigen, daB bei diesen Definitionen die Postulate fiir einen
nichtkommutativen Kérper giltig bleiben. Der Beweis bietet nur einige
Schwierigkeit fiir S, 4, und M,.

Satz. (8,.) Liegt 4 auf OU, B auf OV, C auf OW, alle aufler-
halb ¢, so jolgt aus (ABOUY 4 (BFOV) entuweder ( ABOU) = (CGOW)
oder (BFOVY+{(CGOW).

Beweis. Wir bestimmen B’ und ¢ auf OU so, daf (B'ECU)
=(BFOV) und (¢"EOU)=(CGOW); nun ist B'w 4, also ("B
oder ¢ w A, worauns man mittels der letzten Definition leicht den Satz
folgert.

Satz. (4,.) Aus (AEOU)=(CFOV) und (BEQU)= (DFOV)
Jolgt

(AEOU)-- (BEOU)=(CFOV)+{DFOV).

(Wenn dieser Satz bewiesen ist, ist die allgemeine Gilltigkeit des
Postulats leicht einzusehen.) ’

Beweis, Wir setzen zuerst voraus Uw V. Es sei A+ B=1F;
C+D=@, also (OAU?) fibrt B in P und (0CV?) fitket D in €
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gber. Dureh (EA0*«”) geht F in ¢ iiber, also wenn § der Schmitt-
punkt von EF mit @ ist, liegt (' anf SA; ebenso liegt D auf §B.
Durch Projizieren aus 8 auf OV geht (0 AT®) iber in (0 CV?) (§9, 5),
slso P in Q. Folglich liegt @ auf SP, d. h. durch (EPO%«’) geht F in
Q iber, also (PEOU)=(QFOV).

Ist U w V nicht bekannt, so ziehen wir die Gerade OW, von G U
und OV entfernt, usw.

Sats. (M,.) Aus (AEOU)= (CFOV) und (BEOU)=(DFOV)
o,
et (AEOUD)Y><(BEOU)=(CFOV)><(DFOV).

Beweis. Es sei A> B=P; 0> D= Q. Dann entsteht die {anch
vielleicht ausartende) zentrale Kollineation {EP 0" «”) durch Komposition
aus (BEAO0%¢®) wd (EBO%¢*); (FQO*¢®) ebense aus (FCO®«®) und
(FDO®e®); da beide Komponenten gleich sind, ist auwch (EP0%c")
=(FQO*a%).

§11.
Koordinaten in der Ebene.

1. Wir wihlen ein Pundamentaldreieck OUV und einen Hinhests-
punkt E auflerhalb dessen Seiten. Eg sel P cin Punkt auferhalb UV;
E,, P, die Projektionen von H, P ans V avf OU; K, F, diejenigen aus
Uaaf OV. Wir bestimmen die Koordingien von P im System EUVO
als ein 1. Verhiltnis?®) durch

2wy xy,=(P,EOU): (PE,0V):1.
%+ 0 kann beliebig gewdhlt werden; dann lassen z,, #, sich berechnen.

Wenn ¢{y,) von P(z,) entfernt ist, liegt @ auBerhalb UP oder VP
1

(§2,3), also P, @, oder P, w Q,, d. h. M;, z, 4+ § y, oder — 2, +yi Yao
3 3 £ 3
also immer () + (#;). Umgekehrt: Aus (z;) 4+ (y,) folgt nach ,Lineare
Gleich.> § 2,2, daB g, — g, % 2,40 (£=1 oder 2), also i z, =+ —y]i Yis
3 3 £
also P o Q, und, da Pw UV, Pow Q.
Wir haben also eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Ebene anf
dic analytische Ebene hergestellt, soweit es Punkte suBerhalb UV betrifit.
Der Bildpunkt von P werde immer mit P’ bezeichnet.

2. Gleichung der Geraden. (Nach Vahlen, loc. cit. § 182.) Es sei
! éine Gerade, auBerhalb welcher O, U und ¥ liegen, und die UV in T,
OUin @,, OV in G, txifft; ferner sei P ein von O und UV entfernter
Punkt. Wir bestimmen P, und P, wie unter 1 und bezeichnen die Pro-

), Lin, Gleich.% § 2, 1.
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jektionen von Ppund P aus 7 auf QU baw. mit Qund B. O P trefie lin
@' und UV in L. Nun entsteht die Bezishung (0 QU®), indem man
aus V avf UP und aus T zuriickproji-
ziert; sie fithrt also P, in R iiber.
Dann ist

(P,@,07)+(P,6,00)
=(€6,00)+(F6,0U) (§10,5)
=(RG,0U) (§10,1)
= (PG'OL) (§10,5).

Nach § 10, 4 ist noch

Z (P,6G,0U)= (P, E,00)<(E,G,00)
=L, sl
- 2 0t g
&S fw wenn (B, G, 0U) = — - gesetat wird

S3

3 V=
Fig, 1. ﬁftzt man ebenso (E,Q,0V7)
— &+, 80 Iist

&

; N 1 P
(PG, 0V) = wER e
also

N §
(@ &y 5) 5

(PG'OLy=— _
&

z
Liegt P auf I, so ist (PG'OL) =1, also
@, &+ @by g éy =0,
und umgekehrs.
Liegt P auBerhalb I, so ist (PQ'OL) <1, also
&G+ F0,
und umgekehrt. Letsteres gilt auch dann, wenn P e O nicht bekannt ist.
Die Gleichung einer Geraden dureh U oder V 148t sich miihelos auf-

schreiben; z. B. gilt fiir jeden von ¥ entfernten Punkt einer Geraden durch
V, aufierhalb welecher U legt,

1
— %, = konst, = — 53% oder £ x 4& 5, =0.
3 1

Solche Geraden, von denen nicht bekannt ist, ob sie einen der Punkfe
0, U, V enthalten, betrachten wir spiter.

3. Die Koordinaten der vorliufig ausgeschlossenen Punkie
Es sel P ein Punkg, der von U und V entfernt ist, aber nicht suBerhaib
UV zu liegen braucht. Wir ziehen durch P die voneinander entfernte?
Geraden p und ¢ so, daB @, U und ¥ auBerhalb dieser Geraden lieger
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(dazu verbinde man P mit zwei Punkten, die bzw. auf OU und OF so
tiegen, dal sie von O und UV entfernt sind). Ihre Bildgeraden p’ und ¢’,
die nach 2 zu bestimmen sind, treflen sich in einem Punkte P’ der nume-
ralen BEbene, dessen Koordinatenverhiltnis wir auch P zuordnen. Die Bild-
gerade 1’ einer Geraden I durch P geht durch P’. Depn wenn P’ aufer-
halb 1" lige, wiirde I p" und ¢’ treflen in 4" und B'; A’ oder P’ liegt
anBerhalb 7'F’. Wenn P’, so liegt auch P auBerhalb UV, was zu einer
Ungereimtheit fithrt. Wenn 4’ und B’ auBerhalb U’ V' liegen, sind sie
die Bilder der Punkte 4 und B auflerhalb UV, so daB ! p und g treffen
miiBte in 4 und B auflerhalb UV, was ungereimt ist. Das Koordinaten-
verhdltnis von P ist also eindeutig bestimmt, und zugleich ersiebt man,
daff die Gleichung von 7 auch in P gilt.

Satz. Auch nach Einfihrung dieser neuen Koordinaten ist die Be-
zehung der Hbene auf die numerale Ebene umkehrbor eindeutiy,

Beweld. Es ist schon gezeigt worden, daB aus P(z,) o @(y,) folgt
(%)== (y,) und umgekehrt. Es sei nun gegeben P(z,)  Q(y;), wihrend
Pund @ von O, U,V entfernt sind und folglich je auBerhalb zweier der
Seiten des Dreiecks UV W liegen (§2, B), so daB es immer eine Seite
gibt, auBerhalb welcher P und @ legen. Fiir den Fall, daBl diese UV
ist, ist der Satz in 1 bewiesen. st sie QU, so wihlen wir 4 ant 0T,
voo O und U entfernt. O, U, V liegen auBerhalb 4P und 4Q,%%)
und AP AQ), also auch die Bildgeraden A'P’ und A'Q’ sind von-
einander entfernt, so daff P’ w §'.

Liegt P(p;) auBerhalb der Geraden I, deren Gleichung nach 2 ist
225 =—=0, so ist ¥ &+0. Denn P liegt von jedem Pankt von [
entfernt, also P’ von jedem Punkt von I', also pach ,Lin. Gleich“ §6,7
Y v,& <4 0. Auch die Resultate von 2 bleiben also richtig.

Die beiden Bewsisfithrangen sind fast ungedindert umkehrbar.

4. Es sel ! eine Gerade, auflerhalb welcher U und V liegen, aber O
vielleicht nicht; 7' der Schnittpunkt von I mit TV; A ein Ponkt von I,
der von O und 7 entfernt ist; C ein beliebiger Punkt von I. Wir nehmen
einen Augenblick an, da8 die Bildpunkte A", 7, O ein Drejeck bilden;
dann folgt ans ' w7, daB C o T, also € liegt auBerhalb UV, also '
aulerhalb T'¥’. U’ und ¥V’ liegen auBerhalb 4’7’ und ¢’ 7', and O
auBerhalb eimer dieser Geraden, z B. 4"7”. Dann ist 4'7’ nach 2
Bild der Geraden AT, also nach 2 oder 8 liegt €' auf 4’7", ¢ w 4’7’
ist also ungereimt, d. h. ' liegt auf 4’ 7'; 1 wird also durch eine homo-
gene rechtslineare Gleichung dargestellt.

%) Wire nipht bekannt Ve AP und Vo 44, so ligen (da Vo P, Q) P und @
sufierhalh, V.
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3. Es sel weiter m eine Gerade, auBerhalb welcher V liegt, aber I
vielleicht nicht; A4 der Schnittpunkt mit OV, B ein Punkt von m, der
und U und A entfernt liegt, C ein Punkt von m, der von U entfernt Legt.
Nehmen wir an, da 4’ B' Q' ein Dreieck ist, so liegt T/ anferhalb 4’
oder A'C’ und V anBerhalb beider; wir kinnen also eine Ungereimtheit
herleiten wie in 4.

6. Der Satz, daf das Bild einer Geraden, auBerhalb welcher ¥ nicht
zu liegen braucht, eine Gerade der numeralen Ebene ist, wird ebenso
leicht bewiesen.

7. Die Koordinaten eines Punktes, der nicht von U7 und V entfernt
zu legen braucht, kénnen jetzt nach der Methode von 3 bestimmt werden.
Ebenso wie dort sieht man ein, dafi die Resultate von 1 und 2 giiltig
bleiben.

8. Die Beweise von 1 bis 6 kiénnen vereinfacht werden, wenn man
voraussetzt, dalf es mehr als drel voneinander entfernte Punkte auf einer
Qleraden gibt. Wir haben diese Voraussetzung nicht gemacht, weil zwar
der Fall, daB jede Gerade genau drei Punkte enthilt, trivial ist, nicht aber
der Fall, daB auf einer Geraden drei voneinander entfernte Punkte bekannt
sind, wihrend es nicht ausgeschlossen ist, dall es deren mehrere gibt.

§ 12,
Koordinaten im Raum.

1. Wir nehmen ein Fundamenialtetraeder O UVW und den Einhests-
punkt E anBerhalb seiner Ebenen. Es sei P ein Punkt auBerhalb UVW;
E,,. P,, die Projektionen von E, P aus W auf OUV; E,, P, diejenigen
aus VW auf OU; E,, P, aus UW auf OV; E,, P, aus UV auf oW.
Die Kcordinaten von P im System EUVWO werden gegeben durch das
1. Verhiltnis

2 i xy iy, = (PLEOU): (PE,0V): (P,EOW):1.
2, i@y, sind also die Koordinaten von P, im System EUVO.

Daf} diese Abbildung zwischen dem Raum und dem numeralen Raum
eineindeutig ist, zeigt sich wie in § 11, 1.

2. Die Gleichung der Ebene. Es sei 8 eine Ebene, auBerhalb welcher
0.0, V, W liegen; P ein Punkt, der von OW und UV W entfernt liegh
Neben denen sus 1 fiibren wir noch die folgenden Bezeichnungen ein:
8 wifit OP, OP,,, OU, OV, OW bzw. in D, D,,, D,, D,, Dy; OP,, trifft
UV in L; OP trifit UVW in M. Nach § 11, 2 ist

(P,D,0U)+ (PzD:aOV) = (P, Dy, O L);
(P Dy OL)+ (P, D,0W)=(PDOM);

i
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sz
(P,D,0U)+(P,D,0 V) (F,D,0 W)~ (PDOM).

Zichen wir noch die Formel '
(P,D,00)=<(D,E,0U)=(P,E,0U) (§10,4)

heran und setzen wir (E D,OU)=— E,—— usw., so folgt

! o gL s x,E,E +%z3§ssl‘+(PDOM)=0.
Somit lst 2§ = 0 not-
wendig und hinreichend, damit
Pin & liegt, und M a,&, 40,
damit P auﬁerha.lb & Hegt.
Ist nicht bekaont, dal P
auBerhalb OW liegt, aber ist
Pvon O entfernt, so liegt P
auflerhalb OV, und der obige
Beweis gilt nach Vertauschung
van ¥ mit W. Ist PwO nicht
belannt, so liegt P auBerhalb
0(§4,8) und z, &, =+ 0, also
X €40, oder PoO.
3. Da die Ausdehnung auf Fig, 13,
die vorlsufiz ausgeschlossenen
Punkte und Ebenen analog verlinft wie in § 11, wollen wir diese nicht in
Bingelheiten ansfiihren.

§ 13.
Koordinatentransformationen.

1. Dieger Paragraph Ikniipft an die Abbandlung ,Lineare Glei-
ch\mgen"' an. Wir beschrinken uns auf den Fall n—4, Vier Punkie
A(a), B(3), C{c;), D(d;) in Tetraederlage bestimmen zu je dreien die
Ebenen BOD (Y#z5=0), ACD (Jxy,=0), ABD (¥z;=0),
4BC (Ju,9,=0). Zum beliehigen Punkt (;) kann man 2, &, », ¢ so
bestimmen, daB T, =2a;+ pb,+ve,+ od; (,Lin. Gleich.“ § 6, 5), also
Sk =12 305, Da a0 (,Lin. Gleich.* §6,7), folgt aus 14=0,
a8 3o £ + 0. Polglich ist fiir jedes 1. Verhaltms der z; eines der ersten
Glieder von den Gleichungen der Ebenen von 0 enifernt; dann kann man
aber nach ,Lin. Gleich.“ § 5, Satz Il 4, B, C, D so permuticren, daf

[ & ... &
A=7 . .. 40,
‘ Py Pa

ey
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Wir fiilhren nun neue Koordinaten ein durch
(1) oy=Xu8& 2=y = 2?’15;3 w =@,
Satz. Die Bezichungen des Zusammenfallens und der Bnifernung
swischen Punkien sind dieselben fir die neuen Koordinaten wie fiir die
urspriinglichen.
Der Beweis beruht auf den Identititen

(2) Zlw—ey)bi =2 —oyy, ww

Wenn o, =90y, (=1,...,4), 8t zi=pyi ({=1,...,4). Wem
=0y, (i=1,...,4), so folgt, wegen 440, aus ,Lin. Gleich.“ § 5,
Satz IV, daB fiir keinen Index ¢, #, — oy, <=0 sein kaon. — Wenn fiir
jedes o fiir einen Index 7, x;— gy, == 0, s0 ist nach ,Lin. Gleich.“ § 5,
Batz IV fiir einen Index k, «; — oyt =+ 0. Wenn schlieSlich fiir jedes o
fiir ein gewisses &, a; — oyi & 0, so ist das erste Glied der betreffenden
Identitdt, also wenigstens ein Term daraus, von { entfernt.

2. Aus (1) folgt das #quivalente System

n&t g +unbkt el —v—0.

& & L& & & & L& x|
xg'l ~i+xsll 3 z* 1 41__ 1 1;:
{1y #s | M s M Nl Yy %
_—— —— — >
& & Es;; & & Egi ‘51 & #
By |9 Ny W | H T M Ny he |0y Ty %y | =0l
b6t laadl |oba
e ———— e
[ & & &
5 %o
2, A — 9 M2 s s' —0,
& & &g
PP P
—_—
aus welchem sich nacheinander x,, ..., z,, und zwar nach ,Lin. Gleich.”
§ 4, 8 als homogene rechis lineare Funktionen von xf, ..., z/, berechnen

lassen.

Man sieht jetzt leicht ein, daB, wenmn P(x,), Q(y), E(z;) Punkte
in Dreieckslage sind, die Ebene PQR identisch ist mit der Spezies der
Punkte §, deren neune Koordinaten %/ in der Form wf== Aa{+ nyi+7%
darstellbar sind. Wahlt man fir P, ¢, R die Punkte 4, B, ¢ (1), so B¢
die Gleichung der Ebene in den neunen Koordinaten 2f = 0; die Geometrie
in einer Ebene ¢ des R, ist also eine zweidimensionale Geometrie, in def
die Geraden die Schnitte von & mit den von « entfernten Ebenen sind.
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3. Nachdem die Punkte 4, B, C, D (1) festgelegt sind, kann man
durch die Substitution

1
o =2
+ £ P

sorgen, daf die Koordinaten eines Punktes E(e,) aunferhalb der Tetraeder-
flachen (1, 1,1, 1) werden.

4. Ansloge Sitze fiir die Ebene lieBen sich jetst leichi aussprechen
und beweisen. Beziiglich 3 mufl bemerkt werden, daB man fiir E z B.
den Schuittpunkt von B und OP (Pauf 4B, Q auf AC) wiahlen kann;
dann wird P (1,1,0), @ (1,0, 1).

§ 14.
Der Satz ven Pascal.

1. Wir geben diesen Satz zuerst in der engen Fassung:

Liegen die Eckpunkte eines Sechsecks abwechselnd anf zwei sich
schneidenden Geraden und liegen diese Eckpunkte voneinander und vom
Schnittpunkt der beiden Geraden entfernt, so liegen die Schnittpunkte
der Gegenseiten auf einer Geraden. (Aus der Voraussetzung folgert man
leicht, daf diese Schnitbpunkie bestehen und voneinander entfernt sind.)

Bine westere Fassung ist;

Sind 4, A’ sowie B, B’ und C, ¢’ Gegenecken eines ebenen Sechs-
ecks, von denen 4, B, 0 und 4', B’, 0’ je auf einer von zwei vopein-
ander entfernten Geraden durch O liegen, wihrend B, (), 4, B, ¢’ 0 0;
dwB, ¢ und C'wd’, B, so bestehen die Schnittpunkte der Gegenseiten
des Bechsecks und sie liegen auf einer Geraden.

Satz. Die weitere Fassung des Saizes folgt aus der engeren.

Beweis. DaB die Schnitt-
punkte der Gegenseiten bestehen,
folgt ans AwA'Bund 4 d'C
und 'wB'C. Es sel P der g
Sehnittpunks von B ¢’ und B'C; 8
Qvon AG', A'C; R von AB', P
ﬁ'B.AusC'wB'Ofolgt C' 0P,
also Poo 0 A, also P Q. Wir
wollen nun einen Augenblick an- § A & &
nehmen, es liege B auBerhalb Fig. 14.

PQ. Dann erglbt sich aus Qo B
entweder QwA’ oder Rw A’y aus beiden folgt AwO. Ferner ergibt sich
M QPow QR

35¥%
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entweder QPw A'C ¢\ oder QRwd'C (§2.5).
PwA'C, also B'wd’ : Rwd'C, also Bo O
und Pw O, also Pw OC, i und Rwd’, also B'wd’.

also Pw B, also Bw C.

In beiden Fillen sind alle Voraussetzungen des engeren Satzes erfiillt;
es ist also ungereimt, daB R auflethalb P@ liegt; R liegt also auf P@
(§4, 6)

2. Der Satz von Puscal in der analytischen Geometrie.

Vablen hat allgemein bewiesen, daB in einer Koordinatengeometrie
der Satz von Pascal dquivalent ist mit der kommutativen Eigenschaft der
Multiplikation (,Abstrakte Geometrie4 II, Art. 83, 101). Der folgende

Beweis verlinft etwas einfacher und ist eine Anwendung unserer Desig-
nantentheorie.

Es selen zwei voneinander entfernte Gerade durch O gegeben und auf
jeder von diesen drei voneinander und von O entfernte Punkte A, B, ¢
bzw. 4., B,, 0,. Nach § 183, 4 gibt es ein Koordinatensystem, wofiir die
Koordinaten dieser Punkte die folgenden sind:

0(,0,0); 4(1,01); B ({1,0p); C(0,01);

4,(0,1,0) B, (1,1,0); C,(1,¢,0). (p,g=01).
Man findet dann fiir die Koordinaten der Schnittpunkte:
-von AB, mit 4, B: (1,1—p, p),
” AUl n A10: (0, — 4, 1),
= BC, » B,C: (g ¢ 9p—p)

Die Bedingung dafiir, da8 diese Punkte anf einer Geraden liegen, ist
nach ,Lin. Gleich.* § 6, 2
1 1—9p p |
| —q 1 { =0.

A=1}0
¢ ¢ gp—rp]
— 7 "

Wir multiplizieren die erste Reihe links mit g und die erste Kolonne
rechts mit % {,Lin, Gleich.“ § 4, 1, 2).

T 9—gp gp |

=10 —¢q 1|

1 g gp—p ‘
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Wir subtrahieren die erste Reihe von der letzten (,Lin. Gleich.“ § 4, 7).
‘1 g—gp aqp |

A=1O —q 1L
10 gp  —P
-— T

Hier subtrahieren wir die erste Kolonne, nach Multiplikation mit
bzw. (g — ¢p) und gp (links) von der zweiten und dritten Kolonne (,,Lin.
Gleich.* § 4, 7).

'1 0o 0 -
4=10 —¢g 1 ;:! e | (,Lin. Gleich.“ § 3, (5).
l gp —p
0 ¢gp —p] L

— g _I_W_( _ )l
=—p qp_q‘— rq g?q'

Der Satz von Pascal ist also dquivalent mit pg = gp, wenn p,g = 0,1.
Fiir alle Werte von p, ¢ folgt aber aus pg —gp <=0 sowohl p+0
als g4 0, und, da p{¢g—1)—(¢g—1)p+0, auch g—14=0; ehenso
p—1==0. Wenn der Satz von Pascal gilt, ist also fiir alle Werte von
2, ¢ unméglich, da pg 4= ¢p, also pg=gp.

§ 15.
Der Fundamentalsatz der projekfiven Geometrie.

Wir wollen noch den Beweis von Schur (Grundlagen der Geometrie
§4, Nr. 17) einer Revision unterziehen. Zur Vereinfachung nehmen wir
hier und da mehr als drei, aber héchstens fiinf, voneinander entfernte Punkte
auf einer Geraden an.

Hilfssatz 1. Eine Projektivitidt zweiter Stufe, swischen zwei von-
einander entfernten Geraden J, und J,, welche entsteht, indem man die
Punkte von I, aus 8, auf I, und dann aus 8, auf J; projiziert, ist eine
Perspektivitdt (Projektivitat erster Stufe), wenn I, durch den Schnittpunkst
4 von 7, und I, geht.

Beweis. Nach Definition der Projektivitit mufi vorausgesetzt werden
Laol; 8wl,t,; S,0l,l,. AuBerdem setzen wir vorliufig voraus
Lol,1,; 8,08, Den Schuittpunkt von I, mit 8,8, bezeichnen wir
wit P. Sind B,, C, Punkte von I, die voneinander und von 4 und P
entfernt liegen, B,, O, ihre Bilder auf J,, so folgt unmittelbar aus dem
ezsten Satz von Desargues, daB B, B, und C,C, sich schueiden in 8
ad 8 8,: 8 legt auBerbalb I, und Z,. Nun gilt fir jeden Punkt D,
von 7, der von 4 und P entfernt Hegt, D, w B, oder D @ (,, 2 B. D, 0B,;
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ist dann D, das Bild von D,, so schneiden auch B, B, urd D, D, sich
auf S, 8,, also D, D, geht durch S, Es sei weiter £, ein Punkt vonl,
der nicht von P entfernt =
liegen braucht; £ sei sein Bild
und E, seine Projektion aus §
auf I,. Aus B, w B, wirde fol-
gen 8, K, w SE,, also entweder
8B, 08,8, odert SE, » 8, 8,;
ans beiden folgt K, o P, also
ein Widersprueh. Ist schlieBlich
F, ein Punkt von I,, der nicht
von 4 entfernt zu Hegen brauchs,
und bestimmen wir F, und F,
wie oben E;, und E,, so wiirde
aus F,wF, folgen Fyw A oder F, 0 A und aus beiden einfach F, w 4.

Wir lassen jetzt die Voramssetzungen 8 S, und [, w7, fallen. Wenn
wir B, und O, aufl, so bestimmen, dafl sie voneinander und von A ent-
fernt liegen, und B,, €, haben die obige Bedeutung, so treffen sich
BB, und C,C, in § auberhalb I und J,. D, sei ein Punkt von I,
entfernt von 4; D, und D, werden bestimmt wie oben, Nun st entweder
lLwl, oder S§,wl, und entweder S, 8, oder S, wl,; wir brauchen nur
den Fall 8, @i, noch zu betrachten. Aus D, D, wirde nun folgen
D, DywD, D, also §,0D, D, oder 80D, D,. Aus dem ersten folgt
D,wD,, also I, »l,; aus dem zweiten S, §,, also O, » C,, also wieder
l,wl; auch liegt S, auBerhalb 8,0, oder 8, D,, also S,w 8,. Fir den
Fall Lwl,, 8,8, ist aber schon D, 0D, bewiesen, so da8 D, D, 2
einem Widerspruch fithrs,

Ein Punkt ¥,, welcher nicht von 4 entfernt zn liegen braucht, wird
behandelt wie oben.

Statt I, ], kann man auch die Forderung I, w?, fallen lassen; das
gibt einen analogen Beweis.

Hilfssatz 2. Fir die Konstruktion einer Projektivitiit zweiter Stufe,
wie im Hilfssatz 1 umachrieben, kann I, ersetzt werden durch jede Ge-
rade I, von welcher der Schnittpunkt O von J, und I, entfernt ist und
deren Schnittpunkt mit J, von dem Bjld des Schnittpunktes mit J, ent-
fernt liegt.

Beweis, I treffe I, in B, I, in F,. AuBer den notwendigen Ax-
nakmen L wly; 8, 0l,1; 8,0l 1; Lo0; F, ok, setzen wir vorlaufig
noch voraus Lwl,; B, wD,, wo D, derjenige Punkt von , ist, dessen
Bild mit dem Schnitbpankt D, von I, mit I, zusammentille, Nun liegt B

Yig. 15.
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auBerhald 8, D., slso B, D, 08, D, und 8, wD,, slso 8, liegt anBer
balb B, Dy; die letatgenannte Gerade nemnen wir I,. Die Projektivitit
swischen I, und J; entsteht nun auch so: man projiziere die Punkte von
i, aus 8 aunf [; dann aus §, auf [,; daon aus 8, aof 1. I,L,}
gehen durch einen Punkt und 7, @, also die Beziehung swischen 7, und 7,

5

Fig, 16.

ist eine Perspektivitit, deren Zentrmm §, auflerhalb 7, und I, liegt (Hilfs-
satz1). Da E, E, durch 8, geht, folgt aus B, o F,, daB S,wk. Die
Projektivitat zwischen I, und I, entsteht nun anch so: man projiziere die
Punkte von I, ans 8, auf I, dann aus S, aufl;, dann aus §, auf I,.
Dabei ist, wieder nach Hilfssatz 1, die Beziehung zwischen J, und I, eine
Perspektivitit, w. z. b. w.

Wir lassen nun die Annahme B, » D, fallen; dann wihlen wir H,
auf I, so, daB H,w O, D, B, und G; auf [; so, daB G, 0 O, E,, H;; dann
kénnen wir erst I, durch H, G, ersetzen und nachher (da B, w H,, &,)
H, @, durch ;.

Wir miissen uns pur noch von der Vorsussetzung }, @, frei machen,
Ist diese nicht erfiillt, so ist doch bekannt I, w, und man kann, von F,
statt von E, ausgehend, den Beweis in analoger Weise wie oben zu Ende
tithren,

Hilissatz 3. Jede Projektivitit dritter Stufe zwischen zwel von-
eimander entfernten Geraden derselben Ebene fillt mit einer Projektivitit
zweiter Stufe zusammen,

Beweis. Die Projektivitit dritter Stufe entsteht, indem man die
Punkte von I, nacheivander aus 8, auf [, aus S, auf %, aus S, auf 3,
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projiziert. S, wl,l; 8w, b Swl, l; L wl,. Wir zehen die Ge-
rade I, von weleher 8,1, 1, entfernt sind, und projizieren die Pankte
von I, erst ans S, auf i, dann aus 8, auf l,. Nach Hilfssatz 2 kann man
fiir die Konstruktion der Beziehung zwischen I, und %, I, ersetzen durch
eine Gerade ,, von welcher ; und die Schnittpunkée von f, mit }, und J,
entfernt sind. Die Punkte von 7, werden also nacheinander anf 7, %, 1,, I,
projiziert. Nun ersetzen wir 7; durch eine Gerade 7,, die durch den Schnitt-
punkt von I, und J, geht, aber von welcher die Schnittpunkte von 2,,7,,1,
mit I, entfernt liegen. Da nun I, }, I durch einen Punkt gehen, ist
die Beziehung zwischen #, und I, eine Perspektivitdt. Endlich ersetsen
wir I, durch eine Gerade I;, durch den Schnittpunkt von I, mit I,; dann
ist die Beziehung zwischen 1 wnd I, eine Perspektivitit; die Projektivisit
zwischen I, und I also zweiter Stufe.

Hilfssatz 4. Jede Projektivitit zwischen zwei voneinander entfernten
Geraden derselben Ebene fillt mit einer Projektivitit zweiter Stufe zn-
sammen.

Beweis. Die Projektivitit sei gegeben durch
La(S)ha(S)a . n(8)h,, (>3 Lol

(d. h. die Punkte von I, werden projiziert aus §, auf [, wsw.). Lol
oder 4, wl _ ; im letzten Fall ist L, wl, oder Lwl, . ; so weitergehend
erhlt man immer @l ., (» <n). Nun besteht entweder [, _, oder?, .
wir nebmen das erste an. l _,wl, oder 7,_,wl, ; nach Hilfssatz 3
kann im letzten Fall die Stufe der Projektivitit um 1 herabgesetzt werden.
Tm ersten Fall muB untersucht werden, ob Z _; oder Z ., besteht. Besteht
1,5, s0 emsebzen wir L, nach Hilissatz 2 durch cine von I,,, entiernte
Gerade. Besteht Z,_,, so unterscheiden wir, ob I,_, wl,,, oder I,_,wl,
Tm ersten Fall ersetzen wir 7, durch eine von [,_; entfernte Gerade;
im zweiten ist [,_,wl,_, oder },_,w{,. Im ersten dieser ¥ille ersetzen
wir [,_, durch eine von I, entfernte Gerade, Wir erhalten also jeden-
falls eine Projektivitat dritter Stufe zwischen zwei voneinander entfernten
Geraden, die nach Hilfssatz 8 mit einer Projektivitit zweiter Stufe zu-

sammenfillt.

Hilfssatz 5. Bine Projektivitat zwischen zwei voneinander entfernten
Geraden ist eine Perspektivitit, wenn der Schnitbpunkt der Geraden mib
semem Bild zusammenfallt.

Beweis.’ Nach Hilfssatz 4 fallt die Projektivitit zusammen mit einer
Projektivitit zweiter Stufe, welche wir mit I, #(8, ), n{S,) I, bezeichnen.
Schur gibt zwei verschiedene Beweise, die gelten, der eine, wenn I, durch
den Schnittpunkt von I, und [, geht, der anders, wenn dieser Punkt von &
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entfernt ist. Nur im zweiten Fall wird der Pascalsche Satz gebraueht.
Das alles bleibt auch fiir uns richtig; wegen der Zerlegung in zwei Fille,
von denen nicht immer einer erfiillt zu sein braucht, ist der Satz aber
nicht allgemein bewiesen. Man kann aber immer den zweiten Fall erhalten,
indem man nach Hilissatz 2 7, ersetzt durch eine Gerade I;, von welcher
der Schnittpunkt 4, von
I, und 7, entfernt ist wnd
welche diese Geraden bazw.
i P, und @, trifft. Wir
indern die Bezeichnung so,
dafl die neue Entstehungs-
weise der Projektivitit jetzt
1,72(8,) by 72(8,) 8, heiBt; insbe-
sondere A, (8.} A, 7(8,) 4;.
Lige nun 8, auBerhalb
8,4, sofolgtedaraus einfach A, 4,
4, w A, gegen die Veraus- Fig. 17.
setzung; 8, liegt also suf

8,4,(§4.6). Aus 8,01 folgt nun 8,4, wl,, also 8, & 1;; ebenso 8, .
Wir wihlen nun B, auf 1, 80 daB B,wd,; B, #(8,)B,n(8,)B,. Das
Sechseck 4, P, 8, B, 8, §, erfiillt alle Voraussetzungen fir den Satz von
Pascal in seiner weiten Fassung (desn 4,,8,,8,, B, P, Q,04,;
408, 8,;0,08,, P, oder P,wB,,,), also B und B, liegen mit
dem Schnittpunkt 8 von 8, ¢, wnd §, P, in einer Geraden. Da § nicht
von der Wahl von B, abhingt, ist die Beziehung zwischen B, und B,
eine Perspektivitit.

Ist €, ein Punkt von I,, der nicht von 4, entfernt zu liegen braucht,
0, sein Bild wie B, von B,, O, die Projektion von O, aus § auf I,
8 i3t C, e C, ungereimb, da sowohl aus Cyew 4, als aus €, w4, folgen
wirde C, 0 4,.

Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. Eine Projek-
tivitit zwischen zwei voneinander entfernten Geraden derselben Ebene ist
¢indentig bestimmt durch die Bilder von drel voneinander entfernten
Punken,

Beweis. Die Bilder der voneinander entfernten. Punkte 4,, B,, C,
suf I seien A, B,,C,. Wem 4,,0,,B,, ¢, vom Schnittpunkt 0 von I,
und 7, entfernt sind, gilt der Beweis von Schur. Es sei nimlich I,=4,8,;;
8, der Schnittpunict von B, B, und €, C,; 8, derjenige von 4, A; und 0, C;;
dann Yiegt O auBerhalb L; S, 01, b; S.wl, &

Die Begiehung [, #(8,)%, 7(S,)4, ergibt fir den Punkt P, von I;:
Bn(8,)P, »(8,)P{; die gegebene Projektivitit fihre P, in P, iiber
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Durch Projektion von 4, B,, C,, P; sus 8, auf I, erhiilt man 4,, B,,C,, P;.
Die so entstandene Projektivitit zwischen I, und 7, f3llt, da 4, mit
seinem Bild zusammenfill,
mit einer Perspektivitit zu-
sammen, d, h, Py liegt auf
8, P, und fillt mit P, m-
sammen; dann aber auch P;
mit P,

Durch Buchstabenwechsel
kann man immer entweder
obige Voraussetzung erfiillen
oder B,, Cy, By, Cy00. Tn

Fig. 18. diesem Fall wihlen wir X

auf I, so dal Xw4d,, B,

C,, 0 und ¥ auf J, unter den analogen Bedingungen; weiter ¥ auflerhalb

{,0, und XY. Es selen nun zwei Projektivititen gegeben, welche

A, B,, 0, P in A,, By, 0y, P, bzw. 4,, B,, C,, P; iiberfithren, Durch

Projektion der Punkte von 1, aus F auf X ¥ ergdnzt man diese zu Pro-

jektivitdben, welche 4,, B,, C,, P, in 4’, B, ' P’ baw. 4', B, C, P"

iiberfiihren. Da nun B, C,, 4’, ' X, sind die Voraussetzungen des
vorigen Absatzes erfiillt, also P'6P”, also P, oP;.

Der entsprechende Satz fiir zwei Gerade, die nicht voneinander ent-
fernt zu liegen brauchen, ist leicht zu folgern,

(Eingegangen am 15. 12. 1926.)



