Die Randwert- und Eigenwertprobleme aus der Theorie
der elastischen Platten. (Anwendung der direkten
Methoden der Variationsrechnung.)

Von
Kurt Friedrichs in Gottingen.
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206 K. Friedrichs.

Einleitung.

Die folgende Arbeit behandelt die mathematischen Probleme, die aus
der Frage nach dem Gleichgewicht und den Schwingungen einer elastischen
Platte entstehen. Es handelt sich also letzten Endes um den Existeng-
beweis fiir die Losung von Randwertaufgaben und Eigenfunktionsproblemen,
die zu einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung gehéren.

Das Gleichgewichtsproblem der eingespannten Platte ist schon auf
verschiedene Weisen behandelt worden!). Der einfachste und durchsich.
tigste Weg ist der, den W. Ritz eingeschlagen hat. Doch ist er noch
stark an die spezielle Natur des Problems der eingespannten Platte ge-
bunden; iiberdies enthilt sein Beweis Liicken (vgl. 8. 217 Anm. *!) und
8. 221 Anm. %)),

Im folgenden wird zur Losung der angegebenen Probleme auch auf
die zugehdrigen Variationsaufgaben zuriickgegriffen. Dabei werden vor
allem die direkten Methoden herangezogen, wie sie in letzter Zeit von
R. Courant entwickelt wurden; in seinen Verdffentlichungen?®) sind diese
Methoden im wesentlichen nur fiic den Fall einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung auseinandergesetzt. Die vorliegende Arbeit, die auf seine
Anregung und im Zusammenwirken mit ihm entstanden ist, soll eine Aus-
fiihrung dieser Ideen fiir den Fall einer Differentialgleichung vierter Ord-
nung geben.

Zuerst wird der Gleichgewichtszustand der eingespannten Platte behan-
delt. Dabei wird der Existenzbeweis im Gegensatz zu Ritz in der Weise
durchgefiihrt, daB er sich fast unmittelbar auf den Fall der freien Platte im
Gleichgewicht, das Eigenwertproblem der schwingenden Platte und noch einige
weitere sich anschlieBende Probleme iibertragen 136t. Die spezifischen Schwie-
rigkeiten, die sich bei dieser Ubertragung und iiberhaupt bei der Ubertragung
vom Fall der zweiten auf den Fall der vierten Ordnung zeigen, betreffen
weniger die eigentliche Methode selbst, als hauptsichlich die geeignete
Aufstellung und Ableitung gewisser Integralungleichungen, mit deren Hilfe die
Abschitzungen und Konvergenzbetrachtungen durchgefiihrt werden miissen.
——murch sukzessive Niherungen von Zaremba, Bull. de T'Ac. des Sc. de Crs
covie 1907, A. Korn, Ann, de PEcole norm. 25 (1908), durch Zuriickfihrung auf I
tegralgleichungen von A. Haar, Gott. Nachr. 1907; Lauricella, Rend. della R. Ace. dei
Lincei 1907, Actz mathem. 1909 und mit Hilfe eines gleichwertigen Variationspro-
blemes von W. Ritz, Ges. Werke, Paris 1911, XV—XVII.

%) A. Uber die Figenwerte, Math, Zeitschr. 7 (1920); B. Uber die Losunges
Math Ann. 85 (1922); C. Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip, Giitt. Nachr. (22. IL
1923); D. Courant- Hilbert, Methoden der math. Physik (1924); E. Uber direkte Me-
thoden, Jahresb. d. deutsch. Math.-Vereinigung 34 (1925) und Math. Annalen 97 (1927)i
F. Uber die Anwendung der Variationsrechnung, Acta math. 43 (1926). Jm folgendes
stets mit A, B, ..., F zitiert.
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Im wesentlichen enthalten die folgenden Gedankenginge alles Material,
was sur Losung solcher definiten Variationsprobleme nétig ist, die in der
gesuchten Funktion und ihren Ableitungen quadratisch sind.

L. Die eingespannte Platie im Gleichgewicht.
1. Problemstellung?).

Ein ebener flacher Korper, der imstande ist, kleine Abweichungen
von der Ruhelage zu erleiden, wird eine Platte genannt, wenn die poten-
tielle Energie der Spannungen von den Kriimmungen der durch die Durch-
biegung entstandenen Fliche abhingt. Wir nehmen an, daf die Platte
in der Ruhelage ein Gebiet G*) der (z, y)-Ebene bedeckt und denken
uns die Durchbiegung durch eine Funktion ¢ (z,y) dargestellt. Dann
wird die potentiellfe Energie — abgesehen von einem Faktor, den wir
gleich ¥ins setzen — durch das Integral

%J,u [¢]=%.£I{A‘}”2" 2(1 _#)(¢71297yv‘"¢:y)}dxd?/

iher das Gebiet G geliefert; 4 ist dabel die Querdehnungszahl

Die eingespannte Platte, die wir zuniichst behandeln, ist dadurch ge-
kennzeichnet, daf an ihrem Rande die Werte der Durchbiegung und der
normalen Ableitung der Durchbiegung vorgeschrieben sind.

Bezeichnet s die Bogenlinge des Randes I und ¢, die Ableitung der
Punktion ¢ in Richtung der duBeren Normalen, so driicken sich diese
Vorgaben durch die Gleichungen
(1) g =7
(2) @, =1u,
a8, wo ¥ =7%Z(s) und %, =%,(s) vorgegebene Werte auf dem Rande be-
deuten. Da durch die Bedingung ¢ — @ auch die tangentiale Ableitung
der Funktion ¢ am Rande festgelegt ist, so sind durch die Gleichungen
(1) und (2) die Werte der beiden Ableitungen ¢, und @, auf dem Rande
bestimmt, N

Eine guBere Kraft — etwa von der Dichte f(z,y) —, die auf das
I.I'Jnere der Platte wirkt, muB im Gleichgewicht der Spannkraft, die durch
die Durchbiegung entsteht, die Wage halten. Die Dichte der Spannkraft
wird durch den Differentialausdruck vierter Ordnung

— 449

—_—

%) Vel zur Aufstellung des Prabloms: G. Kirchhoff, Uber das Gleichgewicht und
Bewegnngen einer elastischen Scheibe. Crelles Journ. 40 (1850), §. 51.
‘) Die genaue Formulierng der Vorsussetzumgen s. §. 209,
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dargestellt. Die Gleichgewichtshedingung lautet also
(3) ddo —f=0.

Die ,Randwertaufgabe, eine Losung ¢ ==u dieser Differential-
gleichung zu finden, die den Randbedingungen (1) und (2) geniigt, er
setzen wir durch die Forderung, die gesamte potentielle Energie zm
Minimum zu machen. Diese Energie setzt sich aus der oben [8. 207] an.
gegebenen Spannungsenergie 3J, [¢] und der Energie der duferen Krafy
- j;f fedxdy zusammen.

Wir suchen also eine Funktion ¢ = %, die unter allen den Rand
bedingungen @ = # und g, =%, geniizgenden Funktionen ¢(z,y) den
» Variationsausdruck “

Lyl —2ffrpdedy
zum Minimum macht. .

Die Erwartung, daB die Losung des Variationsproblems auch die
Lisung der Randwertaufgabe ist, rechtfertigt sich in bekannter Weise
durch die Umformung der ersten Variation, die wir aber hier nicht anzo-
geben brauchen. (Vgl. dagegen 8. 225, 226.) DaB die beiden Probleme wirk-
lich gleichwertig sind, zeigt schlieBlich unser Existenzbeweis.

Wir bemerken, dal der Koeffizient 1 des Varlationsausdruckes nicht
mehr in der Randwertaufgabe auftrite. In der Tat hingt auch das
Variationsproblem nicht mehr von x ab, Man erkennt das sofort, wemn
man den zweiten Anteil des Integrals J,[¢] folgendermallen durch par-
tielle Integration umformt:

2 I 0o b0y — wir}dzdy = [ {490, — 40— Ppap,} ds

=@~ .00,)ds7).

Denn offenbar hingt das letzte Randintegral nur von den Randwerter
von @, und @, ab; es beeinfluft das Variationsproblem also gar nicht, da
diese Randwerte vorgegeben sind. Infolgedessen geniigt es, das Vagiations
problem nur fiir irgendeinen beliehigen Wert von x zu behandeln. An-
statt wie iiblich das Inbegral

Llel=[] > dudy

zugrunde zu Jegen, wihlen wir u=0; denn es ist, wie sich spater (vg

z. B. 8. 211 {4),) herausstellen wird, hesonders giinstig, das Integral
Qle)l=[J{oz+202,+ ¢}, dzdy

in der Hand zu haben.

5 ‘Hierbei ist die Bogenlinge 5 im Sinne positiver Drehung wachsend gedacht-
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Wir wollen nun die Bedingungen des Problems und die Natur der
Vorgsben im einzelnen formulieren.

Der Rand I" des einfach zusammenhiingenden Gebietes & soll aus end-
lich vielen Kurven bestehen, die mit Einschluf} ihrer Enden stetige Tangenten
und stetige Kriimmung besitzen ¢); Spitzen sollen ausgeschlossen sein.

Die zum Wetthewerb bein Variationsproblem gugelassene Funktion
@{z,y) soll mit EinschluB des Randes I" stetig sein; von den ersten Ab-
leitungen verlangen wir die Stetigkeit nur im Innern des Gebietes, wihrend
die Stetigkeit der zweiten Ableitungen aufler am Rande noch in einem
Punkte des Innern unterbrochen sein dart?).

Dall wir fiber das Verhalten der Ableitungen der Funktion ¢ (z, y)
am Rande nichts vorausgesetzt haben, hat seinen Grund darin, daB unser
Existenzbewels die Differenzierbarkeit der Losung nur im Innern des Ge-
bietes ¢ zu beweisen gestattet. Allerdings konnen wir die Existenz der
ersten Ableitungen der Losung am Rande i, a. doch noch beweisen; wir
bendtigen dazu aber eine auf den Fall der eingespannten Platbe zuge.
schpittene Sonderbetrachtung, von der wir uns im Prinzip unabhingig
machen wollen {vgl. S.220). Es entstebt natiirlich nun die Notwendig-
keit, susdriticklich festzusetzen, was unter dem Integral J,{¢] zm ver-
stehen ist und in welcher Weise die Randbedingungen aufzufassen sind.

Der Ausdruck

dulp)=JJ b2, t vy, dedy

% B, soll der Grenswert dieses Integrals iiber Teilgebiete sein, wenn diese
irgendwie in das ganze Giebiet  iibergehen. PFiir unsere Funktion ¢ (x, 4)
haben wir also noch die Existenz disses uneigentlichen Integrals zu ver~
laﬂgen ).  AuBerdem verlangen wir noch die Existenz des uneigentlichen
Integrals Do (@)= [[ (g2 + p})dzdy.”)
. ¢

Die vorgegebenen Randwerte @, %,, &, seien durch eine Funktion
B(z,y) bestimms, die den fiir die Funktion ¢ (z, y) gestellten Bedin-
Singen geniigh Um fiir die Randbedingungen ¢, =%, »,=7%, eine

) Auch ohne die Existenz der Kriimmung vorauszusetzen, lift sich der fol-
gende Existenzhewels ohne groBe Anderungen durchfithren.

") Dieser Punkt darf fiir jede Funktion ein anderer sein. Man kime fibrigens
auch noch mit schwich Stetigkeitsbedingungen fir die zweiten Ableitungen aus.

®) Ubrigens 8t sich sohon allein aus der Existenz von Tog[#] ableiten, daB die
Funktion @ {x, y) am Rande I" endliche stetige Werte annimmt und zwar durch §hn-
Toho Bﬂ'ﬂ‘achtungen, wie gie auf 8. 214 angestellt werden.
. ) Die Existenz. dieses Integrals lieB¢ sich iibrigens — bei nnseren Voraussetzangen.
fher den Rand — gus der Existenz dos Integrals J,[g] folgern. Vgl die Anmer~

kang 1 g 213,
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Formulierung zu finden, in der die Existenz der ersten Ableitungen am
Rande I' nicht vorausgesetzt wird, denken wir uns den Rand I" von innen
her durch die Schar der Niherungskurven I', approximiert, die von I
iiberall den Abstand A besitzen **).

Die Randbedingungen @, = @, ¢, =&, ersetzen wir dann durch die
Forderungen :
(4a) lim f(p,—,)%ds=0, lim[(p,—%) ds=0.

h=01% h=0Fy

Wir wollen derartige Grenzwerte von Integralen iiber die Néherungs.
kurven I, einfach als Integrale iiber den Rand schreiben, so daB sich die
Bedingungen (4a) auch in der Form:

(4b) ﬁ]’(q)x_u:l)"qu:o, IJ'(qay—ay)"ds:o

darstellen 1),

Ubrigens wird eine schon oben angekiindigte Sonderbetrachtung
(8. 220) zeigen, dall die Losung des Problems der eingespannten Platte
zugleich mit der Funktion %(x,y) am Rande stetige erste Ableitungen
besitzt und daB daher die Randbedingungen ¢, =7, wnd ¢, =37, dod
in ,strenger Form* erfiillt sind.

SchlieBlich verlangen wir noch von der Funktion f(z,y), daB sie
im Innern des Gebietes G mit ersten Ableitungen stetig ist, wihrend die

(eventuell uneigentlichen) Integrale j‘; [fdzdy und [[radzdy existie
d

ren sollen.

2. Durchfithrung des Existenzbeweises.

1. Definitheit des Problems,
Wir wenden uns nun der Durchfiihrung des Existenzbeweises zu. Es
soll also der Ausdruck

ff (2, 2¢2, +¢pfv)d:tdy——2j;ff‘zpd:rdy

bei den Randbedingungen
(1) p=1u
(4) o, —wyds=0, [(g,—u)ds=0

©) Diese Erklirung setzt voraus, da8 der Rand keine Ecken besitzt. BEs it
naheliegend, wie man in der Nihe von Ecken die Niherunggkurven bestimmen wird;
wir verzichten darauf, es auseinanderzusetzen,

1) An Stelle dieser beiden Bedingungen wiirde es genugen, allein die Bedingubg
f(qp--’u,,) ds=0 =zu stellen, da sich die andere (qz,-u,) ds=0 schon aus def

Bedmgu.ug @ =% ableiten liBt — jedenfalls wenn der Rand keine Ecken besitute
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mm Minimum gemacht werden. Dies Variationsproblem hat einen Sinn,
weil es sicher eine zugelassene Funktion gibt, z. B. %(z, %) (s. 8.209),
und ferner, weil der Variationsausdruck nach unten beschrinkt ist. Das

Integral [ [fpdady kann nimlich nur von geringerer GriBenordnung
d

uendlich werden, als J;[@]. Um das einzusehen?®), zerlegen wir
[ftodedy=[[rudady+[f1g— @) dzdy
und schitzen das letzte Integral durch
|[Jrto—wazay'< [[ *azdy [[ (p — @) duay
ab. Das Integral .J;j(@—ﬁ)gdrdy, das wir auch durch Hg{gp — %)

abkiirzen wollen, kénnen wir nun, wie wir sogleich beweisen werden,
folgendermaflen abschitzen:

{4h Hp—ulZcllp—al<sc*dly—al,
wo ¢ eine nur vom Gebiet abhiingige positive Konstante ist.
Beachten wir nun noch die Ungleichung

Wole — &) < ¥, [el+ ¥, [u)
und fassen wir ansere Schifisse zusammen, so erhalten wir

\[todzdy| < oI, [9) VEIF]+ e YR LRI VAL +  [] radzayl,

woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Die Integralungleichungen.
Die Abschitzungen (4), folgen aus den Integralungleichungen

{5) Hy[p) < ¢ Dglo] —9—61[ P*ds
(8) Delp) S odelol+of (el +9))ds,

Wwo ¢ elne gesignete positive nur vom Gebiet abhangige Konstante ist.
Ple zweite Ungleichung (6) folgt offenbar aus der ersten Ungleichung
{3} duzch Einsetzen der ersten Ableitungen von . Wenden wir die Un-
gleickungen auf die Funktion g — # an, so verschwinden die Randinte-
#male wogan der Randbedingungen (1), (4) und es ergeben sich die oben
ntzten Bezichungen (4),.
 Um die Ungleichung {5) zu beweisen, nehmen wir zuerst an, da§
‘i“i Yunlttion ¢ (2, y) bis anf den Rand stetig ist und die ersten Ableifungen

) Yeb auch dss kitrzere, aber speziell suf den Fall der eingespannten Platte
“gsschnittene Verfahren von W. Ritz, Ges. W. XV, 8. 200,
¥athematisehe Annslen, 25, 3 15
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stiickweise stetig. Nun setzen wir'®) ¢ — fv, wo die Funktion f noch ge.
eignet zu bestimmen ist. Dann wird

ety = v+ o) L 2ffavn 2 hvn + (fs + 1) 0"
= vy +v) — FAfe* + (1,0 ), + (Ff,0%),,

und nach Integration
H(wf + o) dady = ﬂfﬂ(vf-i—vy”) dzdy -ﬂd—ff ¢ dzdy —l—f%wsds.
[ & G r

Wihlen wir jetzt z. B. fiir £ die erste Eigenfunktion der Membran, die in
ein das ganze Gebiet G umschlieBendes Rechteck eingespannt ist, so wird,
da f stets positiv ist, — S > 0, wiahrend sicher ;?! kleiner als eine
endliche Konstante a ist; und wir erhalten

1ff¢*dzay < [[ (9] +¢,)dzdy+a [ ¢ ds.

Wir wollen noch einen anderen, weniger eleganten Beweis darstellen,
weil er sich weiter verallgemeinern 1a8t132) und weil wir eine dhnliche
Betrachtung spiter noch einmal brauchen. Wir betrachten zunichst ein
Gebiet T, das von je einem Stiick etwa der Geraden 2 =0 und r=>
und von zwei stetig gekriimmien Kurven T, und 7, begrenzt wird, die
sich fir 0 <# <% durch Funktionen p, (x) und ,(z) darstellen lassen
und die voneinander hichstens den Abstand % haben, Wir stellen dann
den Wert von ¢ in einem Punkte (z, y) durch

2
P y) =9z y)— [o,dy
¥

dar und erhalten nun nach Anwendung der Schwarzschen Ungleichung und
nach zweimaliger Integration 4)

(7 J;J.zp”d:cdy§2hi[qazd3—|—2h"ff((p:+cp:)dzdy.
'y T

¥ Das Gebiet ¢ kénnen wir nun nach unseren Vor
aussetzungen iiber den Rand in eine endliche An-

% zahl solcher Teilgebiete G zerlegen, so daB di¢
l Kurven 7), stets Stiicke des Randes I" sind. Ad
) % dieren wir simtliche zugehérigen Ungleichungen (7)

Fig. 1. so erbalten wir, wenn d der grofte Abstand zweief

%) Der folgende Beweis fillt im wesentlichen mit einer von Pieard, Journ de
math (4) 6 (1890), 8. 151153 zu einem #hnlichen Zwecke angestell Betrachtung
zusammen,

198) Aus dem Gang des Beweises folgt, daB die Ungleichung (5) anch gilt, wen?
das Randintegral nur iiber einen Teil von I' erstreckt wird.

) Vgl zu diesen Betrachtungen A. 8. 14,
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Rendpunkte von I” ist, in
[fotdady < adi[qﬁds+ 2d* [[ (9] + 9, )dzdy
G ¢

die gesuchte Ungleichung (5).

Vou der Forderang der Existenz der Funktion ¢ und ihrer Ableitungen
auf demn Rande befreien wir uns sofort, wenn wir die bewiesene Un-
gleichong auf die Teilgebiete von @ anwenden, die von den Niherangs-
kurven I, begrenzt werden, und den Grenziibergang?®) vollziehen. Wir
sind dann sicher, daf die Ungleichungen (5) und (6) fiir die Funktionen ¢
mit den von uns geforderten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen
gelten; wir miissen nur noch die Existenz der beiden auftretenden Rand-
integrale fordern.

3. Die Konvergenz der Minimalfolge.

Nach dieser Einschaltung iiber die Integralungleichungen wenden wir
uns wieder der Durchiiihrung unseres Existenzbeweises zu.

Der Variationsansdruck hat also eine untere Grenze d; da es wenigstens
eine zugelagsene Funktion o gibt, so gibt es auch eine Folge von zu-
gelassenen Funktionen w,, fiir die der Variationsausdruck gegen die untere
Grenze d geht:

J(ul—2[] rudzdy —d.
'

Aus einer solchen ,Minimalfolge¥ w, werden wir durch Grenzitbergang die
Lésung erzeugen,

Ist {(z,y) eine Funktion, die sich als Differenz zweier zugelassener
Funktionen auffassen laft {die also insbesondere auf dem Rande I" mit
ersten Ableitungen verschwindet), und ist [; eine Folge solcher Funktionen,
fir die J,[Z,] und J; f fi,dxdy beschrinks bleiben, so gilt, wie mar in

bekannter Weigse®) schlieBt, fir die Minimalfolge u; die Grenzgleichung:
(®) Jolws &1 f rtidghes 01%) (i — o),

die zom Ausdruck bringt, daf fir die Funktionen der Minimalfolge die
etste Variation in der Grenze verschwindet; sie bildet die Grundlage fiir
alle weiteren Schliisse.

) Durch diesen Gronzitbergang Bt sich auch vermittels (6) dic Existenz von
Df‘l"ﬂ} und damit die von D[] aus der von J,[p —@], d. b ams der Existenz
Yon J (%] folgern.

) Vgl ¢. 8.145.

*%) J, [, v] ish der Polarausdruck des in ¢ quadratischen Ausdrackes Ju [¢].

15%




214 K. Friedrichs.

Fiir die ,willkiirliche Funktion® {, machen wir nun verschiedene Ein.
setzungen.

Einmal setzen wir , =%, —%,, wo & unabhingig von ¢ gegen Un.
endlich geht. Vertauschen wir ¢ und % und subtrahieren die beiden ao
entstehenden Grenzgleichungen, so erhalten wir:

9) Jolw;— %} —0 (2, & — ).
Da offenbar die Funktion u,— %, am Rande verschwindet und ebenso
wegen (4) die Randintegrale
2 ! 2
[ w)ds,  fn— s,
so liefern die Integralungleichungen (5), (6) aus der Relation (9} sofort
(10) Dy, —wu]—0, Hlu—w]—0.%)

Die hier gewonnenen Grenzgleichungen gestatten es, in ein paar

Schritten auf die Konvergenz der Minimalfolge zu schliefen.

Zu dem Zweck?®) stellen wir den Wert der Funktion w,—u,={,
etwa im Punkte x = 0, % == 0, durch die Beziehung

£{0,0y=¢(%F, 0) — f{,(x, 0)de
[}

dar, bestimmen nach dem Mittelwertsatz zu jeder Funktion { den Wert Z
als eine solche etwa zwischen 0 und @ gelegene Zahl, daB
a
£(z,0) = irfé(x,o)dx
0
wird,. so daf wir die Darstellung

& z
C(0,0)=%j§(z,0)dz —f;z(x, 0)dz
v [

erhalten, und wenden anf diesen Ausdruck dasselbe Verfahren in der
y-Richtung an. Dann ethalten wir bei geeigneter Wahl der zwischen
0 und @ gelegenen Zahl 7 die Darstellung

£(0,0)= ff(dzdymﬁff dxdy—%»ff:ydzdy-i-fff,ydxdy-
ou [}

17) Diese Grenzgleichungen besagen, da8 dic Minimalfolge mit ersten und zweitel
Ableitingen asymptotisch eindimensional ist. VgL B. 8. 290.

% Das hier angewandte Verfahren gestattet die Erfassung der Randwerte, ohn®
2 benutzen, daB sie xorgegeben sind; infolgedessen 1i8t es sich ohne weiteves 2 E.
suf den Fall der freien Platte iibertragen.
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gine solehe Darstellung des Wertes von { in der Ecke eines Quadrates
durch Integrale von Z und seinen ersten und zweiten Ableitungen, die
fiber dies Quadrat erstreckt sind, gilt offenbar fiir jeden Punkt des Ge-
bietes &, auch fiir Randpunkte®®); und wir erhalten somit, bei einmal
hinreichend klein gewihltem @, die fiir alle Punkte von @ und I” giiltige
Abschitzung

18]S 5 VE (8] + VD6T2) +a V5, 2]

Da nun die hier auftretenden Integrale in der Grenge (¢, k-— oco) ver-
sehwinden (vgl. (9), (10)), so folgt, daB {=u,~w, in G gleichmiBig
gegen Null geht, wenn 7 und % unbeschriinkt wachsen. Das aber besagt,
da8 die Minimalfolge %, in G gleichmifig gegen eine Grenzfunktion u
konvergiert, die in G einschlieflich des Randes I stetig ist.

Es kommt nun darauf an, nachzuweisen, daf die Grenzfunktion w
die gesuchte Losung des Variationsproblems ist, Zuerst zeigen wir, daf
die Funktion u Ableitungen besitzt und der Differentialgleichung geniigt;
und dann weisen wir nach, dal der Variationsausdruck existiert und der
unferen Grenze d gleich ist, und endlich, daB die Randbedingungen er-
fiillt sind.

4. Die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion?).
Um die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion u zu zeigen, zichen wir
wieder die Grenzgleichung

8 Jo[ui,c{]—fc;ffg,.dzdguw (5 — )

beran; fiir {; setzen wir eine Funktion {, die innerhalb eines Kreises K mit
efo&n und zweiten Ableitungen stetig ist, stetiges 4, 4¢, y 4 A¢ besitzt und
dlfe ferner auBerhalb des Kreises K im Innern von @ verschwindet, Formen
¥ nun das Integral J,[w;,¢] durch Teilintegration um, so bleibt, da
dle- Randglieder wegfallen und da das AuBere des Kreises auch Leinen
Beitrag Hefert:
ffu,-AAldxdy—ffdexdy—*O (£ — 00).
b4 £
E‘Tun kann man, weil u, im Kreise gleichmaBig konvergiert, den Grenz-
thergang vollziehen, und man erhilt die Glejchung:

Jfuddzdzdy— [[fidedy=o0.
—_— X ¥4
) Man lege das Quadrat so, daB nmr eine Ecke auf dem Rande liegt, und er-
#ize o5 nitigenfalls durch oin Parallefogramm.
™) Vel zu der SchluBweise E. 8. 106.
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Fitr £ soll aber eine Funktion eingesetzt werden, die im Mittelpunkt. (z,, y,)
des Kreises K die zum Differentialausdruck 44 ¢ gehbrige Singularitit
besitzt, also dieselbe Singularitit wie

— 8_1111-‘-’15 ¥, wo ri= (fL‘ - 1‘0)%'!_ (:?/ - y())e bedentet.

Das ist erlaubt; denn ¢ bleibt dabei mit ersten Ableitungen stetig, wiih-
rend die zweiten Ableitungen nur an einer Stelle unstetig werden und
doch guadratisch integrierbar sind.

Man erhilt eine solche Fanktion , wenn man

B
. Je*(B-e)*de

{= th(x’ Y5 Ty yo) = —'_g;lr?lg'r-lg
e (R—e)de

[

setzt. Der Faktor von r2?lgr bewirkt, daf @(x, y; #,, y,) mit seinen Ab-
leitungen bis zur vierten Ordnung am Kreisrande = R zu Null wird und
doch bei r = @ die vorgeschriebene Singularitdt behalt, und dal der Ansdruck
Adﬁbei r=0 und r= B stetig ist, und zwar mit allen Ableitungen
bis zur vierten Ordnung.

Setzt man nun die Funktion ¢ fiir ¢ ein, so wird nach der partiellen
Integration wegen der Singnlaritit noch ein Glied u,(x,, 3,) auftreten, so
daB man nach dem Grenziibergang

_qu_/lzl Ddzdy — j);ff@dwdy-{-u(xo,y‘,):()
erhalt, Das ist eine Integraldarstellung der Grenzfunktion w. Aus i
erkennen wir, dafl u zweimal stetig differenzierbar ist und stetiges du,.
Adu, und Adw besitzt. Denn der erste Anteil ‘qudd Pdady ist sicher

viermal nach w, y, differenzierbar, und [[ 7 @ dwdy sicher zweimal. Der
g
singulire Bestandteil von Aff f@dxdy: — %ff flerdady 158t aber
p4 #

einmalige Differentiation und die 4-Operation zu, wie man aus der Per
tentialtheorie weib.
Aus der Formel

_{{fudzl;dmdy~{ff§dxdy=0,

wo [ wieder stetige zweite Ableitungen und stetiges 4L, 4, 445 ber
sitzt, schaffen wir durch partielle Integration die Ableitungen von £ her
aus und erhalten

Jf(4du—1)tdzdy=o,
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worans wir wegen der Willkiirlichkeit von { schlieBen, daB die Funktion w
im Innern von G iiberall der Differentialgleichung

(2) ddu —f=0
geniigh.

5. Die Existenz und Konvergenz der Integrale und die
Randbedingungen.

Aus der GleichmiBigkeit der Konvergenz der Minimalfolge w, ergibt
sich unmittelbar, daB die Grenzfunkiion die erste Randbedingung v=1#a
erfiillt, und daB das Integral f[fu,dzdy gegen das Integral Jfrudzdy
konvergiert. ¢ ¢

Um die Erfiillung der zweiten Randbedingung und die Existenz des
Integrals Jo, [#] nachzuweisen®!), bemerken wir, daB fiir die ersten Ableitungen
der Minimalfolge, die im allgemeinen nicht konvergieren werden, doch die
Grenzgleichung

(1) N P

besteht, die fiir alle im Innern von @ gelegene Teilgebiete ¥ eine mittlere
Konvergenz ausdriickt. Um sie zu beweisen, ziehen wir die Umformung

(12} Do+ {u; —u]= — [ [ (4w, — du)(w, — v)dzdy
@
= (s~ wa) (14— w) ds

heran, wo I"™* der Rand von @ sein soll. Da die Folge u, gleichmiBig

gen 4 konverglert, wird auch Dg«[u, — u] gegen Null gehen, sobald die

Integrale f}:duf dy und [ ] ds beschrinkt bleiben. Die Beschriinktheit
G+ I~

von [ Au®dady folgt sofort aus der von J,[w,]. Um die Beschrinkt-
40

heit des zweiten Integrals I u ds pachmweisen, ist es notwendig, eine

— auch spéter immer wieder zu benutzende — Integralungleichung heran-

mzichen, die es erlaubt, das Verhalten von Integralen iiber eine Kurve

aus dem Verhalten von Integralen iiber benachbarte Gebiete zu erschlieBen.
Diese Ungleichung lantet:

(13) Jo*aa<eVDele] VEalol+ ¢ VHolw],

WO ¢ eine stetige mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen versehene
Punktion ist, und wo ¢ eine geeignete nur vom Gebiet abhiingige Kon-
—— e

. ™) Dieser Nachweis fehlt bei W. Ritz, Aus der Existenz der zweilen Ableitungen
m Tonern von @ folgh die Fxistens des Integrals J, 4] ittelhar nur, wenn das
I“teg!‘&tionsgebiet ganz im Innern von @ liegt.
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stante ist. Die Ungleichung gilt auch mit ein und derselben ~— nur vog
Gebiet abhingigen — Kounstanten ¢, wenn das Integral [¢®ds iber all
Néherungskarven I, einer Umgebung des Randes I' erstreckt wird?®),

Durch Anwendung dieser Ungleichung auf die ersten Ableitungen der
Funktion u, — @ fiir ein Teilgebiet @* und seinen Rand I'*, der von der-
selben Natur ist wie I', erhilt man

L (=) ds S o Yoy, |4, — 7] Y Do [, — ] + 0 Do [, — 7).
Da die hier auftretenden Integrale tiber G* nach dem oben ((4), S, 211) Be-
wiesenen beschrinkt bleiben, gilt dasselbe von F_‘: (s, — @,,)* ds und darsus
ergibt sich dann die Beschrinktheit des Tntegrals [ uds, die gebraucht
wurde, um die Konvergenz -

(11) Dg+{u, —u]—0 (#—o0)
nachzuweisen.

Aus dieser Grenzgleichung kinnen wir sofort auf die Existenz des
iiber das ganze Gebiet @ erstreckten Integrals Dg[u] schlieBen, Es ist
offenbar

VDg+[u— @] < YD, — #] + VDgo [u — ).

Der Limes superior der Integrale Dg[w; — %], der offenbar existiert
— man schitze nach (6) ab —, ist also eine obere Schranke fiir die
Integrale Dg« [ — ] iiber alle Teilgebiete G, Es existiert also dag Integral
Dg{u — &) und damit wegen VDg»[u] < Y Dgla] + VD u — @] auch
das Integral Dgfu].

Aus der Konvergenz (11) des Gebietsintegrals konnen wir sofort auf
die entsprechende Konvergenz des Kurvenintegrals

(14) A — ) (o — )b s — 0

schlieBen, indem wir dies Integral nach der sochen angegebenen Un-
gleichung (13) durch

¢ VJo e = 4] Y Do [ — ] + 0 Do [u — ;)
abschitzen und die Beschriinktheit des Integrals Jg«[u — #,] beachten.
Auf Grund der in den Grenzgleichungen (11) und (14) ausgedrickten
mittleren Konvergenz der ersten Ableitungen der Minimalfolge Lnner
wir nun zeigen, daB das Integral Jog [u] fiir die Grenzfunktion exigtiert
und nicht grifler ist, als die untere Grenze der Integrale Jo,[;] der

#) Vgl zum Beweise A. 8. 13—-16.
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i

Minimalfolge®®). ,Entwickeln® wir nimlich das Integeal Jy[#%;] in der
Umgebung der Grenzfunktion w durch die Gleichung
Jo[u] =T [u]+2J, ["‘i; w— w]+ I fu; —u],
so erkennen wir, daf wir nur noch zeigen miissen, da das gemischte
(lied gegen Null geht, um
Lim J, (2] 2 J, 2]
sehlieBen zu komnen. Wir wollen zundehts die J-Integrale nur iber ein
Teilgebiet @ mit dem Rand I'* erstrecken. Das gemischte Glied formen
wir durch einmalige Teilintegration um:
Joge (%, u, — u]
= DG"[Au> Uy u] +1.£{uzn (uz‘ - u)x+ u’yﬁ(ui - u)y} ds.

Wenden wir auf diesen Ausdruck die Bchwarzsche Ungleichung an, nnd
beachten die oben bewiesenen Grenzgleichungen (11) und (14), so erkennen
wir, daf in der Tat die Konvergenz

J

ogs L% %, —u]—0
besteht, so daB also die Ungleichung

lim Jp..[%;] 2 Jygu],
ans der wir- erkennen, da8 lim Jy,[#,] eine obere Schranke der iiber alle
Teilgebicte @* erstreckten Integrale Joy.[w] ist; es existiert also das
tber das ganze Gebiet & erstreckie Integral Jo,[«] und es ist
(15) l.l_rﬂ ‘70(; [u;} g Joe[“] .

Nun miissen wir noch nachweisen, daf auch die zweite Rand-
bedinguag I[{(ux — )+ (u, — ﬁy)“‘} ds =0 erfillt ist. Zu dem Zweck
Zf%igen wir, daf die oben bewiesene Konvergenz Dge«[u — #,]—0 hin-
Slght]jch etwa aller Teilgebiete @ * = &,, die von Niherungskurven I'* = I,
wit dem Abstand 2 vom Rande I" umschlossen werden, -gleichmaBig ist,
50 daf also die Grenzgleichung

Dg [u - %] — 0
auch fiir das ganze Gebiet (7 besteht™).

. ) Der folgende Beweis dieser Tatsache ist im Grunde ein Beweis firr die Halb-
Stetigkeit des Tutegrals J,lg] in der Umgebung jeder mit ersten und zweiten Ab-
tangen stetigen Funktion @, fir die nooh stickweise stetige dg,, A, existioren,
g&;s guoh zu der SchluBweise L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, Kap. XT,
*) Diese Grenzgleichung hiitten wir auch unmittelbar aus (11) schlieBen kinnen.

Vel B. 8. 316, 317, ’
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Wir entnehmen diese GleichmaBigkeit aus der Umformung (12), wobei
wir nur noch zu bemerken haben, daB auf Grund der Existenz des Inte-
grals Jdo, (2] das Integral f f (Au — du,)* dxdy gleichmabig fir alle Teil.

gebiete begchrinkt ist und ebenso f(u,, — u;,)* ds, wie wir unter Beachtung

des Zusatzes zur Ungleichung (13) erkennen.

Aus der gleichmaBigen Konvergenz der Gebietsintegrale Dg, [u — u)]
gegen Null ergibt sich, wiederum aus der Ungleichung (13) und ihrem
Zusatze, die GleichméaBigkeit der Konvergenz des Kurvenintegrals

f {(u, — us,)” + (u, — w,) } ds—0 (5—+20)

fiir alle Naherungsk‘urven , eciner Umgebung von I Diese Tatsache
148t uns sber fast unmittelbar erkennen, daB das Integral

S — w)" + (w, — )"} de

4

gleichméBig hinsichtlich % gegen das Integral
IJ‘{(uz — a:)g + (uy - ﬁy)ﬁ}ds

a

konvergiert, woraus wir wegen f{ (i, — @,)° + (u;, — ﬁy)g}ds =0 sofort

die Gleichung .
(18) JAn ~ 7+, — 5, s =0,

d. b. die Erfiillung der zweiten Randbedingung, entnehmen.

Die bisherigen Entwicklungen lehren, daB die Grenzfunktion u alle
Zulassungsbedingungen erfiills; ferner folgt aus jhnen (vgl 8. 217 und
(15)), dab

Jim (J [] — QJ;ffuidxdy): d 2 J,[u] —'2,£ffudmdy

ist; d. h. die Funktion % macht den Variationsausdruck nicht grofBer als
die untere Grenze; als zugelassene Funktion kann sie ihn aber auch nicht
kleiner machen. Kurz, die Grenzfunktion » macht den Variationsausdruek
gerade zum Minimum und ist somit die — offenbar einzige — Losung
des gestellten Variationsproblems. DafB sie auch die Losung der ent
sprechenden Randwertaufgabe ist, ist schon dadurch gezeigt, daB sie die
Differentialgleichung 44% — f= 0 und die Randbedingungen erfiillt.

3. Die strenge Erfiillung der Randhbedingangen.

Der Existenzbeweis fir die Lésung des Variationsproblems ist hier
mit abgeschlossen. Wir zeigen nun noch, daB die zweite Randbedingon§

[ 2" + (u, = 7} ds =0
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quch in der strengen Form
U, — =0, u,—~#=2~0

erfilllt ist%%). Genaner: Bei der Anndherung an einen Randpunkt P, gilt
‘u, — #,—0; u, — #,—0, entweder, wenn 4%,, 4%, 44% im Innem
von ¢ wnd éf A4w?dy existieren, oder wenn die Funktionen #,, @, in
der Umgebung von P, stetige Randwerte besitzen. )

Zum Beweise®®) betrachten wir einen Punkt P,, der zwischen den
beiden Niherungskurven I, und I,, legt, und schlagen um ihn die Kreise
Ky und K, mit den Radien 4 und h. Die beiden den Kreis K, beriihren-

den Normalen®) auf I" schneiden aus der Randkurve I' 77 5
ein Stick heraus, das wir mit (I") bezeichnen. Der
Bandstreifen, der von I' und der Naherungskurve I,
begrenzt wird, heifle §,,, und das Stiick, das die beiden
KNormalen aus ihm ausschneiden, (8;,).

Nun kommt es darauf an, z. B. den Wert der Funktio-
nen {, = u, — %, im Punkte P, abzuschitzen. Offenbar Fig. 2.
besteht die Darstellung

1 R
L, = Effﬂg@;dz dy —}———Z:Rf;‘zds,
Xr K

Tk

wo Kp ein Kreis mit dem Radius B um den Punkt P, ist und Kp seine
Peripherie bedeutet. Multipliziert man mit R, integriert nach R wvon

D bis * und wendet die Schwarzsche Ungleichung an, so gewinnt man die

9
Absehii'vzung
£ <ol ﬁaczdmdy+}§ffc:dzdy
£y By
oder ? ¢
(17) &+ & <ok D, [4¢]+ 5 Dy, [£].

2
fiir die Werte von £, und ¢, im Punkte P,.
Nehmen wir erst einmal an, daB das Integral D [47] diber das ganze

———

*) Die kurze Betrachtung von Ritz zu diesem Zweck ist nicht stichhaltig.
Ges. W. XV, 8, 214.

™} Der Grundgedanke des Beweises findet gich in C, 8, 149—150.

) Die leichten Modifikati dieser Betracht die &n den Ecken not-
wendig sind, bediirfen keiner besonderen Erérterung.
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Gebiet @ genommen existiert, so brauchen wir nur noch das Iutegrl
Dg, ({] folgendermaBen abzuschitzen:
g

D, [0 £ Py [£] £ 08 g, (L1408 [ (22 + 85) ds.
3 7

Die Giiltigkeit dieser Abschitzung ergibt sich fast unmittelbar ans dem
fiir die erste Ungleichung (5) gegebenen Beweis. (Vgl. z. B. (7), 8.212
und Anm. %2).)

Da sber [ (224 {;)ds =0 ist wegen (16), erhalten wir in
5

(18) L+ eh® Dy, 40 Fedyg, [£]
eine Abschiitzung, die uns lehrt, daB der Wert von Z; -+ {; — (u, —&,)°
+{(u, —%,)° in irgend einem Punkte P, zwischen I}, und [, mit &
gegen Null geht, unabhingig von der Anndherung.

Konnen wir nicht die Existenz von D [4{] voraussetzen, wohl aber
die Existenz des Integrals j;f(AA %) dzdy und damit die des Integrals

Jf(44:)%dzdy, so kommen wir zum Ziel, wenn wir die Ungleichung
G

9) [[toz+opazayon[[Uprazay+, [[prazay
Ky Ex h s
Z

heravzichen und fiir @ = 4¢ auf das erste Integral von (17) anwenden;
offenbar gelangen wir dann zu der Ungleichung

(20) i+ Ezéck‘*_”(dgg)*dxdy—FcJQSM[Z] —i—cg‘f(dg)zdxdy,
-3

Sz

aus der wir wieder schlieBen, daf [ und &, wie oben bei Anniherung
an den Rand verschwinden.

Um die soeben angefilhrte Ungleichung (19) zu beweisen, beginnen
wir mit der Greenschen Formel

(21) %’f(<ﬁ:+¢3)dmd‘y=—{fqodwdwdyﬂfwnds

fiir einen Kreis K, mit dem Radius  um den Puakt P, und der Peri
pherie K. Nun beachten wir, daB ¢g, — I(¢?), und das Integral

14 11 N
fqoqoﬂds =55 f(pf"ds —55 fq)‘ds
Ky Kz Kr

ist. Integrieren wir jetzt die Greensche Formel k21) nach r von Lk bis %
s0 ergibt sich
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fffw:w:)dxdydr

in Ko
R B 7
f 1 2 1 N I {1 N
- — pdpdrdydr+3 |pds—5 | ¢ ds—§ s jetdsdr.
1k K- Kz Kiz 1r &

Wihlen wir jetzt fiir 7 einen Wert, der so zwischen 2% und % liegt, daB
f grds =+ ﬂ ptdzdy ist, so finden wir leichs

K Kh—K%h)
gff(rpj ~gd)dady £ thf(p"dxdnyf(Atp)’dzdy + %ff¢2dx dy,
£ Kp Ex A,
2

woraus man sofort die gesuchte Ungleichung (19} entnimmt.
Dic Existenz des Tntegrals [ f (44 )dz dy, auf die wir uns oben be-
(-

rufen haben, werden wir aber nicht immer voraussetzen diirfen. Wollen
wir sle nieht benutzen, so ersetzen wir in den vorangehenden Bntwiek-
fingen {, = u,— &, durch u, — @, wo a der Randwert von @, im Punkte P,
ist. Wir erhalten dann ’

(4, — a)* < ch* ff(AA?L)sdxdy+cJ0”{u] -’,-%f(ux—a)zds.
5 - 2]
Diese Abschiitzung unterscheidet sich von der fritheren (20) wesent-

lich nur durch das Auftreten des Gliedes %f(ux— a)®ds, das jetzt nicht
f2y)

verschwindet; es nimmt aber wegen (Iﬁ)J(uZ— %,)"ds =0 den Wert
% j (#,~ a)*ds an; und dieser Ausdruck geht mit % gegen Null, wenn
]

mr %, in der Umgebung des Punktes P, stetige Randwerte annimms;
denn die Linge des Stiickes (I), das sich mit abnehmender % auf den
Pankt P, zusammenzieht, hat die GroGenordnung von k. Also geht auch
der Wert von %, im Paokte P, gegen den Wert «, wenn sich der Punkt P,
dem Randpunkt P, nihert. Entsprechend finden wir unter der An-
’”‘h_-mﬁ, daf auch #, in der Umgebung des Punktes P, stetige Randwerte
besitat, daB der Wert yon %, i Punkte P, gegen den Wert von ¥, im
i’lmkte P, geht, wenn der Punkt P, ‘dem Randpunkt P, beliebig nahe
ommt,
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II. Das Gleichgewichtsproblem der freien Platte.
1. Auistellung des Problems.

Wir gehen jetzt zur Behandlung des Problems der freien Platte im
Gleichgewicht iiber. Der Existenzbeweis kann fast wortlich ebenso wie
bei der eingespannten Platte gefiihrt werden. Es sind nur noch einige
Vorbereitungen nodtig, um das Variationsproblem sinngemil aufzustellen
und seine Definitheit nachzuweisen.

Die Platte soll ,frei® heifien, wenn sie nur fest vorgegebenen Kriften
und Drucken unterliegt, die nicht von der Verbiegung der Platte ab-
hingen; dazu soll angenommen werden, dal diese Krifte und Drucke
potentielle Energien besitzen.

Durch die Durchbiegung ¢ (z, y) aus der ebenen Ruhelage entsteht
im Innern eine Spannkraft, deren Dichte durch den Differentialausdruck
vierter Ordnung — 4Aqp gegeben ist, Jetzt sind aber zwei Drucke am
Rande wirksam, die durch die Differentialansdriicke dritter und zweiter
Ordnung

—pde—(1—pg, ,
und

—dp,— (L= p){ea.),
dargestellt werden, wihrend in den Ecken ,Einzelkrifte

~ (1= 1) (22— o2
entstehen.

Der Sinn dieser Ausdriicke ergibt sich aus den folgenden Bezeich-
nungen: Es bedeuten {«,,,) und (z,,y,) die Einheitsvektoren der duferen
Normalen und der ,positiv gerichteten“ Tangente des Randes I'; ¢, und
@, stellen die normale und tangentielle Ableitung einer Funktion ¢ {z,%)
am Rande dar. Femner ist gesetzt: v

Paa= PonZet Pyn¥e™= Puu®u®e + oy (U T, + 2, 4,) + 9, 9.9,

Pan = Pun@at Pyu b= 0., % + 20, 2,4, + 0, 43
SchlieBlich bedeutet @® bzw. @ den Wert, den die Funktion ¢(z,%)
annimmt, wenn der Punks (z, y) sich auf dem Rande in positivem bzw.
negativem Sinne einer BEcke nihert.

Der Ausdruck —pdp —(1—p)e, , stellt®) das zum Rande nor
male Biegungsmoment“ dar; der zweite ist der Normalanteil der ,,Stﬁi?
kraft, der Summe von ,Scherkraft® — A¢, und ,Ersatzscherkraft®, fhe
der tangentialen Ableitung des ,Scherungsmomentes® — (L — p) @, , gleich

%) Vgl. zn den Bezeichnungen z. B. A, Nadai, Elastische Platten 1923, 8. 33
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b, Die Differenz der in den Hekpunkten an verschiedenen Seiten ge-
nommenen Scherungsmomente ist die dort wirksame Einzelkraft.

Wirkt nun auf das Innere der Platie eine Kraft von der Dichte
f(2. y), am Rande eine duBere Stiitzkraft p(s) und ein duBeres Biegungs-
moment g{s), ferner in den Ecken Einzelkrifte %, so lauten die Gleich-
gewichtsbedingungen

(3) dde—f=0

im Innern,

(22) Ag,+1—u){e, J+p2=0
(28) pde+Q1—p)e,,—g=0
am Rande und

(24) Q= u)e@,—od)+Ek=0

in den Ecken,

Wir erhalten sie aus der Forderung, die gesamte potentielle Knergie
3V{¢] zum Minimum zu machen. Dabei lautet der ,Variationsausdruek®:

Vigl=dilg)—2[frodzdy—2[pods—2[qp,.ds— 2 Jko.

(Die Summe 3 ist iiber alle Ecken E des Randes I' zu erstrecken.)
E

Die Rand-- und Eckenbedingungen werden beim Variationsproblem
nicht gestellt, da sie ,natiirliche“ Bedingungen sind; d.h. die Lésung
wird itmen — ebensoe wie die Differentialgleichung — von selbst ge-
niigen 29,

Dies folgt nach dem bekannten Schluf der Variationsrechnung aus
der folgenden Umformung der ersten Variation des Ausdruelkes V[g) mit
einer , willkiirlichen“ zulissigen Funktion (z, y) *):

 ®) Allerdings gelingt es nicht nachzuweisen, daf mie in ,strenger Farm® erfillt
sind. Vgl §. 229. In der folgenden nur crientierenden Betrachtung ist die Existenz

der ersten, gweiten und dritten Ableitungen von ¢ auf I' vorlinfig sngenommen.
®) Diese Umformung bestitigen wir, indem wir — f Epn, s )g G5 — f;,' 4 (vy,f; —-q:f"‘).
F

durch Teilintogration in, [ % @, ds iiberfithren, den Ausdrack ,f Eensdst ;( [
inﬁf{;x ez~ Ly Pynt ds umformen und schlieBlich diesen Aunsdruck ebense wie das
Totegral 1_[ {dp,ds nach der Greenschen Formel in Gebietsintegrale iiberfithren.
VAl 8 208
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(25) Vi tl=d(e.t]— i~ [ptds— [q¢,ds— Sk
G ral ral E
=Gf5(44¢—f)dy
~PfC(A%+(1 — )P )+ P)ds
—i—ljiﬂ(.udq7+(1 — )P, —q)ds
~ %5((1—#)<¢,§f’,~ eI+ k)

unter Beachtung der unabhingigen , Willkiirlichkeit“ von { (2, ) in G, von
£(8),Z,(s) auf I" und von { in den Ecken E und der Tatsache, dal die
Lésung des Variationsproblems die erste Variation zum Verschwinden bringt.

Uber die Natur der beim Variationsproblem zugelassenen Funktionen,
iiber Gebiet ¢ und Rand I' und iiber die Auffassung der Gebiets- und
Randintegrale im uneigentlichen Sinne machen wir dieselben Voraus.
setzangen, wie bei der eingesparmten Platte (vgl. 8. 209). Der Parameter u
muf, wie sich spater (vgl. 8. 230) als notwendig herausstellt, absolut kleiner
als Eins sein. Die vorgegebenen Funktionen p(s) und g¢(s) sollen auf
dem Rande stiickweise stetig sein. Die Funktionen f(x,y), p(s), ¢(s)
und die GroBen k diirfen aber nicht willkiirlich gewahlt werden; es miissen
vielmehr Bedingungsgleichungen

(26) K= [[fdzdy+ [pds+ X k=0
[ r E

27 M=_gffzdxdy—}—prxdsf}fl_[qzﬂds—’r%‘ka-0
N=[lrydzdy+ [pyds+ [qu.ds+ Shy=0
erfiillt sein.

(Die erste Gleichung verlangt, da die Gesamtkraft der duBeren Ein-
wirkungeﬁ verschwindet, wihrend die beiden anderen das Verschwinden
ihres Gesamtbiegungsmomentes besagen.)

Gibt es nimlich eine Ldsung der Randwertaufgabe, d. h. eine Funk-
tion @ =w, die den Gleichungen (3), (22), (23), (24) geniigt, so brauchen
wir nur in die Gleichung (25) u fiir ¢ und die Funktionen 1, 2,4 ")
fiir { einzusetzen, um die Bedingungen (26) und (27) zu erhalten. Anderer-
geits erweisen sich diese drei Bedingungen als notwendig dafiir, daf der
Variationsausdruck tiberhaupt nach unten beschrinkt ist. Setzt map
nimlich ¢ = @, + « + g2 - y ¥, 80 nimmt der Variationsausdruck den Wert

Vi) =Vip,] — 2¢K —28M 2y N

%) Die Rolle, die hier die linearen Funktionen spielen, erklirt sich daraus, dabl
sie die Losungen des zugehdrigen homogenen Problews sind,
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an und kann durch Wahl von «, 8,y beliebig klein werden, wenn nicht
K, M und N verschwinden.

Sind diese drei Bedingungen jedoch erfiills, s0 ist in der Tat der
Variationsausdruck nach unten beschriinkt. Um das einzusehen, beachte
man, dag nunmehr die Addition einer linearen Funktion zu ¢ den Wert
des Variationsausdruckes nicht dndert und daB man infolgedessen, ohne
das Problem zu dndern, der Funktion ¢ noch die Bedingungen

[fodzdy=0, [[ozdzdy=0, _J;fcpydzdy=0”)
[ a

der Orthogonalitdt auf den linearen Funktionen auferlegen kann; denn
diess Bedingungen konnen stets durch Addition einer linearen Funktion
z @ befriedigt werden.

Tnter diesen Nebenbedingnngen gelten nun zwei Integralungleichungen,
die dasselbe leisten, wie die Ungleichungen (3) und (6) 8. 211; sie ge-
statten eine untere Schranke des Variationsausdruckes nachzuweisen und
dienen auch als Hilfsmittel zur Durchfiilhrung des Existenzbeweises, Es
handelt sich wm die Ungleichungen 322):

(28) H[p)<LcD[g] bei der Nebenbedingung [ [ pdazdy = 0 %)
a
(fir gecignete nur vom Gebict abhingige positive Konstante c¢)
(29) Dol < ed, (o] bei £f¢dz&y=£f¢mdxdy=,gfqoydxdy:0.

Dazu tritt noch die Ungleichung:
1

(30) Blol £ popam Jule] e (u] <1

und die schon frither benutzten (vgl. S. 217)

(13) Jo*ds <eYDlg] VHIp) + cHp)

(13)) If(qrf+¢f)§c ¥iolo] YD @] +eDlg],

vfobei die Integration austatt iiber I' auch iiber alle Niherungskurven I,
Pner gewissen Umgebung von I” erstreckt werden darf.
SchlieBlich sei noch die Ungleichung

(31) wggclfq)_fds Vf(p“ds—]—chﬂds
b F
@en Wert von ¢ in irgendeinem Randpunkt angemerk.

et %) Die erste Bedingung bedeutet, daB der Schwerpunkt in seiner Ruhelage
leibt, wihrend die beiden anderen, an deren Stelle auchaf prdy=0, J(p, dy=0

8owihlt werden kénnte, noch Drehungen ausschliefen.
%) Zu den Bezeichnungen vgl. 8. 209, 211.
) Vgl B. Poincars, Acta math. 20, S, 98 6.
Yathematische Annalen. 9. io
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Man iiberzeugt sich durch die entsprechende SchluBweise wie bei der
eingespannten Platte (vgl. 8. 211) davon, dall es auf Grund dieser Inte.
gralungleichungen moglich ist, die Integrale f fedg, f peds, qu;ﬂds,

é Iy iy

und die Summe 3 kg des Variationsausdruckes ¥[¢] durch ¥J,[¢] ab-
]

zuschétzen und daB man infolgedessen fiir V[¢] eine untere Schranke von
der Form
—e{[ffdxdy+ [p*ds + [g*ds + 3E}
(3 I I
erhalt.

2. Durchiiihrung des Existenzbeweises.

Bevor wir die Integralungleichungen beweisen, wollen wir den Existenz
beweis in allen wesentlichen Punkfen ebenso wie bei der eingespannten
Platte durchfiithren.

Da der Variationsausdruck eine untere Grenze besitzt, existiert sicher
eine Minimalfolge #,. Aus dem Verschwinden der ersten Variation in der
Grenze fiir die Minimalfolge folgern wir die Grenzgleichung

Bl — ] =0 (4, k—co)
aus der wie auf Grand der Integralungleichungen (30), (29) und (28}
die weiteren Grenzgleichungen
dol, —u,] =0, Diu,—u]—0, Hlu—u]->0
entnehmen. Nun kinnen wir wieder auf die gleichmaBige Konvergenz dez
Minimalfolge gegen eine stetige Grenzfunktion u schliefen, die im Innem
stetige erste und zweite Ableitungen besitzt und der Differentialgleichung

Adu — f=0 genfigt. Ferner ergibt sich, dafl das Integral Dg[u] existiert
und ebenso das Integral J,. [u], das nicht groBer ist als der untere Grens

wert der Integrale Jg[u], wihrend die Integrale Hpw], [[ fudzdy
(:

1‘[ pu;ds und die Summe Zkw, gegen die entsprechenden Ausdriicke fir
die Grenzfunktion konvergieren und die Nebenbedingungen

_f;fudxdy=ffuzdxdy=ffuydxdy=0
¢ d

erfilllt sind. Endlich schlieBen wir aus der hinsichtlich 5 gleich-
mifBigen Konvergenz der iiber alle Naherungskurven ' erstreckten Infe
grale i{‘{(uz—ugx)2+(uy——u@)“}ds gegen Null auf die Existenz des
A
Integrals [gu, ds als Grenzwert der Integrale [gu;, ds.
r Fil

Zusammenfagsend erkennen wir, daf fiir die Grenzfunktion def
Variationsausdruck existiert und nicht gré8er als die untere Grepze slier



Randwertprobleme bei elastischen Platten. 229

Werte ist, die er fiir eine zulissige Funktion annehmen kann; und infolge-
dessen macht die Grenzfunktion, da sie offenbar selbst zugelassen ist, den
Variationsausdruck zum Minimum,

Aus dieser Minimumeigenschaft folgt, daB fiir die Grenzfunktion »
de erste Variation mit einer willkiirlichen gugelassenen Funktion ¢ ver-
schwindet : :

7 [u, 1 —J;fdexdy~I[p:ds -—rfq-fwd&—zké':o.

Formt man diesen Ausdruck durch Teilintegration um, und beachtet, daB
die Funktion » der Differentialgleichung 4 du — f=0 geniigt, so erhalt
man die Gleichung:

Jedu, 41— w4 p)ds
(41) —rfi..(#du+(1~—ﬂ)uﬂ,,.~9)ds =0.
+ T~ ) (s — ns) + F)
Waren die hier auftretenden Ableitungen der Funkiion # bis anf den Rand
endlich und stetig, so kdnnte man, da die Werte von £, suf I" und
die vorn { in den Ecken unabhinglg voneinander willkiitlich sind, aus
Gleichung (41) darauf schlieBen, daB die natiirlichen Rand- und Ecken-
bedingungen in der strengen Form (22), (28), (24) erfiillt sind; diese
Stetigkeit wird aber im allgemeinen nicht eintreten und infolgedessen

wird man sich mit der hier gegebenen Form der Randbedingungen zufrieden
geben miissen.

3. Beweis der Integralungleichungen.

Wir haben non noch den Beweis der Ungleichungen (28), (29), (30),
(81} nachwuholen. Die Ungleichung (31) folgt in bekaunter Schlub-
weise™), dio wir durch die folgenden Formeln kurz andeuten. Bs ist

&€
%=%~of%d8a

¢3;2¢3+2a6f¢3ds (0 <a<h),
A A
< 2 3 " s
=ifq’ ds -4 2hjgos ds
¢ &
wd durch Wahl von h ergibt sich
L wZelewteiinaien.

) Vgl A, S, 16.
16%
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Das Bestehen der Ungleichung (30) erkennt man unmittelbar dureh
Vergleich der Identititen

gl = [0 w5 ae + 0~ 1) (9= 94, = 202) fazay,
(4

ael=[f{  ae+ (S0 947 +202) Vazay.
g

Zugleich ergibt sich die Notwendigkeit der frither (vgl. 8. 224) gestellten
Bedingung |ui<1; denn fiir || >1 ist J,[@] nicht definit und fir
|pl=1 liBt sich durch die Funktionen ¢ =z*+y® bzw. ¢ = zy das
Integral J, [¢] zu Null machen, ohne dal das Integral J, [¢] verschwindet,
so dafB jedenfalls eine Ungleichung von der Form Jiy [p] ZeJy[e] nicht
bestehen kann.

Die Ungleichung (28) folgt®2) sicher aus-der Ungleichung

[Jdzay-[f o*dady— ([ pdzdy)® <o Dolg] *)
(ohne Nebenbedingung), die sich, wie man leicht bestitigt, auf die Form
(s2) LS IS (90— )" da, dy, day dyy < 20 Do)

bringen 138t, wobel in dem Integral auf der linken Seite unter ¢, und ¢
die Werte der Funktion ¢ in zwei Punkten P, = (2,, 4,) wd P, = {x,, )
zu verstehen sind, die beide unabhéngig das Gebiet ¢ durchlaufen. Die
Gestalt dieses Integrals legt es nahe, die Punkte P, und P, durch eive im
Innern von G verlaufende Kurve L,, mit der Bogenlinge s zn verbinden
und die Abschitzung

P, P,
(¢, — ‘77-2)} = Lpf plds = Lpf(‘P: + (P:)ds

vorzunehmen, wobei L eine feste Schranke fiir die Linge aller Kurven Ly
sein soll. Setzt man die so gefundene Schranke fiir (¢, — g,)° ein,
ergibt sich, dal man nur noch die Ungleichung

r = 3 o
I LT o2+ @) ds du dy, da, dy, < e Dalg])

2) Sie ist {ibrigens mit ihr gleichwertig.

) Eine 4hnliche Betrachtung findet sich zu anderem Zweck bei H. Poincatt,
vgl J. Hadamard, Legons sur ls propagation des ondes, . 28—31. Die Ungleichuﬂg( )
ist ibrigens gleichwertig damit, daB der zweite Eigenwert der ,frei schwingend"n“
Membran positiv ist, Diese Tatsache folgt zwar sofort aus der Existenz der zugehorig®®
zweiten Eigenfunktion; aber bei deren Nachweis wird man sich gerade wieder
Ungleichung {28) bedienen.
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m beweisen hat., Es ist dazu nur ndtig, aus den drei Inbegralen anf der
linken Seite eine Integration iiber @ herzustellen. Das wollen wir zuerst
fir ein einfaches Gebiet durchfithren, und zwar fiir ein Gebiet 7, dag
begrenzt wird von einer geraden Grundlinie, etwa dem Stiick von 0 bisa
der z-Achse, ferner von zwei auf ihr senkrechten geraden Seitenlinien und
¢iner Kurve T mit der Gleichung y = 7 (x), die stetige Tangente besitat
md die von der Grundlinie hochstens den Abstand %, wenigstens aber
den Abstand % hat. Um zu einem bequem zu handhabenden Integrations-
weg L, zu gelangen, beachten wir, daf es in dem Rechteck R, das von
der Parallelen im Abstand % zur z-Achse ans dem QGebiet 7 ausge-
gehnitten wird, zu jeder Funktion ¢ eine weitere zur x-Achse parallele
Strecke M gibt, so dall

1
(33) [wzrenaz=1[[ oz ronazay
4 B
ist. Nun verbinden wir zwei Punkte P, ¥ r
und P, innerhalb von 7 folgendermaBen: N
Wir gehen von ihuen auf Parallelen zur ;"_7-\_4—\

g-Achse fort, bis wir die Qerade M
treffen, und verbinden dann die beiden
Treflpunkte durch das zwischenliegende
Stiick dieser Geraden, Das Integral
] (93— ¢g) ds fiber diesen Verbindungs-
weg wird aber nur vergrofert, wenn wir Rig. 8.

e iiber die ganzen Stiicke der Parallelen

durch P, und P, innerhalb von 7' und iiber die ganze Gerade M erstrecken.
B0 ergibt sich folgende Abschitzung

I [T (0 — )" dzy dyy da, d,
gfffdzdy-@f(jmhqo:wy}dxdy
+ [ azay, [f ([ (o2 + o) ay}az,a,
+([J dzay) - [ (9l + o) da.

]
x

Das Integral
Flz:)
J;f{ J (92 -+ o5) dy} d=, dy,

% B. kbnnen wir nun durch

e yimd

pJUS (o2 + i) dghda, =1 [f (02 + o)) dudy
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nach oben abschiitzen und somit erhalten wir, wenn wir noch den oben
angegebenen Wert {33) fiir ‘J (@s+ ¢5)da verwenden, die gesuchte Up.
gleichung

[ {[[ e = a2z, ay, az,au, < (205 [[ (22 + i) aay.
r 7 T

Fir das allgemeinste hier zugrunde gelegte Gebiet kidnnen wir die
Ungleichung (32) dadurch beweisen, dall wir das Gebiet ¢ durch endlich
viele, etwa N, Teilgebiete T.%%) von der oben angegebenen Art so iiber
declen, daB jeder Punkt in einem dieser 7'-Gebiete liegt. Danm ist sicher

N %
I IS (o, — ) doydy da,dy, £ 3 [T [ (9, — o) du, dy, de, dy,.
¢ ¢ =1 Ty Ty

Auf die Integrale der SBumme ktnnen wir dieselbe SchluBweise wie
oben anwenden; liegen die beiden Punkte P, und P, in zwei verschiedenen
Gebieten 7}, und 7%, so haben wir allerdings noch fiir jede Funktion ¢
zwel in den beiden zugehdrigen Rechtecken R liegende Strecken M durch eine
derartige Linie M;,; zu verbinden, dal das iiber sie erstreckte Integral

J (g2t onds<e [f (go+ o) dudy
My, ¢
ist, wo ¢ eine nur vom Gebiet G abhingige Konstante ist. Man iiber
zeugt sich leicht davon, dafl das méglich ist.

Wenden wir die somit bewiesene Ungleichung (28) auf die ersten
Ableitungen einer Funktion ¢ an, so erhalten wir die Ungleichung
(34) Dipl<edylp]

unter den-Nebenbedingungen
(33) faf(p,dxdy:o, j;f¢vdzdy=0,
die, wenn man noch die Bedingung

(36) J;;fqrdzdy:()

hinzunimmt, ebenso den Ausschlul linearer Funktionen bedeuten, wie die
drei Bedingungen
(37) J;_}‘qzd:vdy:Vf:ftpxdzdy=‘£f(pyd1:dy=0.

Es ist in der Tat mdglich, das Bestehen der obigen Ungleichung (34}

unter diesen drei Nebenbedingnngen (37) aus ihrer Giiltigkeit bei den drel
erstgenannten Nebenbedingungen (35), (36) abzuleiten. Zu dem Zweek

#53) Die sich anoh gegenseitig iiberlagern kénnen,
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sidieren wir zu einer Funktion ¢, die den Nebenbedingungen (37) geniigt,
sine lineare Funktion I(z, y), so daB die Funktion § =@ -1 den drei
Nebenbedingungen (35), (36) gehorcht, Wir erhalten danm die Bezichungen

{a8) H{pl= Hig]+ H][1},

(89) D[p]=D[g]+ D[I].

Nun gibt es eine nur vom Gebiet abhingige Konstante @, so dafl
(40) D11 LaHT

ish. Bilden wir namlich zwei normierte, zueinander und zu der Kon-
stanten orthogonale lineare Funktiouen I, und I, so ist die Funktion 7
offenbar von der Form

l—al, Bl 47y
und es ist weiter

Hill=o*+ 2472,
D= D[4]+ 2 D[] +2a8 D[4, L]
Wir brauchen also fiir @ nur den gréBeren der beiden Werte 2.D[1,]
wd 2D(1,} za wihlen.
Nunmehr gehen wir von der Gleichung (38) D{e]=D[g]+ D[]

aus md schitzen das Integral D [I] nach der eben bewiesenen Relation (40)
tach oben durch den Ausdruck a H{I} ab, der seinerseits wegen (38)
Kleiner als @ H[g] ist; das Integral H[#] ist wegen (36) nach (28) kleiner
als ¢ D{g], so daB wir eine Ungleichung

Digl<eDg]
ethalten. Fiir die Funktion § ist wegen (83), (36) nach (84) das Be-
sichen der Ungleichung D {§] < ¢J,{#] bekannt; und da J,[p] = J,[¢]
I8, so crgibt sich die gewiinschte Ungleichung

Dipl=edlel
unter den Nebenbedingungen (37).

UL Das Eigenwertproblem der eingespannten and
freischwingenden Platte.

1. Aufstellung des Problems.

Die Methoden, die zur Lésung des Gleichgewichtsproblems fihrten,
¥ollen wir nunmehr daza benutzen, die Existenz der Eigenfunktionen der
K?llv"mger.tden Platte nachzuweisen. Dabei kbnnen wir die freic und die
‘ngespannie Platte gleichzeitig behandeln.
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Der Schwingungszustand einer Platte, auf die keine &uBeren Krifie

wirken, wird durch die Bewegungsgleichungen
Adde -+, =0
bestimmt, wobei ¢ = ¢ (x, y; ¢) die Verschiebung aus der ebenen Ruhelage
bedeutet. Durch Vorgabe der Werie von ¢ und @, zu irgendeiner An-
fangszeit und durch die fiir alle spiteren Zeiten gestellten Randbedingungen:
g=0 und ¢@,=0

fiir die efngespannie bzw.
Ao, + (11— p){, ), =0,
wdo+t—u)e,, =0
und die Eckenbedingungen
(43) ‘pf:)s - q’:nl,)s =0
fir die frese Platte, ist die Funktion ¢ eindeutig festgelegt. Um dies

gemischte Randwertproblem zu losen, denkt man sich die Losung ¢ =1v
nach Grund- und Oberschwingungen entwickelt:

(42)

v=u"(z, y)-9" (1),
»=1
woraus man fiir die Funktionen g = ¢* die Darstellung

— - a=a, .
gty —acosYii 4 bsinyie [b—b 1=1}

erhilt, wihrend sich zur Bestimmung der Funktionen w = u" die Differ
rentialgleichung

(44) Adu — lu=0

ergibt.

Es entsteht somit das Problem, ein vollsténdiges System von Fank-
tionen %, ,Bigenfunktionen®, mit zugehdrigen , Rigenwerten* i anfzasucher,
die aufier den Randbedingnngen der obigen Differentialgleichung {44)
geniigen. Die Koeffizienten ¢ und b bestimmen sich dann in bekannter
Weise aus den Vorgaben von u {2, y;1,) md w,(z, y;1,).

Wir wollen nun die Folge der Eigenwerte 1" und Eigenfunktionen u’
durch die Forderung bestimmen, das Integral

Jule]l *)

unter allen Funktionen ¢ (2, ¥) zum Minimum zu machen, die durch die

Gleichung
Hipl=1

) Fir die eingespannte Platte kann ux =0 gew#hlt werden.
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pormiert und vermége der Gleichungen

{45) Hipur]= (r=1,...,n—1)
m den ersten n — 1 Kigenfunktionen #?,..., u* * orthogonal sind. Im
Falle der eingespannten Platte sollen dazu nech die Randbedingungen
{46) ¢=0, j!(pfds:O, 1_[¢5ds=0

erfiillt sein, wihrend sich im Fall der freien Platte die Randbedingungen
von selbst einstellen sollen.

Fiir die Losung =" und 1=41" des n-ten Variationsproblems
verschwindet die erste Variation
(47) J,,[u, 77]_"15{”':’7}:07

wobei die variierende willkiirliche Funktion # {z, y) zugelassen ist und
noch den n — 1 Orthogonalititsnebenbedingungen (45) geniigt. Setzen wir
speziell =" [k >n] so entnehmen wir aus (47) und

{48) Hpu", u*] =0

noch die weitere Gleichung

(49) I [u", ut] = 0.

Nunmehr erkennen wir, daB die erste Variation fiir jede zugelassene
Funktion { (z, y) verschwindet, anch wenn sie nicht den % — 1 Bedingungen
(45) geniigt; wir brauchen dazu nur die Funktion ¢ nach den ersten s —1
Eigenfunktionen in der Form { = ey %' ... -+ ¢, ™ -+ % 50 zu entwickeln,
dab der Rest 4 zu # -1 Figenfunktionen «1,..., u®"1 orthogonal ist,

d.ﬂlm die so bestimmte Funktion » in die Formel (47) einzusetzen und
die Gleichungen (48) und (49) zu beachten.

_ Dureh Umformung der ersten Variation erhalten wir im Fall der
eingespannten Platte, in dem am Rande ¢ = [Z2ds = [fids =0 ist, die
Gleichung r

. Jo[u,é‘]——lﬂ[gt,ij=,£f£(AAu-—1u)dxdy
und im Falle der freien Platte
Jufu, 0]~ AH[u, ¢
= {;f:(mm — Au)dzdy —I_IZ(Au“+ (1~ @) (u,,),)ds
+ [ pdu+ 0= piu,,)ds

— J2(— ), — ).
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Aus der Willkiirlichkeit von { begriindet man die Erwartung, dag
die Funktion % der Differentialgleichung 44w — 1w =0 und im Falle
der freien Platte noch den Bedingungen (42) und (43) geniigt.

2. Konstruktion einer geeignefen Minimalfolge.

Das Integral J,[¢], das (unter den auf S. 234, 285 genannten Be
dingungen) zum Minimum gemacht werden soll, ist positiv definit; es besitat
also eine untere Grenze, die schon Eigenwert genannt und mit i bezeichnet
werden soll. Fiir eine Folge u, zugelassener Funktionen, fiir die J, [4]
gegen i geht, eine ,Minimalfolge”, erhalten wir in bekannter Weise?®)
die Grenzgleichung:

Jofu, &) — AH [w, £]— 0,

wenn {, eine Folge zugelassener Funktionen ist, fiir die J,{{;] beschrinkt
bleibt. Die 7 —1 Orthogonalititsnebenbedingungen (45) brauchen die
Funktion £ nicht zu erfiillen, wie sich entsprechend den obigen Bemer-
kungen ergibt (vgl. S.235).

Setzen wir [, = u,, so entsteht die 'Grenzgleichung
(50) Tty ] — 2H ] — 0 (4, k — o),
ans der wir die weitere Grenzgleichung
(51) Jolyy—w]—1H[y;—u]—0
erhalten. KEs ist nun zweckmifig, eine Minimalfolge aufzusuchen, fiir die
H{u;,— u,) gegen Null geht. Man erhilt eine solche durch sinngemife
Ubertragung der Entwicklungen, die Courant fiir das Schwingungsproblem
der Membran ®*) gegeben hat und zwar folgendermaﬂen~

Zuerst folgern wir aus der Beziehung (50) J,, [«,, u, ] — 2 H{u;, 1,]—0
fiir eine beliebige Minima]folge u; bzw, u,, daB ]ede lineare normierte
Kombination U, = ¢, «; s -+6,%, vony Funktionen der u, wieder
eine Minimalfolge ist, wenn dle Koeffinenten ¢, absolut beschrankt bleiben
und wenn 7,, mit ¥ gegen Unendlich geht. Sodann bemerken wir, daf
die Minimalfolge von endlicher asymptotischer Dimensionszahl ist, was
mit der Unmaglichkeit gleichhedentend ist,’aus den Funktionen w; und
ihren normierten linearen Kombinationen beliebig viel zueinander ortho-
gonale Minimaliolgen zu bilden. Dabei soll eine Anzahl von Folgen
Ujqs Uy, ... zueinander orthogonal heifen, wenn die zum selben Index ¢
gehdrigen Funktionen aufeinander orthogonal sind. Kénnte man namlich
beliebig viel, etwa p solcher Minimalfolgen bilden, so kémnte man 88

) Vgl. z, B. B. 8. 286.
5% Vgl. B. 8. 287, 290, 292.
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3

iipen eine Folge von linearen Kombinationen U == e, u;y -+ ... 4 €, %,
pilden, die za p—1 beliebigen Funktionen orthogonal sind. Die
Folge U; ist mun selber Minimalfolge; denn wegen der Orfhogonalitéit
md Normierung der Funktionen #,, ..., %, bestebt die Beziehung
1=H [U,—]=c?1+...+c§,, und es bleiben somit die Koeffizienten be-
schriinkt. Da demgemaf das Integral J, [U;] gegen den Eigenwert
j=24" geht, ist das Minimum des Integrals J,[¢] fiir normierte Funk-
tionen @, die auBer auf den n — 1 ersten Bigenfunktionen noch auf
p—1 weiteren Funktionen, etwa den p—1 nichsten Eigenfanktionen,
orthogonal ist, nicht grdBer als 1= 21". Das hiefe aber, daf der
n--p — 1-te Eigenwert und, da p beliebig groB ist, jeder weitere Eigen-
wert gleich A" ist; kurz, daB der Eigenwert 1= 1" unendliche Vielfach-
heit hat. Das ist aber nicht der Fall; denn die Folge der Eigenwerte
gebt gegen Unendlich.

Nehmen wir diese Behauptung einmal als bewiesen an, so hat also
die Minimalfolge eine endliche asymptotische Dimensionszahl, etwa 7,
wd nun kann man, wie hier nicht bewiesen zu werden braucht?®?),
aus linearen Kombinationen + zueinander orthogonale Minimalfolgen kon-
siruieren, die fiir sich asymptotisch eindimensional sind. Genauer: ist
Upy Uyy «vey Uy ove Uy, .. eine dieser Folgen, so gils

{52) Hiu,~u}—0; i,kb—o0.

Eine solche neue Minimalfolge wollen wir dem folgenden Existenzbeweis
sugrunde legen.

3. Das unendliche Anwachsen der Eigenwerte.

Vorher holen wir noch den Beweis fiir das unendliche Anwachsen
der Eigenwerte nach. Zu dem Zweck berufen wir uns suf eine Eigen-
schatt der Rigenwerte, auf Grund deren sie unabhingig von der Existenz
der Eigenfunktionen gekenngeichnet werden kénnen, nimlich auf die
Moximum- Minimum-Eigenschaft, die in folgendem besteht:

Das Minimum der Werte des Integrals J,[®], genommen fiir alle
mifissigen durch die Gleichung H[@] =1 normierten Funitionen g, die
m irgendwelchen vorgegebenen n — 1 Funktionen #%, ..., 4" ? vermége
der Gleichungen 4 [pv*]=0 (»=1,...,n —1) orthogonal sind +°), wird
damn zum Mazimum gemacht, wenn die Fuaktionen »” gerade die 2 —1
ersten Bigenfunktionen »* sind. Dies Maximum-Minimum ist gerade der

———

¥) Vgl B. 8. 202,
“) Im ¥all der eingespannten Platte soll die Funktion ¢ natiitlich noch die pe-
stellten Bandbedingungen erfillen,
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n-te Eigenwert 1" und die Funktion @, fir die es angenommen wird,
ist die n-te Rigenfunktion #".

Der Beweis fiir diese Eigenschaft ist fast wortlich derselbe wie beim
entsprechenden Problem sweiter Ordnung und braucht hier nicht wieder-
holt zu werden **).

Wir kénnen also, ohne uns anf die Existenz der Eigenfunktionen zn
berufen, den n-ten Eigenwert anstatt als Maximum-Minimum entsprechend
als obere Girenze der unteren Grenzen von J,[¢] unter den obigen Neben-
bedingungen charakterisieren; wir wollen iibrigens des bequemeren Aus-
drucks wegen stets von Maximum und Minimum sprechen.

Das Maximum-Minimum-Problem der eingespannten Platte entsteht
ans dem der freien Platte allein durch Aunferlegung der Randbedingungen,
Durch diese Verschirfung der Bedingungen kann das Minimum und alse
auch das Maximum-Minimum nur wachsen, Es ist also der n-te Eigen-
wert der freien Platte nicht grofler als der der eingespannten Platte und
deswegen geniigh es, das unbeschriinkte Anwachsen fiir die Bigenwerte der
freien Platte nachsuweisen,

Zu dem Zweck bemerken wir, daB bei beliebiger Wahl der Funk-
tionen v, unter den Nebenbedingungen H[p, »*]=0 die Ungleichungen

n s M 2o L7 L s Jel®] ann 2lo)
(58) i" > Min Bio] > Min I MmH[M
bestehen. Wir wihlen nun als Funktionen »> auBer den linearen Funk-
tionen 1, z, y die zweite bis n — 8-te Bigenfunktion w* der freischwiz-
genden Membran desselben Gebietes. Hs sind also einmal die Neben-
bedingungen j(;fqndxcly =ffpzdady= [[pydrdy=0 gestellt und

¢ 4§ .
infolgedessen bleibt nach Ungleichung (29) das Minimum von %:T ober-
halb einer nur vom Gebiet abhingigen positiven Schranke, wihrend auf
Grund der Nebenbedingungen fftpdxdy':—(), ffw2<pdxdy=0, e
é g

f‘]‘w"‘3 gdzdy = 0 das Minimum von gElp} nicht kleiner als der n — 216

Eigenwert der frei schwingenden Membran ist. DaB der mit wachsendem®
gegen Unendlich geht, diirfen wir als bekannt voraussetzen, und wir e
kennen nun ans der Ungleichung (53), daB auch der Eigenwert der frél
schwingenden Platte unbeschrinkt wichst.

1 Vgl A, 8.17, 18,
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4. Sehlufl des Existenzheweises.
Nach dieser Einachaltung fahren wir in unserem Existenzbeweis fort.
Wit konnen also annehmen, dal wir eine Minimalfolge u; vor uns haben,
fiir die die Grenzgleichung

(52) Hlu—1,]—0
gilt. Aus der Relation

{51) Julw,—w]—1H[g,— 2] —0
entnehmen wir dann

(54) J, [, — u,} — 0,

woraus wir die weiteren Beziehungen

{55) Jy [y~ u, ] — 0

(56) D[, — u,] — 0

ableiten wollen. Die Relation (55) ergibt sich sofort aus Ungleichung {30),
8.227, und die zweite (56) im Falle der eingespannten Platte aus Un-
gleichung (6), S.211. Im Falle der freien Platte gilt die Ungleichung

DiplLedy el

mit deren Hilfe wir auf das Bestehen von D f[u,— u,]— 0 schlieBen
kénnten, ohne weiteres nicht. Wir kinnen uns aber die Tatsache zunutze
machen, daB wir die drel ersten Eigenfunktionen schon kennen. Es sind
dies drei lineare Funktionen; sie gehéren zum Eigenwert Null und sind
Losungen des entsprechenden homogenen Gleichgewichtsproblems. Fir
die vierte und dis hoheren Eigenfunktionen ist aber die Orthogenalitit
auf den drei ersten Eigenfunktionen verlangt; das bedeutet aber nichts
anderes, als daB die drei Bedingungen f(pdy :f(pzdy= ftpydy=0
& G &
gestellt, werden; und unter denen ist das Bestehen der Ungleichung

DglLedy(e]
Wegen (29) 8. 227, gesichert.
Mit der Aufstellung der Relationen
Jolwy—u,]—0, Dlu,—wuw]—0, H[y—u]—>0

haben wir den Ausgangspunkt des Existenzbeweises beim (leichgewichts-
P‘_"lflem erreicht, Ebenso wie dort erkennen wir die Konvergenz der
Mlmmalfo]ge ; nur ist an Stelle der dort anftretenden Funktion [ jetzt 1,
" setzen. Damit ergibt sich dann die Existenz einer zulissigen Funktion
u(z, y), die alle Nebenbedingungen erfilllt und das Integral J,[¢] zum
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Minimum macht. Sie geniigh der Differentialgleichung und im Falle dey
freien Platte den natiirlichen Rand- und Eckbedingungen in der Form

Jetdu +1—mw,),)ds

+ 20— p)(ul —ul) =9,
~ [t (pdut (- pu,,)ds

I ,
wihrend fiir die eingespannte Platte die Randbedingungen ¢ = ¢, = p =0
auch in der strengen Form erfiillt sind.

IV. Verallgemeinerung der Probleme.
1. Die halbireien Probleme.

Die Gleichgewichts- und Schwingungsprobleme der eingespannten und
der freien Platte waren nun als charakteristisch aus einer ganzen Reihe
von Problemen herausgegriffen, die sich mit denselben Mitteln behandeln
lassen. Es sind dies alles Probleme, in denen auch das Integral J,[¢]
auftritt und die nun andere additive Zusatzintegrale mit Ableitungen nie-
derer Ordpung oder andere kiinstliche Randbedingungen besitzen. Der
Unterschied in der Behandlung liegt hauptsichlich darin, da8 andere Iute-
gralungleichungen heranzuziehen sind.

Die wichtigsten dieser Falle sind die ,halbfreien“ Probleme, in denen
entweder die Werte der Funktion ¢ und des natiirlichen Randausdruckes
zweiter Ordnung oder die Werte von ¢, des natiirlichen Ansdruckes
dritter Ordnung und der Eckkrifte am Rande vorgeschrieben gind %)
Diege beiden Fille entsprechen den Variationsproblemen:

(57) J,‘[gu]—{—ij%ds:Min

bei o=, [(p,—u) ds=0
r

und

JA[‘P]"‘}J?"?‘££'{‘Z’C{P=M§]}
(58) “
l.f(%—— 7,) ds = 0.

Die zweite Randbedingung soll sich in jedem Fall als natiirliche von
selbst einstellen.

Fiir das erste dieser Probleme (57) brauchen wir, damit fiir jeds
Funktion , welche Differenz zweier zugelassener Fuuktionen ist, die Be

42) Vgl oben und 8. 224, 225. Hs konnen z. B. auch die Werte von ¢ in den.
Ecken und die der beiden Randausdriicke vorgegeben werden. )
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gehungen H[;]1Le, D1 e,y (81 L 63, (L] bestehen22), aufer (5)
§.211 und (30) 8. 227, noch die Ungleichung
(39 Dip)Led,[p] bel p=0 ani I

m beweisen, Zu dem Zweck gehen wir von der Greenschen Formel
Dip)=~[fvapdzdy+ [wp.ds

ans und beachten, daf das letzte Integral als Grenzwert von imnen her
aufgefalt, verschwindet, da auf dem Rande @ ==0 ist und das Integral
Jgads, iiber alle Naherungskurven erstreckt, beschrinkt bleibt (vgl. (13)
8.217). Esist also D[p] < VH[p] V2J,[@] und da, wegen ¢ = 0 auf I,
Hig)<cD{p) ist, folgt Do) < YeD (p]}2J,(9] und damit die ge-
suchte Ungleichung (59).

Im zweiten Problem (58) ist die Konstante 1 eine Losung des homo-
genen Problems. Schliefilen wir sie durch j; [ pdrdy=0 ans, so gilt unter

dieser Bedinguug die Ungleichung (28) H[¢] < eD[¢], (8.227), und wir
brauchen nur noch die Ungleichung

(80; D(gl<edle) bei [oids=0

 beweisen. Wir schlieBen zn dem Zweck wieder D[@]= — H[p, Ap]
<YVH[] V27, [} und daraus unter Beriicksichtigung von H{ ] < ¢ D [¢]
die gesuchte Ungleichung (60).

Mit diesen Hilfsmitteln 158t sich der Existenzbeweis fiir diese beiden
Gleichgewichtsprobleme und die szugehdrigen Eigenwertprobleme ohne
weiteres durchfithren,

Um zu beweisen, daf die Randbedingungen 1"‘- (p,— 7,)°ds =0 bzw.

,( {9, #,)*ds =10 in den Randpunkten, die nicht Eckpunkte sind, auch

in der strengen Form ¢,~ &, bzw. @, = u, erfillt sind, legen wir das
Koordinatensystem so, daB im Punkte P, {vgl. die Betrachtungen von
8.221) 2. B. im ersten Falle ¢,*%) mit ¢, zusammentillt. Wic echalten
damn fiir den Wert von {,=¢, in diesem Punkte [ = — %] die Ab-
BChitzung

{*) C::ch‘ff(agg‘«'d:dy+cJoS‘h[£]+—;~]f§§ds
_— Sia
¥4} Diese Beziehungen bilden fiir alle verwandten Probleme den gemeinsamen
dusgangspunks des Wxistenzbeweises. Nur ihr Nachweis unter Ausnutzong der je-
welligen Vorgaben und Nebenbedingungen gestaltet sich verschieder.
. ) D.h die Ableitung von @ nach der Bogenlange der durch P, gehenden
Nahermgslrurve 17
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(an Stells von (20) §,222). Nun ist, wie man unter Benutzung der
Existenz beschrankter Krliimmung leicht einsiebt, auf dem Randstiick Iy
Lo=C Aol + 54,
wo @, und B, mit h und von der Gréfienancrdnung % gegen Null gehen,

Es ist also:
2, a2
Heae<t [22aa 275 (124 6hyas
’ oy

an 28]

und der letzte Ausdruck geht mit % gegen Null. Setzen wir die letate
Ungleichung in (*) ein, so erhalten wir eine von der speziellen Wahl des
Koordinatensystems unabhéingige Abschitzung fir den Wert von £ im
Punkte P,. Wie frither (vgl. S. 222, 223) folgh, daB in der Tat am
Rande ¢, gegen @, geht. Das Entsprechende gilt natiirlich anch im zweiten
Falle (58) fir ¢,.

Wir hatten frither (vgl. 8. 208) gesehen, daB das Problem der ein
gespannten Platte vom Parameter p gar nicht mehr abhingt. Hier bei
den halbfreien Fillen gibt es 2u jedem Problem eine ganze Schar ven
gleichwertigen Probl , die zu anderen Werten des Parameters u ge
hiren. Um das einzusehen, gehen wir wieder von dem Integral

2[[(9..9,,~92,)dzdy

ans, das im Fall der eingespannten Platte nur von den vorgegebenen
Randwerten abhiingt. Wir formen es in das Randintegral

Pf(%d P = P Pan ™ Py Pyn) 48
um und beachten, daB nach den Frenetschen Formeln die Gleichungen
Ty — @y, = %(%zﬁ PoZe) + 0o 2t P 2o
Yudop—@,,~= +§;(%yn+ Pols) F Pou ¥t Pasdy

bestehen, wo ¢ der Kriimmungsradius bedoutes, der positiv zu nehmen ity
wenn die Randkurve nach innen konkav ist. Bs wird also

: . 1 . :
Zﬂ'(%x Pyy Py ) 2 dY =f;(¢;’+ @2)ds +f(¢”% — Py 455"
[ r r

“*) Wir kénnen diose Formel auch aus der suf 8. 208 angegebenen erhalien, v -
dem wir dort @, und @y durch @, wod @, ansdricken.
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forner ist, vorausgesetzt, daf der Rand I" keine Ecken besitat,
[00vuds =— [0, 0.5,
b r

wie wir nach partieller Integration erkenuen.
Wir konnen demnach im Falle der Randbedingung ¢, = #, die Um-
formung

1 _
51p) = hle] + (=) Lopas+2(u —») [ 5,0, de
I r
1.
-f—(y—w)f;ufds,
W
wd im Falle der Randbedingung ¢ — %, die Umformung
1 =
Lipl=hlol+ (e~ [Lras — a(u—[7,,9,d8
r r
1
+ (o —?)f;ﬂids
de

vornehmen, durch die die Gleichwertigkeit eines zum Parameter u gohdrigen
Problems mit einem anderen zum Parameter » gehirigen dargetan wird.
Es konnen auf diese Weise anch Probleme erfaBt werden, wo entweder u,
oder u, auf I' vorgegeben ist und in denen der Parameter u Werte an-
nimmt, die im Gegensatz zu der friiheren Forderung (vgl. S. 226) nicht
absolut leiner als Eins sind,

Der wichtigste hierher gehtrige Fall tritt fiir v =1 ein. Hier fritt
das Integral

I [<P1=.£f(d o) dedy

2, wihrend die Randausdriicke dritter und zweiter Ordwung (S, 224)
einfach — A¢, und — Ag lanten und der Eokausdruck verschwindet.
Die Lésungen der zugehdrigen Probleme stehen bekanntlich in einfachem
Zusammenhang mit Losungen entsprechender Probleme zweiter Ordmung,
d}e bei der Frage pach dem Gleichgewicht bzw. nach den Schwingungen
einer Membran auftreten.

So erhilt man die Losung der Randwertaufgabe
ddp=f; @=8&, Adp=gautTl
ol Lésung des Problems
dp=vy, ¢=wnanll,
¥ ¥ wiederum gus den Forderungen

dy=f, y=gaufl
Yathematische Annslen. gs. 17
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za bestimmen ist. Ferner erhilt man die Lésung von
Adop=f; ¢,=8,; de,=—paufl

aus den Losungen der Probleme zweiter Ordnung

do=1vy, @,=7%,suf I,

dy=f, y,=—paufl.

Bei den entsprechenden Schwingungsproblemen
Addp —lp=10
unter den Randbedingungen
=0, dp=0ai ' bzw. ¢, =0, Adg, =0 auf I

fallen die Losungen susammen mit den Lésungen der Bigenwertprobleme
der Differentialgleichung A 4+ Yip =0 unter den Randbedingungen
@=0 baw. ¢, =0 auf I' und es bietet sich durch unsere obigen Uber-
legungen die Moglichkeit, diese Probleme zweiter Ordnung auf solche
Probleme vierter Ordnung zuriickzufiihren, in deren Variationsproblem das
Integral J, @] auftritt, wodurch es eventuell gelingt, schiirfere Aussagen
z. B. fiber das Verhalten der Losungen am Rande zu gewinnen. Auf elne
nihere Begriindung dieser Zusammenhénge wollen wir hier nicht eingehen.
Beilinfig mag noch hemerkt werden, dal es bei einer freien Platte
mit dem Parameter =1 unendlich viele lineare unabhingige Lésungen
des homogenen Gleichgewichtsproblems gibt; es ist also Null unendlich
vielfacher Eigenwert des zugehirigen Schwingungsproblems. Jede ortho-
normierte Folge von Potentialfunktionen lefert solche Ldsungen®3b).

2. Probleme mit Zusatzgliedern.

Eine weitere Verallgemeinerung unserer Probleme besteht darin, daf

zum Variationsausdruck additiv noch Randintegrale

Japrds,  [oords,  fig7ds

& by i
hingukommen; solchen Integralen begegneten wir schon bei der oben an-
gegebenen Umformung (vgl 8. 243). Diese Integrale stellen die poten-
tiellen Energien von Bindungen dar, die sm Rand das Verschwinden der
Verschiebung ¢ = 0, ihre Konstanz ¢,= 0 oder das Verschwinden ilrer
normalen Ableitung ¢, =0 erstreben. Sie &ndern die natiirlichen Rand-
bedingungen dadurch, daB sie zur Scherkraft — dem Ausdruck dritter
Ordnung — um o, @ — (0, ,), beitragen, zum Biegungsmoment — dem

“by Vel D, §. 320.
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Ausdruck zweiter Ordnung — um z¢, und zu den Eckkriften um
— 6 (7P — ).

Die so entstehenden Probleme stellen die Verbindung zwischen den
Problemen mit frelem und mit festem Rand dar, die aus ihnen entstehen,
wenn man o, d,, 7 verschwinden oder unbeschrankt wachsen 1iBs.

Alle diese Probleme lassen sich mit unseren Methoden behandeln,
jedenfulls, wenn o,, 64,z anf dem Rande stiickweise stetig und gréBer als
eine positive Konstante sind. Allerdings mufl man dazu noch die Integral-
ungleichungen

(61) Dip]Zed[e]+of*ds,
(62) Dlp}Lodylpl+efo2ds,
(63) Dip)<edy[¢]+cfgids
beranzichen.
Ferner kann zum Variationsausdruck noch ein Integral
Jepdg
a

hinzuksommen, wo ¢ mit ersten Ableitungen stetig ist und selbst zwischen

positiven Schranken liegh. Der Beitrag zur Kraft ist — op. Hier wird
man sich bei der Durchiiihrung des Existenzheweises auf die Ungleichung

(64) DiglseVlole) VH el +cHle]

berufen,
SehlieSlich kann noch ein Glied

[fwoz+2be,0,4 o)) dady

¥ o (@it ol Sepl+ 289,97 ei =6 (pl+g;) bel goeignsten
Konstanten ¢,, ¢, ist. Dureh einen solchen Ansdruck wird im wesent-
lichen die ,Streckspannung® dargestellt*). Lautet das Zusstzglied spe-
ziell ¢ £ f (@24 ¢3)dx dy, so stellt der Variationsausdrnck die potentielle

Eanergie eines Korpers dar, der ein Mittelding zwischen Platte und Membran
. Zur Kraft tritt noch ein Glied (wq,+ Bo )+ 8o+ re,), nmd
2w Scherkraft ein Glied (¢, + f9,)2,+ B+ 70,) ¥

Bei den entsprechenden Eigenwertproblemen igt nur noch darauf zu
achten, ob die Folge der Eigenwerte gegen Unendlich geht. Das ist anf
Grand der Maximum-Minimum - Bigenschaft offenbar der Fall, sobald das
Problem sich aus dem Schwingungsproblem der freien Platte dadurch er-
e

*) Val. A. Nadai, Flastische Platten, S. 272.
17+
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zeugen 1iBt, daf man im Variationsausdruck positive Glieder hinzusets,

oder daf Randbedingungen gestellt werden. Tritt zu dem normierenden

Ansdruck H[@] noch ein Integral [[(a092+289,9,4 792)dzdy, w
[

geniigh es, das unendliche Anwachsen der Eigenwerte fiir das folgende
freie Problem nachauweisen ’

Jy[@] = Min,

Dlp]l=1, Dlp,u’]=0 (v=1,...,0-1)
Setzen wir m dem Zweck @ = und @, =y und lassen die Bedingung
y, =y, fort, so kénnen die Eigenwerte nur abnehmen, Die Eigenwerte
des so entstehenden Problems

D {y}+ D[z} = Min,

Hiy]+H{z]=1, Hy,w]+H[g,w]=0 (r=1,..,0-1)
sind aber, wie man sofort sieht, die je zweimal zu nehmenden Eigenwerte
des Problems

D{g)=Min,
Hipl=1, Hlp,u']=0 (v=1,..,0—1)
deren unbeschrinktes Anwachsen bekannt ist.

Treten zum Ausdruck H{g] noch positive Randintegrale auf, so kann
man, um das wnendliche Anwachsen der Bigenwerte zu zeigen, in der
selben Weise vorgehen, wie es Courant bei entsprechenden Problemen
zweiter Ordnung getan hat*s).

Mit den hier gegebenen Andeutungen ist die Reihe der maglichen
Verallgemeinerungen nicht erschopft. Im wesentlichen lassen sich alie
Variationsprobleme, in denen gewiigend wviel Ableitungen zweiter odes
hoherer Ordnung vorkommen, mit den hier dargelegten Methoden be
handeln, Die Hauptpunkte, in denen sich die Behandlung unterscheiden
kann, betreffen die Integralungleichungen, die zum Differentialausdruck
gehorige Singularitit (vgl. 8. 216) und den Nachweis des unendlichen dn
wachsens der Bigenwerte.

Wir wollen nun zum SchluB noch die oben angegebenen Integeak
gleichungen

(61) - Dip]<edlp]+efo?ds,
(62) Dipl<echlol+efords,
(68) Dlgl<ed[p]+cfods,

B, 8 45—48,
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(64) Digl<eVdhlo]l VH[p]+cH[g]

peweisen. Zu dem Zweck gehen wir vor der Greenschen Formel
Dlpl=—Hlp,49]+ [pp.ds

aus, aus der wir die Ungleichung

(65) Dlgl< Va4 @1YH o)+ Jr2ds | [ozas

ableiten.
Schitzen wir H[p] und f p2ds nach den Ungleichungen (5) 8. 211,
r

(13,) 8.227 ab, so bekommen wir

&

Dipl< |f2dlpl[feDlgl+o ot ds + o} [o*ds [/dol9]|/Dlr]
+e)f fords) Digl,

woraus wir Ungleichung (61) entnehmen.

Die Ungleichung (62) folgt hieraus sofort, wenn wir erst eine Kon-
stante durch die Forderung festlegen, dall in einem Randpunkte ¢ =0

wird. Dann ist nimlich [¢®ds <e[fds (vel die SchluBweise von
E by

8. 229 unten, indem man die Rolle von ¢, =0 und @, vertauscht).
Wollen wir die Ungleichung (63) beweisen, so kinnen wir eine additive

Eonstante durch die Bedingungen [fodzdy — 0 festlegen. Dann kénnen
wir in (65) j{rp’ds nach (13) ung dann H[p] nach (28) S. 227 ab-
schitzen und erhalten
Dlg]<e V24 (1 VDIg] +c V[ pids Do),

worans wir die gesuchte Ungleichung entnehmen.

Schiitzen wir schliefilich die Integrale rf pds, ]J' @2 ds vermittels (13)
und (13,) 8. 227 ab, so erhalten wir aus (65)

D[p] < V2J,[¢]VH[p]

und darans die Ungleichung (64).

(Eingegangen am 19. 11. 1926.)



