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206 K. Friedriehs. 

Einleitung. 
Die folgende Arbeit behandelt die mathematisehen Problems, die aus 

der Frage naeh dem Gleiehgewieht und den Sehwingungen einer elastisehen 
Platte entstehen. Es handelt sieh also letzten Endes am den Existenz. 
beweis ffir die Lfsung yon Randwertaufgaben mad Eigenfttnktionsproblemsn, 
die zu einer linearen Diflerentialgleiehung vierter Ordnung geh6ren. 

Das Gleiehgewieht~problem der eingespannten Platte ist sdaon atd 
versehiedene Weisen behandelt wordenl). Der einfaehste mad durehsieh. 
tigste Weg ist der, den W. Rit~ eingesehlagen hat. Doeh ist er noeh 
stark an die spezielle Natur des Problems der eingespannten Platte ge- 
bunden; iiberdies enthKl~ sein Beweis Liieken (vgl. S. 217 Aam. ~'1) und 
S. 221 Anm. *'~)). 

Im folgenden wird zur LSsung der angegebenen Probleme aueh auf 
die zugeh6rigen Varlationsaufgaben zuriiekgegriffen. Dabei werden v0r 
at/era die direkten Methoden herangezogen, wie sis in letzter Zeit yon 
R. Courser en~wiekelt wurden; in seinen Ver6ffentliehungen ~ shad dieso 
Me~hoden im wesentlichen mtr flit den Fall einer Di/terentiatgleichtmg 
zweiter Ordnung auseinandergesetzt. Die vorliegende Arbeit, die auf seine 
Anregung und im Zusammenwirken mit ihm en~standen ist, sell elne Aus- 
fiihrung dieser Ideen fiir den Fall einer Differentialgleiehung vierter 0rd- 
nung geben. 

Zaerst wird der Gleiehgewiehtszustand der eingespannten Platte behan- 
delt. Dabei wird der Existenzbeweis im Gegensatz zu Ritz in tier Weiss 
durehgefiihrt, dab er sich fast unmittelbar auf den Fall tier freien Platte ira 
Gleiehgewieht, alas Eigenwertproblem der sehwingenden Platte und noch einigr 
welters sieh ansehliel3ende Problems iibertragen l/i~t. Die spezifisehen Schwie- 
rigkeiten, die sieh bei diesez Ubertragung und iiberhaupt bei tier Ubertcagtmg 
veto Fall der zweiten auf den _Pall der vierten Ordnung zeigen, betreffen 
weniger die eigentliehe Methode selbst, als haupts~iehlieh die geeignete 
Aufstellung und Ableitung gewisser Integralungleichungen, mit deren Hills die 
Absch~,~ungea und Konvergenzbetraehtungen durehgefiihrt werden miissen. 

1) So dutch sukze~ive N~iherungen yon Zaremba, Bull. de rAe. des Se. de Crs. 
eerie 1907, A. Kern, Ann. de Fl~eole norm. 25 (1908), dutch Zurfiekfii/axung am t In- 
tegralgleiohungen voa A. Hast, G5tt. Nachr. 1907; Lauricella, Rend. dell~ R. Ace, dd 
Linoei 1907~ Aeta mathem. 1909 and mit HAlle eines gleiehwertigen Variatio~spro- 
blemss yon W. Ritz, Ges. Werke, Paris 1911, XV--XVII. 

~) A. Uber die EJgenwerte, Math. Zeitzehr. 7 (1920); B. Uber die Lfsungs,, 
Math Ann. 85 (192'2); C. Uber ein konvergermexzeugendes Prinzip, GStt, Naohr. (22. IL 
1923); D. Coumnt-Hilbert, Methoden dew rm~tk Physlk (1924); E. Ubcr direkte Me 
thoden, Jahresb. d. deutsch. Math.-Vereinigung 84 (1925) und Math. Annalen 97 (1927); 
F. Ober die Anwendung der Variationsrechnung, Acts math. 43 (1926). Im /o/qendr 
~te~ m~t A, B, . . . ,  F zit~ert. 



Randwertprobleme bei elastischen Pk~ttem ~I07 

Im wesentliehen enthal~n die folgenden Gedankeng~nge allss M~teriM, 
was zur L6suug solcher dsfiniten Variatioasprobleme nStig ist, die in der 
gesucht~n Funktion und ihren Ableltungen quadratissh sind. 

L Die eingespanute Platte im GleichgewichL 

1. Problemstellung~). 

Ein ebener flaeher KSrper, der imstande ist~ kleine'Abweishtmgen 
v0n der Ruhelage zu erleiden, wird elne Platte genannt, wenn die poten- 
tielle Energie dsr Spannungel~ van den Kriimmungen der dutch dls Dursh- 
biegung entstaadenen Fl~che abl~ng~. Wit nshmen an, dat~ die Platte 
in der Ruhelage ein Gebiet G 4) der (x, y)- Ebene bedeekt und denken 
uns die Durshbiegung dutch eine Ftmktion cp(x, y) da~gestellt. Dann 
wird die potentiell'e Energie -- abgesehen yon einem Faktor, den wit 
gleieh Eins set~ea --  dutch das Integral 

fiber das Gebielb ~ geliefer~; : ist dabei die Querdehnungszahl. 
Die eingespam~te Platte, die wir zun~chst behandehu, ist daduzc, h ge- 

kennzeichnet, dab an ihrem t~ude die Werte der Durchbiegung trod der 
normalen Ableitung der Duxchbiegung vorgesshrieben sind. 

Bezeishne~ s die Bogenl~nge des Ra~des/~ and F~ die Ableittmg der 
l~uak~ion ~ in Rieh~mg der ~uSeren Normalen, so driisken sich diese 
Vorgaben dutch die Gleiehungen 

(1) ~ = ~  

(2 )  , ~ .  = ~ 

aus, wo ~ =  ~(s)  und ~ =  ~ ( s )  vorgegsbene Wer~e auf dem Rande be- 
deafen. Da dureh die Bedingaug ~o ~ ~ aueh die tangsntiale Ablsitung 
der Funktion ~o am Rande festgelegt is~, so sind dursh die Gleiehungen 
(l) und (2) die Werte tier beiden Ableitungen ~ und ~% auf dem Rande 
bestimmt. 

Eine ~ul~ere Kraft --  etwa yon tier Dichte f(x,  y) - - ,  die auf das 
Innere der Platte wirkt, muB im Gleiehgewi~t der Sparmkraft, dis dutch 
die Du~chbiegung entsteht, die Wage halten. Die Diehte der 8pannkraft 
wird dutch dea Differentialausdruek visrter Ordnung 

--hAq) 

a) Vgl. zm- AufstelIung des Problems: G. Kirchhoff, Utmr das Gleichgewi~ht uad 
die ~egungen einer elastischen S~heibo. Crelles Jo~ma. 10 (1850), ~. 51. 

4) Die genaue l~ormuliemng der Voza~ssetzungen s. S. 209. 
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dargestellt. Die Gleiehgewichtsbedingung lautet also 

(3) Azlep-- f =  0, 
Die .Randwertaufgabe", sine LSsung c p = u  dieser DifferentiaI. 

gleiehung zu finden, die den Randbedingungen (I) und (2) geniig~, et. 
setzen wit dutch die Forderang, die gesamte potentielle Eaergie ~am 
Minimum zu maehen. Diese Energie setzt sleh aus tier oben [S. 207] an. 
gegebenen Spannungsenergie �89 [9] trod der Energie der guBcren Kraft 
-- f f  f gdxdy  zusammen. 

Wit suehen also sine Ftmktion 9 ~ u, die unter allen den RaM. 
bedingungen ~ = ~  und ~ = ~ , ,  geniigenden Funk~ionon r y) den 
,,Variationsausdruek" 

d.[9] -- 2 f f f ~ d x d y  
G 

sum Minimum macht. 
Die Erwartung, dab die L6su~g des Variationsproblems auch die 

LSsuug der Randwertaufgabe ist, recktfertigt sick in bekannter Were 
dutch die Umformung der ersten Variation, die wir abet hier nieht anza- 
geben brauehen. (Vgl. dagegen S. 225, 226.) Da] die beiden Probleme wkk- 
lich gleichwertig sind, zeigt sehliel~lieh unser Existenzbeweis. 

Wit bemerken, dal~ der Koeffizien~ # des Variationsausd~uckes nieht 
melt  in der Randwertau~gabe auftritt. In der Tat h~.ngt auch 4as 
Variationsproblem nicht mehr yon f~ ab. Man erke~mt das sofort, wean 
man den zweitea Anteil des Integrals d,, [ep] folgendermaBen durch par- 
tielle Integration umformt: 

Denn o/tenbar hangt das letzte Randintegral nur yon den "Randwerten 
yon ~p~ und 9s ab; es beeinflul~t das Variationsproblem also gar nieht, d~ 
diess Randwerte vorgegeben sind. Infolgedesseu geniig~ es, das Vacations" 
problem nur fiir irgendelnen beliebigen Weft von ~ za b~handeln. ,ka- 
start wie iibli~h das Integral 

J~[~]= f f  / r~ 'dxdy  
t7 

zugmnde zu legen, ws wir # = 0, dem~ es ist, wie sich sp~,~er (vgl. 
z. B. S. 211 (4)z) heraasstellen wiM, besonders giinstig, das Integral 

in aer Haad zu haben. 

~) tIiea~e[ ist die Boge~inge , i m  Sin~e positiver Drehuag ~r gsd~ht.. 
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Wit wollen nun die Beddngu~gen des Problems trod die NaOur der 
Vo~gabsn im ei.u~elnen formulieren. 

Der Rand T' des einfach zusammenh~agenden Gebietes G sell aus end- 
lick vielen Kurven bestehen, die mi~ Eiuschlu/~ ihrer Enden s~etige Tangenten 
und stetige Krfimmung besi~zen ~); Spltzen sollen ausgesehlossen sein. 

Die zum Wettbewerb helm Variationsproblem ~ugelassene Funk~on 
~(x, y) soil mi~ EinseMu~ des Rmldes F stetig sein; yon den erst~n Ab- 
ldtungea verlaugen wit die Stetigkeit nur im Innern des Gebietes, wiihrend 
die Stetigkeit der zweiten Ableimngen aul~er am Rande neck in einem 
Punk~e des Innern unterbroohen sein dart 7). 

DaIS wit fiber das Verhalten der &bleitungen der Ftmktion ~o(z, y )  
am Rande nieht~ vorausgesetzt haben, hat seinen Grand darin, dab unsor 
Existenzbeweis die Dii~ere~zierbarkeit der LSstmg nut ira Imaern des Ge- 
bietes G za beweisen gestatteL Allerd.ings kSnnen w~r die Existenz der 
ersten &blei~tmgen der LSsang am Rande i. a. doch neck beweisen; wie 
benStigen dazu aber sine auf den Yall der eingespam~ton Platte zuge- 
schnittene Sonderbetrachtuag, yon der wit uns im Prinzlp unabh~ngig 
machen wollen (vgl. S. 220). Es entstehV natiirlieh nun die Notwendig- 
keit, ausdrficklich :[es~zusetzen, was unter dem Integral J/ ,[~] zu ver- 
stehen is~ und in welsher Weiss die t~ndbediagungeu aufzafassea sind. 

Der &usdruck 

z.B. sell der Greazwert dieses Integrals fiber Teilgebiete sein, wenn diese 
irgendwie in clas g~nze Gebiet G 5bergehen. F~r unsere Funk~ion q~ (x, y). 
kaben wh ~ also neck die Existenz dioses uneigen~lichen Integrals zu ver~ 
laagon s). Au6erdem verlangen wit neck die Existenz des uaeigentliehen 

Die vorgegebenea Randwerte ~i, ~ ,  ~s seien (lurch sine l~unktion 
~(x, y) bes~immt, die deu flit die Funktlon ~ ( x ,  y) ges~ett~en Bedin- 
guage~ geniigt. Um ffir die Randbedingangen 9 ~ =  ~ ,  ~ 0 = ~  sine 

~) Aueh ohae die Existenz der Krfimmung vorauszusetzen, l~l~t sick der fol- 
geade ]~xistenzbeweis otme gro~e .~kuderungen durehfilhren. 

]~e~er Pun~ darf ffir jede Fun.ktion ein anderer ~ein. Man k~me fibrigens 
�9 ueh noeh mit sehw~eheren Sr~tigkeitsbedingungen ffir die zweiten Ab|e~L~ngen a~s~_ 

s) Ubrlgens l~ t  sieh sohon alleln aus der Exlstenz vo~ d~O [~] sble~ten~ dab die 
Punktion ~o(x, y) am P~nde F oadliehe stetige Wefts aadimmt und zwsr dureh ghn- 
]~olm Be~r~ht~ugen, wie ~e ~u/ S. 214 aageste]It ~-erclen~ 

o) Die E~stenz diesis Tmtegrals liege sick fibrigen~ --  bei unsoren Vomusset~ungon 
iihe~ dea P~td -- aus tier gxi~az des Integrals Join0] fotgern. Vgl. die A n m ~  
kaag ,~) S. 21~. 
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Formuliermlg zu fiaden, in der die Existenz der ersten Ableitungen am 
Ran@/1  nieht vorausgesetzt wird, denken wir tins den Rmad F yon innen 
her dutch die ScJmr der Ngberungslmrven ]7~ approximier~, die yon p 
fibemll den &bstmad h besitzen to}. 

Die Ramdbedingungen ~o = g~, 9~ = uy ersetzen wir dana dLtrch die 
Forderungen : 

(4a) lim f (q~ -- ~)~ds = O, l im f (~, -- ~)~ds = O. 
h=O 1~ h=O/'h 

Wir wollen derartige Orenzwerte yon Integralen fiber die Ni~herungs. 
kurven /~h einfach als Integrale iiber den Rand sehreiben, so dab sieh die 
Bedingungen (4a) aueh in der Form: 

darstellen xx). 
Ubrigens wird elne sebon oben angeldindigte Sonderbetrachtuag 

(S. 220) zeigen, da~ die LSsung des Problems der eingespamaten Platte 
zugleich mit  der Funktion ~(x,  y) am Rande stetige erste Ableitungen 
besitzt und dab daher die Randbedingmagen ~o = ~ mad 9v = ~v do& 
in ,,stronger Form" erfiillt sind. 

SehlieBllch verlangen wlr noeh ~on der Fnakt ion f.(x, y),  dal~ sie 
im Innern des Gebietes G raft ersten Ableitungen stetig ist, wghrend (rio 
(eventuell  uneigent l ichen)Integrale  f ~  f~ d x d y und f f f  f=udz dy existi+ 

ten sollen. 

2. Durehf i ihrung des Existenzbeweises.  

1. D e f i n i t h e i t  des  P r o b l e m s .  

Wit wenden uns nun der Durohfiihrung des Existenzbeweises zu. 
solt also der Ausdruek 

bei den Randbedingungen 

(C /(+~-u=)"e~ ~ o, / (+  -~,)~ 

to) Diese E r ~ g  setzt voraus, dab der Rand keiae Ecken be~itzt~ Es i~ 
n~heliegend, wie man in der N~he yon Ecken die ~.herun~kurven bestimmen ~ l ;  
wit verzickten darauf, es auseinanderzusetzen. 

tt) An St*He dieser beiden Bediagungen wiirde es geniigen, allein die Bedingaug 

Bedingung ~ ~ ~ ableiten ]gBt - -  jodeafslls wema der P~nd keine Ecken  be~tzt .  
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~m Minimum gemacht werden. Dies VariationspzobIem hat einen Sinn, 
veil es sieher eine zugelassene l~unktion gibt, z .B.  ~(~ ,  y) (s. S. 209), 
and ferner, weft der V~iationsausd~uek nach unfen besohrRnk-t ist. Das 

In~gral fffq~dx,~V kan~ n~,:~oh n~z yon gcrlngerer OrSi~enordnung 
g 

tmendlick werden, ale Jo[9]- Um das einzusehenz~), zerlegen wit 

f f f gdxdy= f f f~tdxdy + f f f(9-- ~)dxdy el- ~ q 
uad. sch~tzen das letzte IntegrM daroh 

If f f(9-- v')dxdyI~" <= f f /" dxdy f f (~~ -- u)~ dzdy (t q 
ab. Das Integral f f (q~-  g)~dxdy, das wir aueh duroh H a l 9 -  ~] 

o 
abkiirzen wollen, kSnnen wit nun, wie wit sogleieh beweisen werden, 
folgendermafien abseh~tzen: 

we c else nut  veto Gebiet abh~ngige positive Konstante ist. 

Beachten wix nun noch die Ungleichtmg 

t ' J o ~  -- ~3 =< CJo [9] + l'*~ro [ ~] 

und fassen wlr nnsere Sehlfisse zusammen, so erlmlten wlr 

~oraus sich die Behauptung ergibt. 

2. Die I n t e g r a l u n g l e i o h u n g e n .  

Die Absehgtztmgen (4)~ foIge~ aus den Iategralungleichungea 

1' 

we c eine geeSgae~e positive nut veto Gebiet abhii~glge Kons~an~e is$. 
Die zweite Uagleichung (6) folg~ offenbar aus tier erstea Ungleiehang 
(5) dutch Einse~en der ersten AMeitungen von q~. Wenden wit die Un- 
ghich~mgen auf die Funktlon 9 -  u an, so versahwinden die Rmadint~- 
gr~Ie ~egen der Ra~dbedingungen (1), (4) und es ergebe~ sieh die oben 
t~utzten Bez2ehtmgen (4)v 

Urn die Ungleiehung (5) zu bewelsen, nekmen wit zuersf, an, alas 
die Funktion ~ ( x  y) his anf den :Rand s~t ig  ist und die ersten Ableihmgen 

Ygk a~h das k/irzer~, abet speziell auf den Fall der eiagesl~nnten Ptatt~ 
z~eseknittene. Velq.a~al'en yon W. ~ ~ W. XV, S. 200. 

~l~lmamti~he Annat~za, ~. 15 
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stiickweise stetig. Nun setzen wit 1s) cp = fv, wo die Funl~ion f noch ge- 
eignet zu bestimmen ist. Dann wird 

q ~ 2 + ~ = f  ( ~ +  ~)+2fhvv~+2f f~vv~- l - ( f~ - ' ] - f~ )  v~ 

= f~(v2 + v2) - f d f v  ~ + (ff.~v"), + (ff~,v~')~,, 
und nach Integration 

G G G r 

WgMen wir je~zt z. ]3. fiir f die erste Eigenfunktion der Membran, die in 
ein das gauze Gebiet G umschliel~endes Reeht~ck eingespannt ist, so wird, 

stets l:)osi~iv is~, --  - - ~ f = 2  > 0, w ~ r e n d  sicher i ~ [  kleiner sis ei~e d a f  

endliche Konstante a ist; und Mr  erhalten 

Wir wollen noch einen anderen, weniger eleganten Beweis darstelle~, 
well er sieh weitex vera|lgemeinern V, i3t 1Sa) und weil wit  eine s 
Betrachttmg sparer noeh elnmal brauchem Wit  betrachten zuni4chst ~ 
Gebie~ T, das yon je einem Stfiek etwa der Geraden x ~  0 und x = b  
trod yon zwei stetig gekriimmt, en Kurven T 1 trod T~ begrenzt wird, die 
sich tiir 0 ~ x__~ b durch Ftmktionen y,(x)  und y~(x) darstellen lassen 
und die voneinander h5chs~ens den Abstand h haben. Wir stellen dann 
den Weft yon q~ in einem Punk-re (x,  y) dareh 

y, 

el(x, y) = T(x,  y~) -- f q~dy 

dar und erha]ten nun naeh Anwendung alex Sehwarzschen Ungleichung uad 
nach zweimahger Integration 14) 

__ ~ - q ~  ) d z d y .  (7) . ~ f ~ ~ 1 7 6 1 7 6  , ~ 
T T - - T ~  

y,  ~ _ _ ;  __ Das Gebiet G k5nnen wir nun nach unseren Vor- 
aussetzungen fiber den Rand in eine endliehe An- 
zahl soleher Teilgebiete G zerIegen, so dal] die 
Kurven T O stets S~iieke des Randes F sin& Ad- 

a x~ dieren wit  sgmtliche zugehSrigen Ungleichungea (7), 
Fig. 1. so erhalten wit, wean d d e r  gr51~te Abst~nd zwd~r 

~) Der folgende Beweis f~llt im weuenttichen mit einer yon Pioard, Jourr-& 
math. (4) g (1890), S. 151--153 zu einem /ihnlichen Zwecke ang~stellten Betraehmag 
zu~innlelL 

tsa) Aus dem Gang des Beweises fo l~ ,  dal~ die Ungleichvng (5) auvh gilt,, 
da~ Randintegral nmr tiber einen TeL1 yon F erstreckt wird. 

u) Vgl. zu d/esen Betraehtungen A. S. 14. 
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Randpunkf~ van /" let, in 

die gesuch~o Ungldehtmg (5). 
Van der Forderang der Existenz der Funktion q~ and ihrer Abteitmagen 

auf dam Rande befreien wir un~ safari, wean wir die bewiesene Un- 
gleiohang auf die TeilgebieSe van G anwenden, die van den N/ihenmgs- 
kurve~l F~ begrenzt werden, and den Grenziibergang 1~) vatlziehen. Wir 
sind dann sieher, da~ die Ungleiehungen (5) and (6) fiir die Funkfionen (p 
mit den van uns geforderten Ste~igkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen 
gdien; wit miissen mrr noah die Existenz tier beiden auf~re~enden Rand- 
integrale fordern. 

3. Die Konve rgenz  der Minimal io lge .  

Naoh dieser Einsehaltnng iiber die Integralungldchungen wenden wir 
ans wieder der Durchfiihrung unseres Exis~enzbewelses zu. 

Der Variationsausdruek ha~ also eine untere Grenze d; da es wenigstens 
ei~e zugdassene ]%nkCion q~ gibe, so gibV es aueh eine Folge van za- 
gela~eaen Fnnktionen u~, flit die der Variationsausdruck gegen die un~ere 
Grenze d geht: 

Jo [u~] --.2 ~ f  fu ldxdy  ~ d. 

kus dner solehen ,Minimalfolge" u~ warden wit dutch Grenziibergang die 
I~sung erzeugen. 

I s t $  (x, y) eine Funk~ion, die sieh als Differenz zweier zugelassener 
gunktionen auffassen 1/il~t (die also insbesondere auf dem R~nde /~ mit 
erstea Ableitungen versehwinde~), und is~ $~ eine Folge soleher ~'makfionen, 
fiir die JoiSt] and f f f ~ d ~ d y  besohrgnkt bleiben, so gilt~ wie man in 

a 
beka~m~er WeiseX~) schlieBL fiir die Minimalfolge u~ die Grenzgleiehung: 

(8) Solu ,, $,] "-Jfa f $ , d y ~  "0 ~ )  (i ~ oo), 

die znm Ausdrack bring*, da~ ffi~ die FunkCionen der Minimalfolge die 
er~te Variation in tier Orenze versehwindet; sie bihte~ die Grnndlage fiir 
atle weiteren Sehliisse. 

u) D~da diosen Gronziib~gang l~ t  sich aueh vermittols (6) die Existr yea 
Dig'--a] land damit die van D[~] aus der van Jo in -a ] ,  d.h. am der Exm~enz 

t~) Vgl. C. S. 145. 
~'~) Jo[~, v,] i~ tier Pdamusdrnck de~ i n ,  qu~tr~tisohea Ausdm~k~s J~ [9]. 

15" 
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F:dr die ,willkiirl iehe Funktion" ~ machen wir nun verschiedene Ein. 

setzungem 
Einmal setzen wir (i = % -  uk, w o k  unabhii~gig yon i gegen Un. 

endlieh geht. Vertatmchen wir i und k und subtrahieren die heiden ao 
entstehenden Grenzgteiehungen, so erhal~en wit :  

Da offenbar die Funk6on u i - - u ) ~  am Rande veraehwindot trod ebeaso 
wegen (4) die Ra~dintegrale 

/. 

so tieferu die Integralangleiehangen (5), (6) aus tier Relation (9) sofort 

(lo) D[u,-u~J--O, / t [ u ~ -  u d - -  0 . ' )  
Die hler gewonnenen GreDzgleiehungen gestatten es, in ein paar 

Schritten auf die Konvergenz der Minima]folge zu schliel~on. 
Zu dem Zweck as) s~ellon wit den Wert der Funktion u i - - % = r  

etwa im Punkte x = 0, y ~ 0, dutch die Beziehung 

C(o, o) = r o) - f < ( . ,  o)az 

dar, bestimmen nach dem MitCelwertsatz zu jeder Funktion $ den Wert 5 
als eine solche etwa zwischen 0 und a gdegene Zah], da~ 

a 

r r 

wird,, so dab wit die Da~stellung 

o o 

erhalten, trod wenden auf diesen Ausdruck dasse]be Verfahren in dg 
y-Riehtung an. Dann e~'halten wit  bei geeigneter Wahl der zwizehen 
0 and a gelegenen Zahl ff die D~rstellung 

r o)-2,ffc -y- ff 
o o  o o  o o  o o  

*~) Diese Grenzgloichungen besagen, d~a die Minim~lfolge mit orsten mad zweitea 
Ablehttmgen asymptofiseh eindimensional int. Vgl. B. S. 290. 

'9 Da~ bier angewandte Veffahren gestattet die Effazstmg der Pamdwerte, o1~ 
zu benutzen, dab sie ~orgegeben sind; infolgede~en ~ es sieh olme weit~res z-R 
~.ut den Fall der freien Platte iiher~rageu. 
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Eine solche Darstellung des Wertes yon ~ in der Ecke eines Quadrates 
dareh Integrale yon ~ und seinen ersten und zweiten Ableitungen, die 
iiber dies Quadrat ers~reckt siad, gilt offenbar flit jeden Punk~ des Ge- 
bietes G, aueh fiix Randpunkte~O); mad wir erhalten somit, bei einmal 
hiareichend klein gew~,Mtem a, die fiir alle Punkte yon G und F giiltige 
Abschiitzung 

ir < ~- ~"H~ [~] + ~;D,~ [r + , ,  )/Jo [r 

Da nun die hier auftretenden Integrale in der Orenze (i,  k ~ o~) ver- 
schwinden (vgl. (9), (10)), so folgt, da0 $ = u l - - u  ~ in G gle~chm~ig 
gegen Null geht, wenn i und k unbeschr~lkt waehsen. Das abet besagh 
da~ die Minimalfolge u, in G gleiehm~t~ig gegen eine Greazfunktion u 
konvergiert, die in G einschlie~lich des Randes F stetig ist. 

Es kommt mm darauf an, naehzawe/sen, da$ die Grenzfunkf/on u 
die gesuchte LSsang des Variatlonsproblems ist. Zuerst zeigen wit, dab 
die Funktion u Ableitungen besitzt mad der Differentiatgleichung geniigt; 
und datm we[Sen wir nach, daft der Variationsausdruck exis~/ert und der 
anteren Grenze d gleich ist, und endlich, dab die Randbedingtmgen er- 
�9 llt sin& 

4. Die D i f f e r e n z i e r b a r k e i t  de r  Grenzfunkt ion~~ 

Urn die Differenzierbarkei~; der Grenzfunktion u zu zeigen, ziehen wit 
wieder die Grenzgleichung 

(8) Jo ['~,, C,] -- f f f & d x d y - - ,  0 i ~ o~) 
(.;t 

heraa; flit $~ aetzen wiz eine Funktion ~, die ]nnerhalb eines Krr K mit 
eaten und zweiten Ableitangen stetig ist, stetiges A ~z zl ~y A A ~ besitzt mad 
die ferner auBerhalb des Kreises K im Ianern von G vorschwlndot. Formen 
wit nun das Integral Jo [ui ,$]  dttrch Teilintegration un% so bleib$, da 
die Randglieder wegfallen und da alas Xuilere des Kreises aueh keinen 
Beitrag liefert : 

Nun kann man, well u i im Kreise gleichmM~ig konvergiert, den Grenz- 
iibetgang vollziehen, und man erh~lt die GIeichung: 

f l u  d,~ ~ d x d y  -- f f  f ~ d x d y  = O. 
K .K 

~) Man lego alas Qtmdmt so, da~ nut eine Ecke atff dem Rande liegt, mad ev. 
sere es nStigen/alls dutch ein Para]lelograaum 

~0) Vgl. zu der Schlul~weise E. S. 106. 
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Fiir ~ sell aber eine Funktion eingesetzt werden, die im Mittelptmkt (Zo, Yo) 
d~s Kreises K die znm Di~erentialausdruek 3 3  ep gehSrige Singdari~t 
besi~zt, also dieselbe Singularit~ wie 

5 r -~ lg r ,  rZ=  ~ " bedeatet. - -  wo ( x - - x o )  + ( Y - - Y o )  

Das ist erlaubt; dean ~ bleibt dabd mit ersten hbleitungen stefig, w~'h. 
�9 die zweiten Ableitungen nut an einer SteUe unstetig werden und 
doeh quadratiseh integrierbar shad. 

Man erhKlt eine solche Funktion $, wenn man 

1 f ~s(R-e)sde 

f os(/~- e)Sd,o 
o 

setzt. Der Faktor von r~lgr bewirkt, dab ~)(x, y; xo, Yo) mJt seinen Ab- 
leitungen bis zur vierten Ordnung am Kreisrande r ~ R zu Null wird lind 
doeh beir ~ 0 die vorgesehriebene SinguMri~t beh~l~, uad da~ der Ausdnl~k 
3zl~:~bei r ~ 0  mad r = R  stetig ist, and zwar mit allen Ableitungen 
bls zur vler~en Ordnang. 

Setzt man nun die ]~'unktion ~ flit $ ein, so wird nach der partieItea 
Integration wegen der Singutarit/~t noeh ein Gtiexl u~(xo, Yo) auftretee, so 
dab man naeh dem Gr6nziibergang 

f f  uAA r  -- f f  f ,~dxdy +u(x  o, Yo) = 0 
.E K 

erhiilt. Das ist eine Integraldarstellung der Grenzfunktion u. Aus ilrr 
erkennen wit, dal~ u zweimal stetig differenzierbar ist und stetiges A%, 
Auv und zlAu besitzt. Derm tier erste Anteil fxfuAzl ~dxdy  ist ~icher 

viermal nach xo, Yo differenzierbar, uud ff f �9 dxdy sieher zweimal. Der 
K 

singul~re Bestandteil von d f f  f ~ d x d y :  - - l  f f  f lgrdxdy l ~  abet 
K K 

einmalige Differentiation und die d-Operation zu, wie man aus der pe~ 
tentialtheorie well]. 

&us der Fonnel 

fKf u,~ A , dx dy -- ~ f ,  dxdy = O, 

wa ~ wieder s~etige zweite Ableittmgen und stetiges z~:, A~v, dA~ be, 
sitzt, schaften wit dureh partielle Integration die Ableitungen yon ~ lu~ 
aus und erhalten 

f f  (33 u - f) Sdxdy = O, 
K 
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~oraus wit wegen de1: Willkiirlichkei~ von ~ sehliel~n, dab die Funktion u 
fin Innen~ yon G iiberalt der Dittexentialgleiehtmg 

(9) d ~ u - f = o  

geniigt. 

5. Die E x i s t e n z  und  K o n v e r g e n z  der  l n t e g r a l e  und die 
R a n d b e d i n g u n g e m  

Au~ der Gleichmhfiigkeit der Konvergenz der Minhnalfolge u~ exg[bt 
sich unmii%elbar, daI~ die Grenzfunk~ion die erst~ Randbeding~ng u = 
erfiill~, und dab das Integral fffu~dxdy gegen das Integral fffudxdy 
konvergiert~ ~ a 

Um die Erfiillung der zweiten iRandbedingung und die Existenz des 
Integrals Jo a [u] naehzuweisen~l), bemerken wit, daft fiir die ersten Ableitungen 
der Mir~imMfolge, die im allgemeinen nieh$ konvergieren werden, doeh die 
Grenzgleichung 

(11) Oa* [u, -- u] --,- 0 
bes~eht, die fiir alle im Innern yon G gelegene Teilgebiete G * eine mitflere 
Konvergenz ausdriiekt. Um sie zu beweisen, ziehen wit die Umformung 

(t2) D~*[u , - -u ]=- -~ / (Au , - -Au) (u , - -u )dxdy  

heran, we / ' *  de~ Rand yon G* sein soU. Da die Folge u i g l e i c h ~ i g  
g~a u kenvergiert, wird auch Da* [u~- u] gegen Null gehen, sobald die 
Iategm]eJjAu,~dy tmdrf, u~ds be~chr~nkt bleibem Die Besehr~i~heit 

yon ffAu~:dzdy folgt sofort aus der yon Jo[u~]. Um die Besdar~i~kC- 

heit des zweiten Integrals fu~.ds naehzuweisen, ist es notwendig, eine p. 
- -  auch spiiter immer wieder zu benut~ende - -  Iategralungleichuag hera~- 
mziehea, die es erlaubt, das Verhalten yen tategralen fiber eine Kurve 
aus dem Verhal~en yon Integralen iiber benaehbarte Gehiete zu ersehlie~en. 

Diese Ungleiehung lautet: 

/, 

~o ~ eine stetige mi~ stiiekwelse sh~tigen e~sten Ableittmgea versehene 
l~unktion is~, und we c eine geeignet~ nut  veto Gebiet abt~ngige Kon- 

~) Die~r N~ohweis fehk bei W. Ritz. Aus der E~dste~z der zweiten Abl~itmagen 
i~ ~ e r n  yon ~ folgt dio Existenz des ]Integrals J~[u] unmiuellmr nut, wenu d~ 
Iateg~kio~sgebiet g~z ha Irmer~ yen G tiegt. 
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stante is~. Die Ungteichung gilt auch mit ein and derselben - -  nut veto 
Gebiet abhhugigen - -  Konstanten c, wenn das Integral f~'~da fiber alle 
Niihemngska~ven T'~ einer Umgebung des Rande~ F ers~reck~ wird~). 

Dutch Anwendang dieser Ungleiehung auf die ersten Ab]eitangen der 
Funktion u s - - ~  fiir ein Teilgebie~ G* and seinen Rand _F*, der yon der- 
sdben Na~ur ist wie /~, erh~ilt man 

Da die bier auf~retenden Inte~ale fiber G* naeh dem oben ((4)1 S. 211) Be- 
wie.senen besehr~hak/: bleiben, gilt dasselbe yon ! (u~ -- ~,) ~ ds and darau~ 

argibt sieh dama die Besebr~inktMit des Integrals f.u;~ds, die gebraneht 

wurde, um die Konvergenz 

naebzuweisen. 

Aus dieser Grenzgleiehung kSnnen wir sofo~t auf die Existeaz de~ 
fiber das gauze Gebiet G ers~reck-~n Integrals Da[u]  sehliel~en. Es ist 
offenbar 

r D ~ , [ ~  - -  ~] __4< fD~ [~, --  ~] + e D ~ .  [~ --  ~,]. 
Der Limes superior der Integrale Da [u i - -~ ] ,  der offenbar e~stiert 

- -  man sch~itze nach (6) ab - - ,  isb also eine obere Sehranke fiir die 
Integraie Do, ['u --  ~] fiber alle Teilgebiete G*. Es existiert also daslmbg~al 
Da [u -- ~] uad damit wegen frD~. [ ~  <C V ' ~  + ~ u] auch 
das Integral Da [ u ]. 

&us der Koavergeaz (11) des Gebiets~ntegrals kSnnen wit sofort au/ 
die entspreehende Konvergenz des Kurvenintegrals 

sehliei~en, indem wb dies Integral naek der soeben aagegebe~ien Un- 
gleiehung (13) d~eh  

abseh~i~zen und die Beschr~ink~heit des Integrals Ja* [ u -  u~] beachten. 

Auf Grand der in den Grenzgleiehungen (11) und (14) ausgedrfiekt~ 
mittteren Konvergenz der ersten Ableittmgen der Minimalfolge kSnnen 
wit nun zeigen, daft das Integral J% [u] fiir die Grenr2unkCion exis~ie~ 
and niche grSt~r ist, als die antere Grenze der In~egrale Joa[u~] dear 

~) VgL zum Beweise A. S. 18--16. 
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~i~Jmalfolge~i~ .Entwizkeln" wir n~anlich da~ I n t e g ~  Jo[u~] in der 
Umgebtmg dot Gren.zftm~ion u dureh die Gleiehung 

Jo[u,] = Jo[u]  + 2 Jo [u,? u, - -  u] -q- Jo [u~ --  u] ,  

~o erkennen wi~, dag wit nor noeh zr miissen, dal] das gemischte 
Glled gegen Null geht, am 

Um Jo [u,] ~ J0 [~] 
scblio~en zu kSnnen. Wit wollen zungehts die J-Integrale nut  iiber t in  
Teilgebiet G* mit dem Rand P *  erstrecken. Das gemlschte Glied formen 
wit dutch einmalige Teilintegration am: 

Joo.[u ,  u~ - u ]  

= - D a -  [ ~ u ,  u~ - -  u]  + l . f  {~= .  (u ,  - -  u L +  % , ( u ~  - -  u)~}  d~.. 

Wonden wit auI diesen Ausdruek die Sehwaxzsehe Ungleiehung an, und 
beadaten die oben bewiesenen Grenzgleiehungen (11) and (14), so erkennea 
wit, dg~ in der Tat die Konvergenz 

besteht, so dal] also die Ungteichung 

aus der wir-erkennen, dat~ lirnJoa[U~] eine obere Sehranke der iib~r alle 
Teilgebiete G* erstre~kten Integrale Joa.[u]  ist; es existiert also das 
iiber das ganze Gebiet G erstreekte Integral Joa [u] and es- ist 

(15) lira Joe[u,] ~ Joe[u]. 
Nun miissen wir noch nachweisen, daa aueh die zweite Rand- 

bedingang / {(u= --  g=)~ § (u~ -- uu)'~} d~ = 0 erfiitl~ is~. Zu dem Zweek 

z~igen wit, dat~ die oben bewiesene Konvergenz Da*[u--u~J~0 hin- 
siehtfieh e~wa allot Teilgebiete O * = G~, die yon N~herungskurven I"* = / ' h  
~ t  dem Abstand h veto Rande F umsehlossen wexden, .gleiehm;4gig ist, 
So daft also die Grenzgleiehung 

Do [ u - u,] ~ o 

aaeh flit alas gauze Goblet O bestehtU). 

-~a) Der folgende Bowels dieser Tatsache ist fin Grunde ein Beweis fiir die Halb- 
stetigkeit des l.ulegrals Jo [~'] in der Umgebung ]eder mir ersten mad z~veiten AI:~ 
leituagen stetig~n Funktion r fiir die nooh stfiekaveise stetige A ~ ,  z~Cny existieren. 
Ygl. auoh zu der SclduBweise L. Tonelli, Fondamenti di caleolo delle varla~ioni, Kap. XI, 
8. 888. 

~) I)iese Grenzgledehmxg hiit~en wit aueh unzmttelbar aus (11) sehliet~en kSnnen. 
Ygl. B. 8. 316, 317, 
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Wir entnehmen diese Gleichmii~igkeit aus der Umformung (12), wobei 
wir nur noch zu bemerken haben, dal] auf Grand der F, xistenz des Inte- 
grals Jo e [u] das Integral f f  (A u --  zt u~) ~ dx  dy  gleichm~.flig fiir alle Teil. Oa 
gebiete besohr~nkt ist und ebenso f (us -- u~) s ds,  wie wir unter Beachtung 

des Zusatzes zur Ungleiehung (18) erkennen. 
Aus der gleichm~l~igen Konvergenz der Gebietsintegrale Da~ [ u -  u,] 

gegen Null ergibt sich, wiederum aus tier Ungleichung (13) und ihrora 
Zusa~e, die Gleichm/i~igkeit der Konvergenz des Kurveaintegrals 

f { ( u ~  --  u , J  + (u~ - -  % : }  d s ~ 0  ( i - ~ l  

filr alle N~iherangskurven F h ciner Umgebung yon F. Diese Tatsache 
1/il]t uns aber fast unmittelbar erkennen, dal] das Iutegral 

f { ( ~  - ~x) ~ + ( ~  - ~)'-} ~ ]), 
gleichm~/~ig hinsichtlich/t gegen das Integral 

die Gleichung r 

(16) ,f { ( ~  - ~ ) ~  + ( ~  - ~ ) ~  d~ = 0, 

d. h. die Erfiilltmg der zweiten Randbedingung, entnehmen. 
Die bisherigen Entwicklungen lehren, dab dio Grenzfunktion u alie 

Zulassangsbedingungen ertiiIlt; ferner folgt aus itmen (vgl. S. 217 and 
(15)), da$ 

t]Jln 
ist; d.h.  die Funlction u macht den Variafionsausdrucl~ nieht grS~r als 
die untere Grenze; als zugelassene Funktion kann sie ihn aber auch nieht 
kleiner machen. Kurz, die Gronzfunk'tion u mach$ den Variationsausdruek 
gerade zum Minimum und is~ somit die - -  offenbar einzige -- LSsurg 
des gestellten Variationsproblems. Dal~ sie auch die LSsung der eat- 
sprechenden Randwertaufgabe ist, ist schon dadureh gezeigt, dal~ sie di~ 
Differentialgleichung A A u -  f =  0 und die Randbedingungen erflillt. 

3. Die strenge Erfiillung tier Randbedingungen. 

Der Ex~stenzbeweis fli.r die LSsung des Variationsproblems ist hi~- 
mit abgeschlossen. Wit zeigen nun noch, dal] die zweite RandbedingvM 
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a~ch in dor sVrengen :Form 

exffiUt ist~). Genauer: Bei dei Arm~daorung an einen Randpankt Po gilt 
* % - ~ 0 ;  u ~ -  ~ u ~ 0 ,  entweder, wenn A~,, A~u, AA~ im Innern 

yon G und f A A ~ d g  exis~ieron, odor worm die Funkt~onen ~,~, ~ in 
G 

der Umgebung yon Po stetige Randwerte besitzen. 

Znm Beweise ~) be*raehten wit einen Punkt P~, der zwischan den 
boiden N~iherungskurven /~  rind F2~ tiegt, und sohlagen um il~ die Kreise 

h K�89 trod K~ mi~ den Radien -ff and h. Die beiden den Kreis K~ beriihren- 

den Normalcn '~) anf F sehaeiden ans dec Remdkurve F 2". /~" 2, 
sin S~iick herans, das wit mit (F) bezeichnen. Der [ ]- ] z~ j~  
Rands~reifen, dor yon F und der ~iihertmgskurve Fa, ~ 
begrenz$ wird, boise ~q~z, und das Stiiok, das die beiden 
I%rmalen ans ibm aus~chneiden, (S,z). 

h'an kommt es darauf an, z. B. den Wor~ dor Ftmktio- 
hen (~--u~--~ im Ptmkte P~ abzusch/~tzen. Offenbar Fig. 2. 
besteht die Darsteltung 

~- = d$,lg~-dzdy +,~.~-E 

wo K~ ein Kreis mit dem Radius B u m  den Punkt P~ ist und Kn seine 
Periphe~io bedeutot. Multipllzlorr man mit R, integriert naeh /~ yon 

0 bis ~ and wender die Schwarzsche Ungleiehung an, so gewian$ man die 

AbscMtzung 

~ e , , h  ~ A ~ d z d y +  

oder 

~ir die Wer~ yon ~ u.ud ~'v ira P u ~ B  ph. 

lffehmen wit ers~ einmal an, dab das Integral D [z/~'] iilmr (]as garme 

~6) Die karze Beiraehtung yon Ritz zu diosem Zweek ist nicht s~ichhaltig. 
fle~ W. XV, 8. 214. 

~) Der Grtmdged~mke des Beweises Kndet sigh in C, S, t49--1~0. 
~) Die Icieh~en Modifikationen dieser Be~a~htmag~a, die an deaa Ecken note 

weaadig sind, bedilrfen keiner besondoren Erfirt~rtmg. 
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Gebiet G geaomme~ existlert, so brauehen wi~ nut noch das Ia~eg~t 
Dx~ [~] folgendermal]en abzusch~itzeaa: 

F 

_ ~- , ~ .  f ( ~  + ~,~)~. .  (r) 

Die Oiiltigk'eit dieser kbsch~tzung ergibt sieh fast unmi~telbax ans dean 
fiir die emte Ungleichtmg (5) gegebenen Bowels. (Vgl. z. B. (7), 8.212 
und Anm. lsa).) 

(i ') 

eine Absel~tzung, die uns lehrt, da~ der Wer6 yon $~+ ~'~ = (u~--F.) ~ 
+ ( u ~ - -  u) in irgend einem Punkte P~ zwisehen E'~ und Q~ mit h 
gegen Nail geh~, tmabh/ia~g yon der Alm~iherung. 

KSnnen wir nicht die Existeaz yon D[A$]  voraussetzen, wohl abet 

die Exis~enz des Integrals ff(,aa~)~dxdy and damit die des rntegrah 

f / ( d A ~ ) ~ d x d y ,  so kommea wit zum ZieI, wenn wir die Ungleieha~g 

heranziehen und ~iir ~o=A~ auf dl~s exs~. Integral yon (I7) anwendea; 
offenbaz gela~agen wit dama ~a der Ungleichung 

(20) ~+".2 r  f f ( , ~ ; a f f ) ~ d x d y + c j ~ s , [ r  , + e f f  (~ l r  ' 

au8 der wit wieder sehlieBen, dab _~ und ~'u vie oben bei Ann~he~m~g 
an den Rand versehwinden. 

Um 4ie soeben angefiihrte Ungleichling (19) z~ beweisen, b%~mea 
wit mit tier Greeasehen Formel 

K~ K, 

fiir einen Kreis K~ mit dem Radius r u m  den Puakt P~ und clex Pad. 
pherie K~. Nun beazhten wit, dal~ 99, ,  = ~(9~ und da~ Inf~egml 

";  ,,f q9%, ds  ~ -,i ~ ~. q~ ds  - -  ~ V q~- ds  
~r Kr 

is~. Integrieren ~i~ jetzt die Greensche Formel (21) nach r yon �89 bis ~, 
so ergibt sich 
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- 9 A q p d a r d y d r +  q~ds -- ~ ds -- ep'~dsdr. 

W~lon wir jetz~ fiir ~ einen Weft, der so zwisehen ~ h and h liegt, dab 

; ' g  9 " d s = ~  q~'d:vd v ist, so fraden wir leicht 

K- r Kh-K{ .  h) 

woraus man sofor~ die gesuchte Ungleichung (19) entnimm$. 

Die Existenz des Integrals f f ( d A  {~)~dxdy, auI die wlr uns oben be- 
@ 

rufen Mben, werden wir abet nich~ immer voraussetzen diiffen. Wollea 
wit sie nicht be.uutzen, so ersetzen wit in den vorangehenden ]~n~wick- 
hagen ff~ = u~ --  ~ dutch % --  a, we a der Randw~rt yon g~ im Yunkte Po 
i~t. Wit erhalten dann 

&~ (13 

Diese Abso.hat~ung unterseheide~ sich yon der frfiheren (20) wesent- 

lieh nut dutch das Auft~:eten des Oliedes -~ (u~- -a)  ds,  das ietzg nicht 

verschwindet; es nimm~ abet wegen ( 1 6 ) f ( % - - % ) ~ d s ~  0 den Weft 

n~ ~ in der Umgebung des Punktes Po stetige Randwerte annimmt; 
dean die L~tnge des S~ilckes (F), das sieh mit abnehmeadem h ~uf den 
Punkt Po zusammenzieht, hat die GrSflenorduung yon h. Also geht aueh 
der Wert yon u~ im Punkte P~ gegen den Weft a ,  wenn sieh der Ptmkt P~ 
dem Randp~mkt Po n~hert~ Entspreehend finden wit unter der An- 
aahrae, dab aueh gv in der Umgebung des Punktes Po stegige Randwer~e 
hesitzt, daft der Wer~ yon u v i m  Punkte P~ gegen den Wert yon g v i m  
Punkte Pe geht, wenn der Paukt P~ [dem Randpunkt P0 betiebig nahe 
ko~t. 
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U. Da~ Gleichgewichtsproblem tier ~ i e n  Platte.  

1. Aulstellung des Problems. 

Wit gehen jetzt zur Behandlung des Problems der freien Platte ira 
Gleiehgewieht fiber. Der Existenzbeweis kann fast wSrtlieh ebenso wie 
bei det eingespannten Platte gefiihrt werden. Es sind nut noch einige 
Vorbereitungen nStig, um das Variationsproblem sinngem~,B aufzustdl~n 
und seine Definithei~ naehzuweisen. 

Die Platte soll ,frei" heil~en, wean sie nut fest vorgegebenen Kr~ften 
trod Drucken unterliegt, die nieht yon der Verbiegung dor Platte ab- 
h;4ngen; daza soll angenommen werden, dab diese Kr~ifte und Dracke 
potentielle Energien besitzen. 

Dutch die DarchbJegtmg q~(z, y) aus der ebenen Ruhelage entste?~t 
im Inuern eine Spannlrraft, deren Diehte dutch den Difierentialausd~uek 
vierter Ordnung - - A A  qJ gageben ist. detzt sind aber zwei Dmeke am 
Rande wirksam, die dureh die Differentialausdriieke dzitter und zweiter 
Ordnung 

und 

dargesgellt werden, w~hrond in den Eeken ,Einzelkr~fte" 

entstehem 

Der Sinn diescr Ausdriieke ergibt sich aus den folgenden Bezei~- 
nungen : Es bedeuten (x,~, y~) und (x~, y~) die Einheitsvektoren der ~ul~erea 
Normalen und der ,positiv geriehteten" Tangente des Rarities F;  ~ and 
~o stellen die normale und tangentie]le Ableituag einer Fanktion ~ (z, ~) 
am Rande dar. Ferner ist gesetzt: 

~ , ~  = ~ x ~ +  % ~ y ~ =  q~x2+g~,~,x,~y,~q-q~,y ~. 

Schliel~lich bedeutet ~ol~) bzw. q)le~ den Wert, den die Funktion q(x, y) 
annimm~, wenn der Punkt (x, y) sieh auf dem Rande in positivem bz~. 
negativem Sinne einer Eoke nKhert. 

Der Ausdruek --~q~--(I--/~)~%.~ stellt ~s) das zum Rande nor- 
male ,Biegungsmoment" dar; der zweite ist der Normalanteil der ,Stfi~" 
kraft", der 8umme yon ,,Scherkraft" - - A  q9 mad ,Ersatzseherkraft", dis 
der tangentialen Ableitung des ,Schertmgsmomentes" -- (1 -- /z)  ~ . ,  gleida 

~s) Vgl. zu den Beze~ehnnngen z. B. A. Sa~lai, Ela~tische PlaCten 1923, S. 38. 
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ist, Die Differenz dez in den Eekpunkten an vezschiedenen 8eiten ge- 
nommenen Seherungsmomente is~ die dor~ wirksame Einzelkraft. 

wirk~ nun auf das Innere de~ Platte eh~e Kraft  yon der D ieh~  
f(x, y), am Rande sine ~ l e r e  S~fitzkraf~ is(s) und ein ~t~eres Biegungs- 
momen~ q(s) ,  ferner in den Ecken Einzelkr~fte k, so lauten die Gleieh- 
ge~iehtsbedingtmgen 

im L~nern, 

(~) 
(,~.s) 
am Rzncle und 

(24) 

in den Eeken. 

Wit erhalten sie aus der Fordemug, die gesamte poten~ielle Energie 
F[~v] rum Minimum zu machen. Dabei lautet der ,~Variationsausdruok" : 

]"[~3 = J~ [~] --  2 f f  f ~ d z d y  --  2fisCals -- 2/q~ d~ --  2 Z k ~ o .  
@ 2" ,g 

(Die Summe .~ ist fiber alIe Eoken ~ des Randes F zu erstreeken.) 
J~ 

Die Rand--und Eekenbedingungen werden beim Variationsproblem 
nieht gestdlt, da sie ,,natiirliehe" Redingungen sind; d .h .  die LSsung 
wlrd ihaen - -  ebenso wie die Different ia lgleiebung-  yon selbst ge- 
~'~e~ =~ 

Dies folgt nach dem bekannten Sehlufl der Variatloasreehnung aus 
der folgenden Umformung der ersten Variation des Ausdruekes Y[q~] mit, 
einer ,,willldirliehen" zal~ssigen Funktlon $(x,  y)~e): 

(~) (1) , - -  

% Allordlngs gelingt es nieht nachzuwoisen, dab sm in ,streltger Form" arffillt~ 
~nd. Ygl. S. 929. In der folgenden n~r orientierenden Betcach~ung ist die E x i s t ~  
der ersten, zweiten tmd drittea A b l ~ g e n  yon ~ auf 1" vorl~ufig angenommen. 

in I" f { $~ i,~ = -- $,,, @~ ~ } d.s umformen und sehlleBhch diesem Ausdruck eben~ w'Je 

Intcg~alfcA~d~ nach dex Greensehen Formel in Gebiet~int~grale fiberffil~en. 

v ~  s. ~os_ 
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(25) rD,,V}=J,[~,g]--ff~--f~,r162 
G F F 

= / ( ( ~ d ~ p  -- f )dy  
G 

- f r  + (' - z ) ( ~ . . : ) , +  v)d* 
2" 

+ / ~.,(/~ dq~ + (1 --/*) q~,. -- q)ds 

mater Beachtmag der unabhiingige= .Willkiirlichkeit" yon g (x, y) in G, yea 
r $~(s) auf F and yon $ in den Ecken E und der Tatsache, dal~ die 
LSsung des Variationsproblems die ers~e Variation ~ m  Verschwiaden bringt. 

Uber die Natur tier beim Variationsproblem zugela~senen Funktioneu, 
tiber Gebiet G mad Rand F u n d  tiber die Auffassmag der Gebiets- u~d 
Randintegrale im Imelgentlichen Sinne machen wit dieselben Voratm. 
setzmagen, wie bd de~ eingespannten Platte (vgl. S. 209). Der Parameter/, 
mut~, wie sich spgter (vgl. S. 230) a]s notwendig herausstellt, absolub kleiner 
als Eins sein. Die vorgegebenen Funktionen p(s)  mad q(s) sollen auf 
clem Rande stiickweise s~etig sein. Die Fun~ionen f (x,  y), p(s), q(s) 
mad die GrSl~en k diirfen aber nicbt willkfirlich gewi~alt werden; es miissen 
vielmehr Bedingmagsgleiehmagea 

(26) K = . [ f f d x d y + f p d s + 2 k = o  
G F E 

F r 
erfi i l l t  sein, 

(Die orste Gleichung verla~gt, da~ die Gesamtk'raft der gul~eren Ein- 
wirkmagen versehwindet, w~ren8_ die beiden anderen da~ Versehwindea 
ihres Gesamtbiegungsmomentes besagen.) 

Gibt es niianlieh eine LSsung der Randwer~aufgabe, d.h.  eine Funk- 
tion ~ ~ u, die den Oleichungen (3), (22), (23), (24) geniigt, so brauehea 
wir mar in die Gleiehung (25) u fiir ~ und die Ftmktionen 1, z, y s~) 
fiir $ einzusetzen, um die Bedingungen (26) und (27) zu erhalten. Anderer- 
seits erweisen sieh diese drei Bedingungen als notwendig dafiir, dal~ da 
Variationsausdruek iiberhanpt nach unten beschr~nkt ist. Setz~ ma~ 
n:4mlich ~p = ~o + ~ + fix + r Y, so nimmt tier Variationsausdruck den We~ 

V[~o] = V [ % ] -  2 ~ K - - 2 ~ M - -  2 r N  

a~) Die P~l]e, die bier die ]inearen Leunk~ionen spielen, erklgrt Meh daraus, da~ 
sic die IAisnngen des zugehSrigen homogonen Problems shad. 
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uad kann du~eh Wahl yon ~, fl, y bdiebig klein werden, wenn nicht 
/[, M und 2V verschwinden. 

Sind diese drei Bedingangen jexloch ediillt~, so ist in de~ Ta~ de~ 
Yariationsausdruck nach unten besch~:~.kt. Urn alas einm~ehen, beachte 
man, dal] nmamehr die Addition einer linearen Fun~ion zu ~ den Wer~ 
des Yariationsa~sd.mckes nicht ~adert mad da~ mma infolgedessen, ohne 
das Problem zax ~tdern, der Funk-~ion ep noeh die Bedingungen 

der Orthogonalit~t auf den linearen Funktionen auferlegen l~ma; dean 
diess Bedingungen kSnnen stets dutch Addition einer ]inearen Funktion 
zu ~ beffiedlgt weMen. 

Unter diesen Nebenbed~ngnngen gelten ntm zwei Integrahmgleiehtmgen, 
die dasselbe leisten, wie die Uagleiehtmgev (5) trod (6) S. 211; sie ge- 
statten eine untere Schrunke des Variationsausdruokes aachzuweisen und 
dienen aaeh als Hilfsmib-tel zur Durehfihr~ng des Existenzbeweises, Es 
handelt s i~  um die UngleiehungenZ2~): 

('28) H[~o] <: eD [cf] bei der Nebenbedingung f ]  q~dx dy = 0 as) 

(flit geeignete nut vom Gebiet abh~ngige positive Konstante c) 

Dazu tritt noeh die Ungleiehung: 
1 

and die sehon friiher benutzten (vgl. S. 217) 

~obei die l-ateg-~ation anst~tt iiber F aueh iiber alle N~herangskurven F~ 
einer gewissen Umgebtmg yon /" e~streekt werdea darf. 

Sehliel~lieh sei noeh die Ungleiehung 

(31) ~o" ~ c }~ ~o: ds ]I/ ~= ds -l- c /  ~" ds 

f~r den Wer~ yon q~ in irge~deinem landptmkt angemerkt. 

~) Die erste Bedingung bedeutee, da/] der Sehwerpankt in seiner Ruhelage 
bleibt, w~hrend die beiden as~deren, ~n deren S~elle auehj  ~ dy = O, J q~ dy = 0 
gew~hlt werden kSnnte, noeh Drehnngen ausseRlies 

~*) Ztt dea BezeixtTa~magea vgl. S. 209, 211. 
~3 Vgl. H. Poincar~, Acta math. 20, S, 98 fl:. 

~hem~tisehe &~valen. 98. lb 
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~[an iiberzeu~ 8ich dutch die entspreehende SchluBweise wie bei der 
eingespannten Platte (vgl. S. 211) davon, da$ es auf Grand dieser Inte- 
grahmgleiehangen mSglich ist, die Integrale ! fpdg,  [. ppds,  /qp .ds ,  

uad die Summe .~_Jkp des Variationsausdruekes V[p] dutch f Jz [~]  ab. 

zusch~itzen mid dail man infolgedessen flit V[p] eine untere Sehranke yon 
der Form 

erh~lt. 

2. Durchliihrung des Existenzbeweises. 

Beret wit die Integralungleiehungen bewelsen, wollen wit den Existen7, 
beweis in allen wesentliehen Puakten ebenso wie bei der elngespannten 
Platte durchfiihren. 

Da der Variationsaasdruck eine untere Grenze besitzt, existiert s i ~  
eine Minimalfolge u o kus dem Verschwinden der ersten Variation in der 
Grenze flit die M_inimalfolge folgern wit die Grenzgleichung 

aus der wie auf Grand det Integralungleiehungen (30), (29) trod (28) 
die weiteren Grenzgteiehangen 

Jo[u~-u~]~o, D[u~--u~] +0o R[u,--u~]~0 
enmehmen. Nun kSnnen wit wieder attf die gleiehmgl~ige Konvergenz d~ 
�9 Miaimaliolge gegen eine stetige Grenzfunk~ion u schlie~en, die im Innera 
stetige erste und zweite Ableitungen besi~zt and der Differentiatgleiehung 
Aziu -- t'= 0 geniigt. Ferner etgibt sleh, dai~ das Integral Da[u] r 
and ebenso das Integral J.a[u], das nieht grSl~er ist als der untere Grenz- 

weft der Integrale Ja[ul] ,  w~ihrend die Integrale Ha [ui], f f fu ldxdy ,  

/Tu~ds and die Snmme Z k u  i die entsprechenden Ausdriicke gegen 

(fie Grenzfunktion konvergieren and die Nebenbedingungen 

ezffillt sind. EndIieh sehliet~en wit arts tier hinsiehtlieh h glei& 
m~J~igen Konvcrgenz der iiber alle 5Tiiherang~kurven'erstreektea Iut* 
grale ~{(u ,  -- u~)" -F (u~ --%)~}ds gegen Null auf die Existenz de~ 

Integrals / q u~ ds als Grenzwert dar Integrale -- f y u~., ds. 
Zusammenfassend erkennen wit, datt ~ die G~enzfunktion &r 

Variationsaasd.mc~ exlstier~ and nicht grSt~ex als die untexe Greaze aller 
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Weff~ is~, die or fiir eine zuliissige Funktlon annehmen kann; nnd infol~- 
dess~n mach~ die Grenzfunktion, da siB offonbar solbs~ zagelassen isO, den 
Variationsausdruek zum Minimum. 

Aus diosor Minimumeigenschaft folgi;, dab fiir die Orenzfunkfion u 
die erste Variation mit einer wiIlkiirliohen zugelassenen Funktion $ vex- 
s~windet: 

F 

l~orm~ man diesen Ausdraok durch Teilintegration urn, und beaehtet, dab 
die Fm~k~ion u der Diffexea~ialgldohung ~ Au --  f =  0 geniig~, so arhi~lt 
man die Gleichtmg: 

( 4 1 )  --/~.(,uAu+(1--tz)u,~,,,--q)d8 =0.  

+ 2~(0 -/~(u~"~- um.,,) + ~) 

Whren die bier auftrotenden Ableitm~gen ~ler ]~unktion u bis auf den Rand 
endlioh und stetig, so kSnnte man, da die Wor~ yon ~, ~" auf I" und 
die yon ~ in den Eeken unablg4,ngig voneinander willkiirlich sind, aus 
Oleiehung (41) daraaf schliogen, dal3 die natiirlichen Rand- und Eeken- 
bodingungen in der strengen Form (22), (23), (24) erfiillt sind; diese 
~tetigkeit wird abet im allgemeiaen nleht eintreten had infolgedessen 
wird man sich mit der bier gegebenen Form der Randbedingungen zufrieden 
geben miissen. 

8. Beweis der Integralmagleichungen. 

Wir haben nun noch den Beweis der Ungleichmlgen (28), (29), (30), 
(31) nackzuholem Die Ungldchtmg (31) ~olgt in bekannter Sehhtg- 
wdso~), die wit duzoh die Iolgenden Fonneln lrarz andeu~n. Es is~ 

9o = ~ -- : (P, ds, 
a 

9o =< 2~a + 2 a  cf~ds ( 0 < a < h ) ,  

h A j- NX q~'ds+2h ~d~  
0 

�9 ad dutch Wahl yon h ergib0 sich 

a) V~A. S. 16. 
16" 
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Das Bestehen der Ungleichung (30) erkenn~ man unmit~elbar dtu~h 
Vergleich der Iden t i~ ten  

G 

I I J )~ 

@ 

Zugleieh ergibt sieh die Notwendigkeit der friiher (vgl. S. 224) gestellten 
Bedingung I # [ < 1 ;  denn fiir [~ i> l  ist  J ~ [ 9 ]  nieht definit nnd ffiz 
i/*] = 1 l~gt sieh dureh die Funktionen q ~ = x  ~ + y ~  bzw. 9 = xy das 
Integral J ,  [9] zu Null machen, ohne dab alas Integral J0 [q~] verschwindet, 
so daft jedenfalls eine Ungleichung v o n d e r  Form J+l [9]  _--<cdo[~] n/eht 
bestehen kann. 

Die Ungleiehung (28) folgt sa~) sieher a u s  der Ungleiehung 

(oSne Nebenbedingung), die si&, wie man leicht best~tig% aN die Fore 

(32) ~$ff(91--~e)'dx, dy, dx~dy,~2eDo[~] 

bringen lii~t, wobei in dem Integral auI dot linken Seite unter  ep, trod q, 
die Werte der Funktion ~o in zwei Ptmkten/ '1  = (x:~, y~) und Pe ~ (x,, N) 
zu verstehen siM, die beide unabhiingig das Gebiet G durcMaulen. Die 
Gestalt dieses Integrals legt es nahe, die Punkte P1 und P~ dureh sins im 
Innern yon G verlaufende Kurve .LI~ " mit  der Bogenliinge s zu verbinden 
and die Abseh~itzung 

P~ P~ 

vorzunehmen, wobei L eine Ieste Sehranke fiir die L~nge aller Kurven L~ 
sein so i l  Sel;zt man die so gefimdene Sehranke fiir (9,  --  9~) ~ sin, so 
ergibt sich, dab man nut nooh die Ungleiehnng 

.!f f f  f (9g + ~)ds dx~ dyx dx~ d y~ < e Do [9] 

a~) Sis ist iibrigerts m~t ihr gleiohwertig. 
~) Eine ~hnhche Betrachtung finder sieh zu anderem gweck bei H. Poinc~, 

vg[ J. H~lazn~.rd, Lemons sur la propagation des shales, S. 28--.ql. Die Ungteiehtmg (~) 
ist ~ibrigens gleichwertig damit, daJ~ tier zweite Edgenweri; der ~frei sobbing endea" 
Memhraa positiv ist. Diese Tats.ache folg~ zwar sofor~ aim dot .Exmte~z der zugeh6rigOa 
zweiten Eigenfunkfion; uber bei deren Naohweis wlrd man sleh gerade wjeder &at 
Ungleiehung (28) bedienen. 
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zu beweisen ha~. Es ist da~u nut  n6tig~ aus den drei Integralen auf tier 
tlnken Seite eine Integration iib6r G herzus~e]]en. Das wollen wit zuerst 
flit eh~ eAnfaehes Gebiet durehfiihren, und zwar fiir ein Gebiet T~ das 
begrenz~ wird yon eiuer geraden Gruncllinie~ etwa dem Stiiek yon 0 bis a 
der z-Aehse, ferner yon zwei au~ ihr saulrreehten geraden S~itenlinion und 
einer Kurve T mit der Gleiehung y ~  ~(x),  die stetige Tangent~ besitzt 
~nd die yon der Grundhaie hbcJastens den Abs~and h, wen/gstens abet 
den Abstand k hat. Um zu einem b~uem zu handhabenden Integrations- 
~eg L~ zu gelal~en, beachten wir, dab es in dem Rechteck R ,  das yon 
der Parallelen im Abst~nd k zur x-/kc3ase aus clem Gebiet T ausge- 
schnitten wird, zu jeder F~nktion ~ eine wei~ere zur x-Aehse parallele 
Strecke M gibt, so dab 

M 

ist. Nun verbinden wit zwei Punk~e P~ y~ ~ 
und p~ innerhalb yon T folgendermat]en: 
Wi~ gehea yon ihnen auf Parallelen zur 
y-iehse fort, bis wit die Gerade M 
t~e~ten, und verbinden dana die beideu T 
T~e~unkte darch das zwls~henliegencle ~ ] "~ 
8tbck dieser Geraden. Das Integral | 

1 
~eg wird abet nut vergrbBer~, wean wJr Fig. 3. 
e~ ~ibe~ die ganzen Stfieke der Parallelen 
dutch p~ und P~ innerhalb yon T und fiber die g~nze Get,de M e~streek~n. 
So ergibt s]eh ~olgende Abseh~i~zung 

§ (~: + ~ dy}dm., dy.. 
T Y 0 

+ ( f f  d~ dy) ~ �9 f (~s § ~ )  d~. 
T M 

Da~ Integral 
Ff~D 

z.B. ]cbnnea wit nun d u t c h  

h 
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nach oben abschiitzen und somit erhalten wir~ wenn wir noch den ohen 
angegebenen Weft (33) fiir ~f(q~-J-q~)dx verwenden, die gesuehte Un- 
gteiehung 

Fiir das allgemei~Lst~ bier zugrunde gelegte Gebiet kSnnen wit die 
Ungleichtmg (32) dadureh beweisen, da6 wlr das C~biet G dutch endlich 
v~ele, etch, N, Teilgebiete TiaS~ ) yon der oben angegebenen Art so iiber. 
decken, dal3 jeder Pankt in einem dieser T-Gebiete liegt. Dann ist sichet 

:f ffI~,.- ~,,.)"d:.d,.,.dz.,,~y. <_ ~ /f f:+~- ~.2d,,.,~y.d,,..~,,. 
G q 

Auf die Integrale der Summe kSnnen wir dieselbe SehluBweise wie 
oben anwenden; liegen die beiden Punk~ P~ und P~. in zwei verschiedenen 
Geblete~ T~, und T~., so haben wit allerdings noch Eir jede l~mktion 
zwei in den beid~n zugehSrigen Reehteeken R Iiegende Streeken M d~eh eize 
derartige Linie Mi, q zu verbinden, da6 das fiber sie erstreekte Integral 

~fi] ~ G 

ist, we ~ eine tmr veto Gebiet G abh~ng~ge Konsta~te ist. Man iiber- 
zeugt sich leieht davon, da~ das mSglich ist. 

Wenden wir die somit bewiesene Ungleiehung (28) auf die ersten 
Ableimngen einer Funktion ~ an, so erhalten wir die Ungleicbung 

(34) D [q~] g c Jo [~] 

unter den Nebenbedingtmgen 

(35) f]q'.,,~x,~y=O. ~:~,dxdy = O. 

die, wenn man noch die Bedingung 

(36) f :  + a : a y  = o 
G 

hinzunimm~, ebenso den hussehlu6 ]inearer Funktionen bedeuten, wie die 
drei Bedingungen 

Es ist in der Tat mSglieh, das Bestehea der obigen Ungleiehung (34) 
unter diesen drei Nebenbedingnngen (37) aus ibrer Giiltigkeit bei den drel 
erstgenanntea Nebenbedingungen (35), (36) abzuleiten. Zu dem zw~ek 

a~) Die sioh auoh gegenseitig fiberlagern kSnnen. 
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addieren wit zu einer Funktion ~,  die den Nebenbedingungen (37)geniigt, 
eine lJneare Funktion l(x, y), so dab die Funktion ~ = q ~ - ~ l  den d.~ei 
Nebenbedingungen (85), (86) gehoreht. Wi~ erhalten dann die Beziehungen 

Nun gibt es eine nut vom Gebiet abh~ingige Konstante a,  so dat~ 

(40) D [1] s aH[l] 
~.  Bflden wit n~mlioh zwe[ normierte, zueinander und zu de~ Kon- 
stauten or~hogonale lineare Funktlonen /1 und l~, so 1st die Funktion l 
offenhar yon der Form 

mad es is~ weite~ 

a[1]=,~-+f.+r'L 
D [z] = ~~ D [Z~] + Z ~" 1) [Z,] + 9 . Z  D Its. Z,]. 

Wit brauehen also fiir a nur den grf~eren der beiden Werte 2 D [l~] 
~d  2 D [ [1] zu w~klen. 

Nunmehr gehen wit yon de~ Glsiehtmg (39) D [c2] = D [~] + D  [/] 
aus und sch~itzen das Integral/)  Ill naeh der eben bewiesenen Relation (4:0) 
~aeh oben clu~eh den Ausdruck aH[l] ab, des seinerseits wegen (38) 
kleiner aIs aH[~] ist; das Integral H[~] ist wegen (36) naeh (28) kleiner 
nh cD[~],  so dal~ wit eine Ungleichung 

D[~]s162 

erhalten. FiL~ die Funlrt~on ~ 1st wegen (85), (36) naeh (84) das Be- 
stehen der Ungteiehung D[~]  s  bekannt; und da d0 [~ ]=  Jo[cp] 
ist, so ergib~ sieh die gewiiuschte Ungleichung 

anter den Nebenbedingangen (37). 

IIL Das FA~enwertproblem tier eingespannten und 
freisehwingenden PLatte. 

1. Aufstellung des Problems. 

Die Me~oden~ die zur I~sung des Gleidagewicht~problems fiih_rte~ 
wo[len wit nunmelar da~m benubze~a, die Existenz der Eigenfunktionan der 
~h~geaden Platte nadazuwelsen. Dabei kSnnen wit die f~eie and die 
eingespannte Platte gleiehzeit~g behandetm 
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Der Sehwingungszus~and einer Plat#e, auf die keine ~u~eren K r ~  
wirken, wird duzeh die Bewegungsgleiohungen 

bestimmt, wobei ~o = ~o(x, y; t) die Verschiebung aus der ebenen Ruhelage 
bedeutet. Dureh Vorgabe der Werge von ~v und (Pt ml irgendeiaer An. 
Iangszeit uacl durda die fiir alle sp~,teren Zeiten gestellten Randbedingungen: 

r  und % , ~ 0  

ffrr die eingas'pannte bzw. 

AS~. + (1-- ~)(S%,A = O, 

~,A~ + (1 -  ~) s%,. =o  

und die Eckenbedingungen 

(43) ~ L  -- ~2~ = 0 

Iiir die /reie Platte, ist die Ftmk~ion q~ eindeutig festgele~. Um dies 
gemisohte Randwertproblem zu ]Ssen, denkt man sioh die LSsung ~ = v  
nach Grund- and Obersehwingmagea ent, wiekelt: 

woraus man flit die Funl~ionen g ~ g~ die Darstellmag 

g ( t ) = a c o s l / ~ t + b s i n } ' ~ t  [ b - -  b,, 

erhalt: w~hrend sieh zur Bestimmtmg der Fanktionen u = u ~ die Dif[~ 
rentialgleiehung 

(44) AAu -- ~u= 0 

ergibt. 
Es entsteht somit das Problem, ein vollstgmdiges System yon F~k" 

tionen u, .Eigenfunktionen", nfit zugehSrigen .Eigenwerten" 2 aufzusudaen, 
die nailer den Randbedingnngen der obigen Differentialgleiehtmg (44) 
geniigen. Die Koeftizienten a mad b bestlmmen sigh dann in beka~ater 
Weise aus den Vorgaben yon u(x ,  y; to) and u~(x, y; to). 

Wir wollen nun die Folge der Eigenwerte 2 '~ und Elgenfunktionen u 
dutch die Forderung bestimmen, das Integral 

mater alien Fank-Cionen cp (x, y) mare 3finimum zu maehen, die durc~ die 
Gleiehung 

H[q~] = 1 

86) Flit die eingespann~e Plat~o kann ~ = 0 gew~ldt werden, 



l~ndwertprobleme bei da~dschen Platen. 235 

normie~ und ve~mSge der GleSehungea 

(45) H [ ~ , ]  = o (~ = 1  . . . . .  ,~ - 1) 

za den ers~n n -- 1 Eigenfunktionan u ~ . . . .  , u ~-1 orthogonal sin& I m  
Fslle der eingespannten Pla t te  sollen dazu noeh die Randbedingungen 

~iill~ sein, wghrend sioh ira Fall  der freien Plat te  die Randbedingungen 
yon selbst einstetlen sollen. 

Fiir die LSstmg u = u ~ und 2 =  2" des n- ten  Variationsproblems 
vemohwindet die erste Variation 

(47) a~[u ,  , j  - ~ t~[u ,  ~] = 0, 

~obei die variierendB willkiirliehe Fmaktion ~; (~, y) zugelasson ist und 
aoeh den n --  10rthogonalit~tsnebenbedingtmgen (45) geniigt. Set~en wir 
spezietl ~ ~ u ~ ' [ k > n ]  so eutnetunen wit  a~s (47) und 

(4s) H b " ,  u~] = o 

noch die weitere Gleiahung 

(49) J~ in" ,  u ~] = O. 

Nurmaehr erkennen wit, dal~ die erste Variation ~ jede z-agolassene 
l ~ n ~ o n  r (x, y) versohwindet, aueh wenn sie nicht den ~ -- 1 Bedingungen 
(45) geniigt; wit  brauchen dazu nut  die FtmkCion ~ naeh den ersten n --  1 
EigenfankCionen in der Form r = a, u* + t* '~ . . .  + ~ u -}- ~ so za entwickela, 
da~ der Rest  ~ ma ~ - - 1  Eigenfunktionen u~, . . . ,  u"-~  orthogonat is~, 
dann die so bestimmte Funktion ~1 in die Formel (47) ein~asetzen mad 
die Gleichuugen (48) and (49) zu beachten. 

Dutch UmIormung der ersten Vaxiation erhalten wix im Fal l  der 

~teiehung P P 

Y~[u, $] - - ~ H [ u , ~ ]  = f f $ (AAu -- . t u ) d x d y  

"and im Falle der freien P la t te  a 

A in, ~] - ~H[u, ~] 

= f / ~ ( A A u  -- , t u )dxdy  - - /~ ( ,~u ,~+  (1 - -  t*)(u..fl.)ds 

+ J*~ . (~au  + (1 - ,~)%..) d~ 

- -  ua) )]. 
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Aus der Willkfirliehkeit yon ~ begrfindet man die Erwart~mg, d~  
die hnkt - lon  u tier Differentialgleichung , ~ , d u - - , l u = O  und im Falle 
tier freien Platte noch den Bodingungen (42) und (48~ geniigt. 

'2. Kons t rukt ion  einer geeigneten Miaimalfolge.  

Das Inf~egrM ]~ [~] ,  alas (unter den auf S. 234, 285 genannten Be, 
dingangen) zum Minimum gemacht werden sell, Jst positiv definit; e~ besltat 
also eine untere Grenze, die schon Eigenwert genannt und mit  2 bezeichnet 
werden sell. FSx eine Folge u~ zugelassener Fun~ionen ,  ffir die Jr [u~] 
gegen ~ geht, eJne ,,Minimalfolge", erhalten wir in bekannter Weise ~7) 
die Orenzgleichung: 

wenn ~ eine Folge zugelassener Funktionen ist, tiir die Jo[$1] beschr~kt 
blelbt. Die n -  1 Orthogonalit~t~nebenbedingungen (45) brauchen die 
Funl~ion $ nieht zu erfliilen, wle sieh entsprechend don obigen Bemer- 
kungen ergibt (vgl. S. 235). 

Se~zen wir $i ~ u~, so entsteht die 'Grenzgleiehung 

(50) ~. [u,,  u~] - ~.H[u, .  u~] ~ o ( i .  k ~ ~ ) ,  

aus der wit die weitere Grenzgleichm~g 

(51) J~, [ u ~ -  uk] -- 2 H [ u ~ -  u~] ~ 0 

erhalten. Es ist nun zweckm~Big, eine Minimalfolge aufzusuchen, ffir eli0 
H [ u i -  u~] gegen Null geht. Man erh~lt~ eine solche dtcceh simlgem~lSe 
Ubertraguag der En~wioklungen, die Oom'ant ffir das Sehwingungsproblem 
der Membraa~ a~) gegebeu hat und zwar folgendermagen: 

Zuers~ folgern wit aus der Beziehung (50) d~, [%, ur] -- ~H[.u~,u~]~O 
fiir eine beliebige Minimalfolge u i bzw. uz, dal~ jede lineare normie~ 
Kombination U~ = %u~,, + . . .  q-e~u~,~ yon v FunkZionen der u~ wied~r 
eine Minimalfolge ist, wenn die Koeffizienten e~ absolut besehr~nk~ bleibe~ 
und wenn i~r mit  k gegen Unendlieh geht. Sodann bemerken wir, ds$ 
die MinimaHolge von endlieher asymptotiseher Dimensionszahl ist, was 
mit  der UnmSgliehkei~ gleiehhedeutend ist, ' au s  den Funk~ionen ur rm& 
ihreu normierten linearen Kombinationen beliebig viel zueinander ortho- 
gonale Minimalfolgen zu bilden. Dabei soil eine Anzahl yon Folgen 
u , ,  u ~ , . . ,  zueinander or~hogonal heillen, wenn die zum selben Index i 
geh6rigen Funktionen aufeinander orthogonal shad. KSnnte man namli~h 
beliebig viol, etwa p soleher MinimaHolgen bilden, so kSnnte man sos 

~) Vgl. z. B. B. 8. 286. 
as) Vgl. B. S. 287, 290, 292. 
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ihnen due Folge yon linearen Kombinationen U~=c~luil ~ , . . .  +civ%p 
bitden, die zu p - - 1  bdiebigen Ftmk4ionen o~hogonal sin& Die 
F01ge Ui ist nun selber Minimalfolge; denn wegen der Or~hogonalit~t 
trod Normierung der ~kmktionen ~1 . . . .  , uip bes~h$ die Be~iehung 
l~H[U~]=c~l--}-...-]-ci~ und es bleiben somit die Koeffizienten be- 
s&r'gnkt. Da demgem~l~ das Integral J~ [U~] gegen den Eigenwert 
~= 2 ~ geh~, /st das Minimum des Integrals Js [~] ffir normierte Funk- 
tionen ~v, die auBee auf den n--1 ers~n Eigenfunktioneu noeh auf 
i~ - i  wdteren ~nkt~onen, etwa den p -  1 n~ehsten Eigenfauktionen, 
orthogonal ist, nieht grS~er als 1 = , t " .  Das bieBe abet, dal~ dee 
n + p -  l-re Eigenwert und, da p beliebig grog ist, jedee weitere Eigen- 
we~ gldch ~ ist; lmrz, dug aer Eigenwert 2 ~ 2" unendliehe Vielfach- 
heit hat. Da~ ist abee nich$ der Fall; denn die Folge der Eigenwerte 
geht gegen Unendlich. 

h'ehmen wit diese Behauptung einmal Ms bewiesen an, so ha~ also 
die ~Iinimalfolge eiae eadliche asymptotische Dimensionszahl, etwa r, 
~d nun kaun man, wie bier nieht bewiesen zu werden brauchta~), 
sus linearen Kombinationen r zueinander orthogonale Minimalfolgen kon- 
smfieren, die flit sich asymptotiseh eindimensional sbid. Genauer: ist 
ut, % , . . . ,  u~ . . . .  % . . . .  eine dieser Folgen, so gilt 

(52) B [ ~ t , -  %] ~ o ;  i ,  ~ - ~  c0. 

Eine solehe neue Minimalfolge welles wir dem folgenden Existermbeweis 
zugr~nde legen. 

3. Da~ unendl~ehe Anw~hsen ger Eigenwerte. 

Vorhee helen wiz noeh den Beweis fiir das unendliehe Anwachsen 
der Eigenwe~e ha&. Zu dem Zwe~k berufen wit uns auf eine Eigen- 
schaft der Eigenwerte, auf Grmad deren sie unabl~ngig yon dee Existenz 
der Eigenfunktionen gekennzeiehnet werden k~nnen, n~mlieh a~  die 
Ma~mum-Minimurn-Eigenscha]t, die in folgeudem besteht: 

Da~ Minimum dee Werte des Integrals J~[q~], genommen fiir alle 
zatgssigea dutch die Gleiehung H[~v] ~ 1 uormierten Funk~ionen ~o, die 
~u irgendwdehen vorgegebenen n - - 1  Funk~ionen v ~ . . . .  , v ~ 1  verm~ge 
der Gleiehungen Hippy'] = 0 (,, = 1,. .  ,, r~ -- 1) orthogonat sind ~~ wird 
dana zum Maximum gemacht, wenn die Funk~ionen ~" gerade die ~ ~ 1 
ersten Eigeniunktionen u ~ sin& Dies Maximum-Minimum ist gerade der 

~) Vgl. B. S. 292. 
~) ~na Fall tier eingespannten Platte mR die Funktien ~ natiirlich nooh die ge- 

~te~en R~ndbedingungen eriiillen. 
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n-re Eigenwer~ A n mad die Funktion 99, fiir die es angenommen wird, 
1st die n-re Eigenflmktion u ~. 

Der Beweis fii~ diese Eigenseha~ ist fast wSttlich derselbe wie beim 
entspreeheuden Problem zweiter Orduung und braueht bier nieht wieder- 
hot~ zu werden 41). 

Wit kSmuen also, ohue uns auf die Exi~ens der EigeIffunk~ionen zu 
benffen, den n-ten Eigenwert anstatt als Maximum-Minimum en~sprcchend 
als obere Grenze der unteren Grenzen von J~[~v] unter den obigen Neben. 
bedingungen charalc~erisieren; wit wollen iibrlgens des bequemereu hu~ 
dmcks wegen stets yon Maximum and Minimum sprechen. 

Das Haximum-Minimum-Problem dar eingespannten Platte entsteht 
aus dem der f~eien Platte allein dutch Auferlegaug tier Raudbedingangea, 
Durch diese Versehiirfung der Bedingungen kann das Minimum und also 
aueh das Maximum-Minimum nur wachseu. Es ist also der n-re Ei~en- 
wett der freien Plat~e nieht ~5t~er a3s der der eingespannten Platte und 
deswegen geniigt es, das u~besehrgnkte Anwaehsen fiir die Eigenwerte der 
treien Platte nael~uweisem 

Zu dem Zweck bemerken wit, dad bei beliebiger Wahl der Ftmk- 
tionen v~ untcr den Nebenbedingungen H[q~, v *] ~ 0 die Ungleiehangen 

" ~  ~- J " [ ~  M m - - -  

bestehen. Wit w~hleu nun als Funktionen v" auBer den linearen Yunk- 
tionen 1, x, y die zweite bis n -- 3-te Eigenfunktion w" der freisehwia- 
gendeu Membran desselben Gebietes. Es sind also einmal die Neben- 
bedingungen f f  ~p dx dy  = f f  q~ x dx dy  = f f  ~ y dz  dy  = 0 gestellt und 

,I. ! q ' ober. iafolgMessen bleibt naeh Ungleichung (29) das Minimum yon ~ T  

halb einer nur veto Gebiet abh~ngigen posi~iven Schranke, w~hrend ad 

Orund der Nebenbedingungen f f  f ~  w ~ ~  ' ' ' '  

D 
ffw'-' ~ d. dy = 0 das Minimum yon ~!~! nieht kleiner als der n - 2-U 

Eigenwert der frei schwlngenden Membran ist. DaD dermit  waehsendexa 
gegen Unendtieh geht, diirfen wit als bekannt voraussetzen, trod wi~ er- 
kennen nun aus der Ungleiehung (58), dab aueh der Eigeawerr der frei- 
sehwingenden Platt~ tmbesehr~nkt w~chst. 

4~) Vgl. A. S. 17, 18. 
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4. Sehlul~ des Existenzbeweises. 

Nach dieser Einschaltung fahren wir in unserem Existenzbeweis fort. 
Wlr kSnnen also aanehmen, dal3 wit eine Minimalfolge u~ vet ans haben, 
~ di~ die Grenzgleiehung 

gilt. Aus der Relation 

(51) J.  [ 4 , -  uo] - ~ ~ [ ~ , , -  ~ 2  ~ 0 

entnehmen wir dann 

(54) ~ [u, --  u~] ~ 0, 

woraus wit die weiteren Beziehungen 

(55) Jo [ ~ , -  ~3 ~ o 

ableiten wollen. Die Relation (55) ergib~; sieh sofort aus Ungleichtmg (30), 
8.227, and die zweite (56) im Falle tier eingespannten Platte aus Un- 
gleichung (6), S. 211. Im Falle der freien Platte gilt die Ungleiehung 

_o [~] s  [~], 

mit deren Hilfe wir auf dos Bestehen yon D lug--u~]--* 0 sch|ie~en 
kfnnten, ohne weiteres nieht. Wit kSnnen tins abet die Tatsaehe zaautze 
machen, dab wit die drei ersten Eigenfunt~ionen schon kennen. Es sind 
diea drei lineare Ftmktionen; sie geh6ren zum Eigenwert Null und sintt 
L6sungen des entsprechenden homogenen Gleiohgewiehtsproblems. Fiir 
die vier~e and die hSheren Eigenfua~onen Ls~ abet die Or~hogonalit~t 
oaf den drei ersten Eigenfunktionen verlangt; dos bedeutet aher niehts 

anderes, als doll die drel Bedingungen iq~dy=fa ~p:vdy=fg~yd?j=Oo 
gestellt werden; and unter denen ist das Best~hen der Ungleichung 

wegen (29) S. 227, gesiehert. 

Mi~ dec AufsteIIung tier ReIaVioaen 

haben Wir den Ausgangspunkt des Existenzbeweises beim Gleiehgewiehts- 
problem erreieht. Ebenso wle dor~ erkennen w/r die Konverger~ der 
Min~malfolge; nut ist an Stelle tier dor~ auftretenden Funk~ion f jetz~ 2u~ 
zll setzen. Damit ergibt sieh dana die Existenz einer zafl~.ssigen Fanktion 
u(z, y), die aUe Nebenbextingungen erfiillt und dos Integral J~[r zum 
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M~inimum macht. Sie geniigt der Differentialgleiehung und im Falle der 
freien Platte den natiirliehen Rand- and Eekbeclingungen in der Form 

f c ~  u,,+(1--~)(u,,~)=)d8 
r -~ Z~'(1 - -  ht)(u <~ - -  u (1)) = O, 

-- /C.([~Au§ E 

ws fiir die eingespannSe Platte die Randbedingungen ~ = q,~ = ~, = 0 
auch in tier st-rengen Form e~fiill~ sind. 

IV. Verallgemeinerang der Probleme~ 

1. Die hallffreien Probleme. 

Die Gleichgewiehts- und Sehwingungsprobleme der eingespann~n und 
der freien Platte waren nun als eharakteristisch aus einez ganzen Reihe 
yon Problemen herausgegriffen, die sich mit denselben Mittein behanddn 
!assert. Es sind dies alles Probleme, in denen auch alas Integral J, [~0] 
auftritt und die nun andere additive Zusatzintegrale mit Ableitungen niB- 
deter Ordnung oder andere kiiastliehe Randbediagungen besitzen. Der 
Unte~chied in der Behandlung lie~ hauptsgchlich darin, dag andere Inte- 
grMungleichuugen heranzuziehen sind. 

Die wiehfigsten dieser F~lle sind die ,,halbfreien" Probleme, in denen 
entweder die We,re der Funlrfion ~ und des natiirliehen Raadausdruckes 
zweiter 0rdnung oder die We,re yon ~v,, des natiirlichen Ausdrackes 
dritter Ordnung und tier Eekkrs am Rande vorgeschrieben sind~). 
Diese beiden Fglle entspreehen den Variationsproblemen: 

(57) J,, [~v ] ~ / q ~ + , d s  = Min 

1' 

und 

(~8) 
/ (r - ~.)'~ as = o. 

Die zweit~ Randbedingung soil sieh in jodem Fall ats natiirliche yon 
selbst einstellen. 

F ~  das ersto dieser Probleme (57) brauehen wit, damit fiir jds 
Funktion ~, welche Differenz zweier augelassoner Ftm~ionen ist, die Be 

�9 z) Vgl. obon uad S. 224, 225. Es k~nnea z. B. auch die Werte yon ~ in don: 
Ecken und die dex beiden Ranclausdriioke vorgegeben werden. 
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E211 und (30) S. 227, nooh die Ungleichung 

( 5 9 )  D[q~]_~vJo[~] bei T = 0  auf /~ 

beweisen. Zu dem Zweck gehen wit yon der Greemehen Formel 

D [ ~ o ]  = - -  f f  ~,,~ ~ dzdy + f ~ d~ 
0 2' 

aus und be~chten, dab alas Ietzte Integral als Orenzwert vor~ innen her 
aufgefa~t, versehwJndet, da auf dem Rande ~ = 0 Jst uad (]as Integral 

f ~ d s ,  fiber alle N~herungskurven erstree~, hesehr~,nk-~ bleibt (vgl. (13) 

S. 217). Es Jst also D [(p] s )'H[q~] ~2r~[o [~] und cla, wegen cp = 0 attf iT, 

It[91 <~cD[T] ist, folgt DI~ ]  ~ ~ ~ c p ]  and damit die ge- 
sachte Ungteiehung (59). 

Im zweiten Problem (58) ist die Konstante 1 eine LSstmg des homo- 

genen Problems. Sehliel~en wit sie dureh f f  q~ d x d y  ~ 0 aus, so gilt unt~r 
o 

dieser Bedingaag die Cngleiehung (28) H[~]  "~ eD [q~], (S. 227), and wit 
brauehen nur noeh die Ungleiehung 

(60) D[, f ]<:eJo[~  ] bei / q ~ : d s = O  

ra beweisen. Wir schlieBea zn dem Zweek wieder D [ ~ ]  ~ -- H[~o, 3go~ 

s y'H~[~ 2 ~ ]  and daraus unter Beriicksiehtigung von H[~]  <: cO [q)} 
die gesuchte Ungleiehung (60). 

Mit diesen I-Iilfsmittela li~lSt sioh dot Exlsgeazbeweis flit diese beidea 
Gleiehgewiehtsprobteme and die zugehSrigen Eigenwertprob]eme ohne 
weiteres durohfiihren. 

Um zu beweisen, daI~ die Randbedingungen/(co -- ~)~ ds ~ 0 haw. 

/ ( q ~ - - ~ ) ~ d s  ~ 0 in den Randptmkten, die nieht Eekpunlrbe sind, aueh 

in der strengen l~orm ff~ ~ ~ bzw. ~% ~ g ,  erfiill~ siad, legea~ wir das 
Koordinatensystem so, alas im Punkte P~ (vgl. die Betraeh~.ngen yon 
S. 221) z. B. im erstea Falle ~%~) mit 9~ zusamme~f~ill~. Wit erhalton 
da,u~ fiJr den Welt von $ ~  ~. in diesem Punkte [~ = u -  ~] die Ab- 
sch~tzuag 

(') f f  +-os.,[,] Co -8 
P 

~a) Diese Beziehungen hilden filx aUe verwandten ProbIeme den gem~n~a~aen. 
AUa~ancJ~!0un/~ de~ F, xistelgzbeweises. Nut ih~ Nachweis mater Ausuu~ung der "je- 
weiligen Vorgaben und Nvbenheclingungen gestaltet sich versohieden. 

~) D. IL die Ab]eitung Yon r nach der Bogenlgnge d~ dutch _P~ gehenden 
S~'hertmgskurvo/,~. 



242 K. FrieAr~hs. 

(an 8tel18 yon (20) S. 222). Nun ist, wie man unte~ Beaut~ung d~ 
Exis~enz beschrankCer Kriimmung teieht einsieht, aui dem Randstilek (/') 

wo ak und ft, mit h und yon der GrSl~enano~]nung h gegen Null gehen, 
Es ist also: 

(p) (1.) u ~) 

lind der letzte tkusdruck g~ht mit h gegea Null. Se~zen ~'ir die let~te 
Ungleichung in (*) ein, so erhM~ea wit elne yon der speziellea Wahl dea 
Koordinateasystems unabh~ia~gige Kb~ch~itztmg ~ den Welt yon ~ im 
Punkte Ph- Wie /riiher (vgl. S. 222, 223) fotg~, d~l] in tier Tat am 
Raade ~o gegen ~ geht. Das Entspreeheade gilt natiirlich ~uch im zweit~ 
Falle (.58) flit ~ .  

Wi~ hattea f~iiher (vgl. S. 208) gesehen, da$ da~ Problem der ein- 
ge~lpannten Platte vom Parameter /z gar nicht mehr abhRngt, l-/ier bd 
den halb]reiee~ Fallen gibt es zu ~edem Problem eine ganze Schar ~n 
gteichwertigen Problemv~, did zu anderea Wer~en des Parameters /t ge- 
hSren. Um das elnzus~hen, gehen wit wieder von dem Integral 

aus, das im Fall der eingespannten Platte n ~  van den vorgegebenen 
Randwerten abh~agt. Wit forman es in d~s Raadintegral 

um and beachteD, dab naeh den l~renegschen Formeln die Gleichung~ 

1 

1 

bes~ehen, wo ~ der Kriimmangsradius bedeute$, dex i~sifiv zu nehmea~ i~t, 
wean die Randkurve nach innen konlrav ist. Es wizd also 

~ )  Wit k6nnen dieao Formel auch a~s tier auf S. 208 a~gegeben~ ~ ir~ 
dam wit do~ c~ und e~v duroh 9s mad ~o~ am~drfickon. 
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farner ist, vorauagesetz~, ds~ der Rand F keine F~ken besit~% 

wi~ wir nach partleller Integration erkennen. 
Wir kSnneu demnach im FaUe der Randbedingung ~ ~, die Um- 

~ormung 
f ]~[~] = J ' [~ ]  + ( # - - ' ) J e  7~"ds+2('u 

d 
P r 

and im Falle tier Randbedingung rp, ~ ~,  die Umformung 

s= [~] = J. [C § ( , -  ,)/~-~: d 8 -  2 ( , - , ) f ~ . = + A ~  
2 ~ r 

wrnehmen, dutch die die Gleichwerbigkei~ eines zum Parametex ~u gehSrigen 
Problems mit einem anderen zum Parameter ~ geh5figen darge~n wLrd. 
Es kSnnen auf diese Weise ~uch Probleme effaBt weMen, wo entwede~ ~ 
c~6r u auf U vorgegeben ist mid in denen der Parametex/~ We_~te an- 
nimmt, die im Gegensatz zu der ~iiheren Forderung (vgl. S. 226) nicht 
absolut kleiner als Eins sind. 

Der wiohtigste hierher geh6rige Fall tritt fiir ~ ~ 1 ein. tlie~ tritt 
das Integral 

a~, W~hrend die R~ndausdriicke drit~er uad zweiter Orduu~g (S. 224) 
dnfach - - d  ~ und - - , ~  lauten und der Eckausdruck verschwindet. 
Die LSsungen der zugehSrigen Probleme stehen hekanntlida ~u einfaehem 
Zasammenhang mit LSstmgen entsprechender Probleme swelter Ordnung, 
die bel d~ Frage n~eh dem Gleiehgewicht bzw. nach den Schwing~mgaa 
eiaer ~Iembran auf~reten. 

So erh~lt man die LSsung der Randwertaufgabe 

als LSsung des Problems 

~o ~ wiedemm ~ den Forderungen 

A ~ L  v , ~ q  aaf F 
~ema~sch+ A~na~_ ~ .  17 
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ZU be~t~imm~n ist. F~rne~ erh~lt man die LSsung yon 

aus den LSstmgen der Problemo zweiter Ordimng 

~ y J = f ,  % ~ - - p a u f  F.  

Bei den en~spreehonden Sehwingongsproblemen 

A A q - - l ~ o = 0  

enter den Randbedin~mmgen 

~ 0 ,  A~o=O auf /" bzw. ~%~0 ,  A ~ % ~ 0  auf F 

fallen die LSsungen zusamm~u *nit den L6sungon der Eigenwertproblerae 
der Differealtialgleiohtmg A ~  ~iIcp=O unter den Randbedinguagen 
= 0 bzw. ~= 0 auf F and es bicker sich (lurch unsere obigen Ubet- 

tegungea die MSgtichkeit, diese Problems zweiter 0rdnung attf sole?as 
Problems vierter Ord_uung zurilckzufiihren, in doren Variationsproblem das 
Integral do [cp] att~rit~, wodurch es evontuell gelingt, sehi4rfere Aussagen 
z. B. iihe~ das Verhalten de~ LSsungen am Range zu gewinnen. Auf ei~s 
n~here Begriindung dieaex Zusammenhs wollen wit bier nicht eingehen. 

Beils mug noch bemerk~ werden, da~ es bei einer ~reien Platte 
mit dem Parameter # = 1 anendlieh vide lineare unabh~iagige LSsungsn 
des homogenea Gleiehgewiehtsproblems gibt; ks is~ also Null unendlieh 
vielfaeher Eigenwer~ des zugehSrlgen Schwingungsproblems. Jede or~ho- 
normierte Folge yon Po~entialfunk~ionen liefert solche LSsangen4Zb). 

~. Problems mit  Zusatzgliedern. 

Eine welters Verallgem~iaerung unsex:or Problems besteht da~in, dat~ 
zum Va]riationsansdruck additiv nooh Randintegrale 

hinzukommen; solchen In~egralen begegneten wit sohon beider  oben an- 
gegebenem Umformm~g (vgt. S. 243). Diese Integrals s~elten die poten- 
tieUen Energien yon Bindungen dar, die am Rand das Verschwinden der 
Verschiebung ~f = 0, ih~e Konstanz e p =  0 odor das Versahwinclen ihrer 
normalon Abhi~tmg 9,~ = 0 erstreben. Sit ~,ndem die natiirlichen Rand- 
bedingungen dadarch, dab sis zur Scherkraf~ --  dem Ausdruek drittor 
0rdnung - -  mn a~o--(%q~)~ beitragen, mxm Biegungsmomen~ --  dew 

�9 ~h) vg l ,  D, S. a20. 
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kusdraek swelter Ordnung -- um z ~  und zu den EckkrM~n um 

Die so en~st~henden Probleme stellen die Verbindung zwlsc~en den 
Problemen mit  freiem und mi~ festem Rand dar, die aus itmen ents~hen, 
~enn man ol, %, ~ versehwinden oder unbesch~nkt wachsen l~f]t. 

klle diese Prebleme lasscn sich mit unseren Methodon behandeln, 
jMenf~ils, wenu %, %, T auf dora Rand~ stiiekweise stetig und gr6~e~ als 
dne positive Konstante sind. Allerdings mug man dazu noch die In~egral- 
ungleichungen 

D 

(62) D [ ~ ]  s ejo~] +vlf, ep:do, 

(63) D pc?] s e J  o [q~] -~ -c /~  2 d8 

hera~iehen. 
Ferner kaan zum Vadationsauadrack noch ein Integral 

/ Oq~dg 

hi~z~ommen, we e mit ersten Ableitungen stetlg ist uad selbs~ m~sehen 
~sibiven Schranken liegk Der Beitrag zur Kraft ist - - ~  ~. Hie~ wird 
man rich bei der Du~chfiil~ung des Exist~nzbeweises anf die Uagleiekang 

berufen. 
S~hlie~hch kann noch ein Glied 

Konstauten c~, % ist. Dutch einen solchen Ausdruek wlrd im weseat- 
lichen die .Streekspannung" darges~ellt~), Lautet das Zusatzglied spe- 
ziell c f/(~02 z~- r dx dy, so stellr dex Variationsausdruck die pot~n~ielle 

.Eaerg~e eines KSr~ers dar, der ein Mittelding zwis~hen Platte und Membran 
st. Zu2 K~af~ tritt  noeh ein Glied (aq~.+fig~)a+(flT~+Tq~)~ und 
zu~ 8ehe~kraft e]n Oiled ( a q ~ +  fiT'~)x,.,+ (,Sq~+ 7~)Y.. 

Bei den en~spreehenden Eigenwer~roblemen ist nut nc~h damuf zu 
acht~n, ob die Folge der Eigeawe~e gegen Unendlieh geh• Das ist aaf 
G~und det Maximum-Minimum-Eigensd~aft of~enbar der ~aI}, s~bald das 
l~oblena sleh aus dem Sehwingungsproblem dot ~r~en Pla~'te dadureh er- 

~) Vgl. A. N~a~ E]a~sche Platten, S. 272. 
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zeugen liiI~t, dab man im Variationsausdruok positivo Olieder hinzaset~ 
oder dal~ Raadbedingungen gestellt werden. Tritt zu dem normierende~ 
Aasdruck H[cp] aoeh ein Integral f a f ( ~ + 2 f l g j p v + 7 q ~ ) d ~ d y ,  so 

geniig~ es, d~s unencltich~ Anwaehsen der Eigenwer[e ~ r  ct~s folgeucle 
freie Problem nacl~uweisen 

Jo[+] = ,~iln, 

D [~] = l ,  D[~o, ~ ]  = 0 (v" = 1 . . . . .  ~ - -  1). 

Setzen wit zu dem Zweok ~o = ~p and ~oy ~ Z und lassen die Bedingang 
ap~ ~ Z, fort, so kSnnen die Eigenwerte nur abnehmen. Die Eigenwerte 
des ~o entstehenden Problems 

D Iv]  + D [z} = M~n, 
H [ V ]  + B [Z ]  = 1, H[V,u.]+H[;i,w']=O ( v = l  . . . . .  n - - l )  

sind abet, wie man sofor~ sieht, die le zweimal zu nehmenden Eig~werie 
des Problems 

H i e ] = 1 ,  U [ ~ , ~ - ]  = o  ( ~ = 1  . . . . .  ~-~)> 

deren unbeschr~nktes Anwaohsen bekamat ist. 

Treten zum Ausdruck H I 9 ]  noeh posi~i.ve Randintegrale auf, so kan~ 
man, um das unendliche Anwachsen der Eigenwerte zu zeigen, in der- 
selben Weise vorgehen, wie es Oourant bei eatspreohendea Problemen 
zweiter Ordntmg getan hat4~). 

Mit den bier gegebenen Andeutungen ist die Reihe der mSglichen 
Verallgemeineruugen nicht ersehSpft. Im wesentlicheu lassen sick a//e 
Variationsprobte,me, in denen geni~genel viel Ableitungen zweiter odes 
h6herer Ordnunq vorkommen, mit den bier dargetegten Methoden be- 
hmldeln. Die Hauptlounkte, in denen ~ieh die Behandhmg u~tetseheidoa 
karm, betreffen die Integralungleichungen, die zum Di[[erentialausdra& 
gehdrige Singularit~t (vgl. S. 216) und den Naehweis des unerodllohen An. 
wach~sens der Bige~werte. 

Wit wollen nun zum Sehlull noeh die oben angegebeaea Integra~ 
gleiclmngem 

(61) " Dido] ~ Vdo[~O ] + c f ~ d s ,  o 

(62) D [5o] ~ c Jo [q~] + ~fq~: de, 

(68) D [~ ]  =< ~ ao [~] + efC as, 

~) F., S. 45--48. 
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beweisen. Zu dem Zweck gehen wir yon der Greensohdn Formel 

9 [v ]  = - H[~, ~ v]  §  d8 

sins, aus der wi t  die Ungleichung 

ablelten. 
Sch~itzen wi~ H[V] und f~ds naoh den Unglelchungen (5) S. 211, 

(131) S. 227 ab, so bekommen wit 

~r~as wit Ungleichlmg (61) en~ehmen. 

Die Ungleichung (62) folgt hier~us sofor~, wenn wit east eino Kon- 
stante dutch die ]~orderung fustlegen, dab in einem Randpunktr V ~ 0 
~ 1 .  Dann ist niimlich fq~: d~ ~ c f V~ ds (vgl. die Schluilweise yon 

8. 229 unten, indem man die Rolle von Vo = 0 und V~ vertauscht). 
Wollen wit die Ungleiehung (63) beweisen, so k6nnen wit eine additive 

Konstan~e duxoh die Bedingungen ff~ ax dy = 0 Iestlegen. Dann k6nnen 
q 

wit i n ( 6 5 ) ~ v S d s  naeh (13) mid dann / / [V] nach ( 2 8 ) 8 . 2 2 7  ab- 

schatzBn und erhalten 

woraus wir die gesuchSe Ungleichung entuehmen. 

Schiitzen wit sohliel~lich die Integrale f V  s ds, LV2 de veamittels (13) 

mid (13x) S. 227 ab, so erhaIten wix aus (65) 
s 

daraus die Ungleichtmg (64). 

(Eingegangen am 19. II. 1926.) 


