Uber die Eindeutigkeit und das Abhingigkeitsgebiet der
Losungen beim Anfangswertproblem linearer hyper-
holischer Differentialgleichungen.

Voo

Kurt Friedrichs und Hans Lewy in Gottingen.

Die folgenden Betrachtungen handeln von der Eindeatigleit der
Losung des Anfangswertproblems fiir hyperbolische lineare partielle Diffe-
rentialgleichungen, Bei den iiblichen Beweisen werden gewisse Vorans-
setzungen iiber dag Verhalten der Anfangswerte und der Lésung im un-
endlichen gemacht. Andrerseits zeigt aber die in gewissen Spezialfillen
explizit bekannte Form der Losung, daB ihr Wert in irgendeinem Punkt
nur von den Vorgaben auf einem im endlichen liegenden Stiick der Am
fangslinie abhingt, dafl also das Verhalten der Losung im unendlichen
ganz belanglos ist. Bs ist daher zu erwarten, dal man den oben er-
wihnten Beweis fiir die Eindeutigkeit so umgestalten kann, da8 er voo
dieser Tatsache Rechenschaft gibt'). In der neuen Form 1aBt sich der
Beweis auf die allgemeine hyperbolische lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung {auch mit nichtkonstanten Koeffizienten) iibertragen; desgleichen
auf gewisse Systeme von solchen Differentialgleichungen mit mehreren
gesuchten Funktionen, wie sie z. B. in der Kristalloptik vorkommen. Damit
ergibt sich auch fiir diese Anfangswertprobleme eine Antwort auf die Frage.
von welchem Teil der Anfangswerte die Liosung in irgendeinem Punkie
allein abhingen kann.

Y) Nach Einlieferung dieser Arbeit haben wir erfahren, da$ A. Rubinowicz 5%
Grund derselben Uberlegung, die wir hier angestellt haben, die Eindeutigkeit de
Losungen der Maxwellschen Gleichungen nachgewiesen hat. Phys. Zeitschr, 27 (19%]"
8.707. Vgl auch Math. Annalen 96 (1927).
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1.

Um uns zu orientieren, gehen wir aus von der einfachsten hyperbo-
Jischen Differentialgleichung zweiter Ordnung
(1) U~ %, =0
fir die Funktion % der beiden unabhingigen Variablen ¢ und z Wir
stellen fiir sie das Anfangswertproblem, indem wir die Werte der Funk-
tion « und ihrer ersten Ableitungen auf einer mit stetiger Tangente ver-
sehenen Kurve der (xz, £)-Ebene vorschreiben und nach ihrer Fortsetzung
in die (z,)-Ebene gemaB der Differentialgleichung (1) fragen. Um =u
zeigen, dal es hdchstens esme Ldsung geben kann, geniigt es bekanntlich
wegen der Linearitit, nachzuweisen, dafl die Lésung fiberall verschwindet,
wenn die Anfangswerte verschwinden.

Wir betrachten das Integral

() QJ;fut(ﬂ,,—u”)dxdt

iber ein Gebiet @ der («, ¢)-Ebene, welches fiir eine Losung der Diffe-
rentialgleichung (1) offenbar verschwindet. Dieses Integral kénnen wir
folgendermafen umformen:

[ G+ ()~ 2 (0, dza,
und dies 138t sich wiederum als folgendes Randintegral schreiben:
o &, . T 2
3 ‘[{(ut)g‘% (%) 5 — Zuzuta%}ds,
I

wobel s die Bogenlinge anf der Randkurve I' und ;’% und :—: die Ab-
leitungen von # und 2 in Richtung der suBeren Normalen bedeuten. Der
Integrand stellt eine quadratische Form in den Variablen u, und %, dar.
Die Bedingung dafiir, da8 diese Form definit ist, lautet:

N ot ER
o8 9z

1 on on

(4) : .
, oz at‘>0
"~ i

Wir verlangen nun von unserer Anfangskurve A4, daB sie dieser Un-
gleichllnngedingung geniigt und betrachten ein einfach zu-
Sammenhingendes Gebiet @ (vgl Fig. 1), das auBer von £
nem Teil der Anfangskurve von einer anderen Kurve B m@‘{
begrenst wird, die gleichfalls der Bedingang (4) geniigh, Fig. 1.
emer, wie wir sagen wollen, raumartigen Kurve, Da
3uf der Anfangskurve u_ und u, verschwinden, reduziert sich unser Rand-
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integral (3) auf ein Integral, das lediglich lings B zu erstrecken ist. Da der
Integrand eine definite Form in u und w, darstellt, der Wert des Integrals
aber null ist, miissen .auf der Linic B «, und w, verschwinden. Da wir die
Linie B stetig in die Linie 4 so fiberfibren konnen, daf in den Zwischen.
stadien stets die Ungleichung (4) erfiilly
by ist, so folgt, daB in dem ganzen Gebiet ¢
u, und %, verschwinden. Daraus ergiht
sich, daB auch die Funktion % selber

in @ identisch verschwindet.
X Den SchluB, daf =, und %, ve-
7 A schwinden, konnen wir offenbar in der
selben Weise durchfithren fiir das ganze
Innere des krommlinigen Dreiecks (vgl,
Fig. 2), das sich ergibt, wenn man von den Endpunkten « und § des

Fig. 2.

Stiickes A4 die beiden — offenbar geraden — Linien zieht, die der
Gleichung
| e _ow
£y 2 AR A |
\‘BT) '\Eﬁ) :‘ iz at =0
Ty 0

geniigen und sich in einem Punkte § trefien (siehe Figur). Dies Drejeck
kénnen wir in der Grenze dadurch entstanden denken, daB wir die Linie B
so weit wie mbglich ,aufblasen®, ohne die Bedingung (4) zu verletzen.

DaB die Losung 2 in der Spitze § verschwindet, kénnen wir auch
dadurch schlieBen, daB wir von vornherein dies Gebiet zugrunde legen
Dann reduziert sich das Integral (3) auf die Summe der beiden folgenden
Integrale iiber die beiden ,Charakteristiken 55 und Sea:

— 2 2
i3 [(efars [ ) =0,
#8 14
Hieraus folgt 2—2: =0, wobei s die Bogenléinge auf einer Charakteristtk
bedeutet; das heiBt « = 0 auf den beiden Charakteristiken und insbesondere
in der 8pitze .

Unsere Betrachtungen lehren uns, dafl zwei L&
sungen der Differentialgleichung (1), deren Anfangt
werte auf dem Bogen wf der Anfangslinie tberelt:
stimmen, anch im ganzen Innern des ,Charakterist:
kendreiecks® Sep iibereinstimmen. Dagselbe gilé
natiitlich fiir das Charakteristikendreieck , ¢f (78
Fig. 8), das durch Ziehen der Charakteristiken durek
¢ und § nach unten entsteht, Mit anderen WorteR:
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indern wir die Anfangswerte aufierhalb von «fg, so dndert sich die Lésung
nicht innerhalb des zu «j3 gehorigen Charakteristikendreiecks.

Wollen wir jetzt umgekehrt von irgendeinem Punkte § feststellen,
von welchem Teil der Anfangskurve der Wert der Losung in 8 héchstens
abhingt, so brauchen wir also blof durch diesen Purnkt die beiden Charak-
teristiken zu ziehen, bis sie die Anfangskurve schneiden; der ausge-
schnitbene Teil ist das gesuchte Gebiet der Abhangigkeit.

Das soeben geschilderfe Verhalten der Losung u der Differentialglei-
chung (1) erweist sich in der Folge als typisch fiir die ins Auge gefaBiten
Verallgemeinerungen.

2.

Wir betrachten zumichst solche Differentialgleichungen, die durch
Nullsetzen der Eulerschen Ableitung einer quadratischen Form F in den
ersten Ableitungen zweier Funktionen u und » der unabhiingigen Variablen
Z,,...,%,,1 entstehen. Wir hbeschrinken uns der Einfachheit halber?)
auf eine Form von der Gestalt

P =apuu+ by o+ 00,0, — aut —cev? %)
mit konstanten Koeffizienten o, ..., qa,¢c.
Hier bedeutet
du ou gv &
W= WT s BT Ve
Wir verlangen fir a,, und c,, die Gleichungen
Uiy 7 Aggs iy 7 Oy
was keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, und fordern, daf
die Form
Flug, v) = a0, 1 by %05 €53,0,0,
sine nicht ansgeartete positiv definite Form in den Variablen w,,...,%u,,
%...., %, ist. Die Bedeutung dieser Voraussetzungen, die unter anderem
den hyperbolischen Charakter der sus der Form F entstehenden Enler-
schen Differentialgleichungen garantieren, wird im Laufe dieses Pazagraphen
von selbst klar werden. Diese Differentialgleichungen lauten:
(5) 0= —[Fl, = 2e5%; + b v, — 2au,
0= —[F], =209, + b, u— 200,

2 2
wobei _ du 2w .
‘ﬁ;bel_ui_ b;i_a;kv’ Uy == —a?—, .ea geSGtZt 18t
9 Mfm beachte das Fehlen von Gliedern der Form w;ue, ..., % %.
_ %) HWier und im folgenden ist wie tblich iiber doppelt anftretends Indizes von
1 bis m 20 summieren.
Mathematische Annaten. 95 14
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Wir denken uns nunmehr auf einem mit stetigen Normalen versehenen
n-dimengionalen Flichenstiick 4 des m - 1-dimensionalen (2, ¢)-Raumes,
iiber dessen Natur wir spater noch genanere Voraussetzungen machen
werden, die Werte der Funktionen » und v und ihrer ersten Ableitungen
vorgegeben, und fragen nach ihrer Fortsetzung in den (=, t)-Raum gemif
den Differentialgleichangen (5). Es geniigt ans dem in § 1 erdrterten
Grunde, die Anfangswerte als null anzunehmen.

Nunmehr bilden wir fir die LOsung unseres Anfangswertproblems
unter Beachtung der Identitit

Uy ¥yt = (0 + (%) — (9,9,
die folgende Gleichung
0= u,[F], + 5,[F),
= (@50, %1 b 4,0 F €, 0,0, + au® + 00)7),
— g (), — (g u — o (9,0,)— ¢ (v 0,
= by () — by (v 1),
und integrieren die rechte Seite liber ein einfach zusammenhingendes Ge-
biet G des (x;, {)-Raumes, das von zwei Flichen mit stetigen Normalen

berandet wird. Dies Integral Bt sich offenbar in folgendes Randintegral
iiberfithren :

a ay G2
(2 by %0, - €, 0,0, + au’+ ovf)

_ . By By g
fdew— —an(wu) T — ey (nu) 5 — o (ve) 5 | de,
0%; . Bay 6:5,
¥ — ¢ (% vz)‘an _bik(“i”z)a_n u.(”ku)
wobei dw das Oberflachenelement und 2% 2% die Ableitungen vou

an’

und ¢ in Richtung der #uBeren Normalen der Oberfliche I" bedeuten.
g Wihlen wir jetzt als die eine der beiden Flacher

\@/ des Randes I' ein einfach zusammenhingendes Stiick
7 der Anfangsfliche 4, so reduziert sich das Randinte:
Fig, 4. gral anf ein golches, das nur iitber die andere Fliche B

zn erstrecken ist, da der Integrand auf 4 verschwindet:

Wir kénnen jetzt die Fliche B so wihlen, daB der Integrand J de-
finit wird und also verschwindet, da das ganze Integral verschwindet.

Um dies einzusehen, schreiben wir den Integranden in folgender Form:

on
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Verlangen wir nun von den Normalen der Fliche B und der Einfachheit
halber anch von denen der Fliche 4, dall die Bedingungen der ,Raum-

artigkeit™
la(t) — g, i b oz
a3 tEon an 2 dn on
1. D= IS . 1>0
) | LT E N SN . § L
2 #n on \on/ i%fn an |
ac)2 b2y 67y (az )9 oz; Bxx
9 — 2T il ief 4 7 — — TR~
2. b= a(i)n %k on n +e én Gk Gn Bn 0

erfiillt sind, so ergibt sich, dall J eine nicht ausgeartete positiv definite

éa; 8t
“on> Vion _
woraus folgt, daB alle diese Ausdriicke verschwinden, daf also, da wegen

(7 ;Ti <+ 0 sein muB, simtliche Ableitungen von % und » auf B null sind.

. . ot @ :
quadratische Form der Variablen w - — - ”taj,f ) Uy, ¥, 188,

Dasselbe kann man ebenso wie in § 1 nunmehr fisr das ganze Tnnere
des von 4 und B eingeschlossenen Gebietes G beweisen. Und somit folgt
8us dem Verschwinden von 4 und v auf der Fliche A4 das Verschwinden
im ganzen Gebiet G.

Wenn wir jetzt umgekehrt fragen, von welchem Teil der Anfangs-
Werte der Wert der Losungen u, v in einem Punkte & abhfingt, brauchen
Wi nur durch den Punkt § als Spitze den ,charakteristischen“ Kegel,
4. b, denjenigen Kegel zu ziehen, dessen Gleichung in ,Ebenen“koordinaten
D=0 lautet. Dieser Kegel schneidet aus der Anfangsfiiche 4, da diese
m2umartig angenommen jst, ein im Endlichen legendes Stiick €' heraus.
Nimmt man alle die Mantellinien, die den Punkt § mit der dufleren Be-
rndang von (7 verbinden, so bilden sie zagleich mit dem Stiick € ein
lf%gela.rtiges Gebiet (. Dieses Gebiet ) besteht aus endlich vielen der

X ‘) Uber mégliche Gestalten des charakteristischen Kegels vgl G. Hergloiz, Sitzungs-
der sichs, Akademie d. Wissensoh. 1926.
14*
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oben von uns zugrunde gelegten Art, nur dafl nicht auf dem Kegel-
mantel D > 0 ist, sondern D = 0, und daB anstatt B > 0 eventuell Z— ¢
ist. Infolgedessen kdunen wir micht mehr schliefen, daf auf der Mangel-
fliche B alle Ableitungen von % und » verschwinden; jedenfalls aber gind
wir sicher, da die Variablen, die in F in (6) auftreten, nimlich

£ . . - - .
w, 2 utax,‘ P Pyt %% singeln verschwinden. Diese Ausdriicke sind
Tin i’ tom n

aber unter der Bedingung U = O je m unabhiingige Ableitungen der Funk-
tionen % und » pach Richtungen, die nur auf der m-dimensionalen Mantel-
fliche D = 0 liegen®). Daraus folgt wiederum, daB auf der ganzen Mantel-
fidehe und insbesondere in der Spitze 8 w und v verschwinden. Das heifit,
der Wert der Losung des Anfangswertproblems unserer Differentialglei-
chungen (5) im Punkte S hingt hochstens von den Vorgaben auf dem
Stitck (7 der Anfangsfliche 4 ab und ist eindeutig durch sie bestimmt.

Da8 die Losung wirklich im ganzen Inmern des charakteristischen
Kegels verschwindet, wenn sie auf (' mit ersten Ableitungen Null ist,
LeBe sich wieder dadurch zeigen, dafl man das Stiiek € durch raumarfige
Flichen so in den aufieren Kegelmantel tiberfihrt, daf dadurch das ganze
Eegelinnere iiberstrichen wird.

Wir bemerken noch zum Schluf dieses Paragraphen, daB unser An-
fangswertproblem fiir die Differentialgleichungen (5) gleichwertig ist mit
einem Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung vierter Ordnung
in efner Funktion, entweder # oder . Die betreffende Differentialgleichung,
die durch Elimination aus den Gleichungen (5) entsteht, lautet

a 59 39 t
l2al —2a ks bunt |
| ¥ox, éu, ¢ G day; :
(8) ; Pl 22 o s =0,
b 26, —— —~ 2 e |
TN P 5z, 0ap = GFF |

wobei wir eine symbolische Schreibweise verwandt haben, deren Bedeutung
anf der Hand legt, Die zugehdrige charakteristische (leichung ist, wie
man sieht, unsere Gleichung D =0 [vgl (7),]. Damit ist jedenfalls fir
zolche Typen von Differentialgleichungen vierter Ordnung (bzw. hoherer
gerader Ordnung entsprechend mehr gesuchten Funktionen in den urspriing-
lichen Gleichungen) nachgewiesen, daB der Wert der Losung in einem
Punkte § eindeutig bestimms ist dureh die Vorgaben auf demjenigen Stiick
der Anfangsflache, das von dem charakteristischen Kegel durch § als Spitze
ausgeschnitten wird.

%) Der Auvsdruck % -ty %ﬂ stellt die Ableitang von « nach einer Richiang
dar, deren Projektion in den (%, ..., %u)-,Raum“ parallel zur z;-Achse ist; darsus
folgt sofort die Unsbhiingigkeit dieser Richtung
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Der Fall einer Differentialgleichung fiir efne Funktion st offenbar
ols Grenzfall In unserem Ansabz enthalten, wihrend andererseits die Uber-
sragung auf den Fall von mehr Funktionen sich ohne weiteres durch-

fghren 1a8%.
3.
Ein Beispiel zu den vorhergehenden Uberlegungen bisten die Diffe-
rentialgleichungen der Kristalloptik ¢). Es handelt sich hier um eine quadra-

tische Form in den ersten Ableitungen der drei Funktionen %, v, w der
Variablen z, 7, z, #, den Komponenten des elektrischen Vektors,

F=e (“y - 7’:)2 + «, ('Uz_ wy)'}_,_ Oy (wz - uz)g -t —wS,

@, tyy ey > 0.

Wir stellen in entsprechender Weise das Anfangswertproblem und
konnen alle Schliisse wie vorher ausfilhren, mit Ansnahme desjenigen, dal
auf der hier dreidimensionalen Fliche B alle Ableitungen erster Ordnung
won u, ¥, w verschwinden, da die Form F ausgeartet ist. Wir kénnen
aber jedenfells schlieBen, daB die zeitlichen Ableitungen u,, v,, w, auf B
null sind. Die Anfangsfliche und die Fliche B ist hier eingeschrinkt
darch die folgenden, den Relationen (7) entsprechenden Bedingungen fiir
ihre Normalen:

O g () g (2)° oy o o, 208
Jand T %N\Ga) T (?m “15n" 5n S50 on
N 2 2 2
B1Lo<p=’ bz oy t?_) —a ()~ (ag) 9z oy
’ < ; % on’5n (.r'm 2 \z “\za % 30" 3
! jz dz ay oz (gz_)e_a (a_:)‘-*
! %B—ﬁ‘ﬁ “‘-’én in én, 3\ —&

2. Die Summe der zweirethigen Hauptwminoren ist > 0.

3. Die Summe der einreihigen Hauptminoren ist > 0.

Die ,Ehene¥ t=0 z. B. geniigt diesen Bedingumgen.

Die Gleichung des charakteristischen Kegels, den wir durch einen
Punkt, § ziehen, lautet in Ebenenkoordinaten D) = 0. Die Determinante D
#rfillt in zwei Faktoren

28\
p—(%)-D,.
Infolgedessen enthidlt der charakteristische Kegel D = 0 noch die Schar
2 Bbenen, die der 1-Achse parallel sind. Der andere Anteil, der Kegel
™t der Gleichung D, =0, zerfallt bekanntlich in zwei sich beriihrende
\

x 8)_Vgl- hierzu g. B. Enzyklopadie der math, Wissensch, IV 4, 30, Artikel von
r iiber Machanik der Kontinaa, Nr. 13.
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Kegel. Fir den suberen Mantel gelten die Ungleichungen (9), und (9)
{eventuell mit dem Gleichheitszeichen).

Wir betrachten jetzt das Stick O, das dex sufiere Kegelmantel ans
der Anfangsfliche heransschneidet, und das Gebiet &, das von dem AnBeren
Mantel und dem Stiick ( umschlossen wird. Da jeder Punkt des Inneren
von (¢ Punkt einer Fliche B sein kann, verschwinden u,, v,, w, iiberall
im Inneren von @. Zieht man nun im Punkte § die Parallele zar
t-Achse, so trifit sie, wie man leicht sieht, das Stlick €, ohne dep
Kegelmantel zu durchsetzen. Hieraus ergibt sich, daB %, v, w, in der
Spitze 8 verschwinden, da sie auf dem Stiick ¢ der Anfangsfliche ver
schwinden, Das heifit, der Wert irgendeiner Losung des Anfangswert-
problems der Differentialgleichungen der Kristalloptik hingt hochstens von
den Vorgaben auf dem Stiick ¢ der Anfangsfliche 4 ab und ist eindentig
durch sie bestimmt.

4.

Wir zeigen nunmehr, dal die Uberlegungen der vorigen Paragraphen
sich auch durchfithren lassen, wenn die Differentialgleichungen

1. noch lineare Zusatzglieder in der Funktion 4 und ihren ersten Ab-
leitungen enthalten;

2, wenn auerdem die Koeffizienten nickt mehr konstant sind, sondern
Funktionen der unabhingigen Verinderlichen sind.

Wir beschrinken uns dabei auf einen Spezialfall mit typischem Ver-
halten. Es sei einc hyperbolische Differentialgleichung
(10) Liul=aw,—bu
gegeben, in der also ¢ > 0 und b >> 0 ist; wir sctzen dabei vorams, dab
die Koeffizienten a, b, ¢, d, ¢ innerhalb eines gewissen Bereiches der
Variablen z, ¢ — auf den wir uns ein fiir allemal beschrinken — mit
ihren ersten Ableitungen stetig sind.

Wir nehmen an, daB anf einer raumartigen Anfangskurve 4, das heibt

- U - U, +eu=10

wa

anf einer solchen, fiir deren Normalenkomponenten 2L 3% 3ie charak-
. . R 9N
teristische Form
(EENR z\?
(10), als) —(F) =0

ist, die Werte einer Losung « unserer Differentialgleichung (10) null sind
mitsamt ihren ersten Ableitungen. Wir betrachten nun eine weitere ranm-
artige Kurve B, die die Anfangskurve 4 in den Punkten « und § schneidet
(vgl. Fig. 1), und ziehen wieder das iiber das eingeschlossene Gebiet [
erstreckte Integral

'2_£f-z'tL[u}dzdt
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heran, wobei 4% die Ableitung von u in einer zeitartigen Richtung ist,
d. b in einer Richtung, die zu einer raumartigen Kurve (bzw. bei mehr
Variablen zu einer raumartigen Fliche) normal ist. Man sieht, daff in
unserem Spegzialfall jede Parallele zur 2- Achse zeitartig ist; daher konnen
wir % = u, wihlen. Wir formen nun das Integral

0= 2J;ju,'L (2] dedt

wie frither in § 1 um und erhalten

0= [am"'a—;—i—b j;———Zbu,u,iE"da
7
(1) J‘[atu, + b uy ~ b u uldudi
[+3

+ 2If[cuf + dugu, +enw]dzdt,
3

wobei I" wieder der Rand des Gebiets & ist. Der Anteil des Randintegrals,
der von dem Teil (a8} der Anfangskurve A herriihrt, verschwindet wegen
der Anfangsbedingungen. Den Anteil, der von der Kurve B herriihrt,
konnen wir offenbar unabhingig von der Funktion » nach unten durch

M[(0f + ug)ds
B

abschitzen, da der Integrand, als Form in u, und w, betrachtet, nicht aus-
geartet positiv deﬁnit ist Die Konstante M >0 hingt nur von den
Werten von @, b, e an ® auf B ab. Die Gebietsintegrale in (11) kénnen
wir offenbar nach der Schwarzschen Ungleichung nach oben durch dss
Integral

N[f(w}+ui+u’)dtdg
&
abschiitzen, wohei N> 0 (cbenso wie alle folgenden Konstanten) nicht

vor der Funktion % abhingen. Da aber die Funktion % auf 4 verschwindet,
gilt die leicht zu beweisende?) Ungleichung

J;juﬁdxdzgpff(u§+u;‘)dxdz (P>0),
G

% daf wir schlieSlich aus unserer Gleichung (11) die Ungleichung

(12) M (w} +ul)ds £ Q[f (ud +ud)drdz @>0)

erhalten,

-;) Vg! z. B. Frled!ichs, Randwer bl der el isck Platten I Nr. 2. 2,
3 ]
Heft, 8, 212,
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Wir denken uns nun das Stiick (¢ ) der Anfangskurve 4 durch eine
Schar von raumartigen Kurven € mit stetiger Normalen, die simtlich durch
die Punkte ¢ und 3 gehen und sich im iibrigen nicht
schneiden, mit ibren Normalen stetig in die Kurve B
iibergefithrt. Jede Kurve C' der Schar schlieBt mit dem
Stiick («f) ein Gebiet D ein, fiir das wiederum eine
Ungleichung der Form (12) mit gewissen anderen Kon-
stanten M und @ gilt. Aus Stetigkeitsgriinden erkenng
man aber leicht, daB fiir alle Gebiete D die Ungleichung

(13) I?Iéj'(uf +ulids < Q—jl;f(uf +ud)dtdzx

mit denselben festen positiven Konstanten M, @ gilt.

Aus demn Bestehen dieser Ungleichungen folgt nunmehr, dafi u, und u,

im Gebiet @ verschwinden. Um das einzusehen, ziehen wir etwa durek
den Mittelpunkt des Stiickes («, §) die Parallele zur ¢- Achse und fiihren
als neue Verinderliche erstens die Bogenlinge auf der Kurve ¢ und
zweitens die Werte von ¢ im Schnittpunkt mit der eben beschriebenen
Geraden ein. Da die Kurven C simtlich raumartig sind, ist der Winkel
ihrer Tangente mit der {-Richtung grofier als ein gewisser fester positiver
Winkel. Integrieren wir nun das Integral 6f (% + uz)ds nach der so def-

Fig. 5.

nierten Variablen ¢ von der Anfangskurve 4 bis zur Eurve B, so I3t

sich infolgedessen das so entstehende Doppelintegral nach unten durch

Rff(uf-}-uf)dt dz abschitzen, wo R > 0 ist und nicht vom Gebiet &
(

abhiingt. Integrieren wir aber das Integral [ (uf - uf)dtdx nach der
D

neuen Variablen f, so kinnen wir den so entstehenden Ausdruck durch
(1 — t)f [ (uf 4 w2)dtdz nach oben abschitzen, so daB wir schlieBlich
a

aus unserer Ungleichung (18} die Ungleichung
(14) H(u{“+ui)dtd1gwﬁ(w“ruﬁ)di dz
] ME g

i.B
erhalten. Wahlen wir nun die Kurve B so nahe an 4, daf |15 — t,] < 1%
ist, 80 kann unsere Ungleichung offenbar pur bestehen, wenn das Integral
tiber G selbst verschwindet, d. h. wenn %, und %, gleich null sind, woraus
dann anck z =0 folgt. .
Denken wir uns nun durch einen Punkt S die beiden Charalkteristiker,
4B die Linien mit der Gleichung a(2)" —5(22) 0, gesogen, bis
sie die Anfangsiurve 4 in den Punkten « und § schueiden, so wollen Wit
das Stiick («f) der Anfangskurve 4 durch eine Schar von raumartigen
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sich aufler in den Punkten & und § nicht schneidenden Kurven C stetig®)
in dic beiden Charakteristiken S, und 8 iiberfithren. Nach demselben
Verfahren wie oben schreiben wir jeder Kurve O eindeutig einen Wert #¢
m. Dann kénnen wir zu jeder Kurve O eine anders Kurve B((') unserer
Schar mit Iz > I; angeben, so daf in dem von € und B(C) einge-
schlossenen (lebiet die Funkbion % verschwindet, sobald sie mit ihren
ersten Ableitungen auf O verschwindet. Nach einem bekannten SchluB-
verfahren folgt daraus, daf « im ganzen Inneren des Dreiecks S« f ver-
schwindet, wenn # mib ersten Ableitungen auf A verschwindet.

Im Falle der allgemeinsten linearen hyperbolischen Differentialgleichung
gweiter Orduung liegen die Verhiltnisse dhnlich, so daf die Beweise ohne
irgendwelche wesentliche Anderung sinngemil iibertragen werden kénnen.
Dasselbe gilt fiir Systeme von Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
sobald man verlangt, daB die Glieder in den Ableitungen zweiter Ordoung
zu einem Variationsproblem gehéren (was gewisse Symmetriebedingungen
in diesen Gliedern bedeutet), und wenn man geeignete Voraussetzungen
iiber die Natur der charakteristischen Form macht, die den hyperbolischen
Charakter des Systems ausdriicken (entsprechend den in § 2 gestellten
Definitheitsforderangen ).

Damit ist aber der Beweis gefithrt, dal die Losungen solcher Diffe-
rentialgleichungen in bezug auf ihre Abhiingigkeit und Eindeutigkeit von
den Anfangswerten dasselbe Verhalten zeigen wie die Lisungen der Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten obne Zusatzglieder.

5.

SchluBbemerkung. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind von Nutzen,
wenn man die Lésung des Anfangswertproblems durch Integration iiber
Einzelldsungen explizite herzuleiten sucht {(wie das z. B. durch die Mathode
des Fourierschen Integrals oder” durch die damit eng mmssmmenhingende
durch G. Herglots?) jiingst angewandte Methode geschieht). Man weiB niim-
lich jetzt von vornherein, daB es geniigt, das Integral iiber die Kingel-
lsungen nur iiber das Abhéingigkeitsgebiet zu erstrecken.

Als einfachstes Beispiel erwihnen wir das Problem der Differential-
gelchung %, —w,,—0 mit den Anfangsbedingmngen u(z,0)= 0,
%(2,0)=g(2). Die Methode des Fourierschen Integrals fiihrt zu der

ufldsmgsformel
(L] + @
u(x,t)=§l,; fy(z-l—q)dq-fe“"“slngﬁdf-
—— e A
%) Bei diesem Uhergang sollen sich nicht nur die Kurven, sondern auch die Not-

malen. stetig indern, natiirlich auler an der Spitze S.
% Aa 0.
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Aus unseren Ergebnissen entnebmen wir nunmehr sofort, daB es geniig,
sich bei der Integration nach der Variablen ¢ auf das Gebiet —t < g <
zu beschrinken, mit anderen Worten, es folgt ganz von selbst, daf der
Ausdruck

—fgosinté
.£e 59 = a&
fiir ¢ > ¢ verschwindet.

In diesem Falle ist das Hrgebnis natiirlich auch sehr leicht divekt zu
gewinnen. Anders aber liegt es in komplisierteren Fillen, vor allem hei
mehr unabhingigen Verinderlichen, z B.im Falle der Kristalloptik, wo es
sich um mehrfache Fouriersche Integrale handelt, die zunichst iiber den
ganzen unendlichen Ranm zu erstrecken sind. Der Nachweis, dal diese
Integrale auBerhalb des Abhingigkeitsgebietes verschwinden, bildet gerade
eine charakteristische Schwierigkeit bei Verwendung der Methode des
Fourierschen Integrals; unsere Ergebnisse erlauben uns sofort, dieses
SchluB zu ziehen.

{ Eingegangen am 1. 12, 1926.)



