
10ber die Eindeutigkeit und das Abhangigkeitsgebiet der 
LSsungen beim Anfangswertproblem lineaver hypev- 

boliseher Diffe~ntialgleich ungen. 

Von 

Kurt Friedrichs und Hans Lewy in GSttingen. 

Die folgeaden Betraoh~ungen handeln yon der Eindoutigkeit det 
LSsung des Anfangswertproblems fiir hyperbolisehe lineare partiel]e Di~e- 
rentialgl~iehungen. Bei den fiblieh~n Beweisen werden gewiss~ Voraas- 
setzungen tiber das Verhatten dot Aufangswerte und der LSsung ira u~, 
end~ichen gemachk Andrersei?ss zeigt aber die in gewissen Spezialf~en 
explizit bekannte Form der LSsung, dal~ ihr Wert in irgendeinem Pank~ 
nut yon den Vorgaben auf einem im endlichen liegenden Stiiek der A~. 
fangs/inie abh~iagt, dal~ also das Verhalten der L6sung im unendlichen 
ganz belanglos ist. Es is~ daher za erwarten, dab man den oben er- 
w~,hnten Beweis ffir die Eindeutigkeit so umgestalten kann, da$ er rod 
dieser Tatsache Rechenschaft gibt ~). In der neaen Form l~,l~t sioh &r 
Beweis auf die allgemeine hyperbolische lineare Differeatialgleiehung zweitsr 
Ordnung (aueh mit nichtkonstanten Koef:fizienten) iibertragen; clesgleich~ 
auf gewisse Sysgeme yon solchen Dilierentialgleiehungen mit mehreren 
gesuehten Ftmk-tiouen, wie sie z. B, in der Kristalloptik vorkommen. Damit 
ergibt sich auoh fiir diese Anfangswertprobleme eine Antwort auf die Frsge, 
von welehem Tell der Anfangswerte die LSsuag in irgendeinem Punkt# 
alIein abh~ngen kann. 

1) Nach Einlieferung dleser Arbeit h~ben wir erfahren, da~ A. Rubinowi~ ~u~ 
Grand derselben Uberlegung, die wit hier aagestell~ haben, die Eindeutigkeit d~r 
L6s~mgen der M~xweli~hen GleiohuQgen naehgewiesen hat. Phys. Zeit, s~hr. 27 (19~b'), 
S. 707. Vgl. auch Math. Annalen 96 (1927). 
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1. 

Um uas zu orientieren, gehen wir aus yon der einfachsten hyperbo- 

]ischen Differentialgleichuug zweiter Ordnung 

(I) ut~- %= = 0 

flit die Funktion u der beiden unabh~ingigea Variablen t und x. Wir 
stellen ~r sis das Anfangswsrtproblem, indem wit die Wsrte der Funk- 
tion u and ihrcr ersten Ablei~mngen auf einer n~t st~t~gsr Tangente ver- 
sehenen Kurvc der (x, t)-Ebene vorschrciben und nach ihrar Fortsst~zung 

in die (x, t)-Ebene gem~g tier Differeatialgleichung (1) fragen. Um zu 
zeigen, da~ es hSchstens dne LSsung geben kann, geniigt ea bekanntlich 
wegen clef Linearit~t, nachzuweisen, dab die L6sung iibexall vcrschwindet, 
~enn die Anfan~wsr~e verschwinden. 

Wit bstrachten alas Integral 

(2) 2 f /  u~(u. - -  u x ~ ) d x d t  

fiber tin Gsbiet G dex (x, t)-Ebenc, welches f'iir eine LSsung clex Diffe- 
rentialgle[chuag (1) offenbar vexschwlndet. Dieses Integral kStmen wir 
io|genderma~cn umformen : 

f f  ( ( ~ ) ~ +  (u:), - 2 (u~ u,)~} dxdt, 

und dies li~I~t sieh wiedcram als folgendcs Randintegral sehreibsn: 

(3) (u~) ~ + ( ~ )  ~ - - . u ~ u ~ d s ,  

e~t ~x wobei # die Bogenls auf der Randlatrve F u n d  ~ and ~ die Ab- 
]eitungen yon ~ and x in Richtung der ~iu~eren Normalen bedeuten. Der 
Integrand stellt sine quadratisehe Form in den Variablen u~ uncl u~ dar. 
Die t~edingung dafiir, dai~ dicse Form definit ist, laurel: 

' 0n ~ t  On (4) ! a~ > O. 
[ - - - -  - - i  
[ an an I 

Wit ver]angsn nun yon unserer Anfangskurve A, cla~ sic dieser Un- 
gleichungsbeclingung geniigt trod bstrachten ein elnfach zu- 
.s~menh~ngendes Gehiet G (vgl. Fig. 1), clas auger yon 
e~aem Teil der Anfangskurve yon einet ande~en Kurve B ~ - ~ J *  
begreazt wird, die gleichfalls der Bedingung (4) geniigt, ~g. 1. 
eiaer, wie wit sagen wollen, raumartigen Kurve, Da 
auf clef Aufangskuzve u~ und u~ vexschwlnden, reduzlert sich unsex Rand- 
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integral (3) auf ein Integral, das lediglich l~n~ B za erstreeken ist. Da ~r 
Iategrand eine definite Form in u~ mad u, darstellt, der Weft des In$%~als 
abet null is~, miissen.auf der Linie B u~ und u~ versohwinden. Da wirdis 
Linie B stetig in die Linie A so iibeffiihren kfnnen, da$ in den Zwisehe~. 

stadien stets die Unglelohung (4) erfiillt 
3' 

lVig. 2. 

is~, so folgt, daft in dem ganzen Oebiet 
% und u, verschwinden. Daraus ergibt 
sich, dab such die Funktion u selber 
in G iden~iseh versehwindet. 

Den Sehlufl, dal~ u~ und u, v~. 
sohwinden, kSnnen wir offenbar in ~e~. 
selben Weiss durehfiiEren fiir das gauze 
Innere des to:ummlinigen Dreiecks (vgl. 

Fig. 2), das sieh ergibt, wenn man yon den Endpunkten a and ~ des 
Stfiekes A die beide~ - -  offenbar geraden - -  Linien zieht, die de~ 
Gleiehung 

genSgen and sieh in einem P m ~ e  S tteffen (siehe Figur). Dies Dreieek 
kSnnen wit in der Grenze dad~eh entstanden denken, dab wit die LinieB 
so welt wie mSg}ieh ,aufbla~en ~, ohne die Bedingung (4) zu vetlet~e~. 

Da~ die LSsnng u in der Spitze S versoh~vindet, kiSnneu w~r aue~ 
dadureh sehlieBen, dab wir yon vornherein dies Gebiet zugrunde lego~ 
Dann reduziert sich das Integral (3) atff die Sumrae der belden Iolgend~ 
Integrals fiber die beiden ,Oharakteristiken" f lS und ~Sa: 

~s 8~ 

Hiea~us folgg ~ ~ 0, wobei s die Bogenl~inge anf einer CharakteriS~ 

bedeutet; das heist u ~ 0 auf den beidon Oharak~erisfiken und insbesondore 

s 

Fig. 3. 

in der Spi~ze S. 
Unsere Betraehtungen lehren uns, da~ zwei 

sungen tier Differentialgleiehung (1), deten Anfang~ 
welqse auf dem Bogen ~fl dex Anfangstinie iiber~i~- 
stimmen, such im ganzen Innern des ,CharakteriC5" 
kendreiecks" St~fl iibereinstimmen. Dasselbe gi~ 
natiirlieh flit das Charakterisfikendreisok h~l a~8 (v~, 
Fig. 3), das dureh Ziehen der Oharakteristiken d~dt 
a und fi naeh un~en enCsteht. Mi~ anderen Worte~: 
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~h~clem wit die Anfangswerte aufierhalb yon ~fl, so ~ndert sioh die LSsung 
sioh~ ian~tmlb d~s zu aft gehSrigen Oharaktaris~ikendreieeks. 

Wollea wit jetzt umgekehrt yon irgendeinem Pma~e S f~ststellea, 
yon welohem Tefi tier An~angsku~ve tier Weft tier LSsung in S hSchs~ns 
abh~gt, so brauchen wiz also blo~ dutch diesen Punkt die beiden Oaamk- 
teristiken zu ziehen, bis sie die Anfangslmrve sehneiden; der ausge- 
schnittene Tell ist das gesuchte Gebie~ der Abh~kngigkait. 

Das soeben geschilderte Verhalten der LSsung u der Different4atglei- 
ehung (1) erweist sieh in der Folge als typisch ffir die ins Auge gefal~ten 
Verallgemelnerlmgen. 

2. 

Wit betraehten zun~ehst solehe Differentialgleiehungen, die dutch 
.Xul]setzen der Eulerschen Ableitung einer qnadratischen Form F in den 
ezsten Ableitungen zweier Funktionen u und v der tmabh~ngigen Variablen 
z~, . . . ,  x,~, t entstehen. Wit besehrEnken uns der Einfachheit halber ~') 
au~ eh~e Form yon der C~estalt 

mit konsf~aten Koeffizienten ai~ . . . .  , a ,  c. 
Hicr bedeutet 

~u ~u g'v }v 
U ~ = ~ ,  U~---yg; V ~ ,  V~= ~S. 

Wit verlangea flit a ~  and c~ die Gl~ichungen 

was keine Besehr~nkung der Allgemeinhei~ bedeutet, and fordem, dal~ 
die Form 

eine nicht ausgeartete positiv definite l~orm in den Variablea % , . . . ,  u , ,  
v~ . . . .  , v~ ist. Die Bedeutung dieser Voraussetzangen, die muter anderem 
den hyperbolischen Charakter der aus der Form F entstehenden Euler- 
schen D~ffsren~ialgleichungen gaxantieren, wird im Laufe dieses Paragraphen 
yon selbst klar werden. Diese Dif~erentialgteichungen lauten: 

(5) 0 = --  [2']u = 2a~,  u ~  -}- b ~  v~, - -  2au ,~  

wabei u = ~ * u  a ~  gese~z~ is~. 

~) M~n beachte das Fehlen voa Gliedern der Form u, ut, ..., utvt. 
*) Hier mad ira folgenden ist wie fiblich fiber doppr ~ d e  Indizes run 

t his *a zu suramierev_ 
~at~l~r ..taaatcn. as. 14 
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Wit denken uns nunmehr auf einem mit stetigen Normalen versehenen 
~-dimensionalen Fls A des m ~ 1-dimensionalen (z~, t)-Raume~, 
fiber dessen N.atur wir sp~t~r noch genauere Voraussetzungen maehen 
werden, die Werte der Fanktionen u und v und it~er ersten Ableitungen 
vorgegeben, und iragen naeh ihrer Fortsetzung ia den (x~ t)-Raum gem~ 
den Differentialgleichangen (5). Es genfigt aus dem in w 1 erSrterten 
Grande, die Anfangswerte als null anzunehmen. 

Nunmehr bildeu wit flit die LSsung anseres Aufaugswert-problems 
unter Beachtung der Identi~t 

ui~ v , § v ~  u~ = (u~v,)~ § ~, v~ u~)~ - (u~v~), 

die folgende Gleiehung 

0 = u, [F L + ~, [FIe 

= (a~ u, u k -v b i k u~ v~ + c~ ~ v~ v~ + au~ ~ + c v~'-')~ 

und integrieren die rechte Smite fiber eiu eiufach zusammenh~ngeades O~- 
bier G des (xl, t)-Raumes, das yon zwei FI~chen mit stetigen Normaleu 
beraadet wird. Diem Iut~gral l~iflt sieh offenbar iu folgencles Randintegra[ 
fiberfiihren : 

~x~ ~t die Ableitungen yon z~ wobei doe das Oberfls and ~n' ~n 

and t in Riehtung der ~ui]erea Normalen der Oberfl~che F bedeuten. 

Wiihlen wit jet~ als die eine der beiden FI~chea 
des Randes F ein einfach zusammenh~i~geades Stii0k 
der Anfangsfl~che A, so reduziez4 sich das Randint~- 

~ig. 4. gral au/ ein solchea, das nut iiber die ande~e F|s B 
zu erstrecken is$, d~ der Integrand auf A verschwindet. 

Wit kSnnen jetzt die FlEehe B so w~hlen, dab der Integrand J &" 
finit wird und also versehwinde~, da das ganze Integral verschwindot. 
Um dies elnzusehen, sebxeiben wit den Integranden in folgeader Form: 
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--  g~ ax4~ -- ~t J = - T g F ~ . u l a g n  ~ ~r~ a,~+ 
an 

' ~t ~ w ~ z  - - a ~ g T g T )  u* 
}=Z 

(61 

Yerlangea wit nun van den Normalen der Fl:gche B mad tier EinfachJaeit 
Mtber aueh van denen der Flllehe A, dal3 die Bedingtmgen der ,Raum- 
artigkeit" 

l ~t ~ ~ ~x I 2xh b,~ ~xt ~xz: 

L D = !  
O) i b,~ ~, ,  a ~  ~'a~ ~ a ~ a ~  > o  9. an a~z c~.a~,) - - e i ~ a ~  an ' 

2. E =  a \ggn, - a~  ~a. bn 

erfdl]t sind, so ergibt sida, dal~ J eine nich~ ausgeartete posltiv definige 

~t ~x~ ~t ax~ v t ist, ~uadratisehe Form der Varlab~en ul ~ - -  ut ~nn' v~ ~ - -  v~ ~ ,  u~, 

worans folgt, dal~ alle diese A~driicke verschwinden, daft also, da wegen 
5t 

(7)~, ~-n q~ 0 sein mtt~, siim~liche Ableittmgen van u und v auf B null sind. 

Dasselbe kann man ebenao wie in w I nunmehr flit daz ganze Inner~ 
des yen A und B eingesehlossenen gebietes G beweisen. Und somit folgt 
aus dem Verseh~iaden van u und v auf der Flttehe A das Verschwinden 
ka ganzen Gebiet G. 

Wean wit jetz~ umgekehrt !mgen, van welchem Teil der Anfangs- 
werte der Wer~ der LSstmgen u, v in eiaem Punkte 8 abl~ngr brauchen 
~ir nut dt~eh den Punkt S aIs Spitze den ,,eharakteris~is~hen" Kegel, 
d. h. den]enigen Kegel zu ziehen, dessea Gteiehu~g ha ,Ebenen"koordinaten 
D ~ 0 lautet. Dieser Kegel schneider aus der h_nfangsfl~che A, da diese 
raamartig angenommen ist, ein im End]leben lie~mendes Stiiek O hexat~. 
~mm~ man al/e die Man~ellinien, die den Ptmk~ S mi~ dex iiul~eren Be- 
raadtmg van C vezbin(~en, so bilden sie zugleieh mit dem Stiiek O eia 
kegdartiges Gebiet G. Dieses Crebiet ~) beste]at aus endlieh vielen der 

. . . .  ') her mogllehe Ge~alt, en des charaktezmtaschen Kegets vgl. G. Hergto~z, Simungs. 
der a~ha Akademie d. W't~.ensch. 1926. 

1,i* 
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oben von uns zagrund~ gelegten Art, nut da~l nicht auf dem Kegel. 
mantel D > 0 ist, sondern D ~ 0, und dab anstatt ~' > 0 eventuell F~ = 0 
int. Infolgedessem kSnnen wir rdcht mehr schliel~en, dab anf dcr Man~l- 
fl~iohe B alto Ableitungen yon u und v verschwinden; jedenfMls aber sind 
wit either, dal~ die Variablen, die in ~ in (6) anf~etcn, n:~nlich 

at ~ ~ ~::++ oinzeln vers~winden. Diese Ausdrficke sin4 

abet under der Bedingung D ~ 0 je m unabh;4ngigv hb]eitungen der Fuak- 
tionen u und v nach Riehmngen, die nur auf der m-dimensionalen Mantel. 
fl~ehe D ~ 0 liegen ~). Daraus lot+o% wiederum, daJ] auf der gmlzen ~[an~el- 
g~ehe und insbesondere in der Spitze S u und v versehwinden. Des heist, 
der Weft der L6sung des Anfangswertioroblems unserer Differentia~glei. 
c.~ungen (5) im Pun~e ,9 h/~ng~ hSehstens yon den Vorgaben auf dee 
Stack C der Anfangsfl~he A ab und ist eindeutig dnreh sie bestimmt. 

DaB die LSsung wirklieh im g a l e n  hmern des eharakteristischen 
Kegels versehwindeg: wenn sie auf O m i t  ersten Ableitungen Nu~] ist, 
lleBe sieh wieder dadurch zeigen, da~ man des Stiiek G clareh raumartige 
Flachen so in den ~n~eren Kegelmanf+l iiberffihrt, dab dadareh des ganze 
Kegelitmere iiberstrichen wi1~l. 

Wir bemerken noch zum Sehlu{~ dieses Paragraphen, daI~ anser An- 
iangswertproblem iiir die Differentialgleizhungen (5) gleiehweztig ist mit 
mnem Anfangswertproblem far eine Differentialgteiehung vierter Ordnung 
in drier Funktion, en~weder u oder v+ Die be$ref+ende Differentialgleichung 
die dutch Elimination aus den Gleiehungen (5) entsteht, l~u~et 

] o, 
+ ~'t e + 

wobei wit eine symbolisehe Sehreibweiee verwandt haben, deren Bedeutung 
auf der Hand liegt. Die zugehSrige charakteris~isehe GIeichung ist, +Pie 
man sieht, unsere Gleieh~mg D ~ 0 [vgl. (7)~]. Damit is$ jedenfalls fiir 
solehe Typen yon Differendalgleiehut~gen vierter Ordn~ng (bzw. hSherer 
gerader Ordnung entapreehend mehr gesuehten Funktionen in den urspriJag- 
lichen Gleichnngen) nachgewiesen, daJ~ der Weft der L6sung in eineta 
Punkte S eindeutig bestimmt ist dumb die Vorgaben auf demjenigen Stitek 
der Anfangsfl~che, dan yon dee  eharakteristischen Kegel dutch S als Spit~ 
ausgesohni+ten wird. 

a) ])or A~druek u~ ~ - u, ~ ste]:It die Ablei~ung Yon u naoh einer B.ieh~tmg 

dar, dere~ Projektion in den (zt . . . .  , x~)-.Ramn ~ parallel zur zchohse ist; darauS 
folgt sofort die Un~bhaagigkeit dieser Richtungen. 
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Der Fall dner Differeatialgldehu~g f~r e ~  Funktion ist offenbar 
Grenz/all in unserem Ansatz enthalten, w~hrend aadererseiks die Dber- 

~e~mg auf den Fall yon mehr Funktionen sieh ohno weiteres dureh- 

~]a'en liiBt. 

3. 

Ein Beispiel zu den vorhergehenden Uberlegungen bitten die Di//e-  
re~ialgla'vhungen der Keistall~ptik *). Es handelt sieh hier um eine quadra, 
tmhe Form in den ersten Ableittmgen der drd Funktionen u, v, w cler 
Variab|en x, y, z, t, den Komponentca des elektrisohen Vekr 

2 g 'J 

(~1' r ~ aa ~" 0.  

Wk st ellen in entsprecheuder Weise das Anfangswertproblem uud 
konnen al]c ScMiisse wie vorher ausfiihren, mit Ausnahme desjenigen, dai~ 
a~d der bier fireidimensionalen Flgche B aile kbldtungen crater Ordnung 
yen u, v, w verschwinden, da die Form _~ ausgeartet ist. Wiz kSnnen 
abcr jedenf~lls schllel~en, dab die zeitlichen Ableitungen u~, v~, w~ auf B 
n~l] sin& Die Anfangsflgche und die Flgche B ist hler eingeschrgnkt 
dareh die fo~,genden, den Relationen (7) entspreehenden Bedingnngen fiir 
ihre Normalen : 

/~t'~ s {?y'~ {~z'~ ~ ?y 3x ~z ~m 

{9) 1. O<D~:  ~z ay ( e az ' _  /~z'~ ~ 
~]/~n' az ay 

2. DiG Summe tier zweireihigen Hauptminoren ist > 0. 

3. Die Summe der eir~eihigen Hauptmiuoren ist ::> 0. 

Die ~Ebene~ ~ - - 0  z. B. geniigt diesen Bedingungen. 
Die Gleichitag des eharakteristischen Kcgels, den wir dutch emen 

Punkt 8 ziehen, lautet in Ebenenkoordinaten D ~ 0. Die Determinante D 
zerfgllt in zwei Faktoren 

Iafolgedessen enthiilt der eharakt~ristisohe Kegel D = 0 noch die Schar 
4e~ ~benea, die der t-Aehse parallel sin& Der andere Ante[l, der Kegel 
~it de~ Gleichung Dt = 0, zerfgllt bekanntlich in zwei sich beriihrende 

~. s) Vgl hierzu z B Enzyklopgdie tier math. Wissensch. IV 4, 30, Arfikel yon 
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Kegel. Fiiz den ~iul~eren ,Mantel gelten die Ungleichungen (9)~ m~d (9)a 
(eve~tuell mit dem Gleichheitszelehea). 

Wit betrachten jetzr das Stiiek C, das der ~iugere Kegelmantel.aua 
der Anfangsfl~che heraussehneide$, und ctas Goblet G, das yon dem ~.ul~eren 
Mantel und dem Stiick C umsehlossen wi~d. Da jeder Punkt des Inneren 
yon G Punk t einer Fl~iehe B sein kann, versehwinden u~, v~, w~ iiberall 
im Ianeren yon G. Zieht man nun Jm punkte S die Parallelo zar 
t-Achse, so trifft sie, wie man teicht sieht, da~ Stiiek C, ohne den 
Kegs]mantel zu clurehset~en. Hieraus ergiht sieb, dab ut, v~, w~ in der 
Spites S versehwinden, da sis auf dem Stfiek C der Aniangsfls ver- 
schwindea. Das heigt, der Weft irgendeiner LSsung des Anfangswe~ 
problems der Differentialgleiehungen der Kristalloptik h~ingt hSchstens yen 
den Vorgaben auf dem Stfiet: C der Anfangsfl~iehe A ab und ist eindeutig 
dutch sie bestimmt. 

4. 

Wir ze~gen nunmehr, dab die ~berlegtmgen der vorigen Pa~agraphen 
sieh such durehfii~en lassen, wenn die DifferentiaJglelchungen 

1. noeh linsare Zusatzglieder in der Funktien u and ibsen ersten hb- 
leitungen enthalten; 

2. wenn augerdem die Koeffizienten 7debt mehr konsta~t sind, sondern 
Funktionea der unabh~ngigen Ver~nderliehen sind. 

Wit beschr~i~ken ~ms dabei auf einen Spezialfall mlt typischem Ver- 
halten. Es sei sine hyperbolisehe Difl~erentialgleichtmg 

(10) L [u] =- a u ,  --  b u ~  -i- cu~ "I- du~ + eu  = 0 

gegebeu, in der aisle a > 0 und b > 0 ist; wit setzen dabei voraas, dali 
die Kod~zienten a, b, c, d, e innerhalb sines gewissen Bereiches der 
Variablen x, t - -  auf des wlr uns ein fii_r allemat bescbxi~nken - -  mit 
ihren ersten Ableitmlgen stetig sin& 

Wit nehmen an, da~; auf einer rauma~igen Anfangs]m~e A, (]as heist 

auf einer solehen, fiir deren Normalenkomponenten ~t z_x die eharak- 
teristisehe :Form 

(10)~ ~ t ~  ~ ~ aI~;~:/, -- b ( -~)  > 0  

ist, die WorSe einer L6sung u unserer Differentialgleiehung (10) null gad 
mi t~mt  ihren ersten Ablei~ungen, Wit betrachten nun sine welters rsu~" 
ar~ige Kurve B, die die Az~angskurve A in den Punkten ~ and fl seh~eicl~ 
(vgl. :Fig. 1), und ziehen wieder das fiber das eingeseMossene Gebieg G 
erstreek~e Integral 

2 f f ~ L [ u ] d ~ d t  
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heran, wobei /t die Ableitung yon u in einer zeitartigen Richttmg ist, 
d.h. in einer Richttmg, die zu einer raumartigen Kurve (bzw. bei mehr 
Variablea zu einer raumartigen Flgchc) normal ist. Man sieht, dal} in 
uuserem Spezialfall jede Psrallele zur t-kchse zeitartig ist; daher k6naen 
wir 6 ~ u s w~hlen. Wit formen nun das Integral 

o 

wie Iriiher in w 1 um und erhalten 

r r ~t =fa~ ~.  + bu ~ st 2b ~z-, 0 ~ - -  ~ j  ds 
t l  

i' 

-- f f[a,< ~- + btu~ -- 2b~u~ut] dx. dl (11) 

§ 2 f f  ro=: § du=u, + eu~]d=dt, 
q 

wobei F wieder der Rand des Gebiets Gis t .  Der Anteil des Randintegrals, 
der yon dem Toil (aft) der Anfangskurve A hexriihrt, verschwindet wegen 
der hnfangsbedingungen. Den Anteil, tier yon der Kurve B herrfihrt, 
kSnnen wir o~ffenbar unabhiingig yon dex :Ftmktion u nach tmten dutch 

Mr(u; ~ + ~)d~ 
B 

absch~.tzen, da der Integraad, als Form in u~ und u t betrachtet, nicht aus- 
geartet positiv definit ist. Die Konstaute M >  0 h~ngt nut  yon den 

b ~t ax Werten yon a, , ~- ,  o=ff auf B ab. Die Gebietsintegrale in (11) k5nnen 

wit offenbar mmh der $chwarzschon Ungleichung nach oben dutch da~ 
Integral 

absch~tzen, wohei N >  0 (ebenso wie alle folgench,~ Koasta-ten) nieht 
yon der Funktion u abhgngen. Da aber die Funktion u auf A verschwindet, 
gilt die hieh~ z"a beweisende 7) Ungleichung 

f f u~ d~dt "~ P f f (u~-4zu~)dxdt ( P >  0), 

so da~ wit schlieiMich aua tmserer Gleichung (1I )  die Ungleiehung 

(12) M f ( u ~ 4 - u Z ) d s < = Q f f ( u ~ §  ( Q > 0 )  
B 

e~halten. 

~) Vgl. z. B. Friedriehs, Randwertl~robhme d+r ela~&ehcn Platten I Nr. 2. 2~ 
dieacs Her% S. 2~2. 
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Wir denken uns nan das Stiick (aft) tier Anfangskurve A dutch eine 
Schar yon raumartigert Kurven C mit stetiger Normalen, die s/imtlich dutch 

die Punkte a und fl gehen und sich ira iibrigen nicht 
t~ ~ sehneiden, mit ihren Normalen stetig in die Kurve B 

iibergafiihrt. Jede Kurve G' der $char sehliel~t mit dera 
Stiick (aft) ein Oebiet D ein, fiir das wiederum eine 

../ S \ Ungleichtmg der Form (12) mit gewissen andexen Kon- 
stanten M and Q gilt. Aus Stetigkeitsgriinden erkenn~ 
man aber loieht, dais fiir alle Gebiete D die Ungleiehung 

I (13) i t f ( v J + u 2 ) d s < = Q f f ( u / + u ~ ) d t d z  
Fig. 5. v D 

mit denselben festen positiven Konstanten .M, Q gilt. 
Aus dem Bestahen dieser Ungleichungen folgt nunmehr, dab u~ and u~ 

im Gebiet G versehwindea. Um das eiazusehen, ziehen wit etwa durck 
den Mittelpunkt des Stiickes (a, fl) die ParaLlele zur t-Achse and Iiihren 
als neue Ver~aderlJehe erstens die Bogenl~nge auf der K ~ v e  C mad 
zweitens die Werte yon ~ im Sehai~tpunkt mit der eben besehriebenen 
Geraden ein. Da die Kurven C ~mtlieh raumartig sind, ist tier Winkel 
ihrer Tangente mit tier t-Richtang grSl~er sis ein gewisser fester positiver 

2 2 ~  Winkel. Integrieren wit nun alas Integral f(v~ -? ~ )de nach tier so deft- 
0 

nier~en Vartablen t yon der Anfangskurve A bis zur Kurve B,  so I~ t  
sieh infolgedessexx das so entstehende Doppelintegral nach unten duxch 
R f f ( u ~ + u ~ ) d t d z  absehs wo R > 0 ist und nicht vom Gebie~ 0 

O 

abhiingt. Integrieren wir aber daa Integral f f (u t  ~ F-u~)dtdx naeh der 

neuen Variablen t, so lrSmaen wit den so entstehenden Ausdmek dutch 
(tB--t.~)ff(ut ~ q- u~)dtdx naeh oben abseh/itzen, so da$ wit sehlie~lieh 

aus unserer Ungleiehung (13) die UngIeiehung 

G G 

erhalten. W/iMen wir nun die Kurve B so nahe an A, dal~ ] tB -- ta i < ~ -  

ist, so kann unsore Ungleiehung offenbar mLr best~hen, weun da~ Integral 
tiber G selbst, verschwiadet, d. h. wenu u t u n d  u~ gleieh null sind, wora~ 
cl~nn aueh u = 0 folgt. 

Denken wit uns nun dureh einen Punkt S die beiden Charak~ristike", 

d.h.  die Linien mit der Gleiehung a('~t]~--b(~X~2=O, gezogen, bis 

sie die Anfaagskarve A in den Puakten ~ and t3 sehneiden, so woUen wit 
alas Stiiek (aft) der Anfangsk~ve A dutch eine Sehar yon raumarti@~t 
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sich ~ul]er in den Pankten ~ uad ~ nich~ schneidenden Kurven U stetig s) 
h die beiden Charakteristiken S~ trod ~q~ tiberfiihrem Nach demselben 
Varfahren wie oben schreiben wit jeder Kurve U eindeu~ig einen Weft to 
~L Dann kSnnen wlr zu jeder Karve U eine andere Kurve B(U)  unserer 
$r mi~ $ ~ > t e  angeben, so da$ in dem yon U uncl B(U) einge- 
sdalosseaen Gebiet die Fuaktion u versehwindet, sobald sie mi~ ihren 
ersten Ablei~ungen auf U verschwindet. Naeh einem bekannten SehtuB- 
verfahren folgt daraus, dab u im ganzen Inneren des Dreiecks Sail ver- 
sehwinde~, wenn u mit ersten Ableitungen auf A verschwindet. 

Im Falle der allgemeinsten linea~en hyperbolisehen Dif~erentialgteiehung 
zweiter Ordnung liegen die Verh~ltnisse ~hnheh, so dab die Beweise ohne 
irgendwelehe wesenttiehe Xnderang sinngem~l~ iibertragen werden kSnnen. 
I)asselbe grit fiir Systeme yon DifferenVialgleiehungen zweiter Ordnuag, 
sobald man verlang~, dal3 die Glieder in den Abteitungen zweiter Ordmmg 
zu einem Variationsproblem gehSren (was gewisse Symmetriebcdingungen 
in diesen Gliedern bedeute~), und wean man geeignete Voraussetzungen 
fiber die Natur der eharak~rlstischen Form machO, die den hyperbolischen 
Charakter des Systems ausdriieken (entspreehend den in w 2 gestellten 
Definitheitsforder angen ). 

Damit is~ aber tier Beweis gefiihrt, alas die LSsungen solehor Diffe- 
re~tialgleichtmgen in bezug auf flare Abh~ngigkeit and Eindeutigkeit yon 
den Anfangswerten dasselbe Verhalten zeigen wie die L~sungen der Diffe- 
r0ntialgleiehungen mit konstanten Koeffizienten ohne Zusatzglieder. 

5. 
$eh luSbemerkung .  Die Ergebnisse dieser Arbeit sind yon Nutzen, 

wena man die L6sung des Anfangswertprobhms dutch Integration tiber 
EinzetlSsungen expIizite herzuleiten suzht (wie das z. B. dutch die M~hode 
des Four~erschen Integrals ocler dnrda die damit eng zusammenh~ugencle 
dare2a G. tIerglotz 9) jiingst angewandte Methode gesehieht~ Man wei$ niim- 
lieh jetzt yon vornharein, da$ es genii~, das Integral iiher die Einzel- 
l~suagen nut  tibe~ das Abh~ngLgkei~sgebiet zu erstrecken. 

Als einfachstes Beispiel erw~hnen wir das Problem der Ditferential- 
gieichung u~ - uz~ ~ 0 mit den &nfangsbedingnngen u (z, 0 ) ~  0, 
ut(~,O)~g(~). Die Methode des Fouriersehen Integrals fiihrt zu der 
&uflSstmgsformel 

~) Bei die~em Uberga~ag sollen sick nicht nut  die Kurven, sondezn ~nvh die Nor- 
ste~ig ~ndern, natii~lieh ~ e r  an de~ Spitz~ S. 

*) A. a. O. 
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-&US tmseren Ergebnissen entnehmen wlr ntmmehr sofort, dall es g e n t ,  
sieh bei der Integration nach dex Variablen q auI das Gebiet - - t  ~ q ~ t  
zu besehr'~ken, mit ander~ Worten, es folgt ganz yon selbst, da3 de~ 
Ausdrucl~ 

§ 

3 $ 

ffir q ~ t verschwindek 

in diesem Falle ist das Ergebnis natiirlich aueh sehr leieht direkt za 
gewinnen. Anders abet liegt es in komplizierteren F~llen, vor allem bei 
mehr unabh~nglgen Ver~nderlichen, z. B. im Falle der Kristalloptik, woes 
sich um mehffaehe Fouriersohe Integrale handelt, die ztua~ehst fiber den 
ganz~n uncndlichen Raum zu erstrecken sind. Der Nachweis, daft diese 
Integrale aul3erhalb des Abh~ngigkeitsgebietes verschwinden, bildet gerade 
ei~e charakt.eristische Sehwierigkeit bei Verwendtmg der Methode des 
Fouriersehen Integrals; unsere Ergebnisse erlauben uns sofort, diesea 
Schlul~ zu ziehen. 

(Eingegangen san 1. 12. 1926.) 


