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0. Einleitung

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist folgendes, auf A.M. Lyapunov
zuriickgehende, klassische Resultat aus der Stabilitidtstheorie gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen [17.

Es sei A eine komplexe n x n-Matrix. Dann sind dquivalent:
1. Fiir alle x,eC" gilt fiir die Losung T(t)xy:=e*" x, des abstrakien Cauchy-
problems x=Ax, x(0)=x,:

| T(t) xol| >0 fiir t—co0.

2. Fiir die Spektralschranke s(A)=max {Re(1): Lea(A4)} gilt s(A4)<O.
3. Es existiert eine positiv-definite n x n-Matrix Y mit A*Y+YA=~1.

Auf einem unendlichdimensionalen Banachraum E fiihrt das abstrakte Cau-
chyproblem zu dem folgenden Ergebnis [7]:

Es sei (A, D(A)) ein dicht definierter, linearer Operator auf einem Banachraum
E mit nichtleerer Resolventenmenge p(A). Dann hat das abstrakte Cauchyproblem
¥x=Ax, x(0)=y fiir alle yeD(A) genau dann eine stetig differenzierbare Lisung
u, wenn (A, D(A)) der Generator einer starkstetigen Halbgruppe {T(t)} ist. Fiir
die Losung u gilt dann u(t)=T(1) y.

Wie in 1. ist man im besonderen an Stabilititsaussagen fiir diese Halbgrup-
pe interessiert. Beispicle zeigen aber, dafl im allgemeinen aus s(4) <0 nicht auf
die Stabilitit geschlossen werden kann [8, Sect. 23. 16], [5].

Wir befassen uns in dieser Arbeit mit starkstetigen Halbgruppen positiver
Operatoren auf C*-Algebren und untersuchen, welche Aussagen iiber die Sta-
bilitidt solcher Halbgruppen gemacht werden konnen. Dabei kniipfen wir an
Resultate an, die fiir positive Operatorhalbgruppen auf kommutativen C*-
Algebren in [4] und [5] bewiesen wurden. Einfache Beispiele zeigen, daB} bei
unseren Aussagen im allgemeinen nicht auf die Positivitdt verzichtet werden

kann.
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1. Vorbemerkungen

Unter einer starkstetigen Operatorhalbgruppe {T(t)},» o auf einem Banachraum
E verstehen wir eine Familic {T(t)},.,SZ(E) mit T(0)=1, T(s+1t)=T(s) T(t)
(s,t=0) und der Stetigkeit der Abbildung #—T(t) fiir die starke Operatortopo-
logie auf #(E). Zur Abkiirzung werden wir unter diesen Voraussetzungen von
der ,Halbgruppe {T(1)}* sprechen. Fiir eine Einfiihrung in die wesentlichen
Begriffe dieser Theorie, wic z.B. Definition und Eigenschaften des Generators
(A4, D(A4)), verweisen wir auf [13, Abschn.3], [4] und die dort angegebene
Literatur.

Unter einer C*-Algebra U verstehen wir eine komplexe Banachalgebra mit
Involution * und |[x* x| =||x||*> fiir alle xe. Besitzt A eine Einheit, so be-
zeichnen wir diese mit 1. Eine C*-Algebra U nennen wir eine W*-Algebra,
falls es einen Banachraum 2, gibt, dessen Dual (U )* als Banachraum iso-
morph zu N ist. Es ist A eindeutig bestimmt [14, 111.3.9] und A besitzt stets
eine Einheit [14, 1.10.2]. Wir nennen A, den Prddual von . Mit W _ :={x*x:
xeU} bezeichnen wir den positiven Kegel einer C*-Algebra. Dieser ist erzeu-
gend und normal [12, p.215] und der duale Kegel U*_ : = {peW*: ¢p(x)=0 flir
alle xeW_ } ist schwach *-abgeschlossen und erzeugend. Entsprechend ist der
positive Kegel U, " :=U_nA* im Priduval einer W*-Algebra erzeugend [14.
I11.4.2]. Unter einer von Neumann-Algebra N auf ecinem Hilbertraum £ verste-
hen wir eine selbstadjungierte, in der schwachen Operatortopologie abgeschlos-
sene Unteralgebra von £(H) mit 15e. Im besonderen ist jede von Neumann-
Algebra eine (abstrakte) W*-Algebra.

2. Das Problem s(4d)=w,

Ist {T(t)} eine starkstetige Operatorhalbgruppe, so sind die Spektren o (T(t))
durch den Spektralradius r(T(t))=e“" mit festem wye[ — o0, o0) beschrankt [8,
p-457]; [4, 1.1(iv)], wihrend das Spektrum o(A4) des Generators (4, D(A)) nur
rechtsseitig beschridnkt ist. Wir nennen s(A4): =sup{Re(4): Llec(4)} die Spektral-
schranke von A und es gilt s(A)<w,[4].

Im folgenden wollen wir zeigen, daB fir positive Halbgruppen auf C*-
Algebren und den Priddualen von W*-Algebren stets s(A)=w, gilt. Dabei
nennen wir eine Halbgruppe {T(¢)} positiv, falls T()) U, <A, fiir alle 0<reR.
Ein einfaches Beispiel zeigt, daB fiir die gewiinschte SchluBfolgerung im allge-
meinen auf die Positivitdt nicht verzichtet werden kann,

2.1. Satz. Sei U eine C*-Algebra mit Einheit und sei {T(t)} eine starkstetige,
positive Operatorhalbgruppe auf UA. Dann gilt — o© <s(A)=w, und s(A)ec(A).

Beweis. Da alle Operatoren T(t) (t=0) positiv sind und unsere Algebra eine
-Einheit besitzt, existiert zu jedem t =0 ein Zustand ¢,eA* mit

T @, =r(T(t) o, =e"" @,
[6, 2.1]. Fiir neN sei

E;={pel*: pl)=1, T2 ")* p=e2""g}.
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Die Folge der E,, neN, ist monoton fallend und es ist wegen der schwach*
Kompaktheit der Einheitskugel von U* (VE, +@; sei ctwa pe[)E,. Aus der
nelN neN
Halbgruppeneigenschaft T(s-+1)=T(s)T(t) (s,teR, ) und der schwach * Stetig-
keit der Abbildung (t—T(1)): R, —U* folgt dann T(£)* ¢ =" fir alle 120.
Angenommen w,=— . Dann gilt T{t)* p=0, also 0=¢(T(1)1) fir alle >0.
Aus Stetigkeitsgrinden bedeutet dies aber 1=¢(1)=0. ein Widerspruch, der
sich nur durch @,> -« auflést. Da € cin Element des Punktspektrums
B(T(t)*) eines jeden Operators T(t)* (t20) ist, folgt aus [4, 1.6 u. 1.7] woea(A)
oder s(Ay=wy. 0

2.2. Bemerkung. Wie das Beispiel der Translationshalbgruppe auf der C*-
Algebra Cy(RR,) der im ,,Unendlichen” verschwindenden stetigen Funktionen
auf IR zeigt (vgl. unten 3.3), existiert im allgemeinen keine stetige Linearform.
welche invariant unter allen T(t) (¢=0) ist. sobald man auf die Existenz einer
Einheit verzichtet. []

2.3. Satz. Sei U eine W*-Algebra mit Pradual N, und sei {T(t)} eine starksteti-
ge, positive Operatorhaibgruppe auf . Dann gilt s(A)=w,.
Beweis. Nach [5, Theorem 3] gilt fur alle A >s(4) und e

R4 A)= [ e " T(s)pds.
0
Fiir 9e_* gilt aber |@| =¢(1), also folgt hieraus die Existenz des Integrals
[ e IT()] ds
0

fir alle e, und alle A>s(4). Im besonderen existiert fiir jede positive
Halbgruppe {T(f)} mit s(4)<0

[ 1T(5)] ds.

d.h. fiir eine solche Halbgruppe muf fiir t>0 stets r(T()) <1 sgin 10, p. 121]..
Angenommen es gibt eine positive Halbgruppe (T(®)} mit s(4)<w,. W1r
betrachten dann die Halbgruppe S(f):=e~° T(t) mit Generator (B:D(B)). Fiir
diese Halbgruppe gilt s(B)=s(4)—aw,<0 aber r(S)=1 (¢>0). Dles ist aber
ein Widerspruch zu unseren vorherigen Uberlegungen. Daher gilt stets s(A)
=w,.
2.4 Korollar. Sei ¥ eine C*-Algebra und sei {T()} eine starkstetige, positive
Operatorhalbgruppe auf dem Dual A* von A. Dann gilt s(A)=w,.

Beweis. Nach [14, I11.2.4] ist der Bidual von 9 eine W*-Algebra. Es folgt
daher die Behauptung sofort aus Satz 2.3. 0

Eine Modifikation des Beispiels in [15] zeigt, daf es starkstetige Operator-
halbgruppen auf C*-Algebren mit s(4)<q gibt.
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2.5. Beispiel. Wir betrachten die C*-Algebra ¢, und zeigen, daB} es eine Halb-
gruppe {T(t)} auf ¢, gibt mit |T(¢t)| =¢' (t=0) und o(A)={in: nelN}. Dies
bedeutet O=s(d)<w,=1.

Sei [®(n) der Vektorraum @" versehen mit der Supremumsnorm. Es ist
dann die C*-Algebra :={(x,): x,el*(n),}im, | x,{j =0} versehen mit der Supre-
mumsnorm isomorph zu ¢,. Sei fiir neN 4,=(a") die wie folgt definierte n
x n-Matrix:

1 j=i+l1
) — ji=1,2.....n).
i {0 sonst (0] ")

Es gilt dann ¢(4,)={0} (neN) und fiir B,:=in+ A4, o(B,)={in} (neN). Es ist
R(4, B,) gegeben durch die Matrix

(A—in=t (A=iny 2. 1
1 ia—1 s
(Gi—im- 0 (/ iny'~t (A ‘ln)
10 .. .
1 P (A—in!

Demnach gilt |R(4,B,)| <1 (neN). Fir x=(x,)eq und 0=<teR sei T()x
i=(e'"e'x ). Da || =e 1 || ist, gilt | T(t) =sup{e}=¢" (t=0). Eine

leichte Rechnung zeigt nun, daB fiir xe @ I®(n): lim | T(¢) x —x|| =0 erfiillt ist.
n=1
Da @ [*(n) dicht in A ist, folgt hieraus die starke Stetigkeit der Halbgruppe

{T(1)} auf A. Der Generator B der Halbgruppe {T(t)} ist durch @ B, gegeben
mit D(B)={(x,)e¥: (B,x,)eW}. Wegen {in: neN} co(B) gilt s(B)>0 Fiir alle
A¢{in: nelN} existiert R(4, B,) und es ist wegen |R(4, B)| =1 R:= @R

ein stetiger Operator auf A mit (A—B)o R=1 auf A und Ro(1—B)= I auf D(B)
Dabher ist A ein Element der Resolventenmenge von B und R(4, B)=R oder 0
=s(B)y<wy=1. [l

3. Stabilitit positiver Operatorhalbgruppen auf C*-Algebren

Eine starkstetige Operatorhalbgruppe {T(2)} heie stabil, falls es einen Opera-
tor Pe¥ (Ql) gibt fiir den in einer der drei Standardoperatortopologien lim T(t)
t— o0
=P gilt. Es ist dann P eine Projektion auf den Fixraum F:={xeq: T(t)x=x
fur alle t=0} und man kann somit die Zerlegung von U in F und ker P
voraussetzen. Da die hier interessierende Fragestellung auf dem abgeschlosse-
nen, T(t)-invarianten Teilraum F trivial ist, soll nur untersucht werden, wann
lim T(t)=0 gilt (hier und im weiteren falls nichts anderes erwdhnt immer fiir
t— o). Es ist daher sinnvoll folgende Sprachregelung zu treffen.
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3.1. Definition. Sei E ein Banachraum. Eine starkstetige Halbgruppe {T(1)} auf
E heiBe

1. Gleichmafig stabil, falls lim | T(1)]| =0 gilt.

2. Stark stabil, falls in der starken Operatortopologie lim T(t)=0 gilt.

3. Schwach stabil, falls in der schwachen Operatortopologie lim T(1)=0 gilt.

4. Exponentiell stabil. falls es ein t,eR, und ein weR | gibt. so daB fiir alle
(26, T Se " gilt

In [2, p.111] wird gezeigt, daB fiir einen positiven Operator T auf einer
kommutativen C*-Algebra mit Einheit die Konvergenz der Potenzen {T"},.n
in der schwachen Operatortopologie iquivalent zur Normkonvergenz ist. Wir
wollen nun diesen ,diskreten” Sachverhalt fiir positive Operatorenhalbgruppen
auf nichtkommutative C*-Algebren mit Einheit libertragen. Ein einfaches Bei-
spiel zeigt, daB auf die Existenz einer Einheit nicht verzichtet werden kann.

3.2. Satz. Sei W eine C*-Algebra mit Einheit und sei {T(t)} eine starkstetige.
positive Operatorhalbgruppe auf N. Dann sind dquivalent :

1. s(4)<0.

2. Die Halbgruppe T(t) ist gleichmdfig stabil.

3. Die Halbgruppe T(t) ist stark stabil.

4, Die Halbgruppe T(1) ist schwach stabil.

Beweis. Wegen Satz2.1 und | T(f){| SM e“*" geniigt es. die Implikation von 4.
nach 1. zu zeigen. Zu 0<t,eIR existiert aber ein 0% @eA* mit

T(to)* o=r(T(to) -
Also gilt fiir alle O+ xe
@(T(te)" x)=r(T(to)" @(x)=0

fiir n—oc. Daraus folgt r(T(f,))<1 und somit wegen r(T(to) =e“"": s(A)
=w,<0. [

3.3. Bemerkung. Ist 2 eine C*-Algebra ohne Einheit. so gelten die ol')igeAn

Aquivalenzen im allgemeinen nicht mehr. Als Beispiel dafiir betraghten wir die

C*-Algebra Cy(R,) und die Halbgruppe {T()} m.it (T(t)f)(s)=f(s+t)

(feCy(R,). 0<s, teR). Dann gilt | T(0){| =1 (t=0) aber lim || T(¢) f | =0 fiir alle
{—

feCo(R ). Entsprechendes gilt fiir die obige Halbgruppe auch auf L/(R,). Es

iibertragen sich also die Aquivalenzen von 3.2 nicht auf Priduale von W*-
Algebren. [}

4. Stabilitit von implementierten Halbgruppen auf von Neumann-Algebren

Ist A eine W*-Algebra und {T(t)} eine Operatorhalbgruppe auf U, so nennen
wir diese schwach*-stetig, falls die Abbildung t—T(¢) stetig ist, wenn Q(‘II) rplt
der Topologie der punktweisen Konvergenz auf (2. O'(QI', A, )) versehen ist. Elne
Charakterisierung solcher Halbgruppen ist in Analogie zum Satz von Hille-



514 U. Groh und F. Neubrander

Yosida moglich [2, 3.1.10]. Gegeben sei nun eine von Neumann-Algebra U auf
einem Hilbertraum $ und sei {U(r)} eine starkstetige Operatorhalbgruppe auf
$ mit Generator (B, D(B)). Fiir xe £(9) sei T(t)x:=U(t)*oxoU(t) (¢t=0). Falls
fir 120 T()A<W gilt, so nennen wir die auf W durch {T(¢)} induzierte
Halbgruppe implementiert durch {U(0)}.

4.1. Bemerkungen
1. Unter Benutzung von {14, [1.2.6] zeigt eine einfache Rechnung, daB eine
implementierte Halbgruppe stets schwach*-stetig ist.
2. Jeder Operator T(t) (t=0) einer implementierten Halbgruppe ist vollstindig
positiv und stetig fiir die schwach*-Topologie auf 2.
3. Ist {T(#)} eine implementierte Halbgruppe, so ist die priadjungierte Halb-
gruppe {7T(t),} schwachstetig auf A_ und muB daher nach [2, 3.1.8] sogar
starkstetig sein. Aus Satz 2.3 folgt dann, daB fiir implementierte Halbgruppen
stets s(4)=w, gelten muB, da s(4)=s(4,) und dies auch fiir die entsprechen-
den w, gilt.
4. Mit {U(1)} ist auch die adjungierte Halbgruppe {U(t)*} auf  starkstetig mit
Generator (B*, D(B*)). Fiir die von {U(¢)} auf U implementierte Halbgruppe
{T(1)} mit Generator (4, D(A)) zeigt eine zu [2, 3.2.55] analoge Uberlegung,
daB fiir xe das folgende dquivalent ist:

(1) xeD(A)

(1) Fir EeD(B) gilt x(£)e D(B*) und die lineare Abbildung

(*) (E—x(B&)+B*(x&): D(B)—H
besitzt eine stetige Fortsetzung auf 9.

Fiir xeD(A) ist dann 4 x durch die stetige Fortsetzung von (*) gegeben. Wir
schreiben daher kurz Ax=xB+B*x. []

Wir wollen im folgenden einige dquivalente Aussagen zur exponentiellen
Stabilitdt einer implementierten Halbgruppe angeben. Es zeigt sich, dal} die
Losbarkeit der Operatorgleichung

yB+B*y=—x (x,ye¥,)

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, und daher dies ein
unendlichdimensionales Analogon zum klassischen Resultat von Lyapunov
darstellt (s. Einleitung).

4.2. Satz. Sei N eine von Neumann-Algebra auf einem Hilbertraum $ und sei
{T(t)} eine schwach*-stetige Operatorhalbgruppe auf W mit Generator (A, D(A)),
die von einer auf § starkstetigen Operatorhalbgruppe {U(t)} mit Generator
(B, D(B)) implementiert wird. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. 5(4)<0.

2. Die Halbgruppe {U(t)} ist exponentiell stabil.

3. Es existiert ein 0= xeD(A4) mit Ax=—1.

4. Es existiert ein 0= xe D{A) mit x(D(B))< D(B*) und xB+B*x= —1.

5. Fiir alle 0= xeW existiert ein 0 yeD(A) mit Ay= —x.
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6. Fiir alle 0<xeU existiert ein 0<yeD(A) mit y(D(B)<D(B*) und yB
+B*y=—

7. [ | U(s) E||? ds existiert fiir alle ¢€$.
0

8. [(T(s)x) &|n)ds existiert fiir alle &, ne$ und alle xeA.
V]

Beweis. Da s(4)=w, gilt, zeigt eine leichte Rechnung die Aquivalenz von 1.
und 2., wihrend die Aquivalenz der Behauptungen 3. und 4. bezichungsweise 5.
und 6. sich aus Bemerkung 4.1.4. ergibt.

1.=3.: Wegen w,=s(4)<0 existiert R(0, A) und ist auf Grund der Integraldar-
stellung [4, 1.1 (iii)] positiv. Daher gilt R(0, A)1 =xeD(A), oder Ax=—1 mit
einem xeD(A),

3.=5.: Sei 0<xeD(A4) mit A x= —1. Dann gilt

Tty x—x= iT(s)Axds= ~[T@)1ds  (tz0)
o

0

und damit fiir alle 0<teR: 0= ~iT(s)]l ds<x. Da (i T(s)1 ds) eine mono-
ton wachsende, beschrinkte Fa(;nilie positiver Ele;)nente n ‘9210 ist, existiert
lim [ T(s)1 ds in der schwachen Operatortopologie von ZL(9). Diese ist aber
:u? Elen beschriinkten Mengen von U #quivalent zur o(2, A, )-Topologie, also
existiert in A fiir alle e, }O(p(T(s)ll)ds. Ist 0<xeW so gilt 0<x= x|l -1,
d.h. ﬁir 0< e, und 0<56]R0ist @(T(s) x) < | x] ¢(T(s)1) woraus die Existenz

von j o(T(s) x) ds fir alle 0<xe¥U, 0L e, folgt. Da die positiven Kegel von

A, und A erzeugend sind, existiert j @(T(s) x)ds fiir alle xeW und e, und
es gilt ¢(R(0, 4)x)= j (T (s)x) ds. Wle man sieht ist 0= R(0, A).

3.=7.: Wie der obige Beweis gezeigt hat, existiert { T(s)1 ds in der schwachen
0
Operatortopologie, d.h. | [|U(s) &[> ds= [ (T(s) 1 &[¢) ds existiert fir alle EeH.
0 0

7 =8.: Mit Hilfe der . Polarisationsidentitat® folgt die Existenz des Integrals
j(U s) E|U(s) n) ds fiir alle & ne®, d.h.es existiert j\p(T(s yds fiir alle e _,

91 der Vektorraum der Vektorzustinde auf %, und es sei Wr:=U_NAL.
Nach [14, 1142 und I1.2.6] ist AL ein erzeugender Kegel in % _. Wie im
Beweis der Implikation von 3. nach 5. schlieBen wir, daB fir alle x€? und

yeld j W(T(s) x) ds existiert, also erst recht fiir alle £, neﬁjj (T(s) x) &|n) ds.
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8.=9.: Sei 0= peU,, 0=xeW und sci 0<teR fest aber beliebig. Da AL dicht
in AT ist [14, 4.10], existiert ein 0=y A _ mit

lo—¥l<( Ixl sup{IIT(s)l: O<s<e})~".
Dann gilt

t

@(T(s)x)ds=llo =il (¢ x| sup {|T(s)|: O=s=t})+ (j)l//(T(S) x)ds

O Ly

<1+ T ¥ (T(s) x) ds.
o

Daraus folgt aber die Existenz von | ¢(T(s) x)ds fir alle o, und alle xe2.
4]

9.=1.: Da R(0, A) existiert, folgt wegen s(4)ea(A4), s(4)<0. []
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