Uber die Separation komplexer Wurzeln algebraischer
Gleichungen.

Von
Aubrey J. Kempner in Urbana (U.S. A).

I. Allgemeines,

§ L
Zur Trennung der komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleichung
kann man, wie wir zeigen wollen, in einfacher Weise die Argumente der
Koeffizienten systematisch heranziehen. Als praktisch wichtigen Fall schlieBt
dies ein, daf fiir Gleichungen mit reellen Koeffizienten bereits die Vor-
zeichen in gewissem Umfange Aussagen iiber die Verteilung der komplexen
Wurzeln zu machen gestatten.

Sei die vorgelegte Gleichung mit ganzzahligen positiven Exponenten
f(2)=ap2m+ap2m+...+a,=0;, n,>n,>...;
Gn =rn,.ew~;, 0 @,.} <27, 15,>0;, z2=p¢'%, 0@ <8n, 0>0.

(1)

In der Ebene der komplexen Zahlen denken wir uns vom Nullpunkte
aus die Halbstrahlen oder Vektoren O, markiert. Der Vektor 6, soll
seine Richtung beibehalten; der Vektor ©, soll mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit sich im’ positiven Sinne drehen, wahrend gleichzeitig der
Vektor @,, j> 1, sich mit konstanter, j-facher, Winkelgeschwindigkeit
im_ positiven Sinne dreht. In jedem Augenblick représenticren dann
die Veltoreri die Richtungen der die Terme a, 2% =1, o%e““a*%¥®,
j=1,2,..., und az=r,e*% darstellenden Vektoren. Diese Richtungen
hingen allein ab von ¢ und den vorgegebenen 6, . Bis auf einige
Spezialfille sind die abzuleitenden Sitze direkte Folgerungen des Batzes,
daB die Summe der von einem Punkte ausgehenden Vektoren bestimmt
nicht verschwinden kann, weun sich durch den Punkt eine Gerade legen
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1aBt, derart, daB alle Vektoren auf einer Seite der Geraden liegen?),
Dabei diirfen Vektoren in die Gerade selbst fallen, jedoch mufl mindestens
ein Vektor nicht in der Geraden liegen. Wenn wir daher ¢ das Inter-
vall (0,27) durchlaufen lassen, werden in allen Teilintervallen, innerhalb
deren alle Vektoren auf einer Seite einer Geraden liegen (falls derartige
Intervalle existieren), sicher keine Wurzeln von f(z)= 0 vorhanden sein,
welches auch die zwischen 0, 400 liegenden Werte der T, sein mogen.
Wir werden zeigen, daf auf diese Weise fiir alle trinomischen Gleichungen
eine (im wesentlichen vollstindige) Separation aller Wurzeln hergestellt
wird (vgl. § 5), und daB wir fir k-nomische Gleichungen, k> 8, oft
wertvolle Auskunft erhalten, obwohl diese Auskunft mit wachsendem %
weniger prazig zu werden strebt. Von zwei Gleichungen gleicher Glieder-
anzahl erhélt man oft wertvollere Auskunft fiir die Gleichung hoherem
Grades als fiir die Gleichung niedrigeren Grades. — Die Betrachtungery
lassen sich unmittelbar ausdehnen auf Gleichungen mit negativen ganz-
zahligen Exponenten und, in sinngemaler Weise, auf Gleichungen mit ge—~
brochenen positiven und negativen Exponenten.

§ 2.

Wir sagen von einer Gleichung (1), daB sie vom Typus
(Onyy Onyy -5 O,) sei. So ist beispielsweise ¢, 2* — ¢,2°+ 6,2+ ¢,= 0 ,
¢.> 0, vom Typus (6,=0,6,==x, 6, =0, 6, ~O) Das Absolutglieck
soll immer wvon Null versohzeden sein, aufler wenn das Gegenteil aus—
driicklich erwdhnt wird. Daher sind alle Wurzeln unserer Gleichungex
von Null verschieden. Unsere Aussagen werden sich auf alle Gleichungexa
beziehen, die zu demselben Typus geh6ren. — -Wir nennen ein Intervall
von ¢ (mit AusschluB der Grenzwerte), sowie auch das Innere des ent-
sprechenden Sektors in der Ebene der komplexen Zahlen, ein 8_, falls es
fir jedes @ des Intervalls eine durch den Nullpunkt gehende Gerade gibt,
derart, da alle Vektoren O, + n, 9, 0, 4+ n,9, ..., O, auf einer Seite
der Geraden liegen. Dann kann S_ keinen Wurzelpunkt von f(z) em€~:
halten. Die anderen Sektoren, fitr die es solche Geraden nicht gibt, seiexx
mit S, bezeichnet. Alle Wurzelpunkte von (1) liegen in den 8, (me&
Einschlufl der begrenzenden Strahlen). Des bequemeren, Ausdruckes halh ex
segen wir, daB fiiv alle ¢ eines S_ die Vektoren O, 4 n; @, @,,,'—{— Ny

, 6, eine ,Gesamtoffnung” < » haben, wihrend fiiv ‘allé ¢ eines S
dle VektOren eine GesamtGfinung > » haben. Wir treffen alsbald be*
sondere Vereinbarungen fiir den Ubergangsfall einer’ Gesamtoffiung =

1) Bekanntlich wird dieses Prinzip in der Algebra und Funkiionentheorie Vlel~
fach sngewendet bei der Untersuchung der relatxveh Lage dér 'Nullstdllen eirvei
‘Funktion f(z) und der abgeleiteten Funktion [’ ().

’
ke
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Die ¢ - Werte, die dem Anfang oder Ende eines S_ oder eines S, ent-
sprechen, miissen unter denen enthalten sein, fiir welche zwei oder mehr
der Vektoren gerade einen Winkel » mitejinander bilden. Diese letateren
@-Werte seien kritische Werte von ¢ genannt. Sie sind fiir einen ge-
gebenen Typus in endlicher Anzahl vorhanden und sofort angebbar: sie
sind offenbar diejenigen @-Werte, fir die wenigstens ein Paar von Werten
®,, 0, (j, k=mn,,n,,...,0) die Gleichung erfiillen

(2) (—ko+6-6,=@Ei+1)a, 1=0%£1,+2,..

Es ist aber im allgemeinen nicht wahr, dafl umgekehrt jedem kritischen
Wert von ¢ der Anfang oder das Ende eines Sektors S, oder S_ ent-
spricht. Insbesondere ist ein kritischer ¢-Wert, fiir den die Gesamt-
offnung > s ist, niemals der Anfang oder das Ende eines S, oder eines
S_. Eine einfache Uberlegung erweist folgende Sachlage:

T. Wenn bei wachsendem ¢ beim Passieren eines kritischen Wertes
die Gesamtéfinung von >z zu <z iibergeht, so reprisentiert dieser
@-Wert den Anfang eines §_ und das Ende eines S,. Solche Vektoren
mégen durch ¥, _ bezeichnet werden.

Beispiel : 22 —cz+6=0, ¢,c >0,

d.i Typus (6,=0, O,=7, 6,=0), @=73.

II. Wenn die Gesamttffnung von < = zu >n iibergeht, so re-
prigentiert der @-Wert das Ende eines S_ und den Anfang eines &..
Solche Vektoren mégen V_ . genannt werden.

Beispiel: Typus (O, =0, 6, =0, O,=7), @=1.

III. Es kann geschehen, daB beim Passieren eines kritischen ¢-Wertes
die Gesamtoffnung sowohl vorher als nachher >z ist. Solche Vektoren
nennen wir ¥, .. Es sind drei Félle zu unterscheiden:

a) Fir den kritischen @-Wert selbst sei die Gessmtofinung > 7.
Dieses kann nur eintreten fiir %- nomische Gleichungen, & > 4. Der
Vektor ergibt in diesem Falle keinerlei Auskunft tiber die Verteilung der
Wurzeln.

Beispiel : Typus (€, =0, 6,= 0, @,=0, 6, =0, §,=0), ¢ = 7.

b) Fiir einen kritischen ¢-Wert sei die Gesamtéfinung?) 77, aber nichy
alle Vektoren in einer Geraden. Solche Vektoren seien durch V., be-
geichnet. Dann kenn kein Nullpunkt von f(z) auf einem V.., Hegen,
g0 daB ein solcher Vektor als ein Sektor §_ angesehen werden kapn, der
sich auf den Vektor reduziert hat; folgerichtig muB -man den Sektor S,

%) D. 1., es sind mindestens zwei Vektoren vorhanden, die einen Winkel # ‘mit-

einander bilden und von denen einer durch Rotation in den anderen iibergefiihrt

werden kann, ohne anderen Vektoren des Systems zu begegnen.
4*
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innerhalb dessen er liegt, als durch ihn in zwei Sektoren S, zerlegt an-
sehen. Auch dieser Fall tritt erst bei k£ =>4 auf.
T

Beispiel: Typus (6,=0, 60,=0, 60,=0, §,=0), ¢=53.

¢) Fiir einen kritischen ¢-Wert liegen alle Vektoren in einer Geraden.
In diesem Falle geben zwar die ¥V, , (sie seien V.. genannt) keine
direkte Auskunft iiber die Separation der Wurzeln, jedoch erhalten wir
Auskunft iitber Symmetrieverhéltnisse der Wurzelverteilung in der Ebene
der komplexen Zahlen (vgl. § 3).

Beispiel: Typus (6, =0, 6, =a, @;=0), ¢=0.

IV. Es bleibt als letater Fall die Mdglichkeit iibrig, daB beim
Passieren eines kritischen ¢-Wertes die Gesamtdfinung sowohl vorher als
nachher < 7z ist. Ein solcher Vektor werde ein ¥V__ genannt. Man sieht,
daB, wenn dies eintritt, alle Vektoren fiir den kritischen Wert in dieselbe
Gerade fallen miissen. Daher wird man das V_ _ passend als einen auf
den Vektor reduzierten Sektor S, ansehen, welcher dann den Bektor §_,
innerhalb dessen er liegt, in zwei S_ teilt.

Beispiel: (§,=0, O, ==z, ©,=0), ¢@=a.
§ 3.

Durch die beschriebenen Operationen wird die Ebene der komplexen
Zahlen abwechselnd in Sektoren S, und 8_ eingeteilt, wobei jedoch
manche der S, und S_ sich auf einen Vektor reduzieren konnen. Wir
bedenken ferner, dal, da zwei S, nur im Nullpunkt zusammenhingen,
eine kontinuierliche Anderung der Wurzeln, entsprechend einer konti-
nuierlichen Anderung der absoluten Betrige der Koeffizienten zwischen
beliebigen positiven Grenzen, bel festgehaltenen Argumenten der Koeffi-
zienten, die Gesamtzahl der in jedem Sektor S, befindlichen Wurzeln un-
gedndert 1aBt, da die Auswanderung aus einem Sektor S, in einen anderen
bedeuten wiirde, dall die Wurzel durch den Wert Null hindurchgehen
miifte, was nach Voraussetzung ausgeschlossen wurde. Wenn wir daher
fiir einen gegebenen Typus fiir irgendeine (leschung die Anzahl der in
jedem Sektor 8. gelegenen Wurzelpunkie kennen so hat jede Gleichung
des Typus dieselbe Verteilung der Wurzelpunkte.

Wir zeigen ferner, dafl in jedem Sektor &, mindestens eine Wurzel
der Gleichung liegen muB.- Die verwendete SchluBweise gilt unverdndert fiir
aneinanderstoBende Sektoren S, (d. h. Sektoren S, die durch einen ver-
schwindenden §_-Sektor voneinander getrennt sind) und fiir verschwin-
dende §,. Wir nehmen zundchst an, dafl die Gleichung trinomisch sei und
@ ein in einem S, liegender Wert des Argumentes; dann haben die den
drei Termen entsprechenden Strahlen die Eigenschaft, dal, wenn man
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auf einem von ihnen eine beliebige Lénge vom Anfangspunkt auftrégt,
dadurch auf den beiden anderen Strahlen Langen bestimmt werden, der-
art, dal} die geometrische Summe der drei Vektoren verschwindet. Dieses
besagt, dafl, falls fiir trinomische Gleichungen ein Typus vorgegeben ist,
und man in irgendeinem der zugehorigen 8, einen Punkt beliebig wihlt,
es sicher eine trinomische Gleichung des gegebenen Typus gibt, fiir welche
der Punkt ein Wurzelpunkt ist. Da aber, wie bemerkt, ein Auswandern
eines Wurzelpunktes aus einem Sektor S, in einen andern bei Verénde-
rung der Koeffizienten nicht stattfinden kann, solange der Typus unver-
andert bleibt, ist der Satz fiir trinomische Gleichungen bewiesen. (Vgl.
auch § 5, b)). Fiir k-nomische Gleichungen, ¥ > 3, wahlen wir von den
k-Strahlen (deren Gesamtéffnung > = ist) drei aus, derart, daB die Ge-
samtoffnung dieser drei Strahlen ebenfalls >z ist. Diese drei Strahlen
entsprechen gewissen drei Termen der vorgelegten Gleichung. Wenn wir
auf einem dieser Strahlen einen Punkt beliebig wihlen, so kénnen wir,
falls wir auf den k& — 3 nicht ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt
in hinreichender Ndhe des Anfangspunktes wihlen, immer noch auf den
zwei anderen ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt wéhlen, so daf die
geometrische Summe der k Punkte verschwindet. Dadurch ist bewiesen,
daf es fiir jeden vorgegebenen Typus Gleichungen gibt, fiir die ein be-
liebiger in einem 8, gelegener Punkt ein Wurzelpunkt ist, und wir
schlieBen wie oben, dal jede k- nomische Gleichung von vorgegebenem
Typus in jedem zugehérigen §_ -Sektor wenigstens einen Wurzelpunkt
hat. Q.e. d.

Die beiden Falle IIT ¢), V: +, und IV_ V_ | kénnen nur vorkommen,
wenn die Wurzelpunkte von f(z) symmetrisch zu der Geraden ¢ in der
komplexen z-Ebene liegen. KEs wird ndmlich, wenn ¢, der Neigungs-
winkel des betr. ¥, oder ¥_ _ ist, die Gleichung durch die Substitution
2’ =z-e¢~%0 in eine andere iibergefithrt, in der alle Koeffizienten denselben
Wert des Argumentes haben. — Dasselbe findet auch statt fiir einen
Winkel ¢, fiir den alle Vektoren nicht nur in einer Geraden, sondern so-
gar in derselben Richtung legen (Giesamtiéffnung = 0). Umgekehrt muB
einer dieser Fille vorliegen, wenn es eine durch den Nullpunkt gehende
(terade gibt, in bezug auf welche die Wurzeln der Gleichung in der Zahlen-
ebene symmetrisch verteilt sind.

Es verdient, bemerkt zu werden, daB man in Gleichungen mit reellen
Koeffizienten zwischen zwei Arten von reellen Wurzeln unterscheiden kann.
Eine Wurzel kann reell sein, weil ein Sektor 8, in einen Vektor V__ fiir
@ == 0 oder @ = 5 degeneriert (§ 2, IV), wihrend zu beiden Seiten ein
Sektor §_ liegt. In diesem Fall muB die Wurzel reell bleiben, wie auch
die (reell vorausgesetzten) Koeffizienten sich stetig indern mégen, voraus-
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gesetzt, daB sie nicht zu Null werden. Oder, eine Wurzel kann reell sein,
weil ein Sektor S, sich iiber den Winkel O oder sx hiniiberstreckt. In
diesem Falle konnen die in dem betreffenden S, enthaltenen Wurzelpunkte
(oder einige von ihnen) zugleich auf der Achse der reellen Zablen liegen,
und es ist nun nicht méglich, ohne die absoluten Betrige der Koeffizienten
heranzuziehen — z. B. durch Verwendung der Diskriminante —, eine de-
finitive Aussage dariiber zu machen, ob die betreflenden Wurzeln reell
oder komplex sind (vgl. §§ 5, a); 6, a)).

Ein Apparat nach Art eines ,,Planetariums®, welcher die Vektoren
von willkiirlich gewdhlten Anfangslagen und mit Winkelgeschwindigkeiten,
die zueinander in den Verhidltnissen 1:2:3:...:n stehen, rotieren 1a8t,
wiirde zur mechanischen Bestimmung der Sektoren S, §_ fiir vorgegebene
Gleichungstypen geeignet sein. Die Herstellung eines solchen Apparates
wiirde keine Schwierigkeiten bieten. Kine gewdhnliche Taschenuhr ist
z: B. geeignet, die Sektoreneinteilung fiir alle Gleichungen einer der Formen
2%+ a2 *+b=0, a>0, b >0, A=1,11 durchzufiihren.

Wir bemerken noch, daf iiber die Verteilung der Nullstellen von
df(z)/dz das Folgende gilt: Falls fiir eine Gleichung von gegebenem
Typus die S -Sektoren hergestellt werden, so liegen auch alle Wurzel-
punkte von f'(2) in diesen S, und zwar enthdlt jeder Sektor S, dieselbe
Anzahl von Wurzelpunkten von f(z) wie von f'(z), mit Ausnahme eines
8., das einen Wurzelpunkt weniger von f'(z) enthdlt als von f(z).

Zum Beweis geniigt es, unter Beriicksichtigung des am Anfang dieses
Paragraphen aufgestellten Satzes, darauf hinzuweisen, da8 1. f’ (2)=0
und f'(z)-z = 0 mit Ausnahme der Wurzel z = 0 dieselben Wurzeln haben:
2. falls f(z) vom Typus (On,, O,, ..., 6, , 0,) ist, dann z-f'(2) vom
Typus (O,,, Oy, ..., O ) ist; 3. jeder Sektor S, von (6O, Oy, ..., On)
innerhalb, oder wenigstens nicht auBerhalb, eines S, von (6,,, ©,,,
6n, 0,) liegt.

II. Anwendung auf spezielle Gleichungstypen.
§ 4.

Binomische Gleichungen (6, = 0, 6, = beliebig).

Die kritischen ¢-Werte sind die n Werte ¢ = (0, + (24 + 1) 7))/ n,

A=0,1,...,n —1. Den n Vektoren (vgl. § 2, IV) entsprechen n ver-
schwindende Sektoren S, .

ey

§ 5.
Trinomische Gleichungen.
a) Reelle Koeffizienten. Wir iibergehen den einfachen Fall quadra-
tischer Gleichungen und betrachten nur reduzierte kubische Gleichungen
By, =0, 6, =0 oder n, 6,=0 oder =x):
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Fiir Gleichquen mit rcellen Koeffizienten, 2% 4 az 4+ b = 0 und mit
Waurzeln z, = g;e"", 9.> 0, j=1,2, 3, erhalten wir folgende vollstin-
dige Klassifikation®):

a>0,b>0 ¢ =na; a3 < p, < w2 8n[2 <@y <5x]3.*)
a>0,b<0: @ =0; nf2< @, <2x]8; 4z[8 < @, <8mf2.
a<0,b>0: @, =um; 0L g, <nf8; 578 < @y £ 2a.
a<0,b<0: ¢g,=0; 2a/3<p,<a; L, <4af3.

Fir a<0,05>0 und a <0, b <0 habén wir einen in §3 er-
wihnten Fall. Wenn z. B. fira <0, 6>0in 0 <, <73, 5n[3 < @, L2x
die Gleichheitszeichen gelten, haben wir drei reelle Wurzeln, zwei positive,
eine negative. Falls das Gleichheitszeichen nicht gilt, haben wir zwei
nicht-reelle Wurzeln mit Argumenten in den angegebenen Intervallen.
Um zu entscheiden, welcher Fall vorliegt, mufl die Diskriminante heran-
gezogen werden.

b) Komplexe Koeffizienten (O, = beliebig, O, = beliebig, 6, = be-
liebig). Fiir trinomische Gleichungen erhalten wir, wie die obigen, Bei-
spiele bereits vermuten lassen, im wesentlichen erschopfende Auskunit
iiber die Separation der Wurzeln. Wir stellen, ohne in jedem Fall auf
die einfachen Beweise einzugehen, die Hauptresultate zusammen.

Die Bestimmung der kritischen ¢-Werte durch Auflsung der Glei-
chungen (2), § 2, ergibt 2 Werte, die aber nicht notwendig alle ver-
schieden sind. Wenn alle verschieden sind, erhalten wir n nicht-ver-
schwindende Sektoren S, , voneinander getrennt durch n nicht-verschwin-
dende Sektoren S_. Falls dieses stattfindet, sind die Wurzeln getrennt,
denn wir haben in § 3 gezeigt, dafl jede Gleichung des betreffenden Typus
in jedem S, mindestens einen Wurzelpunki hat, und, da wir n Sektoren
haben, so hat die Gleichung genau einen Wurzelpunkt in jedem 8, .

Die Spezialfille, in denen mehrere der kritischen ¢- Werte zusammen-
fallen konnen, sind die folgenden:

Die Koeffizienten stien reell.

Fiir m, n teilerfremd: Von den 27 kritischen ¢- Werten kénnen dann
enlweder zwei Werte 0 zusammenfallen, oder zwei Werte =, oder aber
zwei Werte 0 kénnen zusammenfallen und auch zwei Werte . Im ersten
und im zweiten Fall kann der entsprechende, auf einen Vektor sich redu:
zierende Sektor entweder ein V__ oder ein V. sein; im dritten Fall
erhalten wir je ein V__ und ein V.,. Um ohne Ausnshme von genau

%) Hierbei wiirden ¢ =0 oder b =0 Ubergangsformen entsprechen, welche nioht

susdriicklich hervorgehoben sind. ‘
9 D. i, eine reelle negative Wurzel, zwei nicht reelle Wurzeln, von denen .je
eine in jedom der beiden angegebenen 30¢-Sektoren liegt.
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n Sektoren S, reden zu konnen, miissen wir fiir trinomische Gleichungen
nicht nur, wie in § 2, V__ als ein S, zihlen, sondern wir miissen auch
festsetzen, daB ein in einen Sektor §, fallendes V7, den Sektor in
zwei S, zerlegt.

Fir m, n nicht teilerfremd (m,n)=Fk>1: Wir erhalten wieder
genau 7 Sektoren 8,, indem wir vom Typus (Ou, Omu. ©,) ausgehen
und dann alle Winkel im Verhsltnis &: 1 gegen O, hin kontrahieren, so
da durch diese Operationen der Sektor (@, 2z/k + O,) ausgefiillt wird,
und schlieBlich die Ebene durch £ aneinandergefiigte solche Sektoren
iiberdecken.

Die Koeffizienten seien komplex (nicht alle reell). Im allgemelnen
Fall haben wir nun n nicht-verschwindende §, und % nicht-verschwin-
dende 8_. Wenn (m,n)= 1, existiert hdchstens eine, leicht auffindbare
Symmetrieachse durch den Nullpunkt fiir die Wurzelpunkte, und diese
spielt genau die Rolle des 0-Vektors und des n-Vekbors in dem eben
besprochenen FKall reeller Koeffizienten. Wenn (m,n)=1%k > 1,\haben
wir entweder (allgemeiner Fall) keinen verschwindenden Sektor (ndmlich
wenn die Gleichung 7, e?9 2% |- 7, ¢i®nzmk Ly ¢i®% =0, 7,.7, -7 > 0,
keine durch den Nullpunkt gehende Symmetrieachse fiir die Wurzelpunkte
hat) oder wir erhalten eine Figur, die sich nur durch eine gewisse Rota-
tion um den Nullpunkt von der entsprechenden Figur fiir reelle Koeffi-
zienten unterscheidet. Wir machen daher wieder dieselben Annahmen wie
oben behufs Zahlung der 8,. Dann gilt:

Im Innern eines jeden Sekiors 8, liegt immer genau ein Wurzel-
punkt jeder trinomischen Gleichung des betreffenden Typus. Dabei be-
deutet das Inmere eines etwa vorhandenen verschwindenden 8. (d. 1. eines
V__) die Punkie des Vektors selbst; und es gilt weiter die Beschrdnkung,
daff fér ein etwa vorhandemes Vi, lings dessen zwei 8, aneinander-
stofen, entweder je ein Wurzelpunki im Innern jedes der beiden Sek-
toren S, liegt, oder aber, daf beide Wurzelpunkte auf der gemeinsamen
Begrenzung liegen. Zwischen diesen beiden Moglichkeiten' kann ohne Hin-~
zunahme der absoluten Betriige der Koeffizienten nicht entschieden werden ®).

%) Eine andere Separation der Wurzeln trinomischer Glemhungen verdankt man
P. Nekrascoff, Uber trinomische Gleichungen, Math. Ann. 29 (1887), 8. 418—430. Soweit
ein Vergleich mit der gegenwiirtigen Arbeit in Betracht kommﬁ, &elgb Nekrassoff,
daf8” die Wurzeln gemm separiert sind durch die Zerlegung der Bbene in # (Grad
der Gleichung) vom Nullpunkt ausgehende Sektoren je von der Offnung 2 @/n ;- 'wobei
der Anfang eines Sektors von ©,, @,, @, allein abhéngt. Dem Nachteil, da8 in
dieser Einteilung die Sektoren S, bereits fiir sich allein die ganze Ebene iiber;:leeken,
steht gegeniiber, daB in Nekrascoffs Einteilung bei festgehaltenen @, und @ ans
scheinend der Koeffizient des: mittleren Gliedes beliebige komplexe Werte annehmen
darf, ohne daB die Wurzelpunkte aus den Sektoren 'heraustreten. — Durch eine
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c) Um auch ein Beispiel fiir komplexe Koeffizienten zu geben, be-
trachten wir den Typus (6, =0, 0, =2=x[5, 0, =5x/6). Die kritischen
@-Werte sind gegeben durch 5¢ — 576 =4 x, 1, =1,8,5,7,9; resp.
S5 —2¢+2nd)=ln, 1,=1,3,5 20+2a[/5—~5n/6=1in,
Ay =1, 3. Man findet: ¢=66° 84°, 129° 138°, 204° 210°, 282°,
309°, 324°% 354° und erhdlt die fiinf Sektoren 8,: 66° < ¢, < 849,
1200 < g, < 1889, 2040 < g, < 210°, 282° < @, < 3092, 3240 < ¢, < 354°.
Jeder dieser Sektoren enthilt genau einen Wurzelpunkt.

$ 6.

Quadrinomische Gleichungen und k-nomische Gleichungen, & > 4.

Wir betonten bereits, daBl bei wachsendem % unser Verfahren rasch
an Ergiebigkeit einbiift. Jedoch erhalt man fir £ =4 gewéhnlich, und
fir k > 4 hiufig, wertvolle Auskunft, die in den meisten Fillen durch
Beriicksichtigung der absoluten Betridge der Koeffizienten leicht wesentlich
vervollstindigt werden kann.

a) Indem wir den ohne Schwierigkeit vollstindig zu behandelnden
Fall der reduzierten biquadratischen Gleichung iibergehen, behandeln wir
nun als Beispiel einer quadrinomischen Gleichung hoheren Grades den
Typus (©,,=10, 6, =0, &; =10, O, =0). .

Der, verglichen mit der Anzahl der Terme hohe, Grad and die Ver-
teilung der Exponenten lassen erwarten, daf man verhiltnisméfig gute
Auskuntt iiber die Separation der Wurzeln dieser Gleichung erhalten wird.
Die Sektoren 8, sind 18° < ¢, < 86, 36° < @, < 60°, 90° < @, < 108°,
108° < @, < 140°, 162° < @, < 180°, 180° L, < 1987, 220° < ¢, < 252°,
9520 < ¢, < 270° 300° < ¢, < 324° 324° < @,y < 342° Die kritischen
Werte ¢ = 369, 108°, 252°, 324° ergeben je ein Vi., so daB kein
Wurzelpunkt auf einem dieser Vektoren liegen kann, und kein Wurzel-
punkt bei verinderlichen, positiven Koeffizienten aus einem Sektor S
iiber diese Vektoren hiniiber in ein benachbartes S, wandern kann®).
Dagegen ist es moglich, daB auf dem Vektor g == zwei reelle negative
Waurzelpunkte liegen, da ¢ = 7z ein V4, ergibt. Da es tatshichlich Glei-

leichte Ubertragung konnen wir aus Nekrassoffs Satz IIL fiir unsere S, das Folgende
hersuslesen: Falls z%--az™+5=0, a+ 0, b0, (m, n)=1, die vorgelegte Glei-
chung ist, so haben wir zwei zusammenstofende S, dann und nur dann, wenn
a™|b?~™ reell ist. Je nachdem dann m™ (m—n)""™ (—a)* <a" (=b)""™ oder
>n®(—b)""™ ist, liegt je ein Wurzelpunkt im Innern jedes der beiden Sektoren 8.,
oder es liegen zwei Wurzelpunkte auf der gemeinsamen Begrenzung, und keine jmi
Innern der beiden Sektoren. Der Fall (m, n) > 1 wird unmittelbar auf diesen zu-
riickgefithrt. — Wir fithren diesen Satz an, obgleich er von den absoluten Betrigen
der Koeffizienten Gebrauch macht.
6 Vgl. § 3
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chungen des gegebenen Typus gibt, welche einen Wurzelpunkt in dem
Sektor 18° < @, < 36° haben (z. B. 2%+ ¢£,2° 4 ¢,2°4+1=0, ¢ >0,
& > 0, &, & hinreichend klein), und da es in dhnlicher Weise Gleichungen
unseres Typus gibt, die einen Wurzelpunkt in irgendeinem anderen der
Sektoren S, haben, konnen wir sagen, da wir gerade n = 10 Sektoren §,
haben: In jedem Sektor S, liegt genaw ein Wurzelpunkt jeder Gleichung
(0,0=0, 8,=0, 6, =0, O,=0), aufer daf} die beiden Wurzelpunkte
tn den beiden Sektoren 162° < ¢ < 1809, 180° < ¢ < 1989 beide in den
Vektor o = n hineinriicken kénnen. Eine Angabe, wann dieses geschieht,
18t ohne Beriicksichtigung der absoluten Betrige der Koeffizienten nicht
moglich.

b) Falls nicht nur die Argumente der Koeffizienten gegeben sind,
sondern die Koeffizienten selbst, kann man oft durch einfache Kunstgriffe
viel genauere Auskunft erhalten, als die direkte Anwendung unserer Me-
thode auf den betreffenden Gleichungstypus ergibt. Wir erlautern dieses
durch ein Beispiel.

f(z)=2%'482%+222+52+4+4=0. Zundchst erhalten wir nur
(6,=0, =0, 6,==0, 6, =0, 6, =0) hat keine Wurzelpunkte in
.dem ‘Sektor S_, 315% < ¢ < 405°%(=45%). — Wir verwenden nun auf
folgende Weise die Tatsache, da die Koeffizienten bekannt sind. Wir
bilden f,(2)=(z—«)f(2) =24+ (3 —a)2* +(2 — 3a)2® + (5 —2a)2?
+ (4 ~5¢)z—4a=0, wihlen fiir « der Reihe nach Werte, die den
Koeffizienten von 2¢, von 23 von 2%, von 2 zum Verschwinden bringen,
und wenden jedesmal auf die so erhaltene Gleichung unser Verfahren an.

w=38: f,(2) =2%—=72% — 2% — 112 — 12 = 0; wir finden, dal diese
Gleichung keine Wurzelpunkte hat in den Sektoren S_, 0° < ¢ << 60°,
8009 < ¢ < 360° so daB wunser oben erhaltener Sektor, in dem kein
Wurzelpunkt von f{2z)==0 liegen kann, nach jeder Seite um 159 ver-
groBert worden ist.

«=2/8: f,(2)=247/32* +11/3z +2({82—8/3=0; diese
Gleichung hat kefne Wurzelpunkte in den Sektoren 0°< ¢ < 45°
909 < ¢ < 1359, 225° < @ < 2709, 315° < @ < 360°.

=5/2 fl(z)—-z"—f— 1/22¢—11/225—17/22 —10 =0; es sind
keine . Wurzelpunkte in dén Sektoren 00 < @ < 60°, 120° < ¢ < 144°,
216° < ¢ <'240°% 300° < 9 < 860°.

ot—4=/5 fl(z)—-z“-{— 11/52% — 2/52% + 175 2% — 16/5=0 hat
keine Wumzelpunkte in den Sektoren 90° < ¢ <1449, 2160 < @ < 270°.

Vereinigt erhalten wir: die gegebene G‘rlelchung hat alle Wurzelpunkte
in den Sektoren 84.;‘? 60° < @ < 90°, 144° < ¢ < 180°, 180° < ¢ < 216°,
270° < @ < 300° In jedem dieser Sektoren liegt je ein Wurzelpunkt,
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wobel jedoch zweifelhaft bleibt, ob zwei negative reelle Wurzeln auftreten,
oder anstatt ihrer zwei nicht-reelle Wurzeln mit negativem reellem Teil.
Tatsichlich hat die Gleichung zwei negative Wurzeln, eine im Intervall
(— 8, —2), eine im Intervall (— 1, 0).

In #hnlicher Weise kann man die gegebene Gleichung mit einem
Faktor z° + «z -+ 8 multiplizieren, und iiber die zwei GréBen «, § derart
verfiigen, dal in (2% +wz -+ B)-f(2z) zwes Koeffizienten verschwinden, usw.
Auf die oben behandelte Gleichung angewendet, wiirde dies uns gestatten,
die Intervalle (144° 180°) resp. (1807, 216°) auf (150°, 180°) resp.
(180°, 210°) zu verkleinern.

Auch Transformationen z =2’ — y, in denen y so gewshlt wird, daB
in @(2')=/f(2'—y)=0 einer der Koeffizienten von 2z’ verschwindet,
kénnen mit gutem Erfolg verwendet werden, jedoch werden die erhal-
tenen Gebiete nun von komplizierterer Art sein, da die Sektoren 8, fiir
die verschiedenen Werte von y von verschiedenen Punkten ausgehen.

(Eingegangen am 12. 10. 1921.)



