
Uber die Separation komplexer Wurzeln algebraiseher 
Gleiehungen. 

Voll 

Aubrey J. Kempner in Urbana (U. S. A.). 

L Atlgemeines. 

w 
Zur Trennung der komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleiehung 

kann man, wie wir zeigen wollen, in einiacher Weise die Argumente der  
Koeffizienten systematiseh heranziehen. Als praktisch wiohtigen Fall sohliel~t 
~es ein, da~ fiir Gleichungen mit reellen Koeffizienten bereits die Vor- 
~eichen in gewissem Umfange Aussagen iiber die Verteilung der komplexen 
Wurzeln zu machen gestatten. 

Sei die vorgelegte Gleichung mit ganzzahligen positiven Exponenten 

(1) f(z)=a,,,z'~,+an, z",+...+ao=O; n, > ~ , > . . . ;  

a~=r,~e~%, 0 ~ O , s < 2 n ,  r , , > 0 ;  z=#e ~, 0 ~ r  ~ > 0 .  

In der Ebene dot komploxen Zahlen denken wit uns vom Nullpunkte 
aus die Halbstrahlen oder Vektoren @nz markiert. Der Vektor ~o soil 
seine Richtung beibehalten; der Vektor @x soll mit konstanter Winkel~ 
geschwindigkeit sioh ira positiven Sinne drehen, wghrend gleiehzeitig d e r  
Vektor @j, ] > 1, sioh mit konstanter, ~-facher, Winkelgesahwindigkeit 
ira. positiven Sinne dreht. In jedem Augeablick repr~sentieren datua 
die Vektore~ die Ri~tungen der die Terme % z~! ----- % e~J e ~en ,+~  , 
j ~ 1 ,2 ,  . . . ,  und ao-~roe'eo darstellenden Vektoren. Diese Riohblmgen 
h~ngen allein ab yon ~ mad den vorgegebenen Os,. Bis auf einige 
Spezialf~lle sind die abzuleitenden Si~tze direkte Folgerungen des Satzes, 
dal~ die Summe der yon einem Punkte ausgehenden Vektoren ~ f ;  
nicht verschwinden kann, wenn sich durch den Pun~ eine Gerade legen 
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l~l~t, derart, dab alle Vektoren auf eiaer Seite der Geraden liegenl). 
Dabei diirfen Vektoren in die Gerade selbst iallen, iedoeh mu~ mindestens 
ein Vektor nicht in eler Geraden liegen. Wenn wit daher q~ das Inter-  
vall (0 ,2u)  durchlauien lassen, werden in allen TeilintervaUen, innerhalb 
deren alle Vektoren auf einer Seite einer Geraden liegen (falls dcrartige~ 
Intervalle existieren), sicher keine Wurzeln yon f ( z ) ~  0 vorhanden sein, 
welches auch die zwischen 0, q-o~ liegendea Werte der ~'~. sein m6gen. 
Wir werden zeigen, da~ auf diese Weise ffir alle trinomisohe'n Gleichunger~ 
eine (ira wesentlichen vollst~indige)Separation aller Wurzeln hergestellt; 
wird (vgl. w 5), und dab wir fSr k-nomische Gleichtmgen, k > 8, oit~ 
wertvolle Auskunft erhalten, obwohl diese Auskunft mit wachsendem /~ 
weniger pr/izis zu werden strebt. Von zwei Gleichungen gleicher Glieder- 
anzahl erhiilt man oft wertvollere Auskunft fiir die Gleichung hSherer~ 
Grades als fiir die Gleichung niedrigeren Grades. -- Die Betraehtungerx 
lassen sich tmmittelbar ausdehnen auf Gleichungen mi~ negativen g a n z -  
zahligen Exponenten und, in sinngem~l]er Weise, auf Gleichungen mit g e -  
broehenen positiven und negativen Exponenten. 

w  

Wit sagen yon einer Gleichung ( l ) ,  dab sie yore Typ~t8  
(0,~, 0~., . . . ,  0o) sei. So ist beispielsweise c~z ~ - c~z ~ + o~ z + c o ----- 0 ,  
c,. > 0, yore Typus (O, = 0, O 9 ~ zr, O 1 ~ 0, 0 o = 0). Das Absolutr 
aoll immer ton Null verschieden sein, aufler weitn das Gegenteil a u ~ -  
driicklich erwSh~$ wird. Daher sind alle Wurzeln uaserer Gle ichungen  
yon Null verschieden. Unsere Aussagen werden sich auf alle Gleiehungen 
beziehen, die ~.u demselben Typus gehSrea, -- -Wit nennen ein I n t e r v a l l  
yon ~ (mi~ AusschluB der Grenzwerte), sowie auch das Innere d ~  e n t -  
sprechenden Sektors in der Ebene der komPlexen Zahlen, ein 8 ,  falls e s :  
fiir jedes T des Intervalls eine dutch den Nullpua, kt g:ehende Gerade g i b t ,  
derart, da~ Mle Vektoren O,1 ~ n I ~, O,, -~ n~ 9,  . - . ,  Oo auf einer S e i t ~  
c~er Geraden hegen. Dann kann S_ keineu Wurzell~i~nk~ ton f(z)  e~$-- 
halten. Die anderen Sektoren, flit die es solche Geraden nicht gibt, s e i e ~  
mit S+ bezeichnet. Alle Wurzelpunktd" ton (1) liegen ,in den lit+ ( n z g ~  
E i n ~ u ] 3  der begrenzenden StraMen). Des bequemeren:Aaasdruckes halh ~ 
sagen wit, dab ~ nile ~ eines 8_ die Vek~oren O,, .-~ n i q~, O~,'q: n~.qo ,, 
. . . ,  O~ eine ,,GesamtSffnung" <: ~ haben, w~ihrend "~iir ulld ~ eines ~ _  
die Vektoren eine GesamtSffnung :> ~r haben. Wit t ~ e n  ~sbald. t )~ .~  
sondere Vereinbarungen fii~ den UbergangsfaU einer GesamtSi/n~ng ~ ~:r 

I) Bekanntlich wJrd flieses Prinzip in der ~]gebr/~ und Funlr v~t~!:. 
fach angewendet bei der Untersuchung der relativeh Lage" d~t;:"Nul'l~t~len e i r i ~ .  - 
'Funktion f (z)  und der abgeleiteten FunkCion fr (z):" 
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Die ~-Werte,  die dem Anfang oder Ende eines S_ oder eines S+ en~- 
sprechen, miissen unter denen enthalten sein, fiir we]the zwei oder mehr 
tier Vektoren gerade einen Winkel z miteinander bilden. Diese letzteren 
q~-Werte seien kritische Werte yon q9 genannt. Sie sind flit einen ge- 
gebenen Typus in endlicher Anzahl vorhanden und sofort angebbar: sie 
sind offenbar diejenigen q~-Wer~e, flit die wenigstens ein Paar yon Werten 
Oj., O k (~, k-----n 1, n~ , . . . ,  0) die Gleichung erfiillen 

(2) 

Es ist aber im allgemeinen nicht wahr, daft umgekehr~ jedem kritisehen 
Weft yon q~ der Anfang oder das Ende eines Sektors ~+ oder S_ ent- 
sprich~. Insbesondere ist ein kritischer ~-Wert, fik den die Gesamt- 
6ffnung ~ n ist, niemals der Anfang oder das Ende eines S+ oder eines 
S .  Eine einfache Uberlegung erweist folgende Sacblage" 

I. Wenn bei wachsendem T beim Passieren eines kritischen Wertes 
die Gesamt6ffnung yon :~ n zu -< n iibergeht, so repr~entiert dieser 
q~-Wer~ den Anfang eines S_ und das Ende eines S+. Solehe Vektoren 
m6gen dutch V+_ bezeichnet werden. 

Beispiel" z ~ - -  c 1 z + % = 0, co, c 1 > 0, 

d.i. Trpu  ( O , = 0 ,  O o = 0 ) ,  

II. Wenn die GesamtSfrmung yon <: ~ zu 2> ~z iibergeht, so re- 
priisentiert det ~-Wert das Ende eines S und den Anfang eines ~q+. 
Solehe Vektoren mSgen V_ + genannt werden. 

g$ 

mi piez- Typ s 0, O1 = o, Oo = v = 

IIL Es karm gesehehen, da/~ beim Passieren eines kritischen ~-We~tcs 
die Gesamt6ffnung sowohl vorher als nachher :>  z ist. Solche Vek~ren 
nennen wit F+ +. Es sind d~ei Fiille zu unterscheidea: 

a) Ftir den kri~ischen ~p-Wer~ selbs~ sei die Gesamt6ffnung :> ~. 
Dieses kann nur eintreten flit k- nomische GIeiehungen, k ~ 4. Der 
Vektor ergibt in diesem Falle keinerlei Auskunft fiber die Verteilung der 

Wurzeln. = 

geispiel : Typus ( e ,  = o, o ,  = o, e~ - .  o, e~ = o, eo = o), v = .g, 

b) Fiir einen kritisehen 9~-Wert sei die Gesamt6ffnu-ag ~) ~,. abet nioh~ 
alle Vekto~en i~ einer Geraden. Solche Vek~oren seien du'reh V+ + be- 
zeiehnet. Dana kann kein Kullpunk~ yon f ( z )  auf einem V++ tiege~.,~ 
so da~ ein solcher Yek~or sis eLn Sekto~ S_ angesehen werden kant, clez 
sieh auf den Vektor reduziert hat; iolgerichtig mull .man den SekCor.Sr 

~) D-i., es ~ind mindesCens zwei Vektoren vorhanden, die elnen Wi~akel ~ 'mit- 
eiaander bilden und yon denen einer durch l~t~tion in den anderen iibergefiihrb 
werde/~ kann, ohne anderen Vektoren des Systems zu begegnen. 

4* 
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innerhalb dessen er liegt, als dureh ihn in zwei Sektoren S+ zerlegt an- 
sehen. Aueh dieser :Fall tritt erst bei k ~ 4 auf. 

7I 

Beispiel: Typus (O 4 ~ 0 ,  O.0:=0, O 1 ~ 0 ,  Oo--0) ,  ~ : - ~ .  

c) Ffir einen kritischen T-Wert liegen alle Vektoren in einer Geraden. 
In diesem Falle geben zwar die V++ (sie seien V"++ genannt) keine 
direkte Auskunft fiber die Separation der Wurzeln, jedoch erhalten wir 
Auskunft fiber Symmetrieverh~iltnisse der Wurzelverteilung in der Ebene 
der komplexen Zahlen (vgl. w 3). 

Beispiel: Typus (O~-~0,  O l = J r ,  O o ~ 0 ) ,  q = 0 .  

IV. Es bleibt als letzter Fall die Miiglichkeit iibrig, dab beim 
Passieren eines kritisehen qv-Wertes die GesamtSffnung sowohl vorher als 
nachher < ~t ist. Ein solcher Vektor werde ein V__ genannt. Man sieht, 
daB, wenn dies eintritt, alle Vektoren ffir den Icritisehen Weft in dieselbe 
Gerade fallen mfissen. Daher wird man das V__ passend als einen auf 
den Vektor reduzierten Sektor S+ ansehen, welcher dann den Sektor S ,  
innerhalb dessen er liegt, in zwei S teilt. 

Beispiel: ( 0 ~ = 0 ,  0 l~-:z ,  0 o ~ 0 ) ,  q~=,7. 

w  
Durch die beschriebenen Operationen wird die Ebene der komple• 

Zahlen abweehselnd in Sektoren S+ und S eingeteilt, wobei jedoch 
manche der S+ und S sich auf einen Vektor reduzieren kSnnen. Wir 
bedenken ferner, daB, da zwei S+ nut im Nullpunkt zusammenh~ngen, 
eine kontinuierliche /~nderung der Wurzeln, entsprechend einer konti- 
nuierliehen /~nderung der absoluten Betr~ige der Koeffizienten zwischen 
beliebigen positiven Grenzen, bei festgehaltenen Argumenten der Koeffi- 
zienten, die Gesamtzahl der in jedem Sektor S+ befindlichen Wurzeln un- 
ge/indert 1/iBt, da die Auswanderung aus einem Sektor S+ in einen anderen 
bedeuten wfirde, dab die Wurzel dutch den Weft Null hindurchgehen 
mfiBte, was nach Voraussetzung ausgeschlossen wurde. Wenn wir daher 
]iir einen gegebenen Typus /iir irgendeine Gleichung die Anzahl der in 
jedem Sektor S+ gelegenen Wurzelpunkte kennen so hat ]ede Gleichung 
des Typus dieselbe Verteilung der Wurzelpunkte. 

Wit zeigen ferner, dab in jedem Sektor S+ mindestens eirm Wurzel 
der Gleichung liegen muB: Die verwendete SchluBweise gilt unver/indert ffir 
aneinanderstoBende Sektoren S+ (d. h. Sektoren S+, die dutch einen ver- 
schwindenden S - S e k t o r  voneinander getrennt sind) und ffir versehwin- 
dende S+. Wir nehmen zuniichst an, dab die Gleichung trinomisch sei und 

ein in einem S+ liegender Wert des Argumentes; dann haben die den 
drei Termen entsprechenden Strahlen die Eigenschaft, daB, wenn man 
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auf einem von ihnen eine beliebige Liinge vom Anfangspunkt auftriigt, 
dadurch auf den beiden anderen Strahlen Liingen bestimmt werden, tier- 
art, dab die geometrische Summe der drei Vektoren verschwindet. Dieses 
besagt, dal3, falls fiir trinomische Gleiehungen ein Typus vorgegeben ist, 
und man in irgendeinem der zugehSrigen S+ einen Punkt beliebig wiihlt, 
es sicher eine trinomische Gleichung des gegebenen Typus gibt, flit welche 
der Punkt ein Wurzelpunkt ist. Da aber, wie bemerkt, ein Auswandern 
eines Wurzelpunktes aus einem Sektor S+ in einen andern bei Ver~nde- 
rung der Koeffizienten nicht stattfinden kann, solange der Typus unver- 
/indert bleibt, ist der Satz fiir trinomische GIeichungen bewiesen. (Vgl. 
auch w 5, b)). Fiir k-nomische Gleichungen, k ~ 3, wiihlen wit yon den 
k-Strahlen (deren GesamtSffnung > ~ ist) drei aus, derart, dab die Ge- 
samtSffnung dieser drei Strahlen ebenfalls > et ist. Diese drei Strahlen 
entsprechen gewissen drei Termen der vorgelegten Gleichung. Wenn wir 
auf einem dieser Strahlen einen Punkt beliebig w/ihlen, so kSnnen wir, 
falls wir auf den k -  3 nicht ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt 
in hinreichender Ndhe des Anfangspunktes w~ihlen, immer noch auf den 
zwei anderen ausgezeichneten Strahlen je einen Punkt w~hlen, so dal~ die 
geometrische Summe der k Punkte verschwindet. Dadurch ist bewiesen, 
dab es fiir jeden vorgegebenen Typus Gleichungen gibt, fiir die ein be- 
liebiger in einem S+ gelegener Punkt ein Wurzelpunkt ist, und wir 
schliel~en wie oben, dab jede k-nomische Gleichung yon vorgegebenem 
Typus in jedem zugeh5rigen S+-Sektor wenigstens einen Wurzelpunkt 
hat. Q.e .d .  

I f  

Die beiden F/ille III  c), F+ +, und IV, V _, kSnnen nut vorkommen, 
wenn die Wurzelpunkte yon f(z) symmetrisch zu tier Geraden q: in der 
komplexen z-Ebene liegen. Es wird n~imlich, wenn q~o der Neigungs- 
winkel des betr. V" + + oder V _  ist, die Gleichung durch die Substitution 
z' = z-e-~o in eine andere iibergefiihrt, in der alle Koeffizienten denselben 
Wert des Argumentes haben. - -  Dasselbe findet auch start fiir einen 
Winkel ~, fiir den alle Vektoren nicht nur in einer Geraden, sondern so- 
gar in derselben RicStung liegen (GcsamtSffnung = 0). Umgekehrt mul3 
einer dieser F~lle vorliegen, wenn es eine durch den Nullpunkt gehende 
Gerade gibt, in bezug auf welche die Wurzeln der Gleichung in der Zahlen- 
ebene symmetrisch verteilt sind. 

Es verdient, bem6rkt zu werden, dal~ man in Gleichungen mit reelIen 
Koeffizienten zwischen zwei Arten von reellen Wurzeln unterscheiden kann. 
Eine Wurzel kann reell sein, weil ein Sektor S+ in einen Vektor V__ fiir 
q~-=: 0 oder q~ = ~r degeneriert (w 2, IV), wi~hrend zu beiden Seiten ein 
Sektor S_ liegt. In diesem Fall mull die Wurzel reell bleiben, wie auch 
die (reell vorausgesetzten)Koeffizienten sich stetig i~ndern mSgen, voraus- 
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gesetzt, daft sie nicht zu Null werden. Oder, eine Wurzel kann reell sein, 
weil ein Sektor S+ sich fiber den Winkel 0 oder ~ hinfiberstreckt. In 
diesem Falle kSnnen die in dem betreffenden S+ enthaltenen Wurzelpunkte 
(oder einige yon ihnen) zugleich auf der Achse der reellen Zahlen liegen, 
und es ist nun nicht mSglich, ohne die absoluten Betriige der Koeffizienten 
heranzuziehen -- z.B. dutch Verwendung der Diskriminante --,  eine de- 
finitive Aussage dariiber zu machen, ob die betreffenden Wurzeln reell 
oder komplex sind (vgl. w167 5, a); 6, a)). 

Ein Apparat nach Art eines ,,Planetariums", welcher die Vektoren 
yon willkiirlich gewghlten Anfangslagen und mit Winkelgeschwindigkeiten, 
die zueinander in den Verh~ltnissen 1 " 2 " 3 " . . . ' n  stehen, rotieren l~l~t, 
wiirde zur mechanischen Bestimmung der Sektoren S+, S fiir vorgegebene 
Gleiehungstypen geeignet sein. Die Herstellung eines solchen Apparates 
wiirde keine Schwierigkeiten bieten. Eine gewShnliche Taschenuhr ist 
z, B. geeignet, die Sektoreneinteilung fiir alle Gleichungen einer der Formen 
z 1~ ::i: az ~ + b = 0, a > 0, b > 0, ,t = 1,11 durchzufiihren. 

Wit bemerken noch, dal~ fiber die Verteilung der Nullstellen yon 
d f ( z ) /d z  das Folgende gilt: Falls liar eine Gleichun9 yon gegebenem 
Typus die S+-Sektoren hergestellt werden, so liegen auch alle Wurzel- 
punkte yon f '  (z) in diesen S+, und zwar enthdlt jeder Sektor S+ diesdbe 
Anzahl yon Wurzelpunkten yon f(z)  wie yon f '(z),  mit Ausnahme eines 
S+, das einen Wurzelpunkt weniger yon f'( z ) enthdlt als von f( z). 

Zum Beweis geniigt es, unter Berficksichtigung des am Anfang dieses 
Paragraphen aufgestellten Satzes, darauf hinzuweisen, dab I. f ' ( z ) ~  0 
und f ' ( z ) . z  - 0  mit Ausnahme der Wurzel z = 0 dieselben Wurzeln haben: 
2. falls f(z) vom Typus (O~1 , O,~, . . . ,  O%, Oo) ist, dann z . f ' ( z )  vom 
Typus (0 , , ,  0 , , , . . . ,  o,k) ist; 3. jeder Sektor S+ von (O,,, O~, . . . ,  O~) 
innerhalb, oder wenigstens nicht au[3erhalb, eines S+ von (0,1, 0 ,~ , . . . ,  
O%, Oo) liegt. 

II. Anwendung au[ spezielle Gleiehungstypen. 
w 

Binomische  Gle iehungen (O,, --" 0, O o = beliebig). 

Die kritischen q-Werte 'sind die n Werte ~ = (O o ~- (2~ + l ) ~ ) / n ,  
~-0 ,  1 , . . . ,  n -  1. Den n Vektoren (vgl. w 2, IV) entsprechea n ver- 

schwindende 8ektoren S+. 
w 

Tr inomische  Gleich ungen. 

a) Reelle Koe/fizienter~. Wit fibergehen den einfachen Fall quadra- 
tischer Gleiehungen und betrachten nur reduzierte kubische Gleichungen 
O s - 0 ,  O l - - 0  oder ~, O o = 0  oder re): 
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Fiir Gleichungen 
Wurzeln z 3 = Oje iq~i, 
dige Klassifikation'~) : 

a > 0 ,  b > 0 :  q h ~  
a > 0 ,  b < 0 :  ~ 
a < 0 ,  b > 0 :  ~o~= 
a < O ,  b < 0 :  ~---- 

mit rcellen Koeffizienten, z 8 + az + b = 0 und mit 
.oj > 0, ~ = 1 ,2 ,  3, erhalten wir folgende vollst/in- 

0; ~/2 < q~ < 2~r/8; 4~t/3 <: ~o a <: 37t/2. 

Fiir a < 0 ,  b > 0  und a < 0 ,  b < 0  haben wir einen in w  er- 
w~hnten Fall. Wenn z. B. fiir a < 0, b > 0 in 0 ~ s  < ~z/3, 5 ~/3 < ~ 8 ~ 2 ~  
die Gleichheitszeichen gelten, haben wir drei reelle Wurzeln, zwei positive, 
eine negative. Fails das Gleichheitszeichen nicht gilt, haben wir zwei 

nicht-reelle Wurzeln mit Argumenten in "den angegebenen Intervallen. 
Um zu entscheiden, weleher Fall vorliegt, mul$ die Diskriminante heran- 

gezogen werden. 

b) Komplexe Koe/fizienten ( 0,~ ---- beliebig, O,~ ~ beliebig, O o ~ be. 
liebig). Fiir trinomische Gleiehungen erhalten wit, wie die obigsn. Bei- 
spiele bereits vermuten lassen, ira wesentlichen ersch~ipfende Auslmnft 
fiber die Separation der Wurzeln. Wit stellen, ohne in jedem Fall auf 
dis einfachen Beweise einzugehen, die Hauptresultate zusammen. 

Die Bestimmung der kritischen ~-Werte dutch AuflSsung der Glei- 
r (2), w 2, ergibt 2n  Werte, die aber nieht notwendig alle ver- 
schieden sind. Wean alle verschieden sind, erhalten wit n nicht-ver- 
schwindende Sektoren S+, voneinander getrennt dutch n nicht-versohwin- 
dende Sektoren S_. Falls dieses stattfindet, sind die Wurzeln getrennt, 
dean wir haben in w 3 gezeigt, daI3 jede Gleichung des betreflenden Typus 
in jedem S+ mindestens einen, Wurzelpunkt hat, uad, da wir n Sektoren 
haben, so hat die Gleichtmg genau einen Wurzel3aunkt in jedem S+. 

Die Spezialfiille, in denen mehrere der kritischen ~-Werte zusammen- 
fallen kSnnen, sind die folgenden: 

Die Koe/Is s~ien reell. 
.Fiir m, n teilerlremd: Voa den 2 n kritischen ~-Werten kSnnen dann 

enlweder zwei Werte 0 zusammenfallen, oder zwei Werte ~z, oder aber 
zwei Werte 0 kSnnen zusammenfallen und auch zwei Werte ~. Im ersten 
and im zweiten Fall kann der entsprec]iende, auf einen Vektor sich rectd~ 
zierende Sektor entweder ein F__ oder ein V++ sein; im d~tten Fall 
erhalten wit je ein TT__ und ein V+'+. Um ohne Ausr~me yon genau 

a) Hierbei wlirden a = 0 oder b = 0 ~bezgangsformen entspreohen, welchr n|o!tt 
~tmdrfieklioh hervorgehoben sind. 

4) D. i., eine reelle nbgative Wurzel, zwei nioht reelle Wurze!n, Ton d~n ,je 
eine in jedom der beiden angegebenen 30~ liegt. 
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n Sektoren S+ reden zu kSnnen, miissen wit fiir ~rinomische Gleichungeri 
nicht nur, wie in w 2, V__ als ein 8+ z~hlen, sondern wit mfissen auch 
festsetzen, daf] ein in einen Sektor ~q+ faIlendes V_~+ den Sektor in 
zwei S+ zerlegt. 

Fi~r m, n nicht teilec./remd, (m, n ) ~  k ~ 1: Wir erhalten wieder 
genau n Sektoren ~q+, indem wit vom Typus (O~/k, O,,/~. Oo) ausgehe~ 
und dann alle Winkel im Verhglgnis k : l  gegen O o bin kontrahleren, so 
da~ durch diese Operationen der Sektor (Oo, 2 ~ / k ~  Oo)ausgefiillt wird, 
und schlieBlich die Ebene durch k aneinandergef/igte solche Sektoren 
iiberdecken. 

Die Koef/izien~en seien l~omplex (nicht alle ~eell). Im allgemeine~ 
Fall haben wir nun n nichg.verschwindende 8+ und n nicht-verschwin- 
dende S_. Wen~. (m, n ) . =  1, existier~ hSchstens eine, leicht ~uffindbare 
Symmetrieachse durch den Nullpunkt fiir die Wurzelpunkte, und diese 
spielt genau die Rolle des 0-Vektors und des ~-Vektors in dem eben 
besprochenen Fall reeller Koeffizienten. Wenn (m, n) ~ / r  > 1 \  haben 
w~r entweder (allgemeine~ Fall) keinen verschwindenden Sektor (n~mlich_ 
wenn die Gleiehung r~e~O~z~/~ ~-r,~e~e,~z~/~--~ ~'oe~Oo~O , r~.r,,,.ro ~ O, 
keine dutch den Nullpnnkt gehende Symmetrieachse fiir die Wurzelpunkte 
hat) oder wir erhal~en eine Figur, die sich nut dutch eine gewisse Ro~a- 
tio~ urn den Nullpunkr von der entsprechenden Figur fiir reelle Koeffi- 
zien~en un~;erseheidet. Wir maehen daher wieder dieselben Annahmen wie 
oben behufs Z~hlung der S+. Dann gilt: 

"~m Innern eines ~eden Sektors 8+ lieg~ immer genau ein Wurzel- 
punkt ~eder trinom~chen Gleichung des betre]/enden Typus. 1)abel be- 
deutet da8 lnnere eine~ etwa vorhandenen verschwindenden 8+ (d. i. eines 
V__) die Punkte des Vektors selbs$; und es gil~ wei~er die Beschrdnkung, 
daft far ein etwa vorhan~lenes V~_+, lgngs dessen zwei S+ aneinander- 
stoflen, entweder ~e ein Wu~'zr im Innern ]edes der beiden Seko 
toren S+ lie~t, odev abet, daft beide Wurzelpunkte au] der gemeinsamen~ 
~Begrenzung Iiegen. Zwischen diesen beiden Mfgliehkeiten" kann ohne Hin- 
zunahme der absoluten Betr~ige der Koeff~zienCen nicht entsehieden werden'~). 

~) ~Eine and~re Se~ar~t~ion der Wurzeln trinomiseher Glei~hungen verdankt mare 

P. ~ek]:as~off, ~-~er ~ri~o~isc[~e Gleich~ge~, Math. Ann. 29 (1887), ,S. 4!g--480. Sowei~ 
ein Vergleich mi~ der geg~nwgrtigen Arbeit in Betracht komm~, ~ezg~ Nekra~soff, 
dal~ die Wurzela genat~ separiert stud darch die Zerlegung der E~/ene in ~ (Grad 
der ~]eichung) yon1 Nullpunk~ aasgehende Sektoren je yon der Offnung 2 ~r/c~;:wobei 
der Anfang eines Soktors yon 0~, Ore, @o allein abhgngt. Dora Nachteil, dab in 
dieser Einteilung die Sektoron t~+ bereits fiir sioh allein die ganze Ebene iiberdeoken, 
steht gegen/iber, da/] hi Nekra~offs Eintei/ung be.i festgehsl~enen Oa und ,0o ~ ~n ~ 
seheinel~d der Koeffiz/e~nt des, mi~ttieren Olieeles beliebige komplexe Werte annehmen 
daft, ohne dab die Wurzelpunkto aus den Sektoren 'heraustret.en. ~ Durch eine 
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c) Um auch ein Beispiel fiir komplexe Koeffizienten zu geben, be- 
traehten wir den Typus (O~ = 0 ,  O~ = 2~z/5, O o = 5~z/6). Die ~i t ischen 
~:Wer te  sind gegeben durch 5 ~  -- 5~z/6 ~ z ,  2~ ~ 1, 3, 5, 7, 9; resp. 

2a -~1 ,  3. Man findeC: ~ 6 6  e, 840 , 1290 , 138 e, 2040 , 210 e, 2820 , 
3090 , 324 0 , 3540 und erh~ilt die fiinf Sektoren S+:  6 6 ~  r <: 84 e, 
129~ ~- 6oe ~ 138~ 2040 ~ ~s <: 210~ 282~ <: % ~ 3090, 824~ ~ <P~<: 354% 
Jeder dieser Sektoren enth~lt genau einen Wurze|punkt. 

w 

Q u a d r i n o m i s c h e  G t e i c h u n g e n  und k - n o m i s c h e  G l e i c h u n g e n ,  k > 4. 

Wit betonten bereits, da~ bei wachsendem k unser Verfahren rasch 
an Ergiebigkeit einbiiBt. Jedoch erhiilt man fiir k ~ 4 gewShnlioh, und 
fiir /c :> 4 h~ufig, wertvolle Auskunft, die in den meisten FMlen durch 
Beriicksiqhtigung der absoluten Betrgge der Koeifizienten leieht wesentlich 
vervollstandigt werden kann. 

a) Indem wir den ohne 8chwierigkeit vollstiindig zu behandelnden 
Fal] der reduzierten biqua~atischen Gleiehung iibergehen, behandeln wit 
nun als Beispiel einer quadrinomischen Gleichung hSheren Grades den 

Typus ( 0 1 o = 0 ,  0 ~ = 0 ,  O 5 = 0 ,  O o = 0 ) .  
Der, ~erglichen mit der hnzahl der Terme hohe, Grad and, die Ver- 

teilung der Exponenten lassen erwarten, dab man verhgltMsm~i~ig gute 
Auskuni~ fiber die Separation der Wurzeln dieser Gleichung erhalten wird. 
Die Sektoren S+ sind 180 < 9~ < 36 ~ 360 < 9~ < 60 ~ 900 < ~a < 108~ 
1 0 8 ~  ~4 < 140~ 162~ < ~ < ~  180~ 1 8 0 ~  < 198~ 2 2 0 ~  <:2520' 
2520 < ~s <: 270~ 300~ < q~ < 324~ 324~ < q%o < 3420" Die kritisehen 
Werte 6 o = 3 6 0  , 1080 , 2520 , 3240 ergeben je ein V++, so dab kein 
Wurzelpunk~ auf einem dieser Vektoren liegen kann, and kein Wurzel- 
punkt  bei ver~inderlichen, positiven Koeffizienten aus einem Sektor S+ 
fiber diese Vektoren hinfiber in ein benachbartes S+ wandern karma). 
Dagegen ist es mSglieh, daft auf dem Vektor ~ ~ ~z zwei reelle negative 
Wurzelpunkte liegen, da ~ ~ n sin V+'+ ergib~. Da' es tats~chlich Glei- 

leiohte Ubertragung k6nnen wit aus Nekrassoffs Satz III fiir unsere S+ das Folgend5 
herauslesen: Falls z n + a z ~ + b  ~--0, a ~= O, b =~ O, (m, n)=  1, die vorgelegte Glei- 
chung is~, so haben wir zwei zusammenstoBende S+ dann und nut dana, wean 
anl bn-m reell ist. Je naehdem dann m m ( m - n ) n - m ( - a ) n < n n ( - b )  n-m oder 
> n n (--b) ~-~ ist, liegt je ein Wurzelpunkt im Innern jedes der beiden Sektoren ~+, 
o~der "es liegen zwei Wur~elpunkte auf der gemeinsamen Begrenzung, und keine im 
Innern der beide~ Sektoren. Der Fall (m, n ) ~  I wird unmittelbar auf di~sen zu- 
riickgefiihrt. ~ Wit fiihren diesen Satz an, ohgleich er yon den absolu~en Be~r&gen 
Clef Koeffi~Jenten ~Gebraueh macht. 

~) Vgl. ~ 3 
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ohungea des gegebenen Typus gibt, welche einen Wurzelpunkt in dem 
Sektor 180 <: q~l "< 360 haben (z. B. zl~ 1 =~- O, e 1 ~ O, 

.e~ ~ 0, ~1, e~ hinreichend klein), und da es in Rhnlieher Weise Gleiehungen 
unseres Typus gibt, die einen Wurzelpunkt in irgendeinem anderen der 
Sektoren S+ haben, kSnnen wir sagen, da wir gerade n ~ 10 Sektoren S+ 
haben: In jedem Sektor S+ liegt genau ein Wurzelpunkt ]eder Gleichung 
(O~o ----- 0, 09 = 0, 05 = 0, O o ~ 0), aufler daft die beiden Wurzelpunkte 
in den beiden Sektoren 1620 < ~ ~ 180 ~ 1800 ~ q~ <: 1980 beide in derb 
Vektor 99 = n hineinriZcken "lc6nnen. Eine Angabe, warm dieses geschieht, 
ist ohne Beriicksichtigung der absoluten Betr~ge der Koeffizienten nieht 
m6glieh. 

b) Falls nicht nur die Argumente der Koeffizienten gegeben sind, 
sondern die Koeffizienten selbst, kann man oft dureh einfaehe Kunstgriffe 
viel genauere Auskunft erhalten, als die direkte Anwendung unserer Ms- 
rhode auf den betreffenden Gleichungstypus ergibt. Wir erliiutern dieses 
dureh ein Beispiel. 

f(z)  ---- z 4 ~ 3 z 8 -f- 2 z"- -b 5 z -{- 4 : 0. Zuniiehst erhalten wir nut 
( 0  4 =~ 0, (98 ---- 0, O.~ == 0, (9~ =: 0, 6) 0 = 0) hat keine Wurzelpunkte in 

d e m  Sektor S_, 315 ~ < ~ <: 4050( -  -- 450). -- Wir verwenden nun auf 
folgende Weise die Tatsaehe, da~ die Koeffizienten bekannt sind. Wir 
bilden f~(z)-----(z--~)f(z)--=z 5 + ( 3 - a ) z '  + ( 2  -- 3 a ) z  ~ + ( 5 -  2~)z  ~ 
~ - ( 4 - 5 a ) z - 4 a ~ 0 ,  w~hlen flit a der Reihe nach Werte, die den 
Koeffizienten yon z 4, yon z ~, yon z~, yon 2 zum Versehwinden bringen, 
mad weuden jedesmal auf die so erhaltene Gleiehung unser Verfahren an. 

----- 3: fl (z) ---- z ~ -- 7 z 8 -- z ~ -- l l z  -- 12 ---- 0; wir finden, dal~ diese 
Gleichung keine Wurzelpunkte hat in den Sektoren S_,  0 ~  ~ < 60 ~ 
3 0 0 0 <  ~ <  860 ~ so dal3 unser oben erhaltener Sektor, in dem kein 
Wurzelpunkt yon f(z)-----0 liegen kann, nach jeder Seite um 150 ver- 
gr61~ert worden ist. 

a=.2/3:  f ~ ( z ) - - - - - z ~ + 7 / 3 z ' - { - l l / 3 z ~ + 2 / 3 z - - 8 / 3 = O ;  diese 
Gleichung hat kehae Wurzelpunkte 'in den Sektoren 0 ~ < q~ < 45 e, 
90 0 <: q, <: 135 ~ 22'50 <. q~ < 270 ~ 315 o < (p < 360 "o. 

.a-----5[21 f ~ ( z ~ - - ~ ' ~ 1 / 2 z ' - - l l / 2 z ~ - - 1 7 / 2 z - - l O = O ;  es sind 
keine.Wu~zelpunkt~ in den Sektoren 0 ~ < ~ < 60 ~ 1200 < q~ < 144 ~ 

2160 .~ ~ <:240~ " 300 .0 <: (p < 360 ~ 

a-----4:[5: f , ( ~ ) = : $ ' : ~ 1 1 / 5 z ' - - 2 / S z a + 1 7 } 5 z ~ - w 1 6 / 5 = O  hat 
keine Wuxze!punkt~ in den 8ektoren 900 < q <.144 ~ 216 o < q~ < 270 ~ 

Vereinigt ~halt~a wit: die gegebene Gleiehung hat alle Wurzelpunkte 
in den Sektoren ~ 6 0  ~ < ~  < 90 ~ 144 0 < qo <: 180~ ' 18"00 ~ < 216 o, 
2 7 0 0 <  99< 300o: In jedem dieser Sektoren liegt je eiu Wurzdlpunkt, 
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wobei jedoch zweifelhaft bleibt, ob zwei negative reelle Wurzeln auftreten, 
oder anstatt ~hrer zwei nicht-reelle Wurzeln mit negativem reellem Tell. 
Tats~ichlich hat die Gleichung zwei negative Wurzeln, eine im Intervall 
( - -  3, -- 2), eine im Intervall (--  1, 0). 

In ~hnlicher Weise kann man die gegebene Gleiohung mit einem 
Faktor ~eq-ez-~-~ multiplizieren, und fiber die zwei GrSl]en e, • derart 
verffigen, dal] in (z ~ -k r $ -k 8)" f ( z )  zwei Koeffizienten verschwinden, usw. 
Auf die oben behandelte Gleichung angewendet, wiirde dies uns gestatten, 
die Intervalle (144 ~ 180 ~ resp. (180 ~ 216 ~ auf (150 ~ 180 ~ resp. 
(J80 ~ 2[0 ~ zu verkleinern. 

Auch Transformationen z ~ z ' - 7 ,  in denen ? so gew~ihlt wird, dab 
in q ~ ( z ' ) ~ f ( z ' - - y ) - - - - - 0  einer der Koeffizienten yon z' verschwindet, 
kSnnen mit gutem Erfolg verwendet werden, jedoch werden die erhal- 
tenen Gebiete nun yon komplizierterer Art sein, da die Sektoren S+ fiir 
die versehiedenen Werte yon ~, yon versehiedenen Punkten ausgehen. 

(Eingegangen am 12. 10. 1921.) 


