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Uber das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten
unter dem Einflusse von inneren Kréften.

Von

P. WoroneTrz in Kiew.

In der dreiundzwanzigsten seiner Vorlesungen fiber Dynamik hat
Jacobi die partielle Differentialgleichung, die seinen und Hamiltons
Namen fithrt, fiir diejenigen Probleme aufgestellt, in welchen die Sitze
von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes gelten. Gelten
auBerdem die Sitze von der Erhaltung der Flichenriume, so konnen der
erwihnten Differentialgleichung noch drei andere beigefiigt werden. Be-
trachtet man nun das so entstandene System partieller Differential-
gleichungen von dem Standpunkte der bekannten Lieschen Integrations-
methode, so ist sofort ersichtlich, daf das Problem der Bewegung
eines materiellen Punktsystems von » Freiheitsgraden fiir den Fall, daB
die Sitze von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes und der
Flichenriume in Kraft sind, auf die Integration von nur 2(n —6) ge-
wohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung und auf Quadraturen
reduziert werden kann.

Dem Gesagten zufolge muf das Problem, das den Gegenstand vor-
liegender Untersuchungen bildet, d. h. das Problem der Bewegung von
vier Massenpunkten unter dem FEinflusse von inneren Kriften sich auf
die Integration von zwélf Differentialgleichungen erster Ordnung und auf
Quadraturen zuriickfithren lassen. Und in der Tat hat auch H. A. Seydler¥),
indem er die beriihmte, von Lagrange**) auf das Dreikdrperproblem an-
gewandte Methode etwas verallgemeinert, Differentialgleichungen solcher
Art und von solcher Anzahl fiir das in Rede stehende Problem her-
geleitet.

*) Seydler, Ausdehnung der Lagrangeschen Behandlung des Dreikdrperproblems
auf das Vierkdrperproblem. Abhandlungen der math.-naturw. Klasse der k. bShmischen
Gesellschaft der Wissensch. VII. Folge. Bd.I. 1886.

**) Lagrange, Essai sur le probléme des trois corps. Oeuvres t. VL
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Sieht man von dem wohlbekannten Falle ab, wenn die Kraft, die
zwischen zweten der Massenpunkte wirkt, dem Produkte aus den Massen
der Punkte in ijhre Entfernung direkt proportional ist, so ist es bis heute
nicht gelungen, eine allgemeine Losung des erwihnten Problems selbst
bei spezieller Form der Kriftefunktion aufzufinden.

Was nun die partikuléren Losungen des Problems anbelangt, so sind
hier die von H. Sludski und Hoppe*) gegebenen zwei Fille, die eine
Ausdehnung der bekannten Laplaceschen®¥) Losungen des Dreikérper-
problems bilden, anzufiihren. Eine weitere Verallgemeinerung der Laplace-
schen Losung fiir das Vierkdrperproblem ist von H. Lehmann-Filhég *¥%¥)
erzielt worden.

Alle diese speziellen Fille werden in der vorliegenden Abhandlung
als bekannt angesehen, und im Texte soll ihrer nicht weiter Erwihnung
getan werden.

Die vorliegende Arbeit zerfallt in drei Teile. In Kap. I werden die
zwGlf Gleichungen aufgestellt, nach deren Integration die in Rede stehende
Aufgabe durch Quadraturen gel6st wird. Fine Anwendung der allgemeinen
Formeln wird auf den Fall gemacht, wenn die Massen dreier der Punkte
M,, M,, M,, M, einander gleich sind:

My = My = My.

Es wird nachgewiesen, daB dann das Punktsystem so in Bewegung
gebracht werden kann, dafl die Punkte mit gleichen Massen in jedem
Momente der Bewegung in den Scheiteln eines gleichseitigen Dreiecks
liegen. Der vierte Punkt bewegt sich lings der Senkrechten zur Dreiecks-
ebene, die durch den Schwerpunkt des Dreiecks hindurchgeht. Die Dreiecks-
ebene bleibt der invariabelen Kbene parallel, und das Dreieck dreht sich
in seiner Ebene um seinen Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit,
die dem Quadrate der angenblicklichen Entfernung des Scheitels des
Dreiecks vom Rotationszentrum umgekehrt proportional ist.

Ist die Kraft, die zwischen je zweien der Massenpunkte wirkt, dem
Kubus der Entfernung der Punkte umgekehrt proportional, so 1st das
Problem durch Quadraturen auflosbar.

Es m6ge hier noch erwihnt werden, obgleich im folgenden nicht
weiter darauf eingegangen wird, daf der eben angefiibrte spezielle Fall

¥) Sludski, Zur Aufgabe iiber die Bewegung eines Systems freier materieller
Punkte. Zeitschr. der Moskauer Math. Gesellschaft. IX. 1878; Hoppe, Erweiteruug

der bekannten Speziallésung des Dreikdrperproblems. Grunerts Archiv der Math. und
Phys. 64. 1879.

**) Laplace, Mécanique céleste, 1. X, ch. VI

*#) Lehmann-Filhés, Uber zwei Fille des Vielkorperproblems. Astron. Nachr.
127. 1891.
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leicht auf das n-Korperproblem ausgedebnt werden kann. Die drei Punkte
mit gleichen Massen liegen wieder in den Scheiteln eines gleichseitigen
Dreiecks, und die iibrigen Punkte des Systems bewegen sich auf der
Senkrechten zur Dreiecksebene durch den Schwerpunkt des Dreiecks.
Ist » =5 und aullerdem
m, = Mg,

so konnen die Punkte M, und M, stets symmetrisch zur Dreiecksebene
m liegen kommen. Bei n =6 und wieder m, = m; ist eine solche Be-
wegung des Punktsystems moglich, bei welcher die Punkte M, und M
symmetrisch zur Dreiecksebene bleiben, wihrend der Punkt M; mit dem
Schwerpunkte des Dreiecks zusammenfillt. In allen diesen Fillen reduziert
sich das Problem auf Quadraturen, wenn die Krifte dem Kubus der Ent-
fernung umgekehrt proportional sind.

Die hier angefiihrten partikuldren Losungen des Vielkdrperproblems
konnen zur Illustration des bertihmten Jacobischen Satzes tiber den letzten
Multiplikator dienen.

In Kap. II wird der Fall diskutiert, wenn die drei Komstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind. Das allgemeine Problem zerfillt dann
in zwei selbstindige, nacheinander zu losende Probleme. Zuerst wird die
Deformation der Pyramide M, M, M,M,, in deren Scheiteln die Massen-
punkte liegen, gesucht. Zur Losung dieser Aufgabe miissen ftinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, die finf Kantenlingen der Pyramide durch
die sechste bestimmen, integriert werden. Darnach wird die Bewegung
dieser Pyramide im Raume gesucht. Diese Aufgabe fiihrt zu einer
Riccatischen Differentialgleichung:

% = ¥* 1, (@) + yf2(2) + f3(2).

Die Formeln dieses Kapitels werden auf den Fall angewandt, wenn die
Massen der Punkte einander gleich sind. Das Punktsystem kann dann so in
Bewegung gebracht werden, daf je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, M, M, einander gleich bleiben. Sind aullerdem die Dreiecke,
die die Seiten der Pyramide bilden, gleichschenklig, so ist das Problem fiir
Krifte von der oben angefiihrten speziellen Art durch Quadraturen losbar.

Endlich in Kap. III wird der Fall untersucht, wenn die vier Massen-
punkte in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen. Die
Aufgabe hingt von der Integration eines Systems von fiinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung ab. Sind die Massen zweier Punkte ein-
ander gleich, so kann das Punktsystem so in Bewegung gebracht werden,
da die Entfernung der Punkte mit gleichen Massen von der Geraden,
die die beiden anderen Punkte verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene der Punkte dreht sich um die erwihnte Gerade mit
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einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung der
Punkte mit gleichen Massen umgekehrt proportional ist. Sind die Massen
der beiden anderen Punkte auch einander gleich, so 4Bt sich auch hier
eine partikulire Losung des Problems fiir Kriifte, die dem Kubus der
Entfernung umgekehrt proportional sind, aufstellen.

Dieser spezielle Fall kann auch auf das #-Kérperproblem ausgedehnt
werden. Sind die Massen von 2p Punkten des materiellen Systems ein-
ander gleich, so kann das System sich so bewegen, daB die Punkte mit
gleichen Massen in jedem Momente der Bewegung in den Scheiteln eines
regelmiBigen 2p-KEcks liegen. Die ibrigen Punkte des Systems bewegen
gich lings der Senkrechten zur Ebene des 2p-Ecks, die durch seinen
Schwerpunkt hindurchgeht. Hier sind #hnliche Fille, wie oben in bezug
auf das gleichseitige Dreieck, zu unterscheiden.

Zum SchluB mége noch bemerkt werden, daf im folgenden das Ver-
hiltnis der Massen der Punkte zueinander stets endlich angenommen
wird. Es werden also die Fille, die in der Literatur zu so manchen
interessanten Untersuchungen gefiihrt haben, wenn die Massen einiger
der Punkte als unendlich groff oder unendlich klein im Verhéltnis zu den
Massen der tibrigen angenommen werden, hier nicht in Betracht gezogen.

In der vorliegenden, zumeist recht kurz gefaBiten, Arbeit wird bei
der Diskussion der partikuliren Ldsungen nur nachgewiesen, wie die
betreffende Aufgabe auf Quadraturen zurtickgefiihrt werden kann. Aus-
fiihrlicher werden diese speziellen Fille in einer groBeren Arbeit behandelt
werden, die wohl noch im Laufe des nichsten Jahres in russischer Sprache
in den Kiewer Universitits-Nachrichten erscheinen wird.

I

1. Es mogen m,, my, my, m, die Massen von vier materiellen
Punkten M,, M,, M,, M, sein, die nur inneren Kriften unterworfen
sind, und U die Kréftefunktion bedeuten. Wir bezeichnen mit =z, y,, 2,
(i=1,2,3) die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte AM,, M, I,
in bezug auf ein Koordinatensystem, das zum Ursprung den Punkt M,
hat und dessen Achsen im Raume invariabele Richtungen haben. U ist
eine Funktion der Verinderlichen z, y, 2.

Wenn der Schwerpunkt O des Punktsystems M,, M,, M,, M, im
Anfangsmoment in Ruhe war®), so ist, den Integralen von der Erhaltung

*) Sind die Anfangsbedingungen anders gegeben, so bleiben die weiter unten
folgenden Betrachtungen in Kraft, beziehen sich aber nicht auf den Raum, sondern
auf ein Koordinatensystem O&mn¢, das zum Ursprung den Schwerpunkt O hat und
dessen Achsen im Raume unveréinderliche Richtungen haben. Der Punkt O bewegt
sich, wie bekannt, geradlinig und gleichférmig.
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der Bewegung des Schwerpunktes gemiB, die Geschwindigkeit des
Punktes M, der relativen Geschwindigkeit des Schwerpunktes O in bezug
saf das System M,zyz gleich und entgegengesetzt. Bezeichnen wir also
mit M die Masse des Punktsystems:

L M = my + mg + mg + my,

30 sind die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes M, auf die
Koordinatenachsen

i=3 i=3 i=$

1 4 1 f 1 14

@ e 2, s — 2, MY — 3 2, m;z; .
=1 i=1 i=1

Die Geschwindigkeit des Punktes M, setzt sich aus der relativen Ge-
schwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das Koordinatensystem M, zxyz
md der Geschwindigkeit des Koordinatenursprunges zusammen, so da8
die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes I, gleich

i=

i=3 3 i=8

’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ 1 Fd

(3) Zy — 2, mZis Yo 2, MYy BTy 2, m;e;
i=1 { i=1

=1

sind. Die Projektionen der Geschwindigkeiten der Punkte M, und MM,
findet man aus den Ausdriicken (3) durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3

ineinander.
Mit Hilfe von (2) und (3) 148t sich leicht die lebendige Kraft T
des Punktsystems berechnen:

(4’) 27 =m, (1 - ’%‘) @+ 9% + &%) + m, (1 - %}) (%7 + 9,7 + 2%)

M

+ Mg ( - “j;f) (257 + 95 + 2377

MegMy , s r o o mg M ro s roor r .’
—2 hs(xzxs‘}‘?/z?/s+3233)“2"8”1;fl(x3x1+?/3?/1+5321)

m, m Y r s ro_r
=25 (/% 9y 4 ).
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktsystems haben, wie
bekannt, die Form:
a4 /0Ty U a4 /Ty _dU. 4 (dT\ _ oU
® @l = alw) =5 @@

5w ov; ) =3, (=1,2,3).

Hat man aus diesen (leichungen die Koordinaten z, y, 2 als Funktionen
der Zeit ¢ gefunden, so bestimmt man die Bewegung des Koordinaten-
systems M,zyz im Raume mit Hilfe der Integrale, die die Erhaltang
der Bewegung des Schwerpunktes ausdriicken, wie bekannt, ohne jegliche
Integration.
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Vier Integrale der Gleichungen (5), das Integral der lebendigen Kraft
und drei Flichenintegrale, lassen sich sofort hinschreiben.
Das Integral der lebendigen Kraft gibt

(6) T=U+h,

wo ’ eine Konstante bedeutet.
Um die Flichenintegrale zu erhalten, bemerken wir, daf die Aus-
driicke (3) mit Hilfe von (4) sich so darstellen lassen:

(1 t T 1 9T 1 0T
) m, 0x,"7 my 0y, m 0z
Dag Moment in bezug auf die z-Achse des Vektors der Bewegungs-

groBe des Punktes M, ist also gleich

o7, oz
Y1527 ~ Pgy

so daB die Flachenintegrale liefern:

i=3 ) i=3
o Spiz-u-s SeZ-ai-n
i=1 i=1
i=3

l

C,

2(@%“‘%%)

(=1
wo A, B, C Xonstante sind.

Da das gegebene Punktsystem nur inneren Kréften unterworfen ist,
so hingt U nur von den sechs Entfernungen der Punkte voneinander
ab., Diese Entfernungen sollen wmit o, ¢y, 05, 7y, 7, 7s bezeichnet
werden, wobei g,, g5, 03 die Entfernungen der Punkte M,, M, M, von
M, und 7, r,, r; die Entfernungen der Punkte M, und M;, M; und M,,
M, und M, bedeuten:

9 o= +y+ 5% usw. ro¥ = (2, — )" + (Yo —¥3)*+ (8, — 25)% usw.

Zumeist werden wir voraussetzen, daf die Kraft, die zwischen je zweien
der gegebenen Punkte wirkt, dem Produkte der Massen der betreffenden
Punkte in irgend eine Potenz ihrer Entfernung proportional ist. Dann ist

(10) U= E'_%_f [y (my @t E 4 Mg @t t1 + mye*th) + mymy ryftt
+ mymy gttt 4 My My 7" +1],

wo k% eine positive oder negative Zahl und s ein von den Massen der
Punkte unabhingiger konstanter Faktor sind.
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In den Bewegungsgleichungen (5) ist natiirlich

oU _ 0oU =z, oU z — x, oU 2, — x,
(11) oz, 0o, & 0rs Ty T 0T, ry ]

o0  oU =z |, U 2, — & oU z, — x,

omy 0o, 0 T 0ors s + or, LEY usw

zu setzen.

2. In die Bewegungsgleichungen (5) wollen wir statt der neun
Koordinaten #, y, # neue Variabele einfilhren. Zu diesen wiahlen wir die
sechs GrdBen o und r (9) und drei Veréinderliche ¢,, ¢,, @5, die mit
den Koordinaten 2, y, # durch die Differentialgleichungen
(12) @) = By + Yoy + 2% — Ty — YsYy' — 232 usw.
verbunden sein mogen. *)

Durch Differentiation nach der Zeit ¢ erhdlt man aus (9):
010, = 2% + Y1y, + 2,2 usw.
(13) : o L .
ryry = (T 15) (%' — @) + (Ya—95) (W2 — ") + (85— 2) (%' —25) usw.

Stellt man nun mit Hilfe von (12) und (13) drei Systeme von je drei
Gleichungen, wie z. B.

. 010, =@ + 9y + 24

3 (010 + 0205 — 737 — @) = @) + 424, + %4,

1 ’ ’ 14 ’ 4 4
) (0305'+ 0,0, — 797y + @5)) = %y + Y3y, + 252,
zusammen, so bestimmt man leicht die Derivierten «, y, #":

Az = (yy2,— % Ys) 010" + (Ys2— 2Y1) v + (Y123 2,Ys) U’ usw.
(14) A-z) = (Yy25— 2395) U5 + (Y2~ 2% Yy) 0205 + (Y122 —2,Yy) v, USW.

A zy = (Yg23— 23Ys5) Vs + (Y521~ 291) u + (Y1 25— 2,Ys) 0305 USW.
Hier bezeichnet A das sechsfache Volumen der Pyramide, deren Scheitel

in den Punkten M,, M,, M,, M, liegen.**) AuBerdem sind der Kiirze

wegen folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
(15) 0202 + 0505 — 737y + @/ = 2w, usw.

0205 + 0305 — 717y — = 2v," usw.
*) Die Aufgabe, in die dynamischen Gleichungen neue Variabele einzufiihrem,
die mit den urspriinglichen durch Differentialgleichungen verbunden sind, ist im
letzter Zeit schon recht hiufig behandelt worden. Ausfithrlicheres iber diese Auf-
gabe, wie auch iber die betreffende Literatur findet man in meinem Vortrage
wUber eine Transformation der Gleichungen der Dynamik® (Protokolle der Kiewer
physiko-mathematischen Gesellschaft aus dem Jahre 1900) oder auch in der neueren
Abhandlung von G. Hamel, Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik
(Math. Annalen Bd. 59. 1904).

**) Wir setzen A von Null verschieden voraus. Der Fall A = 0 soll weiter
unten selbstéindig behandelt werden.
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Setzt man aus den Formeln (14) in den Ausdruck (4) fiir die lebendige
Kraft des Punktsystems ein, so wird 7 zu einer homogenen Funktion
zweiten Grades © der Gréfen o, #, ¢

Bezeichnen wir ferner:

(16) A2k = (yy25— 29s)" + (2a 23— 385)* + (Xg¥Ys— Y3 3)* usW.
(A7) A% b= (Y21 —241) V1% — 241Ys) + (22— 332,) (2,2, — 2, 2)
+ (@Y — Y3 2;) (X1 Y3y, %p) usw.,
80. erhalten wir aus (14):
204y 4 2 =00, + vy P+ Ryuy® + 2R vg'uy + 2hauy 0,0,
+ 2hy0,0,/ v usw.
%y + Yy Ys + 25 25 = Fy w0y A Ky 000, %, + K30, 0505
+ Py (03000305 + vy ") + Py (v, 0y + %5 03 05) + by (us"w," + 05.05'0y") usw.,
go daB (4) ergibt:
(18) 20 =k (my0,%0,* + myuy? + myvy? — MQ,%)
+ kg (m9.05% 05 + M1ty + my 0y — MQ,?)
+ kg (m3.04% 05+ My 0y 2+ Mg, — MQ,T)
+ 2R, (myuy vy’ + my0505 v, + My0305 u — MRy Q)
+ 2Ry (myuy v + my 0505 vy + My 0107 uy' — MQ Q)
+ 2Ry (gt vy + My 010,V + M30305 us’ — MQQy),
wo zeitweilig
(19) - My 0,0, + Moy’ + myvy’ = MQ, usw.

gesetzt ist.
Die Koeffizienten %k und &, die in (18) eingehen, lassen sich leicht

durch die GréBen ¢ und » (9) ausdriicken. Nach (16), (17) und (9) ist:

1
A% k= 04’05 — T (0" + 0" —1,")? usw.
@0) 1
1
A by = T (05> + 0°—75%) (0. + 0 —13") — ) 0:°(0s7+ 0"—1y%) usw,,

wobei nach einer bekannten Formel fiir das Volumen einer Pyramide,
deren Kanten die Langen o,, 04, 05, 71, 73, 73 haben,

1
(21) A= 0,270,704 + — (922+ 037 —1,%) (05°+ 912"‘ ry?) (0 + 05" — 7’32)
anive @1 (024 @57 — 1 )2 — — 922(93 + 0,'— 1%

- ”4“ 05" (0% + 05" — 15%)*
ist.
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Die Gleichung (18) gibt also nach (15) und (19):
(22) T =007 0,7, 9)).

Um die Differentialgleichungen, die die Variabelen ¢, 7, ¢ als
Flunktionen von ¢ bestimmen, aufzustellen, fihren wir die Variationen
der GroBen ¢ (12) ein:

(23) 0, = 2,05+ Y0; + 2,025 — 2302, — 4, 0y, — 2,02, vsw.
und bestimmen*) die Differenzen

’ d
do ——-d—tdq).

Aus (12) und (23) findet man:

4 d ’ ’
O, — 7 0py = 2 (w5 0y — oy Oy + - - -).

Setzt man in diese (leichung aus (14) und aus den entsprechenden
Formeln:

A0z, = (Yg25— 25Y3) 0,00, + (Y32, — %4,) 00 + (Y12,— 2,45) Ouy UsW.,
wo nach (15)
(24) 0200+ Q3005 — 7,07 + O, = 20w, usw.
05005 + 04003 — 7 07y — 0, = 20v;  usw,

ist, ein, so erhilt man:

’ d ’ IS ’ ’
(25) 09, —;09, = 2k (v O utg— 15" 00g) + 2F3 (1 030 03— 0305 0y)
+ 2ks(0505"0v,— v, 050 0s)
+ 271 (0505 03003 — 0205 050 05+ 1y 00, — vy S uy)
+ 2hy (v 00, — v, 00y + 0305 Ot — Uy 05 0'05)
+ 2hg(uy g — ug" Oty + vy 03005 03,05 003).
Durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 bekommt man hieraus die
Gleichungen zur Bestimmung der Differenzen
,a , 4
0@y — 73 0,5 Oy — 77 0.
Nun wenden wir die bekannte Formel

ty

f@o+smat=0

h

*) Vergl. unseren oben erwihnten Vortrag oder auch die Abhandlung von

K.Heun, Die Bedeutung des D’Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und
Geelenkmechanismen (Archiv fiir Math. und Phys. III. 2. 1902. § 17).
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an. Durch partielle Integration 1iBt sich die Funktion unter dem Integral-
zeichen 80 mchreiben:

2[ dt(apt)a ( )ai_ (3%)6 +a(e+U>6 +a(e+U>5,,
+ (00— 53 99) ]

Mit Hilfe von (25) und (24) wird dieser Ausdruck zu einer linearen
Fupktion der Variationen d¢, 07, d¢p. Setzt man nun die Koeffizienten
dieser Variationen gleich Null, so erhilt man folgende neun Gleichungen:

d {00 704U 00 00
,ﬁ(‘a”(;;“) “‘”(—3;;—2=91(ﬂ1*7’1)5—%"‘“91(2ﬁ1+?’2+“s““1>’57,§;7
18]

(26) + 0,27, + 133‘*‘“2“‘“1)“38“‘7 usw.
d (60 pe+U) ae 00
E—t(?—;;?) - ( a—j.- _l =" k“Z “8) rlﬂ% a + Y1 ¥s a usw.
d (00 39
g’t‘(a %) — (& +°‘s) + B; 89) Vs % usw.,

wo die «, B, p lineare Funktionen der GriBen ¢, v, ¢, deren Koeffi-
zienten von g und r abhingen, bezeichnen:

=k, 0,0, + hytty' + hyvy’ usw.; B = kv,"+ hy0s0,"+ hg u,” naw.;

21
( ) ——ku3+hvl+h39292 usw.

Aus diesen Formeln sind die Variabelen «" und »" mit Hilfe von (15) zu
eliminieren.

Die Gleichungen (26) bestimmen die Verinderlichen @, 7, ¢  als
Funktionen der Zeit. Diese Gleichungen sind in bezug auf die GroBen ¢
und 7 von der zweiten, in bezug auf die Variabelen ¢ von der ersten
Ordnung.

Zwei Integrale des Systems (26) lassen sich sofort angeben. Das
Integral der lebendigen Kraft gibt:

(28) 0=U+"h,

wo h eine Konstante bezeichnet.
Um das andere Integral zu erhalten, benutzen wir die Flichen-
integrale (8). Den Formeln (12) und (13) gemdB ist:

0T 00 =z 00 x, — x, 00 , —=z, 00 0O
(29) 8:::, 891 & + 3?‘,' 7 + 8r,' Ty + a(pgl xs 56;7 .’5, nsw’)

so daf
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oT oT 1 00 1 00
Y 72 “ oy T T, ory (Y125 — 2195) T or, 7 (Y14 — 2,%s)

00 00
+ 2;;7 <?/12;3 - 51y3) - m (?/132 - 2’1%)
wird. Setzt man hieraus in die Flichenintegrale (8) ein, so erhilt man:
00 1
(30) (952 — zsyz) = +(?/123 ’1%,) B, +(y221 23%,) —8%3-;=-'-2--A usw.,

oder, indem man diese Gleichungen quadriert und sodann addiert, nach

(16) und (17):

+ 2ng f__@/ r\ae/ = A2+4BA:+ 02'
091 0@

Wenn man zwei der Gleichungen (26) durch die Integrale (28) und
(31) ersetzt und aus dem neuen System von Differentialgleichungen d¢
und, z. B., @;  eliminiert, so bekommt man sieben Differentialgleichungen,
die sicben der Variabelen o, », @’ durch die achte bestimmen. Nur fiinf
von diesen Gleichungen werden zweiter Ordnung sein. Wir kinnen also
sagen, dap das Problem der Bewegung von wvier Massenpunklen, die nur
imneren Kriften unterworfen sind, auf die Integration von zwolf simultanen
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert 1st.

Wenn die Kriftefunktion U, wie z. B. in (10), eine homogene Funk-
tion (k+1)** Grades von den Variabelen ¢ und » ist, so kann es oft vor-
teilhaft sein, eime der Gleichungen (26) durch folgende von Jacobi*) ge-
gebene Gleichung zu ersetzen:

61‘5 [y (my 0% + Mg 05° 4 M3 05%) + mymgry® + mgmy ret 4 mymy7s¥]
(32) dt
=2M[(B+ k) U+ 2h].

Sind aus (26) die Variabelen ¢, 7, ¢’ als Funktionen der Zeit be-
stimmt, so findet man die Koordinaten z, y, 2 der Punkte M,, M,, M,
obne Schwierigkeit.

Durch geeignete Wahl der Richtung der Koordinatenachse M,z kann
man es stets erreichen, daB zwei der Konstanten 4, B, C der Flichen-
integrale gleich Null werden. Es mogen

A=B=0

sein. C wollen wir von Null verschieden voraussetzen.™¥)

*) Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, Vorl. IV.
*) Der Fall A = B = C = 0 wird weiter unten fiir sich behandelt.
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Multipliziert man (30) mit z,, y,, 2, wo ¢ 1, 2 oder 3 bedeutet, nnd
addiert, so wird

(33) — A28

o
Diese Formeln bestimmen die Koordinaten z der Punkte M,, M,, .M,.
Wir fithren nun Polarkoordinaten ein:

— 3 Cs, (i=1,2,3).

x; = R,cos ®;; y,= B,;sind,.

Die GroBen R, und die Differenzen &, — &, findet man ohne Integra-
tion aus den Formeln:

(84) R?=92—2? 2R;R;cos (B —B3) = 0" + 05" — 1 — 22,2, USW.

Man hat also nur noch irgend eine von den Variabelen &, zu be-
stimmen. Fibrt man in die Gleichung (12) und (13)

2(2 25 + Yot + 2:2") = 0305 + 0 05’ — iy + o
Polarkoordinaten ein, so wird

= 0,0, + 03 05 — rry -+ @,
so daB

__fos0 + e o — ity 4 ¢ — 222  — 2R, R cos (&, — By)
(85) &5 = f SF, B, 5in (3, — ) dt 4 const.

wird.

Die Integration des Systems (26) fithrt 15 Konstanten ein. Uber
zwei Konstanten, 4 und B, haben wir durch die Wahl der Richtung der
2-Achse bestimmte Verfiigungen getroffen. Die Quadratur (35) gibt moech
eine Konstante. Es werden also, wie auch zu erwarten war, die Funk-
tionen, die die Koordinaten #, y, # der Punkte M,, M,, M, durch die
Zeit bestimmen, 18 willkiirliche Konstanten enthalten.

2. Wir wollen nun den speziellen FIall, wenn drei der Punkte M,
M,, M,, M, gleiche Massen haben, ins Auge fassen. Es sei

(36) M= myg=mg=1; my=m; M=3+ m.

Es fallt nicht schwer nachzuweisen, daB dann die Bewegungsgrlei-
chungen (26) das System partikulirer Integrale

BN o=@=0=¢; rn=rn=r,=r ¢ =@’ =g =¢,
wo @, 7, ¢ mnoch zu bestimmende Funktionen der Zeit bezeichnen, =zy-

lassen.
Aus (20) und (21) findet man:

1 40—t

— . 1 202 — 43
= g

7.4
A=T- (307 —1); By =hy =T, hy=hy=hy=— 5 goa—03
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Die Formeln (27) geben nach (15):
7'299’ + (292_ ,’.2),,.7.' r200 — olrey’ ’
r*Be® — 17 ) ﬂ =ﬂ2=ﬁ3=__;§(_93_;2_£__;)__%;

r2oo’ — oire’
pim o pym LT L8

Bezeichnet man mit ©; das Resultat der Einsetzung aus (37) und (36)
in die Formel (18) fiir ©, so ist augenscheinlich:
00 100, 60 1 09
de; 8 9¢ ' de; 8 de
Von der Kriftefunktion U wollen wir auch voraussetzen, daB
oU 180, 2U 180,
de; 389’8?};“3 or ?
wo U, in bezug auf U dieselbe Bedeutung hat, wie ©, in bezug auf O.
Setzt man aus den gefundenen Formeln in die Bewegungsglei-
chungen (26) ein, so erhdlt man nur drei voneinander verschiedene Glei-
chungen:

usw.

d (00, 00, +U,), d (09,\ 280, +T,) , 2 29, ,

(38) at (89') oo b dt (97"> - or + r 0¢ P
d 30, 2 90, ,
dt (B_g?) N T

die die drei Variabelen g, #, " als Funktionen der Zeit bestimmen.
Die letzte der Gleichungen (38) gibt nach Integration das Integral
(31) fir den in Rede stehenden speziellen Fall:

V3<A*+B*+ 0y

8¢
Nun ist aber die Funktion ©,, die aus (18) leicht zu berechnen ist,
gleich:

20, =3 2T ey Ly

s0 daB dem aufgefundenen Integrale gemiB:

2 2 2
q>'=VA T B; T O const. — Py -

Bezeichnen wir jetzt

3 ‘2 3 ’e
'—_%Qi”=925 Ui“‘"é‘%"""vz;
g0 konnen die Differentialgleichungen, die ¢ und » bestimmen, so ge-
schrieben werden:
d <ae) 20, +U). @ (ae,) 20, + Uy
t \oe¢ de 0 dt \or’ or
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Statt der Variabelen ¢ fiihren wir eine neue { ein:

I VLR Ve )

20, =¢'2 4 "3
und die Differentialgleichungen transformieren sich in solche:

’ 8U I44 8U
g,=‘é?27 r’= 2,

Dann wird

wo U, durch » und { auszudriicken ist.

Diese Formeln fallen mit den Gleichungen der Bewegung eines mate-
riellen Punktes in einer Ebene zusammen, wenn die Massesdes Punkies
gleich Eins ist, seine rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten mit { und
7 bezeichnet sind und U, die Kriftefunktion bedeutet.

Ist die Kraft, die zwischen den Punkten M, und M; wirkt, dem
Kubus der Entfernung M, M, umgekehrt proportional, d. h. ist in (10)

k=—3,
so ist unser Problem leicht in Quadraturen auflosbar.
Die Jacobische Gleichung (32) gibt dann das Integral:
M+ %) =2 Mht* + 2at + b,
wo a und b willkiirliche Konstanten sind, und das Integral der lebendigen
Kraft nimmt die Form . .,
€24 2= ‘3*9(7@—23%%"“%) —~3% 4 2

an. Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen eine der Variabelen, so
erhdlt man eine Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung der
anderen Variabelen. Diese Gleichung muB der Jacobischen Theorie des
letzten Multiplikators zufolge zu Quadraturen fiihren.
Sebr rasch kommt man ans Ziel durch Einfithrung neuer Verinder-
lichen:
§=g-cos®p; r=g-Singy.
Dann hat man:
My =2Mht* + 2at + b;
2 [
1t =— 3B <Mcosgf¢?3z— m sin®yp + sinl’fq;) -3 z:’ap + 2hy?

woraus nach Elimination von y die Quadratur

avy dat
/ T I =/2h —5a % + const.
. S~ 3ETF@ . Prattu

erhalten wird.
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Sind die GréBen ¢ und 7 als Funktionen der Zeit bekannt, so macht die
Bestimmung der Bewegung der Pyramide M, M, M, M, in bezug auf das
Koordinatensystem M,zyz keine Schwierigkeit.

Wir wihlen wieder die xy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A=DB=0.
Aus den Formeln (33), (34) und (35) bekommen wir dann:

1 r 2
2 2. = == = .
21——22———2/'3_—“/9 '—-5—'7 3 RI—RQ——-R?’—-ﬁ, 8’2—’9'3—'3'—75;

2 , | dt

Die Ebene des Dreiecks M, M, M, bleibt also der invariabelen Ebene
stets parallel, und die Pyramide M, M, M; M, dreht sich um ihre Hohe
mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der augenblicklichen
Entfernung der Punkte M,, M, oder M; von der Rotationsachse um-
gekehrt proportional ist.

IL

1. Wir gehen jetzt zu dem Falle tiber, dafl alle drei Konstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind:
(39) A=B=0=0.

Hierbei wollen wir an der Voraussetzung, daB das Pyramidenvolumen
A von Null verschieden ist, festhalten. Die Integrale (30) konnen unter
diesen Bedingungen durch folgende ersetzt werden:
00
o09;
die natiirlich auch direkt aus den Bewegungsgleichungen (26) sich her-
leiten lassen.

Wenn wir voraussetzen, daB aus (40) die ¢, bestimmt und in die
Funktion © eingesetzt sind, d. h. wenn

0 = T (o;, 7:) 0 "z',)7

(40)

=0 (7;——_172)3)7

so ist nach (40):
9T, 20 . 2T, 4@
oe; o de; ' D - _a—g usw.
Setzen wir hieraus und aus (40) in die Bewegungsgleichungen (26)
ein, so erhalten wir:

4 (BT _ HTL+U). 4 [PT\ T, +U) .
(41) dt (8 9{) o de;, ' di (89;-’1) = lar,- (t=1,2, 3)-
Hat man aus diesen Differentialgleichungen die Variabelen ¢ und + als
Funktionen der Zeit gefunden, so ist damit die Deformation der Pyramide
Mathematische Annalen. LXIII 26
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M, M, M, M, bestimmt. Es bleibt also noch iibrig, die Bewegung der
Pyramide in bezug auf das Koordinatensystem M,zyz aufzufinden. Zu
diesem Zwecke hat man die Koordinaten 2, y, 2 der Punkte M,, M,, M,
aus den Formeln (9) und (12) oder aus folgenden, ihnen gleichbedeu-
tenden:

2 4ty + 2l =0 uswy 2(Zy%5 + Yo Us + 207) = 052 + 03— 7% usw.;
2(xa %5 + Yoy + 2:25") = 0,0, + 0305 — 117y + @ usw,

zu berechnen, wo die ¢’ aus (40) zu bestimmen sind.

Wir wollen nachweisen, daB diese Aufgabe auf die Integration einer
Riccatischen Gleichung zuriickgefiibrt werden kann.

Zu diesem Zwecke filhren wir statt der neun GréBen x,y, # 15
neue Variabelen a,, b;, ¢, 4, u, (! =1, 2, 3) ein, von denen wir verlangen-
wollen, daBl sie folgenden sechs Bedingungen

(42)

(43) a’+br4+ci=1 usw; ayay + bybg + oy =0 usw.

geniigen. Die Beziehungen zwischen den Verinderlichen z, y, # und
a, b, ¢, 4, u wihlen wir so:

(44) &y = 01 (A4 s + py ) USW.5 Ly = 0y (Aptg + U 1) USW.;

Zg = 03(As @y + ugy) usW.

Setzt man diese Werte fiir die «, 9, 2 in die ersten sechs Gleichungen
(42) ein und beachtet die Bedingungen (43), so erhilt man:

_ %'t et—n’

(45) A 4w =1 uswy Agp, = T usw.

Diese leicht zu 16senden Gleichungen bestimmen die Gréfen 1 und u.
Indem man (44) nach der Zeit differentiiert, bekommt man z. B.:
g = 5 (Asy + ps3) + 034’0, + p15'ap) + 5 (A5, + p5ay),
so dafl die letzten drei Gleichungen (42) nach (43) ergeben:

(46) 2uy250,08 + 20405345 + 29293(_ Agtg @y + Az g, + 4‘2!‘3“’8)
= 0,0, + 030, — 7,7y + @ usw,
wo nach (43)
(47) agag’ + byby + coe’ = — (a3ay + b3y + ¢,6,)) = o, usw.
gesetzt ist.
Die Determinante
— Aty Agds Uy g l
Ugltty — Agty Ag iy ;
Mis  ppy — Ay tg |
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ist nach (45) und (21), wie man sich leicht iiberzeugen kann,

A2
0170, 0"
also unserer Voraussetzung gemiB von Null verschieden. Darum lassen
sich die @ aus (46) bestimmen.

Nachdem man die Differentialgleichungen (41) integriert und die
Gleichungen (45) geldst hat, werden also die @ bekannte Funktionen der
Zeit sein. Nun ist es aber wohl bekannt®), daf die Aufgabe der Be-
stimmung der GrdBen a, b, ¢ aus den Bedingungen (43) und (47) auf
die Integration einer Riccatischen Gleichung zurtickgefiihrt werden kann.

Wir sehen also, daf das Problem der Bewegung von vier Massen-
punkten unter der Wirkung von inneren Kriften fiir den Fall, daf die
Konstanten der Flichenintegrale gleick Null sind, in zwei selbstindige,
nacheinander zu losende Probleme zerfillt.

Zuerst wird die Deformation der Pyramide, deren Scheitel in den ge-
gebenen Massenpunkten liegen, gesucht. Dieses Problem l5st man durch
Integration von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die
Kantenliingen der Pyramide als Funktionen der Zeit bestimmen. Danach
stellt man sich die Aufgabe, die Bewegung der verdnderlichen Pyramide
im Raume aufzufinden. Die Losung dieser Aufgabe héingt von der In-
tegration einer Riccatischen Gleichung ab.

Aus den Gleichungen (41) 148t sich noch mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft die Zeit eliminieren. Das neue System von fiinf Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt fiinf der Kantenlingen der
Pyramide M, M, M; M, durch die sechste.

2. Die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung (41) wollen
wir nun durch zwolf Gleichungen erster Ordnung in der kanonischen

Form ersetzen.
Wir bezeichnen nach (40)

01 00 0T, 00 .
(48) _ '5;,;3“=3—93=7‘55 5;.:_'1“=5;.;T=20¢ (=12 3);

dann geniigen die GroBen =, p, ¢, 7, wie bekannt, den Gleichungen:

_(_ijti_____aﬂ. de; O0H
dt —  9e;’ dt om’
(4:9) d@'l, _-_?g‘ dri . 3H.
cdt ory ! dat - op;’
(7;:1) 2; 3)?

*) Vergl. z. B. Darboux, Théorie des surfaces, t. I. ch. II
26%
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WO

H=Z (o, +p7)—T,—U=T-U

ist, so daB T die lebendige Kraft des gegebenen Punktsystems bedeutet,
die mit Hilfe von (40) und (48) als homogene Funktion zweiten Grades
von den GroBen m und p dargestellt ist.

Diese Funktion T wollen wir jetzt berechnen.

Aus den Formeln (29) findet man nach (4), (40) und (48):

’ P b
%7=m1(x1~—MZ ma:)—-g—ac1 ’(xl——xs)-{— ‘(xl-—xg) usw.

und hieraus nach (1)_
i=3

27 717 715

so daB
’ 1 1\ = 1 =, 1 = 1 py
x=(w EL TR L
= e + &1m92m9 7+ o 2 (5, — )
+ ﬁ~ ;— (2, — x;) usw.

Setzt man nun diese Werte fiir 2/, ¥, 2 und gT, éa T, ZT in die

evidente Formel:
2T = 2(890 x +8y' ’+6z ")

ein, so erhilt man nach kurzer Rechnung mit Hilfe von (9):

= () w2
(g ) 207+ (i ) 24
o [0 + 0 — 1) 00 (o 07— ) PR+ (0 + 0 — s B
@®-+i@f+m~w5“%+ (ry*+ 11— %“ﬁ+ (= r?) B
o [0+t =) Pt (o0t — o) 2|
o fot e Bt (ot + i — o) B2
+;,-f; (o8 + 7 — @) B+ (o + i — o) 2|2

3. Um die in den letzten zwei Paragraphen aufgestellten Formeln auf
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einen speziellen Fall anzuwenden, wollen wir voraussetzen, daf die Massen
der Punkte M,, M,, M, M, einander gleich sind:

(51) my=My=Mmy=m,=1; M=4,

und daB die Kraftefunktion U in der Form (10) gegeben ist. Die Funk-
tion H (50) #ndert sich dann nicht, wenn man die Variabelen ¢ und =
durch die Variabelen r und p mit den entsprechenden Indizes ersetzt,
und umgekehrt. Daraus ziehen wir den SchluB, daB die Bewegungsglei-
chungen (49) das System partikulirer Integrale

(52) =175 m=p, (=12 3)

zulagssen.

Es ist also eine solche Bewegung des gegebenen Punktsystems M,
M,, M,, M, mbglich, bei welcher je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, My M, gleiche Lénge haben.

Die Variabelen r und p geniigen im Falle (51) und (52) den Glei-
chungen:

dr __0H, | clp, 8Hl .
ap, dat or; (1= 17 2? 3))
wo (5b0)
H=5 H=p +p°+p+2 +f”,.""“ PPy + +f‘r—r’ Depy
(83) S
4+ 7 +rf2rg Ty’ D0y — ”+ - (P21 4yl 4 g2+

ist. Diese Gleichungen haben nun die partikuliren Integrale
(54) T3="y P3== Dy,
und die Variabelen 7, 7,, »;, py sind aus den Formeln:

dr, 7 Y .3 oy .
om B RTELE T (= Ts) o+ ems

dr,

';{{"‘%ZH‘F (4““;::;5)1723 %“%pz (P1‘"%P2)+”'2k
zu bestimmen.

Die erhaltenen Gleichungen kénnen in dem Falle, dafl die wirkenden
Kirifte dem Kubus der Entfernung umgekehrt proportional sind, leicht in-
tegriert werden. Doch wollen wir erst nachweisen, wie unter der Vor-
aussetzung, daB die Gleichungen (55) geldst sind, die Bewegung der
Pyramide M, M, M, M, in bezug auf das Koordinatensystem M,xyz be-
stimmt werden kann. Das in § 1 auseinandergesetzte Verfahren gestaltet
sich im Falle (51), (52), (54) besonders einfach.

Wir beginnen mit der Bestimmung der GroBen ¢’ aus den Inte-
gralen (40) oder, was nach (15) dasselbe ist, aus den Formeln:

20 _ 20
ou,’  ov,’ v
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Dem Ausdrucke (18) fiir © gemi8 bekommt man hieraus nach (19):
My [kytty 4 By + by 0305 — (B Ry + sy + Py )]
= my[ksv," + B0y 05" + hytty” — (ks + 7y Qy + hyQy)] usw.,

oder, wenn man wieder die Bezeichnungen (27) einfiihrt:

g [?’2 - jlz (my ety + my B+ ms?’z)] = My [ﬁs - ‘;] (mgoig + my By + my 7’3)]
usw.

Nun ist aber in unserem Falle (51), (52) und (54) nach (16), (17)
und (15)
by =ky = kg = —hy — 2hy; hy = hy;
2u = 2ryry — i + @)y 20 =1+ @y 2u’ =y + @y
20 =2nyry) — ' — @5 20 = — g5 2v =nyr — @
Bestimmt man mit Hilfe dieser Formeln aus (27) die GroBen «, 8, 4

und setzt dann in die gefundenen Integrale ein, so iiberzeugt man sich
leicht, daB nach (51)

7 - 14 — ! s O
) P =@ =@ =
seln miissen.

Ferner findet man aus (45)

1 1 1 7.2
(56) }"1'“':!"1_—”‘]7—53 12=M3=%i/_—2-5 13=M2=V1""2‘%§
und dann aus (46)
0, = 0y, =0z =0,
so daB die neun GrdBen a, b, ¢ alle Konstante sind, von denen nach (43)

drei willkiirlich angenommen werden konnen.
Der Punkt M, bewegt sich zufolge (44) lings einer Geraden und die
Punkte M, und M, beschreiben ebene Kurven, die in den Ebenen

L0y + Yoby + 2,06 =05 w35 + ysbs + 2565 =0
liegen.
Bezeichnet man
Taly + Yobg + 2305 = &5;  Zaty + Y3by + 250, = 1y,
8o ist nach (44) und (56)
1
§2=‘17—2=’"1=‘P(t)9 772—"""27'2 = 3.
Nach Elimination von ¢ aus diesen Formeln erhilt man die Gleichung

der Kurve des Punktes M,.
Auf Shnliche Weise kann auch die Kurve des Punktes M, bestimmt

werden.
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Ist die Kraft, die an den Punkten M; und M; angreift, dem Kubus
der Entfernung M, M; umgekehrt proportional, d. h. ist in (55)
——3,
so lassen die Gleichungen (55) auBer dem Integrale der lebendigen Kraft
2912+( —%‘31@22“'2%‘291272"*‘;— (;:;1‘3'1-5'2‘):‘%,
noch die beiden folgenden:

r? 4+ 2r,2 = 4(ht* 4 2at + b); ryp, + 2rypy =ht -+ a
su. Hier bezeichnen @ und b willkiirliche Konstanten.
Das vierte und letzte Integral muB der Jacobischen Theorie des
letzten Multiplikators zufolge durch Quadraturen sich bestimmen lassen.
Aus den Formeln (55) leiten wir die Gleichung

ar, dry 72— 20t 7
= by — ;.':‘ Pz)

gy T e T rs
her und fithren in den Integralen und in dieser Gleichung die Substitution

r, = R cos ¢; p1=mcosq)—~%sin¢p;

1 . 1 .
¢2=V§Rsm(p; pl———-—l;_?—_(oaSln(p—}—%cOS(p)
aus. Wir erhalten dann:
p? 1 2 & 1 4 \ _h _ )
2 (m2 + 1?) " sin*g R® T ime <cos’¢p + sin’:p) T2 RP=4(h#* + 2t +-b);

d
Rw = ht + a; Rz'&% = 29 (1 — ctgle).

Indem man hieraus die Variabelen ¢, ® und R eliminiert, kommt
man in der Tat zur Quadratur

*de at
fv__m- 2(ht2+2at+—5)+const.,

F(g) = (1 — otg?9) [2(0h — ) — & (e + 7o)

gl ' sinfe

WO

gesetzt ist.

1L

1. Die meisten der in Kap.I und II benutzten Formeln sind unter
der Voraussetzung, da8 das Pyramidenvolumen A von Null verschieden
ist, hergeleitet worden. Darum muB der Fall, daB die Punkte M,, I,
My, M, in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen, ge-
trennt behandelt werden.
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Wir fithren wieder ein Koordinatensystem M,zyz ein, das zum Uxr-
sprung den Punkt M, hat und dessen Achsen im Raume feste Rich-
tungen haben.

Indem wir einer Idee von Sylvester*) welche Radau**) mit
vielem Erfolg fiir das Dreikdrperproblem verwertet hat, folgen, betrachten
wir neben dem Systeme. M,zyz ein zweites Koordinatensystem M, E7¢&,
das denselben Ursprung hat und dessen £7-Ebene mit der Ebene der
Punkte M,, M,, M,, M, zusammenfsllt. Die Schnittlinie der &%- und
2y-Ebenen wihlen wir zur n-Achse und bezeichnen mit ¢ und ¢ die
Winkel zwischen den Ebenen 2y und §% und den Ebenen zx und gE.

Dann hat die Winkelgeschwindigkeit des Systems M, &y in bezug
auf das System M,zyz, wie bekannt, die Projektionen

— ' sinp, ¢, o cosep.

Wir bezeichnen ferner mit £, #, die Koordinaten des Punktes M, in
der £n-Ebene und mit u;, v, w; die Projektionen auf die §, 7, {-Achsen
der Geschwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das System M, xya2.
Es ist dann:

(BT) w,=& —nycosg; v=n +Epcosp; w,=—n¢'sing —Eg

Die lebendige Kraft des Punktsystems 1a8t sich nach (4) leicht

durch die Grofen u, v, w ausdriicken:

My

21 =m, (1 - %) (u® + v® + w,) + my ( "“‘M') (ue® + 2, + 205%)

(58) -+ mg ( - @M’l) (45" + 2® + w?)
‘ —2 'Iﬂ}&ns (ug g + 005 + wywg) — 2 7&1‘71”_1_ (ugthy + 230, + w500, ;

my m

Setzt man hier aus (57) ein, so wird

T= 9(5‘., M55 & 775’) v, 9, (P’)'
Die Kriftefunktion U hingt nur von den Variabelen  und 4, ab,
so daB die Bewegungsgleichungen so geschrieben werden konnen:
d [00\ 0@+U). d (80 8@+T1) . .
7Ge) =" @l =" (=123

5G9 =% & () -5

* Sylvester, On the Motion of a Rigid Body acted on by no external Forces.
Philosoph. Transact. of the Royal Society of London, vol. 156, 1866, p. 778.

**) Radau, Sur une propriété des systémes qui ont un plan invariable. Liou-
ville Journ. de Mathém. s. 2. t. XIV, 1869,
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Wendet man die Flichensitze auf die xy- und ¢£-Ebenen an und
bemerkt, daB

cos (z, ) = — sing; cos(y,n) = cosy; cos(z,n) =0
ist, so bekommt man zwei Fliachenintegrale der Form
00 00 .
6@7:0; a;,:——Asmzp—l—Bcoszp,

wo A, B, C dieselbe Bedeutung haben, wie in (8).
Die letzte der Bewegungsgleichungen gibt das dritte Integral

00

(59) To = (A cosy + Bsiny)y'.

Nun ist aber nach (57)

i=38 i=3 i

g’g 2 (g g‘g‘—%%) COS?’"’;J %%’Yﬁincp; 9__,=__.

. i=3
_._=__2 (zgi ——ni—gi) Y sin @ — Z —g—%mtp'cosw
i=1

und nach (58) und (57)

It
3

»
|
NI
ﬂglvﬂ
_«_m

Jj=3

g% = mW; — 37 2 MWy == ( mn; + ?1% 2 mj’b) ¢ sing

j=1
+ (= mk, +M2mf§f)"”
folglich erhilt man aus den Integralen:
i=38
T oT r s ;.
i=1
(60) Qv sin ¢ 4+ Pg’ = A sin 1 — B cos ¢
i=3
T T 14 . ’ . / /
2(&;%@—{——7],.%&)11) sing + Ry'?sinp cosp + @9’ cos @
=t = (A cosy + Bsiny)y,
wo
) i=3 | i j=3 i=3
P M (Zm §> _‘2 mE?; Q= —M-Zmimzmjij—zmiimi;
(61) L \ i i=1 j=1 i=1
1
pei( Simn) - Smas

gesetzt 1ist.
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Jetzt unterscheiden wir drei Félle.
Den aufgestellten drei Gleichungen gentigt man, erstens wenn man

voraussetzt, daB

i=3
, ’ oT oT
v=0; ¢ =0; 4=DB=0; Z(&i-a-;];—-mm)=const.
ist. Die Ebene der Punkte M,, M,, M;, M, hat eine im Raume feste
Richtung und in dieser Ebene gilt der Satz von der Krhaltung der
Flachenrgume.
Zweitens moge
y=0
und ¢’ von Null verschieden sein. Man hat dann
i=8
oT oT I '
62) (6% —mg)cos9— Q9'sing =C; Pg'=—B.
i=1
Die Ebene der Punkte M,, M,, M,, M, rotiert um die y-Achse mit
einer Winkelgeschwindigkeit, die der Grdfe P (61) umgekehrt pro-

portional ist.
Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen mit Hilfe des zweiten

Integrals (62) die Derivierte @', so sind die neuen Bewegungsgleichungen
d (20, 20, +T). d (20, 2©,+T) .
@) wE) =" wl) = Tas  (=123)

wo nach Routh*)
2
0,=60—By=0+2

ist. Da nach (59)
00, 00

o9 ~ d9
ist, so #ndern diese Gleichungen ihre Form nicht, wenn man aus ihmen
mit Hilfe des ersten Integrals (62) den Winkel ¢ eliminiert. AuBerdem
kann noch aus den erwéhnten Gleichungen mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft
0, =U+h— By’

die Zeit eliminiert werden. Das Problem reduziert sich also in diesem
Falle auf die Integration von fiinf Differentialgleichungen zweiter Ordnung,

Sind, drittens, die ¢’ und 3’ beide von Null verschieden, so wihlen
wir die xy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A=DB=0.

*) Routh, A treatise on the stability of a given state of motion, ch. IV, a,rt 2Q
London 1877.
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Aus den Formeln (60) finden wir:
Qv'sin g + P9'=0; Ry'sin g + Q¢'=— Csin p;

=3

(65— )~ Coos

i=1

(@*—PR)y =CP; (PR—@QYp =C@sing

g0 daB

wird.
Auch in diesem Falle lassen sich die GrdBen ¢/, ¢, ¢ aus den Be-
wegungsgleichungen eliminieren. Bezeichnet man
’ C*P
62=@'—O¢' =0 — Qz PR = Funkt. kgu ’717 z7 "74):

go sind die neuen Bewegungsgleichungen

G S L )

dt 3 § a g a"h 3"75
Indem man aus diesen Formeln mit Hilfe des Integrals der lebendigen
Kraft O, =U+h—Cy

die Zeit eliminiert, bekommt man auch hier finf Differentialgleichungen

zweiter Ordnung.
2. Um eine Anwendung der Formeln des vorhergehenden Paragraphen
zu erbalten, wollen wir etwas ausfithrlicher auf den zweiten Fall eingehen.
Die Formeln (57) geben in diesem Falle

=5 v=n; w,=—§0q,
so daf nach (H8) und (62)

20, - 20 — 2By’ = my (1— %) (& bn®) + (1= 2) (5400
-+ myg (1._._3) (ES’2+’73, ) —2 m2m3 (’32,53"}"72’7?3’)

—_9 7_’_‘_3_"{‘1 (gs £/’ + 0?1) —2 mlm, (21 g2 +m "72) + P
wird, wo nach (61)

= ‘jlf (my & +mgEy+mys)® — (my &2+ mg by +my &%)

1st.
Die Kriftefunktion nehmen wir in der Form (10) an.
Nun machen wir die Voraussetzung, dall die Massen zweier der
Punkte M,, M,, M,, M, einander gleich sind:
Mg = 1M, .
Man iiberzeugt sich leicht, daf unter dieser Bedingung die Bewegungs-
gleichungen (63) das System partikuldrer Integrale

E,+&=0; ny=m; E=0

zulassen.
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Die Integrale (62) geben nach (61)

C=0; 2mE2¢ = B.

Wir sehen also, daB fiir das gegebene Punktsystem eine solche Be-
wegung mdglich ist, bei welcher die Entfernung zwischen den Punkten
M, und M, mit gleichen Massen von der Geraden, die die beiden anderen
Massenpunkte M, und M, verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene, in der die Massenpunkte liegen, rotiert um die Gerade
M; M, mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung

M, M, umgekehrt proportional ist. Die Rotationsachse hat eine im Raume
feste Richtung (senkrecht zur invariabelen Ebene).

Sind die Massen der Punkte M, und M, auch einander gleich:

My = My = 1,
so lassen die Bewegungsgleichungen (63) das partikulire Integral
g = 2my

zu, 80 daB die Punkte M, und M, in jedem Momente der Bewegung
symmetrisch zur Geraden M, M, liegen.

Wenn die Kraft, die an die Punkte M; und M; angreift, dem Kubus
der Entfernung M;M; umgekehrt proportional ist, so kann unser Problem

durch Quadraturen gelést werden.
Das Integral der lebendigen Kraft und die Jacobische Formel (32)

geben dann:
, B? e[ 4m 1 m,*
2 rey B¢ 1 .
m &+ +4=m1§12— 9 <§1"+n12+4m’+4§11’> + 4;
m &2+ =Nt? + 20t + b,
wo a, b, h willkiirliche Konstanten sind. Substituieren wir nun

Vm & = Rcos @; u, — Rsin o,
80 wird
R?=ht®+ 2at + b;

B* & 4m,* 1 m, 2
2 2 TN NN B A 1 1
EE* + o hE dcos’m 2 <cos’oo-{—m1 sin® o + 4sin’w + 4cos’m)

= hR?— F(w).

Nach Elimination von R erhilt man die Quadratur

do _ dat ¢
f‘/gmsfp'@,) "fht*-{— 2at-+b + const.

. Kiew, November 1905.




