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tJber das Problem tier Bewegung yon vier Massenpunkten 
unter dem Einflusse von inneren Kr~ften. 

Yon 

P. WORONETZ ill Kiew. 

:In der dreiundzwanzigsten seiner Vorlesungen fiber Dynamik hat 
J a c o b i  die partielle Differentialgleichung, die seinen und Hamiltons 
Namen ffihrt, fiir diejenigen Probleme aufgestellt, in welehen die Siitze 
yon der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes gelten. Gelten 
aut~erdem die S~tze yon der Erhaltung der Fl~ichenr'~ume, so kSnnen der 
erwiihnten Differentialgleichung noch drei andere beigeftigt werden. Be- 
trachtet  man nun das so entstandene System partieller Differential- 
gleichungen yon dem Standpunkte der bekannten Lieschen I_utegrations- 
methode, so ist sofort ersichtlich, dal~ das Problem der Bewegung 
eines materiellen Punktsystems yon n Freiheitsgraden ffiI den Fall, dal~ 
die Siitze yon der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunlr~es mad der 
Fliichenriiume in Kraft sind, auf die Integration yon nur 2(n-  6) ge- 
wShnliehen Differentialgleiehungen erster 0rdnung und auf Quadraturen 
reduziert werden kann. 

Dem Gesagten zufolge muB das Problem, das den Gegenstand vor- 
liegender Untersuchungen bildet, d .h .  das Problem der Bewegtmg yon 
vier Massenpunkten unter dem Einflusse yon inneren Kriif~en sich auf 
die Intega'ation yon zw61f Differen~ialgleiehmagen ers~er Ordnung und auf 
Quadraturen zur~ickftihren lassen, lind in der Tat hat aueh It. A. Seydler*),  
indem er die bertihmte, yon Lagrange**) auf das Dreik6rperproblem an- 
gewandte Methode etwas verallgemeinert, Differentialgleiehungen soleher 
Ar t  und yon soleher Anzahl ftir das in Rede stehende Problem her- 
geleitet. 

*) Seydler, Ausdehnung der Lagrangeschen Behandlung des DreikSrperproblems 
auf das u Abhandlungen der math.-naturw. Klasse der k. b~3hmisehea 
Gesellschaft der Wissensch. VII. Folge. Bd. I. 1886. 

**) Lagrange, Essai sur le probl~me des trois corps. Oeuvres t. u 
25" 
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Sieht man yon dem wohlbekannten Falle ab, wenn die Kraft, die 
zwisehen zweien der Massenpunkte wirkt, dem Produkte aus den Massen 
der Punkte in ihre Entfernung direk~ proportional ist, so is tes  bis heu~e 
nicht geluagen, eine allgemeine L{~sung des erwihnten Problems selbs~ 
bei spezieller Form der Kriftefunk~ion aufzufinden. 

Was nun die partikuliren LSsungen des Problems anbelangt, so sind 
bier die yon H. S ludsk i  und Hoppe*)  gegebenen zwei Fille, die eine 
Ausdehnung der bekannten Laplaeesehen**)L6sungen des DreikSrper- 
problems bilden, auzuf~ihren. Eine weitere Verallgemeinerung der Laplaee- 
sehen L6sung f~ir das V ierkSrperproblem ist yon H. L e h m ann- F i lh d s ***) 
erzielt worden. 

Alle diese speziellen F~lle werden in der vorliegenden Abhandlung 
als bekannt angesehen, und im Texte soll ihrer nieht welter ErwKhnung 
getan werden. 

Die vorliegende Arbeit zerf~illt in drei Teile. In Kap. I werden die 
zwSlf Gleichungen aufgesbll~, nach deren Integration die in Rede stehende 
Aufgabe dutch Quadraturen gelSst wird. Eine Anwendung der allgemeinen 
Formeln wird auf den Fall gemacht, wenn die Massen dreier der Punkte  
M1, M~, M3, Mt einander gleich sind: 

Es wird nachgewiesen, da~ dann das Punktsystem so in Bewegung 
gebracht werden kann, da{~ die Punkte mit gleichen Massen in jedem 
Momente der Bewegung in den Scheiteln eines gleichseitigen Dreiecks 
liegen. Der vierte Punkt bewegt sich l~ings der Senkrechten zur Dreiecks- 
ebene, die dutch den Schwerpunkt des Dreiecks hindurchgeht. Die Dreiecks- 
ebene bleibt der invariabelen Ebene parallel, und das Dreieck dreht sich 
in seiner Ebene um seinen Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit~ 
die dem Quadrate der augenblicklichen Entfernung des Scheitels des 
Dreiecks yore Rotationszentrum umgekehrt proportional ist. 

Ist die Kraft, die zwischen je zweien der Massenpunlrb wirkt, dem 
Kubus der Entfernung der Punkb umgekehrt proportional, so is~ das 
Problem dutch Quadraturen auflSsbar. 

Es mSge bier noch erw~hnt werden, obgleich im folgenden nich~ 
welter darauf eingegangen wird, dal3 der eben angef~ihrte spezielle F~ll  

*) 81udski, Zur kufgabe iiber die Bewegung eines Systems freier ma%erieller 
Punk~e. Zei~sehr. tier Moskauer Math. Gesellschaft. IX. 1878; Hoppe, Erwei~erung 
der bekann~en Speziall6sung des Dreik~rperproblems. Grunerts Archiv der l~ath, und 
Phys. 64. 1879. 

**) Laplace, Mdcanique cdleste, 1. X, ch. VI. 
***) Lehmann-Filhds, Ober zwei Ft~lle des Vielk~rperproblems. Asbon. 1Wachr. 

127. 1891. 
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lei0ht auf das n-K~rperproblem ausgedebnt werden kann. Die drei Punkte 
mi~ gleiehen Massen liegen wieder in den Scheiteln eines gleichseitigen 
Dreieeks, und die iibrigen Punkte des Systems bewegen sich auf der 
Senkre~hten zur Dreiecksebene dutch den Sehwerpunkt des Dreiecks. 
Is~ n-----5 und auSerdem 

m~ = ms, 
so k~nnen die Punk~e M~ und M5 stets symmetriseh zur Dreiecksebene 
zu liegen kommen. Bei n = G und wieder m~ = m~ ist eine solehe Be- 
wegung des Punktsystems mSglieh, bei weleher die Punkte M~ und M 5 
symme~risch zur Dreiecksebene bleiben~ w~ihrend der Punkt Me mit dem 
Sehwerpunk~e des Dreiecks zusammenf~ll~. In allen diesen F~illen reduzier~ 
sich das Problem auf Quadraturen, wenn die Kr~fte dem Kubus der Ent- 
fernung umgekehrt proportional sin& 

Die hier angefiihrten partikulKren L~sungen des VielkSrperproblems 
k~nnen zur Illustration des beriihmten Jacobischen Satzes fiber den letzten 
Yfultiphkator dienen. 

In Kap. II wird der Fall disku~ier~, wenn die drei Eonstanten der 
F1Kehenintegrale gleieh Null sin& Das allgemeine Problem zerfKllt dann 
in zwei selbst~ndig% naeheinander zu 18sende Probleme. Zuerst wird die 
Deformation tier Pyramide M~M~ M~ M~, in deren Scheiteln die Massen- 
punkte liegen, gesueht. Zur LSsung dieser Aufgabe m~issen f~inf Differential- 

t 

gleiehungen zweiter Ordnung, die fiinf Kantenl~ngen der Pyramide dutch 
die sechste bestimmen, integrier~ werden. Darnaeh wird die Bewegung 
dieser Pyramide im Raume gesucht. Diese Anfgabe fiihrt zu einer 
Riccatisehen Differenfialgleiehung: 

dy 
dx = Y~f~ (x) + yf~(x) + fa(x). 

Die Formeln dieses Kapitels werden auf den Fall angewandt, wenn die 
1VIassen der Punkte einander gleich sind. Das Punktsystem kann dann so i-  
Bewegung gebraeht werden, da$ je zwei gegeniiberliegende Kanten der 
Pyramide M 1M~ M s M~ einander gleich bleiben. Sind auBerdem die Dreieeke, 
die die Seiten der Pyramide bilden, gleiehsehenklig, so ist das Problem fiir 
Kr~fte yon der oben angefiihrten speziellen Art dureh Quadraturen 15sbar. 

Endlich in Kap. III wird der Fall untersucht, wenn die vier Massen- 
punkie in jedem :Momente tier Bew%o~ang in einer Ebene liegen. Die 
Aufgabe h~ng~ yon der Integration eines Systems yon ffinf Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ab. Sind die Massen zweier Punkte ein- 
under gleich, so ka.nn das Punktsystem so in Bewegung gebrach~ werden, 
dal~ die Enffernung der Punkte mit gleichen Massen yon der Geraden, 
die die beiden anderen Punkte verbindet, senkreeht geschnit.~en and halbiert 
wird. Die Ebene der Punkte dreht sich um die erwKhnle Gerade mit 
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einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung der 
Punkte mit gleichen Massen umgekehrt proportional ist. Sind die Massen 
der beiden anderen Punkte auch einander gleich, so l~St sich auch bier  
eine par~ikul~re LSsung des Problems fiir Kr~fte, die dem Kubus der 
Entfernung umgekehrt proportional sind, aufstellen. 

Dieser spezielle Fall kann auch auf das n-KSrperproblem ausgedehnt; 
werden. Sind die Massen yon 2p Punkten des materiellen Systems ein- 
ander gleich, so kann das System sich so bewegen, da~ die Punkte mit~ 
gleichen Massen in jedem Momente der Bewegung in den Scheiteln eines 
regelm~l]igen 2p-Ecks liegen. Die iibrigen Punkte des Systems bewegen 
sich l~ings der Senkrechten zur Ebene des 2p-Ecks, die durch seinen 
Schwerpunt~ hindurchgeh~, tiler sind ~ihnliche F~ille, wie oben in bezug 
auf das gleichseitige Dreieck, zu un~erscheiden. 

Zum Schlu{~ mSge noch bemerkt werden, dal3 im folgenden das Ver-  
h~l~nis der Massen der Punkte zueinander stets endlich angenommen 
wird. Es werden also die F~lle, die in der Literatur zu so manchen 
interessanten Untersuchungen gefiihrt haben, wenn die Massen einiger 
der Punkte als unendlich grol~ oder unendlich klein im Verh~ltnis zu den 
lgassen der iibrigen angenommen werden, hier nicht in Betracht gezogen. 

In der vorliegenden, zumeist recht kurz gefal~ten, Arbei~ wird bei  
der Diskussion der partikul~ren LSsungen nur nachgewiesen, wie die  
betreffende Aufgabe auf Quadraturen zuriickgefiihr~ werden kann. Aus- 
fiihrlicher werden diese speziellen F~lle in einer grSl~eren Arbeit behandel~ 
werden, die wohl noch im Lau~e des niichsten Jahres in russischer Sprache 
in den Kiewer Universitiits-Nachrichten erscheinen wird. 

I. 

1. Es .mSgen ml, m~, ms, m~ die Massen yon vier materiellen 
Punkten M1, M~, M3, Mt sein, die nur inneren Kr~iften unterworfen 
sind, und U die Kr~iftefunktion bedeu~en. Wir bezeichnen mit x~, y~, z.~ 
( i =  1 ,2 ,3 )  die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte M~, ~r~, .M 8 
in bezug auf ein Koordinatensystem, das zum Ursprung den Punkt ~r~ 
hat und dessen Achsen im l~aume invariabele Richtungen haben. U ist~ 
eine Funktion der Veriinderlichen x, y, z. 

Wenn der Schwerpunkt 0 des Punktsystems M1, Ms, .Ms, M~ inn 
Anfangsmoment in Ruhe war*), so ist, den Integralen yon der Erha l tung  

u 

*) Sind die Anfangsbedingungen anders gegeben, so bleiben die weiter un~en 
folgenden Be~rach~ungen in Kraft, beziehen sich abet nichi~ auf den Raum, sondern 
auf ein Koordinatensys~em 0 ~ ,  das zum Ursprung den Schwerpunkt 0 hat und 
dessen Achsen im Raume unver~nderliche Richtungen haben. Der Punkt 0 bewegt~ 
sich, wie bekannt, geradlinig und gleichf~rmig. 
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clef Bewegung des Sehwerpunktes getable, die Geschwindigkeit des 
Pu~ktes M~ der relativen Geschwindigkeii des Schwerpunktes 0 in bezug 
aaf das System M~txyz gleich und entgegengesetzt. Bezeichnen wir also 
$it5 ~ I  die Masse des Punktsystems: 

(1) M = m~ "Jr- m= q- m~ q- m~, 

so sind die Projektionen der Geschwindigke]t des Punk~es Ma auf die 
Koordinatenachsen 

i = 8  i = 3  i - - $  

' ' 2 '  ' ' 2 '  ' 
1 m~x~ ; m~y~ ; m~z~. (3) ~ ~ 

i ~ l  i = 1  i = 1  

Die Gesehwindigkeit des Punktes 3/1 setz~ sich aus der relativen Ge- 
sohwindigkei~ dieses Punktes in bezug auf das Koordinatensyslem M ~ x y z  
und der Gesehwindigkeit des Koordinatenursprunges zusammen, so da$ 
die :Projektionen der Gesehwindigkeii des Punktes 3/1 gleieh 

(3) 
i = 8  i = 3  i = $  

' ' . 5 '  ' ' ' 2 '  ' ' ' 2 '  ' 
i=I i=l i=l 

sind. Die Projektionen der Geschwindigkeiten der Punkte M~ und Ms 
findet; man aus den Ausdriieken (3) dureh Vertausehung der Indizes 1, 2, 3 
ineinander. 

Mit Hilfe yon (2) und (3) liiSt sich leich~ die lebendige Kraft T 
des PunkSsystems bereehnen: 

(4) 

m ~ s  z p , t , p p m S ~ l  t �9 r r _ ~ _  �9 t 

~ 1  q]~i i ! t v �9 t - 2 - - ~  (x~ x, +y~ y, + ~  z, ). 

Die Different;ialgleichungen der Bewegung des Punktsys~ems haben, wie 
bekuna~, die Form: 

l=lat; man aus diesen Gleichungen die Koordinaten x,  y, z als Funktionen 
tier Zeit t gefunden, so bestimmt man die Bewegung des Koordinaten- 
syst;ems M 4 x y z  im Raume mit Hilfe der Integrale, die die Erhaliung 
tier Bewegung des Schwerpunktes ausdriicken, wie bekannt, ohne jegliehe 
~n tegration. 
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Vier Integrale der Gleichungen (5), das Integral der lebendigen K r a ~  
und drei Pl~ichenintegrale, lassen sich soforL hinschreiben. 

Das Integral der lebendigen Kraft gibt 

(6) Z = V + h, 

wo h eine Konstan~e bedeuLet. 
Um die Fl~ehenin%egrale zn erh~lten, bemerken wit, dal~ die ~ u s -  

drficke (3) mi~ Hilfe yon (4) sieh so darstellen lassen: 

~ - , ;  . . . .  

Das Moment in bezug auf die x-Aehse des Vektors der Beweguugs- 
grebe des Punktes Mt is~ also gleich 

so dal~ die Fl~ichenintegrale liefern: 

i =8  / = 3  

(8) 
i = l  i = i  

i=3 

X (x~ ~ T 
i = I  

wo A, B,  C Konst~nte sind. 
Da das gegebene Punktsystem nut inneren Kr~ften unterworfen isis, 

so h~iaagt U nut yon den sechs Enffernungen der PunkLe voneinander 
ab. Diese Entfernungen sollen mit5 0~, ~ ,  Ps, rl, r,,, r 8 bezeiehuet 
werden, wobei qt, qs, q~ die Entfernungen der Punkte /I/1, Ms, M s yon  
M~ und rl, r~, r~ die Entfernungen der Punkte M~ und M~, M 8 und Mx,  
M 1 und M s bedeuten: 

(9) o / - - x / + y / + C  ~sw. ~ / = ( x s - x , ) ~ + ( y ~ - y ~ ) ' + ( ~ , ~ - ~ )  ~ u s ~ .  

Zumeist werden wit voraussetzen, dab die Kraft, die zwischen je zweien 
der gegebenen Punkte wirkt, dem Produkte der Massen der betreffende, 
Punk~e in irgend eine Potenz ihrer Entfernung proportional isL. Dann ist 

[m~(m~e/+~ + m~Q/+~ + m~e~k+ ~) -4- msmsrl ~+~ (10) U--  

+ m~m~r/+l + m~m~r/+~], 

w o k  eine positive oder negative Zahl und ~ ein yon den Massen der  
Punk~e unabhiingiger lro;nstanter Faktor sind. 
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(ii) 

zu setzen. 
In die Bewegungsgleiehungen (5) wollen wir 

In den Bewegungsgleichungen (5) ist nattidich 

_~_U ~U x~ ~ ~Ux~- -x~  + ~ U x , - - x ,  usw. 

2. start der neun 
Koordinaten x, y, z neue Variabele einfiihren. Zu diesen wKhlen wir die. 
s eehs CrrSl~en p und r (9) und drei Vedinderliehe 9~1, %,  %,  die mit, 
den Koordinabn x, y, z durch die Differentialgleichungen 

? ! ! I ! �9 

(12) cPl "~ x ~ x s '  + Y2Y8 + z~zs - -  xsx'~ - -  YsYe - -  ~ z ~  usw. 

verbunden sein miigen. *) 
Dutch Differentiation nach der Zeit t erhi l t  man aus (9): 

f f I �9 

(13) QiOi - -  xlxl  + YlYi + ZiZi USW. 
�9 t f I F 

Stellt man nun mit Hilfe yon (12) und (13) drei Systeme yon je drei 
Gleiehungen, wie z. B. 

? �9 ! 

0101 = xl xl + Yl Y~ + zlz~'; 

E (~l Q1 "-~ P~ ~s - -  rs rs - -  %') = Xs xl' + Y2 Yi -}- z~ z 1 

! I # I �9 

-~ (~8 e8 + 01 Q�9 -- r2 r~ + %') = x8 x~' + Y8 Yl + zs z~, 

zusammen, so beslimmt man leith�9 die Derivierten x ,  y ,  : 

A . x~'= (Y~Z8-- z~Ys) 010~' + (YsZ~ - zsYl) va' -t- (Y~Z~-- z~y~) u~' usw. 
f t (14) a .  us + + v, 

A.xa'---(y~za--z~ya) v~" + (y~z 1 -  z~yl)ul' + (ylz~--zly~) qaqa" usw. 

Hier bezeichne~ A das sechsfache Volumen der Pyramide, deren Schei~el 
in den Punkten /]/1, M~, Ms, M~ liegen.**) Aul~erdem sind der Kiirze 
wegen folgende Bezeichnungen eingeftihrt: 

$ �9 I �9 �9 

(15) 0 ~ ,  + ~s~,  - - r l r l ,  + ~i, ----- 2U 1, usw. 

P~e~ -~- Ps~s -- rlrl -- ~i --- 2Vi usw. 

*) Die Aufgube, in die dyn~.mischen Gleichungen neae Varlabelo einzuf~ihren, 
die mir den urspzfinglichen dutch Differentialgleichungea verbunden sind, is~ in 
le~zter Zei~ schon reeh~ hiufig behandel~ worden. Ausfiihrlieheres fiber diese huf- 
gabe, wie auch fiber die be~effende Libr~.~ur finde~ man in meinem ~ror~rage 
,,~ber eine Transformation der Gleichungen der Dynamik" (Pro~okolle der Kiewer 
physiko-maChema~ischen Gesellschaf~ aus dem Jahre 1900) oder auch in tier neueren 
Abhandlung yon G. Hamel, ~ber die vir~uellen Verschiebungr in der Mechanilr 
(Ma~h. Annalen Bd. 59. 1904). 

**) Wit setzen A yon 1%I1 verschieden voraus. Der Fall A ----- 0 soll wei~er 
unlen selbs~indig behandel~ werden. 
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Setzt man aus den Formeln (14) in den Ausdruck (4) ftir die lebendige 
Funklion Kraft des Punkbystems ein, so wird T zu einer homogenen 

~weiten Grades 0 der GrSl~en 
Bezeiehnen wir ferner: 

(i6) 
<i7) 

l r to p,  r ,  cp 

n 9. ~ = (y~z~-z~yU + (z~x~-x~z~) 9 + (x~y~-y~x~) 9 usw. 
h~. ~ =  (U~l - -~ l )  ( Y l ~ - - ~ )  + (z~x~--x~zl) (z~x~--xlz~) 

+ (xayl--y~xl) (x~y~--y~ x~) USW.~ 

p �9 

ml ~l~l + m9 ua "k- ma v~' ----- M ~  i usw. 

Die Koeffizienbn k und h, die in (18) 
dureh die GrSl~en ~ und r (9) ausdriicken. 

A ~, k i 
0o) 

A ~. h i 

~obei naeh einer bekannten Formel ftir das Volumen einer Pyramide, 
deren Kanten die Lingen ~i, 09, ~ ,  ri, rg, r3 haben, 

1 

1 1 
01~(09s+ 0 ~ - - r l g )  9 -  u 099(0~9+ ql~--  rgS) 9 

1 
e~9(~i 9+ O~ ~ -  r~) ~ 

is�9 

eingehen, lassen sieh leicht; 
Naeh (16), (17)und (9) ist;: 

1 

1 1 
= u ( &  + & -  r~ ~) ( &  + & -  r2) - ~- & ( & +  & - r ? )  usw., 

we zei~;weilig 

(19) 

gese~z~ is~. 

so,erhs lbn wir aus (14): 

"~ kl + k~v~'~+ ksu~ + + 2h~u2 Q1Q1 xl,~ + yl,~ + zl = Ql~Ol,~ ,9 .9"nlv s'u~" " " 

+ 2h89191 v s usw. 
t 1 t �9 �9 �9 

x~'xa' + Y~'Ys' + z2'zn" = klus v~ + k~p~9 ~ u x + ksv 1 080s 
+ h~(e~qqqsqs'+ v(u() + h~(vl'v~'+ u,'O~qq) + hs(u3'u(+ q~q~'v2') usw., 

so dab (4) ergibt: 

(18) 2 0 =  kl(mlr m~%'9+ %v9 "~ -  M ~  2) 

msu~ + mlvs '9- MQ~ ~) 
.2f. i~ t2 �9 ks(m.~)s Os + mlu~'9+ mgvl -- MQ3 ~) 

�9 f �9 t I l 

+ 2hl(mlu~ v3 @ mgQ99~ vi + ms939~ ul -- MQsQs) 
I '  

+ 2h~(m~%'vl '+ mnQs98'vg'+ mlol~i 'u  ~ --  MQsOl)  

+ 2hn(mau 1 v~ + migl91 v a + m ~  % -- MQig29) ~ 
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Die Oleichung (18) gibt also naeh (15) und (19): 

( 2 2 )  T = O(p,, r~, ~', r~', r 

Um die Differentialgleiehungen, die die Variabelen ~, r, ~p als 
Funktionen yon t bes~immen, aufzustellen, fiihren wir die Varia~ionen 
d e r  Gr~iSen ~ (12) ein: 

(23)  $(p~ = x~x~  + y~y~ + z ~  s -- x~x~ -- y~y~ -- zs~z ~ 

u n d  bestimmen*) die Differenzen 
d d~ ' - -  ~ d~. 

finder man: 

a ~ = 2(xs ~x~--x~ ~x~ + . .  
dt  

.). 

Aus (12) und (23) 

#t 

$~i -- -- 

tlSW. 

Setzt man in diese Gleichung aus (14) und aus den enbprechenden 
Formeln: 

w O  nach (15) 

i s t ,  ein, so erh~ilt man: 

( 2 5 )  6~1' - - -  

Durch Vertauschung 

o'v ) + 
St 

+ 2ks(ese~'~v~-- v~'es~e8) 

+ 2h~(v~'~v 1 -  vl'#v~+ QsQs'dua-- %'Oadps) 

+ 2h~(ul'd%-- %'~ul+ v~'o~#O~-- O~q~'dv~). 

der Indizes 1, 2, 3 bekomm~ man hieraus die 
Gleichungen zur Bestimmung der Differenzen 

Nun wenden wir die bekann~e Formel 

d 5%. 

fOO+ U)d = 0 
tx 

*) Vorgl. unseren oben erwihn~en Vorbag oder auch die Abhandlung yon 
K ~  Heun, Die Bedeutung des D'Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und 
Gelenkmechanismen (Archiv fiir Math. und Phys. III. 2. 1902. w 17). 
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an. Durch partielle Inte~ation l~igt; sich die Funktion unter dem I n t e g r a l -  
zeichen so ~chreiben: 

i = 3  

/ = 1  

0 0 (~ qo/ d 

Mi~ Hilfe yon (25) und (24) wird dieser Ausdruck zu einer l i n e a r e n  
Funktion der Variationen 5 0, ~r, r162 Setzt man nun die Koeff iz ienten 
dieser Variationen gleich Null, so erhi~lt man folgende neun Gle ichungen :  

o~ ~[  -~  O(o+u) 
dt \ ~r( ] 8r~ 

8O 
�9 ~ ~ r 

oe 
+ o~(2r~+ & + ~ - ~ ) ~  us~. 

80 O0 ~0 u s w .  

d ( oe,~ 80, oo Oo 

t ? v 

wo the a, fl, y lineare Funktionon der GriiSen O, r ,  r deren Koeff i -  
zienten yon 0 und r abh~ngen, bezeichnen: 

�9 l # (27) ~--/~q~q~, + h~u~ + hsv 3, usw.; 
r~= k~% + h~v/ + hse~e~ usw.  

I l �9 ~-~ k~v~ + h~0303 + hs ut u s w . ;  

Aus diesen Formeln sind die Variabelen u' und v' mit I=lilfe yon (15)  zu  
eliminieren. 

Die Gleichungen (26) bestimmen die Veriinderlichen 0, r ,  (p" 
Funktionen der Zeit. Diese Gleichungen sind in bezug auf die GrOBen 0 
and r yon der zweiten, in bezug auf die Variabelen r yon der e r s ~  
Ordnung. 

Zwei Integrale des Systems (26) Iassen sich sofort angeben. Daa  
Integral der lebendigen Kraft gibt: 

(~8) e = v + h, 

wo he ine  Konsfant. bezeichnet. 
Um das andere Integral zu erhalten, benu~zea wir die F1Kohem- 

integrale (8). Den Formeln (12) und (13) gem~iB ist: 

~e ~e (29) 0T ~ e ~ ,  + 8 e x , - - x ,  I- 8e  ~ l - - x , + - - ~ x s  . x~ u s w . ,  

so dab 
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0T ~T 1 ~o ~ ~o 
~ ~ - ~ o~1 _ ,~ ~ ,  ( y l z ~ -  z,y~) ~, ~,.: ( ~ -  ~ , )  

~0,  + ~ (Y~, -  ~y,) ~o (y~z~- ~y~) 

wird. Setzt man hieraus in die Flgcheninte~ale (8) ein, so erhglt man: 

~O, bo, ~0 1 (~o) ( y ~ -  ~y~) ~ ;  + (y~ z~-. z~ y~) ~ + (y~z~- z~y~) -~ ,  = ~ A ~s~., 

oder, indem man diese Gleichungen quadriert und sodann addiert, naeh 
(16) und (17): 

+ 2h~ ~0 ~O, A~+ B~+ C ~ 

Wenn man zwei der Gleichungen (26) dutch die Integrale (28) und 
(31) ersetzt und aus dem neuen System yon Differen~ialgleichungen dt 
und, z. B., ~s' eliminiert, so bekommt man sieben Differentialgleiehungen, 
die sieben der u p, r, q~' durch die achte bestimmen. Nur fiinf 
yon diesen Gleichungen werden zweiter Ordnung sein. Wit kSnnen also 
sagen, daft das :Problem der Bewegung yon vier Massenpunkten, die nur 
inneren Kr~ften unterworfen sind, auf die Integration yon zw61f simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert ist. 

Wenn die Kriiftefunktion U~ wie z. B. in (10), eine homogene Funk- 
tion (k+l )  re" Grades yon den Variabelen Q und r ist, so kann es oft vor- 
teilhaft sein, eine der Gleichungen (26) dutch folgende yon Jacobi*) ge- 
'gebene Gleichung zu ersetzen: 

d ~ (3~) dt -~ [,~(ml ~/ + m~, ~ + m3e/) + m.2msr/ + m~m~ r /  + m~ ~n~r/] 

-- 2M[(3  + k) U + 2h]. 

SiM aus (26) die Variabelen p, r, ~' als Funktionea der Zeit be- 
stimmt, so finder man die Koordinaten x, y, ~ der Punkte MI, M~, M~ 
olme Sehwierigkeit. 

Durch geeignete Wahl der Riehtung der Koordinatenachse M ~  kann 
man es stets erreiehen, dab zwei tier Konstanten A, B~ C tier Fliichen- 
integrale gleich Null werden. Es m5gen 

A ~ B = O  

sein. C wollen wit yon Null verschieden voraussetzen.**) 

*) Jacobi, Vorlesungen fiber Dynamik,  Vorl. IV. 
**) Der Fall  A = B ---- C ~ 0 wird weiter unten f~ir sich behandel~. 
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Multiplizier~ man (30) mit x~, Yi, z~, wo i 1, 2 odor 3 bedeu~e~, n n d  
addier~, so wird 

~0 1 
( 3 3 )  - = T (i  - -  1, 2 ,  3 ) .  

Diese Formeln bestimmen die Koordinaten z der Punkte M1, M~, ~f~. 
Wir fiihren nun Polarkoordinaten ein: 

x~ = R~ cos ~i; Yi ----//~ sin ~i. 

Die GrSBen/~ und die Differenzen # i -  #s finder man ohne In tsegra-  
tion aus den Formeln: 

(34) /~,~ ---- O, ~ --  z2; 2 / ~ / ~ 8  e o s ( a ~ - - # 8 ) = 0 ~  ~ + qs~--r~ ~ -  2~z8 u s w .  

l~Ian hat also nur noch irgend eine yon den Variabelen @~ z u  be- 
s~immen. Ffihr~ man in die Gleichung (12) und (13) 

r g ! J 

Polarkoordinaten ein, so wird 

f �9 

= 0~ P~ q- Ps P~' -- r i f t '  -I- ~Pl, 

so dab 

(35) a~ =:~'q~" q- q~ e~" -- ri r,' R~ %'R~ --sin2Z~Z"($, __--a,)2 R' R~" cos(e, --  e,) d tq -  o o n s t .  

wird. 
Die Integration des Systems (26) fiihr~ 15 Konstanten ein. -~:bex 

zwei Konstanten, A und B, haben wit dutch die Wahl der R ich~ung  tier 
z-Achse bestimmte Verfiigungen getroffen. Die Quadratur (35) gib~ ~noch  
eine Konstante. Es werden also, wie auch zu erwarten war, die : F u n k -  
tionen, die die Koordinaten x, y, z der Punkte M~, M~, M s d u t c h  die 
Zeit bestimmen, 18 willkiirliche Konstanten enthalten. 

2. Wir  wollen nun den s~eziellen Fall, wenn drei der t )un]~ _21f~, 
M~, M~, _M~ gleiche Massen haben, ins Auge lessen. Es set 

(36) m l = m , - - - - m  a - - l ;  m ~ = m ;  M - - 3 W m .  

Es fii]l~ nicht schwer nachzuweisen, dab dann die B e w e g u n g s g l e i -  
r (26) das Systen4 partikuliirer Integrale 

(39  ' ' ' ' qi=q~----O~--q; r l = r ~ = r ~ = r ;  ~Pl =~ =~ =~, 

wo O, r, (p' noch zu bestimmende Funktionen der Zei~ beze ichne~  zu- 
lassen. 

X u s  m e = :  

A~ r~ 1 40 ~ - r  ~ 1 2~ ~ r ,  
= %  - (30~- r~) ;  k~=k~=k~=r-rao'--r'; h~=h~=ha= r' a~--~--~" 
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Die Formeln (27) geben naeh (15): 

r 'oe '  + (20 ~ -  r~)rr" r ' o o ' - -  ~lrr" ~" 

r~oQ " -  o~rr" cp' 
7~ = 79. = 7s = r~ (~ o' - -  r9  + r ~"  

Bezeichnet man mit O 1 das Resultat der Einsetzung aus (37)und (86) 
in die Formel (18) flit O, so ist augenseheinlich: 

Oo =--I 0o~.  ~e 1 ao~ 
�9 ~--- USW. 

Yon der Kriiftefunkfion U wollen wir auch voraussetze% da6 
Ou ~ ~u,. ~u ~ ~u, 

wo U1 in bezug auf U dieselbe Bedeu~ung hat, wie 01 in bezug auf O. 
Se~z~ man aus den gefundenen Formeln in die Bewegungsgloi- 

chungen (26) ein, so erh&l~ man nut drei voneinander verss Glei- 
ehungen: 

(38)  a-~ ~ , Y ~ ] -  a~ . . . . .  ; a-} = 'o,. + ,. ~ '  ; 

r 

die die drei Variabelen p, r, ~p' als Funktionen der Zeit bestimmen. 
Die le~z~e der Gleichungen (38) gibt nach Integration das IntegraI 

(31) fiir den in Rede stehenden speziellen Fall: 

ao__~ = V~(A' + ~ '  + c'). 
~r r ~ 

Nun ist aber die Funkfion 0~, die aus (18) leicht zu berechnen ist, 
gleich: 

2 0 1 =  m (3ee'--rr') ~ r' 3 ,~ 

so dag dem aufgefundenen Integrale gem~i6: 

, 1/A'+ B ~ +  C~ 
cp= V 8 

Bezeichnen wir jetz~ 
3 q~o '2 

e 1 ~ ,., = e ~ ;  U1 

! 

c o n s k  = ~o" 

so k6nnen die Differenfialgleichungen~ die p und r besfimmen~ so ge- 
scbrieben werden: 

d (~e,'~ a(e, + u,) 
d--? \ - - ~ - ]  = ~e  ; 
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Start der Variabelen r f~ihren wir eine neue ~ ein: 

Dann wird 
2 0 ~ =  ~'~ + r '2, 

und die Differentialgleichungen transformieren sich in solche: 

= - ~  ; r = ~ - -y ,  

we Us dutch r und ~ auszndrticken ist. 
Diese Formeln fallen mit den (?deichungen der Bewegung eines mate -  

rieUen Punktes in einer Ebene zusammen, wenn die Masse,des Punlr~es 
gleich Eins is~, seine rechtwinkligea Cartesischen Koordinaten mit ~ a n d  

bezeiehnet sind und Us die Kriiftefunktion bedeutet. 
Isi die Kraft, die zwischen den Punkten M i und M~ wirkt, d e m  

Kubus der Entfernung M~M~ umgekehrt proportional, d. h. ist in (10) 

k = - - 3 ,  

so ist unser Problem leieht in Quadraturen auflSsbar. 
Die Jaeobisehe C~leichung (32) gibt dann das Integral: 

M(~ s + r s) = 2 M h t  "~ + 2at  + b, 

we a und b willkfirliche Kons~anben sind, und das Integral der lebendigon 
Kraft nimmt die Form 

{ 3~n ~ 1 )  ,2 
~'~ + r '~ = - - 3 ~ \ M ~  ~ mr.~ + ~ -- 3 ~ -  + 2h 

an. Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen eino der Variabelen, so  
e r h ~  man eine Differentialgleichung ers~er Ordnung zur Bestimmung d e r  
anderen Variabelen. Diese Gleichung mug der Jacobischen Theorie des  
letzten Multiplikators zufolge zu Quadraturen f~hren. 

Sehr rasch kommt man ans Ziel durch Einf~hrung neuer Ver~ndor-  
lichen: 

= g ' c ~  r = z . s i n ~ .  

Dann hat man: 
M ~ =  2 M h t  ~ + 2a t  + b; 

( ~m' ) ' 
X~ 's -Jr- Z ~  ' s - -  - -  3E Mcos,~p + msin~ j + sinl~ , --  3 sin~tP~ 2 _it_ 2 h ~  

= + 2 h z  

woraus nach Elimination yon Z die Quadratur 

d ~  d t  

- 2 h b  a ~ 2 a  t - I -  b "~- tenet.  
, - ~  M ~ + F(V) ~ht~ + ~- ~- 

~rhal~en wird. 
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Sind die GrSflen q und r als Funkiionen dsr Zeit bekannt, so maeht die 
Bestimmnng der Bewegung der Pyramide M~M~MsM ~ in bezug auf das 
Koordinatensystem M~xyz keine Sshwierigkeit. 

Wir wKhlen wieder die xy-Ebsne parallel der invariabelen Ebsne: 

A = B = 0 .  

Aus den Formeln (33), (34) und (35) bekommen wir dann: 

/ p ~  1 7,. 2 r 2 

2 fag a ~ -  g~ = y x ;  '~a----- ]/~ " r 7r + eonst. 

Die Ebene des Dreiecks MxM, M~ bleibt also dsr invariabslen Ebene 
stets parallel, und die Pyramide M1M~MaM ~ dreht sieh um ihre Htihe 
mi~ einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der augenblieldiehen 
Entfernung der Punkte M~, M~ oder M s yon der Rotationsachse um- 
gekehrt proportional ist. 

II. 

1. Wir gehen jetzt zu dem Falle fiber, dab alle drei Konstanten der 
Fliichenintegrale gleich Null sind: 

(39) A = B = C =  0. 

I-Iierbei wollen wir an tier Voraussetzung, dab das Pyramidenvolumen 
A yon Null versshiedsn ist, fss~halten. Die Integrals (30) k~nnen unter 
diesen Bedingungen durch folgende ersetzt werden: 

~0 ----0 ( i = 1 , 2 , 3 ) ,  (40) ~ ,  
i 

die nattirlich auch direkt aus den Bewegungsgleichtmgen (26) sich her- 
leiten lassen. 

Wenn wir vorauss&zen, dal3 aus (40) die 9~,' bestimmt and in die 
Funktion e eingesetzt sind, d. h. wenn 

f f 0 = / ' 1  (0i, ri, ~ ,  r~ ), 
so ist nach (40): 

J r ,  ~o 0T, ~O 

Setzen wir hieraus und aus (40) in die Bewegungsgleichungen (26) 
ein, so srhalten wit: 

a fr ,~ ~(rl+j~z) a [~rq ~(r,+~) (i= 1,2,3). 

Hal man aus diesen Diffsrentialgleichungen die Variabelen ~ und r als 
Funktionen der Zei~ gefunden, so ist damit die Deformation der Pyramide 

l~athematische Annalen. LXII I .  26 
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M1M~MsM ~ bestimmt. Es bleibt also noch iibrig, die Bewegung der 
Pyramide in bezug auf das Koordinatensystem M~xyz aufzufinden. Zt~ 
diesem Zwecke hat man die Koordinaten x, y, z der Punkte Ml,  M~, 3~r s 
aus den formeln (9) und (12) oder aus folgenden, ihnen gleichbedeu- 
tenden: 

(42) xl2 -b yl ~ ~- zl 2 = ql ~ usw.;, 2(x~x s + Y~Ys, -{- z~zs), = q~, ~- qs~'--rl ~ ,  usw.; 

2(x~xs' + Y~Ys -{- z~zs') ----- Q~O~ + Osqs -- r lr l  ~- ~i usw. 

zu berechnen, wo die 9~' aus (40) zu bestimmen sind. 
Wir  wollen nachweisen, da]~ diese Aufgabe auf die Integration einer 

Riccatischen Gleichung zuriickgeffihrt werden kann. 
Zu diesem Z~zecke fiihren wit start tier neun Griil~en x, y, z 15 

neue Variabelen as, b~, ci, ;~i, ~ (i = 1, 2, 3) ein, yon denea wir verlangen- 
wollen, dal3 sie folgenden sechs Bedingungen 

(43) al ~'-{-bl ~ + c i  2 = 1  usw.; a~a s+b~b s+csc s- -O usw. 

geniigen. Die Beziehungen zwischen den Veriinderlichen x, y, z und 
a, b, c, 2,/~ wiih]en wir so: 

(44) xl----Q~(Z~a~ ~- #1a~) usw.; x~= p~(Z~as + ,a~a,) usw.; 

Setzt man diese Werte flit die x, y, z in die ersten sechs Gleichungen 
(42) ein and beachLet die Bedingungen (43), so erhilt  man: 

(45) Zl ~ + ~l~ 1 usw.; is~ ~ q ~ +  e ' ~ - r ' ~  . . . . . . . .  U S W .  
" 2 Q, Qs 

Diese leicht zu 15senden Gleichungen bestimmen die GrSl~en ~, und #. 
Indem man (44) nach tier Zeit differentiiert, bekommt man z. B.: 

x~ -- q~ (l~a~ + ~ )  + q~(z~ a, + ~ as) + q.~(~a~ + ~a~ ), 
so dal~ die letzten drei Gleichungen (42) nach (43) ergeben: 

, ) ,  
(46) ! ! ! 

wo nach (43) 

(4~) ~ ;  + ~ '  + c , c ;=  - (~a,' + ~ ;  + c~<) = ~ ~s~. 

gesetzt is& 
Die Determinante 
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ist nach (45) und (21), wie man sich leicht tiberzeugen kann, 
A~ 

~)12 ~2 2 p$ 2 ' 

also unserer Voraussetzung gem~B yon Null verschieden. Datum lassen 

sich die co aus (46) bestimmen. 

l~aehdem man die Differentialgleichungen (41) integriert und die 
Gleichungen (45) gelSst hat, werden also die co bekannte Funktionen der 
Zeit sein. Nun ist es abet wohl bekannt*), dab die Aufgabe der Be- 
stimmung der Gr5Ben a, b, c aus den Bedingungen (43) und (47) auf 
die Integration einer Riccatischen Gleichung zurtickgefiihrt werden kann. 

Wir sehen also, dab das Problem der Bewegung yon vier Massen- 
punkten unter der Wirkung yon inneren Kriften fiir den Fall, dab die 
Konstanten der Fliichenintegrale gleich Null sind, in zwei selbst~indige, 
naeheinander zu 15sende Probleme zerf~llt. 

Zuerst wird die Deformation der Pyramide, deren Scheitel in den ge- 
gebenen Massenpunkten liegen, gesucht. Dieses Problem l~st man dutch 
Integration yon sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die 
Kantenl~ingen der Pyramide als Funktionen der Zei~ bestimmen. Danaeh 
stellt man sich die Aufgabe, die Bewegung der ver~inderlichen Pyramide 
im Raume aufzufinden. Die L~sung dieser Aufgabe h~ngt yon der In- 
tegration einer Riccatischen Gleichung ab. 

Aus den Gleichungen (41) l~Bt sich noch mit Hilfe des Integrals der 
lebendigen Kraft die Zeit eliminieren. Das neue System yon fiinf Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt fiinf der Kantenl~ingen der 
Py'ramide M 1M s J-Ff 3 M 4 dureh die seehste. 

2. Die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung (41) wollen 
wit nun durch zwSlf Gleichungen erster Ordnung in der kanonisehen 
Form ersetzen. 

Wit bezeichnen nach (40) 

(48) ~ 1, ~e ~ rl ~o 

dann gentigen die Gr~13en ~, p, 9, r, wie bekannt, den Gleichungen: 

(49) 
a-7 = -- ~--7 ; dt ~ ; 

d~t = -- ~r--~ ; dt ~ ; 

(i = 1, 2, 3), 

*) Vergl. z. B. Darboux, Thdorie des surfaces, f. I. ch. II. 
26* 
* 
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WO 
i = 3  

i = I  

P �9 (~,o, --t--PF~)-- T~- U------ t- U 

isl, so da$ T die lebendige Kraft des gegebenen Punktsystems bedeutet,  
die mit Hilfe yon (40) und (48) als homogene Funktion zweibn Grades 
yon den Grii$en z und p dargestellt ist. 

Diese Funktion T wollen wit je~zt berechnen. 
~u~ den For~eln (~9) ~nde~ ~a= .aCh (4), (~0) ~nd (4S): 

; = 3  

i = 1  

mid hieraus nach (1): 
i----8 / = S  

i=I i=I 

so dab 

, (El ~_[)~ i =~ i ~ i ~ = - - -  x~ + - - - x ~  ~ ( x ~ -  x~) x~ -{- ~ xi-F m~ ~ m~ q~ m~ r~ 

i ~ (x~ - x~) usw. -4- m~ r~ 
? ? Setz~ man nun diese Werte ftir x~ y ,  z" und ~T ~T ~ r  

evidente Formeh ~x"  @ "  ~ '  in  die 
i = 8  

ein~ 

( ~  , ~r , 

i = 1  

so erh~lt man nach kurzer Rechnung mit tIilfe yon (9): 

1 1 1 1 1 

~rgl f f ' l -  + ~ [(~ + ~ - ~ )  ~--~. ~ + (~+  ~-~/)~-~, ~ +(~/+ ~ - M )  ~ . j  

- -  - -  - r ~ P~P~ + 1 (rl~ + r~ r8 ~) ~ ~" (50) +~, ;~ ;  + ~ ,,~~ 

~0 8 7g I 
+ ~ e~ ~ + r~  - -  es ~) P~ + (q1~ + ~ -  ~ )  ~ 

l [  
+ ~ q~ + ~ / -  ~ )  E ~-; 

_ P ~  ~__~s. 

m 8 

3. Um die in den letzten zwei Paragraphen aufgesbl lbn Formeln auf 
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einen speziellen Fall anzuwenden, wollen wit vorausse~zen, dab die :Massen 
tier Punkte M1, Ms, -Ttls, Mt  einander gleich sind: 
(51) ml=ms-----ms----m~----1; M = 4 ,  
und dalt die Kriiftefunk~ion U in der Form (10) gegeben ist. Die Funk- 
tion H (50) iindert sich dann niche, wenn man die Variabelen 0 und 
dutch die Variabelen r und p rait den en~sprechenden Indizes ersetzt~ 
und uragekehrt. Daraus ziehen wit den Schlu•, dab die Bewegungsglei- 
chungen (49) das System par~ikul.irer In~egrale 

(52)  r,; (i = 1, 2, 3) 
zulassen. 

Es ist also eine solche Bewegung des gegebenen Punktsysteras M1, 
~ ,  Ms, Ml  mSglich, bei welcher je zwei gegeniiberliegende Kmlten der 
Pyramide M1M~MsM~ gleiche Liinge haben. 

Die Variabelen r und p gentigen ira Falle (51) und (52) den Olei- 
chungen: 

dr i 0I-tl. dpi 01-11 (i ---- 1, 2, 3), 

wo (50) 

Hi ----- 2- I / ~  J~ + -032 P] + - r ~  r a ~ i02P8 + r rl 
(53) 

+ r ~ + r  ' * r~+l 1) 
~ r~ P ~ 2  ~ + 1 (r~ + ~ + + r~ + 

ist. Diese Gleichuagen haben nua die par~ikuliren In~egrale 

(54) r~---- r~; p~----- P2, 
und die Yariabelen rl, r~ Pi, P~ sind aus den Forraeln: 

dr, = 2p 1 + 2 r~_ d~, _ 2 p~ (p r~ ) 
c~t r~ p~ ; -,tY ~- r~ 1 - -  ~ P~ + ~rl ~; 

a t  = ~ ~ + r~ ~" p~; at r, - z  p~ ~ -- ~ P~ + er~ 

zu bes~;iraraen. 
Die erhal~enen Gleichungen k~innen in dera Falle, da6 die wirkenden 

Kriif~e dera Kubus der En~fernung umgekehr~ propol4ional sind~ leieht in- 
tegrier~ werden. Doch wollen wir erst nachweisen, wie under der u 
aussetzung, dat~ die Gleichungen (55) gel~is~ sind~ die Bewegung der 
Pyramide M iM~M a M~ in bezug auf das Koordinatensys~em M~xy~ be- 
s~irarat werden kann. Das in w 1 auseinandergesetzte Verfahren gestalt~el 
sich ira Falle (51), (52), (54) besonders einfach. 

Wir beginnen rai~ der Besliraraung der GrS$en r aus den Inle- 
gralen (40) oder~ was nach (15) dasselbe is~, aus den Forraeln: 

~O ~0 
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Dem iusdrucke (18) ftir {9 gem~i$ bekommt man hieraus nach (i9): 
m$[ksu 1" + hsvs �9 + hlQ3Q~ t -  (k2~ $ + h~'~ 1 ~- hl~'~3) ] 

= ms[k~v i' + hles~ s" n t- h2ua'- -  (ksQ a + hiQ s --[- h~Q1)] u s w . ,  

oder, wenn man wieder die Bezeichnungen (27) einfiihrt: 

1 1 

USW. 

is~ aber in unserem Falle (51), (52) und (54) nach (16), (17) N u n  

und (15) 
k 1- -k~=k 8 - ~ - h l - 2 h s ;  h 8-hs;  

g f l t 
2ul '  -~ 2rsrs'  -- rlr l '  + q~l'; 2u~' = r l r  1" + 9~s ; 2u  s ----- f i r  1 + ~a ; 

! I t �9 f l 2vl = 2rsr~' -- fir1 -- ~i ; 2vs' -= r~rl -- ~ ; 2vs' = r lr l  -- r 

Bestimmt man mit Hilfe dieser Formeln aus (27) die Gr~$en a, fl, ~, 
und setzt dann in die gefundenen Integrale ein, so iiberzeugt man sich 
leieht, da$ nach (51) 

sein mfissen. 
Ferner finder man aus (45) 

= 0  

V 1 r A_~ 1 1 r~ s 

and dann aus (46) 
CO 1 ~ tD 2 ----- fD3 ~--- O~ 

so dal~ die neun GriiSen a, b, c a11e Konstante sind, yon denen nach (43) 
drei willktirlich angenommen werden k~innen. 

Der Punkt M1 bewegt sich zufolge (44) li~ngs einer Geraden und die 
P u n k b  Ms und M8 beschreiben ebene Kurvon, die in den Ebenen 

x~a s + ysbs W zsc s = O; xsas + ys bs + zscs = O 
liegen. 

Bezeichnel man 

xs as + Ys bs + zs es ---- ~s ; 

so n ch (44) (56) 
1 

Nach Elimination yon t aus 
der Kurve des Puuk~es Ms. 

xs al + Ysbl + zs cl = Ys, 

~s = ~ - -  ri ~ 

diesen FormeLu erhiilt man die Glelchung 

Auf ~ih~nliche Weise kann auch die Kurve des Punl~es M s bestimmt 
werden. 
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Ist die Kraft~ die an den Punkten _M~ und Mj angreift~ dem Kubus 

der Enffernung MiMj umgekehrt proportional, d. h. ist in (55) 

k---- - - 3 ,  

so lassen die Gleichungen (55) auSer dem Integrale der lebendigen Kraft 

~'~ 31 p ~  + 2 --~', P*P~ + ~- ~ + r~--z = -fie 

noch die beiden folgenden: 

rl ~ + 2r~ s = 4 ( h t  ~ + 2a t  + b); r ,p,  + 2r~p 2 ~ ht  + a 

zu. Hier bezeichnen a und b willktirliche Konstanten. 
Das vierte und letzte Integr~.l mug der Jacobischen Theorie des 

lotz~en Mul~iplikators zufolge dureh Quadraturen sich bestimmen lassen. 
Aus den Formeln (55) leiWn wit die Gleichung 

~ ,  dr, r , ' - -  ~r,' (p r~ ) 
r I  d t  r ~  = r~ i--rs p~ 

her und ffihren in den Integralen und in dieser Gleichung die Subslitution 

RUS. 

r, = B cos r 

*_ R sin r 
~'2 ~--- ] / 2  

Wit erhalten dann: 

Pl = co eoscp --  ~- s in~;  

P~ ---" V~- co sin ~ + cos qo 

2 co ~ + ~-i - -  sin'(p/~-~ 2r- 2--:/~' cos~r + ~ = -2 ;  = 

-d7 = 20(1  -- ctg~9o). 

Indem man hieraus die Variabelen % co und R eliminiert, kommt 
man in der Tat zur Quadratur 

WO 

j " dq f dt = 2 (ht ~ + ~ a t +  b) + const., 

r 4 

gese~zt ist. 

III. 

1. Die meisten tier in Kap. I und II benutzbn Formeln sina unter 
der Voraussetzung, dab das Pyramidenvolumen A yon Null verschiedeh 
ist, hergeleitet worden. Darum muB der Fall, da$ die Punkte M,, ~ ,  
Ms, M~ in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen, ge. 
bennt behandel~ werden. 



408 P. WoRo~rz. 

Wir ffihren wieder ein Koordinatensystem M4xyz ein, das zum U r -  
sprung den Punk~ Ma hat und dessert Achsen im Raume feste ~ i c h -  
tungen haben. 

Indem wir einer Idee yon Sylves ter*) ,  welche Radau  *~) mit; 
vielem Erfolg ftir das DreikSrperproblem verwertet hat~ folgen, be~rachten 
wir neben dem Systeme. M~xy~ ein zweites Koordinabnsysbm M ~ / ~ ,  
das denselben Ursprung hat und dessen ~v-Ebene mit der Ebene d e r  
Punkte M~, M~, Ma, M~ zusammenf~llt. Die Schnittlinie der ~y- u n d  
xy-Ebenen w~ihlen wit zur ~-Achse und bezeichnen mit ~ und g, die 
Winkel zwisehen den Ebenen xy und ~V und den Ebenen zx lind ~ .  

Dann hat die Winkelgesehwindigkei~ des Systems M 4 ~  in bezug  
auf das System M~xyz, wie bekannt, die Projektionen 

t --~p's inr  ~ ,  ~'cos~0. 

Wir bezeichnen ferner mit ~,., *h die Koordinaten des Punktes M~ i n  
der ~ -Ebene  und mit u~, v~, w~ die Projektionen auf die ~ V, ~-Achsen 
der Geschwindigkeit dieses Punkbs in bezug auf das System M~xyz. 
Es ist dann: 

(57) u~ ~ ~ ' - -  ~p'coscp; v~ ~ V~' + ~W'coscp; w~ = -- ~ ' s i n ~  -- ~ ' .  

Die Iebendige Kraft des Punktsystems l~fit sich nach (4) leicht; 
durch die GrSflen u, v~ w ausdrficken: 

(5s) 
- -  --M-- (u~ u~ + vz v~ + ws w~) , 

- ~ - - ~  (u~u~ + v~v~ + w~w~). 

Setz~ man bier aus (57) ein, so wird 

r =  e(! , ,  ~,, i,, ~ ,  ~', r  ~'). 
Die Krifbfunktion U hingt nut yon den Variabelen ~ und *h ab ,  

so dal~ die Be'wegungsgleichungen so geschrieben werden kSnnen: 

~ ~ =o; ~ ~-~)=~-~. 

*) Sylvester, On the Mo~ion of �9 Rigid Body actod on by no external Forces. 
PMlosoph. Transact. of the Royal Society of London~ vol. 156, 1866, p. 778. 

**) Radau,' Sur une propri~t~ des syst~mes qui ont un plan invariable. Liou- 
ville Journ. de Math~m. s. 2. k XIV, 1869. 
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Wendet man die Fl~chensgtze auf die xy- 

bemerkt, da$ 
cos  (x ,  ~ )  = - ~ in  ~ ;  cos  (y, ~)  = c o ~ , ;  

is% so 

und ~ - E b e n e n  an und 

c o s  (z,  ~)  = 0 

bekommt man zwei Fl~ichenintegrale der Form 

~ O _ c ;  ~_oo = - - A s i n ~ P T B e o s ~ ,  

wo A, B, C dieselbe Bedeutung haben, wie in (8). 
Die letzte der Bewegungsgleichungen gibt das 

~O = - -  ( A c o s ~  + Bsin~)~p'. 

Nun ist aber naeh (57) 

i--S 

0V' = ~v-~. - -  ~ ~ cos  ~p - -  

i = 1  

i = 3  
~0 

i=1 

i=3 

dritte Integral 

i=1 
i=3 

-- ~ ~ sin ~p -- ~ Vie eos qo 
i=1 

und naeh (58) und (57) 
j=3 

'11zi Z ( Wli - -  ~ m ~ w ~  ~ m j w ~  = - -  m d h  + 

j=l 
j=S 

~T 

folglieh erh~ill man 
i=8 

(60) 
i=3 

i=1 

W O  

aus den Integrale-: 

j=$ 

i = 8  

Z ~T 

/=1 

~ . ~  m ~ )  4' sin (p 
j=l 

- -  V~ ~-~i c o s ~  --  R~p's in~  -- Qcp'sincp = C; 

Q~,' sin (p + Pep' = A sin ~p - -  B cos ~p; 

- -  ~h sin So + / / ~ , 2  sin So cos ~ + Q~,'~' cos 

= (A cos ~ + B sin ~p)~', 

(61) i=I  

i f S  j = 8  i = S  
1 

i=1 j= l  i=1 

i=3 ,)2 i =i__~13 

gesetzt5 ist. 
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Jetzt unterscheiden wir drei Fiille. 
Den aufgestellten drei Gleiehungen geniig~ man, erstens wenn man 

voraussetzt, dal~ 

Ovi 
i-----1 

ist. 

- ~  ~ V~ = const. 

Die Ebene der Punkte 21/1, M2, Ms, M~ hat eine im Raume feste 
Richtung und in dieser Ebene gilt der Satz yon tier Erhaltung tier 
Fl~iehenr~ume. 

Zweitens mbge 
0 ~ 0  

und r yon Null verschieden sein. Man hat dann 

*'--8 

(62) ~.7 ~,~_T ~'0-~i eos~o- -Q~ ' s in~- - -C;  Pcp'---- -- 23. 
i----1 

Die Ebene der Punkte M1, M~, 3/8, M, rotiert um die y-kehse mit  
einer Winkelgesehwindigkeit, die der Gr56e P (61) umgekehrt pro- 
portional is~. 

Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen mit Hflfe des zweiten 
Integrals (62) die Derivierte ~', so sind die neuen Bewegungsgleichungen 

d/0el~ ~(e, + u) d {~O~ ~(e, + u) (i = 1,1~, 3), 

wo naeh Routh*)  

ist. D.a nach (59) 

B ~ Or----- O - -  Bop'---- O + p 

Oe 1 ~e a(r = ~ = 0  

ist, so ~indern diese GIeichungen ihre Form nicht, wenn man aus ihnen 
mit Hilfe des ersten Integrals (62) den Winkel cp eliminiert. AuBerdem 
kann noeh aus den erw~hnten GMchungen mit Hilfe des Integrals der 
lebendigen Kraft 

e I ~ U +  h - - B o p "  

die Zeit eliminiert werden. Das Problem reduziert sieh also in diesem 
Falle auf die Integration yon fiinf Differen~ialgleichungen zwei~er Ordnung. 

Sind, drittens, die ~' u n d ~ '  beide yon Null verschieden, so w~hlen 
wir die xy-Ebene parallel der invariabelen Ebene: 

A = B - - - . O .  

*) Rough, A ~reatise on ~he stability of a given s~a~e of motion, ch. IY, arC. 2~  
London 1877. 
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Aus d e n  

Q$' sin qo + P q o ' =  O; 
i = 8  

Formeln (60) finden wir: 

RO' sin ~ + Ocp'= -- C sin r 

~v;. 
/ = 1  

,so dal~ 
(Q~_~o~)~,' = CP; 

~ird. 
Aueh in diesem Falle lassen 

wegungsgleiehungen eliminieren. 

. . . .  *h = C cos r 

(P /~  - q~) w' = C q sin 9o 

! g 

sieh die GrSSen ~ ,  r r 
Bezeiehne~ man 

aus den Be- 

C ' P  ! r 

O, = O --  CO '=  0 Q .  p/~ = Funkt. (~, rh, ~;, ~ ) ,  

so sind die neuen Bewegungsgleichungen 

a [~o,~ 0(o, + U) d [aO~ a(O, + U) (i = 1, 2, 3). 

Indem man aus diesen Formeln mit Hilfe des Integrals der lebendigen 

Kraf~ O 2 = U + h -- C~' 

.die Zeit eliminiert, bekommt man aueh bier fiinf Differentialgleiehungen 
zweiter Ordnung. 

2. Um eine Anwendung der Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
zu erhalten, wollen wir etwas ausftihrlieher auf den zwei~en Fall eingehen. 

Die Formeln (57) geben in diesem Falle 
f I ! 

zo da$ naeh (58) und (62) 

= - 2 )  = L~t -t-~, + m =  -- (~/~+,7/~) 

- + v 8  - 2 - W  (~, ~8 + v ,  n , )  

~s ml , , , v m I ~ , v B 2  
- 2 -~-- (~ ~ +~ ~)- 2-y-(~/h'+~ n~)+ ~- 

wird, wo nach (61) 

isL 
Die Kriiftefunk~ion nehmen wir in der Form (10) an. 
Nun maehen wir die Voraussetzung, dal~ die Massen zweier der 

Punkte M~, M~, Ms, .a:f~ einander gleich sind: 
9~$~ ~ 9/b 1 �9 

Man tiberzeug~ sieh leieh~, dag unter dieser Bedingung die Bewegungs- 
gleichungen (63) das System psrtikuliirer Integrale 

~ + ~ = 0 ;  r /~=rh;  ~ = 0  
zulassen. 
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Die Integrale (62) geben nach (61) 

C =  0; 2~nl~12r B. 

Wir sehen also, dab flit das gegebene Punktsystem eine solche Be- 
wegung mSglich ist~ bei welcher die Entfernung zwischen den Punkten 
M 1 und M 8 mit gleichen Massen yon der Geraden, die die beiden anderen 
Massenpunkte M~ und M~ verbindet, senkrecht geschnitten und halbier~ 
wird. Die Ebene, in der die Massenpunkte liegen, rotiert um die Gerade 
M~M~ mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung 

-3/1M s umgekehrt proportional ist. Die Rotationsaehse hat eine ira Raume 
feste Richtung (senkrecht5 zur invariabelen Ebene). 

Sind die Massen der Punkte M~ und M~ auch einander gleich: 

~ ~ m ~  ~-- I ,  

so lassen die Bewegungsgleichungen (63) das partikul~re Integral 

~2 = 2~1 

zu, so dag die Punkte M~ und /3/~ in jedem Momente der Bewegung 
symmetrisch zur C~eraden M1M a liegen. 

Wenn die Kraft, die an die Punkte M~ und M~ angreift, dem Kubus 

der Entfernung ~7l/~Mr umgekehr~ proportional ist~ so kann unser Problem 
dureh Quadraturen gel~ist werden. 

Das Integral der lebendigen Kraft und die Jaeobisehe Formel (32) 
geben dann: 

ml~l ~ -4- ~h ~ = ]~t ~ + 2at  § b, 

wo a, b, h willkiirliehe Konstanten sind. Substituieren wit nun 

~/m-,~ ~l -= B cos co; ~l = R sin ~o, 
so wird 

tt 2 = ht ~ § 2at § b; 

R~/~'~ 3t- "R4C~ ~--- hR~  4:cos'a~ 2 c o s ' o ~ §  1 sin '  a~ 4sin'r "4- 4cos"-------~, 

= 

l~ach Elimination yon R erh~l~ man die Quadratur 

f v da, = f a t  ~h-- ~-~=-- F(~) t ' §  eat § b § const. 

. Kiew, November 1905. 


