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Uber asymptotische Darstellungen der Losungen linearer
Differentialsysteme als Funktionen eines Parameters.

Von

Lupwrie ScHLEsINGER in Klausenburg.

Einleitung.

Wenn der Punkt z = oo eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der
Losungen einer linearen Differentialgleichung (oder eines Systems linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung) mit der unabhingigen Variabeln z
ist, so kommt — wie Herr Poincaré gezeigt hat*) — den mnach fallenden
Potenzen von x fortschreitenden Normalreihen des Herrn Thomé, die
den Differentialgleichungen formell geniigen, aber im allgemeinen divergent
sind, die Bedeutung zu, dafl sie fiir grofe Werte von x gewisse Integrale
asymptotisch darstellen. Hingen die Koeffizienten der Differentialgleichung
oder des Differentialsystems von einem Parameter u so ab, daB der Punkt
u = oo eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der Integrale ist, so kann man
Reihenentwicklungen aufstellen, die in bezug auf g eine #hnliche Struktur
aufweisen, wie die Thoméschen Normalreihen in bezug auf z, und denen
die Eigenschaft zukommt, da8 sie gewisse Losungssysteme fiir groBe Werte
von u asymptotisch darstellen. — Herr Horn, der ja auch zur Theorie der
durch die Thoméschen Normalreihen vermittelten asymptotischen Dar-
stellungen so wertvolle Beitriige geliefert hat, betrachtet in zwei in diesen
Annalen™*) verdffentlichten Arbeiten fiir gewisse lineare Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung die nach einem Parameter fortschreitenden formalen
Entwicklungen, und weist ihre Eigenschaft, fiir reale Werte der unab-
hiingigen Variabeln und fiir grofe Werte des Parameters die asymptotische
Darstellung gewisser Losungssysteme zu liefern, mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Anniherungen nach. — Ich nehme in dieser Arbeit die

* American Journal Bd. VII (1885), S. 203ff. Acta Mathem. Bd. VIII (1885),
S. 2751F.
*) Bd. 52, S. 271ff. und S. 3401
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Untersuchung fiir ein beliebiges lineares Differentialsystem und fiir be-
liebige komplexe Werte der unabhingigen Variabeln in Angriff Als mir
bemerkenswert erscheinende Ergebnisse hebe ich die folgenden hervor.
Der Nachweis der asymptotischen Darstellung 148t sich durch voriiber-
gehende Verschmelzung des Parameters mit der unabhiéingigen Variabeln
auf das fundamentale Lemma des Herrn Poincaré*) griinden, in #hnlicher
Weise, wie es Herr Horn*¥) fiir den Fall der Thoméschen Normalreihen
durchgefiihrt hat. — Wenn die Koeffizienten des Differentialsystems rationale
Funktionen der unabhiéingigen Variabeln sind, so spielen gewisse algebraische
Funktionen und die zu diesen gehérigen Abelschen Integrale eine be-
deutsame Rolle, die letzteren reduzieren sich in einem besonders wichtigen
Spezialfalle auf Integrale erster Gattung. — Die gefundenen asymptotischen
Darstellungen gewidhren vollstindige Einsicht in die Natur der Grenzfille,
die auftreten, wenn man sich***¥) der Kontinuititsmethode bedient, um
die Existenz der durch das Riemannsche Problem postulierten Funktions-
systeme zu erweisen, und ich mdchte bemerken, dall die hier mitzuteilen-
den Untersuchungen aus dem Streben nach dieser Einsicht erwachsen sind.
Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes rendus der Pariser
Akademiet) erschienen.

L

Formale Aufstellung der nach fallenden Potenzen des Parameters
fortschreitenden Reihen. Ihr Charakter als asymptotische
Darstellungen gewisser Integralsysteme.

Die Koeffizienten @,, des homogenen linearen Differentialsystems

dyx - ¢
(A) dr Zylai.z (” = 1; 2) Tty ”)7
A=1

mogen von einem Parameter p dergestalt abhingen, daB sie in der Form
von Reihen
1

(1) a,, = u (a0 + o4 ininf) G x=1,2-,n)

dargestéllt werden konnen, wo © eine positive ganze Zabhl, die ¢, alt),. ..
Funktionen von z bedeuten, und die Reihen- (1) in einer von 2 unab-
hiéngigen Umgebung von u = oo

@) |4, >R,

konvergieren. Die a;, werden, um die Vorstellung zu fixieren, als rationale
#

*) American Journal Bd. VII, S. 204-—209,

**) Acta Mathem. Bd. XXIV, 8. 289ff.; Sammlung Schubert L (1905), 8. 190 ff.
**¥) Vergl. die vorhergehende Note.

1) Tome CXLII, p. 1081—1038, 7. Mai 1906.
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Funktionen von x vorausgesetzt. Eine Integralmatrix (y;,) des Systems (A),
die sich fiir den reguliren Wert x =z, auf die (von z unabhiingige)
Matrix (y,,) reduziert, wo in der durch (2) bestimmten Umgebung von

g = o0:

N
(3) Ve T % (7507) + ";x + -+ in inf’) ’
A eine positive ganze Zahl, 148t sich bekanntlich*) in der Form
+x
4) Yy, = 22/(,2 w’

darstellen, wo die y%{') Funktionen von z bedeuten, und die Reihen fiir
alle reguliren Werte von x und fiir alle endlichen Werte von g, die der
Ungleichung (2) geniigen, unbedingt und gleichm#Big konvergieven. Es
handelt sich um die Untersuchung der durch die Reihen (4) definierten
Funktionen von g in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle g = oo.
Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf den Fall t=1, 1=0,
bemerken aber, daf die darzulegende Methode mutatis mutandis auch

allgemein anwendbar bleibt.
Wir setzen in das Differentialsystem (A) fiir y, die Ausdriicke

(5) yx = eUY (yg’o) + ;t—— yE{l) + N in lnf.) (x = 1, 2’ ey n)
ein und suchen die o, y®, y¥), ... als Funktionen von z so zu bestim-

men, daB die Ausdriicke (5) formell das System (A) befriedigen. Nach
Division durch e““ ergibt sich:

ay® 1 ayQ do )
J{+"J%+"'+”¢E(y§c°)+‘ﬁ S)+...)
—_=2y, (y&o) + ;;—ygi) + . .) (agoz + 7; agl,z + . .)
A=1

und durch Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von u auf beiden
Seiten:
do
(6) T2 YO = DlyPa,
2
dyz(:n do
M et =2y a),
2
49 | do 0) gv +1) 1 4D g v +1) 4(0)
® gt W=D 0+ yPaf)+ e+ af)
2
(v=1,2,...).
*) Vergl. Horn, Mathem. Annalen Bd. 52, 1899, S. 343.
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Die Gleichungen (6) oder
(62) 2(&“” —d,, da:) yP =0 (x=1,2 .. 78)
2

erfordern, daB
(9)

sel, was eine Differentialgleichung erster Ordnung und #** Grades fiir o
ist; begeichnet man mit @,, .-, @, die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung

(10) o) — 0, =0,

a,«))_._a”dx}=0 (lhx=1,2 - 2)

die, sofern man die a{? als rationale Funktionen von z voraussetzt, © als
algebralsche Funktion von determiniert, so erhilt man

(11) w,=|0,dx (6=1,2 .., n)

und dann vermige (6a):

(12) 2(@‘0) — 6 D ) y(") = 0 (x = 1} 27 ) %)

i

woraus sich, allgemein zu reden, die Verhiltnisse
.
(18) YO 1y .z y©

als algebraische Funktionen von z bestimmen lassen. Wenn die Diskri-
minante der Gleichung (10), in bezug auf @, in « nicht identisch ver-
schwindet, so sind die @, -- ., @, voneinander verschieden; wir halten
vorliiufig an dieser Voraussetzung fest. — Um die Ausniitzung der Rekursions-
formeln (8) zur Bestimmung des noch unbekannten Proportionalititsfaktors
der 49, -, y® und der folgenden Koeffizienten in den aus (5) fir
® = o, hervorgehenden Reihenentwicklungen ibersichtlich zu gestalten,
verfahren wir wie folgt.

Es bedeute «() irgend ein Lésungssystem der Gleichungen (12). Dann ist

(14) () (080 W) = (@, 0:) .

Setzen wir nun
n

(15) o= ),

i=1

so genligen die 2, - - -, #, dem Differentialsysteme

dzz i
® - S, =12
=1
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wo*) gwischen den (b,,) und den (a,,) die Bezichung:

(16 (@) = W)™ 02 62 + ) ()

besteht. Hiernach sind mit Riicksicht auf die Gleichung (14) die b,, in
der Form

(17) -—u(a +51‘)+bf2’3+ )

als fiir |u| > R konvergente Reihen darstellbar, worin

| b () (atd) ()~ (d “(0)> w®
(18) (58 = (%) (af) ()" =\ ()7
i (b)) = (u«n) (a92) ()~ (»=28-1)
Setzen wir nun gleich
(19) 5, = e (55‘2 + i AU+ ) ,  (Ga=12..n)

so lauten die der Gleichung (8) analog gebildeten Rekursionsformeln fiir
die £{"):

2™ i
(20) “ix + o2+ — E (2591) bg.v:l) + e zg,;.) bglj + 5§3+1) 6‘23{@“2}’
=1

(v=20,1,2,..")
wiahrend sich aus der der Gleichung (6) entsprechenden Gleichung:

= 20} = A0
wizix zi'»zwz’

(21) A0 =0, i

ergibt. Die Gleichung (20) liefert nun fiir » =0 und ¢ =«
a2 f o®) az

(22) Ta =406, &Y= const.e )

und fiir 7 == %

(22a) @, 4D = A0 + @, 20,

woraus sich die #) (i =+ x) bestimmen. Die 2{) ergeben sich dann aus
(20) fiir v =1, i = x mittels Quadraturen**) usw. Gehen wir von den

*) Vergl. z. B. die Formel (IIL.) meiner Arbeit, Crelles Journal, Bd. 128, S. 267.
¥#) Man findet:

(1) 1 2 Wy
dz fb( ) dx[ (2> b[.l blr _J + Sjt)btlz) s (ci o=z Consth)-

iﬂ —
Ag=i
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Ausdriicken (19) zu den das Differentialsystem (A) befriedigenden Aus-
driicken

(23) Yo = 00 (Y + 5 ¥ + - )
zuriick, so ist
(24) i) = (4 (45)
also nach (21), (22):
’ [
(25) yh=ce/ " uf)
usw. — Wir haben somit unter der Voraussetzung, daB die Diskrimi-

nante der charakteristischen Gleichung (10) nicht identisch verschwindet,
n Systeme von Reihen der Form (5) gefunden, die dem Differential-
system (A) formell geniigen. Wenn die » Wurzeln @, - - -, @, nicht von-
einander verschieden sind, so treten moglicherweise an die Stelle einiger
der Reihen (23) solche von der Form
e +‘u7‘j o' 4+ l‘% o (yf()ﬁ T ”"1'1‘ Yo+ '>;
w

wo m eine ganze Zahl bedeutet, die nicht grofer ist, als der Grad der
Vielfachheit der betreffenden Wurzel @;. Die Behandlung dieses Falles,
der bekannten Verhiltnissen in der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen entspricht (den sogenannten anormalen Reihen des Herrn Fabry¥)),
lassen wir der Einfachheit wegen beiseite.

Natiirlich sind die Reihen (23) im allgemeinen fiir keinen Wert von
u konvergent; ohne auf die an sich und fiir die Anwendungen nicht un-
interessante Frage nach den Bedingungen, unter denen jene Reihen kon-
vergieren konmen, einzugehen, wenden wir uns gleich zur Erérterung der
Bedeutung der in Rede stehenden Reihen als asymptotischer Darstellungen
gewisser Losungssysteme des Differentialsystems (A) fiir groBe Werte des
Parameters u.

Wir schreiben das Differentialsystem (B) in der Form

daz
(Ba) }# =un,s, + 2, @
i=1

n

wo also die @,, Funktionen von z und g bedeuten, fiir die

(26) lim —:;- Q,, =0

=00

ist. Es sei 2 = a ein reguldrer Punkt, d. h. ein Punkt, der weder zu den

*) Théses de la Faculté des Sciences, Paris, 1885, vergl. Poincaré, Acta Mathe-
matica VIII (1885), S. 304.
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Polen der rationalen Funktionen a,, noch zu den Verzweigungspunkten
der durch die Gleichung (10) definierten algebraischen Funktion & von
x gehort. Wir denken uns von a aus einen Strahl gelegt und auf diesem
einen Punkt b fixiert von der Beschaffenheit, daB die zwischen ¢ und b
gelegenen z Punkte dieses Strahles (b eingeschlossen) ebenfalls reguliire
Punkte sind. Der Parameter ¢ moge mit einem bestimmten Argumente,
also auch in einem Strahle, ins Unendliche riicken. Wir setzen

(27) plz —a) =k, (i=V—1)

so daB £ real positiv, & konstant ist. Die Bezeichnung sei nun so ge-
wihlt, daB fiir alle Werte von z, die auf unserem z-Strahle zwischen a
und b liegen,

(28) R@,0) > R(@e) > - - > R(@,e),

wo R den realen Teil der in Klammern folgenden Grofen andeuten soll.
Der Punkt b ist nétigenfalls so zu regulieren, dafl die Ungleichungen (28)
statthaben. Verbleibt # zwischen @ und b, und riickt g auf seinem Strahle
ins Unendliche, so wird § als reale positive Variable unendlich groB; in-
dem wir nun dieses £ in dem Differentialsysteme (Ba) an Stelle von x
als unabhingige Variable einfiihren, erhalten wir:

az,
29) o= e"‘wz—i—zzl Qi ¢,  (x=1,2, -, n)

woraus fir » = 2,3, .- -, n:

4
dlog =

(B0) = (7,— @)

1 J4
+Leoq. - + 3 it 3 )
® >1
folgt. Da nun hierin
(31) m (eOi(w}: - 67])) < 07 EETw—i— eOi le = 0

ist, 1dBt sich einerseits eine von z unabhingige negative reale GriBe o
so angeben, daB in dem betrachteten Intervalle

R @, —o)) S 0 <0;
andererseits ist fiir hinreichend grofie §
1 .
‘ wl; e’ Q).v < 67

wo & mit wachsendem £ gegen Null konvergiert. Wenn nun

Zl 1
Y =
Zx &
A i>1
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80 haben wir¥) nach (30)

z,
dlog | =

1
»——dT< o +204+2(n— 1)6—;-

Bestimmt man nun fiir ein gewisses § die positive GroBe s aus der
Gleichung

0+20+2(n—1)0 -~ =—g,

wo ¢ eine hinreichend kleine positive Grofe bedeutet, so wird & zugleich
mit 0 unendlich klein, und man schlieBt wie Herr Poincaré (a. a. 0.),
daB ein Integralsystem z,- -, 2,, fiir welches in einem &-Punkte

e | = x=2,---,n)
ist, die Eigenschaft bes1tzt, daB
lim 22— 0.
=+ &
Solche Integralsysteme sind stets vorhanden. — Dieses Lemma wird nun
in #ahnlicher Weise weiter beniitzt, wie das Poincarésche bei Herrn

Horn (a. a. 0.)
Aus den dem Differentialsysteme (B) formell geniigenden Reihen (19)
ergeben sich insbesondere fiir ¢+ = 1 die Ausdriicke

zl (1) + 2 zg?;z + Ve 1 1
X
¢ e 11 (1) V.

die dem Differentialsysteme

ag,
(C) -EZ_E + gz 2 Qll gl = gmu(wx—al) +2 (Q).z_' 6‘7.;: Q:IJ) g), + Qix}

i>1 i>1
(” =1, %>
das sich aus (Ba) fiir die Quotienten
4 Zp
=0, b=

ableiten 1aBt, formell Geniige leisten. Fiir das Gleichungssystem (C)
haben wir den folgenden Satz bewiesen: Wenn z auf das Intervall

*) Vergl. Poincaré, American Journal VII (1885), p. 204 ff., und Horn, Acta
Mathem. XXIV (1900), p. 290, oder ,,Gewdhnliche Differentialgl.” (Samml. Schubert L)
1905, S. 190.
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(@ - - - b) beschréinkt wird und u so ins Unendliche riickt, daB sein Argu-
ment konstant bleibt, wenn ferner die Gleichungen (26) und die Un-
gleichungen (28) bestehen fiir

0 =Argu + Arg (r—a),

so besitzt das Differentialsystem (C) Losungssysteme §,, .- -, £ , die gegen
Null konvergieren, wenn u in der angegebenen Weise dem Unendlichen
zustrebt.

Setzt man in dem Gleichungssystem (C) fiir &, - - -, ¢, die Ausdriicke

(33) b=t L4+ L
R A

ein, so ergibt sich fir Z,, .., Z, ein Differentialsystem von #hnlicher
Form wie (C), nur sind an die Stelle der @,, andere Funktionen ge-

treten, die aber auch die Eigenschaft haben, mit S multipliziert, fiir ins

Unendliche wachsendes u zu verschwinden. Nach dem fiir (C) bewiesenen
Satze besitzt also das fiir die Z, giiltige Differentialsystem ein Losungs-
system, das gegen Null konvergiert, wenn p in der angegebenen Weise
dem Unendlichen zustrebt, und diesem entspricht demnach, fiir jedes
positive ganzzahlige p, ein bestimmtes Losungssystem von der Form (33)
des Differentialsystems (C). Daraus folgt nun weiter*) die Existenz
eines Losungssystems

R A RN T R

) =12 n)

fiir ‘das System (B) und eines Losungssystems
27 Ix%) 0 1 (p) le
(35) y,, =¢ ‘(?lﬁi—i""‘!‘;ﬂ/fx‘i'*;,;) (x=1,2, -, n)

fir das System (A), wo, wenn u in der angegebenen Weise ins Un-
endliche riickt und # zwischen ¢ und b liegt,

(36) lim Z,, =0, lim ¥, = 0.

H =0 i =

Man benutzt nun das Losungssystem (35) zur Reduktion des Differential-
systems mit » Unbekannten (A) auf ein ebensolches Differentialsystem mit

*) Indem man beachtet, daB nach (B)

n
d log 2z %, &
dgx-—?-yﬁ)z—{-z;;Qszlbwz-f'sz—f—E;E;Qz,,

“ A=1 A=x
(k=1,2, .., m; § =1)

ist, und dann die Gleichungen (22), (22a), (32) zu Rate zieht.
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n— 1 Unbekannten®) und schlieBt durch vollstindige Induktion — genau
so wie es Herr Horn*¥) tut — auf die Existenz von weiteren % —1
Losungssystemen des Systems (A) von der Form

Hw; 1 y'z'x .
(85a) y, =¢ ‘(yf.",}—l—”--l—Fyﬁ-ﬁ)—l-pp), (t=2,---n),

fiir die, im selben Sinne wie bei den Gleichungen (36)
lim ¥, = 0.

=
Uber die in den ®,, Y enthaltenen willkiirlichen Integrations-

konstanten denken wir uns auf irgend eine Weise verfiigt; die o, mdgen
etwa als

(37) @, =f65idx

erklirt sein, wo %, einen zwischen @ und b gelegenen Wert von z be-
deutet. Fiithren wir in dem Integrale (87), das natiirlich den z-Strahl
entlang zu nehmen ist, die durch (27) definierte GroBe als neue Variabele

ein, so ist
£

. 8Y—=1
po; = J ;€ at,
So

wir haben also, wenn §>§,, d. h.

(88) |z — a| > |z, —al,
gemif den Ungleichungen (28) die Ungleichungen
(39) Rpo) > Rpay)>---> R(pa,).

In bezug auf die ¥ kénnen wir z. B. festsetzen, daB (vergl die
Gl. (25))

bg.)d:c
=
dann ist jedenfalls die Determinante
(40) 9] + 0.

(fyx=1,2 -y m)
Wir behaupten dann, daB die durch die Formeln (35a) dargestellten

n Integralsysteme eine Infegralmatriz ausmachen, d. h. daB ihre Deter-
minante nicht identisch verschwindet. In der Tat ist:

* Vergl. z. B. Koenigsberger, Lehrbuch d. Theorie d. Differentialgleichungen,
(1889) S. 122.
*) Acta Mathematica, XXIV, S. 299.
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x n

2(2”” dz
(41) |9 = f'-e{”:‘ ,

(he=1,2--n)

wo [ eine von z unabhdngige Grofe bedeutet, von der gezeigt werden
mufl, daf sie nicht in p identisch verschwindet. Beachtet man, daB

nach (10)
202w
x=1 x=1

so folgt aus (1), (35a), (37), (41) die Gleichung
YO+ Y+ + i; v+ ;1; Y, {

f(m,,,,.Jr f‘2)dw+-~-

=r 8xxo %z Xy

(42)

Hieraus ist ' jedenfalls in der Form
1 1 1
M=l gt ot g+ 5k

darstellbar, wo Iy, I',,---, T, von y unabhiingig, und

lim E = 0.

‘u=00
LaBt man aber in (42) den Parameter y in der wiederholt bezeichneten
Weise ins Unendliche riicken, so folgt

f(l)dr:
?

es ist also nach (40) I, von Null verschieden und folglich auch I' nicht

identisch gleich Null
Es bedeute nun %,, fiir einen festen Index ¢ und »=1,2,.--, %

ein Integralsystem von der Form

Wy /o 1 _ 1 =

wo die in den 7, ..., #®» enthaltenen Integrationskonstanten als ewill-

kiirliche Konstaniten zu denken sind und
hm Y = 0.

pH=o

Dann lassen sich die ¢, ---, ¢, als von z unabhiingige GridBen derart
bestimmen, daf

(44) gixzclylx+"'+cnymz (x=1727”"%)‘
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Aus den Gleichungen (44) ergibt sich
t{w;— o ) 1 CZ
¢, = ¢ z)(c(;)+...+;70sp)+_;5), (A=1,2, .-, ),

wo die &0, ..., ¢{» von w unabhingig und die

lim €, =0
: Ny p=eo
sind. Die Gleichungen
de; 0
o =
ergeben fiir ¢ =4
dc? d 0 acl?) 0 dc, o
dx T ) Az " dx T 0 dm T !

und fiir s 4
Cgo) === O’ cgl) — 0’ sy cgp) = O’
C, = const. ¢ “27%)

Es ist folglich fiir 1414

r
o uw t A _ 0 1 1
¢y, =¢€ ra rlx_ol(g<13+...+..u_“p ygpg.l...;;}ax)’

lim rlx = O,

Iu=00
und somit
(®) r
= _ (0) 2 1 uw;
(45) Foo= (Pt 4 5 Oy + 8 2,
lim [, = lim D11, =0,
“= “= A%

wo die ¢9, .- ¢®, C. von x unabhiingige Grofen bedeuten. Wir er-

halten sonach:
FO = y0 oo,

tx e

T =y + 1,

(46)
T Y0+ -+ Y0

durch diese Gleichungen ist die Art, wie die allgemeinen Ldsungen der
Differentialgleichungen (6)—(8) von den willkiirlichen Konstanten ¢, .., ¢
abhingen, in Evidenz gesetzt.

Es bedeute nun y,,:--,y, ein Losungssystem des Differentialsystems
(A), dessen Anfangswerte fiir £ = 2, in der Form

47) y, () = ¥ <y£‘”+ —;— PO+ @1? y®+ . in inf')
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darstellbar sind, wo p, »©, »®, ... von p unabhiingige Konstanten be-
deuten und die rechter Hand stehenden unendlichen Reihen entweder fiir
[u] > R konvergent sind, oder die betreffenden Anfangswerte asymptotisch
darstellen, wenn p seinen Strahl entlang ins Unendliche riickt. Dann
lassen sich von z unabhingige GroBen ¢, - - -, ¢, so bestimmen, daB

(4‘8) Ypo=ClYy, T + CYnys (”=1:2;"'7n)'
Zur Bestimmung dieser Konstanten setzen wir in (48) fiir # den Wert 2,
ein; dann ergibt sich

Cx .
C. = 47 (cgo) N RIIRITI LA ___i) ,
w

wo die ¢, ..., ¢® von u unabhingige GroBen bedeuten, die sich gemif
den Gleichungen (46) aus den Gleichungen:

PO =Dy () &,

(49) 0= 3] 2 ) 42 + 2 ) ),

;,@) _2 (99 (2,) €2 + - - - + Y@ (z,) ¢

i=1

und zwar — mit Rﬁckswht darauf dafl die Determinante

42 (57) | + 0
ist — In emdeutiger Weise bestlmmen, fir das noch von w abhingige
G tst: lim C, = 0.

,ll =

Setzen wir nunmehr: @, = @, + » und ferner
0) ~(0) . 77(0
Yo =9,

X
(50) ygol el 4 J(l (,(0) = y(l)
ygﬁj cf!’} + .0+ ysli) 05_0) = 37'&1;) ,
so ergibt sich die Darstellung:
ey 1 , 1
y, = et (ygo}z N + = y({i)) 4o e e guon (yg’l T+ o ?/Sf”))

(eﬁta»lyll R et Yn%);
l Y,, = -=lnY, =0, (x=1,2,---, n),

M= . Hn=00
die fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von p giiltig ist.
Mathematische Annalen. LXITIL 19
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Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (39) konnen wir somit das
folgende Theorem aussprechen:

Jedes Integralsystem des Differentialsystems (A), dessen Anfangswerte
im Punkte x, in der Form (47) darstellbar sind, lipt fir die zwischen x,
und x gelegenen Punkte des x-Strahls und fiir ein den wu-Strahl enflang
ins Unendliche wachsendes w eine asymptotische Darstellung zu, und zwar
im allgemeinen, d. h. wenn die sich aus den Gleichungen (49), (50) ergeben-
den §) nicht sdmilich identisch verschwinden, in der Form

= 1 1, o
(51) g~ e (70 + | T+ e P + -+ in inf).
Fiir spezielle Wahlen der Anfangswerte (47) kann es sich ereignen,

daB gewisse der aus den Gleichungen (49), (50) zu bestimmenden ()
identisch verschwinden. Wenn

g =0, (¢=1,2,--,A—1; »=0,1,2,...),
aber unter den 7{” welche vorhanden sind, die nicht identisch ver-
schwinden, so haben wir

(52) o B (T + D)5

dabel ist jedoch zu bemerken, daB fiir alle Elemente eines Integralsystems,
d. h. fiir alle Werte des Index «=1,2,... », der Index 1 immer der-
selbe sein muB, wie aus den zur Berechnung der 7, %), ... dienenden
Formeln (siehe namentlich Gl. (50)) hervorgeht.

IL

Anwendung auf den Fall eines schlechthin kanonischen Differential-
systems, fiir das die Wurzeln der determinierenden Gleichungen
von dem Parameter unabhiingig sind.

Es mdge nun der Fall besonders behandelt werden, wo das Differential-
system (A) ein schlechthin kanomisches ist, d. h. die Form hat

Y, <O 92, @
(A) E.}‘:Z%@—yb (":1)27"'7%)5
A

dabei bedeuten die g,,(x) ganze rationale Funktionen von nicht héherem
als dem (¢ —1)*" Grade in 2, wihrend

1) @) =(@—a,) - (x—a,).
Die singuliren Punkte @, ---, @, seien von p unabhingig, dagegen sei:
@ 0.@ = (g0 + L0+ ).

Diese Reihen mogen fiir || > R (wo R von # und den a, ---, @, un-
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abhingig ist) konvergieren, und der Einfachheit wegen wollen wir auch
voraussetzen, daB die Entwickelungskoeffizienten g% (4 = 0,1, - )
rationale ganze Funktionen von z sind.

Wir betrachten die algebraische Gleichung n%*" Grades*)

I gix (x) | . )

(3) {'E’(w')‘_aizQ[:O7 (@)k=1727"'7”)5
sie definiert uns Q als algebraische Funktion von # und als in der Um-
gebung von w = oo n-deutige Funktion von u. Fiir diese Funktion sind
die Punkte a,, ---, a, einfache Pole; setzt man

gix('”) v
(4)' t Res, P =49, (v=1,2,--.9),
80 18
(5) |A§Q—— 6Z.xResan, =0, (h,0=1,2,-,n).

Bezeichnen wir also die Wurzeln der Gleichung (3) mit Q,,:--, Q,,
so sind die

(6) Res, Q= r, (1=1,2,--,m; v=1,2---,0)

v

nichts anderes als die Wurzeln der zu 2 = a, gehdrigen determinierenden
Fundamentalgleichungen des Systems (A), und ebenso sind fiir = oo die

(N Res Q, = ¢lo+1)

die Wurzeln der zu 2 = oo gehdrigen determinierenden Fundamental-
gleichung. Wir setzen im folgenden stets voraus, daB die Differenzen
der ) weder verschwinden noch ganze Zahlen sind, so da also die zu
den singulidren Punkten a,, - - -, a,, @, 4 (= 00) gehdrigen Integralmatrizen
%) in der Form

®) = (@—a)’ - gf)
darstellbar sind, wo die () in der Umgebung von z = o holomorphe

Funktionen bedeuten, deren Determinante |¢f)| fiir x = a, nicht ver-

. v . 1 .
schwindet. Fir v=6+1 ist x—a, durch — ersetzen. — Aus dieser

Annahme folgt, daB die Diskriminante der Gleichung (3) in bezug auf Q
nicht identisch verschwindet, und daB die Punkte a,, -.-, a,, co nicht
zu den Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion Q von z ge-
horen, solange u einen endlichen Wert besitat.

*) Diese fiir die Theorie der linearen Differentialsysteme wichtige Gleichung
wurde unsere Wissens zuerst von Herrn Volterra (Memorie della Soc. Ital. delle
Scienze 1899), allerdings bei Fragen anderer Art, als die, mit denen wir es hier
zu tun haben, in Betracht gezogen.

19*
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Denkt man sich in (3) fiir g;,, die Entwickelung (2) eingesetzt, so
ist in Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen der vorigen Nummer

(9) lim—- Q=

=0 W
durch die charakteristische Gleichung

| 95 | .

(10) }mj——é‘izﬁ)‘;:O (C,x=1,2,---,n)

bestimmt. Wenn die Diskriminante dieser Gleichung nicht identisch
verschwindet, d. h. wenn ihre Wurzeln @, - - -, ®, fiir ein unbestimmtes
voneinander verschieden sind, so ist also in der Umgebung von u = oo

(11) i=l‘l’(ai+%95’1)+°”)? (i=1;27"':")'

Wir machen nun die weitere Voraussetzung, daf die Wurzeln v(" deyr
zu den singuldren Pumkten a,, - - -, a,, 0 gehirigen determinierendere
Fundamentalgleichungen des Systems (A) wvon dem Parameter p unab-
hingig sind.

Dann ist also nach (6) und (7)

Res, Q =Res, @V, (»=1,2,-.-,0,6+1),
dagegen
(12) Res, @,=0,
Res, Q® =0, (A=2,8,--).

Wir wollen hieraus auf den Charakter der @; schlieBen, Analoges gilt
dann natiirlich auch fir die Q®, Q® ...

Die algebraische Funktion @ besitzt keine anderen Pole als a,, -+, &,
w. z kann @ in diesen Punkten von nicht hoherer als der ersten Ordnung
unendlich werden. Zufolge der Gleichungen (12) ist aber ein Unendlich-
werden von erster Ordnung auch ausgeschlossen; die a,, - - -, a, und
ebenso x = oo gehoren folglich zu den Verzweigungspunkten der alge-
braischen Gleichung (10) und die @, werden in diesen Punkten von
niedrigerer als der ersten Ordnung unendlich. Hieraus folgt, daB die

mi=Jtﬁidx

fiir keinen endlichen oder unendlich groBen Wert von z unendlich werden
kénnen, daf sie also den Charakter von Integralen erster Gattung haben. *)

*) Man tberzeugt sich an Beispielen (etwa n = 2, ¢ = 3), daB die w; nichg
etwa identisch verschwinden miissen.
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Riickwirts ergibt sich aus dieser Tatsache, daB die q, - - -, a5 o0
auch die einzigen Verzweigungspunkte von (10) sind.
Der Koeffizient von @”=* in der Gleichung (10) lautet

n

(0)
Y 9; ()
(13) P

i=1

da fiir diese rationale Funktion von x die Residuen in bezug auf
@, ** 5 Gg, 00 verschwinden miissen und der Zihler von nicht héherem
als dem (¢ — 1)** Grade ist, verschwindet die Funktion (13) identisch,
wir haben also — in Ubereinstimmung mit einem bekannten Theorem *) —
die Gleichung

(14) Z’ o, =0.
i=1

Wir definieren durch die Gleichungen
S I1s .
18) Do —0u2) =0, (x=1,2,-..n)
A=1
GroBen wyy, - -+, u,, deren Verhiltnisse sich aus (15) als algebraische —
mit Q, gleichverzweigte — Funktionen von 2 ergeben. Fiir ein endliches
w sind folglich die #,; in der Umgebung von z = a, holomorph und die
u;;(a,) geniigen den Gleichungen
(16) D) u,(a,) (45— 6, 1) = 0.
A=1
Aus den Gleichungen (15) ergibt sich, indem man fiir g;,, Q, die Ent-
wickelungen (2), (11) einsetzt, fiir ein von den a,-- -, a,, c© ver-
schiedenes z:

1 L
17 u,, = u® + " ul®) + - - ininf,

wo diese Gleichungen so zu verstehen sind, daf sich ihre beiden Seiten
nur durch einen von dem Index A unabhingigen Proportionalititsfaktor
unterscheiden. Die u() sind, in Ubereinstimmung mit der Bezeichnungs-

weise des vorigen Abschnittes, durch die Gleichungen

(0)

Q (g)m -1
(18) ; W9\ — 0. w) ~0

*) Siehe etwa Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques (1895),
8. 801.
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bestimmt. Setzen wir ferner

M e g (e LB 1 ...
(19) Aiz \u'(aiz+ w ﬁr‘z+ )’
so daB also
(0) g(O)
(V) — Jir
(19a) «y = lim (= — )qo(w) ey o @’

so folgt aus (16), mit Riicksicht auf den Umstand, daf die » von u
unabhéingig sein sollten:

(20) 4y (@) = w9 (&) + 5wl (a,) + - in inf,

wo in Ubereinstimmung mit (18)
(21) D) i (a,) ) =0
2
ist. — Wenn wir die Gleichung (10) in der Form

| ggo) l
t qJ(x)(x o a"‘) — 0;,,® « (x — a,y) l =0

schreiben und darin z = a, setzen, so erkennen wir mit Riicksicht auf
(19a) und (12), daB die zu der Matrix («f')) gehdrige charakteristische
Gleichung die #n-fache Wurzel Null besitzt, so daB also die aus den Haupt-
subdeterminanten dieser Matrix gebildeten Summen sémtlich verschwinden.
Insbesondere ist demnach |af)| =0, so daB die Gleichungen

(22) D e =0

2
auflosbar sind. Mit Riicksicht auf (21) haben wir folglich

(23) u (a,) = o0
d. h. die Werte der Funktionen «(% im Punkte a, sind von dem Index ¢

unabhiingig, was mit der Tatsache in Ubereinstimmung steht, daB z = a,

ein - Verzweigungspunkt der algebraischen Funktion @ ist. Nach (20)
haben wir also

(24)° w,(a) = o + , u(a,)+ - in inf,

wo diese Gleichungen, ebenso wie (23), (20) in demselben Sinne zu ver-
stehen sind, wie wir es fiir die Gleichungen (17) festgesetzt haben. Wir
bemerken, daB fiir die durch die Gleichungen (8) erklirten Funktionen
@) die Gleichungen

2 9% (a,) (45— 0,,7) = 0
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bestehen*®), so dafl also mit Riicksicht anf (16) und (24)
; ¥ 1 .«
(25) cp&)(av) = o{) 4 " ut) ( a)+---in inf.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wenden wir uns zur asymp-
totischen Darstellung der Integrale in dem jetzt vorliegenden Falle.

Im I. Abschnitte hatten wir einen x-Punkt reguldr genannt, wenn er
weder zu den singuliren Punkten des Differentialsystems (A) noch zu den
Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion @ gehorte. Da in dem
jetzt behandelten Falle die Punkte a, -.-, a,, o die einzigen Verzwei-
gungspunkte von © sind, wird ein reguldrer Punkt einfach ein solcher
sein, in dessen Umgebung sich die Integrale des Systems (A) regulir
verhalten. Legen wir also von einem reguliren Punkte z, aus einen
Strahl, und lassen wir p mit festem Argumente ins Unendliche gehen, so
wird ein Integralsystem y,, - - -, y, des Differentialsystems (A), dessen An-

fangswerte in z, in der Form
(26) o7 (7 + 7} pO 4+ in inf)

asymptotisch (oder fiir |u|> R konvergent) darstellbar sind, allgemein
zu reden, in der Form

(27) y, ~ et (GO + ; gO + - in inf.)

darstellbar sein, u. z. gilt diese asymptotische Darstellung fiir alle Punkte
des z-Strahles, die zwischen z, und dem nichsten auf jenmem Strahle be-
findlichen singuldren Punkte liegen. Dabei bedeutet o, dasjenige

(28) w,= [ wdz,

fiir das, wenn
6 = Argu + Arg (x — 2,)

gesetzt wird,
(29) R@ V=) > R(@, V1), (x=23,---,n)
ist. Da aber nach (14)

2 R(w,0V-1) =0
i=1

ist, so folgt, daB R (@,°V~7) und folglich R(uw,) positiv ist fir alle
x2-Werte, die auf dem z-Strahle zwischen z, und dem nichsten singuliren
Punkte gelegen sind. Kine Veréinderung des x-Strahles und des Argu-
ments von uw kann bewirken, daB in der Ungleichung (29) nicht mehr

o~

@,, sondern ein anderes ©; die erste Stelle einnimmt; dann werden in der

*) Siehe die vorhergehende Note, Gl. (8), S. 274.
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asymptotischen Darstellung (27), allgemein zu reden, », und die ent-
sprechenden ¥ an die Stelle der w,, y{¥) treten, und fiir die in Betracht
kommenden z- und u-Werte wird N(uw,) einen positiven Wert haben.
Wir erhalten somit das

Theorem 1. Die Elemente eines Integralsystems, dessen Anfangswerte
n dem reguliren Punkte x, wn der Form

(262) PO+ © p0 4. in inf.

asymptotisch darstellbar sind, werden, wenn der Parameter u in belichiger
Richtung ins Unendliche geht, allgemein zu rveden, fiir jeden x-Wert, der
innerhalb des zum Punkte x, gehOrigen Mittay- Lefflerschen Sternes*®) ge-
legen ist, umendlich. Nur solche Integralsysteme, deren asymptotische Dar-
stellung nicht 2w demjenigen @, gehirt, fiir das R(u®,) den grioften Wert
hat, konnen dem Grenzwerte Null zustreben, oder auch fiir spezielle Argu-
mente von u vollig unbestimmi werden.

Wir betrachten nun den Fall, dal z sich auf einer von z, ausgehen-
den gebrochenen Lime bewegt; es geniigt offenbar, den Fall niher zu
untersuchen, wo jene Linie nur einen Knickpunkt aufweist. Es moge also
von z, ein erster Strahl ausgehen, an den sich in einem seiner Punkte,
etwa x,, ein zweiter Strahl anschlieft; das Argument von g bleibe ein
fiir alle Male fixiert. Das Integralsystem y,, - - -, y,, dessen Anfangswerte
in @, in der Form (26a) darstellbar sind, besitzt lings des ersten Strahles
eine asywmptotische Darstellung von der Form (27), wo » =0 zu setzen
ist, wir haben also fir z =z,

(30) y, (@) ~ e (%"3(“1) + go (x) + - -+ in inf)}

wo, allgemein zu reden, @; so beschaffen ist, dafl lings des ersten Strahles
R(po,) am groBten, also positiv ist. Es sei nun lings des uweiten

Strahles «

und @, dasjenige, fiir welches R(uw,) den groBten Wert unter allen
R(po,) hat, dann ist, allgemein zu reden, fir jeden Punkt x des zweitenn
Strahles, der zwischen x, und dem nichsten singuliren Punkte gelegen ist,

Y, (&) ~ o4 (0@ + or () ( 790 () +, 7O () + - -+ in inf_) ,

wo die ¥ gemif den durch (30) gegebenen asymptotischen Darstel-
lungen der Anfangswerte im Punkte x, zu bestimmen sind. — Wenn also

*) Siehe Mittag-Leffler, Acta Mathematica, Bd. XXIII, p. 43 ff.
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der Punkt 2 mit dem Punkte z, durch eine, keinen singuléren Punkt ent-
haltende gebrochene Linie verbunden ist, so werden diejenigen Werte des
Integralsystems v, - - -, ¥,, die durch analytische Fortsetzung lings dieser
Linie im Punkte z zum Vorschein kommen, in der Form

1 . .
yz (x> ~ et ((xll. () + ) (?/E(l) (x) + _@_ ?/213 (x) + <. 1N ]nf_)

asymptotisch darstellbar sein, wo p eine Konstante bedeutet, und wo, all-
gemein zu reden,

Rlw(o;@) + )] >0
ist; die o, (z), ¥ sind so zu bestimmen, dafl in einem jeden Knickpunkte

der gebrochenen Linie die asymptotische Darstellung fiir den daselbst aus-
gehenden Strahl denjenigen Anfangswerten gemi#f herzustellen ist, die
durch die lings des in jenem Knickpunkte endenden Strahles giiltige
asymptotische Darstellung gegeben werden.

Wir sehen also, daB ein Integralsystem, das in einem reguliren
Punkte 2z, einer asymptotischen Darstellung von der Form (26) f#hig ist,
die Eigenschaft hat, dal jeder Zweig dieses Integralsystems in jedem
reguliren Punkte z eine asymptotische Darstellung von derselben Form
zuldt, und wir erhalten diese Darstellung, indem wir den von z, nach
fithrenden Fortsetzungsweg durch eine ihm #quivalente gebrochene Linie
ersetzen und fiir diese auf die oben angegebene Weise verfahren. Da
eine Funktion nur auf eine Weise asymptotisch dargestellt werden kann,
erkennen wir zugleich, daB die in 2 giiltige asymptotische Darstellung
von der Wahl der zu ihrer Herstellung benutzten gebrochenen Linie un-
abhingig ist, vorausgesetzt, dal nur solche gebrochene Linien zugelassen
werden, die einander und dem Fortsetzungswege Hquivalent sind.

Es sei nun die von x, ausgehende gebrochene Linie eine geschlossene,
d. h. also ein geradliniges Polygon, dessen eine Ecke z, ist. Es mdoge im
Inneren dieses Polygons ein einziger singulirer Punkt, etwa a,, gelegen
sein. Dabei verstehen wir unter dem Iuneren des Polygons denjenigen
Teil der z-Ebene, der, heim Durchlaufen des Polygons in einem be-
stimmten Sinne, zur Linken bleibt. Die Zahl » kann dann einen der
Werte 1, 2, ..+, 6 + 1 annehmen. Es sei ferner (1) diejenige Integral-
matrix, die sich fir x = #, auf die Einheitsmatrix (d,,) reduziert, so daB
also diejenigen Werte der y,,, die in 2, zum Vorschein kommen, wenn
wir lings des Polygons analytisch fortsetzen, nichts anderes sind, als die
Elemente der einer Umkreisung von @, entsprechenden Fundamentalsub-
stitution (AP)). Da die Anfangswerte 0, der y, im Punkte z, von
unabhéingig, also jedenfalls in der Form (26a) darstellbar sind, folgt, daB
die A" jedenfalls in der Form
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(31) A)~ o7 (af) 4 - B + -+ in inf)
asymptotisch dargestellt werden konnen, wo, allgemein zu reden,
R(up) >0

ist, wihrend die af) die Werte gewisser y{’) im Punkte x, bedeuten, wo
der Index A von ¢ unabhiingig ist. Wir erkennen hieraus fiirs erste, daB
4m allgemeinen die simtlichen AL unendlich werden, wenn der Parameter
u mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt. Des weiteren konnen
wir aus der Darstellung (31) noch einen bemerkenswerten SchluB ziehen.
Bezeichnen wir die Wurzeln der zu a, gehérigen Fundamentalgleichung
(32) | AL — 0,0/ =0
amit

2y =1 rE,")

€ = 95‘1’)7

50 sind diese GréBen von w unabhingig. Daraus folgt, mit Riicksicht auf
{31), daB die durch die linearen G(leichungen

n

D WA=, =0, (Gx=1,2n)

2=1
bestimmten Verhdltnisse
{(33) R
einer asymptotischen Darstellung von der Form
(34) o + 7.1; o, + - -ininf.

fihig sind. Diese Verhiltnisse sind aber®) nichts anderes, als die Ver-
hiltnisse der Werte, die die durch die Gleichungen (8) definierten Funk-
tionen ) im Punkte z, annehmen, wir seben also, daB diese Verhilt-

nisse oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Verhiltnisse

(35) UL R

der Elemente der zu a, gehorigen Integralmatrix im Punkte x, asympto-
tische Darstellungen von der Form (34) zulassen. Denken wir uns den
Punkt x, mit @, durch einen ganz innerhalb unseres Polygons verlaufen-
den Strahl, oder, wenn dies nicht mdglich ist, durch eine im Inneren des
Polygons verbleibende gebrochene Linie verbunden, so sind nach dem
Vorhergehenden die Verhdltnisse (35) lédngs jener Linie bis in jede be-
liebige Nihe des Punktes a, asymptotischer Darstellungen fihig, da ja
ihre Anfangswerte im Punkte x, eine solche Darstellung zulassen. Die
léngs des in @, miindenden Strahles giiltigen Darstellungen gehen aber, wenn

*) Vergl. die vorhergehende Note, Gl. (4), S. 274.
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xz in den Punkt a, einriickt, formell in die Verhdltnisse der auf der
rechten Seite der Gleichungen (25) auftretenden Reihen iiber; da diese
Reihen die Werte ¢0)(a) — von einem Proportionalititsfaktor abge-

sehen — in einer gewissen Umgebung von g = oo konvergent darstellen,
so kOnnen wir sagen:

Theorem II. Die Verhiltnisse der Elemente der zu einem singuliiren
Punkie a, gehorigen Integralmatriz sind lings eines jeden in diesem Punkte
einmiindenden Strahles einer asymptotischen Darstellung fiihig, und diese
Dazstellung bleibt in jenem singuliven Punkte selbst giiltig, indem sie da-
selbst in eine konvergente Reihenentwicklung ibergeht.*)

Wir haben bereits angemerkt, daBl m allgemeinen die simtlichen A{)
unendlich werden, wenn u in beliebiger Richtung ins Unendliche riickt.
Diese Bemerkung kann noch schérfer gefalt werden. Denken wir uns in
der zum Punkte a, gehdrigen Fundamentalgleichung (82) fiir die A{?) ihre
asymptotischen Darstellungen (31) eingesetzt, so folgt, wenn g mit be-
stimmtem Argumente ins Unendliche riickt:

}a(V) — 8, 0% lim e=#2:

=0

=0, (A=1,2--- )

Es sind nun folgende Fille denkbar:
1. Iime#? =0 fir ¢=1,2,.-., 7 In diesem Falle ist also

M=

Iim A(V? = o0, und die Wurzeln der zu der Matrix ( a(’)> gehorigen cha-

;'aktenstlschen Gleichung sind sémtlich gleich Null. Dieser Fall ist der
sallgemeine®, wo némlich die asymptotischen Darstellungen aller A{") zu
demjenigen ®; gehoren, fir das R(uw,) am grobten, also positiv ist, und
wo demnach die

ayy = 902 (%)

von dem Index ¢ unabhingige Werte besitzen.
2. hm e HPi = 00; dleser Fall ist ausgeschlossen, da die zu der Matrix

(af) gehonge charakteristische Gleichung keine unendlich grofie Wurzel

besitzen kann.
3. lim e~#?i = 0 wenigstens fiir einen Wert der Index ¢; dann sind
M=

die Grenzwerte der zu diesem Index ¢ gehdrigen A(") unendlich groS.
4. lime~##i =1, also p,= 0 fiir jedes ¢ =1, 2 -+, n. Wenn dieser

‘[ =
Fall fir einen oder mehrere der Werte v =1,2,---, 6 + 1 eintritt, aber
nicht fiir alle, so konnen die entsprechenden A{") den endlichen Grenz-

*) Man vergl. hiermit die von Herrn Bocher, Encyklopidie der math, Wissensch.
IIA7a, p. 447 angegebenen Bedingungen, unter denen die sogenannten Oszillations-
theoreme in einem singuliren Punkte, der kein Punkt der Unbestimmtheit ist, be-
stehen bleiben.
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werten of) zustreben, und die @{) sind die Wurzeln der zu der Matrix
(6{)) gehdrigen charakteristischen Gleichung

(35) a) — 0, 0] =0.

¢

I diesem Falle muf also die Determinante :af’), von Null verschieden
sein, die Matrix (af)) mub folglich mit der Matrix (y()(z,)) tberein-
stimmen, so daf die asymptotischen Darstellungen der A() fiir i=1,2,--,n
zu den n verschiedenen o, (¢ =1,2,---, n) gehéren. Dann sind unter
denjenigen A(), fiir deren oberen Index v der eben besprochene Fall nicht
eintritt, noch immer welche vorhanden, deren Grenzwert unendlich wird.
Es bleibt also noch der [Fall:

5. Wo die unter 4. besprochenen Verhéltnisse fiir alle n=1,2,-.,6+1
stattfinden. In diesem Falle verschwinden die sdmtlichen Periodizitits-
moduln der Integrale erster Gattung ,, es sind also die ®, selbst samt-
lich identisch gleich Null.

Wir hatten unsere ganze Untersuchung unter der Voraussetzung ge-
fithrt, daf die @,, -, ®, voneinander verschieden sind. Wenn die simt-
lichen Wurzeln der Gleichung (10) zusammenfallen, also rational sind, so
miissen sie identisch verschwinden. Alsdann wire die durch die Gleichung (3)
definierte Funktion Q im allgemeinen nicht in der Form (11) nach ganzen,

sondern nach gebrochenen Potenzen von g, nimlich nach ganzen Potenzen
1

von u* entwickelbar, und auch die Potenzen von g, die in den formalen,

dem Differentialsysteme geniigenden Entwicklungen auftreten, wiirden ganze
1

Potenzen von u” werden.¥)
Sollten diese Entwicklungen doch nach ganzen Potenzen von u fort-
schreiten, so miiBten die simtlichen ¢ in Wegfall gebracht werden

k6nnen, es wire also uw = oo itiberhaupt kein wesentlich singulirer Punkt
der Integrale. Dieser Fall scheidet demnach aus.

Es wird somit allemal wenigstens eines der A{") unendlich, wenn u
mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt — nur fiir spe-
zielle Argumente von u kann es sich ereignen, daB die A{) nicht unend-

lich, sondern vollig unbestimmt werden — damit ist der in der vorher-
gehenden Note gemachte SchluB**) erhirtet.

Klausenburg, 26. April 1906.

*) Vergl. die Bemerkung in der No. I, 8. 282.
**) Siehe 8. 276 dieses Annalenbandes.



