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Uber asymptot ische  Darstel lungen der LSsungen l inearer  

Differentialsysteme als Funkt ionen  eines Parameters .  

Von 

LUDWIG SCHLESlNGER in Klausenburg. 

Einleitung. 
Wenn der Punkt x-~ r eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der 

Liisungen ether linearen Differentialgleichung (oder eines Systems linearer 
Differentialgleichungen erster Ordnung) mit der unabhi~ngigen Yariabeln x 
ist, so k o m m t -  wie Herr Poincard gezeigt h a t * ) w  den nach fallenden 
Potenzen yon x fortschreitenden Normalreihen des Herrn Thom~, die 
den Differentialgleichungen formell gentigen, abet im allgemeinen divergent 
sind, die Bedeutung zu, dab sie ftir grol~e Werte yon x gewisse Integrale 
asymptotisch darstellen. Hiingen die Koeffizienten der Differentialgleichung 
oder des Differentialsystems yon einem Parameter 9 so ab, dab der Punkt 

~ ~ eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der Integrale ist, so kann man 
Reihenentwicklungen aufstellen, die in bezug auf 9 eine ~hnliche Struktur 
aufweisen, wie die Thomdsehen Normalreihen in bezug auf x, und denen 
die Eigenschaft zukommt, dal3 sie gewisse LSsungssysteme ftir groBe Werte 
yon ~t asymptotisch darste]len. - -  Herr Horn,  der ja auch zur Theorie der 
durch die Thom6schen Normalreihen vermittelten asymptotischen Dar- 
stellungen so wertvolle Beitri~ge geliefert hat, betrachtet in zwei in diesen 
Annalen**) verSffentlichten hrbeiten fiir gewisse lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung die nach einem Parameter fortschreitenden formalen 
Entwicklungen, und weist ihre Eigenschaft, ftir reale Werte der unab- 
hiingigen Variabeln und fiir groBe Werte des Parameters die asymptotische 
Darstellung gewisser Liisungssysteme zu liefern, mit Hilfe der Methode 
der sukzessiven Anniiherungr nach. - Ich nehme in dieser Arbeit die 

*) American Journal Bd. VII (1885), S. 203ff. Acta ~athem. Bd. VIII (1885), 
S. 275ff. 

**) Bd. 52, S. 271ff. und S. 340:ff. 
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Untersuchung ftir ein beliebiges lineares Differentialsystem und ftir be- 
liebige koml31exe Werte der unabhiingigen Variabeln in Angriff. Als mir 
bemerkenswert erscheinende Ergebnisse hebe ich die folgenden hervor. 
Der bTachweis tier asymptotischen Darstellung lgBt sich dutch voriiber- 
gehende Verschmelzung des Parameters mit der unabhiingigen Variabeln 
auf das fundamentale Lemma des Herrn Poineard*) griinden, in ~ihnlicher 
Weise, wie es Herr Horn**) fiir den Fall der Thomdschen Normalreihen 
durchgefiihrt h a t . -  Wenn die Koefllzienten des Differentialsystems rationale 
Funktionen der unabhiingigen Variabeln sind, so spielen gewisse algebraische 
Funktionen und die zu diesen gehiirigen Abelschen Integrale eine be- 
deutsame Rolle, die letzteren reduzieren sich iu einem besonders wichtigen 
Sloezialfalle auf Integrale ers~er Gat~ung. - -  Die gefundenen asymptotisehen 
Darstellungen gewiihren vol]stgndige Einsichi in die :Natur der Grenzf~]le, 
die auftreten, wenn man sich***) der Kontinuitiitsmethode bedient, um 
die Exis~enz der durch das Riemannsehe Problem postulierten Funktions- 
systeme zu erweisen, und ich mSchte bemerken~ dab die hier mitzuteilen- 
den Untersuchtmgen aus dem Streben nach dieser Einsicht erwachsen sind. 
:Ein Auszug aus dieser Arbeit ist ill den Comptes rendus der Pariser 
Akademiet) ersehienen. 

I. 

Formale Aufstellung tier nach fallenden Potenzen des Parameters 
fortschreitenden Reihen. Ihr Charakter als asymptotische 

Darstellungen gewisser Integralsysteme. 

Die Koeffizienten a~ des homogenen linearen Differentialsystems 
n dy~ 

= ~_ly~a~.~. (:~=--- 1,2, . . . ,n) ,  (A) 

m iigen yon einem Parameter/~ dergestalt abhgngen, dab sie in der Form 
yon Reihen 

~. = ~ (~o) + • ~ + . . .  in inf.) (i, ~ = 1,2,..., ~) (1) 

dargest611t werden k~innen, wo ~ eine positive ganze Zahl, die a (~ a(1) ... 
Funktionen yon x bedeuten, und die Reihen. (1) in ether yon x unab- 
hiingiger~ Umgebung yon #-= 

(2) t,~:> R, 
konvergieren. Die a~. werden, um die Vorstellung zu fixieren, als rationale 

*) American Journal Bd. VII, S. 204--209. 
**) Acta ~at;hem. Bd. XXIV, S. 289ff.; Sammlung Schubert L (1905), S. 190if. 

***) Vergl. die vorhergehende bTote. 
t) Tome CXLII, 13. 1081--1038, 7. Mat 1906. 
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Funktionen yon x vorausgesetzt. Eine Integralmatrix (y~) des Systems (A), 
die sich fib den regulgren Weft x = x  o auf die (yon x unabhs 
:Matrix (7,~.) reduziert, wo in der durch (2) bestimmten Umgebung yon 

( ) (3) 7~, #~ . (o) + Y~, = ~'i,,. --if-- + . . .  in inf. , 

2 eiae positive ganze Zahl, l~t3t sieh bekannflich*) in der Form 
+co 

(4) y~,.. = ~] ~(:)~ ~" 

darstellen, we die y~'). Funktionen yon x bedeuten, und die Reihen ftir 
alle reguliiren Wer{e yon x und ftir alle endlichen Werte yon it, die der 
Ungleichung (2) genfigen, unbedingt und gleiehmi]~ig konvergieren. Es 
handel~ sich um die Untersuchung der durch die Reihen (4) defmierten 
Funktionen yon ~ in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle ~ = c~. 

Der Einfachheit wegen besehrinken wir uns auf den Fall v---- 1, 2 ~= 0, 
bemerken aber, dab die darzulegende Methode mutatis mu~andis auch 
allgemein anwendbar bleibt. 

Wit  selzen in das Differentialsystem (A) ftir Yx die Ausdriieke 

1 y ~ ) + . . ,  in inf.) (~ -----1, 2, . . ., n) O) Y,. = ~"~ (v~ ~ + -a- 
e i n  und suehen die co, y~O), y~l), . . .  als Funktionen yon x so zu bestim- 
men, dab die Ausdrtieke (5) formell das System (A) befriedigen. Nach 
Division durch r ergibt sich: 

- Ci) 

a .  + ~  ax + ' " + ~ * a T _ ~ ) + /  
/ 

n 

i y(,) i =X. +; +; +...) 
2=1  

und dutch Vergleichung der Koeffizienbn der Pobnzen yon /, auf beiden 
Seiten: 

d a) y~)__-- Z yi~ a(~ (6) ~x . . ,  

~<0' d o y ~  _~,(ylo)~i~+vi~)~io2) ' (7) e .  + 
2 

(8) 
d~(~) 

(~ = 1, ~,...). 
*) Vergl. Horn, Mathem. Annalen B4. 52, 1899, S. 343. 
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(6~) 

erfordern, dab 

(9) 

Die Gleichungen (6) oder 

2 

= 0  

a(O) ~ ~ ~. ----- 0 

(~ = 1, 2 , . . . ,  n) 

(i~ :~ = 1, 2,-,-, a) 

sei, was eine Differentialgleichung erster Ordnung und n tea Grades fiir eo 
ist; bezeichnet man mit ~ l , ' "  ", w ,  die Wurzela der charakteristischen 
Gleichung 
(10) 

(~ als 

( i  ---- 1, 2, .--, n) 

(x = 1, 2 , . ' . ,  n) 

!a(. o) -- ~/~ ~]  = O, 

die, sofern, man die a~~ 2 als rationale Funktionen yon x voraussetzt, 
"algebraische Funk~ion yon x determiniert, so erh~ilt man 

(11) % = / ~  ~dx 

und dann vermSge (6a): 

- < )  -- o ,  

2 

woraus sieh, allgemein zu reden, die Verh~ltnisse 

(13) ~,~ ~(o).. ~%) : . .  : v!o) , ,  

.als algebraische Funktionen yon x bestimmen lassen. Wenn die Diskri- 
minante der Gleichung (10), in bezug auf ~, in x nicht identisch ver- 
schwindet, so sind die w l , . . . ,  o~-% voneinander verschieden; wir haZten 
vorliiufig an dieser Voraussetzung t e s t . -  Um die Ausniitzung der Rekursions- 
formeln (8) zur Bestimmung des noch unbekannten Proportiona]i~itsfaktors 
der ~il"(~ . . .  -, ~,u! ~ und der folgenden Koeffizienten in den aus (5) fiir 
co = % hervorgehenden Reihenentwicklungen iibersichtlich zu gestalten, 
verfahren wit wie folgt. 

Es bedeute u(i~ ~ irgend ein LSsungssystem der Gleichungen (i2). Dann is~ 

(14) 
Se~zen wir nun 

(15) 

so geniigen die z l~ . . . ,  z~ dem Differentialsysteme 

d ~ 

(B) d--~ ----- b~z~, (~= I, 2, ..., , )  
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wo*) zwischen den (b~x) und den (a~,) die Beziehung: 

besteh~. 
der Form 

(17) 

(a i , )  = ,(u(P)~-' (bi.) ~ kui ~.~ + v~i("(~ 

2 8 1  

Hiernach sind mi~ Rficksicht auf die Gleichung (14) die b~x in 

( ~(~) ) 
b,, = ~, ~,~. to, + ~>"~ + -~, + . . .  

als flit }/~1>/~ konvergente Reihen darstellbar, worin 

_ (,tu~~ (u(~ - '  
I = ; , ,  , (is) 

O' = 2, ~ , . . . )  

(19) 

so lauten die 
die z(.~): 

Se~zen wir nun gleich 

( ,> z,~. = e"", 4~ + ~ ,,. ., 

der Gleichung (8) analog gebildeten Rekursionsformeln iYtr 

, ,  = , ~  ~(o) b(~+l) + . . .  + 4~ b(,) + - ( ,+ l )6 ,  ~ ) ,  (~0) a~ + ~i4", +~) ~ ,~ ~, ~,. ~,~ 

(~, ----- 0, 1, 2 , . . . )  

wiihrend sich aus der der Gleichung (6) entsprechenden Gleichnng: 
- -  (o) ~ Z(.O) ~x ,  tO iZ i •  ~x ", 

(21) z(~ = 0, i =F r 

ergibt Die Gleichung (20) liefer~ nun fib ~J = 0 und i---- 

a Zq) F b(. ~) ~ 
" = e J  ' ~  (22) 

und fiir i =F 
(~a) 

woraus sich die ~(~) 

(20) ft~r ~,--1, i = 

(i =F x) bestimmen. Die z~) ergeben sich 
mitbls Quadraturen**) usw. Gehen wir 

dann aus 

yon den 

*) Vergl. z. B. die Formel (HI.) meiner ~rbei~, Crelles Journal, Bd. 128, S. 267. 
**) Man findet;: 

I X b(1) ~(I) ~ ~ E  = c~eJ " vii + ~ _ ~_~ + , (c i  
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Ausddicken (19) zu den das Differentialsystem (h) befriedigenden Aus- 
driicken 

y,,. = ~,,o,~ (~!o) + *-- vc~) + . . . )  
zurfick~ so ist 

(24) 

~lso naoh (21), (22): 

(y,.,) -- (z;~)(u~) ~ 

[~b(. 1). dx 
{25) ,1(o) = c. e J  " u(. ~ 

* V i g  ~ ~ g 

usw. - -  Wi t  haben somit ante," der Voraussetzung, daI~ die Diskrimi- 
nante der charakteristischen Gleichung (10) nicht identisch verschwindet, 

Systeme yon Reihen der Form (5) gefunden, die dem Differential- 
system (A) formell genfigen. Wenn die n Wurzeln wl, . . . ,  w,  nicht von- 
einander verschieden sind, so treten miiglicherweise an die Stelle einiger 
der Reihen (23) solehe yon der Form 

m- I 1 

+,, o,:,, + w ,  4_ + . , )  
I*m 

we m eine ganze Zald bedeutet, die nicht grSl~er ist, als der Grad der 
Vielfachheil der betreffenden Wurzel w~. Die Behandlung dieses Falles, 
der bekannten Verhgltnissen in der Theorie der linearen Differen~ialglei- 
chungen entspricht (den sogenannten anormalen Reihen des Herrn F abry*))j 
lassen wir der Einfachheit wegen beiseite. 

~Tatiirlich sind die Reihen (23) im allgemeinen fiir keinen Wer~ yon 
# konvergent; ohne auf die an sich und ftir die Anwendungen nieht un- 
interessante Frage nach den Bedingungen, unter denen jene Reihen kon- 
vergieren k~innen, einzugehen, wenden wir uns gleich zur Eriirterung der 
Bedeutung der in Rede stehenden Reihen als asymptotischer Darste l lungen 
gewisser Liisungssysbme des Differentialsystems (A) fib grebe W e r b  des 
Parameters ~. 

Wir  schreiben das Differentialsystem (B) in der Form 
n 

dzz 
(Ba) d~ = ~"*'- + ,~ Q~, 

we also die Q~x Funktionen yon x and ~ bedeuten, ftir die 

(26) lira _i Qa~ = 0 

ist. Es set x ---- a eta regul~irer Punk~ d. h. ein Punkt, der weder zu den 

*) Theses de la Facult6 des Sciences, Paris, 1885, vergl. Poincar~, Aota Mathe- 
xnatica VIII (1885), S. 804. 
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Polen der rationalen Funl~tionen ai~ " noch zu den Verzweigungspunkten 
der dutch die Gleichung (10) definierba algebraischen Funktion ~ yon 
x gehSrt. Wir  denken uns yon a aus einen Strahl gele~ und auf diesem 
einen Punkt  b fixiert yon der Beschaffenheit, daI~ die zwischeu a und b 
gelegenen x Punkte dieses Strahles (b eingeschlossen) ebenfaUs regul~ire 
Punkte sin& Der Parameter ~ mSge mit einem bestimmten Argumente, 
also auch in einem Strahle, ins Unendliche rticken. Wir setzen 

( 2 7 )  - = = V - i )  

so dab ~ real positiv, 0 konstant ist. Die Bezeichnung sei nun so ge- 
wihlt ,  dab ftlr alle Werte yon x, die auf unserem x-Strahle zwischen a 
und b liegen, 

(28) ~(5~1e ~ > ~(~ge~ > . . .  > ~(D,e~ 
wo ~ den realen Teil der in Klammern folgenden Griil~en andeuten soll. 
Der Punkt  b ist nStigenfalls so zu regulieren, dal~ die Ungleichungen (28) 
statthaben. Verbleibt x zwischen a und b, und riickt y auf seinem Strahle 
ins Unendliche, so wird ~ als reale positive Variable unendlich groB; in- 
dem wit nun dieses ~ in dem Differentialsysteme (Ba) an Stelle yon x 
als unabhiingige Variable eiaffihren, erhalten wir: 

�9 d i -  -~ e~ ~ z ~ .  d- ~ ~ -~ Q~,,. e ~,  (x = 1, 2 , . . . ,  n) 
2=1 

woraus fiir x-----2,3, . . - ,  n: 
Zg 

d log 
~, __ eO, �9 ( , ~  - ~ )  ( 3 0 )  -. 

~ ~>I 
folgt. Da nun hierin 

(31) ~R ( e ~  ~Y,)) < 0, Jim 1 eO , q~, _~ 0 
�9 r  

ist, lJiSt sich einerseib eine yon x unabhingige negative reale l~r~ilte (~ 
so azigeben, dab in dem betrachteten Inbrvalle 

mldererseib ist ffir hinreichend grotte 

1 eo ~ 

wo ~ mit waehsendem ~ gegen Null konvergiert. Wenn nun 

< Y ,  
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so haben wir*) nach (30) 

d log - -  

Bestimmt man nun fiir ein gewisses ~ die positive Gr~Jl~e ~ aus der 
Gleichung 

e + 2#-b 2(n--l)~ i=--g, 
$ 

wo g eine hinreichend kleine positive GrSle bedeutet, so wird e zugleich 
mit c? unendlich klein, und man scllliel~t wie Herr Poincar6 (a. a. O.), 
dab ein Integralsystem z l , . . . ,  z=, ffir welches in einem ~-Punkte 

== I (x = 2,.  ., ~) 

is~, die Eigenschaft besitz~ dab 

~lim z~" ----- O. 
~=+oo #1 

Solche Integralsysteme sind stets vorhanden. - -  Dieses Lemma wird nun 
in ~ibnlicher Weise weiter beniitzt, wie das Poincargsche bei Herrn 
Horn (a. a. 0.) 

Aus den dem Differentialsysteme (B) formell genigenden Reihen (19) 
ergeben sich insbesondere ffir i-----1 die Ausdrficke 

(82) =l= 
1 ~(1).j_ 1 Z(~)_~_ . . .  

/~b (1) dx . 1 z(1)~ . . .  
c, e J  1L - t--~ tl 

die dem Differentialsysteme 

(c) ~ + r ~x~ Q~, ~ = r (~=_ ~i) + ~  (Q~=- ~ Q.) r + Q,~, 
~.>1 2>1 

(~-- 1,. . . ,  n) 

das sich aus (Ba) f i r  die Quotienten 

~2 ~a 

ableiten lil~t, formell Genige leisbn. Fiir das Gleichungssysbm (C) 
haben wir den folgenden Satz bewiesen: Wenn x auf das Interval  

*) Yergl. Poincarg, American Journal u (1885), p. 204 ft., und Horn, Acta 
Mathem. XXIV (1900), p. 290, oder ,GewShnliche Differentialgl." (Samml. Schubert L) 
1905, S.. 190. 
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( a . . .  b) beschrinkt wird und g so ins Unendliche riickt, dab sein Argu- 
ment konstant bleibt, wenn ferner die Gleichungen (26) und die Un- 
gleichungen (28) bestehen ffir 

= Arg ~ + A~g (x--a),  

so besitzt das Differentialsystem (C) L6sungssysteme ~ , . . . ,  ~,, die gegen 
Null konvergieren, wenn ~x in der angegebenen Weise dem Unendlichen 
zustrebt. 

Setzt man in dem Gleichungssys~em (C) ftir ~ , . . . ,  ~, die iusdriicke 

Z~ , ~ )  + ~ ~) + . . .  + 1 ~:) + _ 
(33)  ~ . =  T �9 - ~  �9 - ~  . ~ 

ein, so ergibt sich far Z~ , . . . ,  Z~ ein Differentialsystem yon iihnlicher 
Form wie (C), nur sind an die Stelle der Q~.,. andere Funktionen ge- 

treten, die aber auch die Eigenschaft haben, mit ~- multiplizier~, ftlr ins y, 
Unendliche wachsendes g zu verschwinden. Naeh dem fttr (C) bewiesenea 
Satze besitzt also das ffir die Z,. gfiltige Differentialsystem ein LSsungs- 
system, das gegen Null konvergiert, wenn t* in der tmgegebenen Weise 
dem Unendlichen zustrebt, und diesem entsprich~ demnach, far jedes 
positive ganzzahlige p, ein bestimmtes L~sungssystem yon der Form (33) 
des Differentialsystems (C). Daraus folgt nun welter*) die Existenz 
eines L~sungssystems 

(34) ~, = e,"", &~o) + . . .  + = z ~  (~ = i, 2 , . .  ., n) 

flit "das System (B) und eines LSsungssystems 

1 ,(~)§ (x 1 2 , . . . , n )  (35) y~. = e'~ y~0~ + . . .  + ~ -~.  ~ / 

ffir das System (A), wo, wenn ~t in der angegebenen Weise ins Un- 
endliche riickt und x zwischen a und b Iiegt, 

(36) lira Z~,. = O, lira Y~,. --= O. 

Man benutz~ nun das LSsungssystem (35) zur Reduktion des Differential- 
systems mit n Unbekannten (A) auf ein ebensolehes Differentialsystem mit 

*) Indem man beach~et, da~ nach (B) 
n 

d log z x ~ .  z~ 

2=1 

(~=  i, 2, . . ., n; ~,=-l) 

ist, und dana die Gleiohungen (22), (22a), (32) zu Rate zieh~. 
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n - - 1  Unbekannten*) und sehliel~t durch vollst~ndige Indukt.ion w genau 
so wie es Herr Horn**) rut - -  auf die Existenz yon weiteren n - - 1  
Liisungssystemen des Systems (A) yon der Form 

(35a) Y,x---- e''~ (y(p) q- " " q- 1 y(~,) q_ (i = 2 , . . .  n ) ,  

ftir di% im selben Sinne wie bei den Gleichungen (36) 

lira Yi~. ----- 0. 

{)bet die in den %, y~  enthaltenen willkfirlichen Integrations- 

konstauten denken wir uns auf irgend eine Weise verfiigt; die co~ miJgen 
etwa als 

(37) co~ = f ~ d x  
xo 

erkliir~ sein, wo x o einen zwischen a und b gelegenen Wert yon x be- 
deutet. Fiihren wir in dem Integrale (37), das natiirlich den x-S~rahi 
entlang zu nehmen ist, die durch (27) definierte GTSI~e als neue Variabele 
ein, so ist 

~o 

wit haben also, wen_n ~ > ~0, d .h.  

Io - > IXo - 

gemgl~ den Ungleichnngen (28) die Ungleichnngen 

In bezug auf die y~O)kSnnen wir z. B. festsetzen, dab (vergl. die 

ol. (25)) 

S t  

y!O),,, _ .  e .o u(O)~,, ; 

d a n n i s t  jedenfalls die Determinante 

+ o. 
(i, ;r = 1, 2 , . "  ", n)  

Wit  behaupten dann, dal~ die durch die Formeln (35a) dargesbellten 
n Integralsysteme eine I n t e g r a l m a b ' i x  ansmachen, d. h. dal~ ihre Deter- 
minante nich~ iden~isch verschwindet. In der Tat ist: 

*) Vergl. z. B. Koen lgsberger ,  Lehrbuch d. Theorie d. Dfl~erentialgleich~ngen, 
(1889) s. :t~2. 

**) Acta Mathema~Jca, XXIV, S. 299. 
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(41) ly,,l = r .~  "o'=' , 
(l', # = 1, ~, - -  -, n) 

wo F eine yon x unabhiingige (~r~Be bedeutet, yon der gezeig~ werden 
muB, dab sie nicht in # identisch verschwindet. Beaohtet~ man, dab 
nach ( 1 0 )  

(4~) 

x=l x=l 

so folgt aus (1), (35a), (37), (41) die Gleichung 
l 

X x 

x x  p ~.~d x x  
_____ r . e x  ~o x ,~o 

Hieraus ist F jedenfalls in der Form 

1 1 1 
r = ro + -A- r, + . . .  + - / r ~  + .~: E 

darstellbar, wo ro, r l , . . . ,  rp yon F unabhiingig, und 

lira E ~ O. 
~ t = c v  

Liil~t man aber in (42) den Parameter F in der wiederholt bezeichneteu 
Weise ins Unendliehe rficken, so folgt 

X 

. ~ f o ( ,  ~.~ XY, 

I = roe  ,o 

es is~ also nach (40) F o yon Null verschieden und folglich auch r nich~ 
identisch gleich Null. 

Es bedeute nun Y~x fiir einen festen Index i und ~ ~ 1 , 2 , . .  , , r ,  
ein Integralsystem yon der Form 

(43) ~i~. ---- r I~.(o) i ~](p) + 1 ) + "  + 7  7 r ' " '  

wo die in den ~o), ..., ~i.~) enthaltenen Integrationskonstanten als w/~/- 

kiirlicke _Konstanten zu denken sind und 

lira :Y~ = O. 

D,.nn lassen sich die ci,..., c~ als yon x unabh~ngige Gr~l}en dera~ 

bestimmen~ dab 

(44) y-~, = e~yl,. + . . .  4- c,,y~,~. (~ = 1, 2 , . . . ,  n). 
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Aus den 

C~ 

wo die 

sin& Die CMeichungen 

ergebea ffir 

~leichungen (44) ergibt sich 

= r q,~ + . . .  + - ~  7 ~ ,  

c~~ . . . ,  c(~) yon g unabhiingig und die 

lira Cx = 0 

i = Z  

. . . .  ~ 0 d x  

de?) 0,  a4~) 0 ,  = 0,  = 0 
d x  = d x  . . . .  ~ d x  elm ' 

(Z = 1, 2, . . - ,  n), 

und fiir i # i 

Es ist folglich ftir 

c?) = o, c i , ) -  o , . . . ,  c?) = o, 

C~ = const, c r ( ~ -  ~i). 

z # i  

c ~ y ~  = e "~'i r ~  
gp 7 

und somi~ 

(45) ~ .  

wo die 

halten sonach: 

(46) 

~v. + . . -  + ~-yl.2 + 7 

lira ['~. ~ 0, 
fit ~--*r 

= "~ + "  + 7 + -Z ~ '  %~ y;~ + 
l i m  F~ = lira ~ ,  I-l~ " = O, 

c ~ O ) , . . . ,  c~), (~ yon x unabh~ingige Or~iBen 

r~ 

bedeubn. 

~(.~) = u(. ~ 6 ~) + ,(.~) c?) 

~)-- r176 @ +""  + ~2 c7); 

Wir er- 

d~roh diese Gleichungen ist die Art, wie die allgemeinen LSsungen der 
Differentialgleichungen (6)--(8) yon den willkiirlichen Konstanten ~.o), ..., c~) 
abhgngen, in Evidenz gesetzt. 

Es bedeub nun Yl,'" ", Y~ ein LSsungssystem des Differentialsystems 
(A), dessen Anfangswerte fiir x = x o in der Form 

(47) i i ~,(s).{.... in inf.) 
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-(o) 7~), . .  yon unabhiingige Konstanten be- darstellbar sind, wo 7, ~'~.. " 
deuten und die rechter Hand stehenden unendlichen Reihen entweder ftir 
[~1 > R konvergent sind~ oder die betreffenden Anfangswerte asymptotisch 
darstellen, wenn # seinen Strahl enflang ins Unendliche riickk Dann 
lassen sich yon x unabh~ingige GrSBen c ~ , . . . ,  c,~ so bestimmen, dab 

(48) y, ---- eayt~ " + . . .  + c~y,,~., (~ = 1, 2 , . . . ,  n). 

Zur Bestimmung dieser Konstanten setzen wir in (48) fiir x den Wer~ x o 
ein; dann ergib~ sich 

( cl?) C;) ~, = ~,,,7 ~o)+ . . .  + ;~- + ~ , 

�9 ..  d*) yon ~ unabh~iagige GriiBen bedeuten, die sich gemiiB wo die c(~ , ; 
den Gleichungen (46) aus den Gleichungen: 

(49) 

n 

~(2) = ~  v?2 (Xo) ~?) 
i = l  

n 

~o) = ~ (~(o)(~o) ~') + v (." (~o) ~o)) 
i=I 

und zwar - -  mit 

y~)__~x~ (v?2 (Zo) ~?) + "  + v~)(~o) c?)) 
t'----I 

l~ticksicht darauf, dab die Determinante 
},,(o) (%) ~, + 0 
, ~ i z  1 

ist - -  in eindeutiger Weise bestimmen; ffh-(]as noch yon # abh~ngige 

C~ is~: lira C i = O. 

Setzen wit nunmehr: ~0/= coi+ ? und ferner 
u(0) c(O> = $7(. o) 

.,(ol o?) + ~i(. ~) c~ ~ - -  ~!') (50) ~;~ ~,~ ,~ ,  

I u(.o)c?> + �9 . .  + u!p)el ~ = $7(~) 
~ ' t X  * ~ t Z  i g  Y 

so ergib~ sich die Dars~ellung: 

- / x~ (o )  1 

+ j ,  (~; ~,~ ~ + . . . +  ~,,~, Y~) ,  

lira Y~ ~. ..... lira Y~. ---- O, (z = i, 2, 

die ffir jeden positiven ganzzahligen Wer~ yon ~o gfiltig ist. 
Mathemattscho Annalen.  LX/II. ] 9 

tt, p 

�9 �9 .~ t? . )  
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Mit Rticksicht auf die Ungleichungen (39) kSnnen wit somit das 
folgende Theorem aussprechen: 

Jedes Integralsystem des I)ifferentialsystems (A), dessen Anfangswerte 
im Punkie x o in der Form (47) darstellbar sind, l~i/3t fiir die zwischen x o 
und x gelegenen _Punkte des x-Strahls und filr ein den 9-Strahl entlang 
ins Unendliche wachsendes ~ eine asymptotische Darstellung zu, und zwar  
im allgemeinen, d. h. wenn die sich aus den Gleichungen (49), (50) ergeben- 
den ~(~) nicht siimtlich identisch verschwinden, in der Form 

, 7 1 ~ .  

-- a ,~ (2 )§  in inf.). (51) y~. ~ e ~' cvl {~(0) + 1 ~(1) _~_ -~'-  I z \ I z ~ Jl• 

Ftir spezielle Wahlen tier Anfangswerte (47) ka.nn es sich ereignen, 
da]~ gewisse der aus den Gleichungen (49), (50) zu bestimmenden YI*2 
identisch verschwinden. Wenn 

y(.") = O, ( i = 1 , 2 ,  . ~ - - 1 ;  v = 0 , 1 , 2 ,  . .) ,  
t Z  " ~  " 

aber unter den Yt'~ welche vorhanden sind, die nicht identisch ver- 
schwinden, so haben wit 

( 5 2 )  Yz ~ e't~2 [~/(0) 1 ) 

dabei ist jedoch zu bemerken, da~ ftir alle Elemente eines lntegralsystems, 
d. h. ftir alle Werte des Index u = 1, 2 , . . . ,  n, der Index ~, immer der- 
selbe sein mu~, wie aus den zur Berechnung der ~I~ ~!1),...~. dienenden 
Formeln (siehe namentlich G1. (50)) hervorgeht. 

II. 

Anwendung auf den Fall eines schlechthin kanonisehen Differential- 
systems, fiir das die Wurzeln der determinierenden Gleichungen 

yon dem 1)arameter unabhitngig sind. 

Es mSge nun der Fall besonders behandel~ werden, wo das Differential- 
system (A) ein schlechthin kanonisches ist, d. h. die Form hat 

n 

dYz ~ g~x (x) 
(A) ~ - -  . _  ~-(~) y~., (~ = 1, 2 , . . . ,  . ) ;  

dabei bedeuten die g~,.(x) ganze rationale Funktionen yon nicht hSherem 
als dem (6- -1)  ten  Grade in x, w~ihrend 

(1) ~(x)  = ( x - a , ) . . .  ( x -  a~). 
Die singul~ren Punkte a l , . . . ,  ao seien yon /~ unabh~ingig, dagegen sei: 

+ z +..). 
$z i~ 

Diese Reihen miigen ffir i~] ~ R (wo R yon x und den a l , . . . ,  a(~ un- 
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abh~ngig is~) konvergieren,  und der Einfachheit wegen wollen wi t  auch 
voraussetzen, da~ die Entwickelungskoer~.ien~en g~2 (X----0,  1, . . . )  
rationale ganze Funktionen yon x sin& 

Wir betrachten die algebraische Gleichung n ~" Grades*) 

i , 
sie definiert uns ~ als algebraische Funktion yon x und als in der Um- 
gebung yon te = oo n-deutige Funktion yon it. Ftir diese Funkt ion  sind 
die Punkte a~, �9 �9 -, % einfache Pole; setzt man 

_ Res t ,  g'~- (x) (4) ~(x) 
so ist 
(5) 

(v --- 1, 2 , . . . ,  o-), 

I ~ -  ~ ; ~ R %  o l = o, (~, ~ --- 1, 2 , . . . ,  ~). 

Bezeichnen wir also die Wurzeln der Gleichung (3) mit  Q1 , ' "  ", Q~, 
so sind die 

(6) n e % , ~ i = r ~  ~), (i -----1, 2, . . ., n; v = l , 2 , . . . , e  0 

nichts anderes als die Wurzeln der zu x -  a, geh6rigen determinierenden 
Fundamentalgleichungen des Systems (A), und ebenso sind f(ir x =  c~ die 

(7) l~es~ ~ = rl.~ + 1 ) ,  

die Wurzeln der zu x = oo gehSrigen determinierenden Fundamental -  
gleichung. Wir  setzen im folgenden stets voraus, dab die Differenzen 
der r~ ~) weder verschwinden noch ganze Zahlen sind, so dab also die zu 
den singul~ren Punkten al, . . ., %, %+1 (= oo) geh~Srigen Integralmatr izen 
~(.~ in der Form 

(8) ~ 2  = (~ - ~'~')~ �9 <,'2 
darstellbar sind, wo die cp{") in der Umgebung yon x = a holomorphe  

t g  ~,' 

I 
- -  zu ersetzen. ~ Aus dieser schwindet. Fiir v ----- ~ + 1 ist x - -  a~ durch x 

Annahme folgt, da~ die Diskriminante der Gleichung (3) in bezug auf gt 
nicht identisch verschwindet, und dab die Punkte a l , . . . ,  a , ,  ~ nicht  
zu den Verzweigungspunk~en der algebraischen Funkt ion Q yon x ge- 
h~ren, solange t~ einen endlichen Wer~ besi~zt. 

*) Diese ffir die Theorie der linear~n Differentialsysteme ~vichtige Gleichung 
wurde unsere Wissens zuers~ yon Herrn Vo l t e r r a  (Memorie della Soe. Ital. delle 
Scienze 1899), allerdings bei !~ragen anderer Art, als die, mit denen w i r e s  hier 
zu ~un haben, in Betracht gezogen. 

19" 



Denkt man sich in (3) fiir g~,. die Entwickelung (2) eingesetzt, so 
is~ in ~Tbereins~immung mi~ den Bezeiehnungen der vorigen ~Tummer 

lim 1 Q (9) ,,:~. 

dutch die charakter~siische Gleichung 

g~0: I ( l o )  ~ ~(~) ~ , ~  = o ( i ,  ~ = 1 ,  2 ,  . . . ,  . )  

bestimmt. Wenn die Diskriminante dieser Gleichung nicht identisch 
versehwindet, d.h. wenn ihre Wurzeln ~i ,  " "', w, ftir ein unbestimmtes x 
voneinander versehieden sind~ so is~ also in der Umgebung yon /~ = oo  

( ~ Q~, )+ . .  ) ,  ( i = 1 , 2 , " "  n). (11) Q,=~ ~ + ~  �9 

Wit  machen nun die weiiere Vorausse~zung, daft die Wurzeln r(~") der 
zr den singcdgren t)unkten a ~ , . . . ,  a,, o~ gehgr~qen determinierende~r 
~ndamentalgleichungen des Systems (A) yon dem Parameter # unab- 
hgngig sind. 

Dann ist also nach (6) und (7) 

dagegen 

(12) 

( v =  l ,  2, . . . ,  a, a + l ) ,  

Res% ~ , =  O, 

Res~ Q!~) = O, (Z = 2, 3 , . . . ) .  

Wit  wollen hieraus auf den Charakter der ~ schlieBen, Analoges g i l t  
dann natiirlich auch f(ir die Q~(~), 0~(3), ..  .. 

Die algebraische Funktion w besitzt keine anderen Pole als a l~. . . ,  a ~  
a. z. kann w in diesen Punkten yon nicht hiiherer als der ersten Ordnung 
unendlich werden. Zufolge der Gleichungen (12) ist abet ein Unendlieh- 
werden yon erster Ordnung auch ausgeschlossen; die a l , . . . ,  aq u n d  
ebenso x = oQ gehSren folglieh zu den Verzweigungspunkten der a lge -  
braischen Gleichung (10) und die ~, werden in diesen Punkten v o ~  
niedrigerer als der ersten Ordnung unendlich. Hieraus folgt, dal~ die 

o J ~ = j ~ d x  

fiir keinen endlichen oder unendlich groBen Wer~ yon x unendlich w e r d e n  
k6nnen, daft sie also den Charakter yon Integralen ersto" Gattung haben. *) 

*) Man fiberzeug~ sich an Beispielen (etwa n ----- 2, ~ ----- 3), dal3 die r i n icht  
e~wa identisch verschwinden mfissen. 
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Riickwiirts ergibt sich aus dieser Tatsache, dab die a x , . . . ,  ao, oo 
auch die einzigen Verzweigungspnnkte yon (10) sind. 

Der Koeffizien~ yon w~-~ in der Gleichung (10) lautet 

(13) g(O) 

i = 1  

da fiir diese rationale Funktion yon x die Residuen in bezug auf 
a i, � 9  a~, oo verschwinden mtissen und der Zihler yon nichl hiiherem 
als dem ( ~ - - 1 )  te~ Grade is~, verschwindet die Funk~ion (13) iden~isch, 
wir haben also ~ in Ubereinstimmung mi~ einem bekannten Theorem*) - -  
die Gleichung 

(14) ~ .  ~i = 0. 

(i5) 

i = 1  

Wir definieren dutch die Gleichungen 
05 

{ g~ Qi) 0, (i, u = 1, 2 , . . . ,  n) 

Gr5i~en u n , . . . ,  u~, deren Verh~ltnisse sich aus (15) als algebraische 
mi~ ~ gleichverzweigte Funktionen yon x ergeben. Fiir ein endliches 
# sind folglich die u~ in der Umgebung yon x-----a v holomorph und die 
uiz(a,) gentigen den Gleichungen 

n 

Aus den Gleichungen (15) ergibt sich, indem man fiir g~,  Q~ die Ent- 
wickelungen (2), (11) einsetzt, flit ein yon den a ~ , . . . ,  a,,  ver- 
schiedenes x: 

1 u!~) -t- �9 �9 �9 in inf., (17) ~;~. ---- ul~ + -~ ~ 

wo diese Gleichungen so zu verstehen sind, da~ sich ihre beiden Seiten 
nut durch einen yon dem Index i unabhiingigen Proportionalitiitsfaktor 
unterscheiden. Die u~~ ) sind, in Ubereinstimmung mit der Bezeichnungs- 

weise des vorigen Abschnittes, durch die Gleichungen 

/ .(0) 
(18) ~ u(~ s~" ) 0 

2 

*) Siehe etwa Appell e~ Goursat ,  Thgorie des fonctions algdbriques (1895), 
S. 801. 



294 L~Dw~a Sc.~s~a~.~. 

bestimmt. Setzen wir ferner 

(19) 

so dab also 

(a(.") + 1 5(.') + . . . )  

a(. o) a(.o) 
(19a) a!*)-~ lim (x -- %) ~'" = R e s a ~  ~ 'Y  

so folgr aus (16), mit Riieksicht auf den Umstand, daft die ri(') yon g 
unabhiingig sein sollten: 

(20) u,~ ( a ) =  ,,(o)(a)-4- 1 ug!(a)-4- . . ,  in inf., 

wo in Ubereinstimmung mit (18) 

ist. - -  Wenn wir die Gleichung (10) in der Form 

g(O) 

schreiben und darin x =-a ,  setzen, so erkennen wit mit Rticksicht auf 
(19a) und (12), dab die zu der Matrix (a~'~.)gehiirige charakteristische 

Gleichung die n-fache WurzeI Null besitzt, so daB also die aus den Haupt- 
subdeterminanten dieser Matrix gebildeten Summen siimtlich verschwinden. 
:[nsbesondere ist demnach ! a~"~) -----0, so dab die Gleichungen 

aufl6sbar sind. Mit Rficksieht auf (21) haben wir folglich 

u?) ) = v?), (23) 
d. h. die Werte der Funktionen u~]) im Punkte % sind yon dem Index i 

unabh~ingig, was mit der Tatsaehe in ~bereinstimmung steht, da$ x = a~ 
ein-Verzweigungspunkt der algebraisehen Funktion ~ ist. bTaeh (20) 
haben wir also 

�9 1 u(1)(a,, ) + . . .  in inf., 

wo diese Gleichungen, ebenso wie (23), (20) in demselben Sinne zu ver- 
stehen sind, wie wir es ftir die Gleiehungen (17) festgesetzt haben. W i r  
bemerken, daB ffir die durch die Gleichungen (8) erkl~rten Funktionen 
r die Gleiehungen 

2 
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bestehen*), so dab also mit Riicksicht auf (16) und (24) 

1 u ( 1 ) ( a ) + . . ,  in inf. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wenden wir uns zur asymp- 
~o~ischen Darstellung der Integrale in dem jeizt vorliegenden Falle. 

Im I. Abschnitte hatten wir einen x-Punkt regul6r genannt~ wenn er 
weder zu den singul~ren Punkten des Differentialsystems (A) noch zu den 
Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion w geh6rte. Da in dem 
jetzt behandelten Falle die Punkte a l , . . . ,  a~, ~ die einzigen Verzwei- 
gungspunkte yon ~ sind~ wird ein regul~irer Punkt einfach ein solcher 
sein, in dessen Umgebung sich die In~egrale des Systems (A) regul~ir 
verhalten. Legen wir also yon einem regul~iren Punkte x o aus einen 
Strahl, und lassen wir ~ mit festem Argumenie ins Unendliche gehen~ so 
wird ein Integralsystem y~, . . . ,  y, des Differentialsystems (A), dessen An- 
fangswerte in x o in der Form 

( 1 7 (~ )+ . . .  in inf . )  (26) e,,r 7 (0)+-~ ~. 

asympto~isch (oder fiir ! # l >  R l~onvergen~) dars~ellbar siad~ allgemein 
zu reden, in der Form 
(27) y~. ~ d '~', +r/~(o) a ~(~) H-" "" in inf.) 

darstellbar sein, u. z. gil~ diese asymptotische Darstellung ffir alle Punkte 
des x-S~rahles, die zwischen x o und dem niichsten auf jenem Strahle be- 
findlichen singul~ren Punkte liegen. Dabei bedeutet ~o~ dasjenige 

/. ~ ~ ~ d x ~  
~0 

ffir das, wenn 

gese~z~ wird, 

(29) 

ist. Da aber nach (14) 

O = Arg ~ + Arg (x -- xo) 

(, = 2, 3 , . . - ,  ,)  

27 
i = 1  

= 0 

is~, so folg~, dab ~ ( ~ l e ~  --~) und folglich ~(~eo~) positiv is~ ftir alle 
x-Werte, die auf dem x-Strahle zwischen x o und dem n~ichsten singul~ren 
Punkte gelegen sind. Eine Veriinderung des x-Strahles und des /krgu- 
men~s yon ~ kann bewirken, dab in der Ungleichung (29) nich~ mehr 
~1, sondern ein anderes ~ die erste Std~e einnimmt; dana werden in der 

*) Siehe die vorhergehende :Note, G1. (3), S. 274. 
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asymp~otischen Darstellung (27), allgemein zu reden, co~ und die ent- 
sprechenden ~!~) an die Stelle der col, ~(~.1 treten, und fiir die in Betrach~ 

zg 1~ 

kommenden x- und ~-Wer~e wird ~(#ro~) einen posi~iven Weft haben. 
Wir erhalten somit das 

T h e o r e m  I. 1)ie l~lemente eines !ntegralsystems, dessert Anfangswerte 
in dem reguliiren Punkte x o in der Form 

1 y ~ ) + . . ,  in inf. /2) + 
asymptotisch darstellbar sind, werden, wenn der _Parameter ,u in beliebiger 
t~ichtung ins Unendliche geht, allgemein zu reden, fiir jeden x-Weft ,  tier 
innerhalb des ~um Punkte x o geIt6rigen ~Iittag-Lefflerschen Sternes*) ge- 
legen ist, unendlich. 2Vur sold, e lntegralsyste~e, deren asymptotische 1)ar- 
stelIung nicht zu demjen(qen ~ geh6rt, fiir das ~ ( # ~ )  den gr~flten Wer~ 
hat, k6nnen dem Grenzwerte .~htll z~streben, oder a~wh fiir spezielle Argu- 
mente yon ~ v611ig unbestimmt werden. 

Wit betrachten nun den Fall, dab x sich auf einer yon x o ausgehen- 
den gebrochenen Linie beweg~; es geniig~ offenbar, den Fall n~iher z~ 
untersuchen, wo jene Linie nut einen Kniekpunkt aufweist. Es miige alsc~ 
yon x o ein ers~er Strahl ausgehen, an den sich in einem seiner Punkte, 
etwa xl, ein zweiter Stmhl anschlieBt; das Argumen~ yon ~ bleibe ein: 
ffir alle Male fixiert. Das In tegra lsys temyl , . . . ,  y,, dessen Anfangswerte 
in x o in der Form (26a) darstellbar ~ind, besitzt liings des ersten Strahles 
eine asymptotische Darstellung yon der Form (27), wo 7-----0 zu setzent 
is~ wit haben also fiir x = x~ 

(3o) in inf.) 

wo, allgemein zu reden, co~ so beschaffen is~, dab l~.ngs des ers~en S~rahle~ 
~II(#co~) am grSBten, also posi~iv ist. Es sei nun l~ngs des zweiten~ 
S~rahles x 

CO( -~-j "~5 i d x 

und eo~' dasjenige, ffir welches ~(,ur%') den grSBten Wert unter allent 
~(,~co~') hat, dann ist, allgemein zu reden, fiir jeden Punkl x des zweite~ 
S~rahles~ der zwischen x~ und dem niichsten singul~i.ren Punkte gelegen isb~ 

y~.(x) ~ e~(~'-'(~) + ~,(~)) ~/'~(~ (x) -~, ~ '~(~)~:~. (x) + . . .  in inf.) 

wo die ~(~ gemliB den durch (30) gegebenen asymptotischen Darstel-- 

lungen der Anfangswerte im Punkte x~ zu bestimmen sind. ~ Wenn a l s o  

*) Siehe Mittag-Leffler,  Acta Mathematica, Bd. XXIII, p. 43 ft. 
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der Punkt x mit dem Punkte x o dutch eine, keinen singul~ren Punkt ent- 
haltende gebrochene Linie verbunden ist, so werden diejenigen W e r b  des 
Integralsystems Yl , ' "  ", Y,, die dutch analytische Forbetzung ]iings dieser 
Linie im Punkte x zum Vorschein kommen, in der Form 

(x) + ( + Y!~ (x) --1 ~x"(1)(x) + . . -  in inf.) 

asymptotisch darstellbar sein, wo p eine Konstante bedeutet, und wo, all- 
gemein zu reden, 

mb(~,(x)  + p)] > 0 

is ; die %(x), Y! 2 sind so zu bestimmen, dab in einem jeden Knickpunkte 

der gebrochenen Linie die asymptotische Darstellung fiir den daselbst aus- 
gehenden Strahl denjenigen Anfangswerten gemiiB herzustellen ist, die 
durch die l~ings des in jenem Knickpunkte en&nden Strahles gtiltige 
asymptotische Darstellung gegeben werden. 

Wit sehen also, dal~ ein Inbgralsystem, das in einem regulgren 
Punkb  x o einer asymptotischen Darstellung yon der Form (26) f~hig ist~ 
die Eigenschaft hat, dal3 jeder Zweig dieses Inbgralsystems in jedem 
regul~iren Punkte x eine asymptotische Darstellung yon derselben Form 
zuliil3t, und wir erhalten diese Darstellung, indem wir den yon x 0 nach x 
fiihrenden Fortsetzungsweg dutch eine ihm ~iquivalenb gebrochene Linie 
ersetzen und ffir diese auf die oben angegebene Weise verfahren. Da 
eine Funktion nur auf eine Weise asymptotisch dargestellt werden kann~ 
erkennen wir zugleich, dab die in x giiltige asymptotische Darsfellung 
yon der Wahl der zu ihrer Herstellung benutzten gebrochenen Linie un- 
abh~ingig ist, vorausgese~z~, dab nur solche gebrochene Linien zugelasser~ 
werden, die einander und dem Fortsetzungswege iiquivalent sin& 

Es sei nun die yon x o ausgehende gebrochene Linie eine geschlossene~ 
d. h. also ein geradliniges Polygon, dessen eine Ecke x 0 is~. Es m(ige im 
Inneren dieses Polygons ein e~nziger singulirer Punkt, etwa a,,, gelege~ 
sein. Dabei verstehen wit unter dem Inaeren des Polygons denjenigen 
Tell der x-Ebene, der, beim Durchlaufen des Polygons in einem be- 
stimmten Sinne, zur Linken bleibt. Die Zahl v kann dann einen der 
Werte 1, 2 , . . . ,  ~ + 1 annehmen. Es sei ferner (~k) diejenige Integral- 
matrix, die sich ftir x -  x 0 auf die Einheibmatrix ((~.) reduziert, so da~ 
also diejenigen Werte der t)i~. , die in x 0 zum Vorschein kommen, wenu 
wit li~ngs des Polygons analytisch fortsetz~n, nichts anderes sind, ale die 
Elemente der einer Umkreisung yon a~ enbprechenden Fundamentalsub- 
stitution (h~). Da die Anfangswerte ~;~. der ~),. im Punkte x o yon t* 

unabhiingig, also jedenfalls in der Form (26a) darsteltbar sind, folgt, dai~ 
die A!'I~ jedenfalls in der Form 
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<31) A~  ~ e,'~ (~!'~ + ~ ~ ! " ) + . . .  i~ i~f.) 

~sympto~isch dargestellt werden kSnnen, we, allgemein zu reden~ 

(~p , )  > o 

ist, wiihrend die ct~") die Werte gewisser y ? ) i m  Punkte x o bedeuten, we 
tier Index i yon i unabhingig ist. Wir erkennen hieraus fibs erste, dab 
4m allgemeinen die s6mtlichen A!~.)~ unendlich werden, wenn der Parameter 
Zx mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt. Des weiteren kSnnen 
wit aus der Dars~ellung (31) noch einen bemerkenswerten SchhB ziehen. 

Bezeichnen wir die Wurzeln der zu a, gehiirigen Fundamentalgleichung 

mit; 
2 ~ Y - - ' i  r (.") 

e ' ---- #I ~), 

zo sind diese Gr61~en yon/x unabhiingig. Daraus folg~, mi~ Riieksieh~ auf 
(31), dab die dureh die linearen Gleiehungen 

9% 

~ '  vl~,cA~, - ~,. ~I "~) = o ,  (i, ~ = x, 2 , . .  ., ,) 
2 = 1  

bestimmten Verhiltnisse 

( 3 3 )  v(v) �9 v ( " ) : . . .  : v!~) 
i l  " i 2  t n  

einer asymptotisehen Darsbllung yon der Form 
1 

,(34) ao + -~ al -F " '" in inf. 

f~ihig sin& Diese Verh~ltnisse sind aber*) nichb anderes, als die Ver- 
hiiltnisse der Werb,  die die dureh die Gleiehungen (8) definierbn Funk- 
~ionen ~ )  im Punkte x o annehmen, wir sehen also, da~ diese Verh~ilb 

nisse oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Verhiiltnisse 

{ 3 5 )  ~(~) : ~ ; (" ) . . . .  : ~(.") 
" t i l  i 2  " * n  

tier Elemenb der zu a, gehtirigen Inbgralmatrix im Punkte x o asympb-  
~ische Darsbllungen yon der Form (34) zulassen. Denken wir uns den 
Punk~ x o mit a~ dureh einen ganz innerhalb unseres Polygons verlaufen- 
<len Sbahl, oder, wean dies nieht mSglich ist, dutch eine im Inneren des 
Polygons verbleibende gebroehene Linie verbunden, so sind nach dem 
u die Verh~ltnisse (35) liings jener Linie bis in jede be- 
liebige N~ihe des Punkbs  a, asymptotischer Darsbllungen fiihig, da ja 
~hre Anfangswer~e im Punkb  x o eine solehe Darsbl lung zulassen. Die 
l~ings des in a, mtindenden Strahles giil~igen Dars~ellungen gehen aber, wenn 

*) Vergl. die vorhergehende No~e, G1. (4), S. 274. 
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X in den Punkt a, einrfickt~ formell in die Verhgltnisse der auf der 
rechten Seite der Gleichungen (25) auf~retenden Reihen fiber; da diese 
Reihen die Werte ~.,~o')(a)~ t yon einem Proportionalitgtsfaktor abge- 

sehen - -  in einer gewissen Umgebung yon ~ = ce konvergent dal:s~ellen~ 
so kSnnen wir sagen: 

Theorem Ii. Die VerMiltnisse der JElemenle der eu einem singul~iren 
P.unkte a~ gehSrigen Integralmatrix sind l~ngs eines jeden in diesem t~unkte 
einmiindenden Strahles einer asymptotischen Darstellu~g fiihig, u~d diese 
Darstellung bleibt in jenem singuliiren _Pu~kte selbst giiltig, indem sie da- 
selbst in eine konvergente l~eihenentwicklung iibergeht.*) 

Wir haben bereits angemerkt, dab im allgemeinen die siimtliehen A~"~ 
unendlich werden, wenn /~ in beliebiger Richtung ins Unendliehe r~ickt. 
Diese Bemerkung kann noch sch~rfer gefa~t werden. Denken wit uns in 
der zum Punkte a, gehSrigen Fundamentalgleichung (32) ffir die AI" ~) ihre 
asymptotischen Darstellungen (31) eingesetzt, so folgt, wenn ~ mit be- 
stimmtem Argumenie ins Unendliche rfickt: 

- -  lira e-~'~; I = 0 (~ = 1, 2, n).  t , . . . ,  

Es sind nun folgende F~lle denkbar: 
1. lim e -~ '~=  0 ftir i = 1, 2 , . . . ~  n. In diesem Falle ist also 

= (a(.")~ gehSrigen eha- lira A(. ~) oe, und die Wurzeln der zu der M a t r i x  ,~.J 
$e ----oo t X 

rakteristisehen Gleichung sind s~mtlich gleieh Null. Dieser Fall ist der 
,allgemeine", wo n~mlich die asymptotischen Darstellungen aller A~ zu 
demjenigen co, gehgren, fiir das ~(~rcol) am gr5~en, also positiv ist, und 
wo demnach die 

- -  

yon dem Index i unabh~ngige Wer~e besitzen. 
2. lira e-,~: = o0; dieser Fall isb ausgeschlossen~ da die zu der Matrix 

(a~'~) gehSrige charakteristische Gleichung keine unendlieh gro~e Wurzel 

besitzen kann. 
3. lim e-~'~ = 0 wenigstens for einen Weft der Index i; dann sind 

die Grenzwerte der zu diesem Index i geh~rigen A~"~ unendlich groin. 
4. lime-~'~: = 1, also p~ = 0 for jedes i = 1, 2 , . . . ,  n. Wenn dieser 

Fall for einen oder mehrere der Werbe u ~ 1, 2 , . . . ,  ~ ~-1 eintri~t, aber 
nicht for alle, so kSnnen die entsprechenden A~"~ den endlichen Grenz- 

*) Man vergl, hiermit die von tIerrn B 6cher, Eneyklophdie der math. Wissenseh. 
IiATa, p. 447 angegebenen Bedingungen, unter denen die sogenannten Oszillations- 
theoreme in einem singul~ren Punkte, tier kein Punkt tier UnbestimmtheR ist, be- 
stehen bleiben. 
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wer~en a~" ) zustreben, und die O(~') sind die Wurzeln der zu der Matrix 
(a~)) gehSrigen charakteristischen Gleichung 

( 3 5 )  - = o .  

Iri diesem Falle muf also die Determinante ' a(") yon Null verschieden tZl 

(y(.O) (xo)) tiberein- sein~ die Matrix (a!")'~ muf folglich mit der Matrix ~ ,~ 
\ ~Y.J 

stimmen, so daft die asymptotischen Darstellungen der A~"~ ftir i = l, 2,. . . ,  n 
zu den n verschiedenen co t (i = 1, 2 , . . . ,  n) geh~iren. Dann sind unter 
denjenigen A(") fiir deren oberen Index v der eben besprocheoe Fall nicht 
eintritt, noch immer welche vorhanden~ deren Grenzwert unendlich wird. 
Es bleibt also aoch der Fall: 

5. Wo die unter 4. besprochenen Verh~ltnisse fiir a l l e n  = 17 2~...~ ~ +  1 
stattfinden. In diesem Falle verschwinden die s~imtlichen Periodizitiits- 
moduln der Integrale erster Gattung cot, es sind also die eo~ selbs~ siimt- 
lich identisch gleich Null. 

Wit  hatsten unsere ganze Untersuchung unter der Voraussetzung ge- 
ffihrt, daft die ~1 , ' "  '~ w~ voneinander verschieden sind. Wenn die s~mt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (10) zusammenfallen, also rational sind, so 
mtissen sie identisch verschwinden. Alsdann wiire die dutch die Gleichung (3) 
definierte Funktion Q im allgemeinen nicht in der Form (11) nach ganzen, 
sondern nach gebrochenen Potenzen yon tt, ni~mlich nach ganzen Potenzen 

1 

yon p" entwickelbar, und auch die Potenzen yon p, die in den formalen, 
dem Differentialsysteme gentigenden Entwicklungen auftreten, wiirden ganze 

1 

Potenzen yon p~ werden.*) 
Sollten diese Entwicklungen doeh nach ganzen Potenzen yon t~ forl- 

schreiten, so miil3ten die siimtlichen ,~r in Wegfall gebracht werden 
~]i z 

kSnnen, es wiire also p----o~ tiberhaupt kein wesentlich singuliirer Punkt 
der Integrale. Dieser Fall scheidet demnach aus. 

Es wird somit allemal wenigstens eines der A!") unendlich~ wean tt 

mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche ~ickt nur fiir spe- 
zielle Argumente yon t~ kann es sich ereignen, dal~ die A~ nicht unend- 

lich, sondern vSllig unbestimmt werden - -  damit ist der in der vorher- 
gehenden Note gemachte Schlul~**) erhgrtet. 

K l a n s e n b u r g ,  26. April 1906. 

*) Vergl. die Bemerkung in der :No. I, S. 282. 
**) Siehe S. 276 dieses Annalenbandes. 


