Korrelationstheorie
der stationiren stochastischen Prozesse,

Von
A. Khintchine in Moskau.

§ 1.
Definition der stationiiren stochastischen Prozesse,

Ein stochastischer Prozef ist eine einparametrige Schar o, (— oo < ¢
< + co) von zufalligen Variablen; zur Kennzeichnung des Prozesses ge-
hort, dal fiir jeden endlichen Wertevorrat ¢,, &,, ..., ¢, das n-dimensionale
Verteilungsgesetz der entsprechenden Variablen w, , @y, ..., &, vor-
gegeben sei; selbstverstdndlich miissen die so definierten Verteilungs-
gesetze in ihren Zusammenhéingen allen Forderungen der Wahrscheinlich-
keitsrechnupg geniigen.

Wihrend sich die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung ausnahmslos
mit diskreten Folgen von zufdlligen Variablen beschiftigte, hat sich in
der neuesten Zeit die Theorie der stochastischen Prozesse zu einem der
wichtigsten Zweige dieser Wissenschaft entwickelt; die mit ihr verbundenen
theoretischen Problemkreise erdffneten dem Mathematiker ein AduBerst
fruchtbares Untersuchungsfeld, wihrend andererseits ihre Ergebnisse zahl-
reiche Anwendungen, hauptsiichlich in verschiedenen Fragen der physika-
lischen und technischen Statistik, gefunden haben. Es hat sich unter
anderem herausgestellt, daf die wichtigsten Verteilungsgesetze, die in der
klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie als asymptotische Formeln auf-
traten, in der Theorie der stochastischen Prozesse, wie auch zu erwarten
war, die Rolle ezakter Losungen der entsprechenden Probleme iiber-
nehmen,

Die bisher erfolgten Untersuchungen beziehen sich fast ausnahmslos
auf eine bestimmte Klasse von stochastischen Prozessen, der in theore-
tischer und praktischer Beziehung eine grofie Bedeutung zukommt. Wegen
ihrer Analogie zu den , Markoffschen Ketten, die unter den Folgen zu-
filliger Variablen eine hervorragende Rolle spielen, wollen wir sie als
Markoffsche Prozesse bezeichnen. Das charakteristische Merkmal der
Markoffschen Prozesse bildet der Umstand, daB fiir jeden Zeitpunkt die
kiinftige Entwicklung des Vorganges nur von seinem gegenwirtigen Zu-
stand,” nicht aber von seiner Vorgeschichte abhingt. In priziser Weise
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hat das folgende Bedeutung: sind t, < #, < t; drei beliebige Zeitpunkte,
@ un(% b zwel belicbige reelle Zahlen, so ist das durch ®, = b bedingte
Verteilungsgesetz von a6;, mit dem durch die vollstindigere Angabe x, = a,
%, = b bedingten identisch; die durch die Gegenwart gelieferten Voraus
sagen itber die Zukunft konnen also von einer eventuell hinzutretenden
Kel'mtnis iber die Vorgeschichte des betrachteten Vorgangs in keiner
We1§e beeinfluBt werden?). Diese Art von Vorgéngen, die eine in mathe-
matlscher Hinsicht verhaltnismiBig leichte Behandlung zuldBt, ist in
vielen Anwendungen auch der Wirklichkeit gut angepaBt (radioaktiver
Zerfall, Fernsprechverkehr u. dgl. m.); viel zahlreicher sind aber wohl die
physikalischen und technischen Fragestellungen, bei denen die Vorgeschichte
des Vorgangs fiir das Urteil iiber seine kiinftige Entwicklung eine wesent-
liche Bedeutung hat und auch n#herungsweise nicht vernachléissigh werden
darf. So wiirde z. B. die Auffassung der Lageninderung von beweglichen
Teilchen in Diffusionsvorgingen oder Brownscher Bewegung als eines
Markoffschen Prozesses offenbar bedeuten, daB der Trégheit keine Rech-
nung getragen wird. Allerdings kénnte man in diesem Beispiel den Be-
griff der Gegenwart derart ®rweitern, daB er auBer der Lage noch die
Geschwindigkeit des Teilchens enthalten soll, was den erwdhnten Ubel-
stand zu beseitigen im Stande wire. Demgegeniiber gibt es aber zahl-
reiche Beispiele, wo die Einfilhrung noch so vieler Parameter in die
Kennzeichnung des gegenwirtigen Zustandes die Sachlage doch mnicht ver-
bessert; es ist hier vor allem die statisttsche Mechonik zu erwihnen. Be-
trachtet man die stationire Bewegung des Phasenraums eines mecha-
nischen Systems und kennzeichnet den gegenwirtigen Zustand eines
Punktes durch die Angabe der Zelle, in welcher er augenblicklich ent-
halten ist, so lassen sich iiber seine kiinftige Bewegung verschiedene
Wahrscheinlichkeitsaussagen machen. Jede Kenntnis iiber die Vorgeschichte
des Punktes (d. h. jede Angabe iiber die Zelle, in welcher er zu einem
fritheren Zeitpunkt war) verindert aber dieses Wahrscheinlichkeitsurteil
sehr wesentlich. Diese Tatsache und auch die durch sie bedingte Un-
moglichkeit, die Probleme der statistischen Mechanik mit Hilfe der
Markoffschen Prozesse in Angriff zu nehmen, hat Hadamard sehr klar in
seinem Vortrag auf dem Kongre8 in Bologna 1928 ausgesprochen?).

1) Die ziemlich verbreitete Ausdrncksweise ,,durch die Angabe von w®, wird
die Verteilung von @, (' > ) vollstandig definiert™ ist selbstverstindlioh ungentiigend ;
eine richtige Fassung findet man z. B. bei G. Pélya (Sur quelgues points de la

théorie des probabilités, Ann. Inst. H. Poincaré, 1930) und A. Kolmogoroff (Uber
die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Ann. 104

(1931), 8.415.
2) Atti del Congr. Intern. dei Matem. Bologna 1928, B. V, 8.133—139; ins-

besondere S. 138.
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Unter den Vorgingen, in denen die Vorgeschichte ein wesentlicheg
Bestimmungsstiick der die Zukunft betreffenden Wahrscheinlichkeitsurteile
ausmacht, muBl vor allem eine Klasse ausgezeichnet werden, deren ejp.
gehende Untersuchung zweifellos den Ausgangspunkt aller allgemeineren
Forschungen auf diesem Gebiete zu bilden hat. Es sind dies die zeitlich
homogenen oder, wie ich sie kiirzer nennen will, stationdren Prozesse,
Der durch die Variablenschar a, gekennzeichnete stochastische Proze
soll als stationdr bezeichnet werden, wenn die Verteilungsgesetze der beiden
endlichen Variablengruppen (2, oy, ..., #;) und (9 4w, ®4yiy, ...,
1,4 o) einander identisch ausfallen; die Zahl n, die Zeitpunkte ¢, 4, ..., ¢,
und die Zeitstrecke % konnen dabel ganz belie})ig gewihlt werden. Eg
ist ohne weiteres klar, daB dieser Art von stochastischen Prozessen in
verschiedenartigen Anwendungsgebieten eine bedeutende Rolle zukommen
muB; insbesondere bildet die oben erwihnte Bewegung des Phasenranms
eines mechanischen Systems wegen ihrer Stationaritit und MaBinvarianz
einen stationdiren ProzeB?®), wodurch die Theorie dieser Prozesse eine
fundamentale Bedeutung fiir die statistische Mechanik gewinnt. Aber
auch in anderen Gebieten (so z. B. in der Vererbungslehre und Meteoro-
logie) kéonnten vielleicht die GesetzmifBigkeiten, die die stationiren
stochastischen Vorginge beherrschen, praktische Wichtigkeit beanspruchen.

In dieser Abhandlung soll eine erste Skizze einer Theorie der statio-
piren stochastischen Prozesse versucht werden. Die Methoden und Er-
gebnisse der vorliegenden Arbeit beschrinken sich durchweg auf solche
Eigenschaften der im ProzeB begriffenen zufélligen Variablen, die in den
Momenten exster und zweiter Ordnung ihrer Verteilung ihren vollstéindigen
Ausdruck finden; es schien mir deshalb angebracht, die ganze Skizze als
eine Korrelationstheorie der in Frage kommenden Art von stochastischen
Vorgingen zu kennzeichnen. Selbstverstindlich bedeutet eine derartige
Einschrinkung einen bewufiten Verzicht auf die Erkenntnis mancher tiefer-
liegenden GesetzméBigkeit; ich hoffe jedoch, daf trotzdem die gewihlte
Behandlungsmethode die wichtigsten Grundziige der Theorie genfigend
klar hervortreten 1iBt. Andererseits ist zu bemerken, daBl diese Hin-
schrinkung des Problemkreises offenbar der Theorie ein wesentlich
umfangreicheres Anwendungsgebiet verletht: die oben definierte Voraus-
setzung der Stationaritdt kann nimlich, ohne daf an den Methoden und
Ergebnissen etwas zu #ndern wire, durch die folgende weniger bindende
ersetzt werden: w; soll einen Erwartungswert und eine Strewung haben,
die von t unabhinglg sind, und der Korrelationskoeffizient der Variablen o

3) Als Wahrscheinlichkeit einer die Punkte des Phasenraums kennzeichnender
Eigenschaft ist dabei das relative Lebesguesche MaB der Menge derjenigen Punkte
aufzufassen, die diese Eigenschaft aufweisen. Naheres dartber siehe in § 5.
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und ®, soll eine Funktion von |t — w| allein setn. In allem, was folgt,
soll demnach die Stationaritit des behandelten Prozesses diese allgemeinere
Forderung bedeuten. Der einfacheren Schreibweise halber wollen wir
dariiber hinaus immer voraussetzen, daf E(w,) = 0, E(af) = 1 ist, wo
E hier und im folgenden ein Symbol der mathematischen Erwartung ist.
E (a0, %,) ist dann der Korrelationskoeffizient der Gréfen a, und %,
Nach Voraussetzung diirfen wir

E(x,x,) = R(u—9v)

setzen, wo E(t) eine gerade Funktion ist, die wir die Korrelationsfunktion
des betrachteten Prozesses nennen wollen. Ein stationsrer ProzeB heifle
stetig, wenn R (4 0) =1 ist; im Fall eines stetigen stationiiren Prozesses
ist R(t) eine stetige Funktion; denn fiir A4¢ — 0 ist nach der Schwarz-
schen Ungleichung

R+ A1) —B(@)| = |E(a0, % + 40) — B (2,00 | = | B [2c, (960 + 2t — 9¢e)]
< VE @) E[(#; + e — 2,)") = VE[(wai— #,)*] = V2 V1 — R(41) - 0.

Sind o, und ¢, zwei stochastisch unabhiingige stationire Prozesse
(dies bedeutet, daB die Variablen o, und g, fiir alle Werte von ¢t und ¢
stochastisch unabhingige Variable sind), so ist, wie man unmittelbar
einsieht, auch der ProzeB z; = ;- gy, stationsr. Dasselbe gilt auch
dann, wenn @, und y, in stationdrer Weise abhingig sind; das soll be-
deuten, daB 3} |E (x,yy) + E (®¢yy,)} eine Funktion von |t — t| allein
ist. Wir wollen diese Funktion mit g (¢ — ¢) bezeichnen und im Fall
E(x)=E(y)=0, E(@}!) =E(yl)=1 die gegenseitige Korrelations-
funktion der beiden Prozesse ®, und g, nennen. Sind B, (i), B, (1) bzw.
die Korrelationsfunktionen der Prozesse @, und g, und R(t) die Kor-
relationsfunktion von @, + ¥/, so ist wegen E {(%,+ y.)?) = 2[14¢(0)]

E{(e,+y) @y +Yy)}  R(—t)F Ry(t—t)+20(¢—1)

Be—t)= YV = BT ¢ (O)] :
und folglich
0y o) =Tl+ o OIR(®) — 3}[B, (1) + B, (8)].

Sind die Prozesse «, und ¢;, also auch die Funktionen R, (¢) und
R, (t) stetig, so ist wegen

o) — o) = }|E (2, (yy — ¥) + Yo (0 — 25)} |
< 3VE@d) E ((yr — v + 1 VE(w5) B {(e — 2.)°)
= 312 (1 —R, (¢ — 0} +3V2{1-RB, (¢ — 9)}
auch p (f) eine stetige Funktion.
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Im Gebiete der diskreten Reihen von zufilligen Variablen ent~
sprechen den station#iren stochastischen Prozessen stationdre Reihen zu-
falliger Variablen; man bezeichnet mit diesem Namen zweckmiBig solche
Reihen, deren Glieder simtlich gleichen Erwartungswert und gleiche
Streuung besitzen, und in denen der Korrelationskoeffizient zweier Glieder
eine Funktion ihres gegenseitigen Abstandes in der gegebenen Reihe ist.
Uber solche Reihen sind einige Untersuchungen von Slutsky*) und Reo-
manovsky®) bekannt, die iibrigens hauptsichlich einige Entartungsfille
behandeln. Ich habe®) vor kurzem gezeigt, daB solche Reihen ganz
allgemein dem Gesetz der groBen Zahlen unterliegen. Uber den konti-
nuierlichen Fall ist, soviel ich weifl, bisher nichts veréffentlicht worden.

§ 2.
Allgemeine Form der Korrelationsfunktion im Fall eines stefigen
stationiiren Prozesses.

Die Theorie, die im folgenden entwickelt werden soll, stiitzt sich in
allem Wesentlichen auf eine Spektralzerlegung, deren Mbglichkeit eine
charakteristische Higenschaft der Korrelationsfunktion eines stetigen sta-
tioniiren stochastischen Prozesses bildet, Es gilt ndmlich folgender

SBatz I. Damit die Funktion R(t) die Korrelationsfunktion eines
stetigen stationdren stochastischen Prozesses set, ist notwendig und hinreichend,
dafl sie sich in der Form

+ o0
(2) R(t) = [ costwdF ()

darstellen 1apt, wo F (2) eine gewisse Verteilungsfunktion bedeutet.,
Beweis: 1. Die Bedingung ist notwendig. Denn ist R(t) die Kor-
relationsfunktion eines stetigen stationdiren stochastischen Prozesses, so

ist R(f) stetig und beschriinkt. TFerner ist fiir beliebige reelle a, b und
fiir eine beliebige in (a, b) stetige komplexwertige Funktion ¢ (f)

4 bh
0 < E{|f@g@atP} = E{[[w,®.0w)F (@) dudo)

aa

= j?fR(u~—v Yo )P (v)du do.

#) C. R. Acad. Seci. Paris 185, 169 (1927).

%) Rend. Circ. Mat. Palermo 56 (1932).

%) Giorn. Ist. Ital. Attuari 8 (1932), S.267; Rec. math. Soc. Math. Moscoun
40 (1933), 8.124.
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Nach einem Satz von S. Bochner?) folgt daraus, da R({f) in der
Grestalt

R@t) = TemalF (2)

dargestellt werden kann, wo F (x) eine nichtabnehmende Funktion mit
beschrankter Schwankung ist; wegen der Realitit von R (f) ist

+ oo
R(t) = J- costzd F (z);

endlich ist wegen R(0) =1, F(+ o0) — F(— o) =1, also F(z) eine
Verteilungsfunktion.

2. Die Bedingung ist hinreichend. Denn hat R () die Form (2), so
nehme man eine zufillige Variable #, die dem Verteilungsgesetz F (2)
unterliegt; ferner sei y eine zweite, von # unabhéngige zufillige Variable,
welche durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
1 ..

9 fir 0 <y < 2m,

W(y)-{o fir y < 0 und y > 27

gekennzeichnet ist. Setzt man
(3) o, = V2 cos (y +21),
80 ist, wie man leicht nachrechnet,

E(mt) = O> E(w;‘) = 13
E (2, 20,) = Tocos [(u —v)2]dF(2) = B(u— v),

womit alles bewiesen ist.

Bemerkung: Die Formel (3) definiert einen stochastischen Proze,
der nur im weiteren Sinne stationdir ist, Man kann aber, wie ich einer
miindlichen Mitteilung von Herrn Kolmogoroff entnehme, leicht einen
ProzeB mit derselben Korrelationsfunktion angeben, der auch in dem
urspriinglichen engeren Sinne stationsir ist. Man wihlt dazu fiir jedes
endliche Variablensystem a,,, ®,,, ..., ®, ein n-dimensionales normales
Verteilungsgesetz, das ja durch die vorgegebenen Korrelationskoeffizienten
eindeutig festgelegt ist; die Gestalt (2) der Korrelationsfunktion garantiert
nimlich, daB die im Exponenten auftretende quadratische Form definit
susfillt.

7) Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, Leipzig 1932, S.76; Satz 28.
Mathematische Annalen. 109, 40



610 A. Khintchine.

Haben wir es mit zwei stetigen stationéren Prozessen zu tun, die
stationdr voneinander abhingen, so zeigt die Formel (1), daBl die gegen-
seitige Korrelationsfunktion o (¢) sich in der Form

+ oo
(4) e() = [ costzd®d(a)

darstellen 1aBt, wo @ (z) eine Funktion mit beschrinkter Schwankung
im unendlichen Intervall (— oo, 4 oo) bedeutet; es ist dabei offenbar

D (+ o0) —P(— o) = 0(0).

§3.
Eigenschaften der Korrelationsfunktion.

Aus der in §2 gewonnenen Spektraldarstellung der Korrelations-
funktion lassen sich viele wichtige Eigenschaften derselben auf elementare
Weise ableiten. Alle Anwendungen, die wir in diesem und im folgenden
Paragraphen von dieser Fourierzerlegung zu machen haben, beruhen auf
folgendem einfachen

Hilfssatz: Es set y(x; a, b, ...) eine reelle stetige Funktion der
reellen Variablen x, die auferdem mnock von den ebenfalls reellen Para-
metern a, b, ... abhdingt und folgende Eigenschaften besitzt:

1. Es ¢ibt eine positive Konstante C, so dap fir alle z, a, b, ...

lp(z;a, 0, ...)| <TC
w8t
2. Es qibt eine reelle Zahl A von der Beschaffenheit, dafi fir jedes
feste 6 > 0 und fiir a, 8, ... >0

y({z;a,b ...) >0
gletchmdafig in |z — A| > & gilt;

8. Es gibt eine reclle Zahl A won der Beschaffenheit, daf fir beliebige
feste positive Werte der Parameter a, b, ... und fir ¢ — A

y(z;a, b ...) >4
gelt.
Ist dann D (z) eine Funktion mit beschrinkter Schwankung in (— oo,
4 o), so qilt fiir a, b, ... » o
+ o

x@a“4=jwmmuuu¢m»Amu+m~¢aﬁw.

— oo
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4+ =
Beweis: Man setze K = .‘. |dD(x)|; € > 0 sei beliebig vorgegeben;

—o

man wihle 6 > 0 so klein, daB
21— i+4d

®) [1rei < [1ar@I <&

i—d A+

wird; fiir geniigend groBe Werte von @, b, ... ist dann wegen 2.
|wiz; a, b, ...} < EEK fir {z— 4| =4,

und folglich

(6) pd® (@) <5

Je—2{>0

fitr jede positive Zahl 5 < § hat man aber wegen (5)

M || vavw| <o 1a0w@I <%
< |z—i| <0 n<je—2) <0
aus (6) und (7) folgt

it

’x(a, .. [ wi@a b, ..)do @)

A—7

<&

und da hierin # beliebig klein ist, folgt nach der Eigenschaft 3. von y
|x(@ b ..) —A{@R+0) —B(A—0)}| e,

wenn nur &, b, ... hinreichend groB sind; damit ist der Hilfssatz be-
wiesen.

Wir gehen nun dazu iber, einige Eigenschaften der Korrelations-
funktion festzustellen; wir wollen uns dabei mit der gegenseitigen Kor-
relationsfunktion ¢ (f) zweier stationirer Prozesse befassen, denn es ge-
niigt ja, diese Prozesze miteinander zu identifizieren, um den Spezialfall
eines einzelnen Prozesses zu erhalten.

Satz 2. Die Korrelationsfunktion o (1) besitzt einen bestimmten Mittel-
wert, d. h. es st .

lim %-jg(t)dt

T o0
vorhanden®).

%) Den analogen Satz fir diskrete Reihen zufilliger . Variablen habe ich
mittels einer ganz snderen WMethode frither bewiesen [Giorn. Ist. Ttal. Attuari 8
(1932), 267].
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Beweis: Nach (3) ist

T + 0
rlewd= [ a0e:
0 -
sin T x

hierin geniigt y(x; T) = offenbar allen Voraussetzungen des so-

eben bewiesenen Hilfssatzes, wenn man A = 0, 4 = 1 wiahlt; folglich ist
T

lim -—j.g(t)dt D(+0)— D(-0),

T —>
o

w. z. b w.

Satz 3. Die Korrelationsfunktion o (f) lipt sich in der Gestalt einer
Summe

o) = e (0 + 2. ()

darstellen, wo o, (t) fastperiodisch ist und |p, (t)}* den Mittelwert Null hat.

Beweis: In (4) zerlege man & (z) in zwei Summanden

P (z) = P, (z) + Dy (),

von denen @, (z) ein Punktspektrum hat, wihrend @,(r) stetig ist,
und setze

+ o0
0, (t) = jcosmdcbl(x), 0, (1 jcosexdqb (z),
so daB o () = g, (t) + 04 (t) wird. p,(t) ist die Summe einer gleichmiBig

konvergenten trigonometrischen Reihe und folglich fastperiodisch. Anderer-
seits ist aber

T '1‘. +2¢ + 2
—Tl—j {oa(t)}2d 1t = -}TJ j. j'cosz:ccostydcb (2)d D, (y)}
n — 0 =00
+ 7
1
= o j j. {j[c-osl(z+ y)+ cost(x — y)]dt} dD,(x)dDy(y)
- —oo (
+ oo
_ _1_ sin T (x4 y) sin T (x — y)}
=3 ,(Mﬂ‘y)“ Tern + Te—yp 10%@
+ oo
Im Integral j %ﬁf——‘i d®, (z) ist aber p(z; T) = m}:x(x_:ya) wieder

-

eine Funktion von der im oben bewiesenen Hilfssatz betrachteten Art,
wenn man i =y, A =1 wihlt; folglich konvergiert dieses Integzra,l
fir T' — oo gegen @,(y + 0) - Py (y — 0) = 0, und zwar gleichmialig in
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bezug auf y, wie man leicht daraus erschlieBt, daB die Funktion @, (x)
in (— o¢, + o) von beschrinkter Schwankung und folglich gleichmaBig
stetig ist. Und da offenbar dasselbe auch fiir das andere Integral

+ oo

smT(x+y)
j Tary °%@

stattfindet, so konvergiert auch der ganze Ausdruck fiir 7 — oo gegen
Null, w. z. b. w.

§ 4.
Gesetz der groBen Zahlen.

Es ist eine der wichtigsten Kigenschaften der stationéren Reihen
und Prozesse, daf sie eine Stabilitit der arithmetischen Mittelbildungen
aufweisen oder, wie man in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu sagen piflegt,
dem Geserz der groflen Zahlen unterliegen. Tir einen stationéren stochasti-
schen ProzeB bhat das folgende Bedeutung: man setze

T

§(T) = 7 | wdt

0
sind dann & und & beliebig kleine positive Zahlen, so ist fiir hinreichend
groBes T und fiir alle U > 0 die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung
|E(T+ U)— ()] > ¢
kleiner als 4.
Um dies einzusehen, geniigt es nach der Tschebycheffschen Un-
gleichung zu beweisen, daB fir 7 — oo gleichmiBig in bezug auf U > 0

. u(T, U) = B{E(T+U)—E(D)F} - 0
gilt.

Beweis: Es ist
T+U
1

T
E(T+0) — EDF = ggppp [T] #edt — (2 +0) [ ]

0

T+U T
1 ) 2
T 0
T+U T+U T
1
= 71 (‘ﬂ-““U’iﬁ[ng g““””"l“d”’:ﬂ“” Wodude
T T 00

T r+U
—2UTj‘ jwumodudv],
0o T
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und folglich wegen E (x,%,) = R (u — v)
or T T

Tfﬁ‘l—g—‘UF[T‘zj. jR(u — v) dudv{—(]”j j B(u—vydudo

o ¢ 4 0
T T:}-l'
— ZUTj‘ J R(u— v dudo].

0

u(T, U) =

Setzt man hierin nach (2)
+ oo

Ru —v) = j cos {(u — v)z]dF (),

—_ 0
8o ergibt eine elementare Rechnung
“+ oo

w0 = P [((hh ) + ()

—— 00

9 m;iim sn;%U(ix cos (T—{—U)m}dF( 2).
Wenn nun fiir 7 —» oo U beschrénkt bleibt, wird der vor dem Integral
stehende Faktor nnendlich klein, und folglich konvergiert u (T, U) gegen
Null. Wird aber U unendlich groB, so geniigt offenbar der Integrand
p(@; U, T) allen Voraussetzungen des im §3 bewiesenen Hilfssatzes,
wenn men dagelbst 4 = 0, 4 = 0 setzt. Es ist folglich auch in diesem
Fall x(T, U) >0, und damit ist die Behauptung vollstéindig bewieser.

Fir stationdre Reihen habe ich den Beweis des analogen Satzes
mittels ganz anderer Methoden schon frither gegeben®).

§ 5.
Mechanische Anwendungen.

Die in den vorstehenden Paragraphen geschilderte Methode steht im
naher Beziehung zu einigen Untersuchungen iiber allgemeine dynamische
Probleme, die in der letzten Zeit von Koopman, v. Neumann und E. Hopf
verbffentlicht wurden). Sie unterscheidet sich von der Koopman-
v. Neumannschen Methode hauptséchlich dadurch, daB Operatoren~
betrachtungen bei der hier gegebenen Anordnung vermieden werdens
kbnnen. Die entsprechenden mechanischen Sitze erscheinen dabei nich®

9) Vgl. 6).

10) Vgl. insbesondere J. v. Neumann, Proof of the quasiergodic hypothesis,
Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 18 (1932), 70; B. O. Koopman and J. v. Neu-
mann, Dynamical systems of continuous spectra, ibid. 18 (1932), 255.
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als Folgerungen, sondern bilden lediglich eine Umdeutung der hier ent-
wickelten Theorie; ich habe diese Sitze vor einigen Monaten in einer
Note'') zusammengefaft.

Ist V der endlich vorausgesetzte Phasenraum eines Hamiltonschen
Systems, E eine im Lebesgueschen Sinne mefBbare Punktmenge in ¥V von
positivem MaB m (E), F eine andere ebensolche Menge, und bedeuten E,
bzw. F, die Mengen, in welche £ bzw. F nach AbschluB einer Zeitstrecke ¢
itbergehen, so betrachte man die Funktion

u(t) = 3 [m(EF)+mEF)].

Wie oben, kann leicht gezeigt werden, dafl diese Funktion eine
Spektralzerlegung der Form (4) zuliBt; denn ist P, der Punkt von V,
in welchen der Punkt P nach Ablauf der Zeitstrecke ¢ iibergeht, und
bedeutet @ (P) 1 oder 0, je nachdem P c E oder P ¢ E ist, und o (P)
die entsprechende Funktion fiir die Menge F, so ist offenbar

#®) = 3[lp(P)y(P)+ ¢ (P)yp(P)AV,
wo das Integral iiber den ganzen Phasenraum V zu erstrecken ist; diese
Integration ist hier das Analogon der Bildung von mathematischen Er-
wartungen, und erlaubt infolgedessen alle Schliisse, die wir in §2 ge-
zogen haben.
Aus der so gewonnenen Spektraldarstellung ergeben sich nun un-
mittelbar die Analoga der Sitze 2 und 3 von §3: die Existenz von

7
Tlim _717}‘ p(t)dt und die Zerlegung p(t) = u, (¢) + 4, (2), Wo w, (2) fast-
—3 00
: :

T
perjodisch und Th’m Z/’I_J {#g (8)}* dt = 0 ist. Das Gesetz der groflen Zahlen
i 0O
0

in seiner in §4 dargestellten Form 1iBt sich als der v. Neumannsche
»» Quasiergodensatz’ deuten.

Moskau, Mathematisches Institut der Universitit.

11) Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 19 (1933), 567.

(Bingegengen am 2. 5. 1933.)



