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Definition der station~en stochastischen Prozesse. 

Ein stochastischer Prozefl ist eine einparametrige Schar ~v~ ( - - ~  ~ t 
~ - ~ )  yon zuf~lligen Variablen; zur Kennzeichnung des Prozesses ge- 

h6rt, da~ fiir jeden endlichen Wertevorrat tz, t~ . . . . .  t~ das n-dimensionale 
Vertei]ungsgesetz der entsp~echenden Variablen ~*t, xt2 . . . .  ' ~*n vor- 
gegeben sei; selbstverst~ndlich mfissen die so definierten Verteiltmgs- 
gesetze in ihren Zusammenhiingen allen Forderungen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung gentigen. 

W~ihrend sich die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung ausnahmslos 
mit diskreten Folgen yon zufiilligen Variablen besch~ftigte, hat sich in 
der neuesten Zeit die Theorie der stochastischen Prozesse zu einem tier 
wichtigsten Zweige dieser Wissenschaft entwickelt; die mit ihr verbuadenen 
theoretischen Problemkreise erSffneten dem Mathematiker ein ~ul]erst 
fruchtbares Untersuchungsfeld, w~hrend andererseits ihre Ergebnisse zah]- 
reiche knwendungen, haupts~tchlich in verschiedenen Fragen der physika- 
lischen und technischen Statistik, gefunden haben. Es hat sich unter 
anderem herausgestellt, da~ die wichtigsten Verteilungsgesetze, die in der 
klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie als asymptotische Formeln auf- 
traten, in der Theorie der stochastischen Prozesse, wie auch zu erwartea 
war, die Rolle exa~ter L6sungen der entsprechenden Probleme iiber- 
n~hl:nen. 

Die bishe~ effolgten Untersuchungen beziehen sich fast ausnahmalos 
auf eine bestimmte Klasse von stochastischen Prozessen, der in theore- 
tischer und praktischer Beziehung eine grol~e Bedeutung zukommt. Wegen 
ihrer Analogie zu den ,,Markoffschen Ketten", die unter den Folgen zu- 
f~lliger Variablen eine hervorragende Rolle spielen, wollen wir sie als 
Markoffsche Prozesse bezeichnen. Das charal~teristische Merkmal 'der  
Markoffschen Prozesse bildet der Umstand, dal3 f ~  jeden Zeitpunkt die 
kiinftige Entwicklung des Vorganges nut yon seinem gegenw~tigen Zu- 
stand,' nioht aber yon seiner Vorgeschichte abh~ingt. In pr~iziser Weise 
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hat das folgende Bedeutung: sind t I ~ t~ ~ t~ drei beliebige Zeitpunkte, 
a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so ist das dutch ~0t2 ---_ b bedingte 
Verteilungsgesetz yon ~ts mit dem dutch die vo]lstandigere Angabe 0eft = a, 
xt~ = b bedingten  identisch; die dureh die Gegenwart gelieferten Voraus 
sagen tiber die  Zukunft  kSnnen also yon einer eventuell hinzutretenden 
Kenntnis fiber die Vorgeschichte des betrachteten Vorgangs in keiner 
Weise beeinfluBt werdenl). Diese Art. yon u die eine in mathe- 
matiseher Hins ieh t  verh~iltnism/~Big leiehte Betmndlung zul/i~t, ist in 
vielen Anwendungen aueh dar Wirklichkeit gut angepaBt (radioaktiver 
Zerfa]l, Fernsprechverkehr u. dgl. m.); vie] zahlreieher sind abet wohl die 
physikalischen und  teehnisehen Frages~ellungen, bei denen die Vorgesehichte 
des u ffir das Urteil iiber seine kiinftige Entwieklung'eine wesent- 
]iehe Bedeutung ha t  nnd auch n~herungsweise nieht vernachlEssigt warden 
daft. So wtirde z. B. die Auffassung der Lagen~nderung yon bewegliehen 
Teilehen in ])iffusionsvorg~ngen oder Brownseher Bewegung als eines 
Markoffsehen Prozesses offenbar bedeuten, dal] der Tr~igheit keine l~ech- 
nung getragen wird. AUerdings kSnnte man in diesem Beispiel den Be- 
grill der G~genwart  derart *erweitern, daI] er au]]er der Lage noeh die 
Geschwindigkeit des Teflchens enthalten sell, was den erw~hnten Obel- 
stand zu beseit igen im Stande w~re. Demgegeniiber gibt es abet zahl- 
reiche Beispiele, we die Einffihrung noch so vieler Parameter in die 
Kennzeichnung des gegenw~r~igen Zustaades die Sachlage doch nieht ver- 
bessert; es ist bier vet Mlem die statistische Mechanik zu erw/itmen. Be- 
trachtet m a n  die station~re Bewegung des Phasenraums eines meeha- 
nischen Sys tems und kennzeichnet den gegenw~rtigen Zustand eines 
Punktes du t ch  die Angabe der Zelle, in weleher ar augenblicklieh ent- 
halten ist, so lassen sich fiber seine ldin~ige Bewegung versehiedene 
Wahrscheinlichkeitsaussagen machen. Jede Kenntnis fiber die Vorgeschiehte 
des Punktes (d. h. jede Angabe fiber die Zelle, in welehar er zu einem 
friiheren Ze i tpunk t  war) ver~ndart abet dieses Wahrscheinlichkeitsurtei] 
sehr ~vesentlich. Diese Tatsaehe und auch die dutch sie bedingte Un- 
mSgliehkeit, die Probleme der  st~tistischen Meehanik mit Hilfe der 
Markoffsehen Prozesse in Angriff zu nehmen, hat Hadamard sehr klar in 
seinem Vort rag  auf dem Kongre/~ in Bologna 1928 ausgesprozhen~). 

1) Die ziemlich verbreitete Ausdrucksweise ,,dutch die Angabe yon ~0~ wird 
die Verteilung yon a~ t, (t' :> t) voUstandig definiert" ist selbstverst~ndlieh ungenllgend; 
eine riehtige Fasgung finder man z. B. bei G. P61ya (Sur quelques points de ]a 
th6orie des 1srob~bili t6s, Ann. Inst. H. Poinear$, ]930) und A. Kolmogoroff (~ber 
die analytisehen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Ann. 104 
(1931), S. 415. 

~) At~i del Cong~. Intern. dei Matem. Bologna 1928, B. V, S. 133~139; ins. 
besondere S. 188. 
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Unter den Vorg~ngen, in denen die Vorgeschichte ein wesentliehes 
Bestimmungsstiick der die Zukunft betreffenden Wahrscheinlichkeitsurteile 
ausmacht, mug vet allem eine Klasse ausgezeiehnet werden, deren eia- 
gehende Untersuchung zweifellos den Ausgangspunkt aller allgemeineren 
Forsehungen auf diesem Gebiete zu bilden hat. Es sind dies die zeitlieh 
homogenen oder, wie ich sie kiirzer nennen will, station~ren Prozesse. 
Der dutch die Variablenschar x~ gekennzeichnete stochastisehe Prozel~ 
sol] als stationer bezeichnet werden, wenn die Verteilungsgesetze der beiden 
endliehen Variablengruppen (xtl, x~2, . . . ,  xt~) und (x~l + ~, xt2 + ~ . . . . .  
x,n+=) einander identiseh ausfallen; die Zahl n, die Zeitpunkte tl, t~ . . . .  , t n 
und die Zeitstrecke u kSnnen dabei ganz beliebig gew~ihlt werden. Es 
ist ohne weiteres klar, dab dieser Art von stochastlschen Prozessen in 
verschiedenartigen Anwendungsgebieten eine bedeutende Rolle zukommen 
mu$; insbesondere bildet die oben erw~hnte Bewegung des Phasenraums 
eines mechanisehen Systems wegen ihrer Stationarit~t und Mal~invarianz 
einen stationKren Proze$8), wodurch die Theorie dieser Prozesse eine 
fundamentale Bedeutung fiir die s~atist~sche Mechanik gewinnt. Abet 
aueh in anderen Gebieten (so z. B. in der Vererbungslehre u,nd Meteoro- 
logie) kSnnten vielleicht die Gesetzma$igkeiten, die die station~ren 
stochastischen u beherrschen, praktisehe Wichtigkeit beanspruehea. 

In dieser Abhandlung sell eine erste Skizze einer Theorie der statio- 
n~iren stochastisehen Prozesse versucht werden. Die Methoden und Er- 
gebnisse der vorliegenden Arbeit beschr~nken sJeh durchweg auf solche 
Eigensehaften der im Proze[~ begriffenen zufalligen Variablen, die in den 
Momenten erster und zweiter Ordnung ihrer Verteilung ihren vollst~ndigen 
Ausdruclr finden; es schien mir deshalb angebraeht, die ganze Skizze als 
eine Korrelationstheorie der in Frage kommenden Ar~ yon stoehastisehen 
Vorg~ingen zu kennzeichnen. Selbstverst~ndlieh bedeutet eine derar~ige 
Einseh~nkung einen bewuBten Verzicht auf die Erkenntnis maneher tiefer- 
liegenden Gesetzm~iBigkeit; ich hoffe jedoch, dab trotzdem die gew~hlte 
Behandlungsmethode die wiehtigsten Grundziige der Theorie gen~gend 
klar hervortreten l~ t .  Andererseits ist zu bemerken, da~ diese Ein- 
schr~nkung des Problemkreises offenbar der Theorie ein wesentlich 
umfangreioheres Anwendungsgebiet verleiht: die oben definierte Voraus- 
setzung der Stationarit~it kann n~mlieh, ohne da~ an den Methoden ~md 
Ergebnissen etwas zu ~ndern w~e, dutch die folgende weniger bindende 
ersetzt werden: x~ soU eine~ ~rwartungswert ~nd eine Stre~ung ]iabe~, 
die yon t unabhgngig sind, und der Korrela~ionskoeHizient der Variablen ~ 

~) Als Wahrscheinlichkeit einer die Punkte des Phasenraums kennzeichnendefi 
Eigenscha~t ist dabei das relative Lebesguesche Mal~ der Menge derjenigen Punkte 
aufzufassen, die diese ]~igensehaft aufweisen. N~heres dart~ber siehe in w 5. 
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und X,, soll eine Funktion yon It - u I altein sein. In allem, was folgt, 
soU demnach die Stationarit~t des behandelten Prozesses diese allgemeinere 
Forderung bedeuten. Der einfaeheren Sehreibweise halber wollen wit 
dariiber hinaus immer voraussetzen, dab • (xt) = 0, E (x~) = 1 ist, wo 
B bier und im folgenden ein Symbol der mathematischen Erwartung ist. 
/ ~ ( ~ v )  ist dann der Korrelationskoeffizient der GrSl~en x ,  und ~v~. 
Nach Voraussetzung diiffen wit 

E (x~ x+) = R (u -- v) 

setzen, wo R (t) eine gerade Funktion ist, die wit die Korrelations]unktion 
des betrachteten Prozesses nennen wollen. Ein station~rer Proze$ heil~e 
steti9, wenn R ( +  0) --=- 1 ist; im Fall eines stetigen station~iren Prozesses 
ist R(t) eine stetige Funktion; denn flit A t -+ 0 ist nach der Sehwarz- 
schen Ungleichung 

I R (t + A t) - R (t) l = I E (x0  x~ + ~,) - E (~o ~ )  I = ] E [~o ( x ,  + ~ - x t ) ]  

~/E (Xo ~) E [(x~ + ~ - x~)q = VE [ ( x ~ -  Xo) ~-] = ~/~ 1/i - R ( ~ )  -~ 0. 

Sind ~ und y t  zwei stochastisch unabh~ingige stationire Prozesse 
(dies bedeutet, dal~ die Variablen x t  und Yc ftir alle Werte yon t und t' 
stochastisch unabh~ingige Variable sind), so ist, wie man unmittelb~r 
einsieht, auch der Prozel~ z, = w, 5-y~ stationer. Dasselbe gilt auch 
dana, wenn ~vt und yt  in stationa~'er Weise abh~ngig sind; das so]l be- 
deuten, dab �89 (~vtyr + E (xoy~)} eine Funktion yon It' -- t[ allein 
ist. Wir wollen diese Funktion mit ~ ( t ' - - t )  bezeiohnen und im Fall 
g (~t) = g (Yt) : 0, E (~v~) = g (y~) =- 1 die gegenseitige Korrelations- 
~unktion der beiden Prozesse ~vt und Yt nennen. Sind R 1 (t), R~ (t) bzw. 
die Korrelationsfunktionen der Prozesse ~t  und Yt und R (t) die Kor- 
relationsfunktion yon ~ct -4- Yt, so ist; wegen g {(~t + yt)~} = 2 [1-4- Q (0)] 

E{(gg, tQ-yt)(Xt,-~-yt,)} Rl(t--t')--~ R~(t--t')-~ 2@(t--t') 
R (t -- t') -= 2 [i + e (o)] ' = ~ [i + e (o)] " 

und folglich 
0) ~ (t) = [~ + ~ (o)] R (t) - �89 [R~ (t) + R~ (t)]. 

Sind die Prozesse ~ mad y~, also auch die Funktionen R~(t) und 

R~ (t) stetig, so is~ wegen 

I e (t') - e (t) l = �89 E {Xo (Yt, - -  yt) -4- Yo (~Vr - -  a~,)} I 

�89 ? ~  (x0 ~) ~ ((y~, y~)~} + �89 , 

= +72{1 -- R~(t' -- t)} ~- �89 {1 -- R~( t ' - -  t)} 

auch ~ (t) eine stetige Funk$ion. 
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Im Gebiete der diskreten Reihen von zufiilligen Variablen ent,- 
sprecJaen den station~ren stochastischen Prozessen station~ire Reihen zu- 
]~lliger Fariablen; man bezeichnet mit diesem Namen zweckm~igig solche 
Reihen, deren Glieder s~mthch gleichen Erwartungswert und gleiche 
Streuung besitzen, und in denen der Korrelationskoeffizient zweier Glieder 
eine Funktion ihres gegenseitigen Abstandes in der gegebenen Reihe ist. 
l)ber solche Reihen sind einige Untersuchungen yon Slutsky 4) und Ro- 
manovsky s) bekannt, die tibrigens hauptsaehlich einige Entartungsf~lle 
behandeln. Ich habe s) vor kurzem gezeigt, dall solehe Reihen ganz 
allgemein dem Gesetz der grol~en Zahlen unterliegen. 8ber  den konti- 
nuierliehen Fall ist, soviel ich wei$, bisher niehts verSffentlieht worden. 

w 

Allgemeine Form der Korrelationsfunktion im Fall  eines stetigen 
station~iren Prozesses. 

Die Theorie, die im folgenden entwickelt werden soll, stiitzt sich in 
allem Wesentlichen auf eine Spektralzerlegung, deren MSglichkeit eine 
charak~ristische Eigensohaft der Korrelationsfunktion eines stetigen sfa- 
tioni~ren stochastischen Prozesses bildet, Es gilt n~mlich folgender 

Sa tz  I. Damit die Funktion R(t) die Karrelations]unktion eines 
stetige~ stationaren stochastischen Prozesses sei, ist notwendig und hinreichend, 
da~ sie sieh in der Form 

(2) R (t) = ~ cos t ~ d F  (z) 

da~'stellen l~#t, wo F (z) eine gewisse Ferteilungsfunktio~ bedeutet. 

Beweis :  1. Die Bedinguug ist notwendig. Denn ist R(t) die Kor- 
relationsfunktion eines stetigen station~en stochastischen Prozesses, so 
ist R(t) stetig uud beschr~nkt. Ferner ist far beliebige reelle a, b und 
far eine be]iebige in (a, b) stetige komplexwertige Funktion ~ (t) 

b b b  

a a ~  

b b  

= fIR( - ev 
a a 

4) C. R. Acad. Sci. Paris 18.5, 169 (1927). 
5) Rend. Ciro. M~t. Palermo 56 (1932). 
e) Giorn. Ist. Ital. At.tuari 8 (1932), S. 267; Rec. math. Soc. Ma~h. Moscou 

40 (1933), S. 124. 
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Naeh einem Satz yon S. Bochner 7) folg~ daraus, 
Gestalt 

R(t) = ~ e~dF(vc )  

609 

dal] R (t) in der 

dargestellt werden kann, we F (x) eine nichtabnehmende Funktion mit 
beschri~nkter Sehwankung ist; wegen der Realit~it von R (t) ist 

R(t) = ~ cos txdF(x ) ;  

endlieh ist wegen R(0) ~- 1, F (q-  ~ ) - - F ( - -  oo) _= l, also F(x) eine 
Verteilungsfunktion. 

2. Die Bedingung is~ hinreiehend. Denn hat R (t) die Form (2), so 
nehme man eine zufiillige Variable z, .die dem Verteilungsgesetz F (z) 
tmterliegt; ferner sei y eine zweite, yon z unabhiingige zufi~llige Variable, 
welehe dutch die Wahrscheinlichkeitsdichte 

1 f i i r O < y < 2 : ~ ,  

0 fiir y < 0 und y >  2~r 

gekennzeiehnet ist. Setzt man 

(3) x~ = t/~. cos (y + zt) ,  

so ist, wie man leich~ nachrechnet, 

E (x~) = 0, E (x~) = 1, 

E (x, ,xv)  = ~ c o ~ [ ( u -  v)z]die(z)  = R ( u - -  v), 

womit alles bewiesen ist. 

B e m e r k u n g :  Die Formel (3) definiert einen stochastischen Prozet~, 
der nut im weiteren Sinne station~ ist. Man kann abet, wie ich eiaer 
mikndlichen Mitteilung yon tterrn Kolmogoroff entnehme, leicht einen 
Prozel~ mit derselben Korrelationsfunl~ion angeben, der auch in dem 
urspriinglichen engeren Sinne stationer ist. 'Man w~ihlt dazu fiir jeit~eS 
endliche Variablensystem ~r ~t2, . . . ,  xt, ,  ein n-dimensionales norma~s 
Verteihmgsgesetz, das ja dutch die vorgegebenen Korrelationskoeffizien~en 
eindeutig festgeleg~ is~; die Gestalt (2) der KorrelaVionafunktion gar.antiert 
n~imlich, daf~ die im Exponenten auftretende quadratische Form definit 
ausfiiltt. 

7) Vorlesungen iiber t~ouriersche Integrale, Leipzig 1932, S. 76; Satz 23. 
Mathematisehe Annalen. 109. 40 
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Haben wir es mi~ zwei stetigen stationhren Prozessen z ,  tun, die 
station~ir voneinander abh~ingen, so zeigt die Formel (1), dai~ die gegen- 
seitige Korrelationsfunktion ~ (t) sich in der Form 

-t-oo 

(4) ~(t) = ~ c o s t x d q S ( x )  

darstellen li~Bt, wo r  eine Funktion re_it beschr~nkter Schwankung 
im unendlichen Interva[I ( -  ~ ,  -V ~ )  bedeutet; es ist dabei offenbar 

r  :r - r  ~ )  = o(0). 

w 

Eigenschnften der Korrelafionsfunktion. 
Aus der in w 2 gewonnenen Spektraldarstellung der Korrelations- 

funktion lassen sich viele wichtige Eigenschaften derselben auf elemenC~re 
Weise ableiten. Alle Anwendungen, die wit in diesem und im fo]genden 
Paragraphen yon dieser Fourierzerlegung zu machen haben, beruhen auf  
folgendem einfachen 

Hi l fssa tz :  Es sei ~p (x; a, b . . . .  ) eine reelle stet~.e Funktion d~r 
reeUen Variablen x, die au~erdem noch yon den eben]aIls reellen Para-  
metern a, b . . . .  abh~ngt und /olgende Eigenscha]ten besitzt: 

1. Es gibt eine positive Konstante C, so daft ]iir alle x, a, b . . . .  

[~o(x; a, b, ...)[ ~ C 
ist; 

2. Es gibt eine reelle Zahl ~ yon der Bescha/fenheit, daft ]iir jedes 
/este ~ ~ 0 und [iir a, b, . . .  ~ 

(x; a, b . . . . .  ) ~ 0 

gleichm~flig in I x -  2 1 ~  $ grit; 

3. Es gibt eine reelle Zahl A yon der Bescha//enheit, daft /iir beliebi~e 
/este positive Werte der Parameter a, b, . . .  und fiiz x ~ 

(x; a, b, . . . )  -~ A 
gi/t. 

Ist dann q~ (x) eine Funktion mit besch~,~inkter Schwankun.q in (--  ~ , 
+ ~ ) ,  so gilt /iir a, b, . . .  ~ 

+oo 

z(a, b . . . .  ) = I y~(x; a, b . . . .  )dqS(x)  ~ A[r  + 0 ) - - r  0)]. 
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B e w e i s :  Man setze K = ~ Idq~(x)J; e > 0 sei betiebig vorgegeben; 

man w/ihle (~ > 0 so klein, daI~ 

(5) Id~(z)l < 4-c, Id~(x)t < ~-d 

wird; fiir geniigend grol]e Werte yon a, b, . . .  ist dann wegen 2. 

IV(x; a, b , . . . ) l  < ~K flit I x - - 2 1  > ~, 
und folglich 

(6) ~d~(z)  < ~;  

fiir jede positive Zahl ~? < ~ hat  man abet wegen (5) 

aus (6) und (7) folgt 

z ( a ,  b, . . . )  - ~(z; a, b, . . . )d~(z)  < 8 ;  

und da hierin V beliebig klein ist, folgt nach der Eigenschaft 3. yon 

I z(a, b . . . .  ) --  A {$(2 +0)  - - ~ ( 2 -  0)}l < e, 

wenn nut a, b, . . .  hinreiehend groI~ sind; damit ist der Hilfssatz be- 
wiesen. 

Wix gehen nun dazu fiber, einige Eigensehaften der Korrelations- 
fnnkVion festzustellen; wir wollen uns dabei mir der gegenseitigen Kor- 
relationsfunktion ~ (t) zweier stationiirer Prozesse befassen, dean es ge- 
niigt ja, diese Prozesse miteinander zu identifizieren, am den Spezialfall 
eines einzelnen Prozesses zu erhalten. 

S a t z  2. Die Korrelations/unktion ~ (t) besitzt einen bestimmten Mittel- 
weft, g. h. es ist 

T 

lim g 0 ( t l d t  
T--~ 

0 

vorhandens). 

s) Den an~logen Satz fiir diskrete Reihen zufglIiger .Variablen habe ich 
mittels einer ganz ~nderen Hethode ~riiher bowiesen |Giorn. Is~. Ita]. At6uari 3 
(1932), 267]. 
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B e w e i s :  Nach (3) ist 

i I s m T x  1 Q(t)dt = dq~ (x); g - g T -  
0 - - o o  

sin T x offenbar allen Voraussetzungen des so- hierin geniig~ ~0 (x; T) = 7' z 

eben bewiesenen Iti lfs~tzes, wenn man t = 0, A = 1 w~ihlt; fotglieh iM~ 
7" 

lira ~- ~(t) dt = ~ ( - I  0) - q~ (--  0), 
T --..~ ~o 

o 

W .  Z .  b .  w .  

Sa tz  3. 
Summe 

Die Korrelations/unktion ~ (t) ld[3t sich in der Gestalt einer 

o (t) = e,  (t) + o.. (t) 
darstdt~, wo o l (t) [astperiodisch ist und ~,0~(t)} ~ den Mittelwert Null ha~. 

B e w e i s :  In (4) zerlege man ~(x)  in zwei Summanden 

yon denen r (x) ein Punktspektrum hat, w~hrend r  stetig i ~ ,  
und setze 

e~ (t) = ~ cos t x d r  (z),  0~ (t) = ~ cos t ~ d r (~), 

so da$ 0 ( t ) =  01 ( t ) +  01(t) wird. 0~ (t) ist die Summe einer gleiclmliil3ig 
konvergengen trigonometrischen Reihe und folglieh fasgperiodisch. Anderer- 
seits ist ~ber 

0 0 --ct:: .  - -a ,c ,  

.4- .~a - t -oo  

1 f [~si. T!x.~ y) s inT(x- -y ) ldqb2(x) .  
= T  dr  j ( 2 ( z - + ~ , )  + 7 ' (x - -y )  I 

---~,c ~- . Jo  

+ a , : ,  

Im Integral f ' ~  T(x__--_y) Job sin T (z - -  y) wieder  T ( z - - y )  ~ r2 (x)  ist aber ~(x ;  T) ~ T ( x ~ y )  

eine Funkfion yon der im oben bewiesenen I-Iilfssatz betraehteten Aa~., 
wemn man 2 = y, A--= 1 w~hlt; folglieh konvergierg di~es Ir~tegr~l 
ft~r T --* ~ gegen ~ (y + 0) -- q52 (y _ 0) = 0, und zwar gleiehm~.gi~ i ~  
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bezug auf y, wie man leicht daraus erschhe[~t, daI~ die Funktion r (x) 
in (-- :r + ~ )  yon beschri~nkter Schwankung und folglich gleiehmi~l~ig 
stetig ist. Und da offenbar dasselbe auch fiir das andere Integral 

f sin T (x ~- y) d (X) Cg 
T (x ~ y) 

--oo 
stattfindet, so konvergiert auch der ganze Ausdruck flit T ~ ~ gegen 
Null, w. z. b. w. 

w 

Gesetz der grollen Zahlen. 
Es ist eine der wichtigsten Eigensehaften der station~ren Reihen 

und Prozesse, dab sie eine Stabilitiit der arithmetischen Mittelbildungen 
aufweisen oder, wie man in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu sagen pfiegt, 
dem Gesaz der groflen Zahlen unterliegen. Fiix einen station~ren stoehasti- 
sehen Prozel] hat das folgende Bedeutung: man setze 

T 

1 f ~tdt; ~(2) = g 

o 

sind dann e und ~ beliebig kleine positive Zahlen, so ist flit hinreiehend 
grol~es T und fii~ alle U > 0 die Wahrseheinlichkeit der Ungleiohung 

l~(Y ~ V)- ~(T) I > 
kleiner als @. 

Um dies einzusehen, gentigt es nach der Tschebycheffschen Un- 
gleichung zu beweisen, dal] ftir T -+ ~ gleichm~l~ig in bezug auf U > 0 

~(r, U)= E{[~(T+ U)-- ~(T)]~} ~ 0 
gilt. 

Beweis :  Es ist 
T+ U T 

I - I [~(T+ u) - ~(Y)] ~ = T2(T+ v)~ 
0 o 

T+U T 

T 0 

T+U T+U T T 

T T OO 

r T+U 

a T 
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und folglich wegen E (x~ x~) ---- R (u - v) 
L U  T T 

]~(T, U) -- T~(T_t 
0 0 0 0 

T T + U  

o T 

Setzt man hierin nach (2) 

v)dudv 

R (u - -  v) = j' cos  [ (u  - v) x] d F  (x),  
- - o o  

so ergibt eine elemeatare Rechnung 

Wean nun ftir T -+ oo U besehrankt bleibt, wird tier vor dem Integral 
stehende Faktor uneadlich klein, und folglieh konvergiert # (T, U) gege~ 
Null. Wird aber U unend|ieh grol], so geniigt offeabar der Integrancl 
V(x; U, T) allen Voraussetzungen des im w bewiesenen Hi]/ssa~zes, 
wean man daselbst t = 0, A = 0 setzt. Es ist folglich aueh in diesern 
Fall /~ (T, U) -+ 0, und damit ist die Behauptung voilsts bewiesen. 

Ffir station~re Reihen habe ich den Beweis des analogen Sa~zes 
mittels ganz anderer Methoden schon friiher gegebeng). 

w 

Mechanische Anwendungen. 
Die in den vorstehendea Paragraphen gesehilderte Methode steht .i~ 

naher Beziehung zu einigen Untersuchungen fiber allgemeine dynamische 
Probleme, die in der letzten Zeit yon Koopman, v. Neumann und E. Hop:[ 
verSffeatlicht wurdenl~ Sic unterscheidet sich von der Koopman- 
v. Neumannsehen Methode haupts~chlich dadureh, dab Operatoren- 
betrachtungen bei der bier gegebenen Anordnung vermieden werde, x 
kSnnea. Die entsprechenden meehanischen Siitze erscheinen dabei n icht  

~) Vgl. 6). 
10) Vg]. insbesondere J. v. Neumann, Proof of the quasiergodic hypothesis~ 

Proe. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 18 (1932), 70; B.O. Koopman and J. v. Neu- 
mann, Dynamical systems of continuous spectra, ibid. 18 (1932), 255. 
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als Folgerungen, sondern bilden lediglich eine Umdeutung der hler ent- 
wiokelten Theorie; ich habe diese Siitze vor einigen Monaten in einer 
Note xl) zusammengefaSt. 

Ist V der endlich vorausgesetzte Phasenraum eines Hamil$onschen 
Systems, E eine im Lebesgueschen Sinne meflbare Punktmenge in F yon 
positivem MaB m (E), F eine andere ebensolche Menge, und bedeuten E t 
bzw. Ft die Mengen, in welche E bzw. F nach .~bschlul~ einer Zeitstreeke t 
iibergehen, so betrachte man die Funktion 

# (t) = �89 [m ( ~ F )  + ~ (/~F~)]. 

Wie oben, kann leieht gezeigt werden, dal~ diese Funktion eine 
Spektralzerlegung der Form (4) zulgBt; denn ist Pt tier Punkt von V, 
in welcben der Punkt P nach Ablauf der Zeitstreeke t iibergeht, mad 
bedeutet ~ (P) 1 odor 0, je naehdem P ~ E odor P ~: B i s t ,  und ~ (P) 
die entsprechende Funktion flit die Menge F, so ist offenbar 

# (t) = �89 ~ [~o(P,) ~p (P) 4- cp (P) ~p (Pt)]d V, 

wo das Integral tiber den ganzen Phasenraum V zu erstreeken is~; diese 
,Integration ist bier das Analogon der Bildung yon mathematischen Er- 
wartungen, und erlaubt infolgedessen alle Schliisse, die wit in w ge- 

z ogea  haben. 
Aus der so gewonnenen Spek~raldarstellung ergeben sieh nun un- 

mittelbar die Analoga der Sgtze 2 und 3 yon w die Existenz yon 
T 

1 f lira ~ # (Q dt und die Zerlegung # (t) = ~ (t) + ~ (t), wo #~ (t) fast- 
o 

T 

perjodiseh und lira 1 | {l~,(t)l ,d t = 0 ist. Das Gese~z der grol~en Zahlen 
T - ~ o o  J 

0 

in seiner in w 4 dargestellten Form l~l~t sieh als der v. Neumannsche 
,, Quasiergodensatz" deuten. 

Moskau, NIa~hematisehes Institut der Universi~t. 

ix) Proe. Nat. Acad. Sci. USA, 19 (1933), 567. 

(Eingegangen am 2. 5. 1933.) 


