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Einleitung.

Nach dem Vorgange Poincaré’s sucht man in neuerer Zeit die durch
Differentialgleichungen definirten Curven nicht bloss in der Umgebung
eines Punktes sondern in ihrer ganzen Ausdehnung zu discutiren. Dabei
bhaben sich als besonders interessant diejenigen Differentialgleichungen
herausgestellt, welche periodische Losungen besitzen.

Auch die Aufgabe, mit der wir uns im folgenden beschiftigen wollen
und deren Behandlung ich auf Anregung von Herrn Professor Hilbert
unternommen habe, nimlich Flichen mit geschlossenen geoditischen Linien
zu ermitteln, fibrt auf gewisse Dlﬁ'erentlalglemhungen, welche periodische
Losungen besitzen miissen. In der Theorie der Mechanik eines Punktes
wird eme geoditische Linie bekanntlich definirt als die Bahneurve eines
Punktes, der sich ohne Einwirkung einer dusseren Kraft mit gonstanter
Geschwindigkeit auf einer Fliche bewegt. Soll nun die geoditische Linie
geschlossen sein, so muss der Punkt nach einer gewissen Zeit T’ wieder
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an die Ausgangsstelle zuriickkommen und von da ab dieselbe Bahn von
neuem durchlaufen. Von der Fliche, auf der sich die geoditische Linie
befinden soll, setzen wir voraus, dass sie sich wenigstens in der Um-
gebung der Stellen, wo die geoditische Curve verlduft, regulir verhilt,
so dass also auch die geoditische Linie selbst iiberall reguliir ist. Stellt
man die Gleichungen der Curve in der Parameterdarstellung auf:

z=9@), y=v{), z=10

indem man etwa die Zeit als Parameter nimmt, so sind demmnach ¢, 9, %
mit sammt ihren Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung stetig. Dass
die geoditische Curve geschlossen sein soll, driickt sich analytisch dadurch
aus, dass ¢, ¥, 4 periodische Functionen mit derselben Periode 7 sind.

Durch die Arbeiten von Poincaré angeregt, hat Hadamard interessante
Untersuchungen iiber die Bahncurven eines Punktes angestellt, wobei er
im besonderen auch auf geschlossene geoditische Linien zu sprechen
kommt. In seiner Abhandlung: ,sur certaines propriétés des trajectoires
en Dynamique beweist Hadamard, dass auf einer Fliche mit durchweg
positiver Gauss’scher Kriimmung zwei geschlossene geoditische Linien sich
nothwendig schneiden. Namentlich aber fiir die Flichen mit iiberall
negativer Kriimmung erhilt Hadamard elegante Resultate. Mit Hiilfe von
Betrachtungen aus der analysis situs zeigt er, dass auf jeder solchen Fliche
geschlossene geoditische Linien existiren und dass es zu jeder derselben
eine geoditische Linie giebt, welche sich der geschlossenen asymptotisch
annihert. (Vergl. Hadamard, Les surfaces & courbures opposées, Liouvilles
Journal 1898). Wihrend die Untersuchungen von Hadamard allgemeiner
Natur sind, werden unsere Entwickelungen einen specielleren Charakter
tragen, indem wir im I Theile specielle Flichen aufstellen wollen, auf
denen es eine Schar von geschlossenen geoddtischen Linien giebt; und
zwar werden wir dabei meist in der Weise vorgehen, dass wir theils die
bekannten Flichengattungen untersuchen, theils von vornherein den ge-
schlossenen geoditischen Linien gewisse Eigensehaften beilegen und zusehen,
ob es Flichen giebt, auf denen eine Schar solcher geoditischer Curven
existirt. Wir werden dabei erkennen, dass die Mannigfaltigkeit der Flichen
mit einer Schar geschlossener geoditischer Linien eine sehr grosse ist.
Im IL Theile werden wir uns mit solchen Flichen beschiftigen, auf denen
alle geoditischen Linien geschlossen sind. Hier sind vor allem die Arbeiten
von Darboux zu erwdhnen, auf die wir genauer eingehen werden. Die
von Darboux aufgestellten Flichen besitzen jedoch alle einen Rand. Es
ist daher eine interessante Frage, ob es singularititenfreic Flichen ausser
der Kugel giebt, auf denen alle geoditischen Linien geschlossen sind.
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I. Theil.

Flachen mit einer Schar geschlossener geoditischer Linien.

§ 1.

Uebergang zur unendlich benachbarten geoditischen Linie.

Man kann sehr leicht solche Flichen construiren, welche eine einzige
geschlossene geoddtische Linie besitzen. Zu diesem Zwecke braucht man
nur eine beliebige geschlossene Raumcurve C zu nehmen und Flichen
hindurchzulegen, welche die Hauptnormalen von C als Flichennormalen
haben. Man bilde sich also einen Streifen, indem man jedem Punkte
von C die durch die Tangente und Binormale bestimmte Ebene zuordnet.
Durch einen solchen Streifen kann man dann unendlich viele Flichen
hindurchlegen, auf denen allen die Curve C geoditische Linie ist, da in
jedem ihrer Punkte die Hauptnormale mit der Flichennormalen zusammen-
fallt. Wollen wir nun Flichen mit einer Schar geschlossener geoditischer
Linien aufstellen, so miissen wir zusehen, unter welcher Bedingung es zu
der Curve C benachbarte geoditische Linien giebt, die ebenfalls geschlossen
gind. Bei der Untersuchung einer Schar von geodatischen Linien ist es
stets vortheilhaft, die Fliche auf diese geoddtischen Linien und ihre
orthogonalen Trajectorien als krummlinige Coordinaten w, v zu beziehen.
Das Linienelement der Fliche nimmt dann die Form an

@ (at) = i) +9 @)

wobei v = const. die geoditischen Linien, u = const. die orthogonalen
Trajectorien sind. Aus dieser Gestalt des Linienelementes kann man sofort
einen von Gauss aufgestellten wichtigen Satz ablesen: Die Bogen, die auf
den geoddtischen Linien » = const. von zweien ihrer orthogonalen Tra-
jectorien ausgeschnitten werden, besitzen simmtlich gleiche Linge. Sind
nun die Curven v = const. geschlossen, so brauchen wir bloss mehrere
orthogonale Trajectorien zu ziehen, um zu erkennen, dass alle die ge-
schlossenen geodétischen Linien gleiche Linge haben. Zu diesem Satze
miissen wir jedoch noch eine einschrinkende Bemerkung machen. Es
kommt némlich, wie wir spiter an Beispielen sehen werden, hiufig vor,
dass man eine geschlossene geoditische Linie mehrere Mal durchlaufen
muss, bis sich die benachbarten schliessen. Dementsprechend sind nicht
immer die einfachen Lingen der geschlossenen geoditischen Linien einer
Schar gleich, vielmehr konnen wir allgemein nur behaupten, dass die
Langen von irgend zweien der geschlossenen geoditischen. Linien in einem
rationalen Verhiltnisse stehen.
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Nachdem wir so iiber die Bogenlinge der geoditischen Linien eine
Aussage gemacht haben, wollen wir nunmehr die orthogonalen Trajectorien
studiren. Zu diesem Zwecke greifen wir eine Curve C aup den geschlossenen
geoditischen Linien v» = const. heraus und bezeichnen die Bogenlinge der
orthogonalen Trajectorien gerechnet von einer festen Curve » = const. an

bis zu der Curve C mit n. Es sind dann % und g—g’ , da wir es mit

einem System geschlossener geodatischer Linien zu thun haben, periodische
Functionen von u, deren Periode die Linge L der Curve C oder ein ganzes
{

Vielfaches davon ist. —g-g ist aber, wie man aus Gleichung (1) erkennt,

nichts anderes als }g. Fiir das specielle Coordinatensystem, das wir auf
der Fliche gewdhlt haben, nimmt die Gauss’sche Kriimmung eine sehr

einfache Gestalt an ndmlich K = — 1—/1—_ %—V; - Demgemiss geniigt unser
)
Ausdruck y = —a% = Vg der linearen Differentialgleichung
d?y
(2) dur = Y- K.

Wollen wir also entscheiden, ob es zu einer geschlossenen geoditischen
Linie C benachbarte ebenfalls geschlossene geoditische Linien giebt, so
berechnen wir die Gauss’sche Krimmung K lings C als Function der
Bogenlinge « und bilden die Differentialgleichung (2). Soll C das Indi-
viduum einer Schar geschlossener geodédtischer Linien sein, so ist dazu
nothwendig, dass Gleichung (2) eine periodische Losung besitzt, deren
Periode die Linge L von C oder ein ganzes Vielfaches davon ist. Die
Curve C wird im allgemeinen von einer benachbarten geschlossenen geo-
ditischen Linie in mehreren Punkten geschnitten. Lassen wir die benach-
barte geoditische Linie immer néher an C heranriicken, so nihern sich
die Schnittpunkte bestimmten Grenzlagen, die wir als die Schnittpunkte
mit einer unendlich benachbarten geschlossenen geoditischen Linie be-

zeichnen wollen. Fiir diese Schnittpunkte ist y = —g-:—: =0, sie werden also
durch die Nullstellen der periodischen Losung der Gleichung (2) bestimmt.
Bekanntlich spielen die erwihnten Schnittpunkte in der Variationsrechnung
eine grosse Rolle; zwei auf einander folgende derselben fiilhren den Namen
conjugirte Punkte und geben ein Intervall an, innerhalb dessen die geo-
ditische Linie sicher kiirzeste ist.

Ein allgemeines Kriterinm dafiir, wann eine lineare Differentialglei-
2
chung 2. Ordnung an Y = K-y eine periodische Losung besitzt, ist

meines Wissens noch nicht aufgestellt worden; eine nothwendige Bedingung
ist, dass K selber periodisch ist, eine Bedingung, die in unserem Falle
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von selbst erfiillt ist. Es lassen sich indessen sofort specielle Differential-
gleichungen (2) angeben, welche periodische Ldsungen besitzen, und zwar
sind die einfachsten Beispicle diejenigen, wo XK constant ist. Betrachten
wir zundchst den Fall K =0, indem wir also eine abwickelbare Fliche
nehmen, auf der sich eine geschlossene geodifische Linie ' befinden moge,

so hat die zugehérige Differentialgleichung % = 0 als einzige periodische

Losung y = const. Die von uns aufgestellte nothwendige Bedingung ist
also erfullt, und wir wollen nun zusehen, ob sich auch wirklich die Curve
C als Individuum einer Schar von geschlossenen geoditischen Linien auf-
fassen Lisst. Um dies zu entscheiden, denken wir uns die Fliche in die
Ebene abgewickelt, wobei die Curve C mit der Abscissenaxe zusammen-
fallen mége, und beachten, dass die geoditischen Linien in die geraden
Linien der Ebene iibergehen. Fassen wir nun y als Ordinate auf, so

liefert die Gleichung % = 0 die Gesammtheit der geraden Linien in der

Fhbene, also auch die Gesammtheit der geoditischen Curven auf der Fliche,
und unser nothwendiges Kriterium besagt, dass nur die Curven y = const,,
d. h. die geoditischen Parallelcurven zu C geschlossen sein kénnen. Diese
sind aber aunch wirklich, wie die Anschaunung lehrt, alle geschlossen,
soweit sie nicht an eine Singularitit der Fliche stossen. Es fragt sich
nun vor allem, wie man solche abwickelbaren Flichen erhilt. Zu diesem
Zwecke bilden wir uns einen der zu Anfang dieses Paragraphen erwiihnten
geschlossenen Streifen, den wir der Kiirze halber einen geaditischen Streifen
pennen wollen. Ist ein solcher Streifen analytisch, so giebt es durch den-
selben nach dem Cauchy’schen Existenztheorem eine und nur eine abwickel-
bare Fliche, und auf dieser existirt damn eine Schar von geschlossenen
geoditischen Linien.

Wir wenden ung nunmehr zur Untersuchung der Flichen mit durch-
weg negativern Gausg’schem Kriimmungsmass. Nehmen wir an, es sei
auf einer solchen Fliche eine geschlossene geoditische Linie C vorhanden,
so werden wir zeigen, dass dieselbe stets isolirt ist, d. h. dass sie sich
niemals als Individuum einer Schar von geschlossenen geodatischen Linien
auffassen lisst. Um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu tiber-
zeugen, brauchen wir bloss nachznweissen, dass die Differentialgleichung
(3) =By B>0
niemals eine iiberall endliche periodische Losung besitzt, und unterscheiden
hierbei zwei Félle. Erstens nehmer wir an, die Differentialgleichung be-
sitze eine Losung, welche fiir % = a etwa verschwindet. Man kanm dann
zeigen, dass diese Losung nicht noch fiir einen anderen Werth » ver-
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schwinden kann. Angenommen nimlich sie verschwinde noch fiir 4 = b,
so bilden wir den Ausdruck

f Y du2 =0,

welcher identisch verschwindet. Durch partielle Integration geht derselbe

iiber in \
[l pilac-c

Da diese Relation nur durch y = O befriedigt wird, so sehen wir, dass
eine Losung, welche nicht identisch O ist, nur an einer Stelle verschwinden
kann; eine solche Losung ist aber nicht periodisch. Zweitens nehmen
wir an, es gibe eine periodische Losung y der Gleichung (3), welche an
keiner Stelle verschwindet und zwar sei etwa y stets positiv. Dann folgt

aus Gleichung (3) > 0. Es miisste also —17, mit wachsendem u stets

zunehmen. Nach unserer Annahme sollle nun y und daher auch gg

periodisch sein. Eine iiberall endliche periodische Function, die stets
wichst, ist aber ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass die geschlossene
geoditische Linie C in der That isolirt ist, mit anderen Worten: Auf einer
Fliche mit duwrchweg negativem Gauss'schem Krimmungsmass existirt wie-
mals eine Schar von geschlossenen geoditischen Linien. Damit scheiden eine
grosse Zahl von Flichen z B. die grossen Gruppen der Minimalfliichen
und Regelflichen aus unserer Betrachtung aus.

Der zuletzt behandelte Fall K << 0 entspricht dem leichteren Typus
der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung, wohingegen der Fall K> 0
weitaus schwieriger ist. (Vergl. hieriiber Picard, traité d’analyse Bd. 3
Kap. VI.) Wir setzen wieder voraus, auf einer Fliche sei bereits eine
geschlossene geoditische Linie C von der Linge L vorhanden und be-
schrinken uns a.uf die Annahme, dass lings C die Gauss’sche Kriimmung K

constant gleich — L st ,80 dass also die zugehonge Differentialgleichung lautet
4 d,uz Y+ y=0.
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet

y-—=Asin%+Bcos%

und ist nur dann periodisch, wenn eine Relation besteht von der Form
®) k- L=2hza

Mathematische Annalen. LVIIL. 8
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wo h und % ganze Zahlen sind. Ist die Relation (5) befriedigt, so ist
kL die Periode und unser nothwendiges Kriterium ist erfiillt. Im beson-
deren wollen wir nun annehmen, dass wir es mit einer Fliche constanter

Kriimmung 51; zu thun haben, auf der bereits eine geschlossene geoditische

Linie existire; wir erhalten solche Ilichen, indem wir durch einen ge-
schlossenen geodatischen Streifen eine Fliche constanter positiver Kriim-
mung hindurchlegen. Da unter Voraussetzung der Giiltigkeit der Relation
(5) simmtliche Integrale der Differentialgleichung (4) periodisch sind, so
hiegt die Vermuthung nahe, dass auf den beschriebenen Flichen constanter
Kriimmung alle geoditischen Linien geschlossen sind, so weit sie nicht
an eine Singularitit stossen. Von der Richtigkeit dieser Vermuthung
werden wir uns in der That im IL Theile auf ganz anderem Wege iiber-
zengen.

Wir haben in diesem Paragraphen Flichen mit einer Schar geschlossener
geoditischer Linien aufgestellt im Anschluss an die Differentialgleichung
d‘.‘
Ei&% =
nun umgekehrt eine solche Schar haben, so kdnnen wir eine zugehorige
Differentialgleichung aufstellen, welche dann sicher periodische Ldsungen
besitzt. Nehmen wir z. B. eine geschlossene Rotationsfliche, so wissen
wir, dass die Meridiancurven geschlossene geoditische Linien sind. Bilden

— K .y, welche periodische Losungen besitzen musste. Wenn wir

wir also die Gleichung g;% = — K(u) -y, wobei jetzt K die Kriimmung
der Rotationsfiiche lings des Meridians als Function der Bogenlinge u

des Meridians bedeuten moge, so hat die angegebene Differentialgleichung
sicher eine periodische Losung.

§ 2.

Allgemeine Methode zur Aufstellung von Flichen mit einer Schar
geschlossener geoditischer Linien.

Nachdem wir im vorigen Paragraphen mit Hiilfe einer speciellen
Methode zur Aufstellung von gewissen Flichen mit einer Schar geschlossener
geoditischer Linien gelangt sind, wollen wir nunmehr eine allgemeine
Methode zu entwickeln suchen und zu diesem Zwecke unser Problem
analytisch formuliren, Nehmen wir an, wir hitten eine Fliche mit einer
Schar geschlossener geoditischer Linien, so liegt es nahe, die Fliche auf
diese Schar und auf eine andere, etwa die orthogonalen Trajectorien zu
beziehen. Die Gleichungen der Flichen mdgen dann lauten

r=ax(u,v) y=ywu,v) 2=2(u,v).
Sind v = const. die geoditischen Linien, so miissen 2, y, 2z periodische
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Functionen von # mit derselben Periode sein, welches auch der Werth
von » sein moge. Wir konnen also fiir 2, y, # je eine trigonometrische
Reihe ansetzen von der Form

a,(v) + a,(v)cosu + - -+ + o (v) sinu + - - -

Bei einem solchen Ansatze haben wir den grossem Vortheil, von vorn-
herein zu wissen, dass die Curven » = const. geschlossen sind, und brauchen
deshalb nur noch dafiir Sorge zu tragen, dass dieselben anch geoditische
Linien werden. In unserem Ansatze sind dann die allgemeinsten Flichen
mit einer Schar geschlossener geodatischer Linien enthalten. Die Be-
dingung dafiir, dass v = const. geoddtische Linien sind, entnehmen wir
aus der Differentialgleichung der geoditischen Linien

. oe of de
®) — 242l g2t o,

wobel e, f, g die Gausg’schen Fundamentalgrossen 1. Ordnung bedeuten.
Ist speciell die Fliche auf ein orthogonales System bezogen, so geht
Gleichung (6) iiber in

(D e=U, =0

d. h. ¢ muss eine Function U von # allein sein. Die Coefficienten der
trigonometrischen Reihen miissen nun als Functionen von » so bestimmt
werden, dass die Bedingung (6) oder (7) erfiillt wird. Dieses Problem
allgemein durchzufiihren stosst auf grosse Schwierigkeiten; haben wir
doch unendlich viele Functionen dabei zu bestimmen. Wenn wir aber
nur eine endliche Anzahl von Gliedern der frigonometrischen Reihe
nehmen, so kOnnen wir thatsiichlich zur Aufstellung von Flichen der
gewiinschten Eigenschaft gelangen. Kinige Beispiele dieser Art habe ich
in meiner Dissertation durchgefithrt, worauf ich hier verweise. Da man
bei solchen Ansitzen vorzugsweise zu Flachen mit einer Schar ebener
geschlossener geoditischer Linien gelangt, so ldsst sich vermuthen, dass
die Aufstellung derartiger Flichen besonders einfach sein muss,

§ 3.
Ebene geoditische Linien.

Fiir die Theorie der ebenen geoditischen Linien ist von fundamentaler
Bedeutung ein Satz von Joachimsthal, wonach jede ebene geoditische
Linie zugleich Kriimmungslinie ist. Aus diesem Satze erkennen wir sofort,
dass die Kugel die einzige Fliche ist, auf der alle geoddtischen Linien
eben sind. Sollen niimlich aunf einer Fliche simmitliche geoditischen Linien
eben sein, so miissen durch jeden Punkt der Flache unendlich viele Kriim-
mungslinien hindurchgehen; dies ist nur dann moglich, wenn die Fliche

8*



116 Orro Zorr.

aus lauter Nabelpunkten besteht, und eine solche Fliche ist nur die Kugel.
Die nichste Frage ist nun, giebt es ausser der Kugel noch Flichen, auf
denen mehrere Scharen geoditischer Linien eben sind? Man sieht sofort,
dass dies hochstens zwei Scharen sein konnen, da sonst durch jeden Punkt
der Fliche mindestens drei Kriimmungslinien hindurchgingen, also die
Fliache wieder aus lauter Nabelpunkten bestinde. Um nun zu untersuchen,
ob es ausser der Kugel Flichen giebt, auf denen zwei Scharen von geo-
ditischen Linien eben sind, beziehen wir die Fliche auf diese beiden
Scharen, welche als Kriimmungslinien ein orthogonales System bilden.
Das Linienelement nimmt dann die Form an

ds\2 du\2 dv\2
@) = @) + @)

d. h. die Fliche ist abwickelbar und ihre Kriimmungslinien bilden ein
JIsothermensystem. Die einzige Fliche, welche dieses leistet, ist der Cylinder.
Nun giebt es aber Flichen 2. Grades, nimlich das hyperbolische Paraboloid
und das einschalige Hyperboloid, auf denen zwei Scharen von geraden
Linien verlaufen, auf denen es also auch zwei Scharen von ebenen geo-
ditischen Linien giebt. Dieser scheinbare Widerspruch erklért sich daraus,
dass der Satz von Joachimsthal fiir gerade Linien nicht gilt. Sind doch
auf einer Regelfliche die erzeugenden (eraden durchaus nicht Kriimmungs-
linien, dies ist nur dann der Fall, wenn die Fliche abwickelbar ist.
Schliessen wir die geraden Linien aus, so haben wir auf dem Cylinder
nur noch eine Schar von ebenen geoditischen Linien, so dass wir den
Satz aussprechen konnen: Die Kugel ist die einzige Fliche, auf der es
mehr als eine Schar von ebenen geoditischen Liwien giebt, falls inan die
geraden Linien ausschliesst. Wir sind hiernach dazu gefiihrt, die Flichen
mit einer Schar ebener geoditischer Linien zu untersuchen, und wollen
am Schluss dieser Betrachtung zusehen, wann diese ebenen geoditischen
Linien geschlossen sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Fliche
anf das System der ebenen geoditischen Curven und ihre orthogonalen
Trajectorien bezogen. Sind v = const. die ebenen geoditischen Linien, so
lisst sich das Linienelement in die Form bringen

ds\2 dw\2 dv\2

@) = G+ (@)
Da die Curven % = const. und v = const. Kriimmungslinien sind, so muss
die Gauss’sche Fundamentalgrésse 2. Ordnung F' verschwinden. Durch die
drei Gleichungen e=1, f=0, F=0 ist dann upser krummliniges
Coordinatensystem auf der Fliche vollstindig charakterisirt. Fithren wir
dieselben in die Formeln von Mainardi-Codazzi (Vergl. Bianchi-Lukat,
Differentialgeometrie pag. 91) ein, so ergiebt sich, dass K nur von w
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abhingig sein darf. Weil nun Z mit dem Kriimmungsradius s, der

Curver v = const. durch die Relation £ = — 7;— verbunden ist, so ergiebt
2

sich, dass auch 7, nur von u abhingig ist, mit anderen Worten: die
Kriimmung der ebenen geoditischen Linien » = const. ist in allen Punkten,
welche auf derselben orthogonalen Trajectorie liegen, die gleiche. Be-
trachten wir ferner zwei beliebige orthogonale Trajectorien der Curven
v = const., so haben die Bogen der geoditischen Linien, welche hierdurch
ausgeschnitten werden, simmtlich die gleiche Linge. Daraus folgt, dass
eine Schar von ebenen geoditischen Curven aus lauter congruenten Curven
besteht.

Wie erhalten wir nun die Gesammtheit der Flichen mit einer Schar
ebener geodidtischer Linien? Wir bemerken hierzu, dass die orthogonalen
Trajectorien dieser geoditischen Linien zugleich die Ebenen, in denen die
geoddtischen Linien liegen, senkrecht durchsetzen. Sie stehen nimlich
senkrecht einerseits zu den Tangenten der ebenen geoditischen Linien,
andererseits zu deren Hauptnormalen, welche mit den Flichennormalen
zusammenfallen, d. h. also zu zwei Richtungen in den Ebenen der geo-
ditischen Linien. Demgemiss erhalten wir die allgemeinste Fliche mit
einer Schar ebener geoditischer Linien in folgender Weise: Wir nehmen
eine beliebige einfach unendliche Schar von Ebenen und in einer der-
selben eine beliebige Curve. Die orthogonalen Trajectorien dieser Ebenen,
welche durch die beliebige Curve gehen, erzeugen dann die-allgemeinste
Fliche mit einer Schar von ebenen geoditischen Linien. Diese Flichen
wurden zuerst von Monge auf anderem Wege abgeleitet und fithren in der
Litteratur den Namen Kanalflichen. Da nun die Curve, welche wir in
einer der Ebenen annahmen, vollstindig beliebig ist, so konnen wir dafiir
auch eine geschlossene Curve nehmen und erhalten somit eine grosse
Mannigfaltigkeit von Flichen mit einer Schar geschlossener geoditischer
Linien. Besonders interessant ist der Fall, wo wir fiir die beliebige Curve
einen Kreis nehmen; wir erhalten nimlich dann die Réhrenflichen, auf
denen bekanntlich eine Schar der geoditischen Linien aus Kreisen besteht.
Nachdem wir so gesehen, dass die Aufstellung von Flichen mit einer
Schar ebener geschlossener geoditischer Linien keinerlei Schwierigkeiten
bietet, miissen wir in der Folge unser Augenmerk darauf richten, solehe
Flichen zu bekommen, auf denen es eine Schar von nicht ebenen ge-
schlossenen geoditischen Linien giebt. Derartige Flichen werden wir in
gewissen Schrauben- und Rotationsflichen bekommen.
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§ 4
Schraubenfiiichen.

Ueber den Verlauf der geodatischen Linien auf den Schraubenflichen
erhdlt man eine anschauliche Vorstellung, wenn man den Satz von Bour
beriicksichtigt, wonach jede Schraubenfliche auf eine Rotationsfliche ab-
wickelbar ist. Da man die Schraubenfliche unendlich oft um die Rota-
tionsfliche herumwickeln muss, bis sie mit derselben vollstindig zusam-
menfallt, so laufen im allgemeinen simmtliche geoditischen Linien einer
Schraubenfliche in’s Unendliche oder stossen an einen Rand. Nur dann
wird eine geodétische Linie in sich zuriickkehren konnen, wenn sie die
Fliche umwindet, was natiirlich nur dann mdglich ist, wenn das Meridian-
profil selbst geschlossen ist. Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass auf
den Schraubenflichen mit einem geschlossenen Meridianprofil, das wir
natiirlich frei von jeglichen Smgularititen annehmen, stets eine und somit
eine ganze Schar geschlossener geoditischer Linien existirt. Es scheint
dies plausibel, wenn man die Definition der geoditischen Linie benutzt,
wonach ein auf die Fliche gespannter Faden die Gestalt einer geoditischen
Linie annimmt. Legt man nimlich einen geschlossenen Gummifaden so
um die Fliche, dass er dieselbe einmal umwindet, so wird derselbe sich
selbst auf die Fliche aufspannen und die Lage einer geschlossenen geo-

ditischen Linie annehmen.
Einen exakten Nachweis

C des erwihnten Satzes kann

man etwa in folgender Weise

D ‘4 fiihren: Betrachten wir die
Gesammtheit der Curven,

‘B welche von einem Punkte 4

der Fliche ausgehen, die

Fliche einmal umwinden

- 1 und wieder zum Punkte 4

zuriickkehren, so wird es unter diesen nach den Principien der Variations-
rechnung eine kiirzeste geben, die wir mit % bezeichnen wollen, und diese
kiirzeste ist eine tiberall regulire geoditische Linie. Nur fiir den Punkt
A selbst ist die Regularitit von % zunichst noch zweifelhaft. Um uns zu
iiberzeugen, dass auch in 4 die Curve % keine Ecke haben kann, nehmen
wir in der Nachbarschaft von 4 auf & zwei Punkte an (Vergl. Fig. 1), B
und C. Hitte nun % in A4 eine Ecke, so wire das Curvenstiick BA C sicher
nicht die kiirzeste Verbindung der Punkte B und O, sondern dies wire
eine andere Curve etwa BEC. Ersetzen wir nun das Stiick BAC durch
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BEC, so erhalten wir eine neue Curve, BECD B, welche kiirzer ist als %,
und indem wir diese neue Curve eine geeignete Schraubung ausfithren
lassen, konnen wir erreichen, dass dieselbe durch den Punkt 4 geht. Wir
hitten also durch A4 eine Curve, welche kiirzer ist als %, was ein Wider-
spruch ist. Damit ist die Existenz einer geschlossenen geoditischen Linie
nachgewiesen, und aus dieser einen erhilt man eine ganze Schar, indem
man die Fliche in sich verschiebt. Von Wichtigkeit ist noch der Um-
stand, dass die Curven einer solchen Schar sich nicht gegenseitig schneiden.
Um uns hiervon zu iiberzeugen, nehmen wir einmal an, zwei der ge-
schlossenen geoddtischen Linien schnitten sich, dann miissen sich dieselben
in mindestens zwei Punkten schneiden. Halten wir nun eine der beiden
Curven fest, wihrend wir die andere eine Schraubung ausfiihren lassen,
wobei sie stets geodétische Linie auf der Fliche bleibt, so konnen wir es
erreichen, dass sich die beiden Curven nicht mehr schneiden. Dazwischen
miisste es also eine Lage geben, wo sich die beiden geschlossenen Curven
berithren. Dies ist jedoch unméglich, da es durch einen Punkt in einer
Richtung nur eine geoditische Linie giebt.

Aus der eben angestellten Ueberlegung geht zugleich hervor, dass es
ausser einer Schar geschlossener geoditischer Linien keine weiteren ge-
schlossenen geoditischen Curven auf einer Schraubenfliche geben kann.
Demnach konnen wir zusammenfassend sagen: Auf jeder reguliiren Schrauben-
fliiche mit geschlossenem Meridianprofil giebt es eine und wur eine Schar ge-
schlossener geoddtischer Linien.

Ist nun eine Schraubenfliche mit geschlossenem Meridianprofil vor-
gegeben, so eriibrigt noch die Aufgabe, auf dieser die geschlossenen geo-
ditischen Linien analytisch zu bestimmen. Beziiglich dieses Problems
verweise ich auf meine Dissertation pg. 19.

§ b.
Rotationsflichen.

Einen speciellen Fall der Schraubenflichen bilden die Rotationsflichen,
bei denen der Parameter der Schraubung h =0 ist. Wir wollen jetzt
zusehen, ob und wann es auf einer Rotationsfliche eine Schar geschlossener
geodatischer Linien giebt. Der Verlauf der geodifischen Linien auf den
Rotationsflichen ist eingehend studirt worden; man findet Ausfiihrliches
dariiber bei Darboux, t. III, pg. 4; Bianchi pg. 173. Ist

x=rcosgp, yYy=rsing, 2zs=f[(r)

die Gleichung der Rotationsfliche, so ergiebt die Integration der Differen-
tialgleichung der geoddtischen Linien
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_ ]/a”(l—!—f'(ﬂ”)

Aus der Integrationsconstanten b ersieht man, dass man aus einer geo-
ditischen Linie eine ganze Schar erhilt, indem man diese eine rotiren

lisst. Setzt man
d
ar —VI+T0),

wodurch die Bogenlinge u des Meridians eingefiihrt wird, so bekommt man

(8) ® adu

“J Ervr=a

Betrachten wir nun Rotationsflichen, welche einen Maximalparallelkreis
besitzen, so verlaufen auf diesen die geoditischen Linien innerhalb eines
Streifens, der von zwei Breitenkreisen mit demselben Radius begrenzt
wird, und zwar verlduft die geoditische Linie so, dass sie abwechselnd
die beiden Breitenkreise beriihrt und sich im allgemeinen unendlich oft
um die Fliche herumwindet. Hier zeigt sich nun ein charakteristischer
Unterschied zwischen einer geschlossenen und einer nicht geschlossenen
geodiitischen Linie. Kine nicht geschlossene geoditische Linie fiillt gleich-
sam den ganzen Bereich, innerhalb dessen sie verliuft, aus, indem man
mit thr jedem Punkte dieses Bereiches beliebig nahe kommen kann. Bei
einer geschlossenen geoditischen Linie ist dies micht der Fall. Dieselbe
Bemerkung gilt tibrigens fir alle Liouville'schen Flichen, deren Linien-
element sich in die Form bringen lisst

ds\? dw2 dv

@) - @-" (@) + @)
Der Bereich der geoditischen Linien wird hier von zwei Curven u = const.,
v = const. begrenzt. Betrachten wir nun eine geoditische Linie, welche
zwischen zwei Breitenkreisen oscillirt. Wenn ein Punkt, der diese geo-
datische Linie durchliuft, von einem der beiden Breitenkreise etwa dem
oberen ausgeht und bis zum unteren Breitenkreise gelangt, so dreht sich
hierbe: die Meridianebene, welche den Punkt enthilt, um einen bestimmten
Winkel ®. Liuft der Punkt dann auf der geoditischen Curve weiter und
zwar jetzt vom unteren bis zum oberen Breitenkreise, so dreht sich die
zugehdrige Meridianebene wieder um denselben Winkel @, wie man aus
Symmetriegriinden erkennt. Soll nun die geoditische Linie geschlossen
sein, so ist dafiir nothwendig und hinreichend, dass ® zu z in einem
rationalen Verhiltniss steht. Greifen wir nun irgend einen Meridianbogen
heraus, so giebt es durch jeden Punkt dieses Meridians eine geoditische
Linie, welche denselben rechtwinklig schneidet, also den zugehorigen
Breitenkreis berithrt. Jede dieser geoditischen Linien ist der Reprisentant
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einer ganzen Schar, die man durch Rotation erhilt.. Ferner ist fiir jede
dieser geodatischen Linien ein bestimmter Winkel & charakteristiseh.
Durchwandern wir den herausgegriffenen Meridianbogen, so wird sich
hierbei ® im allgemeinen stetig dndern. Es kommi also unendlich oft
vor, dass ® zu z in einem rationalen Verhiliniss steht. Demmnach konnen
wir sagen: Auf jeder Rotationsfliche, welche einen Maximalbreitenkreis
besitzt, giebt es im allgemeinen unendlich viele Scharen geschlossener geoddtischer
Linien und zwar bilden diese Scharen in gewissem Sinmme eine iberall dichte
Menge. Dieser Satz kann nur dann eine Ausnahme erleiden, wenn der
Winkel @ stets derselbe bleibt. In diesem Falle giebt es entweder iiber-
haupt keine geschlossenen geoditischen Linien oder aber alle sind ge-
schlossen. Wir werden uns hiermit im II. Theile eingehend beschiftigen.
An dieser Stelle konnen wir jedenfalls schon folgendes sagen: Wenn man
weiss, dass auf einer Rotationsfliche fiberhaupt eine geschlossene geodétische
Linie existirt (abgesehen natiirlich von dem Maximalparallelkreise), so giebt
es auf dieser stets unendlich viele Scharen derartiger Curven.

Nachdem wir uns so von der grossen Mannigfaltigkeit der geschlossenen
geoditischen Linien auf den Rotationsflichen iiberzeugt haben, ist es
wiederum wiinschenswerth, solche Curven analytisch aufzustellen, welche
geschlossene geodatische Linien auf einer Rotationsfiiche sind. Hinsicht-
lich dieses Problems verweise ich auf meine Dissertation pg. 24.

II. Theil.
Flichen, auf denen alle geoditischen Linien geschlossen sind.
§ 6.

Allgemeine Methode zur Aufstellung solcher Flichen.

Im zweiten Theile wollen wir solche Flichen aufzustellen suchen, auf
denen alle geoditischen Linien geschlossen sind, und zwar bietet hier ein
besonders grosses Interesse die Frage, giebt es ausser der Kugel singu-
larititenfreie Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien?

Eine allgemeine Methode, wie man versuchen kann, sich Flichen mit
lauter geschlossenen geodiitischen Linien zu verschaffen, ist folgende: Es
sei eine geschlossene Fliche S gegeben, auf der eine zweifach unendliche
Schar geschlossener im {ibrigen aber beliebiger Curven bekannt ist. Gelingt
es uns nun, eine andere im Endlichen gelegene Fliche F, bei der wir
auch einen Rand zulassen, zu ermitteln, welche so auf die Fliche-S ab-
gebildet werden kann, dass den geoditischen Linien anf F die geschlossenen
Curven auf S entsprechen, so werden anf F simmtliche geoditischen
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Linien, die nicht an einen Rand stossen, ebenfalls geschlossen sein, voraus-
gesetzt, dass die Abhildung nicht unendlich vieldeutig ist. Das einfachste
Beispiel einer Fliche S ist die Kugel, auf der ja die grdssten Kreise eine
zweifache Schar geschlossener Curven bilden. Nach dem Satze von
Beltrami sind nun die Flichen constanten Gauss’schen Kriimmungsmasses
die einzigen, die so auf die Kugel abgebildet werden konnen, dass den
geoditischen Linien die grossten Kreise entsprechen. Haben wir eine
Fliche F constanter positiver Kriimmung, so wird eine derartige Ab-
bildung auf die Kugel durch Abwickelung bewerkstelligt. Wann ist nun
diese Abbildung nicht unendlich vieldeutig? Wir nehmen an, es sei auf
F bereits eine geschlossene geoditische Linie von der Linge L vorhanden,
die bei der Abwickelung mit dem Aequator der Kugel zusammenfallen
moge. Man erkennt sofort, dass die Abbildung dann eine nicht unendlich
vieldeutige ist, wenn die Linge L zu der Linge des Aequators in einem

rationalen Verhiltniss steht. Giebt es also auf einer Fliche constanter
positiver Kriimmung % eine einzige geschlossene geoditische Linie von
2hma

kE
sollen, so sind simmtliche geoditischen Curven geschlossen, welche nicht

an einen Rand treffen. Da wir die Bedingung L=2h]:‘ 2 (s. Gleichung (5)

in § 1) aunch als nothwendig erkannt haben, so bilden die Flichen, die

man erhilt, indem man durch einen geschlossenen geoditischen Streifen
2hma
E
auch die Gesammtheit der Flichen constanter Krimmung mit lauter ge-
schlossenen geoditischen Linien. Als einfaches Beispiel filhren wir die

Rotationsfiichen constanter positiver Krimmung vom spindelfrmigen

Typus an. Erfiilllt der Aequator die Bedingung L = 2h; %, so sind auf

ihr alle geoditischen Linien geschlossen mit Ausnahme des Meridians,
der zwei Ecken besitzt.

der Linge L = wobei s und k ganze rationale Zahlen bedeuten

von der Linge eine Fliche von der constanten Kriimmung 515 legt,

X

Singularititenfrei¢ Rotationsflichen mit lauter geschlossenen
geodiitischen Linien.

Nachdem wir im vorigen Paragraphen Flichen mit Rand aufgestellt
haben, auf denen alle geoditischen Curven geschlossen sind, welche nicht
anf einen Rand stossen, wollen wir nunmehr untersuchen, ob es singu-
larititenfreie Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien giebt,
und hinsichtlich dieser Frage die Rotationsflichen einer eingehenden Be-
trachtung unterziehen, da sich auf diesen der Verlauf der geodsitischen
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Linien am leichtesten iiberblicken lisst. Von vornherein kénnen wir mit
Riicksicht anf die Ergebnisse von § 1 sagen: Sollen auf einer singu-
laritdtenfreien Rotationsfiiche alle geodatischen Linien geschlossen sein,
so darf dieselbe keinen Kehlkreis (Minimalparallelkreis) besitzen; die
Meridiancurve hat also ein und nur ein Maximum gegen die Rotationsaxe.

Wenn nun auch auf unseren Rotationsflichen kein Kehlkreis vor-
kommen kann, so ist damit doch durchaus nicht gesagt, dass die Fliche
nur positiv gekriimmt ist, vielmehr konnen in Folge des Auftretens von
Wendepunkten bei der Meridiancurve anch negativ gekriimmte Flichen-
theile vorkommen. Die Rotationsflichen, die wir untersuchen wollen,
haben also etwa die in Figur 2 gezeichneten Gestalten, wobei wesentlich
ist, dass zu einem Werthe von » nur zwei Werthe z gehoren.

Zh ZA

Fig. 2.

Um nun zu untersuchen, wann auf einer solchen Rotationsfliche alle
geoditischen Linien geschlossen sind, fithren wir die Entwickelungen von
§ 5 weiter. Als Meridiancurve nehmen wir ein Curvenstiick, das ein
Maximum M gegen die Rotationsaxe besitzen moge. FEirst spiter werden
wir die Bedingung einfiihren, dass die Meridiancurve mit ihren beiden
Enden die Rotationsaxe senkrecht treffen soll, und schliessen uns zunZichst
an die eleganten Untersuchungen von Darboux an (Vergl. Darboux, Legons
Bd. 3, pg. 5), die wir hier kurz skizziren wollen.

In § 5 haben wir jeder geoditischen Linie einen bestimmten Winkel
& zngeordnet, der im allgemeinen stetig verinderlich ist. Hier interessirt
uns nun gerade der Fall, wo @ fiir simmiliche geoditischen Linien einen
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und denselben Werth hat. Zerlegt man die Meridiancurve (Vergl. Figur 3)

in zwei Theile, einen oberen M P oberhalb des Maximums M mit der

z P Gleichung z = f(r) und einen unteren mit der Glei-

A chung z=g{r), so lisst sich der Winkel & mit Hiilfe

z=f4)  der integrirten Differentialgleichung der geoditischen
Linien berechnen und zwar erhilt man

M

R
T o) o— (VRO HVIFEdr

T3
. rVri—a

2-4(r) wo R der Radius des Maximalparallelkreises, a der

Radius der beiden Breitenkreise ist, welche von der

Q geoddtischen Linie beriihrt werden. Soll nun o fiir

Fig. 8. alle geoditischen Linien denselben Werth haben, so

muss ¢ von a unabhingig sein; es muss also eine Gleichung bestehen
von der Form

(10) ® = const. = mx.

Sollen im besonderen simmitliche geoditischen Curven geschlossen sein,
s0 muss sich fiir m eine rationale Zahl ergeben. Das Problem ist also
darauf zuriickgefiihrt, f(r) und g(r) so zu bestimmen, dass der Ausdruck
(9) von @ unabhingig wird.

Die Durchfiihrung der Rechnung liefert die Darboux’sche Bedingungs-
gleichung
(11) YIFTCF + VIF g0 = n®

R2___r2

Im Anschluss an diese Gleichung hat Tannery eine interessante Fliche
aufgestellt, auf der mit Ausnabme des Meridians alle geoditischen Linien
nicht nur geschlossen, sondern auch algebraisch sind. Die Tannery’sche
Fliche hat eine birnenformige Gestalt und besitzt eine singulire Stelle,
nimlich einen Knotenpunkt; ein Modell derselben ist im Brill’schen Verlage
erschienen.

Wir wenden uns nunmehr zur Entscheidung der Frage: Giebt es
singularititenfreie Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geoditischen
Linien? In diesem Falle muss die Meridiancurve mit thren beiden Enden
senkrecht auf die Rotationsaxe treffen, was sich analytisch ausdriickt
dureh f'(0) =0 und g’(0) = 0. Die Gleichung (11) liefert dann m= 1.
Dies besagt geometrisch: Auf den singularititenfreien Rototionsflichen,
auf denen alle geodiitischen Linien geschlossen sind, wmwinden diese geo-
ditischen Linien die Fliche nwur eiwmal, besitzen also keine Doppelpunkie.
Greifen wir eine dieser geschlossenen geodatischen Curven heraus, so
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miissen wir dieselbe gerade einmal durchlaufen, bis sich die unendlich
benachbarten geoditischen Linien schliessen. Daraus folgt, dass auf den
singularititenfreien Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geoditischen
Linien diese wirklich alle die gleiche Linge besitzen. Fihren wir m =1
in die Gleichung (11) ein, so ergiebt sich

Y T 77 2B

(12) VI+fEr+Vi+g'() = Ve

Wir haben im Anfange dieses Paragraphen darauf aufmerksam ge-
macht, dass die Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geoditischen
Linien eventuell auch negativ gekriimmte Flichentheile aufweisen; da es
uns jedoch zunfichst nicht darauf ankommt, alle moglichen Fille zu
discutiren, so wollen wir uns vorldufig auf die Untersuchung der Rotations-
flichen mit tiberall positiver Kriimmung beschriinken. Diese Flichen ent-
stehen durch Rotation einer gegen die Axe concaven Meridiancurve; der
obere Meridianbogen f(r) hat demmach eine iiberall negative, der untere
eine {iberall positive Tangente; ferner sind Wendepunkte bei beiden
Curvenstiicken ausgeschlossen. Soll nun die Fliche singularititenfrei sein,
so miissen sich f(r) und g(r) im Intervalle 0. <» < R als eindeutige mit
ihren ersten Ableitungen stetige Functionen ergeben und ansserdem miissen
die Gleichungen bestehen

F0)=0, g0)=0; (B)=oo, g'(R)=co.

Wenn wir nun f(r) diesen Bedingungen gemiss wihlen, so kénnen wir
g(r) aus Gleichung (12) berechnen und es bleibt zu untersuchen, ob dann
g(r) ebenfalls die erwdhnten Bedingungen erfiillt. Aus (12) finden wir
zunichst

s AR* _4RVIAT O | /s
(13) g (r)——;—]/Rz__@.Z Vm +f(7') *

Bei der grossen Wurzel miissen wir das positive Zeichen nehmen, weil
ja der untere Meridianbogen eine iiberall positive Tangente besitzen soll.
Bei dieser Gelegenheit bemerken wir ausdriicklich, dass wir den Sinn
einer Wurzel stets durch das Vorzeichen ausdriicken. Da wir f(r) als
eine im Intervalle 0 <7 <R eindeutige Function angenommen haben, so
ist auch g(r) in demselben Intervalle eindeutig definirt und zwar ergiebt
sich g(r) aus (13) durch Quadratur; die additive Constante bei der Intfe-
gration ist so zu bestimmen, dass g(») durch den Punki » = R der r-Axe
hindurchgeht. Aus Gleichung (13) erseben wir sofort, dass ¢'(0) =0
wird, da wir f'(0) = O angenommen haben. Dahingegen ist es schwieriger,
aus Gleichung (13) zu erkennen, ob auch die fibrigen fiir g(r) angegebenen
Bedingungen erfiillt sind. Ausserdem ist noch darasuf aufmerksam =a
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machen, dass ¢’'(r) sicher nicht fiir jedes beliebige f(r) reell ist; es fragt
sich daher, ob sich iiberbaupt eine solche Function f(r) finden ldsst, dass
g'(r) fir alle Werthe 0 <# < R reell wird. Um alle Zweifel zu losen,
wenden wir eine symmetrische Behandlungsweise an, indem wir zunichst
noch beide Functionen f(r) und g(r) verfigbar halten, und zwar wollen
wir setzen

-'/ 77 8\ B
(14) 1 + f (’I‘ - m + ‘P(");
R

Vi+9'0) = s

Diese Gleichungen, in denen ¢(r) zuniichst vollig beliebig ist, stimmen
im wesentlichen mit (12) tberein. Man erkennt aus ihnen, dass |f(r)]
und |g(r)| nur dann identisch gleich sein kdnnen, wenn ¢@(r) = O genom-
men wird. In diesem Falle liefert die Integration der Gleichungen (14)
als einzige Fliche die Kugel.

Daraus folgt: Die Kugel ist die einzige singularitiitenfreie Rotations-
fliche mit lauter geschlossenen geoditischen Liwien, fiir welche der Aequator
(Maximalkreis) eine Symmetricebene ist.

Wir wollen nun zunsehen, ob wir f(r), g(r), @(r) so wihlen kénnen,
dass alle die besprochenen Bedingungen erfiillt sind. Soll zunsichst f'(0) =0
und ¢'(0) = O sein, so muss @(r) fir » = 0 verschwinden. Wir nehmen

der Einfachheit halber B =1 und entwickeln VR*R =V
—r —1r?
Potenzreihe, die fiir 0 <» <1 convergirt:
1

V1 —r

Damit nun () und g’(r) reell werden, muss

Vi4+f()F>1 wmd Y1i+g'(r2>1

sein. Wir erkennen sofort, dass wir dies erreichen, falls wir @(r) absolut
genommen kleiner wihlen als

— @(r)-

in eine

=1t 5Pty rt -

1 1-3
—r ...
29’ 2.4 -

Nehmen wir etwa @(r) = —% 7%, so lauten die Gleichungen (14)

(15) ; .
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Hiermit haben wir ein Beispiel gewonnen, fiir das weder f(r) noch g(r)
Wendepunkte haben. Betrachten wir pimlich z. B.

VIFGor = Eamtos
so sehen wir, dass dieser Ausdruck mit wachsendem r stets wichst. Also
nimmt auch ¢g'(r)? mit wachsendem r stets zu. Die Curve g(r) hat also
keine Wendepunkte und da dasselbe fiir f(r) gilt, so erhalten wir eine
Meridiancurve, die gegen die z-Axe iiberall concav gekriimmt ist. Schliess-
lich erkennen wir aus den Gleichungen (15) auch sofort, dass bei diesem
Beispiele f'(1) =00 und ¢'(1) = oo wird, d. h. beide Curven treffen
senkrecht auf die r-Axe anf. Aus (15) ergiebt sich

f“—fV1—rﬂ+ Sy e
fVl—-f‘%_- 1-r3+ i

Statt ¢(r) = —;— r? konnen wir auch nehmen @(r) =c¢-72 und es gelten

dann genaun die Betrachtungen, die wir eben angestellt haben falls ¢ < -3—

ist. Da wir ¢ beliebig klein wihlen konnen, so folgt: Die Kugel lisst
sich in stetiger Weise so deformiren (variiren), dass alle geodiitischen Linien
geschlossen bleiben.

Mit dem Beispiele

VIHFOF = o=+ or,

(16)

VITIeF =

wobel ¢ < L sein muss, haben wir eine Meridiancurve aufgestellt, welche

durch Rotation eine Fliche mit lauter geschlossenen geoditischen Linien
liefert. Da die Meridiancurve eine iiberall stetige Tangente besitzt, so ist
diese Flache singularititenfrei; aber es bleibt jetzt noch zu untersuchen,
ob die Fliche auch analytisch ist. Hierzu ist zu bemerken, dass die beiden
Curvenstiicke f(r) und g(r) im Intervalle 0 <r <1 analytisch sind. Ferner
erkennt man sofort, dass die Rotationsfliche an den Polen analytisch ist,
da f(r) und g(r) nur von »* abhingen. Die einzige Stelle, welche einer
besonderen Untersuchung bedarf, ist daher nur der Punkt 2 =0, r = 1.
Um zu zeigen, dass auch in diesem Punkte die beiden Curvenstiicke sich
analytisch verhalten und dass sie analytische Fortsetzungen von einander
sind, suchen wir 7 als Function von 2z in eine Potenzreihe zu entwickeln.
Aus der ersten Gleichung (16) ergiebt sich
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ar _ _ !
o 1 2¢r?
Vit + it e !
Machen wir hierin die Substitution s=7]1—17%, so ergiebt sich
ar_ _
az V__+cz(1 +2c(1—-—s’)

1
- Vl + ¢2s3(1 — 8% — s? — 2¢5(1 —s%)

=—s(1+a;s+a,s*+--).

Nun ist

also

d ——

3—; =r(1+a,s+a,8?+--)=Y1— 2 (1+a,5+--) = P(s)-
Nach dem Cauchy’schen Existenztheorem giebt es nun von dieser Dif-
ferentialgleichung eine einzige Ldsung s = PB,(2), welche fiir 2 =0 ver-
schwindet. Aus dieser Losung s =11 — #2 = B, (2) ergiebt sich

r =V1 — (B @) =B, (»)-

Eine analoge Entwickelung kénnen wir nun auch fir die zweite Glei-
chung (16) machen. Jetzt ist zunichst

dr 1
=+

1 2¢r?
Vi_-:-?g—-’-czr‘— ]/1—T2 —1
Machen wir jetzt die Substitution s, = —}/1 —17%, so ergiebt sich

O s (14 ays,+ a8+

r dr

. ds,
und da jetzt —— ——+s T

d31 =7 (14a8 +as°+--).

Mit Hiilfe derselben Ueberlegung, wie wir sie vorhin angestellt haben,
erhalten wir demnach
s, =P (2),
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wobei P, (2) dieselbe Potenzreihe ist, die wir vorhin fiir s erhalten hatten.
Aus 8, = — Y1 —r?=P,(2) ergiebt sich wieder

r=V1—($,@) = B, (o).

Wir haben also fiir die beiden Curvenstiicke dieselbe Potenzreihenent-
wickelung bekommen und damit gezeigt, dass sie analytische Fortsetzungen
von einander sind. Demgemdss liefert unser Beispiel (16) eine singulari-
titenfreie diberall analytische Fliche mit lauter geschlossenen geoddtischen
Linien.

Die durch die Gleichungen (16) definirten Meridiancurven sind simmt-
lich gegen die z Axe concav gekriimmt, da ¢ < —;— sein muss, so dass

also die zugehorigen Rotationsflichen iiberall convex sind. Es ist interessant
zu bemerken, dass es auch singularititenfreie Rotationsflichen mit lanter
geschlossenen geoditischen Linien giebt, welche negativ gekriimmte Flichen-
theile aufweisen. In diesem Falle muss die Meridiancurve Wendepunkte
besitzen. Ein einfaches Beispiel dieser Art ist

; 3
V1i4+f(r) = 1_____1 = + 5 4

s 1 3
1+g'(r)}= =3 4,

Bei diesem Beispiele besitzt das obere Curvenstiick f(r) keinen, das untere

g(r) zwei Wendepunkte, welche annihernd bei r = -21— und 7 = -;':f— Liegen.

Die Meridiancurve hat daher die in der zweiten Figur 2 gezeichnete Form
und liefert eine singularititenfreie Fliche von birnenférmiger Gestalt.
Bei der Durchfibrung der Entwickelungen dieses Paragraphen erfreute
ich mich der Anregung und des Rathes von Herrn Professor Hilbert.

§ 8.

Eigenschaften von singularititenfreien Flichen mit lauter
geschlossenen geodiitischen Linien.

Wir sind im vorigen Paragraphen zau dem merkwirdigen Resnltat
gelangt, dass es auch ausser der Kugel noch singularititenfreie Flichen
giebt, auf denen simmtliche geoditischen Linien geschlossen sind, und
zwar haben wir Rotationsflichen von dieser Eigenschaft aufgestellf. In-
sofern man die Erde als Kugel betrachten kann, laufen auf ihr alle
kiirzesten Linien in sich zurtick; wenn man also von einem Punkte der
Erde aus in einer bestimmten Richtung auf dem kiirzesten Wege wandert,
so gelangt man schliesslich wieder mit derselben Richtung an die Aus-
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gangsstelle zuriick. Diese Eigenschaft wird in den Lehrbiichern der
Geographie gewshnlich als eine charakteristische Eigenschaft der Erde
bezeichnet. Wir sehen jedoch hier, dass dies durchaus nicht der Fall ist;
vielmehr giebt es noch unzihlig viele andere Flichen, welche in dieser
Hinsicht die Erde vertreten konnten. Ausser den Rotationsflichen existiren
nun wahrscheinlich noch andere singularititenfreie Flichen mit lauter
geschlossenen geoditischen Linien, die allerdings nur schwer analytisch
aufzustellen sein diirften. Unter ihnen interessiren uns besonders die-
jenigen singularititenfreien Flachen, die fiberall positiv gekriimmt sind
und auf denen die geschlossenen geoditischen Curven keine Doppelpunkte
besitzen. Diese iiberall convexen Flichen mit der Totalkriimmung 4=
wollen wir als G-Flichen bezeichnen und wollen nunmehr die Eigen-
schaften derselben studiren. Die Resultate, die wir bekommen werden,
gelten sicher fiir die Rotations-G-Flichen. Greifen wir eine der ge-
schlossenen geoditischen Linien heraus, so miissen wir dieselbe gerade
einmal durchlaufen, bis sich die unendlich benachbarten geoditischen
Curven schliessen, weil ja nach unserer Annahme Doppelpunkte nicht
vorkommen sollen. Daraus folgt: Auf den G-Flichen besitzen wirklich
alle geodiitischen Liwien die gleiche Linge. Aus der Annahme, dass keine
Doppelpunkte vorhanden sein sollen, ergiebt sich ferner, dass jede der
geschlossenen geoditischen Curven auf der G-Fliche einen singularititen-
freien Bereich begrenzt. Nehmen wir aunf einer der geschlossenen geo-
ditischen Linien drei beliebige Punkte an, so kdnnen wir die Curve als
ein geoditisches Dreieck auffassen. Nach dem berithmten Satze von
Gauss iiber die curvatura integra ergiebt sich dann die Totalkriimmung
des eingeschlossenen Bereiches gleich 2x. Bilden wir also unsere G-Fliche
auf die Gauss'sche Kugel ab, wobei einem Punkte der Fliche ein und
nur ein Punkt der Kugel entspricht, so geht jede der geschlossenen geo-
ditischen Linien in eine geschlossene Curve auf der Kugel iiber, welche
die Kugel in zwei inhaltsgleiche Theile theilt. Da die G-Fliche iiberall
eonvex ist, so giebt es zu jeder Normalen eine andere Normale mit ent-
gegengesetzter Richtung. Bezeichnen wir die zugehorigen Punkte als
Gegenpunkte, so konnen wir den eben aufgestellten Satz auch so aus-
sprechen: Iie G Fliche wird durch jede der geschlossenen geoditischen
Linten in zwei Theile zerlegt; nehmen wir in dem einen Theile eimen be-
licbigen Punkt am, so liegt sein Gegempunkt in dem anderen Theile. Wie
in der Einleitung bemerkt, hat Hadamard allgemein den Satz bewiesen:
Giebt es auf einer tiberall convexen Fliche zwei beliebige geschlossene
geodatische Linien, so miissen sich dieselben nothwendig schneiden. (Vergl.
Liouville’s Journal 1897) Der allgemeine Beweis dieses Satzes ist
ziemlich complicirt; indessen komnnen wir seine Richfigkeit in dem uus
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hier interessirenden Falle, wo wir nur geoditische Linien ohne Doppel-
punkte haben, leicht einsehen. Bilden wir nimlich (in ein-eindeutiger
Weise) die G Fliche auf die Kugel ab, so theilen die Bildcurven der
geoditischen Linien die Kugel in zwei gleiche Theile. Dies ist nur dann
moglich, wenn sich die Bildcurven schneiden und demgemiiss miissen sich
auch auf der G Fliche je zwei der geoditischen Linien schneiden.

Von den Lingen der geschlossenen geoditischen Linien haben wir
bereits ausgesagt, dass sie alle gleich sind. Wir wollen nun noch diese
Linge zu der Kriimmung der G Fliche in Beziehung setzen und kniipfen

zu diesem Zwecke wieder an die Differentialgleichung z%% + Ky =0 an,

die uns bereits in § 1 gute Dienste geleistet hat. Im vorliegenden Falle
ist nun K nur positiver Werthe fihig. Fiir eine solche lineare Differen-
tialgleichung 2. Ordnung hat Sturm einige wichtige Sitze aufgestellt,
(Vergl. Liouville’s Journal, Bd. 1) die wir hier benutzen wollen. Sei also
die Differentialgleichung

d%
(17) SE=K-y K@) >0

vorgelegt und betrachten wir alle Integrale, welche fiir » = 0 verschwin-
den, so werden diese simmtlich an ein und derselben Stelle u = « zum
ersten Male ‘wieder verschwinden. Nimmt man noch eine zweite Differen-
tialgleichung hinzu,

d?y
gt Pu)y=0 P(u) >0,

so mdge an die Stelle von « der Werth u = # treten. Setzen wir nun
K > P voraus, so besagt der Sturm’sche Satz, dass ¢ < g ist. Welche
geometrische Bedeutung hat nun der eben citirte Satz? Die Differential-
gleichung (17), in der wir w als die Bogenlinge einer der geschlossenen
geodatischen Curven C deuten, steht bekanntlich in innigem Zusammen-
hange mit der Theorie der conjugirten Punkte. Zwei auf einander
folgende Nullstellen eines Integrals von (17) sind zwei conjugirte Punkte
oder in dem in § 1 festgesetzten Sinne Schnittpunkte der Curve C mit
einer unendlich benachbarten geoditischen Linie. Unter den Integralen
von (17) greifen wir nun diejenigen herans, welche fiir 4 = 0 verschwin-
den. Ist u = o« die Stelle, wo sie zum ersten Male wieder verschwinden,
so sind also w =0 und % = ¢ zwei auf einander folgende Sehnittpunkte
der -Curve C mit einer unendlich benachbarten geoditischen Linie. Wir
vergleichen nun (17) mit der Differentialgleichung

aty , 1
aw TEy="9
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worin % die Minimalkriimmung der G-Fliche lings C sei also K(u)gbj’—2 .
Das Integral der letzten Differentialgleichung, welches fir u =0 ver-

schwindet, ist y = Csin %’— Der nichste Werth, fiir den dieses Integral

wieder verschwindet, ist 4 = xb. Aus dem Sturm’schen Satze folgt daher
a < xb. Vergleicht man #hnlich (17) mit

d* 1
nstzy="0
wo ;:‘l? die Maximalkriimmung lings C sein mdge, so ergiebt sich «>=za.

« ist die Bogenlinge eines Stiickes der geschlossenen geoditischen Curve
C, welches zwischen zwei auf einander folgenden Schnittpunkten von C
mit einer unendlich benachbarten geschlossenen geoditischen Linie liegt.
Ist die Anzahl dieser Schnittpunkte 2m, so haben wir auch 2m solcher
Stiicke und bekommen daher, wenn L die Linge der geschlossenen geo-
ditischen Curve C bedeutet

2mzb > L > 2mxa.
Da m mindestens 1 ist, so ist sicher L > 2xa. Wir haben demnach
den Satz: Auf den G-Flichen besitzen die geschlossenen geodditischen Linien
eine Linge L > 2xa, falls 25 die Mazimalkrimmung der Fliche ist. Be-
sonders interessant ist nun der Fall, wo lings einer der geschlossenen

geoditischen Linien C die G-Fliche constante Gauss'sche Kriimmung "‘::2'
besitzt. Die zugehorige Differentialgleichung (17), die dann

a? 1
q Ty =0
lautet, hat als allgemeines Integral
- U w
y=Asm;—+Bcos—E-

Da nun auf der G-Fliche alle geoditischen Curven geschlossen sein sollen,
so muss nach § 1 y eine periodische Function von  sein. Fiir die Linge

L folgt daher die Relation
kL

= = 2h=x.

Es ist hier k=1 zu nehmen, da wir zufolge unserer Annahme eine ge-
schlossene geoditische Linie bloss einmal zu durchlaufen brauchen, bis
sich die unendlich benachbarten schliessen. 24 ist die Anzahl der Schnitt-
punkte, die C' mit einer unendlich benachbarten ebenfalls geschlossenen
geoditischen Linie besitzbt. Ist im besonderen 2k = 2, so erhalten wir
L = 2ma. Der letzte Fall tritt nun gerade bei den singularititenfreien
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Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geodatischen Linien ein. Lings
des Aequators ist nimlich die Krimmung der Rotationsflichen constant
etwa ;32‘5 ferner hat der Aequator mit einer unendlich benachbarten geo-
datischen Linie genau zwei Schnittpunkte gemeinsam, da simmtliche geo-
ditischen Curven die erwihnten Rotationsflichen nur einmal umwinden.
Es ist also im vorliegenden Falle L = 2xa. Bedeutet B den Radius des
Aequatorkreises, so ist andererseits L = 2z R. s folgt also a = R. Wir
ziehen daraus den Schluss: Ldings des Aequators einer singularitiitenfreien
Rotationsfliiche mit lauter geschlossenen geoditischen Linien tist die Kriim-
mung der Fliche gerade so gross, wie diejenige der Kugel, die den Aequator
als grossten Kreis hat. Anders ausgedriickt lautet dieser Satz: Der
Schmiegqungskreis der Meridiancurve einer singularititenfreien Rotationsfliche
mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien im Pumkte (2 =0, r = R) st
der mit B um den Coordinatenanfang beschriebene Krets.

Zum Schlusse mdchte ich mir erlauben, meinem hochverehrten Lebrer
Herrn Prof. Dr. Hilbert, der mich zu der vorliegenden Arbeit angeregt
und stets mit forderndem Rathe unterstiitzt hat, meinen herzlichsten Dank
auszusprechen.




