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Einleitung. 

Naeh dem Vorgange Poinear~ 's  such~ man in neuerer Zei~ die dutch 
Differen~ialgleiehungen definirfen Curven nieht bloss in der Umgebung 
eines Punktes sondern in ihrer ganzen Ausdehnung zu diseufiren~ Dabei 
haben sieh als besonders interessant diejenigen Differenfialgleiehungen 
herausgestellt, welehe periodisehe L6sungen besitzen. 

Aueh die Aufgabe, mit der wir uns im folgenden besehii~gen wollen 
und dexen Behandlung ieh auf Anregung yon Herrn Professor H i l b e r t  
unternommen habe~ nl4mlieh Fli4chen mit gesehlossenen geodgfischen Linien 
zu e rm~ i~teln, ~,hr~ auf gewisse Differentialgleichungen, welche periodische 
L~Ssungen besitzen mtissen~ In der Theorie der Mechanik eines Punk.s  
wird eine geodl4~ische Linie beka~ntlich definirt als die B~ncurve eines 
Pu~l~_~es~ der sich ohne Einwirkung einer iiusseren Kraft mit 4~onstanter 
Gesc]awindigkeit auf einer Fl~che bewegt. Soll nun die geodl4tische Linie 
geschlossen sein~ so muss der Punkt nadh einer gewissen Zeit T wieder 
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an die Ausgangsstelle zurfiekkommen und yon da ab dieselbe Bah, yon 
neuem dureb]aufen. Von der Fliiehe~ auf der sich die geod~tische Linie 
befinden so]l, se~zen wit voraus~ class sic sich wenigstens in tier Um- 
gebung der Stellen~ wo die geod[itische Curve verl~uf~ regular verh~t, 
so dass also aueh die geod[itisehe Linle selbst fiberall regul[ir ist~ Stellt 
man die Gleichungen der Curve in der Parameterdarstellung auf: 

x = y = = 

indem man etwa die Zei~ als Parameter nimmt, so sind demnach ~, ~, 
mit samm~ ihren Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung stetig. Dass 
die geod~tische Curve geschlossen sein so]l, drfiel~ sich anaiytisch dadurch 
aus, dass ~, ~/,, ~ periodische Funetionen mit derselben Periode T sin& 

Dutch die Arbeiten yon Poincar6 angeregt, hat Hadamard  interessante 
Untersuchungen fiber die Bahncurven eines tbln~es angestellt, wobei er 
im besonderen auch auf geschlossene geod~tische Linien zu sprechen 
kommt. In seiner Abhandlung: ,,sux eertaines propri&6s des trajeetoires 
en Dynamique a beweist Hadamard, dass auf einer Fl~he mit durchweg 
positiver Gauss'scher Krfimmung zwei geschlossene geod~tische Linien sich 
nothwendig scbneiden. Namentlich aber fox die Fl~chen mit fiber!! 
nega~iver Kriimmung erh'Alt Hadamard eleganfm Resultate. Mit Hi~!fe yon 
Betrachtungen aus der analysis situs zeig~ er~ class auf jeder solchen Fl~he 
gesehlossene geod~tisehe Linien existiren und dass es zu jeder derselben 
eine geod~ische Linie giebt, welche sieh der geseldossenen asymptotiseh 
ann~hert. (Vergl. Hadamard, Les surfaces ~ eourbures oppos6es~ Liouvilles 
Journal 1898). W~hrend die Untersuehungen yon Hadam~rd allgemeiner 
~atur sind, werden unsere Entwiekelungen einen speeielleren Charak~r 
tragen, indem wir im I. Thefle speeielle l~l~chen aufstellen woUen, auf 
denen es eine Sehar yon geschlossenen geodS, tischen Linien giebt; und 
zwar werden wir dabei meis~ in der Weise vorgehen, dass wir thefts die 
bekannten Fl~ehenga~tungen untersuchen~ thefts yon vornherein den ge- 
schlossenen geod~tisehen Linien gewisse Eigenschaften beilegen und zusehen~ 
ob es Fl~ehen giebt~ auf denen eine Schar solcher geod~itiseher Curven 
exis~irt~ Wir werden dabei erkennen, dass die Mannigfaltigkei~ der Fl~chen 
mit einer Schar geschlossener geod~t~scher Linien eine sehr grosse ist. 
Im IZ Thefle werden wir uns mi~ solehen Fl~hen besct~f~igen, auf denen 
ed/e geod~,~ischen Linien gesehlossen sin& Hier sind vor aUem die Arbeiten 
yon Darboux  zu erw~]men, auf die wir genauer eingehen werden. Die 
yon Darboux aufgestellten ~ e n  besitzen jedoch alle emen Rand. Es 
ist daher eine interessante Frage, ob es s i ~ f r e i e  Fl~chen ausser 
der Kugel giebt~ auf denen aUe geod~ischen L]-~en geschlossen sin& 
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I. Theil. 

Fl chen mit einer Schar geschlossener geod tischer Linien. 

w  

Uebergang zur unendlich benachbarten geodiitischen Linie. 

Man kann sehr leieht solche Fliichen construiren, welche eine elnzige 
geschlossene geodiitische Linie besitzen. Zu diesem Zwecke braucht man 
nut eine beliebige geschlossene Raumcurve C zu nehmen und Fl~ichen 
hindurchzulegen, welche die Hauptnormalen yon C als Fliichennormalen 
haben. Man bflde sich also einen Streffen, indem man jedem Punkte 
yon C die dutch die Tangente und Binormate bestimmte Ebene zuordnet. 
Dutch einen solchen Streifen kann man dann unendlich viele Fliichen 
hindurchlegen, auf denen allen die Curve C geodiltische Linie ist, da in 
jedem ihrer Punkte die Hauptnormale mit der Fl~ichennormalen zusammen- 
f~llt. Wollen wit nun Fliichen mit einer Schar geschlossener geodiitischer 
Linien aufsiellen, so miissen wit zusehen, unter welcher Bedingung es zu 
der Curve C benachbarte geodi4tische Linien giebt, die ebenfaUs geschlossen 
sind. Bei der Untersuchung einer Schar yon geod~itischen Linien ist es 
stets vortheil_baft, die F]iiche auf diese geod~itischen Linien und ihre 
orthogonalen Trajectorien als krummlinige Coordinaten u, v zu beziehen. 
Das Li-ienelement der Fl'~che nimmt dan n die Form an 

(1) \dr/ \ d r /  + g 

wobei v----const, die geod~itischen Linien, u ~-const. die orthogonalen 
Trajectorien sind. Aus dieser Gestalt des Linienelementes ka~n man sofort 
einea yon Gauss aufgestellten wichtigen Satz ablesen: Die Bogen, die auf 
den geodiitischen Linien v-----const, yon zweiea il~er orthogonalen Tra- 
jectorien ausgeschnitten werden, besi~zen si~mmtlich gleiehe L~lge. Sind 
nun die Curveu v =  const, geschlossen, so brauchen wit bloss mehrere 
orthogonale Trajectorien zu ziehen, um zu erkennen, dass alle die ge- 
schlossenen geodgtAschen Linien gleiche Liinge huben. Zu diesem Satze 
miissen wir jedoch noch eine einschr~.nkende Bemerkung machen. Es 
kommg ni4miich, wie wit s!)~ter an Beispielen sehen werden, hi~uiig vor, 
class man eine gesehlossene geodgtische IAnie mehrere Mal durchlaufen 
muss, his sich die benachbarten schliessen. Dementsprechend sind nicht 
immer die einfachen L~gen der geschlossenen geodlitischen Linien einer 
Schar gleich, vielmehr kSnnen wit allgemein nut behaup~en~ d,~s die 
L~ugen yon irgend zweien der gesehlossenen geod~tischen. Liliien in einem 
rationalen Verh~ltnisse stehen. 
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Nachdem wir so fiber die Bogenl~inge der geod~tischen Linien eine 
Aussage gem a.cht haben, wollen wir nunmehr die or~hogonalen Trajectorien 
studiren. Zu diesem Zwecke greifen wir eine Curve C au~ den geschlossenen 
geod~itischen Linien v = const, heraus und bezeichnen die Bogenliiuge der 
or~hogonalen Trajectorien gerechnet yon einer festen Curve v = const, an 

~n his zu der Curve C m i t  n. Es sind dann n und ~-~, da wit es mit 

einem System geschlossener geodiitischer Linien zu thun haben, periodische 
Functionen yon u, deren Periode die L~i~ge L der Curve 0 oder ein ganzes 

~n Vielfaches davon ist. ~ ist aber, wie man aus Gleichung (1) erkennt, 

nichts anderes als Vg. Fiir das specielle Coordinatensystem, das wit auf 
der Fl~che gew~hlt haben, nimmt die Gauss'sche Kriimmung eine sehr 

1 ~Vg Demgemiiss geniigt unser ein.fache Gestalt an n~mlich K ~ - - - V g  ~u~ " 

~n Ausdruck y - ~ - ~  ~-]/g der linearen Differenfialgleichung 

d~y 
(2) du" = - -  y "  g .  

Wollen wir also entscheiden, ob es zu einer geschlossenen geodi4tischen 
Linie C benachbar~e ebenfalls geschlossene geod~fische Linien giebt, so 
berechnen wit die Gauss'sche Krtimmung K r ngs C als Function der 
Bogenl~nge u und bilden die Differentialgleichung (2). SoU C das Indi- 
viduum einer Schar geschlossener geod~tischer Linien sein, so ist dazu 
nothwendig, (lass Gleichung (2) eine periodische Liisung besi~zt, deren 
Periode die Liinge L yon C oder ein ganzes Vielfaches davon ist. Die 
Curve C wird im allgemeinen yon einer benachbarten geschlossenen geo- 
diitischen Linie in mehreren Punkten geschnithm. Lassen wir die benach- 
barte geod~itische Linie immer n~her an C heranrficken, so niihern sich 
die Sch~it~t-punlc~ besfimmten Grenzlagen, die wir als die Schnittta~lnl~te 
mit einer unendlich benachbarten geschlossenen geod~ilischen Linie be- 

~n 
zeichnen wollen. Ffir diese Schnit~punk~e ist y = ~ ---- 0, sie werden also 

dutch die Nullstellen der periodischen LSsung der Gleichung (2) bes~nnt. 
Bekanntlich spielen die e ~ t e n  Schnlttpunkte in der Variationsrechnung 
eine grosse RoUe; zwei auf einander iblgende derselben fiihren den Namen 
conjugirte PunkCe und geben ein Intervall an, innerhalb dessen die geo- 
d~itische Linie sicher kiirzeste ist. 

Ein ~.llgemeines Kri~erinm dafiir, warm eine lineare Differenfialglei- 

d~Y - - K -  eine periodische L6sung besi~zt, ist ehung 2. Ordnung ~ 1= y 

meines Wissens noeh nicht aufges~ellt worden; eine not~hwendige Bedingung 
is~ dass ~ K selber periodisch is~ ei~e Bedingung~ die in unserem Falte 
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yon selbs~ erfiillt isk- Es lassen sich indessen sofo~ specielle Differential- 
gleichungen (2) augeben, welche periodiszhe L~sungen besitzen, und zwar 
sind die elufuchsten Beispiele diejenigen, wo K constant ist. Betrachf~n 
wit z~'~chs~ den Fall K =  0, indem wit also eine abwickelbare Fl~che 
nehmen, auf der sich eine geschlossene geod~i~ische Linie C befinden mSge, 

so hat die zugeh~rige Differentialgleichung 4~Y= 0 als einzige periodische 

LSsung y = const. Die yon uns aufgestellte nothwendige Bedingung ist 
also erfiillt, und wit wollen nun zusehen, ob sich auch wir~lich die Curve 
C als Individuum einer Schar yon gescMossenen geodiitischen Linien auf- 
fassen l'~sst. Um dies zu entscheiden, denken wir uns die F1Rche in die 
Ebene abgewickelt, wobei die Curve C mit der Abscissenaxe zusammen- 
fallen m~ge, und beachten, dass die geodR~ischen Linien in die geraden 
Linien der Ebene tibergehen. Fassen wit nun y als Ordinate auf, so 

liefert die Gleichung d~Y---~ 0 die Gesammtheit der geraden Linien in der 

Ebene~ also auch die Gesammtheit der geocl~tischen Curven auf der F1Rche, 
und unsex- nothwendiges Kriterium besagt, dass nur die Curven y = consh, 
d. h. die geodRtischen ParaUelcurven zu C geschlossen sein k~nnen. Diese 
sind abet auch wirklich, wie die Anschauung lehrt, alle geschlossen, 
soweit sie nieht an eine Singularif~t der F1Rehe stossen. Es fragt sieh 
nun vor allem, wie man solche abwickelbaren Fl~hen erh~ilt. Zu diesem 
Zwecke bilden wir uns einen der zu Anfang dieses Paragraphen erw.~m~n 
geschlossenen Streifen~ den wir der Ktirze halber einen geod~ischen Streifen 
nennen wollen. Ist ein solcher S~reifen analy~isch, so giebt es dutch den- 
selben naeh dem Cauchy'schen Exis~enztheorem eine und nut eine abwickel- 
bare Fl~he,  und auf dieser exis$irt dann eine Schar yon gesehlossenen 
geod~itischen IAnien. 

Wit wenden uns nunmehr zur Untersuchung der Fl~ichen mit durch- 
weg negativem ~luuss'szhem K.dimmungsmass. blehrnen wit an~ es sei 
auf einer solchen Fl~che eine geschlossene geodKtische Linie C vorhauden~ 
so werden wit zeigen, dass dieselbe stets isolir~ ist, d. h. dass sie sieh 
niemals als Individuum einer Schar yon geschlossenen geod~tischen Linien 
auffassen l~sst. Um uns yon der Riehtigkeit dieser Behaupt-ang zu fiber- 
zeugen, brauehen wit bloss nactmuweissen, dass die Differen~ialgleichung 

a~y B y B > 0  @ )  = . 

niemals eine tiberall endliehe periodische LSsung besif~t, und un~erscheiden 
hierbei zwei F~ille. Erstens nehmen wit an, die Differentialgleichung be- 
sif~e eine L~isnng~ welche Ftir u = a e~wa verschwindet. Man kann dann 
zeigen, dass diese LSsung nieht noch ftir einen anderen Werth u ~er- 
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schwinden kann. h-genommen n~rl ieh sie versehw~i~de noch ffrr u = b, 
so bitden wir den husdruck 

b 

welcher identisch -verschwindet. Durch partiel!e Integration geh~ derselbe 
tiber in 

b 

+ _ _  o 

Da diese Relation nur dutch y = 0 befriedigt wird, so sehen wit, dass 
eine Liisung, welche nicht identisch 0 ist, nur an einer Stelle verschwinden 
kann; eine solche Liisung ist aber nicht periodisch. Zweitens nehmen 
wir an, es ggbe eine periodische LSsung y der Gleichtmg (3), welehe an 
keiner Stelle verschwindet and zwax sei eima y stets positiv. Dann folgt 

d~y dy 
aus Gleichung (3) ~ > 0. Es miisste also g~ mit waehsendem u stets 

zunehmen. Nach unserer hnnahme sollte nun y und da~er auch d_y du 
periodisch sein. Eine iiberall endliche periodische Function, die stets 
wiicbst, ist aber ein Widerspruch. Damit ist gezeig~, dass die geschlossene 
geodiigsche Linie C in der Thai isolir~ ist, mit anderen WorSen: A u f  einer 
2Xliiche mit durchweg negativem Gauss'schem Kriimmungsmass existirt hie- 
reals eiue Schar yon geschlossenen geodtitischen Idnien. Damit scheiden eine 
grosse Zahl yon Flgchen z. B. die grossen Gruplaen der Minimalfliichen 
und Regelfliichen aus unserer Beh~,_k~ung aus. 

Der zuletzt behandelte Fall K < 0 entspricht dem leichteren Typus 
der linearen Differentialgleichung 2. Ordmmg, wohingegen der Fall K >  0 
weitaus schwieriger ist. (Vergl. hieriiber Picard, traitg d'analyse Bd. 3 
Kap. VI.) Wi t  setzen wieder voraus, auf einer Fliiche sei bereits eine 
geschlossene geodiitische Linie C yon der Liinge L vorha~den und be- 
sehrgnken nn~ auf die Annahm% dass liings (7 die Gauss'sche Kriimmung K 

1 constant gleich ~ ist ,so dass also die zugehSrige Differentialgleiehm~ lautet 

d'y .4_ 1 (4) du ~ ~ - y = O .  

Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet 

y = A sin __u + .B cos __u 
a a 

und is~ nut dann perio~isch, wenn eine Relation besteh~ yon der Form 

(5) k - L  = 2h~a  
M~themati~che 2knnalen. LVIL 8 
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we h und k gauze Zahlen sind. Ist die Relation (5) befriedig~, so ist 
kL die Periode und unser nothwendiges Kri~erium ist efffillt. Tm beson- 
deren wollen wit nun anne]amen, dass wit es mit einer Fl~iche constanter 

1 Kriimmung ~ zu thun haben, auf der bereits eine geschlossene geodKtische 

Linie existire; wit erhalten solche Fl~ichen, indem wir durch einen ge- 
schlossenen geod~tischen Streifen eine Fl'fiche constanter positiver Kr'dm- 
mung hindurehlegen. Da unter Voraussetzung der G~tigkeit der Relation 
(5) s~mmt~ehe Integrale der Differentialgleiehung (4) periodiseh sind, so 
liegt die Vermuthung nahe, dass auf den beschriebenen Fl~ehen constanter 
Kriimmung a11e geodKtisehen Linien gesctLlossen sind, so weir sie nieht 
an eine Singularit~t stossen. Von der Rich~igkeit dieser Vermuthung 
werden wit nns in der That im II. Theile auf ganz anderem Wege iiber- 
zeugen. 

Wit haben in diesem Paragraphen Fl~chen mit einer Sehar gesehlossener 
geod~tiseher Linien anfgestellt im Ansehhss an die Differen~ialgleiehung 

d ' - y = _  K . y ,  welche periodisehe LSsungen besitzen musste. Wenn wir d~t ~ 
nun umgekehr~ eine solehe Schar haben, so kSnnen wir eine zugehSrige 
Differentialgleiehung aufstellen, welehe daan sieher periodisehe LSsungen 
besitzt. Nehmen wir z. B. eine gesehlossene Rotationsfl~ehe, so wissen 
wit, dass die Meridiancurven geschlossene geodiitisehe Linien sin& Bflden 

wir also die Gleichung d~y - -K(u)  wobei jetzt K die Kriimmung -g-d~ - =  . y ,  

der Rotationsfl~ehe l~ngs des Meridians als Function der Bogenl~nge ~t 
des Meridians bedeuten mSge, so hat die angegebene Differentialgleichung 
sicher eine periodische LSsung. 

w  

Allgemeine Methode zur Aufstellung yon Fl~chen mit einer Schar 
gesehlossener geod~itischer Linien. 

Nachdem wir ~m vorigen Paragraphen mit Hiilfe einer speciellen 
Methode zur Aufstellung yon gewissen Fl~chen mit einer Schar geschlossener 
geod~tischer Linien gelangt sind~ wolten wir nunmehr eine aUgemeine 
Methode zu en~wickeln suchen und zu diesem Zwecke unser Problem 
analytisch ~brmuliren. l~ebmen wir an, wir h~tten eine Fl~iche mit einer 
Schar gescMossener geod~tischer Linien, so liegt es nahe, die Fl~he auf 
diese Schar und auf eine andere, etwa die orthogonalen Trajectorien zu 
beziehen. Die Gleichungen der Fl~ichen mSgen dann lauten 

= 

Sind v-~ const, die geod~tischen Linien~ so miissen x, y, z periodische 
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Functionen yon u mit derselben Periode sein, welches auch der Werth 
yon v sein mSge. Wir  kiinnen also ffir x, y~ z je eine trigonometrische 
Reihe ansetzen yon der Form 

% (v) + a (v) cos u + . . .  + (v) sin u + . . . .  
Bet einem solchen Ansatze haben wir den grossen u yon vorn- 
herein zu wissen~ class die Curven v = cons~, geschlossen sind, und brauchen 
deshalb nut noch dafiir Sorge zu tragen, class dieselben auch geod~tische 
Linien werden. In nn~rem Ansatze sind dann die allgemeinsten Fli4chen 
mit einer Schar geschlossener geod~tischer Linien ent~alten. Die Be- 
dingung daf(ir, dass v = const, geod~tisehe Linien sind, entnehmen wit 
aus der Differentialgleichung der geodiitischen Linien 

~e ~f ~e (6) --  f ~--~ + 2e ~-d-- ~ = 0 , 

wobei e, f~ g die Gauss'sehen FundamentalgrSssen 1. Ordmmg bedeuten. 
Ist speciell die Fl~iehe auf ein or~hogonales System bezogen, so geht 
Gleichnng (6) fiber in 

(7) e:=U, f = 0  
d. h. e muss eine Function U yon u Mlein seth. Die Coeftlcienten der 
trigonometrischen Reihen miissen nun als Functionen yon v so bestimmt 
werden, class die Bec]i-gung (6) oder (7) erfiillt wird. Dieses Problem 
aUgemein durchzuffihren st~isst auf grosse Schwierigkeiten; haben wir 
doch unendlich viele Functionen dabei zu besCimmen. Wenn wir aber 
nut eine endliche Anzahl yon Gliedern der ~rigonomeh-ischen Reihe 
nehmen, so kiinnen wit thats~chlich zur Aufstellung yon Fl~chen der 
gewiinschten Eigenschaft ge!angen. Einige Beispiele dieser Art babe ich 
in meiner Dissertation durchgei~]hrt, worauf ich bier verweise. Da man 
bet solchen Ans~tzen vorzugsweise zu Fliichen mit einer Sehar ebener 
geschlossener geodiitischer Linien gelang~, so l's sich vermuthen, class 
die Aufstellung derartiger Fl~chen besonders e { n ~  sein muss. 

w  

Ebene g~od~fische Linien. 

Fiir die Theorie der ebenen geodiitischen Linien ist yon funda~entaler 
Bedeutung ein Sutz yon Joa~himsthal, won~ch jede ebene geod~tisehe 
Linie zugleich Kriimmungslinie is~ Aus diesem Satze erken~en wit sofoff~, 
dass die Kugel die einzige F l~he  ist, auf der alle geodlit~sehen Linien 
eben sin& Sollen n~mllch auf einer Fliiche s'~mmt~ehe geod~tischen Linien 
eben seth, so miissen durch j eden Punkt der F l ~ e  unendlich viete Kriim- 
mungslinien hindurchgehen; ~dies ist nut dann mb'glich~ we-~ die Fiiiche 

8* 
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aus lau~er Nabelpun~ten bes~eh~, und eine solehe F l~he  ist nur die Kugel. 
Die niichs~e Frage ist nun, ~ebt  es ausser der Kugel noch Fl~iehen, auf 
denen mehrere Scharen geod~,tiseher Linien eben sind? Man sieht sofort~ 
class dies hSchstens zwei Scharen sein kSnnen~ da sonst dutch jeden Pnn~t 
der Yr~che mindestens drei Krf~mmungslinien hindurchgingen, also die 
Fl~iche wieder aus lauter Nabelpunkten best~nde. Um nun zu untersuehen, 
ob es ausser der Kugel FI/ichen giebl~ auf denen zwei Scharen yon geo- 
d~tisehen Linien eben sind, beziehen wir die Fl~che auf diese beiden 
Scharen~ welche als . . . . . . . . . . .  ein or~hogonales System bilden. 
Das Linienelement nimm~ dann die Form an 

dr/ ~ \ d t ]  ~ \dt]  

d. h. die Fl~iche ist abwickelbar und ihre Kriimmungslinien bilden ein 
.Isothermensystem. Die einzige Fl~iche, welche dieses leistet, ist der Cylinder. 
Nun gieb~ es aber Fl~chen 2. Grades~ n~m|ich das hyperbolische Paraboloid 
und das einschalige Hyperboloid, auf denen zwei Scharen yon geraden 
Linien verlaufen, auf denen es also auch zwei Scharen yon ebenen geo- 
d~tischen Linien giebt. Dieser scheinbare Widerspruch erkl~x~ sich daraus~ 
class der Sa~z yon Joachims~hal ffir gerade Linien nicht gilt. Sind doch 
auf einer Rege]W~che die erzeugenden Geraden durchaus nicht ~ u n g s -  
linien, dies ist nut dana der Fall, wenn die Fl~che abwickelbar ist. 
Schliessen wit die geraden Linien aus~ so haben wir auf dem Cylinder 
nut noch eine Schar yon ebenen geod~i~ischen Linien, so dass wir den 
Satz aussprechen kSnnen: lhe  Kugel ist die einzige Fliiche, auf  tier es 
mehr als eine Schar yon ebenen geodiitischen Linien giebt, falls man die 
geraden Zinien ausschliesst. Wir sind hiernach dazu gefiihr~, die Fl~ichen 
mit einer Schar ebener geod~ischer Linien zu untersuchen, und wollen 
am Schluss dieser Betrachtung zusehen, warm diese ebenen geod~itischen 
IAnien geschlossen sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns die F l~he  
anf das System der ebenen geod~tischen Curven und ihre orthogonalen 
Trajectorien bezogen. Sind v = const, die ebenen geod~t~ischen Linien, so 
l~sst sich das Linienelement in die Form bringen 

[h-t] = ~ t  ] + g ~dt /  

Da die Curven u ~ cons~, mud v ~ consf. Krtimmungslinien sind, so muss 
die C~auss'sche Fundamentalgr6sse 2. Ordnung ~' verschwinden. Dutch die 
drei Gleichungen e =  1, f = 0 ~  F = 0  is~ dann unser krummliuiges 
Coor~ina~ensys~em auf der Ft~ehe vo~dst&ndig charak~risir~. Ffihren wir 
dieselben in die Formeln yon Mainardi-Codazzi (Vergl. Bianchi-Luk~t~ 
D~fferentialgeometrie pag. 91)ein~ so ergiebt sich, class E nur yon u 
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abh~ngig sein darf. Weft nun E mit dem Krfimmungsradius r~ tier 

Curven v = eons~, dutch die Relation E = -  ~ verbunden ist, so ergiebt~ r~ 
sich, class aueh r~ nut yon u abh~ngig is~, mi~ anderen Wort~n: die 
Kriimmung der ebenen geod~tisehen Linien v ~ const, is~ in allen Punkten, 
welche auf derselben or~hogonalen Trajee~orie ]iegen, die gleiche. Be- 
~rach~n wir ferner zwei beliebige or~hogonale Trajectorien der Curven 
v-~ tonsil., so haben die Bogen der geodEtischen Linien, welche hierdurch 
ausgesch~]tten werden, s~hnmflieh die gleiche L~iage. Daraus folg~, class 
eine Schar yon ebenen geod~tisehen Curven aus laut~er congruenten Curven 
bes~eht. 

Wie erhalten wit nun die Gesammtheit der Fl~hen mi~ einer Schar 
ebener geod~tischer Linien? Wit bemerken hierzu, dass die orthogonalen 
Tr~jectmrien dieser geod~i~ischen Linien zugleich die Ebenen, in denen die 
geod~itischen Linien liegen, senkrecht durchsetzen. Sie stehen n~mlich 
senkrech~ einersei~s zu den Tangen~n der ebenen geod~ischen Linien~ 
anderersei~s zu deren Hauptnormalen, welche mitG den Fl~hennormalen 
zusammenfallen, d. h. also zu zwei Richtungen in den Ebenen der geo- 
d~ischen Linien. Demgem~iss erhalten wir die allgemeinste FlY, the mit 
einer Schar ebener geod~tischer Linien in folgender Weise: Wit nehmen 
eine beliebige e~nfach unendliehe Schar yon Ebenen und in einer der- 
selben eine beliebige Curve. Die orthogonalen Trajectorien dieser Ebenen, 
welche dutch die be]_iebige Curve gehen, erzeugen dann die. allgemeinsbe 
Fl~che mi~ einer Schar yon ebenen geod~ischen Linien. Diese Fl~hen 
wurden zuerst yon Monge auf anderem Wege abgelei~e~ und ffihren in der 
Lit~ratur den Namen Kanalfl~ichen. Da nun die Curve, welche ~rir in 
einer der Ebenen annahmen, vollst~ndig beliebig ist~ so kSnnen wit d~ffir 
auch eine geschlossene Curve nehmen und erhalten somit eine grosse 
Ma-n~gfaltigkei~ yon Fl~hen mi~ einer Schar gescMossener geod~,tischer 
Linien. Besonders interessant is~ der Fall, wo wit fiir die beliebige Curve 
einen Kreis nebmen; wit erhalten ~ l i c h  dann die RShrenfl~en, auf 
denen bekanntlich eine Schar der geodiitischen Linien aus Kreisen bes~eh~. 
Nachdem wir so gesehen, dass die Aufs~ell,mg yon Fl~chen mi~ einer 
Schar ebener geschlossener geod~tischer Linien keinerlei Schwierigkeiten 
bierS, mfissen wit in der Folge unser Augenmerk darauf richf~m, solche 
Fl~chen zu bekommen, auf denen es eine Schar yon nicht~ ebenen ge- 
schlossenen geod~tischen Linien gieb~. Derarf~ge FI~chen werden wit in 
gewissen Schrauben- und Rot~tionsfl~hen bekommen. 
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w  

SchraubenflRehen. 

Ueber den Verhuf der geodi@ischen Linien auf den Schraubent~iehen 
erhgl~ man eine anschauhche Vorstellung, wenn man den Satz yon Bour 
berficksichtig~, wonach jede Sehraubenflgche auf eine Rotationsfl~he ab- 
wickelbar isk Da man die Schraubenflgche unendlich oft um die Rota- 
tionsflKche herumwickeln muss 7 his sie mit dersdben vollstindig zusam- 
menf:~lt, so laufen im allgemeinen s~mmfliche geod~tisehen Linien einer 
Sehraubenfl~che in's Unendtche oder stossen an einen Rand. Nur dann 
wird eine geod~itische Linie in sich zurickkehren k~nnen, wenn sie die 
Fr~he umwinde~, was natiirlieh nut dann mSglieh is~, wenn das Meridian- 
profil selbst gesehlossen is~. Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass auf 
den Sehrauberdt~hen mi~ einem gesehlossenen Meridianprott, alas wit 
natfirlich frei yon jegliehen Singularif~en annekmen, stets eine und somit 
eine gn.nze Schar geschlossener geodKtischer Linien existirt. Es seheint 
dies plausibel, wenn man die Definition der geod~tischen Linie benutzt, 
wonaeh ein auf die Fl~ehe gespannter Faden die Gestalt einer geod~ischen 
Linie annimmk Leg~ man nimlich einen geschlossenen Gummifaden so 
um die Fl~he,  class er dieselbe einmal umwindet, so w'~rd derselbe sieh 
selbst auf die Flgche aufsp~nnen und die Lage einer geschlossenen geo- 

~ !  d~ischen Linie a~nehmen. 
Einen exak~en Nachweis 
des erw~hnben Sa~zes kann 

~ .  ~z/ fitrren: Be~achten wir die 
Gesammtheit tier 0urven, 
welche yon einem Plm~e A 
der Fl~he ausgehen, die 
Flgche einmal umwinden 

rig. ~. und wieder zum Punk~ A 
zurfickkehren, so wird es unter diesen nach den Principien der Variations- 
rechnung eine kfirzeste geben, die wir mit k bezeicbnen wollen, und diese 
tcfirzeste ist eine iibera~ regulKre geod~itische Linie. Nut ffir den P-tmkt 
A selbst is~ die Regularif~t yon k zungchst noch zweifelhaft. Um uns zu 
fiberzeugen, (lass auch in A die Curve k keine Ee'l~e haben kann, nehmen 
wir in der Nachbarschaft yon A auf k zwei Punkte an (Vergl. Fig. 1), B 
und C. I~t te  nun/z in A eine Ecke, so w~re das Curvenstiick BA C sicher 
nicht die kfirzeste Verbindung tier Punkte ~ und C, sondern dies wKre 
eine andere Cm~ve etwu B.EC. Ersetzen wit nun das Stfick .BAC durch 
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BEC,  so erhalten wir eine neue Curve, BJ~CDB, welche kiirzer ist als k, 
und indem wir diese neue Curve eine geeigaxete Schraubtmg ausfiihren 
lassen, kSnnen wit" erreichen~ class dieselbe durch den Pnn]~ A geht~ Wit  
h~itten also dutch A eine Curve, welche kiirzer is~ als k~ was ein Wider- 
spruch ist. Damit ist die Existenz einer geschlossenen geodiitischen Linie 
na~hgewiesen, und aus dieser einen erhiilt man eine ganze Schax, indem 
man die Fliiche in sich verschiebt. Von Wichtigkeit ist noch der Urn- 
stand, dass die Curven einer solchen Schar sich nich~ gegenseitig schneiden. 
Um uns hiervon zu fiberzeugen, nehmen wir einmal an, zwei der ge- 
schlossenen geodiitischen Linien schnitten sich, dann miissen sich dieselben 
in mindestens zwei Pun~en sehneiden. Halten wit nun eine der beiden 
Curven lest, wii]arend wir die andere eine Schraubung ausftihren lassen, 
wobei sie stets geodi~tische Linie auf der Fliiche bleibt, so kSnnen w i r e s  
erreichen~ dass sich die beiden Curven nicht mehr selmeiden. Dazwischen 
miisste es also eine Lage gebei~ wo sich die beiden geschlossenen Curven 
ber'fihren. Dies ist jedoch unmSglich, da es durch einen P u ~  in einer 
Richtung nur eine geodlitische Linie giebt. 

Aus der eben angestellten Ueberlegung geht zugleich hervor~ class es 
ansser einer Schar geschlossener geodgtischer Linien keine weiteren ge- 
schlossenen geodi4tischen Curven auf einer Schraubealfliiche geben kan~ 
Demnach kSmlen wir zusammenfassend sagen: Aufjeder regut~ren Schrauben- 
fliiche mit geschlossenem Meridianprofil giebt es eine und nut eine Schar ge- 
schlossener geod~fischer Zinien. 

Ist nun eine Schraubenfliiche mi~ geschlossenem Meridianprofil vor- 
gegeben, so ertibrigr noch die Aufgabe, auf dieser die geschlossenen geo- 
diitischen Linien analy~isch zu bestimmen. Beziiglich dieses Problems 
verweise ich auf meine Dissel4ation pg. 19. 

w  

BA)tationsflichen. 

Einen speciellen Pall der Schraubenfliichen bflden die Rotationsfl~chen, 
bei denen der Parameter der Schraubung h--~0 ist. Wit  women je~zt 
zusehen, ob und warm es allf einer Rotationsfliiche eine Schar geschlossener 
geod~tischer Linien giebt. Der Verlauf der geod~itischen Linien anf den 
Rotationsfliichen ist eingehend studi~ worden; man fmdet Ausfiihrliches 
dariiber bei Darboux, i. I l l ,  pg. 4; Bianchi pg. 173. Ist 

x = r c o s  y = r s i n  z = f(r) 
die Gleichung der Rotatiolmfliiche, so ergiebt die Integration der Differen- 
~ialgleichung der geod~kischen Linien 
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 1/a (1 + f" t,  -dr+b. 
Aus der In~grakionscons~anten b ersiehk man, dass man aus einer geo- 
d~isehen Linie eine ganze Schar erh~l~;, indem man diese eine ro~iren 
l~s~. Setz~ man 

dr  

wodurch die Bogenl~nge u des Meridians eingeffihr~ wird, so bekommt man 

~__~. . a d ~ 

Betrach~en wir nun Rota~onsfl~chen, welche einen Max~malparaUelkreis 
besitzen, so verlaufen auf diesen die geod~tisehen Linien innerhalb eines 
S~reifens, der yon zwei Breitenkreisen mik demselben Radius begrenzk 
wird, und zwar verl~ufk die geod~ikische Linie so, class sie abwechselnd 
die beiden Brei~enkreise ber~ib~ und sieh im allgemeinen unendlich of~ 
um die Fl~che herumwindek Hier zeig~ sich nun ein charakterisfischer 
Unt~rschied zwischen einer geschlossenen und einer nicht geschlossenen 
geod~tischen L~nie. Eine nich~ geschlossene geod~tische Linie ~ll~ gleich- 
sam den ganzen Bereich, innerhalb dessen sie verl~iuf~, aus, indem man 
mi~ ihr jedem Punkte dieses Bereiehes beliebig nahe kommen kann. Bei 
einer geschlossenen geod~ischen Linie ist dies nich~ der Fall. Dieselbe 
Bemerkung gil~ tibrigens ffir alle Liouville'sehen Fl~chen, deren Linien- 
element sich in die Form bringen l~ss~ 

l fl 

Der Bereich der geod~tischen Linlen wird bier yon zwei Curven u ~-consk, 
v = eonst, begrenzk Be~rachten wit nun eine geod~ische Linie, welche 
zwischen zwei Breitenkreisen osci]]irk Wenn ein Punkt, der diese geo- 
d~tische Linie durchlSuft, yon einem der beiden Breitenkreise etwa dem 
oberen ~usgeh~ und bis zum tm~eren Breitenlcreise ge!ang~, so dreht sich 
hierbei die ~eridianeben% welche den Punk~ enfh~I~ um einen l~stimmt~n 
Winkel O. L~uf~ der Pnnk~ dann auf der geod~ischen Curve wei~er und 
zwar je~z~ yore un~eren his zum oberen Breitenkreise, so dreht sich die 
zugehSrige Meridianebene wieder um denselben Winkel ~,  wie man aus 
Symmetriegrtinden erkennk Soil nun die geod~fSsche Linie gese;hlossen 
sein, so ist daffir no~hwendig und hinreichend, dass 0 zu ~ in einem 
ra~ionalen Verh~lt~iss sf~hk Greifen wir nun irgend einen ]k~eridianbogen 
heraus, so gieb~ es durch jeden Punl~ dieses Meridians eine geodg~sche 
Linie, welche densetben r e c ~ n k l ~ g  schneide~ also den zugeh~rigen 
Brei~n _lrreis berfihrk Jede dieser geod~ischen Li~ien is~ der Re pr~sent~u~ 
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einer ganzen Schar, die man dutch Rotation erh~lk. Ferner ist fiir jede 
dieser geod~isehen Linien ein besf.immter Winlcel r eharakteristi_sch. 
Durehwandern wit den herausgegriffenen Meridianbogen, so wird sieh 
hierbei r im allgemeinen stetig ~dern. Es kommt also unendlieh oft 
vor, dass �9 zu ~t in einem rationalen Verhiil~iss stehk De~nnach kiinnen 
wit sagen: Auf rider t~otationsfliiche, wdehe einen Maximalbreitenkreis 
besitzt, giebt es im allgemeinen unendlich vide Scharen geschlossener geods 
Linien und zwar bildza diese Scharen in gewissem Sinne eine iiberall diekle 
Menge. Dieser Satz ka,nn nut d~.nn eine Ausn~.hme erleiden, wenn der 
Winkel (I) stets derselbe bleibt. In diesem FaUe giebt es enhveder iiber- 
haupt keine gesehlossenen geodi~tisehen Linien oder abet alle sind ge- 
sehlossen. Wit werden uns hiermi~ im II. Theile eingehend besetr~_f~igen. 
An dieser Stelle kSnnen wit jedenfalls sehon folgendes sagen: Wenn man 
weiss, dass auf einer Rof~tionsfl~iehe iiberhaupt eine gescMossene geod~tische 
Linie exis~irr (abgesehen natiirlieh yon dem MaximalpaxaUelkreise), so giebt 
es am" dieser s~ts unendlieh viele Seharen derartiger Curven. 

Naehdem wit uns so yon der grossen Mannigfaltigkei~ der gesehlossenen 
geod~tischen Linien auf den Rotationsfl~hen iiberzeug~ haben, is~ es 
wiederum wiinsehenswer~h, solehe Curven analytiseh aufzusteUen, welehe 
geseMossene geod~tische Linien auf einer Rota~ionsfl~e sin& Hinsieht- 
lieh dieses Problems verweise ieh auf meine Dissertation pg. 24. 

H. Theil. 

Fl~chen, auf denen  alle geod~tischen Linien geschlossen sind. 

{}6. 

Allgemeine Methode zur Aufstellung solcher Fl~chen. 

Im zwei~en Theile wollen wit solche Fl~hen aufzus~e]len suche~ auf 
denen alle geod~tischen Linien gesehlossen sin~ und zwar bietet bier ein 
besonders grosses Interesse die Frage, gieb~ es ausser der Kugel singu- 
lari~tenfreie Fliiehen mi~ lauter gesehlossenen geodiitisehen Linien? 

Eine allgemeine Methode, wie man versuehen kann, sieh Fl;4ehen mit 
lauter geschlossenen geod~tisdaen Linien zu versehaffen, ist folgende: Es 
sei eine gesehlossene Fl~che S gegeben~ auf der eine zweifach unendliche 
Schar gesehlossener im tibrigen aber beliebiger Curven bekannt is~ Geling~ 
es uns nun, eine andere im Endliehen gelegene Fff~che .F, bei tier 
auch einen Ra~d zulassen, zu ermitteln, welche so auf die ~ e  # ab- 
gebflde~ werden kann, dass den geod~tischen Linien auf ~ die g ~ n  
Curven auf S ent~prechen, so werden auf ~' s~?~mmt!iche geod~tischen 
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L~u~en, die nich~ an einen Rand s~ossen, ebenfalls geschlossen sein~ vor~us- 
gese~,  dass die Abbildung nich~ unendlich vietdeu~ig ist. Das e~nfa~hs~e 
.Beispiel einer Fl~che N ist die Kugel, auf der ja die gr~ss~en Kreise eine 
zweifache Schar geschlossener Curven bilden, l~ach dem Satze yon 
Beltrami sind nun die Ft~hen constan~en Gauss'schen K_riimmungsmasses 
die e~nT.igen, die so auf die Kugel abgebildet werden kSnnen, dass den 
geod~tischen Linien die gr6ssten Kreise en~prechen. Haben wit eine 
Fl~che F constanter positiver Kriimmung, so wird eine derar~ige Ab- 
bildung auf die Kugel durch Abwickelung bewerks~ellig~. Wann ist nun 
diese Abbildung nicht unendlich vieldeutig? Wir nehmen an, es sei auf 
~' berei~s eine geschlossene geod~tische Linie yon der Liinge L vorhauden, 
die bei der Abwickelung mi~ dem Aequator der Kugel zusammenfallen 
mSge. Man erkenn~ sofort, dass die Abbfldung dann eine nicht unendlich 
vieldeu~ige ist~ wenn die L~i~ge L zu der L~inge des Aequa~ors in einem 
rafionalen Verh~ltnis~ steht. Giebt es also auf einer Fl~iche constanter 

1 posi~ver Kriimmung ~ eine e~n~ige geschlossene geod~itische Linie yon 

2 ~ a  wobei h und k ganze rationale Zahlen bedeuten der L~nge L ~  ~ , 

soUen, so sind s~mm~liche geod~itischen Curven geschlossen, welche nicht 

~h,~a (s. Gleichung (5) an einen Rand treffe~ Da wir die Bedingung L-~--k--  

in w 1) auch als nothwendig erkannt haben, so bilden die Fl~chen~ die 
man e rh~ ,  ~ndem man dutch einen geschlossenen geod~tischen S~reifen 

yon tier L~inge 2h~a  eine Fl~he yon der cons~auten Kriimmung k 
auch die Gesamm~hei~ der Fl~ichen const~un~er Kriimmung mi~ lau~er ge- 
sclLlossenen geod~ischen Linien. Ms einfaches Beispiel fiihren wit die 
Rota~ionsfl~ichen constanter posi~iver Kriimmung yore spindelf'6rmigen 

2h~a 
Typus an. Efffillt der Aequator die Bedingung L = - T - '  so sind auf 

ihr alle geod~i~ischen Linien geschlossen mit Ausnahme des Meridians, 
der zwei Ecken besitzt. 

7 . .  

Singularit~tenfreie Rotationsfl~ichen ~mit lauter geschlossenen 
geod~itischen Linien. 

N~hdem wit im vorigen Paragmphen Fl~chen mi~ Rand aufges~ell~ 
haben, auf denen alle geod~Gschen Curven geschlossen sind~ welche nicht 
auf einen Rand stossen, woUen wir nunmehr untersuchen~ ob es singu- 
larifii~enfreie FI~chen mlt lauter geschlossenen geod~tischen Linien giebt~ 
and hinsich~ch dieser Frage die Rotafionsfl~chen einer eingehenden Be- 
t~ract~g u_u~el~ehen~ da sich auf diesen der Verlauf der geod~tischen 
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Liuien am leichtes~en fiberblicken l~st. Von vornherein k~unen wit mit 
Riicksicht auf die Ergebnisse yon w 1 sagen: Sotlen auf einer sing-~- 
larit~tenfreien Rotationsfl~iche alle geod~tischen Linien geschlossen sein, 
so daft elieselbe keinen Kehlkreis (MinimalparaUe}_kreis) besitzen; die 
Mericliancurve hat also ein und nur ein Maximum gegen die Rotafionsaxe. 

Wenn nun auch auf unseren Rotationsfl~chen kein Kehlt:reis vor- 
kommen kann, so ist damit doch durchaus nicht gesagt, class die Fl~che 
nut positiv gekrfimm~ ist, vielmehr kSnnen in Folge des Auftretens yon 
Wendepunkten bei der Meridiancurve auch negativ gekriimm~e Fl~chen- 
~eile vorkommen. Die Rotationsfl~ichen, die wit untersuchen wollen, 
haben also etwa die in Figur 2 gezeichneten Gestalten, wobei wesentlich 
ist, class zu einem Werthe yon r nur zwei Wer~he z gehSre~ 

Z. 

f 
. . . .  . . _ _ T  �9 

Ueber geschlossene geod~tische Linien. 1~3 

~ig. ~. 

Um nun zu untersuchen, warm auf einer solchen Rotationsfl~he aUe 
geocI~tischen Linien geschlossen sin~ fiihren wir die Entwickelungen yon 
w 5 weiter. Als MeriCliancurve nehmen wit ein Curvenstiick, &as ein 
Maximum M gegen die Rotationsaxe besitzen mSge. Ers~ sp~iter werden 
wit die Bedingung einf'dhren, dass die Meridiancurve mit ibren beiden 
Enden die Rotationsaxe se~Trrech~ treffen soll~ und schliessen uns zun~hst 
an die eleganten Untersuchungen yon Darboux an (Vergl. Darbou~ Lemons 
B& 3, pg. 5)~ die wir bier kurz skizziren wollen. 

�9 zugeordnet, der !m aUgemeinen s~etig veranderlieh ist. Hier interessirt 
uns nun gerade der Fall, wo �9 ftir s~immtliche geodrtt~schen Linien ehmn 
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und denselben W e r ~  hat. Zerleg~ man die Meridiancurve (Vergl. Figur 3) 
in zwei Theil% einen oberen M P  oberhalb des Maximums M mi~ der 
Z ~ Gleichung z = f(r)  und einen unteren mi~ der Glei- ~z chang z =g(r) ,  so l~iss~ sich der Winkel �9 mit Hiilfe 

~-f~r) der in~grir~en Differentialgleiehung der geod~itischen 
Linien berechnen und zwar erh~t  man 

R 

. . . .  M ~r  (9) , =  f a[Vi+f'(r)'+-y-f+g'(~)'Jdr. 

Z-~g[r} wo ~ der Radius des Maximalparalle]kreises, a der 
Radius der beiden Breit~nkreise ist, welehe yon der 

/ / ~  geodi~ischen Linie beriihr~ werden. Soll nun �9 Ftir 
Fis. s. alle geod~tischen Linien denselben Wer~h haben, so 

muss �9 yon a unabE4ngig sein; es muss also eine Gleichung bestehen 
yon der Form 

( 1 0 )  r = cons~.  = m ~ .  

SoUen ira besonderen s~immtliche geodKtischen Curven geschlossen sein~ 
so muss sich fiir m eine rationale Zahl ergeben. Das Problem ist also 
daratff zuriickgefiihr~, f(r) and g(r) so zu bestimmen, dass der Ausdruck 
(9) yon a unabhiingig wird. 

Die Dureb_f'~rung der Reohnung liefert die Darboux'sche Bedingungs- 
gleidaung 

2m/~ 
(11) g i  +f'(r)* + ] /1-+g ' ( r )*  = 1 / ~ ' - -  r '  ' 

Im AnscMuss an diese Gleiehung ha~ T a n n e r y  eine interessan~e Fliiche 
aufgestellt~ auf der mit Ausnahme des Meridians alle geod~tischen Linien 
nicht nut geschlossen, sondern auch algebraisch sind. Die Tannery'sche 
Fliiche hat eine birnenFSrmige (~estal~ und besi~zt eine singul~re Stell% 
niimlich einen gnotenpnn~;  ein Modell derselben isi; im Brill'schen Verlage 
erschienen. 

Wir wenden uns nn~mehr zur Entscheidung der Frage: Giebt es 
singulari~tenfreie Ro~a~ionsfl~en mi~ lau~er gesehlossenen geod~tisehen 
Linien? In diesem FaUe muss die Meridiancurve mi~ ihren beiden Enden 
senkreeh~ auf die Rotationsaxe ~reffen, was sich analyt2sch ausdriickr 
dutch f ' (0)  = 0 und g ' (0)  = 0. Die (~leiehung (11) liefer~ dann m = t. 
Dies besagr geomehqsch: A u f  den singularitiitenfreien _Rotatiza~fl~chen, 
auf denen aY~ geodi~gso~e~ Linie~ gesc. h~ssen sind, u m ~  diese geo- 
d/it~hen 1.4Men die Fl/~he nut eimm~, ~ e n  also l~eine D ~ .  
ffreifen wL- eine dieser geschtossenen geod~ischen Curven heraus~ so 
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miissen wit dieselbe gerade einmal durchlaufen, his sich die unel~alich 
benachbarten geodiitischen Linien sch!iesse~ Daraus fo!gr class auf den 
singularit~enfreien t~otationsfliichen mit lauter geschlossenva geodittischen 
Zinien diese wirIdich alle die gleiche l_ginge besitzen. Ffihren wit m = 1 
in die Oleichlmg (11) ein, so ergiebt sich 

(12) ]/1 -F f ' ( r )  ~ + ]/1 + g'(r)  ~ - - -  ~ 

Wit haben im h-~ange dieses Paragraphen darauf aufmerksam ge- 
macht, dass die Rotationsfliichen mit lauter geschlossenen geod~tischen 
Linien eventuell auch negativ gekriimmte Fliichentheile aufweisen; da es 
uns jedoeh zuniichst nicht darauf ankommt, alle miiglichen ~alle zu 
discutiren, so wollen wit uns vorliiufig auf die Untersuchung der Rotations- 
flllchen mit iiberall positiver Kriimmung besehriinken. Diese Fl~chen ent- 
stehen durch Rotation einer gegen die ATe concaven Meridiancurve; tier 
obere Meridianbogen f(r) hat demnach eine iiberall negative, der untere 
eine iiberall positive Taugente; ferner sind Wendepunk~ bei beiden 
Cm~venstticken ausgescMossen. Soll nun die F~che singulari~enfrei sein, 
so mfissen sich f(r) und g(r) im Intervalle 0__< r ~ / ~  als eindeutige mit 
ihren ersten Ableitungen stetige Func~ionen ergeben und ausserdem miissen 
die Gleichungen bestehen 

f ' ( 0 )  = 0 ,  g ' ( 0 )  - -  0 ;  f ' ( R )  = oo ,  g ' ( E )  = oo .  

Wenn wit nun f(r) diesen Bedingungen gemiiss w'ahlen, so kSnnen wh- 
g(r) aus Gleichung (12) berechnen und es bleibt zu untersuchen~ ob dann 
g(r) ebenfalls die erw~.h~ten Beding~mgen effiillt. Aus (12) linden wit 
zun~hst 

(13) g'(r) = + V R ,  r, t / t t , _ r ,  + f ' ( r )  ~. 

Bei der grossen Wurzel miissen wit das positive Zeiehen netmaen, weft 
ja der untere Meridianbogen eine tiberall positive Tangente besitzen soll. 
Bei dieser Gelegenheit bemerken wir ausdrficklich, class wit den Sinn 
einer Wurzel stets durch das Vorzeichen ausdriieke~. Da wit f(r) s 
eine im Intervalle 0 _< r _< ./~ eindeutige Function angenommen haben, so 
ist aueh g(r) in demselben Intervalle eindeutig deflnirt mad zwar ergiebt 
sich g(r) aus (13) dureh Quadratur; die additive Constante bei der Inte- 
gration ist so zu hestimmen, dass g(r)~dureh den Punlrt r = R der r-Axe 
hindurchgeht~ Aus Gleiehung (13) ersehen wit sofor~, class g ' ( 0 ) = 0  
wircl, da wir f ' ( 0 ) =  0 angenommen habe~. Dahingegen ist es sehwieriger, 
aus Oleiehung (13) zu er'kennen~ ob aueh die ~brigen ffur g(r) a n g e g e ~  
Betlingungen erffffit sin& Ausserdem ist noch darauf aufmerksam za 
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machen, da~ g'(r) sicher nieht ffir jedes beliebige f(r) reell ist; es fragt 
sich daher, ob sich tiberhaupt eine solche Function f(r) linden l~isst, dass 
g '(r)  far alle Werthe 0__< r _< R reell wird. Um alle Zweifel zu 15sen, 
wenden wit eine symmetrisehe Behaudlungsweise an, indem wir zuniichst 
noch beide Funetionen f(r) und g(r) verfiigbar halten, und zwar wollen 
wit setzen 

2~ 

(14) 
V1 + g'( Y = 

V/t ~ -- r~- 

Diese Gleichungen, in denen (p(r) zun~hst vSllig beliebig is4, stimmen 
im wesenflichen mit (12) fiberein. Man erkennt aus ihnen, dass If(r)l 
und lg(r)l nur dann identisch gleich sein kSnnen, wenn r 0 genom- 
men wird. In diesem Falle liefert die Integration der Gleichungen (14) 
als einzige Fl~iche die Kugel. 

Daraus fo!gt: Die Kugd ist die einzige singul~itg~nfreie Pwtativns- 
fliiche mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien, fiir wdche der Aequator 
(Maxim~!l~reis) e/he Sy~rmetrie2bene ist. 

Wit wollen nun zusehen, ob wir f(r), g(r), 9~(r) so w~,hlen k6nnen, 
dass alle die besprochenen Bedingungen erfiillt sin& Soll zun-achst f ' (0) = 0 
und g'(0)=-0 sein, so muss ~p(r) far r= 0 verschwinden. Wit nebmen 

der Einfachheit halber R = 1 und entwickeln /t = 1 in eine 
V 1 r  r" V* - r '  

Potenzreihe, die ftir 0 "< r < 1 eonverffirt: 

1 1.3 
_ _  --- 1 + u r~ + E-_-_-4 r~ + �9 �9 .. 

Damit nun f'(r) und g'(r) reell werden, muss 

V1 + f '(ry > 1 ~ d  V1 + g ' ( ry> 1 

sein. Wit erkennen sofort, class wir dies erreichen~ fails wit 9)(r) absolut 
genommen kleiner w'~hlen als 

V L':~ ~+'''" 

1 
Nehmen wir etwa ~(r)-----~r s, so lauten die Gleichungen (14) 

1 t 

(15) 
t ~.2. 



Ueber gesctflossene geodg~ische Linien. 127 

Hiermit haben wit ein Beispiel gewonnen, ffir das weder f(r) noch g(r) 
Wendepunk~ haben. Betrachbn wir n~i~nlich z. B. 

]/1 + g' (r) ~ - l ' a r ~ + - . - ,  
- - 1 . 4  

so sehen wir, dass dieser Ausdruck mit wachsendem r stets wiichst. Also 
nimmt aueh g'(r) ~ mit wachsendem r stets zu. Die Curve g(r) hat also 
keine Wendetaunkte und da dasselbe fiir f ( r ) g i l t ,  so erhalten wit eine 
Meridiancurve, die gegen die z-Axe tiberall concav gekdimmt ist. Schliess- 
lich erkennen wit aus den Gleichungen (15) aueh sofort, class bet diesem 
Beispiele f ' (1 ) -=c~  und g ' ( 1 ) = c ~  wird, d. h. beide Curven treffen 
senkrecht auf die r-Axe auf. Aus (15) er~ebt sich 

•fW 1 ~'~ 

f =  l--r' q- Vi r '  
1 

~- "T r~ -- 1 dr, 

1 r~ kSnnen wir aueh nehmen ~(r ) -=-c . r  ~ und es gdf~n Start ~(r) ---- ~- 

dann genau die Betrachtungen, die wir eben angestellt haben falls c < ~ 2  
ist. Da wit c beliebig klein wihlen kiinnen, so folgt: D/e Kugel 15sst 
sich in stetiger Weise so dzformiren (variiren), dass alle geod~ischen Linien 

Mit dem Beispiele 

(16) 

geschlossen b ~ e n .  

1 
V 1 q- f ' ( r )  ~ = l / g _ r ,  {- cr',  

' 1 
V1 4- g'(r)~ = Vi . r ,  cr ~, 

1 
wobei c ~ - ~  sein muss, haben wit eine Meridiancurve anfges~ellf~ writhe 

dutch Rotation eine Fl~che mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien 
liefer~. Da die Meridiancurve eine iiberall stetige Tangen~e bestir ,  so ist 
diese Fliiche singulari~tenfrei; aber es bleibt jetz~ noch zu !m~ersuchen, 
ob die Fliiche auch analytisch ist. Hierzu ist zu bemerken, dass die beiden 
Curvenstiicke f(r) una g(r) im Int~rvalle 0 < r < 1 analytiseh sin& Ferner 
erkennt man soforg dass die "Rota~ionsfliiehe an den Polen aualytiseh is~, 
da f(r)  mid g(r) nur yon r ~ abhgngen. Die" elnzige Siaelt% welche einer 
besonderen Unt~rsuchung bedarf, ist~ daher 'nur tier Punk~ z ~-0~ r = 1. 
Um zu zeigen, dass auch in diesem Punk+.e die beiden Curvens~fieke sieh 
analytiseh verhalten mid class sie analyfdsche For~set~ugen yon einander 
sind'~ suehen wir r als Funcirion yon z in eine Pot~nzreihe zu en~Vwiekeln. 
Aus der ersten Gleiehung (16) ergieb~ sich 

f V  1 ~'~ 1 
g = 1 -- r ~ V 1 .  r~ ~ T r~ -- 1 dr. 
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d~ 1 2cr ~ 
a-Y= f ' (r)  = l - - r*  + c~r~ + I / i - - r*  

dr 1 

dz V 1 2crS 1 

--r* + c*r~ + V ~ -  r' 

Machen wit hierin die Substitution s = ]/r~_ rS ' so ergiebt sich 

dr 1 

d z ] / / - ~  + e~ (1 - -  s~) " - -  1 "t 

1 

sc(i.-- s ~ ) 
8 

~- y~ + c's~(1 --s~) * "  s ' -  ~es(~-s~ 

also 

Nun ist 
-~ - -  s ( 1  -]- a 1 s "4- a~s ~ -4-" "). 

d s _ _ d l / l ~ r  ~ r dr 
d z ~  dz  s dz 

ds r(1 + a l s + a ~ s ~ +  . . . )  = ~ / 1 - -  s 2 (1 A- -a~s+ . . . )  = ?~(s). 
dz == 

Nach dem Cauchy'sehen Existenztheorem giebt es nun 
ferentialgleichung eine einzige L~sang s= ?~(z), welche 
schwindet. Aus dieser LSsung s = ] / ~ - - r ~ =  ~l(z) ergiebt sich 

=V1 = 

Eine aaaloge Entwickelang kSnnen wit nun auch ffi_r 
chang (16) machen. Jetzt ist zan~chst 

d r  1 
d ~ = +  V 1 2or ~ 

1 - -  r 2 + c~r4 1 

Mac'hen wit jetzt die Substitution s 1 -- s o  

yon dieser Dif- 
ffir z = 0 ver- 

die zweite Glei- 

ergiebt sich 

dZ s l ( 1 + a l s I  + a s s 1 2 - { - . . . )  
dz 

und da jetzt ds~ r d r  

aS,dz. = r (1 + al s~ + a~s~  + . .  .).  

Mit Hfrlfe derselben Ueberlegung, wie wir 
erhalf~m wit demnaeh 

sie vorhin angestellt hgben, 
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J .  

V1 ~- f ' ( r )~-  ~_~ .~  

wobei ~1 (z) dieselbe Potenzreihe ist, die wir vorhin ~ s erhalten batten. 

Aus s I ~ - - ~ / 1 - - r  ~ ~ ~ (z) ergiebt; sich wieder 

= V 1 :  = 

Wit haben also flit die beiden Curvenstiicke diese]be Potenzreihenent- 
wickelung bekommen und damit gezeigt, class sie analytische For~setzungen 
yon einander sin& De~ngemgss liefert unser Beispiel (16) dne s i ~  
tgt~nfreie iiberall anahflische F10~he mit lauter geschlossenen geodgtischen 
Linien. 

Die dutch die Gleichungen (16) definirten Meridiancurven sind s'~mmb 
1 

lich gegen die z Axe concav gekri~mt, da c ~ ~- sein muss, so class 

also die zugehSrigen Rota~ionsflichen iiberall convex sin& Es ist interessaut 
zu bemerken, dass es auch singularitAtenfreie Rotationsfl~chen mit lauter 
geschlossenen geod~tischen Linien giebt, welche negativ gekriimmte Fl~chen- 
thefle aufweisen. In diesem Fa]_le muss die Meridiancurve Wendepunkte 
besi~zen. Ein einfac]~es Beispiel dieser Art ist 

' 

i + E r~' 

Bei diesem Beispiele besitzt das obere Curvenstiick f(r) keinen, das untere 
3 1 und r -~  ~ hegen. g(r) zwei Wendeplmk~ welche ann~iJaernd bei r ~-~- 

Die Meridiancurve hat daher die in der zweiten Figur 2 gezeichnelm Form 
und liefert eine singularit~tenfreie Fl~iche yon birnenf'6rmiger Gestalt. 
Bei der Durchfiihrung der Entwickelungen dieses Paragraphen erfreute 
ich reich der Anrega~ng und des Rathes yon Herrn Professor Hi lber t .  

w  

Eigensehaften yon s inguhr i ta tenfre ien  Fl~chen mi t  lauter  
geschlossenen geodittisehen Linien.  

Wir sind im vorigen Paragraphen zu dem merkw~digen Resultat 
g e ] * ~ ,  dass es auch ausser der Kugel noch singulari~'~ten~eie Fl~2aen 
giebt, auf denen s'~mmtliche geod~tischen Linien geschlossen sind, und 
zwar haben wir Rotationsfl~hen yon dieser Eigenschaft aufges~etlt~ In- 
sofern man die Erde als Kugel betrachten kann~ laufen auf ihr aUe 
kiirzesten Linien in sich zudick; wenn man a!~o yon einem l~mt:b der 
Erde aus in einer bes~mm~n Rich~ng auf dem k~zes~en Wege waudert~ 
so gelan~ man schli~slich wieder mis de~elbau R i ~ h ~  an die A~" 

Mathem~tti~he Ann~ten. IflTIL 9 
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gangsstelle zurfick. Diese Eigenschaf~ wird in den Lehrbfichern der 
Geographie gewShnllch als eine charakteris~ische Eigenschaft der Erde 
bezeichne& Wir sehen jedoch hier, dass dies durchaus nicht der Fall ist; 
vielmehr giebt es noch nn~.hlig viele andere Fli~chen, welche in dieser 
Hinsicht die Erde vertreten k~innten. Ausser den Rotationsfl~ichen existiren 
nun wahrscheinlich noch andere singu]arit~itenfreie Fl~chen mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien, die aUerdings nur schwer analy~isch 
aufzustellen sein diirften. Unter ihnen interessiren uns besonders die- 
jenigen sin~mla.~itii~e-freien Fliichen, die iiberall positiv gekriimmt sind 
und auf denen die geschlossenen geod~itischen Curven keine Doppelpunkte 
besitzen. Diese fiberall convexen Fl~ichen mi~ der Totallrrlimmung 4~r 
wollen wir als G-Fliichen bezeichnen und woUen nnnmehr die Eigen- 
schaften derselben studiren. Die Resulta~% die wir bekommen werden~ 
gelten sicher fiir die Rota~ions-G-Fliichen. Greifen wir eine der ge- 
schlossenen geod~tischen Linien heraus, so mtissen wir dieselbe gerade 
einmal durchlaufen, his sich die unendlich benachbarten geod~itischen 
Curven schliessen~ weil ja nach unserer An~abme Doppelpunkte nicht 
vorkommen sollen. Daraus folg~: Auf  den G-Fl~ichen besitzen wirklich 
a ~  geod~ischen Zinien die gleiche L~nge. _&us der An~ahme, dass keine 
Doppelpunk~e vorhanden sein soUen, ergieb~ sich ferner, (lass jede der 
geschlossenen geod~tischen Curven auf der G-Fl~he einen singulari~ten- 
freien Bereich begrenzt. Nehmen wir auf einer der geschlossenen geo- 
d~tischen Linien drei beliebige PunkCe an, so kiinnen wir die Curve als 
ein geod/i~isches Dreieck auffassen. Nach dem beriihmten Satze yon 
Gauss fiber die curvah~ra iniegra ergiebt sich dann die Totalkriimmung 
des eingeschlossenen Bereiches gleich 2~r. Bflden wir also unsere G-Fliiche 
auf die Gauss'sche Kugel ab, wobei einem Pnnl~e der Fl~che ein und 
nut ein Pnnkt der Kugel entspricht, so geh~ jede der geschlossenen geo- 
di~tischen Linien in eine geschlossene Curve auf der Kugel fiber, welche 
die Kug'el in zwei inhal~sgleiche Thefle thefl~. Da die G-Fl/iche fiberaU 
convex ist, so gieb~ es zu jeder Normalen eine andere Normale mii ent- 
gegengesetz~er Richtung. Bezeictmen wir die zugeh6rigen Pnulr~e als 
Gegenpnnlrt~, so kSnnen wit den eben aufgestell~en Satz auch so aus- 
sprechen: Die G ~ltiche wird dutch jede der gesctdossenva geodS~chen 
IJi~ien i~ ~wei The~Te ~er~t; nehmen wit i~ dem eine~ Theile eine~ 5e- 
liebigen Punkt an, so liegt se:m Gegen4~nkt in dem anderen The~. Wie 
in dex Ehfleihmg bemerl~, hat H~amard allgemein den Satz bewiesen: 
Giebt es auf einer fiberaU convexen Fl~che zwei beliebige geschlossene 
geod~tdsche Linien, so miissen sich dieselben no~hwendig schneiden. (Vergl. 
LiouviUe's Journal 1897.) Der aUgemeine Beweis dieses Salves ist 
ziemlich complicir~; indessen kSn~en wir seine Rich~igkei~ in dem uns 
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hier int~ressirenden Falle, we wir ntu-geod~r Linien ohne Doppel- 
pnn~e  haben, leich~ einsehen. Bilden wir n~.mIidh (in ein-eindeutJger 
Weise) die G Fliiche auf die Kugel ab, so theilen die Bildcurven der 
geod~tischen Linien die Kugel in zwei gleiche Thefle. Dies is~ nut r 
mSglich, wenn sich die Bfldcurven schneiden und demgem~iss mfissen sich 
auch auf der G Fl~che je zwei der geod~ischen Linien schneiden. 

Von den L~ugen der geschlossenen g e o d ~ c h e n  Linien haben wir 
bereRs ausgesag~, class sie alle gleich sin& Wit  wollen nun noch diese 
L~nge zu der Kriimmung der G FBche in Beziehung setzen und ~i ipfen 

zu diesem Zwecke wieder an die Differentialgleichung d*y ~-~ + K y  = 0 an, 

die uns bereRs in w 1 gu~e Dienste geleiste~ hat. Im vorliegenden Fa]le 
ist nun K nur posRiver Wer~he f~hig. Ffir eine solche ]ineare Differen- 
tialgleichung 2. Ordnung hat Sturm einige wichtige Sg~ze aufgestelR, 
(Vergl. Liouville's Journal, Bd. 1) die wit bier benutzen wollen. Sei also 
die Differentialgleichung 

(17) d~Y=-K.y g(u) > 0 

vorgeleg~ und be~rachten wir alle In~egrale, welche fiir u = 0 verschwin- 
den, so werden diese s~mm~lich an ein und derselben Stmlle u = a z u m  
ersten Male "wieder verschwinden. Nimmt man noch eine zweRe Differen- 
tialgleichung hinzu, 

d,y + p(~)y  = 0 P(u) > 0, 

so mSge an die S~elle yon a der Wer~h u =--fl ~reten. Se~en wit nun 
K : > / )  vorans, so besag~ der S~urm'sche Satz, dass a ~ ~ isk Welche 
geometrische Bedeutnng hat nun der eben cRir~e Sats? Die Differen~ial- 
gleichung (17), in der wir u als die Bogenl~uge einer der gesehlossenen 
geod~tischen Curven C deafen, steh~ bekanuflich in ~nigem Zusammen- 
hauge mit der Theorie der conjugir~en Punk~. Zwei auf einauder 
folgende Nullstellen eines Integrals yon (17) sind zwei conjugir~ Punk~e 
oder in dem in w 1 fes~gese~zten Sinne Sebnlt~pun]~ der Curve C mit 
einer unendlieh benaehbarten geod~tischen Linie. Unter den Integralen 
yon (17) greffen wir nun diejenigen heraus, welehe fiir u = 0 verschwin- 
den. Ist u = a die Stelle, we sie zum ersten Male wieder versdnwinden~ 
so sind also u = 0 und u = a zwei auf einander folgende S c h n i t t ~ n . ~  
der-Curve C mit einer unendlich benachbarten geod~tisehen Linie. Wi t  
vergleichen nun (17) mit der Differentialgleichung 

d~y 1 
dU ~ + ~ y = O, 
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1 woria ~-~ die Minimal _kriimmung der G-Fliiche liings C sei also K ( u ) >  ~ ~__~-" 

Das Integral der letzten Differentialgleichung, welches fiir u =-0  vex- 
u 

schwinde~, ist y = C sin- K. Der n~chste W e r e ,  fiir den dieses Integral 

wieder verschwindet, ist u = x b. Aus dem Sturm'schen Satze folg~ daher 
a < ~b. Vergleicht man ~hnlich (17) rail 

d2y 1 
du ~ + ~ y = 0,  

1 wo ~ die Maximalkriimmung li~ngs C sein m6ge, so ergiebt sic]l a > ~a. 

a ist die Bogenl~nge eines Stiickes der geschlossenen geodiiL4schen Curve 
C, welches zwischen zwei auf einander s Sehni~tpunkten yon C 
mi~ einer unendlich benachbaxten geschlossenen geod~itischen Linie liege. 
Is~ die Anzahl dieser Scbnit~punkte 2m, so haben wit auch 2m solcher 
Stticke und bekommen daher, wenn L die Liinge der geschlossenen geo- 
di~tischen Curve C bedeute~ 

2 m ~ b  > L > 2 m ~ a .  

D a m  mindestens 1 ist, so is~ sicher L ~ 2~a. Wir haben demn~h 
den Satz: A u f  den G-F~chen besitzen die geschlossenen geodiitischen Linien 

1 
eine Ziinge L >~ 2~a,  fa~ts ~ die Maximalkriimmwag der l ~ h e  ist. Be- 

sonders hlteressan~ ist nun der Fall, wo liings einer der geschlossenen 
1 

geodii~ischen Linien C die G-Fl~iche constmlte Gauss'sche Kriimmtmg a- ~ 

besi~zl. Die zugehiirige Differen~ialgleichung (17), die dann 

d2y 1 
du'--n + ~ y  = 0 

lautet, hat als allgemeines Ini~gral 

y = A sin u_ + B cos --~. 
a 

Da nun. auf der G-Fli4che alle geods Curven geschlossen sein sollen, 
so muss nachw 1 y eine periodische Ftmction yon u sein. Fiir die L~knge 
L folg~ daher die Relation 

k L  
- -  =- 2h~t. 

Es is~ bier k = 1 zu nekmen, da wit zufolge unserer Anuahme eine go_ 
schlossene geod~fische Linie bloss einmal zu durchlaufen brauchen, bis 
sich die unendlich benachbarf~n schliessen. 2h ist die hnvahl der Schni~r 

/ 

ptmkCe, die C mit einer tmendl/ch benachbarten ebenfalls geschlossenen 
geodiitischen Linie begtz~. Is~ im besonderen 2h = 2, so erhalten wit 
Z = 2~a .  Der le~te Fall Iri~ nun gerade bei den singularitiilenfreien 
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Ro~a~ionsfl'~chen mit lau~er geschlossenen geodii~ischen Linien ein. L~,ngs 
des Aequa~ors is~ n~imlich die Kriimmung der Rota~ionsfl~ichen cons~u~ 

a~; ferner ha~ der Aequator mi~ einer unend!ich benachbar~en e~wa geo- 

di4~ischen Linie genau zwei Sch~i~unkCe gemeinsam, da s~mm~liche geo- 
d~itischen Curven die erw~hnten Rot~ionsfl~chen nur einmal umwinden. 
Es is~ also im vorliegenden Falle L ~-2xa .  Bedeut~t R den Radius des 
Aequa~orkreises, so is~ andererseits L ~ 2x/~. Es folg~ also a ~-/~. Wir 
ziehen daraus den Schluss: L~ings des Aequators einer singularitii~freiza 
Rotationsfl~he mit lauter geschlossenen geodtitischen Linien ist die Kriim- 
mung der Fl~iche gerade so gross, wie diejenige der Kugel, die den Aequator 
als grSssten Kreis hat. Anders ausgedriick~ lau~et dieser Sa~z: /)er 
Schmiegungskreis der Meridiancurve einer singularit~tenfreien l~otationsflSzhe 
mit lauter geschlossenen geod6tischen Linivn im Punkte (z----O~ r = 1~) ist 
dermi t  R um den Coordinatenanfang beschriebene Kreis. 

Zum Schlusse mSchte ich mix erlauben~ meinem hochverehr~en Lehrer 
Herrn Pros Dr. Hi lber t ,  der reich zu der vorliegenden Arbeit angeregt 
und sh~s mit fSrderndem Rathe unters~iitz~ ha~, meinen herzlichs~en Dan~ 
auszusprechen. 


