
I ber die Erfiillbarkeit gewisser Ziihlausdriieke. 
Von 

Wilhelm Ackermann in GSttingen. 

Die Herren Bernays und SchSnfinkel haben in einer kiirzhch er- 
schienenen Abhandlung 1) einige einfache F~lle der Entscheidungsprobleme 
fiir die Relationslogik behandelt und erledigk Es wurden dabei logische 
Ausdriicke betrachtet, die auger den logisehen Grundverkniipfungen ,, und". 
,oder ~, ,nicht", ,,wenn -- so", Pr~dikaten- und Relationsvariable und ferner 
All- und Seinszeiehen fiir Individuen enthiel~en. Derartige ~kusdriicke be- 
zeichnet man nach LSwenheim auch als Z~iMausdriieke. Die LSsung des 
Entseheidungsproblem~ im Bereiche der Z~hlausdrfieke bedeutet die Auf- 
findung eines Verfahrens, dureh das man imstande ist, festzustellen, ob 
ein vorgelegter Z~ihlausdruck bei bestimmten Einsetzungen fiir die variablen 
Pr~dikate und Relationen stets eine richtige kussage dars~ellt oder nicht 
Die so defmierte MIgemeingiiltigkeiC eines Z~ihlausdrucks kann noch yon 
der Anzahl der Elemente des Individuenbereichs abh~ingen, fiir den man 
sich die Pr~dikate und Relationen defmiert denkt. Die vollst~ndigste LSsung 
des Entscheidungsproblems ist die, in der die Abh~ngigkeit der Altgemein- 
giiltigkeit yon der Individuenanzahl genaa angegeben ist. 

Man kann sich bei den Z~hIausdriicken auf diejenigen beschr~nken, 
die die sogenannte ,Normalform" haben, d. h. bei denen die AH- und Seins- 
zeichen alle am Anfang der Formel stehen, und man wird die Z~hl- 
ausdrficke zweckm~iBig nach der Art der zu ilmen gehSrenden Kombinationen 
yon All- und Seinszeichen klassifizieren. 

In der Bemays-SchSnfinkelschen Arbei~ wurde die Frage nach der 
AlIgemeingiiltigkeit flit die folgenden Klassen yon Formeln beantworte~: 

1) P. Bernays und M. Sch~nfinkel, Zum Entscheidungsproblem der math. Log~k~ 
M ~  Anu~en 99 (1928). 
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Zun~iehst flit diejenigen Formeln, bei denen jedes vorkommende All- 
zeichen jedem vorkomraenden Existenzialzeichen vorangeht. Die allgemeins~e 
Gestalt dieser .Formeln isC 

(1) ( x~ ) ( x~ )  . . .  ( x k ) ( E y l )  . . .  ( E y : ) 2 ( x l ,  . . . ,  x~, y l ,  . . . ,  Yz). ~) 

Die F~ille, dab kein Existenzialzeichen oder kein Allzeichen vorkommt, 
sind dabei eingeschlossen. Dieser Fall (1) l~l~t sich sehr einfach behandeln. 

Besondere Schwierigkeiten bieten die F~ille, in denen ExistenziaL 
zeichen auch vor Allzeichen stehen. Der einfachste Fall ist hier 

(2) y). 
Fiir diesen wu~de in der genannten Arbeit ebenfalls ein Entscheidungs- 
verfahreu angegeben. 

In der vorliegenden Arbeit will ich zun~ichst allgemein den Fall be- 
handeln, dab auf ein Existenzialzeichen lauter Allzeichen folgen. Es handelt 
sich also um den Fall: 

(3) (Ex)  (y~) . . .  (y~)~(x, y~, . . . ,  y~). 

Welter sollen iiberhaupt die Ausdriicke betrachtet werden, bei denen nut 
ein Existenzialzeichen vorkommt. Der allgemeinsCe Fall ist hier: 

(4) : (x~) . . .  (x~) (Ey)  (~) . . . (z~)  ~ ( ~ , . . . ,  x ,  y, z~ , . . . ,  ~). 

Ubrigens beschriinke ich reich bei meinen Uberlegungen der Einfach- 
heir halber auf zweigliedrige Relationen. Die Ausdehnung auf mehrgliedrige 
Relationen macht aber keine sachlichen Schwierigkeiten. 

w 

Vorbereitungen und Angabe der Methode. 

Start die ~llgemeingiiltigkeit yon Zghlausdriicken zu betrachten, kann 
man auch nach ihrer Er/is fragen. Ein Z~ihlausdruck hei/~t er/i~'ll. 
bar, wenn es iiberhaupt eine bestimmte Einsetzung fiir die variablen 
Pr~idikate und Relationen gibt, so dal~ der Z~hlausdruck in eine richtige 
Behauptung iibergeht. Die Allgemeingiiltigkeit eines Z~hlausdrucks ist 
gleichbedeutend mit der Nichteffiillbarkeit des entgegengesetzten, d. h. aus 
dem urspriinglichen dutch Negation entstehenden Z~hlau~rucks. Fiir unsere 
Uberlegungen is~ es bequemer, uns mit der Erfiitlbarkeit zu besch~igen. 
Start nach tier Allgemeingiiltigkeit yon Ausdriicken des Typs (3) und 
(4), fragen wir daher nach der Erfiillbarkei~ yon Ausdriicken der folgen- 
den Form: 

~) Die Symbolik ist die gleiche wie in: D. ~ilbert u. W. Ackerra~-n, Grundziige 
der theoretischen Logik (Springer 1928) [zitiert im fo]genden als H.*~L]. 
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(3') 
(#) 

. - ( E v z )  y l ,  . . . ,  

Die Erfiillbarkeit oder Nichterfiillbarkeit eines bestimmten Z~hl- 
ausdruoks ist natiirlich ebenso eine Ftmktion der Anzahl der Elemente 
im zugrunde gelegten Individuenbereieh wie die Allgemeingiiltigkeit. Fiir 
einen Bereieh mit bestimmter endlicher Anzahl der Elemente ist nun die 
Entscheidtmg fiber die Erfiillbarkeit eines Ausdrucks ohne weiteres zu 
treffen. Man kann bier die Allzeichen mad Existenzialzeichen dutch end- 
lithe Konjunktionen bzw. Disjnn~ionen ersetzen, so dab sich dss Problem 
auf ein solches des Aussagenkalkiils reduziert, das keine Schwierigkeiten 
bietet3). 

Ich werde nun zeigen, dab fiir die Ausdriicke der Form (3 ' )und  (4') 
der folgende Satz gilt: 

Ist ein derartiger Z~hlausdruc]r i~berhaupt er/i~lZbar, so ist er auch 
schon in einem Individuenbereich yon beztimmter endlicher Anzahl der 
Elemente er/iiUbar. 

Mit der Angabe dieser zu einem bestimmten Ausdruck gehSrigen 
endlichen Anzahl ist das Entscheidungsverfahren gegeben. Diese Anzahl 
sei fiir einen bestimmten Z~ihlausdruck z. B. k. Flit einen Individuen- 
bereich der endlichen Anzahl k l~iBt sich, wie eben angeiiihrt, die Ent- 
seheidung iiber die Effiillbarkeit treffen. Entweder ist nun der betraohtete 
Z~hlausdruck fiir einen Bereich yon k Individuen nicht erfiillbar, dann 
gilt dasselbe fiir jeden Individuenbereich. Oder abet er ist fiir einen Be- 
reich yon k Individuen erffillbar, dana gilt dasselbe fiir jeden Bereich, tier 
eine grSBere Anzahl von Individuen enth~,lt4). Man braucht dann nut 
noch die Erfiillbarkeit des betreffenden Ausdrucks flit Individuenbereiehe 
tier Armahlen 1, 2, . . . ,  k - - 1  zu untersuchen, was sich wieder attf ein 
Problem des Aussagenkalkiils red~iert .  

Es kommt also darauf an, fiir jeden Z~hlausdruek der Form (3') 
oder (4') einen zugehbrigen endliohen Individuenbereich anzugeben, fiir 
den der Z~ihlausdruck erfiillbax sein muB, falls er nioht einen logischen 
Widerspruoh darstellt. Es sei iibrigens bemerkt, dab sich die angegebene 
Methode nicht ~ eine allgemeine LSsung des Entseheidungsproblems im 
Bereich tier Zghlausdriieke verwenden l~iBt, da es Z~hlausdriieke gibt, die 
fiir keinen end|ichen Individuenbereich erfiitlbar sind, woM abet fiir den 
abziih!bar unendIichenS). 

8) Vgl. H.-A., S. 79. 
4) VgL Bernays und Soh{infinkel, S. 8. 
s) Vgk H.-A., 8eite 80. 

1 
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w 

Die Behandlung der Z~ihlausdriieke yon der Form (x)(~,y)~[(~c,  y ) .  

Ich behandle in diesem Paragraphen den Bernays-SchSnfinkelschen 
Fall noch einmal, da an ihm das Wesentliche der yon mir benutzten 
Methode auch fiir die allgemeineren F~ille ldarer werden wird. Ich will 
zun~ichst noch die weitere E i n s c h r ~ n g  machen, dab die betrachteten 
Z/ihlausdriicke nur eine einzige variable Relation $' entha]ten. ~ (x ,  y) 
ist dann eine Aussagenverbindung, die aus den Grundaussagen F ( x ,  x), 
F(x,  y), E(y ,  x), .F(y, y) zusammengesetzt ist. Um dies anzudeuten, 
schreibe ich den Ziihlausdrack als 

(x)(Ey) OI(E(x, z), F(x, y), E(y,  x), .F(y, y)). 

Es sei dmser Ausdruck in irgendeinem Individuenbereich erfiillbar. 
q~o (x, y) mSge eine zugehSrige erfiillende Relation sein. Zu jedem Ele- 
ment x des Individuenbereichs kann man dann ein anderes y finden, so dab 

9/(qSo (x, x), q~o (x, y), q)o(Y, x), ~5o (y, y)) 

richtig ist. Wit denken uns flit jedes x eins der zugehSrigen y ausgew~i~lt, 
und bezeichnen es mit r (x). Es gilt dann allgemein, d. h. fiir jedes x: 

x), 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir a(x) mit al(x) ,  ~g(x) mit as(x), 
aa~(x) mit as(x ) usw. x o mSge irgendein willkiirlieh herausgeg~iffenes 
Element des Individuenbereichs bedeuten. 

Wir nehmen nun einen neuen Individuenbereich, der aus den Ele- 
menten 0, 1, 2 , . . .  besteht. Fiir diesen Bereieh definieren wir eine Re- 
lation q51 (x, y) wie folgt: 

Fiir alle i und k soll sein: 

(%(Xo) soll hier x o selbs~ bezeichnen. Das Zeichen ~ bedeutet, da]] die 
links und die reehts stehende Aussage den gleiehen Wahrheitswert-haben.) 

Fiir den neuen Individuenbereich gilt offenbax: 

(x)Ol(q~l(x,x), r  ~51(x + l ,  x), q b x ( x + l , x + l ) )  

Wit beweisen nun den folgenden 

Hilfssatz" Es m6ge eine ganze Zahl n ~ 3 und ein Element a des 
zuletzt erwdhnten Bereiches geben, so daft 

qSl (a,a)~.~ r (a ~-n ,a -~  n ). 

Dann ist unser Zdhlausdruck schon in einem Bereiche yon n Indi~.ddueu 
er/Vdlbar. 

Mathematische ~knnalem 100. 41 
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Beweis. Wit nehmen als Elemente des n-zahligen Bereichs a, a ~ 1, 
a-}- 2 , . . . ,  a ~ (n -- 1). Die erfiillende Relation qs~ (x, y) definieren wir 
wie folg~. ~ die Paare 

(a-~i ,a-~i) ,  (a-~-i,a-}-i~-l) und ( a + i ~ - l , a ~ - i ) ,  

wo 0 _~ i _~ n -  2, stimmt q5 2 mit ~1 iiberein. Ferner ist 

~ ( a - ~ n - -  1, a ) - . ~ l ( a ~ - n - -  1, a + n ) ,  

~b~(a,a~-n-- 1)~.~q51(a+n,a-~-n-- 1). 

D a n  ~ 3, steht diese letzte Festlegung nicht mit den vorigen in 
Widerspruch. Im iibrigen ist ~ beliebig. Wit ordnen nun jedem Ele- 
ment x des Bereiches a, a-~- :[, . . . ,  a - } - ( n - -  1) ein anderes fl(x) zu. Fiir 
x =  a, . . . ,  a + (n -- 2), ist das x ~ - l ,  flit a ~ - ( n - - 1 ) ' a .  Aus unserer 
Definition der Relation ~ ergibt sich dann, dal~ 

flit alle x eine riehtige Aussage darstell~. 
Der Z~hlansdruck 

(x) (Ey) 9~(~'(x,x), F(x,y), $' (y ,x) ,  F(y,y)) 

ist also in dem Bereich a, a ~ l ,  . . . ,  a -[- (n ~ 1) erfiillbar. 
Damit ist der ttilfssatz bewiesen. 
Demnaeh geniigt es, wenn wir in dem Bereich 0, 1, 2, . . .  ein Element a 

und eine ganze Zahl n yon der angegebenen An finden. Nun mulil rain- 
destens einer de~ folgenden drei 

r  

~1 (3, 
~1(0, 

Daraus ergibt sich, dal3 der 

F~,lle zutreffen: 

0) (8,3), 
3) ~ r  6), 

O) ~ ~,  (6 ,6) .  

Z~hlausdruck 

(x) (Ey) 91(~(x,x), F(x,y), ~(y,x), F(y,y)), 

wenn is schon /is einen Bereich mit der Individuenanzah~ 6 er- 
/i~Ubar ist. 

Die LSsung des Entseheidungsproblems ist damit flit den betrach~eten 
Fall gegeben. 

Ich lege iibrigens keinen Weft darauf, dab 6 oder die Zahlen, die ieh 
flit die komplizierteren F~lIe-angeben werde, die kleinsten ZahIen dieser 
Art sin& Es kommt mir nicht darauf an, ein rechnerisch mSglichst ein- 
laches Entscheidungsveffahren zu linden, sondern es soil nut die prin- 
zipieIle MSglichkeit der Entscheidung mit mSglichst einfachen Mitteln dar- 
getan we~dem 
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Die Methode, die bei dem behandelten Falle angewaadt wurde, beruhte 
darauf, da~ gewisserma~en das Element a + n m i t a  identifmier~ und die 
Definition der Funktion q5 entsprechend abge~dert  wurde. 

Falls der Ausdruck (x) ( B y )  ~I(x ,y)  nicht eine, sondexn n variable 
Relationen F 1 (., . ) , . . . ,  F . ( . ,  .) enth~ilt, so wird ganz ~hnlich verfahren. 
Der Ausdruck ~l(x, y) setzt sich bier dutch Verbindung der 4 n Grand- 
aussagen 

FI(y,y) 
�9 * �9 Q ~ �9 �9 t Q �9 �9 �9 Q * �9 �9 �9 �9 

zusammen. Wit denken uns wieder das zu einem x gehSrige y mit a(x )  
bezeichnet, und kSnnen in derselben Weise wie friiher zu einem Bereich 
fibergehen, der aus den Elementen 0 , 1 , 2 , . . .  bes~eh~ und ~ den a(x) 
gleich x ~ 1 ist. Die n erfiillenden Relationen in diesem Bereich seien 

Entsteht 9~' (x, y) aus 2 ( x , y )  dadu~ch, dab fiir 2'1, . . . ,  ~ '  die Relationen 
q51, r  ~5 eingesetzt werden, so gilt (x) 9ff (x, x + 1). 

Betrachten wit nun irgendein Element a dieses Bereiches. Fiir die 
Verteilung von Wah~heit, bzw. Falschheit auf die n Aussagen 

~ l ( a , a ) ,  ~5~(a,a), . . . ,  ~,~(a,a) 

gibt es insgesamt 2 ~ MSglichkeiten; ~ jedes Element a liegt eine dieser 
~I6glichkeiten vor. 

Es gilt nun der folgende 

Satz" Falls m eine ganze Zahl ~_ 1 ist, so sind bei der Folge yon 
Elementen 0, 1 , . . . ,  3(m ~ 1) mindestens m Mdglichkeiten eingetreten, 
oder aber der Zdhlausdruck ist schon in einem Individuenbereich er/iilb 
bar, der nut  aus 3 - ( m -  1) Elementen besteht. 

Wit beweisen die Behaup~ung dutch Induktion naeh m. Fiir m = 1 
ist sie offenbar richtig. Ffir ein bestimmtes m sei sehon alles gezeigt, und 
wit gehen je~zt zu (m + 1) fiber. Der ungiinstigste Fall ist der, dab bis 
zum Gliede 3 ( m -  1) genau m MSglichkeiten vorgekommen sin& Wit 
nehmen nun die Elemente 3 m -  2, 3 m -  1, 3 m hinzu. Kommt bier 
eine weitere MSgliehkeit hinzu, so ist es gut. hndernfalls kommt unter 
0, 1 , . . . ,  3 m -  3 ein Element c vor, so da~ 

�9 �9 �9 �9 t �9 �9 . * �9 �9 

41" 
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Wir zeigen dann, dab der Zghlausdruek in dem Bereieh, der aus den 
Individuen 0, 1 , . . . ,  3 m -  1 besteht, effiillbar ist. Zu diesem Zweek 
definieren wit in diesem Bereich n Relationen 4)~(x, y),  . . . ,  ~ ( x , y ) w i e  
folgt: 

Riir alle i (1 ~ i _~ n)  und alle k(0  ~ k ~ 3 m --  2) soll sein 

r (lc -~ 1, k) ~ ~5~' (/r q- 1,1r 

Ferner sei fiir alle f 

Es werden also gewissermai~en die Elemente c and 3 m identifiziert. 
Die beiden letzten Festlegungen stehen nieht mit den vorhergehenden im 
Widerspruch, da 3 m --  1 =~ c ~ 1. Im iibrigen ist die Definition der Rela- 

! ! 

tionen qbl, . . . ,  q~n beliebig. ~ Wir bezeichnen nun den Ausdruck, der aus 
9~ (x, y) dadurch entsteht, dal~ fiir F ~ , . . . ,  F,~ die bestimmten Relationen 
r  r eingesetzt werden, mit 9 f f ' ( x , y ) .  Ss bedeute ferner f l (x )  
fiir ein Element x ( 0 ~ _ ~ x ~ 3 m - - 2 )  das Element x q - 1 ;  f l ( 3 m - - 1 )  
sei gleich v. Es gilt dann fiir den aus 0, 1 , . . . ,  3 m - - 1  bestehenden 
Bereich 

9 ! der Giiltigkeit von (x) ~ (x, x if- 1) in dem Bereiche Das folgt aus 
0, 1, 2, . . . .  

Das Bestehen von (x) 9/" (x,  fl (x))  besagt aber, dal~ der Z~i~hlausdruck 
(x) (E  y) ~ (x, y ) in einem aus 3 m, oder 3 ((m ~ 1 ) -- 1 ) Individuen be- 
stehenden Bereich erfiillt ist. Unser Satz ist damit bewiesen. 

Wir wenden diesen Satz jetzt an fiir m ~ 2 ~ -~ 1. Da es nur 2 ~ MSg- 
lichkeiten gibt, so erhalten wit: 

Unser Zdhlausdruck ( x ) ( E y) 9~ ( x , y ) 
yon 3 .2  ~ Individuen er]i~llbar. 

Damit ist die Entscheidangsfrage fiir 
(x) (E  y) 9.I (x, y) volIstiindig erledig~. 

ist schon in einem Bereiche 

die Zghlausdriicke der Form 

w  

Die Behandhmg der Z~hlausdriicke der Form 

(x) (Eyl )  (x,  Yl, . . . ,  

Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, dab hinter dem Allzeichen 
nicht nut  ein, sondern allgemeiner / Existenzialzeichen vorkommen. Die 
h.azahl der vorkommenden Relationen sei wieder n.  



Erfiillbaxkeit yon Z~,hlausdriieken. 645 

Der Ausdruck sei in irgendeinem Bereich dutch die Relationen 
~ ( x , y ) , . . . ,  r erfiillt. Durch die Einsetzung dieser bestimmten 
Relationen fiir die Relationsvariablen gehe 9~ (x, y~, . . . ,  Yz) in ~ '  (x,  y~ , . . . ,  y~) 
iibe~. Wit  kSnnen uns jedem Element x eindeutig 1 andere Elemente 
~ (~) ,  ~., (~ ) ,  . . . ,  ~ ( ~ )  ~eo~dnet de.ken, ~o dab 

(x)(~J' (x,,~l (x), ,~_ (x),...,  ~, (x)) 

eine richtige Aussage ist. x o sei ein willkiirlich herausgegriffenes Element. 
Dem Element x o sind dann die 1 Elemente r162 
zugeordnet, einem Element %(xo) die I Elemente a~ai(Xo)...,az%(xo). 
Wit k5nnen uns diese Zuordnung dutch das folgende Schema veranschau- 
lichen. 

/Q\ / 
- ~ 1 ( ~ o ) . . -  ~ , ~ ( ~ o )  ~ ~.-(~o) �9 

/ Q  
/ /  \,,, 

/ 
.~. (~o) ... 

\ \  

. .  ~ %  (Xo) . . .  

/ \ 

. . . �9 �9 �9 �9 . 1 .  �9 ~ �9 �9 . - 

In dem oben angeschriebenen Schema brauchen natiirlich nicht atle 
Elemente verschieden zu sein. Wir k5nnen sie abet immer als verschieden 
annehmen, und sie mit  

/ (  

/ 
/ 

/ 
/ 

(2) 
/ / x , \  

\ 
\ 

\ 
\ 

. . .  \ \ ( z )  

(11) . . .  (1 l ) . . .  ( 2 1 ) . . .  ( 2 / ) . . .  < / 1 ) . . .  (ll) 

bezeichnen. Wit brauchen n~mlich fiir diesen neuen Bereich nut n Relationen 
r ~ '  . - . ,  n zu defmieren, so dab immer gilt" 

r [(al  . . .  a~), ( h i . . .  br)] ~ r  �9 - �9 a,,~ (xo), abk... ~b, (ZO)" 

Einem beliebigen Element (al ,  . . . ,  a s )  shad hier die" l Elemente: 

( a  1, . . . ,  a ,~ ,  1 ) ,  ( a l ,  . . . ,  a m,  2) , . . . ,  (a l , . . . ,  a,~, l) 
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zugeordnet. Entsteht 9/" (x, Yl, .--,  Y~) aus 9I (x, yl, . . . ,  y~) dadurch, dal~ 
. . . ,  ~ '  eingesetzt werden, so ist flit fiir $'1, F ,  die Relntionen r . . . ,  n 

ein beliebiges Element ( a l , . . . ,  a~)" 

9.1" [(al, . . . ,  a~), ( a l , . . . ,  a~ 1 ) , . . . ,  ( a l , . . . ,  a,,l)] 

eine riehtige Behauptung. 
Zu dem ,,Stammbaum" eines Elementes (a 1 . . .  am) in dem zuletzt 

genannten Schema rechnen wit alle Elemente, deren Bezeichnung mit 
( a l , . . .  , a , , , . . . )  beginnt. Es diirfte klar sein, was man unter den 1 Ele- 
menten zu verstehen hat, die zum 1. Gliede des Stammbaumes eines be- 
stimmten Elementes gehSren, unter den t '~ Elementen, die zum 2. Gliede 
des Stammbaumes gehSren, usw. 

Wit greifen nun irgend 1 Elemente bx, b~, . . . ,  b z heraus, die einem 
anderen Elemente zugeordnet sin& Fiir die Verteilung von Wahrheit 
bzw. Falsehheit auf die n-I  ~ Aussagen 

gibt es dann 2 ~'~" MSglicbkeiten. 
SCi nun m eine ganze Zahl :> 1. Wir betrachten die MSglichkeiten 

der oben genannten Art, die ffir zusammengehSrige 1 Elemente eintreten. 
Es gilt dann Aer folgende Satz" In dem 2tammbaum eines beliebigen 
Elementes sind bis zum (3 m ~ 2)-ten Gliede mindestens m verschiedene 
MSglichkeiten eingetreten, oder abet der Zdhlausdruck ist schon in einem 

l s i n - ' 2 -  1 
Individuenbereich er/iillt, der nut  aus l - z  Elementen besteht (1 ~ 2). 

Der Beweis geschieht dutch Induktion nach m. Fiir m ~-1 stimmt 
die Behauptung. Fiir ein bestimmtes m sei sehon alles gezeigt. Bis zum 
( 3 m -  2)-ten Gliede sind also ungiinstigstenfalls genau m MSglichkeiten 
eingetreten. Wit nehmen nun weitere Elemente bis zum (3m + 1)-ten 
Gliede. Kommt bier eine neue MSgliehkeit vor, so ist es gut. Andernfalls 
zeigen wit, daiS der Zghlausdruek sehon in dem Bereich erfiillt ist, der 
aus den Elementen bis zum 3m-ten Gliede besteht. 

Es gilt n~imlieh folgendes: Jede YISgliehkeit, die bei 1 zusammen- 
geh5rigea Elementen des (3 m -}- 1)-ten Gtiedes vorkommt, wurde auch 
schon bis z!m (3 m -  2)-ten Gliede vertreten, aud wit. kSnnen dort fiir 
jede derartige MSglichkeit einen Repr~-sentanten von l zusammengehSrigen 
Elementen ausw~,hlen. Fiir die MSgliehkeit ~r)~ seieu alas ail,  a ~ , . . . ,  a~z. 
Liegt nun fiir I zusammengehSrige Elemente des ( 3 m +  1)-ten Gliedes 
ha, b~, . . . ,  b z die MSglichkeit ~0~ vor, so wird gewissermal~en jedes b~ 
mit ai~ identifiziert, d. h. in dem neuen Bereiche, der nut aus den Ele- 
menten his zum 3m- ten Gliede besteht, wird einem Element a des 3 m- ten 
Gliedes, falls ibm vorher b~, . . . ,  bz entsprach, jetzt a~ ,  . . . ,  a~z zuge- 
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ordnet. Die neuen erfiillenden Funktionen qs~' , . . . ,  q5~ p werden so fest- 
gelegt, dab 

�9 / (a ,  a~ )  ~ 45 (a ,  b~). 

Im iibrigen bleiben die Relationen unver~nder~ ffir die Paare, die 
aus einem Element und seinem zugeordneten bestehen. Da a nicht in dem 
auf ai~ folgenden Glied steht, so ist das mSglich. Man erkennt nun leicht, 
dal~ auch in dem neuen Bereich der Z~hlausdruck 

y l , . . . ,  

erffillt ist. Da der neue Bereich aus 

13m+1- 1 Elementen 
" ' "  ~ 1 - - 1  

besteht, so ist unser Satz bewiesen. 

Wir wenden den Satz nun an fiir m =  2~'1~-~ - 1. Da es nut 2 ~'l~ 
M5glichkeiten gibt, so erhalten wir das Resultat:  

Bin ZdhlausdrucIc yon der Form ( x ) ( E y ~ ) . . .  (Eyz )O1(x , y  ~, . . . ,  Yz) 
ist, ]alls i~berhaupt, schon in einem Individuenbereich er/iillt, der nut  

/ 3 . 2 n z ~ +  1 - -  1 

aus Elementen besteht. 
l - - 1  

w 

Die Behandlung der Ziihlausdriicke yon der Form 

( E x , )  . . .  ( E x k ) ( y )  ( / ~ z , )  . . .  ( E z ~ )  9.I ( x l ,  . . . ,  x k ,  y ,  z , ,  . . . ,  zz) .  

Wir erweitern jetzt unsere Betrachtungen auf diejenigen Z~hlausdrficke, 
bei denen einer Kombination von der Form ( y ) ( E z l ) . . . ( E z ~ ) n o c h  eine 
beliebige endliche Anzahl k yon Existenzialzeichen vorangeht. Die er- 
fiillenden Relationen seien r ~ ,  . . . ,  (P~. 

9~ (xl ,  . . . ,  x~, y, z~, . . . ,  zz) gehe nach Einsetzung dieser Relationen 
in ~ '  (x~, . . . ,  x k, y, z 1, . . . ,  zz) fiber. Es gibt dann in dem zugrunde ge- 
legten Individuenbereich /~ Elemente x ~ x~~ . . . ,  x~, so dal~ 

. . .  . . . ,  y ,  

eine richtige Aussage darstellt. Die zu einem bestimmten y gehSrigen 
Elemente kSnnen wit uns eindeutig best immt denken and bezeiehnen sie 
mit  ~x (y), . . . ,  r Wir diiffen nun annehmea, da~ der Iudividuenbereich 

o ., x~ sind alle versehieden, wit be- die folgende Gestalt hat:  Die x ~ x~ , . .  
zeichnen sie mit 0', 0 ~', . . . ,  0 (k). Zu jedem dieser /r Elemente denken 
wir uns einen sieh immer l - l a th  verzweigenden SCammbaum, wie wit ihn 
im vorigen Paragraphen hattem 
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O' 0"  . . . . . . . .  0 ~ 

/ i \ \  / ., \ 
(~ ) '  I ~ ) ' . . .  (~)' ( 1 ) "  . . .  (~)" ( ~ ) '  . . .  {~)" 

( 1 1 ) '  . . . . .  ( 1 1 ) " . .  . ( 1 1 )  ~ . . . . . .  

Die zu einem Element y gehSrigen zl, z~ , . . . ,  z~ sind dutch das n~hste  
Glied des zu y gehSrigen Stammbaumes gegeben. Z.B.  gehSren zu einem 
Element (11)i die 1 Elemente 

( 111 )i, ( 112 ) i , . . . ,  (111) i. 

Und entspreehend ist z. B. 

2 '  (0', 0 " , . . . ,  0 ~, (11) ~, (111) i, (112) ~, . . . ,  (11/) ~) 

eine richtige Aussage. Wit diirfen ferner annehmen, da~ die versehiedenen 
Sgammb~ume kein Element gemeinsam haben. 

$edem Element des neuen Bereichs ist n~mlich ein bestimmtes des 
alton Bereichs zugeordnet, z. B. ist das fiir(123) ~ das Element a3 a2 a~ (x~ 
und man definiert in dem neuen Bereich n Relationen so, dag ihr Zu- 
treffen flit ein Paar yon geordneten Elementen davon abhgngt, ob die 
urspriinglichen Relationen fiir das entsprechende Paar yon Elementon zu- 
trafen oder niche. 

Betrachten wir ein geordneges Paar (0 i, 0J). Fiir irgendein q~ sgellt 
~5~(0 i, 0 j) eine bes~immte Aussage dar, die wahr oder fa]sch sein ]~ann. 
Wit wollen diese Aussage mit /'~- bezeichnen. Die Zuordnungen der Ele- 
mente denken wir uns dutch fl~ (x), . . . ,  fi~(x) gegeben. 

(y) 9/' (0 ' ,  . . . ,  0 k, y, fl~ (y),  . . . ,  flz(Y)) ist eine dchtig~ Aussage. Aus 
der Richtigkeit der Aussage und der besonderen Natur der fl folgt, da]3 auch 

( E ~ ) . . . ( Z ~ ) ~ ' ( o ' . . . , O ~ , O ' , ~ I , . . . , ~ )  . 

,~ ( E z ~ )  . . . ( Ez~) ~ '  ( 0 ' . . .  0 ~, 0", z~ , . . . ,  z~) 

,~ . . .  ,~ ( E z ~ ) . . .  (E~)  ~ '  (0', . . . ,  0 ~, 0 ~, ~ ,  . . . , ~ )  
~ ( y ) ( E ~ ) . . .  ( E ~ ) ~ '  ( 0 ' , . . . ,  0 ~, y, ~, . . . ,  ~) 

eine richtige Aussage ist, und zwar beziehen sich bier s~mtliche All- und 
Existenzialzeichen nur auf den Bereich, der aus dem urspriinglichen ent- 
stoht, wenn man die Elemente 0 ' , . . . ,  0 } fortliiBt. 

Wit kSnnen die letzte hussage auf die Nozmalform bringen, indem 
wit das Allzeichen zuerst setzen und die (k -~- 1). 1 Existenzialzeiehen folgen 
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lassen. Der so entstehende Z~hlausdruck enthglt n Relationen ~1 ( x ,  y), . . . ,  
q5 n ( x ,  y ) ,  ferner 2 k n Prgdikate 

+1 (o', ~) , . . . ,  +1 (o ~, x); +1 (~, o'), . . . ,  +1 (~, o~), 
�9 . . �9 ~ �9 . �9 * �9 ~ �9 + �9 . ~ o * �9 ~ ~ . �9 ~ 

r  (0', x), . . ., +~(o~,~);  + , ( ~ , 0 ' ) , . . . ,  r  
Im ganzen kommen n ( l  4 - 2 k )  Funktionen vor. Aut~erdem enth~lt er 
noch die bestimmten Aussagen F ~ .  

Nach dem i m w  3 bewiesenen Satz ist der Z/~hlausdruck in einem 
Bereieh erfiillbar, der aus 

[(k+ 1) l] a'e~ <1+~, <k+~)--,: + 1--'1 
( k + l ) Z - 1  

Elementen besteht. 
Die erfiillenden Relationen und Pr~dikate seien 

+;(x, v), +;(~ ,  v), . . . ,  +;(~,  v); 
~ (z) , . . . ,  ~ ( , ) ;  x .  (~) , . . . ,  x~(~) ,  
�9 . . ~ �9 . * . ~ ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 

~ ( ~ ) ,  . . . ,  ~ ( x ) ;  x~i~) ,  . . . ,  x~(~) .  
Wit fiigen nun zu dem letzten Bereich wieder die Elemente 0 ' ,  0" ,  . . . ,  0 k 

hinzu und erg~inzen die Definition yon ~5~,... ,  ~"  flit diesen Beteich 
so, dab 

Man iiberzeugt sich dann leicht, dab 

( E x ~ )  . . .  ( E x , ) ( y ) ( E z x )  . . .  ( E z , ) 9 1 ( x ~ ,  . . . ,  xk ,  y ,  z~, . . . ,  zk)  

in diesem Bereich dutch die Funk~onen q~, ~ '  erfiillbar ist. �9 * ' ~  n 

Wir haben damit das Resuttat:  

1st e in  Z ( i h l a u s d r u c k  yon  der  F o r m  

( E x x )  . . .  ( E x ~ ) ( y ) ( E z ~ )  . . .  ( E z z )  9 I ( x~ ,  . . . ,  x , ,  y ,  zx, . . . ,  zk) 

i~berhaupt  er/i~llbar, so g i l t  das  a u c h  schon  liar e inen  B e r e i c h  yon  

[(2+1)/] 8"~ <~+~) <k+~- z=+l-  1 
( t~-t- 1) l -- 1 -~- k I n d i v i d u e n .  

(Eingegangen am 9. 2. 1928.) 


