Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zihlausdriicke.
Von

Wilhelm Ackermann in Géottingen.

Die Herren Bernays und Schoénfinkel haben in einer kiirzlich er-
schienenen Abhandlung') einige einfache Falle der Entscheidungsprobleme
fiur die Relationslogik behandelt und erledigt. Es wurden dabei logische
Ausdriicke betrachtet, die auBer den logischen Grundverkniipfungen ,und¥,
w»oder“,  micht“, ,wenn — so“, Pradikaten- und Relationsvariable und ferner
All- und Seinszeichen fiir Individuen enthielten. Derartige Ausdriicke be-
zeichnet man nach Loéwenheim auch als Zihlausdriicke. Die Losung des
Entscheidungsproblems im Bereiche der Zahlausdriicke bedeutet die Auf-
findung eines Verfahrens, durch das man imstande ist, festzustellen, ob
ein vorgelegter Zahlausdruck bei bestimmten Einsetzungen fiir die variablen
Pradikate und Relationen stets eine richtige Aussage darstellt oder mnicht,
Die so definierte Allgemeingiiltigkeit eines Zahlausdrucks kann noch von
der Anzahl der Elemente des Individuenbereichs abhingen, fiir den man
sich die Pradikate und Relationen definiert denkt. Die vollstindigste Losung
des Entscheidungsproblems ist die, in der die Abhingigkeit der Allgemein-
giiltigkeit von der Individuenanzahl genau angegeben ist. :

Man kann sich bei den Zihlausdriicken auf diejenigen beschrinken,
die die sogenannte ,Normalform* haben, d. h. bei denen die All- und Seins-
zeichen alle am Anfang der Formel stehen, und man wird die Zahl-
ausdriicke zweckmaBig nach der Art der zu ihnen gehdrenden Kombinationen
von All- und Seinszeichen klassifizieren.

In der Bernays-Sehonfinkelschen Arbeit wurde die Frage nach der
Allgemeingiiltigkeit fiir die folgenden Klassen von Formeln beantwortet:

1) P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entscheidungsproblem der math. Logik,
Math. Annalen 99 (1928).
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Zunichst fir diejenigen Formeln, bei denen jedes vorkommende All-
zeichen jedem vorkommenden Existenzialzeichen vorangeht. Die allgemeinste
Gestalt dieser Formeln ist

(1) (%) (xz) s (2) (Byy) - (By ) U(Zgs - s Zys Yy o5 Yp)- 3
Die Fille, dafl kein Existenzialzeichen oder kein Allzeichen vorkommt,
sind dabel eingeschlossen. Dieser Fall (1) 188t sich sehr einfach behandeln.
Besondere Schwierigkeiten bieten die Fille, in denen Existenzial-
zeichen auch vor Allzeichen stehen. Der einfachste Fall ist hier

(2) (Bz)(y)U(=, ¥)-
Fiir diesen wurde in der genannten Arbeit ebenfalls ein Entscheidungs-
verfahren angegeben.

In der vorliegenden Arbeit will ich zunichst allgemein den Fall be-
handeln, da auf ein Existenzialzeichen lauter Allzeichen folgen. Es handelt
sich also um den Fall:

(3) (B2)(y,)--- (@) U(s Yys -5 9)-

Weiter sollen iiberhaupt die Ausdriicke betrachtet werden, bei denen nur
ein Existenzialzeichen vorkommt. Der allgemeinste Fall ist hier:

(4) () - (2) (By) (7)) W(Tys oo s B Y 215 -+ -5 7))

Ubrigens beschrinke ich mich bei meinen Uberlegungen der Einfach-
heit halber auf zweigliedrige Relationen. Die Ausdehnung auf mehrgliedrige
Relationen macht aber keine sachlichen Schwierigkeiten.

§ 1.
Vorbereitungen und Angabe der Methode.

Statt die Allgemeingiiltigkeit von Zihlausdriicken zu betrachten, kann
man auch nach ihrer Erfillbarkeit fragen. Ein Zahlausdruck heillt erfill-
bar, wenn es iiberhaupt eine bestimmte FEinsetzung fiir die variablen
Pridikate und Relationen gibt, so dafl der Zahlausdruck in eine richtige
Behauptung iibergeht. Die Allgemeingiiltigkeit eines Zahlausdrucks ist
gleichbedeutend mit der Nichterfiillbarkeit des entgegengesetzten, d. h. aus
dem urspriinglichen durch Negation entstehenden Zahlausdrucks. Fiir unsere
Uberlegungen ist es bequemer, uns mit der Erfiillbarkeit zu beschéftigen.
Statt nach der Allgemeingiiltigkeit von Ausdriicken des Typs (3) und
(4), fragen wir daher nach der Erfiillbarkeit von Ausdriicken der folgen-
den’ Form:

%) Die Symbolik ist die gleiche wie in: D. Hilbert u. W. Ackermann, Grundziige
der theoretischen Logik (Springer 1928) [zitiert im folgenden als H.-AL
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(8") (x)(Ey,) ... (By)A(x, yy5 -- > 4;)
(4) (Bzy)...(Bx)(y)(Bz) ... (Bz)W(2ys v s Y 205+ - o5 )

Die Erfiillbarkeit oder Nichterfiillbarkeit eines bestimmten Zghl-
ausdrucks ist natiirlich ebenso eine Funktion der Anzahl der Elemente
im zugrunde gelegten Individuenbereich wie die Allgemeingiiltigkeit. Fiir
einen Bereich mit bestimmter endlicher Anzahl der Elemente ist nun die
Entscheidung iiber die Erfiillbarkeit eines Ausdrucks ohne weiteres zu
treffen. Man kann hier die Allzeichen und Existenzialzeichen durch end-
liche Konjunktionen bzw. Disjunktionen ersetzen, so da8 sich das Problem
auf ein solches des Aussagenkalkiils reduziert, das keine Schwierigkeiten
bietet3).

Ich werde nun zeigen, dafl fiir die Ausdriicke der Form (3’) und (4')
der folgende Satz gilt:

Ist ein derartiger Zdhlausdruck iberhaupt erfillbar, so ist er auch
schon in einem Individuenbereich wvon bestimmier endlicher Anzahl der
Elemente erfillbar.

Mit der Angabe dieser zu einem bestimmten Ausdruck gehérigen
endlichen Anzahl ist das Entscheidungsverfahren gegeben. Diese Anzahl
sel fiir einen bestimmten Zihlausdruck z. B. k. Fir einen Individuen-
bereich der endlichen Anzahl k 148t sich, wie eben angefithrt, die Ent-
scheidung iiber die Erfiillbarkeit treffen. Entweder ist nun der betrachtete
Zshlausdruck fiir einen Bereich von k Individuen nicht erfiillbar, dann
gilt dasselbe fiir jeden Individuenbereich. Oder aber er ist fiir einen Be-
reich von %k Individuen erfiillbar, dann gilt dasselbe fiir jeden Bereich, der
eine groBere Anzahl von Individuen enthalt*). Man braucht dann nur
noch die Erfiillbarkeit des betreffenden Ausdrucks fiir Individuenbereiche
der Anzablen 1,2,...,%k—1 zu untersuchen, was sich wieder auf ein
Problem des Aussagenkalkiils reduziert.

Es kommt also darauf an, fiir jeden Zzhlausdruck der Form (3')
oder (4') einen zugehorigen endlichen Individuenbereich anzugeben, fiir
den der Zshlausdruck erfiillbar sein muB, falls er nicht einen logischen
Widerspruch darstellt. Es sei iibrigens bemerkt, daB sich die angegebene
Methode nicht fiir eine allgemeine Losung des Entscheidungsproblems im
Bereich der Zahlausdriicke verwenden 148t, da es Zihlausdriicke gibt, die
fiir keinen endlichen Individuenbereich erfiillbar sind, wohl aber fiir den
abzahlbar unendlichen5).

%) Vgl. H.-A,, 8.79.
%) Vgl Bernays und Schonfinkel, S. 3.
5) Vgl. H.-A., Seite 80.
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§ 2.
Die Behandlung der Zihlausdriicke von der Form (x)(Evy) U (x, y).

Ich behandle in diesem Paragraphen den Bernays-Schonfinkelschen
Fall noch einmal, da an ihm das Wesentliche der von mir benutzten
Methode auch fiir die allgemeineren Fille klarer werden wird. Ich will
zundchst noch die weitere Einschrinkung machen, daBl die betrachteten
Zahlausdriicke nur eine einzige variable Relation F enthalten. U (z, y)
ist dann eine Aussagenverbindung, die aus den Grundaussagen F(z,z),
F(z,y), F(y,z), F(y,y) zusammengesetzt ist. Um dies anzudeuten,
schreibe ich den Zihlausdrueck als

(z)(By)A(F (2, %), F(z,y), F(y, z), F(y, 9)).
Es sei dieser Ausdruck in irgendeinem Individuenbereich erfiillbar.

D, (x,y) moége eine zugehdrige erfiillende Relation sein. Zu jedem Ele-
ment 2 des Individuenbereichs kann man dann ein anderes ¥ finden, so daf

%(@O(a«;, x): @O(x: y)a QO(y? x)) ®0 (y’ y))

richtig ist. Wir denken uns fiir jedes x eins der zugehdrigen y ausgewihlt,
und bezeichnen es mit ¢ (z). Es gilt dann allgemein, d. h. fiir jedes z:

(D, (z, ), Py (z, e(), Py (e(x), ), Py(e(2), ().
Zur Abkiirzung bezeichnen wir e(z) mit e, (z), ¢e(z) mit «, (z),
coc(x) mit o (z) usw. x, moége irgendein willkiirlich herausgegriffenes
Element des Individuenbereichs bedeuten. '

Wir nehmen nun einen neuen Individuenbereich, der aus den Ele-
menten 0,1, 2, ... besteht. Fiir diesen Bereich definieren wir eine Re-

lation @, (z, y) wie folgt:
Fiir alle 7 und % soll sein:
D, (4, k) ~ Do (e;(2y), @, (%))
(@, (x,) soll hier z, selbst bezeichnen. Das Zeichen ~ bedeutet, daB die

links und die rechts stehende Aussage den gleichen Wahrheitswert- haben.)
Fiir den neuen Individuenbereich gilt offenbar:

() U (D, (z,x), D, (2, 2+ 1), D (x4 1,2), D, (x4 1,2+ 1))
Wir beweisen nun den folgenden
Hilfssatz: Es moge eine ganze Zahl n > 3 und ein Element a des
zuletzt erwdhnien Bereiches geben, so daf *
b (a,a)~ D (a+n,a+n).

Dann ist unser Zahlausdruck schon in einem Bereiche von n Individuen
erfillbar.

Mathematische Annalen. 100. 41
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Beweis. Wir nehmen als Elemente des n-zahligen Bereichs a,a -1,
a+2,...,a+(n—1). Die erfilllende Relation ®,(x,y) definieren wir
wie folgt. Fiir die Paare

(a+i,a+1¢), (a+4,a+2+1) und (e+7+1,a47),
wo 0 L7 n— 2, stimmt @, mit P, iiberein. Ferner ist
D, (a+n—1,a)~D, (a+n—1,a+n),
D,(a,a+n—1)~ D, (a+n,a-+n—1).

Da n >3, steht diese letzte Festlegung nicht mit den vorigen in
Widerspruch. Im iibrigen ist @, beliebig. Wir ordnen nun jedem Ele-
ment 2 des Bereiches @, a4 1,...,@+ (n— 1) ein anderes f(z) zu. Fiir
x=@a,....,a+(n—2), ist das x4 1, fiir e +(» — 1):a. Aus unserer
Definition der Relation @, ergibt sich dann, da8

(@ (z,2), Dy(x, f(2)), Py(B(x), z), D,y(B (), /3(:1: ))
fir alle 2 eine richtige Aussage darstellt.

Der Zghlausdruck

() (By) U(F(z,z), F(z,9), Fly,z), F(y,y))

ist also in dem Bereich a,a +1,...,a-+ (n — 1) erfiillbar.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Demnach geniigt es, wenn wir in dem Bereich 0, 1, 2, ... ein Element @
und eine ganze Zahl n von der angegebenen Art finden. Nun mufl min-
destens einer der folgenden drei Fille zutreffen:

P,(0,0) ~ D,(3,3),

b (3,3)~D,(6,6),

P.(0,0)~ D,(6,6).

Daraus ergibt sich, daBl der Zdhlausdruck
(z) (By) A(F (2, z), F(z,y), Fy,2), F(y,9)),

wenn dberhaupt, schon fir einen Bereich mit der Individuenanzahl 6 er-

fullbar ist.

Die Losung des Entscheidungsproblems ist damit fiir den betrachteten
Fall gegeben.

Ich lege iibrigens keinen Wert darauf, dafl 6 oder die Zahlen, die ich
fir die komplizierteren Fille -angeben werde, die kleinsten Zahlen dieser
Art sind. Es kommt mir nicht darauf an, ein rechnerisch méglichst ein-
faches Entscheidungsverfahren zu finden, sondern es soll nur die prin-
zipielle Moglichkeit der Entscheidung mit moglichst einfachen Mitteln dar-

getan werden.
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Die Methode, die bei dem behandelten Falle angewandt wurde, beruhte
darauf, daB gewissermaflen das Element @ | » mit a identifiziert und die
Definition der Funktion @, entsprechend abgedndert wurde.

Falls der Ausdruck (z) (Ey) %(z,y) nicht eine, sondern n variable
Relationen F,(.,.),..., F,(.,.) enthdlt, so wird ganz &hnlich verfahren.
Der Ausdruck ¥ (z,y) setzt sich hier durch Verbindung der 4 n Grund-

aussa.gen
F,(z,z), F (x,y), F (y,2), F(y,v)

oooooooooooooooooo

zusammen. Wir denken uns wieder das zu einem z gehérige y mit «(z)
bezeichnet, und konnen in derselben Weise wie frither zu einem Bereich
iibergehen, der aus den Elementen 0,1,2,... besteht und fiir den «(2)
gleich # 41 ist. Die » erfilllenden Relationen in diesem Bereich seien

D (2,y), Dy(z,y), ..., D,(2,¥).

Entstebt U’ (z,y) aus A(z,y) dadurch, daB fiir F,, ..., F, die Relationen
&, D,,..., D, eingesetzt werden, so gilt (z) A’ (z, z+ 1).

Betrachten wir nun irgendein Element a dieses Bereiches. TFiir die
Verteilung von Wahrheit, bzw. Falschheit auf die n Aussagen

D, (a,a), P,(a,a), ..., D, (a,a)

gibt es insgesamt 2" Moglichkeiten; fiir jedes Element a liegt eine dieser
Méglichkeiten vor.
Es gilt nun der folgende

Satz: Falls m erne ganze Zahl > 1 ist, so sind bes der Folge von
Elementen 0,1,...,3(m — 1) mindestens m Moglichkeiten eingetreten,
oder aber der Zdhlausdruck tst schon in einem Individuenbereich erfiill-
bar, der nur aus 3-(m — 1) Elementen besteht.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m. Fir m =1
ist sie offenbar richtig. Fiir ein bestimmtes m sei schon alles gezeigt, und
wir gehen jetzt zu (m - 1) iiber. Der ungiinstigste Fall ist der, daf bis
zuom Gliede 3(m — 1) genau m Moglichkeiten vorgekommen sind. Wir
nehmen nun die Elemente 83m — 2, 8m — 1, 8m hinzu. Kommt hier
eine weitere Moglichkeit hinzu, so ist es gut. Andernfalls kommt unter
0,1,..., 3m — 8 ein Element ¢ vor, so dafl

@, (3m, 3m) ~ D, (¢, ¢),
D,(3m,3m)~ D,(¢c, ¢),

D, (3m,3m)~ D, (¢, c).
41*
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Wir zeigen dann, daB der Zahlausdruck in dem Bereich, der aus den
Individuen 0, 1,...,3m — 1 besteht, erfiillbar ist. Zu diesem Zweck
definieren wir in diesem Bereich n Relationen & (z, y), ..., &, (2, y) wie
folgt:

Fiir alle 7 (1 <¢<n) und alle 2(0 <k <3m — 2) soll sein

Qi,(k: k+ 1) ~ d)i(k: k+ 1):
¢?,,(]‘7 “+1, k) ~ ¢i,(k +1, k)a
&; (k, k) ~ D,(k, k).
Ferner sei fiir alle ¢
@/ (8m—1,¢)~ D,(83m—1,m),
D/ (¢, 83m—1)~D,(3m,3m—1).

Es werden also gewissermaflen die Elemente ¢ und 3 m identifiziert.
Die beiden letzten Festlegungen stehen nicht mit den vorhergehenden im
Widerspruch, da 3m — 14=¢—+ 1. Im iibrigen ist die Definition der Rela-
tionen @, ..., D, beliebig. — Wir bezeichnen nun den Ausdruck, der aus
N (z,y) dadurch entsteht, daB fiir F,,..., F, die bestimmten Relationen
@i, ..., D, eingesetzt werden, mit A" (z,y). Es bedeute ferner S(z)
fir ein Element z (0 <2 <3m —2) das Element z4+1; f(8m — 1)
sei gleich ¢. Es gilt dann fiir den aus 0,1,...,3m — 1 bestehenden
Bereich

()" (2, B(2)).

Das folgt aus der Giiltigkeit von (2)¥'(#, 4+ 1) in dem Bereiche
0,1,2,....

Das Bestehen von (z) A" (z, (x)) besagt aber, daf der Zihlausdruck
(z)(Ey)U(z,y) in einem aus 3m, oder 3((m + 1) — 1) Individuen be-
stehenden Bereich erfiillt ist. Unser Satz ist damit bewiesen.

Wir wenden diesen Satz jetzt an fitr m = 2" 4-1. Da es nur 2" Mog-
lichkeiten gibt, so erhalten wir:

Unser Zahlausdruck (x)(Ey)W(x,y) tst schon in eimem Bereiche
von 3-2" Individuen erfillbar.

Damit ist die Entscheidungsfrage fiir die Zihlausdriicke der Form
() (Ey)U(x,y) vollstindig erledigt.

§ 3.
Die Behandlung der Zihlausdriicke der Form
() (Eyy) (Bys) - - - (By:)) (25 Yys - -5 Y1)
Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, daB hinter dem Allzeichen

nicht nur ein, sondern allgemeiner ! Existenzialzeichen vorkommen. Die
Anzahl der vorkommenden Relationen sei wieder n.
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Der Ausdruck sei in irgendeinem Bereich durch die Relationen
D, (z,9)s .., P, (x,y) erfiillt. Durch die Einsetzung dieser bestimmten
Relationen fiir die Relationsvariablen gehe A (%, ¥y, ..., %) m A (z,9,,....4,)
iiber. Wir konnen uns jedem Element x eindeutig ! andere Elemente
¢, (z), &, (), ..., &;(z) zugeordnet denken, so daf

(2)(W (z, ey (2), € (), ..., 0 (2))

eine richtige Aussage ist. z, sei ein willkiirlich herausgegrifienes Element.
Dem Element 2, sind dann die ! Elemente «,(z,),,(z,),..., % (%)
zugeordnet, einem Element «,(z,) die I Elemente o o (x,)..., ¢ e (2,).
Wir konnen uns diese Zuordnung durch das folgende Schema veranschau-
lichen.

..... - J/ e——
e, (%) ¢, (2,) . e, (%)
/ VRN VRN
/ AN yd AN ‘
byt (o). ey (2y) @ 0 (2y) ..o a0y (%) .. & e (Zy) ... (%)
VAN
/
A € B . S * .. ...

-------------------------

In dem oben angeschriebenen Schema brauchen natiirlich nicht alle
Elemente verschieden zu sein. Wir konnen sie aber immer als verschieden
annehmen, und sie mit

ooooooooooooooooooo

bezeichnen. Wir brauchen nimlich fiir diesen neuen Bereich nur » Relationen
&by, ..., @, zu definieren, so daB immer gilt:

B [(ay...am)s (by ... b5)] ~ D (s, .. ta (2o, Gy - - - 0y, (To)-
Einem beliebigen Element (a,, ..., a, ) sind hier die' I Elemente:

(@, ooy a,, 1),(a,....a,,2),...,(a,...,a,,1)
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gugeordnet. Entsteht A" (z, y,, ..., y;,) aus A(x, ¥,, --., y,) dadurch, daf
fir F,,..., F, die Relationen @i, ..., @, ecingesetzt werden, so ist fiir
ein beliebiges Element (a,,...,a,):

WU [(@ys oeos Bp)s (Bgy oees @ 1)y ooy (Bys - oes @, 1)]

eine richtige Behauptung.

Zu dem ,Stammbaum® eines Elementes (@, ...@,) in dem zuletzst
genannten Schema rechnen wir alle Elemente, deren Bezeichnung mit
(a,...,a,,...) beginnt. HEs diirfte klar sein, was man unter den I Ele-
menten zu verstehen hat, die zum 1. Gliede des Stammbaumes eines be-
stimmten Elementes gehoren, unter den 1* Elementen, die zum 2. Gliede
des Stammbaumes gehéren, usw.

Wir greifen nun irgend ! Elemente b,, b,, ..., b, heraus, die einem
anderen Elemente zugeordnet sind. Fir die Verteilung von Wahrheit
bzw. Falschheit auf die n-1* Aussagen

P;(b,, b,)

gibt es dann 2™" Moglichkeiten.

Sei nun m eine ganze Zahl >1. Wir betrachten die Moglichkeiten
der oben genannten Art, die fiir zusammengehérige ! Klemente eintreten.
Es gilt dann der folgende Satz: In dem Stammbaum eines beliebigen
Elementes sind bis zum (3 m— 2)-ten Gliede mindestens m verschiedene
Moglichkeiten eingetreten, oder aber der Zdhlausdruck ist schon in einem

Z3m—2 -1
—5—1— Flementen besteht (1= 2).

Der Beweis geschieht durch Induktion nach m. Fir m =1 stimmt
die Behauptung. Fiir ein bestimmtes m sei schon alles gezeigt. Bis zum
(8m — 2)-ten Gliede sind also ungiinstigstenfalls genau m Mdoglichkeiten
éingetreten. Wir nehmen nun weitere Elemente bis zum (3m - 1)-ten
Gliede. Kommt hier eine neue Moglichkeit vor, so ist es gut. Andernfalls
zeigen wir, dafl der Zéhlausdruck schon in dem Bereich erfiillt ist, der
aus den Elementen bis zum 3m-ten Gliede besteht.

Es gilt nidmlich folgendes: Jede Moglichkeit, die bei ! zusammen-
gehorigen Elementen des (3m -+ 1)-ten Gliedes vorkommt, wurde auch
schon bis zum (3m — 2)-ten Gliede vertreten, und wir konnen dort fiir
jede derartige Moglichkeit einen Reprisentanten von ! zusammengehorigen
Elementen auswéhlen, Fiir die Moglichkeit I, selen das a,,, 0,4, . .., @;-
Liegt nun fiir ! zusammengehérige Elemente des (3m - 1)-ten Gliedes
b, by, ..., b, die Moglichkeit I, vor, so wird gewissermaflen jedes b,
mit @, identifiziert, d. h. in dem neuen Bereiche, der nur aus den Ele-
menten bis zum 3m-ten Gliede besteht, wird einem Element o des 3m-ten
Gliedes, falls ihm wvorher b,, ..., b, entsprach, jetzt a,,,...,q; 2zuge-

Individuenbereich erfillt, der nur aus
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ordnet. Die neuen erfiillenden Funktionen @, , ..., @, werden so fest-
gelegt, daB
@' (a, a;,) ~ Pj (a, by).

Im iibrigen bleiben die Relationen unverindert fiir die Paare, die
aus einem Element und seinem zugeordneten bestehen. Da a nicht in dem
auf g, folgenden Glied steht, so ist das mdoglich, Man erkennt nun leicht,
dafl auch in dem neuen Bereich der Zahlausdruck

(2)(By,) - (Bg)W(2 Y15+ -5 )

erfiillt ist. Da der neue Bereich aus
3m+1

1404224 ...+ 1*" =27 =1 Elementen

besteht, so ist unser Satz bewiesen.

Wir wenden den Satz nun an fir m =2""" 4+ 1. Da es nur 2"%
Moglichkeiten gibt, so erhalten wir das Resultat:

Ein Zihlausdruck von der Form (z)(Ey,)... (Ey,)W(z, ¥, ..., ;)
1st, falls tberhaupt, schon in einem Individuenbereich erfillt, der nur

132 _

1
aus 71— Llemenien besteht.

§ 4.
Die Behandlung der Zihlausdriicke von der Form
(Euxy)... (Ewk)(y)(Ezl) cee (Ez,)?l(wl, coes Ly Yy By aney 51)e

Wir erweitern jetzt unsere Betrachtungen auf diejenigen Zihlausdriicke,
bei denen einer Kombination von der Form (y)(Ez,)...(Hz,) noch eine
beliebige endliche Anzahl k von Existenzialzeichen vorangeht. Die er-
filllenden Relationen seien @,, @,,..., D,.

Wz, ..., %, Y, 2, ...,2) gehe nach Einsetzung dieser Relationen
in A' (2, ..., T4 Yy 245 --.,2) liber. Es gibt dann in dem zugrunde ge-
legten Individuenbéreich k Elemente z, z?, ..., 25, so daB

(9)(B2) ... (B2)W (@0, ... 20,9, 21, r 21)

eine richtige Aussage darstellt. Die zu einem bestimmten y gehorigen
Elemente konnen wir uns eindeutig bestimmt denken und bezeichnen sie
mit e, (y), ..., &, (y). Wir diirfen nun annehmen, da88 der Individuenbereich
die folgende Gestalt hat: Die x{, 33, ..., 27 sind alle verschieden, wir be-
zeichnen sie mit 0’,0”,...,0%. Zu jedem dieser % Elemente denken
wir uns einen sich immer I-fach verzweigenden Stammbaum, wie wir ihn
im vorigen Paragraphen hatten.
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0’ 0" . ... ... 0¥
VRN N VAN
/ y / \ / N\,
ay . Ly A L WAy
(11)'. Coe . (1)’ . . . . .. (1n*.

Die zu einem Element y gehérigen z,,2z,, ..., 2, sind durch das nichste
Glied des zu y gehdrigen Stammbaumes gegeben. Z. B. gehiren zu einem
Element (11)° die ! Elemente

(111)%, (112)%, ..., (111)%
Und entsprechend ist z. B.
A'(07,07, ..., 0%, A1)%, (111)%, (112)%, ..., (11D)*)

eine richtige Aussage. Wir diirfen ferner annehmen, daB die verschiedenen
Stammbdume kein Element gemeinsam haben.

Jedem Element des neuen Bereichs ist nimlich ein bestimmtes des
alten Bereichs zugeordnet, z. B. ist das fiir (123)" das Element a3 as ey (2f),
und man definiert in dem neuen Bereich n Relationen so, daf ihr Zu-
treffen fiir ein Paar von geordneten Elementen davon abhangt, ob die
urspriinglichen Relationen fiir das entsprechende Paar von Elementen zu-
trafen oder nicht.

Betrachten wir ein geordnetes Paar (0%, 07). Fiir irgendein D, stellt
D, (0%, 07) eine bestimmte Aussage dar, die wahr oder falsch sein " kaon.
er wollen diese Aussage mit I3; bezeichnen. Die Zuordnungen der Ele-
mente denken wir uns durch 8,(z), ..., §,(z) gegeben.

(A (0, ..., 0%, 4, B,(¥), ..., B,(y)) ist eine richtige Aussage. Aus
der Richtigkeit der Aussage und der besonderen Natur der § folgt, da8 auch

(Bz)...(Bz) (0, ...,0%0,2,...,2) .
&(Bz)...(Bz)U (0"...0%, 0", 2,,...,2)
&...& (Ez)...(Bz)U (0, .. ok 0%,2,,...,2)
&(y)(Ez)...(Bz)U (0, Yy By s %)

eine richtige Aussage ist, und zwar beziehen sich hler samtliche All- und
Existenzialzeichen nur auf den Bereich, der aus dem urspriinglichen ent-
steht, wenn man die Elemente 0’, ..., 0% fortliBt.

Wir konnen die letzte Aussage auf die Normalform bringen, indem
wir das Allzeichen zuerst setzen und die {k 4 1)-1 Existenzialzeichen folgen
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lassen. Der so entstehende Zahlausdruck enthilt n Relationen @, (2, %), ...,
b (x,y), ferner 2 kn Pridikate

@(o z), . (o x) @(x()) . D, (x,05),

.................

@ (O', z), .. (O x) @ (2,0, ..., D (z, 0%).

Im ganzen kommen n(] —+ 2%) Funktionen vor. AuBerdem enthilt er
noch die bestimmten Aussagen I'j%.
Nach dem im § 3 bewiesenen Satz ist der Zahlausdruck in einem
Bereich erfiillbar, der aus
[(z+1)]

3.27 (L+2% G+ 1 4

k+1)1—1

—1

Elementen besteht.
Die erfiillenden Relationen und Pridikate seien

&, (=, y), Dy (2,Y), --» Pulz, ¥);
Vo), (el Eao) o Eurl2),

nl(x) ) 'nk(x) nl(x>’ ey X ().
Wir fiigen nun zu dem letzten Bereich wieder die Elemente 07, 07, ..., 0*
hinzu und erginzen die Definition von &j,..., @, fiir diesen Bereich

so, daB '
Py (0%, x) ~ Wi (),
D, (x., O’) ~ Xpi(2),
@,(0%0") ~ 5.
Man iiberzeugt sich dann leicht, dafl

(Bxy)...(Ex,) (y)(Ezy) . . (B2) (g oo os @y Yy 205 - -5 2,)

in diesem Bereich durch die Funktionen @, ..., @, erfilllbar ist.
Wir haben damit das Resultat:

Ist esn Zdahlausdruck von der Form

(BExy)...(Bz, ) (y)(Ezy) ... (Bz)W (2, .y Ty Yy 295 o+ 5 %)

iberhaupt erfillbar, so ¢ilt das auch schon fir einen Bereich wvon
[(k-+1)7)32" =P @D 22 4

Fr1Vi—1 l—i—k Individuen.

(Eingegangen am 9. 2. 1928.)



