Uber die Fourierschen Reihen gewisser Funktionenklassen.

Yon
Otto Szisz in Frankfurt a. M.

§ 1.
f(z) sei eine integrierbare Funktion mit der Fourierschen Reihe
(1) f(x)N%‘—’—{—g(a,cosvx—J,—b?sinrx);
ferner sei

n
=g s =g+ (acmrztbsinry) (n=1,2,3,.),
: ‘

St &t T S—a (n——l 9.3 )
% _— n —_— Py Py 9 v
Vor einigen Jahren hatte ich den Satz bewiesen?):
Es set 1>0, 0<e<1 und

(L) }n[f(a:+2t)—l—f(x—-2t)—-—2f(x)]“’da:§lt2“ fir 1>0,

dann st die Reihe 2 (@@ + be)%k fiir k£ > ;—— konvergent; dagegen glbt

20¢+1 + 1
es der Bedingung (L) geniigende Funktionen, fiir die 3 (a; 4 b; )2”1
divergiert, (also b=5)-

1) Szész, 1, insbes. § 3. — (L) ist offenbar eine Verallgemeinerung der Lipschitz-
bedingung vom Grade « auf quadratische Integralmittelwerte. Vor kurzem erhielt
ich die Korrekturbogen einer Arbeit von Hardy und Littlewood (2), worin iiber solche
Funktionenklassen (vgl. Lp) interessante Sitze bewiesen werden. — Die Nummern
beziehen sich auf die am Schlusse angefiihrte Literatur.



0. Szasz. Fouriersche Reihen. 531

Der Beweis beruhte auf der Ungleichung

(2) [to,@ —f@Pae <2t @m=1,2,3,.)3

die aus (L) hergeleitet wurde.

Im folgenden verallgemeinere ich dieses Resultat; der Beweisgang be-
deutet auch fiir den eben zitierten Satz eine Vereinfachung. Ich beweise
zunéchst den

Satz 1. Hs se >0, p>1, ~—~£—<a<1 und

2z

(Lp) [ fle+28)+f(ec—28)—2f(x)|"de L 1t*?, 1> 0;
0

dann ist

2n

(2p) [lo@) = f(2)Pde < ea2n™?  (n=1,2,3,..).
Setzt man zur Abkiirzung

fle+28)+f(z—2t)—2f(2)=¢@(t, 2) =10,
so 1st bekanntlich

ferner ist?)

also

l%(-’v)*f(x)}énnof(l-l-nt)“?l@(t, z)|dt,

oder fiir irgendein reelles g

[o,(2) — f(z)| L an of21+nz)ﬂ*1[¢(z,x)l.(1+nt)-ﬁ-1dt.

?) o, hiangt nur von « ab; die spiter auftretenden p,, ... hingen von « und
einem Parameter p ab.
%) Infolge einer Bemerkung des Herrn Fejér ist nimlich

|sinnt|<msinz und ntisinnt}énté%nsint,
laso
(1 +nt) |sin né| §(1+—g—)nsint<ansint.
34*
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Wir wenden nun die bekannte Ungleichung an:

Ug(t dt*<ﬂg<t>&pdt (fm(t)lﬁdtf'ﬂ p>1;

dann wird
T
2 P+ p—1

|0,(&) = (@) [P < (wn)” [ (L 408" * | p |- (sz(wm) )

und wegen (Lp)

2

J 10,(2) = f(2) P da
(3)

_Pp(B+1) p—1

3 3
gl(nn)pf(1—’r-nt)p(ﬂ_1)-t“pdt~<f(1—{—nt) Pl dt) ,
6 6
ap>—1.
Nun sei (man beachte, da « < 1)
1 1 11—« 1
“‘“5<ﬂ<1'—"a““'§, z. B. IB———_E‘)“*-“;‘,
dann ist
n?

(1+nt)p(ﬂ—1)-tapdt= —l—apf (1_1_1)p(‘3 1 apdf[ < oym —i—ap

Q—‘ OQ«?(\',I:

un

Ivl§

P (ﬁ+1) _pB+Yy

f(l—}-nt) p=1 f(l—l— L dz<%‘,
0

also nach (3)

2n

6[ lo, () — f(z)|Pdx < g, An""?. Qu.e. d

Je groBer p ist, desto schirfer ist die Voraussetzung (Lp), aber auch
die Ungleichung (2p); fiir p =2 ist hierin die Ungleichung (16) meiner
Arbeit 1. enthalten. Man beachte, daf allgemein

2z 1 2x
(—%;f}ﬁ'(x)]"dx) (g—fw(x)}“dx) , 0<y<d.

U 0

L
3
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§ 2.
Es sei jetzt 1 < p < 2; die Anwendung eines Hausdorffschen Satzes*)

auf die Fouriersche Reihe

n—1 @
flz)—o,(x) NZ —;’;(aW cos vz + b, sinvzx) + Z(av cos v + b, sinvz)
r=1 y=n

ergibt unmittelbar
»

2 #2-1 p P © _p \»-1 27
(27 6P Yo, P7) <o f lo(@) - r(@)["de,
1 ‘

" o
c,=a,—1tb,;
also nach (2p)

2 21 2 2 % B _ep 1
(4) nl"”Zv”‘l {cw[”"1 —f—Z}c,[p'l <o d'n P7Y, (2’:2”’1>,
1 [

und insbesondere

© D _@p
(4" 2 le P <gii’n 77
k
Ich wende nun die bekannte Ungleichung an
LG 1
\ 7 .
';;_.J%é(zzi’w/) , r=1, %205
1 1
dann ist fiir n, >n —r 1
2 10 7V p—l k
" b p
L Vet (s DlelT) T ks Py
(P T\ T g T =r-1
und nach (4')
1 nz “p ﬂ(p—pl)k
k ’ p—1
e 2 el < et T
+n,
Es ist also
No 1_(2)‘-1)1: p-1)k
2 —ak
Zlc,! <(ny—mn) X DR M
1+,

ich setze hier m, = 2%, n, =2“"", dann wird

gu+1 (I_p—l p-1

() e <2t 7

142K

g -eur B2k _
(064") (p=1,2,38,...).

%) F. Hausdorff, 3.
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Nun sei ¢ > 0 und 1——2—;—-}ik——~cxk<0, das heiBt

4
p—1l+tep
dann folgt aus (5) die Konvergenz der Reihe '|c,|*. Somit gilt der
Satz 2. Es set 1<p<L2, 0<a<]1, und

2

Of [f(z4-28)+ f(z — 2t) — 27 (2) [P dz = O (t°?);

< k;

dann ist die mit den Fourierschen Koeffizienten c, gebildete Rethe 3 ic, *

. P 5)
konvergent fiir k>—~*—*p(l+“)__1 .
Fiir k= ——2—_ kann die Reihe divergieren; sei z. B.
p(l+ea)—1
i
fl@)=lz| % —a<z<a;

dann ist offenbar ¢p —1 > —1, und 9

_f{tp(t, z)|Pdx = 0(t°7),

wihrend die Fourierschen Koeffizienten im Falle ¢ p 41 die GréBenord-

—j;——a—-l

Y4
nung »? haben, so daB Y|¢,|*"“?7 divergiert.
Fiir den Fall ¢p =1, also £ =1 liefert ein Beispiel die Funktion

flz)=1 fir 0<z<a, fl)=—1 fir —a<z<0.
Jetzt ist offenbar

JT

Jleta)dz=0(),

und die Fourierschen Koeffizienten haben die Groﬁenordnung , somit
ist 3 |c,| divergent.

Korollar zu Satz 2. Sei f(z) absolut stetig und |f'(2)|? integrier—
bar; dann ist (Lp) mit ¢« =1 erfiillt, so da8 3 |¢ |* fur)'c>2 ; kon-

vergiert.
Es ist nimlich

ot 2)=f (a4 5) = £z — o],

%) Unter der weiteren Voraussetzung «p>1 bei Hardy und Littlewood, 2,
Theorem 8,
% Vgl Hardy und Littlewood, 2.
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also .
o) <@ [ (2 +7) —f'(@ —7)["dr

und

jn[‘??(t, z)Pdz < (20" (f! /(& +7)—f'(x—7)|"dz) dv =0 (17).

Qu. e. d.

Insbesondere ist 3 |c,| konvergent (Wegen 2pp_ 7 < 1>; dies hat schon

Herr Tonelli mit Hilfe des Hausdorfischen Satzes bewiesen?); auch das
obige Korollar kann auf diese Weise gewonnen werden.

Zusatz. Die Bedingung (L) ist gleichbedeutend mit

Sotie, P =20 (2" 7).
v==1

Zunichst kann man namlich fiir (L) schreiben
(L) 167 3 e, |®sin*vt < 48%%,  1>0;%)

hieraus folgt fiir t——, n>1,

n
Sle ftsintr & < 2057,
1

und wegen sinx>%x, 0<$<—;£>

n
(6) Irtje,[F<ign'" w>1.
1
Umgekehrt, wenn (6) gilt, so sei bei gegebenem 0 <<t <1

i£n<—vl<

dann ist

" n
Sle,Psintvt < Sle, |Pr't* <dogt'n' 0T <hgynT
1 1

und
n+ts n+s
> le,|*sin vt<2§c{
y=pn+1
Setzt man nun zur Abkiirzung
kid 12
Z c,% - urn’
1

) Tonelli, 4.
%) Vgl. Szisz, 1, S. 148.
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so 1st
nt$8 n+8
2 -4
Zic‘»{ :Z(uvw uv——~1)‘p
n+1 n+1
n+s—1 I 1
Un YUn + s - —9
R U, | — — < AQgMT2E,
(n+1)* +,,,2+: ( (r+ 1)4) T ey <t
also
n+s 20
n%}cvfd<2910t (821)-‘:3> >

Somit ist mit Riicksicht auf (L) der Zusatz bewiesen.
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