
Uber die Fouriersehen Reihen gewisser Funktionenklassen. 
Y o n  

Otto Sz~sz in Frankfurt a. M. 

w 

f(x) sei eine integrierbare Funktion mit der Fourierschen Reihe 

(1) 

ferner sei 

ao 
8 0 ~ - 2 - ~  

f(x),...,_2_ao + ~ ( a  cos vx + b, sin vx)- 
~'~1 

+ Z ( ~ ,  r  + b, ~ )  
1 

(n = 1, 2, 3, ...), 

�9 so +s~- t - . . .  + s._~ 
~b (n : 1 ,  2, 3, ...). 

Vor einigen Jahren hatte ich den Satz bewiesen ~): 
Es sei 2 > 0 ,  0 < a < l  und 

(L) 
0 

2~ 

f [ f (x-4-2t)-4-f(x--2t)--2f(x)]~'dx~2t ~ ffir t > 0 ,  

2 dann ist die Reihe ~ (a~ -~- b~) �89 
1 

lhmlc~ionen, es tier Beclingung (L) geniigende 
1 divergiert (also k =  2~+---~)" 

konvergent; dagegen gibt 
1 

fiir die 2 ( a :  + b:) ~~+~ 

1) ~ 1, insbea w 8. -- (L) ist ottenbar eine Verallgemeinerung der Lipschitz- 
bedJngung yore G r a ~  ~ auf quadratische Integr~lm~tt~lwerte. Vor kurzem erhielt 
ich die Korrekturbogen einer Arbeit yon Hardy und Litttewood (2), worin fiber so|che 
Funk~onenl~lassen (vgl. L p) interessante S~tze bewiese~ werden. ~ Die Nummern 
beziehen sich auf die am Schlusse angeffihrt~ Literatur. 
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Der Beweis beruhte aaf der Ungleichung 

f @ = 1, 2 3,. .),~ (2) [% (x) - -  f(x)] ~ dx  < ~ , . 
0 

die aus (L) hergeleitet wu~de. 

Im ~olgenden verallgemeinere ich dieses Resultat; der Beweisgang be- 
deutet auch flit den eben zitierten Satz eine Vereinfachung. Ich beweise 
zun~chst den 

1 
Satz 1. Es sei 2 > 0 ,  p ~ l ,  ~ - < a < l  und 

P 
2:z  

(Lr) t > o ;  f if(x+2t)+f(z--2t)--2f(x)i~dx<=2t ~, 
0 

dann ist 

(2p) 
2gg 

f t o,,(x)- f(z)l~dz <e,;~n -"~' 
0 

Setzt man zur Abkiirzung 

f ( x  -p 2t) --  f ( x - -  2 t ) - -  2 f (x )  = q~ (t, x )=<p,  

(~) f(~) 

so ist bekanntlich 

ferner ist ~) 

also 

2 

1 ; ( ~ n ~  ~ 

0 

q~(t, z)dt; 

/ s i n g t \  2 ( ~n ~ 

D'$ 

2 

t % ( x ) -  f(x)l s  f (:i. + nt)-~19(t,x)ldt, 
O 

oder flit irgendein reelles fl 

2 

1% (x) -- f (z )  l =< z n  f ( 1 q- nt)~-~ i qo(t, ~)1"( 1 q- nt)-~-~ dr. 
0 

(n = 1, 2, 3 , . . . ) .  

e) ~1 hEngt nut yon a ab; 
einem Parameter p ab. 

laso 

die sp~ter auftretenden ~ , . . .  ~ n g e n  yon er mad 

a) Tnfolge einer Bemerkung des Herrn F e ~  ist n~nlich 

yr 
I s i n n t t ~ n s i n t  und n t l s i n n t i ~ n t ~ _ ~ s i n t  , 

84* 
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Wir wenden nun die bekannr Ungleichung an: 

b IP 

f f g(t) h(t)dt I 
r  

dana wird 

b b ~ p-i 

r 

y 
- -  ' n t )  "(#-1) l V d t  ( f ( l - ~ - n t )  t <,. (x) f(x)f '<=(~n)+'f( 1 -  tm " 

0 

und wegen (L 9) 

(3) 
f l % ( x ) - - f ( x ) l ~ d x  
0 

.7"g. 

2 2 
lo(fl 1) ( l + n t )  - t " ' d t . ( f ( l + n t )  ---< i ( ~ ) ' o f  " o 

p > l ;  

p ( f l + l )  

~-i d t  , 

(~+i) 
p - - 1  

~ - i  d t )  , 

t~p> - -1 .  

3Tun sei (man beachte, dab a < 1) 

dann ist 
7g 

2 

f (i + ~t) ~(~-~ 
0 

und 

2 

(1-{- 
0 

also nach (3) 

1 1 1--c~ - - - < ~ < 1 - - ~ - - -  z.B. ~-- 
p p '  2 

1 

2 

�9 t ~ ' d t = ~  -~-~" f (i ++)'~-" 
0 

�9 T "~ dz  < Oan -1- '~v  

(~+l) 

n t )  ~-~ 

2 

- -  , f  d t =  n (1+~)  
0 

~-i dz < e,, 
n 

2~rg 

f 1 % ( ~ ) -  f(~)l~d~ < ~ i+-~  
0 

Qu. e. d. 

J e  grS•er p ist, cIesto schiirfer ist die Vorafissetzung (L 9), aber auch 
die Ungleichung (213); fib p--~ 2 ist hierin die Ungleichung (16) meiner 
A~beit 1. enthalten. Man beachte, dab allgemein 

2zt 1 ~ i 

o 0 

0 < 7 < ~ .  
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w  

Es sei ]etzt 1 < p ~ 2; die Anwendung eines Hausdorltschen Satzes ~) 
auf die Fouriersche Reihe 

~--1 

f ( x )  - -  % ( x ) ~ f f .  7 7(a~, cos ~,x -~- b,, sin , x )  ~- Z ( a ,  cos , x  @ b, sin ; x )  
v=l  

ergibt unmittelbar 
/o ~ - - I  _co 

1 

also nach (2 p) 

~-I 

=~Vic ,  i~- 1) < ~ s f  lo . (~) - - f (*) l 'dx ,  
n 0 

c,, -= a,, - -  ib,,; 

(4) n l - - ~ 0 ~ - ~ ) , - - 1  tC~ t , - - I  + Z  t()~1 " - 1  < ~)6 }~'n , - - 1 ,  

und insbesondere 

(4') 
~ ap 

Ieh wende nun die bekannte Ungleichung an 
1 

k k - -  

IZv i ( 1  ~-~ r~;' T -~ % < u , /  , 7 > 1 

1 

u,>=0; 

p 1 
dann ist fii~ n: > n 1, ? = -  . - -  

p-I k 
(~ - l )k  

" ( k 
i-k~j �9 �9 lq-n~ 

und n~h (4') 

1 Z te'l t < k --hi Q6~" ni 1 
" l+n~ 

Es ist also 

ich setze bier nl 

'a,, I (Io~ i)  k (10 -- i )  

Z t~,i ~ < ('~-.-'~) " (~~ " 
1 +~1 

= 2 ~', n,  ----- 2" +~, daml wird 

(5) 
2,u+l 

Z i ~, t~ < 2 ~ (~- ' ;  1 ~) - ~ (o0 ~,) "-~,  
1+2~ u 

k <  p ----- p - - l '  

~-i)~ 

--~1~. 

(~=1,2,  a,...). 

~) F. H~usdortt, 3. 
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Nun sei a > O  und 1 P - l k ~ a k < O ,  das heiBt 
P 

P < k ;  p - l - k ~ p  

dann folgt aus (5) die Konvergenz der Reihe ~ I c,,i ~. Somit gilt der 

Satz 2. Es sei 1 < p = < 2 ,  0 < a < l ,  und 
2 ~  

f I + 2 t ) -  2r( ) t'e , = o(t~ 
O 

dann ist die mit den Fourierschen Koe//izienten c .  gebildete Reihe ...~ ic,, i ~ 

p 5) 
~onvergent Nr  k > p ( l + a ) - - I  " 

P kann die Reihe divergieren; sei z.B. Fiir k =  ~ ( 1 + ~ ) - 1  

1 

f ( z ) = t z  t ", - - = < x < = -  

d ~ n  ist offenbar ~ p -  1 > -  1, und ~) 

w ~ e n d  die 
1 

hung v 

J ~  

f l~(t,x)[~dx=O(t"~), 

Fouriersehen Koeff:~ienten im Falle a p ~ 1 

haben, so dal~ Z' lc . I  (~+~)~-~ divergiert. 

die GrSBenord- 

Fiir den Fall ap--~ 1, also k ~ 1 liefert ein Beispiel die Funktion 

f ( x ) ~ - i  fiir 0 < x < ~ ,  f ( x ) = - - I  f i i r - - z < x < 0 .  

Jetzt ist offenbax 
yg 

f [cp(t, x )[~dx=O(t ) ,  

und die Fouriemchen Koeffizienten haben die GrSgenordnung 1 somit 
ist ~ '  [ c. [ divergent. 

Koro l l a r  zu Satz  2. Sei f(x)absolut stetig und lf'(x)l ~ integrier- 

b~ ;  dann ist (L p) mit a = 1 erffillt, so dab ~ '  to. l ~ ~ k :> ~ kon- 
vergiert. 2 p - 1 

Es ist n~imlich 
2 t  

0 

~) Unter der weiteren Voraussetzung 
Theorem 8, 

6) VgL Hardy mad Litr 2. 

a p ~  1 bei Hardy und Littlewood, 2, 
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also 

und 

2 t  

Iq~(t, ~)1 ~> < (2 t )  ~-~ f l f'(x § ~ ) -  f ' ( x  - ~)lVd~ 
u 

2 ~  2 t  2 ~  

j" i (t, J" (o y If'(x+z)--f'(x--T)l'dx)d~-~-O(t'). 
0 0 

Qu. e. d. 
Insbesondere ist ~lc~ 1 konvergent (wegen ~ < 1); dies hat schon 2p--1 

Herr Tonelli mit  HiKe des Hausdort~chen Satzes bewiesen 7); auch d~ 
obige KoroUar kann auf diese Weise gewonnen werden. 

Zusatz .  Die Bedingtmg (L) ist gleichbedeutend mit 

Zuniichst kann man n~mlich flit (L) schreiben 

(L') 16~Xlc.l"sin~,t<~t ~", t > 0  -8), 
~rg 

hieraus folgt fiir t----~n' n > 1, 

und wegen 

Yg ~- 

1 

2 ~ 
sinx >--x,~ 0 < x < - 2 - ,  

(6) . 4 < 2 ~ s n  , n > l .  
1 

Umgekehrt, wean (6) gilt, so sei bei gegebenem 0 < t < 1 

dann ist 

und 

l ~ n < l  ~ 1 <  2 �9 
- / =  7 ~  7 '  

~ ,  ~- : r4 t 4 t ~ n ~ tc.{ s i n i v t  =< 21%I < ]~o~ s �9 n -  
1 1 

n + s  n + s  

X l~,l" s~',t_<-- 2 tc . t  ~- 

Setzt man nun zur Abkiirzung 

I 

~) Tonolli, 4. 
s) Vgl. Szgsz, I, S. 148. 
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so ist  
n + $  n,+8 

2 L ,t ~ = 2.7 ( u , -  
n + l  n + l  

n + s - 1  

- -  ( n +  1) �9 ~- u .  ~ n + l  

also 
( . +  1) -~ 

Somit ist mit Riicksicht aui (L')  der Zusatz bewiesen. 

Un+s .~ )~Qlo n_2a  ' 
(n + s)  4 

(s 3, . . . ) .  
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