
iJber das Geschlecht yon Knoten. 

Von 

H. Seifert in Dresden. 

Im dreidimensionalen euklidisehen Raum liege ein Knoten ~, das ist 
ein aus endlich vielen geradlinigen Strecken bestehender doppellounktfreier 
gesehlossener Streckenzug. Bekanntlich kann man in ~ eine singulari~iten- 
freie orientierbare Fl~iehe ~ einspannen, d .h .  es gib~ eine Fl~che ~, die 
der Kugel mit  h Henkeln und einem Loeh homSomorph ist, so daI~ der 
Lochrand gerade yore Knoten 1 gebilder wird. Unter allen l~l~ehen, die 
sich in ~ einspannen lassen, betrachten wit die mit  einer mSglichst kleinen 
Henkelzahl. Diese minimale Henkelzahl heii3t das Geschleoht des Knotens, 
das iibrigens nichts zu tun hat mit dem Geschlecht der unverknoteten 
geschlossenen Fliiehen, auf die sich ~ doppelpunktfrei legen ltiBt und 
wonaeh man die Knoten in Torusknoten, Brezelknoten usw. einteilt 
(vgl. Satz 4). Dann und nut dann, wenn alas Geschlecht 0 ist, ist 
in eine Kreislinie deformierbar. Es ist ein ungelSstes Problem der 
Knotentheorie, das Gesehlecht eines beliebig vorgegebenen Knotens zu 
bestimmen. 

Im folgenden sollen nun einige Beziehungen zwisehen den Homologie- 
gruppen der Oberlagerungen des Knotenaul~enraumes und dem Geschlecht 
des Knotens angegeben werden, die wenigstens untere Schranken flit das 
Geschlecht des Knotens liefern (w 1), und die in vielen F~l]en, z.B. bei 
den Torusknoten sowie bei allen Knoten der Alexander-Briggsschen 
KnotentabeUe eine genaue Bestimmung des Gesehlechtes ermSglichen (w 2). 
Die Methoden des w 1 werden in w 3 zur Untersuchung der Struktur der 
Alexanderschen Polynominvariante benutzt. Es wird die notwendige und 
hinreichende Bedingung clafiir angegeben, dab ein ganzzahliges Polynom 
die Polynominvariante eines Knotens ist, uncI die Aufgabe gelSst, zu vor- 
gegebener Polynominvariante alle mSghchen Knoten zu konstruieren. Ins- 
besondere wird in w 4 ein Knoten angegeben, der in der Polynominvariante 
und in den Homologiegruppen der s~mtlichen zyklisehen ~berlagerungs- 
mannigfaltigkeiten mit der Kreislinie iibereinstimmt und doch nicht in 
die Kreislinie deformierbar ist. 

37* 
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Untere Schranken tiir das Geschlecht eines Knotens. 

Zuerst sei eine Methode angegeben, nach der man in jeden dutch seine 
ebene Projektion gegebenen Knoten eine orientierbare Fl~iche einspannen kann 1). 
Wit markieren auf ~ die Punkte, die den Doppelpunkten (Uberkreuzungs- 
punkten) der Projektion entsprechen, t zerfiillt hierdurch in 2d ,,Teil- 
strecken", wenn d die Anzah] der Doppelpunkte der Projektion ist. Die 
Teilstrecken werden alle mit einer festen Orientierung versehen, die einer 
bestimmten Durchlaufung von [ entspricht. Ferner werden je zwei zu- 
geordnete Teilpunkte auf ~, das sind so]che Punkte, die fiber demselben 
Doppelpunkt der Projektion liegen, dutch eine geradlinige ,,Verbindungs- 
strecke" verbunden. Der aus den Teilstrecken und Verbindungsstrecken 
bestehende Streckenkomplex wird nun auf folgende Weise in ,,Kreise" 
eingeteilt. Man durchl~uft eine Teflstrecke, wie es die festgesetzte Orien- 
tierung angibt, danach die an den Endpunkt der Teilstrecke angrenzende 
Verbindungsstrecke, darauf die von dem neuen Knotenpunkt ausgehende 
Tei]strecke, dann wieder eine Verbindungsstrecke und so fort. Schlie{31ich 
kommt man einmal zum Ausgangspunkt zuriick. G i b t e s  danach eine 
noch nicht durchlaufene Teilstrecke, so gibt sie zu einem neuen Kreise 
An]aft. So mSgen sich im ganzen ] Kreise bilden lassen. Jede Teilstrecke 

Fig. 1. Fig. 2. 

kommt in genau einem Kreise vor, jede Verbindungsstrecke dagegen in 
zweien, von denen sie in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen wird. 
Diese Kreise projizieren sich in die Ebene in doppelpunktfreie Polygone, 
die einander offenbar nicht durchsetzen. Es wird nun in jeden Kreis ein 
Elementarfl~ichenstfick eingespannt, wobei man annehmen kann, dab sich 
jedes Elementarfl~ichenstiick, abgesehen yon den Verbindungsstrecken, ein- 
eindeutig in die Ebene projiziert und dab zwei verschiedene Elementar- 
fliichenstiicke keinen mittleren Punkt gemeinsam hahen. (Ira Falle des 
Knotens der Fig. 1 ist / ~ 3, mad die Elementarfl~chenstficke sind in 
der Fig. 2 in der Projektion angedeutet.) 

l) Eine andere Methode findet sich bei F. Frankl und L. Pontrjagin, Ein Knoten- 
satz mit Anwendung auf die Dimensionstheorie. Math. Annalen 102 (1930), S. 785. 
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Die ~ Elementarfl~chenstficke bilden zusammen eine in den Knoten 
eingespannte Fliiche. Sic ist orientierbar, da jede Verbindungsstrecke 
yon den beiden zugehSrigen Kreisen in entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufea wird. Die Eulersche Charakteristik der Fl~che ist offenbar 

N --= - - 2 d q - 3 d - - [  : d - - I ,  

ihr Gesehleeh~ (Henkelzahl) also, da as sieh um eine Fl~iehe mit einem 
Loch handelt, 

h = "Y+~ --  d - - l + 1  
2 2 

So hat  man in dem in der Fig. 1 gezeichneten Knoten d = 4, / = 3, 
also h = 1; die eingespann~e Fl~iehe ist somi~ eine gelochte Ringfl~ehe, 
und das Gesehleeht des Knotens ist, da es night = 0 ist, = 1. 

Wit wenden uns nun der Untersuchung der Knoteniiberlagerungen 
zu. Wit schliel~en den euklidischen Raum, in dam ~ liegt, dureh einen 
unendlieh fernen Punkt  zur 3-Sph~ire ~ und bilden die g-bl~ttrige zyklische 
~berlagertmg 92g yon ~, die den Knoten ][ zur einzigen Verzweigungslinie 
hat. ~ber  jedem Punkte yon ~ liegen dann g Punkte yon ~l~g, aus- 
geaommen die Punkte  yon ~, fiber denen je ein Punkt  yon ~0~g liegt. Einem 
gesehlossenen, ~ night treffenden Wege w yon ~ entspricht dann und nur 
dann ein gesehlossener Weg in ~ ,  wenn die Versehlingungszahl yon w 
mit ~ dutch g teilbar ist. Durch diese Eigenscha{ten ist ~fft~ eindeutig 
bestimmt~). Offenbar ges~atte~ ~0~g eine zyklische Deekbewegungsgruppe 
der Ordnung g, bei der sich die fiber einem Pankt  yon ~ liegenden 
Punkte zyklisch vertausehen. Wit zeiehnen eine bestimmte Umsehlingung 
des Kno~ens als die positive aus mad bezeiehnen die erzeugende Deck- '  
bewegung, die einen Punkt  in deu n~chsten iiber[fihrt, mit x und dem- 
entspreehend die fiber einem Punkte von ~ liegenden Punkte mit  

P,  x P ,  . . . ,  ~ - l  p .  

8pannt man nun in den Knoten ~ fine orientierbare Fl~che vom Ge- 
schlecht h (das grSl3er als das Gesehleeht des Knotens sein kann) ein, so 
entsprechen ihr in ~Jtg g homSomorphe Fl~chen 

~) Vergl. I-I. Seifer~ u. W. Threlfall, Topblogie (Leipzig 1934), w 77. Dor~ 
wird die un~)erz~eigte ~be~l~gerung des ,,Kno~enaul~enraumes" b~traehtet; bier 
handel~ es sieh um die ve~zwelgte 13berlagerung, bei der der Knoten Verzweigungs- 
linie ist. Die Homologiegrupl~en der beiden R/~ume unterseheiden sieh durch eine 
freie Erzeugende. -- Die g-bl~ttrige unverzweigte zyklisehe ~rberlagerung, und dnher 
aueh die bier benutzte verzweigte, l/~l]t sich ebenso gu~ wie mit Hilfe der Ver- 
sehlingungszahlen dadurch charakterisieren, dab die Deckbewegungsgruppe zyklisch 
yon der Ordnung g is~. Vgl. das angeftihrte Bueh S. 281. 
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die als gemeinsamen Rand die fiber ~ liegende Kurve haben, die wiederum 
mit ~ bezeichnet sei. ~ zerf~llt dutch diese Fl~chen in 9 Teile, sog. Bl~tter, 

das sind berandete Mannigfaltigkeiten, die der Reihe nach yon ~ und x ~, 
x ~ und x2~ . . . . .  ~ - : ~  und ~ berandet werden. Ein einzelnes Blatt 
wird offenbar auch dadurch erhalten, dal] man ~ l~ngs der in ~ ein- 
gespannten Fl~che ,,aufschneidet". 

Wir berechnen jetzt die Homologiegruppe von ~ g  und w~ihlen zu 
dem Zwecke auf ~ 2 h geschlossene Kurven 

a : ,  a 2 ,  . . . ,  a ~ h ,  

die auf ~ homolog unabh/ingig seien, also etwa h Rfickkehrschnittpaare. 

Xta l ,  x ia2 ,  . . . ,  x ia2h  

seien die entsprechenden Kurven auf x': ~. Wit ermitteln nun zuerst die 
Homologiegruppe des ersten Blattes ~ .  ~ wird von den Fl~ichen 
und x ~ berandet, auf denen die 4 h Kurven 

a 1, a n, . . . ,  a2h~ xal~  x a  2, . . .  X a ~ h  

lie gem Die l~ig. 3 zeigt die Oberflache yon ~ f i i rh  = 1. (YYt selbst 
i s t  n i c h t  mit dargestellt ; ~ ist also nicht etwa das Inhere oder ~ul~ere 

Fig.  8. 

der Doppelring~l~ehe). Es ist leieht zu sehen, dal~ diese 4 h Kurven die 
tlomologiegruppe .~ von ~ erzeugen. Ist ngmlieh C eine beliebige ge- 
sehlossene Km:ve in ~1~, so ist sie in der 3-Sphiire 6; die dureh Idengi- 
fizieren von ~ mit x ~ entsteht, nullhomolog, also Rand einer Fliiche q. 
In ~[  erscheint ~ als eine F1/iche, deren Rand aus U und einer (unter 
Umsti~nden aus mehreren oder null Teilen bestehenden) Kurve C' des 
Randes yon ~ sich zusammensetzt. Also i s t  C ~.~ - -  C '  und somit homolog 
einer linearen Kombination der a~ und z a~. Da iibrigens C' beim Identi- 
fizieren yon ~ und x ~ verschwindet, so besteht genauer eine Relation 
der Form 

2h 
~ 2 :  ~ (a~ - z a ~ ) .  
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Wendet man diese 0berlegung insbesondere auf die Kurven a~, a~ . . . .  , a2h 
an, so ergeben sieh die Relationen 

~ h  

(1) a i -  ~ y~k(ak--xak) ~--0 (i = 1, 2 . . . .  , 2h). 

Dafiir ]~ann man auch schreiben 
2h ~h 

(]) Z ~ik(lk "-~ Z flil~Xak ~-~0 (i ---- 1, 2, . . . ,  2h), 

wobei die Summe der quadratisehen Matrizen (~,.~) ----- A und (fl~k) = B 
die Einheitsmatrix 

A - F B = E  
ist. 

Wir behaupten, dal~ die Relationen (1) bereits ein vollst~ndiges Re- 
Iationensystem ffir die Homologiegruppe t~ des Blattes ~0~ bilden. Es sei 
niimlich 

~h 2h 
(2) Xcc~'~ak-F Zfl~kxa~,~,O (i = 1, 2, . . . .  m) 

ein vollst~ndiges System unabh~ingiger Relationen, unabh~ngig in dem 
Sinne, dal] keine lineare Beziehung mix nicht s~mthch verschwindenden 
Koeffizienten zwisehen diesen Relationen besteht, oder was dasselbe ist, 
dal~ die m-zeilige und 4 h-spaltige Koeffizienteumatrix (A', B') den Rang m 
hat. Dann mul~ zun~chst m ~:  2 h sein, denn dia Homologiegruppe ~ hat 
mindestens so viele Ireie Erzeugende wie die Randfl~ehe von ~g~ Henkel 
hat, also 2 h 8). Da anderseits die 2 h Relationen (1) wegen A -~- B = E 
linear unabh~ngig sind, so ist m :> 2 h, also m = 2 h. Wegen der Voll- 
st~ndigkeit des Relationensystems (2) ist (1) eine Folge yon (2); es gibt 
also eine quadratische Matrix - ,  fOr die gilt 

- A '  = A ,  - -B '  = B, 
also 

- - - (A ' -F  B') = A ~ B  = E. 

Oeht man zu den Determinanten fiber, so ergib~ sieh hieraus 

I--I = •  

und deshalb ist auch umgekehr~ (2) eine Folge yon (]) und damit yon (1). 

Um hieraus die Homologiegruppe ~ ,  der g-bl~ttrigen ~berlagerung 
~0~ zu erhalten, benutzen wir den Satz yon der tTomologiegruppe eines 
zusammengesetzten Komplexes. Er sagt aus, clal~ die Homologiegruppe 
eines Komplexes R, der aus zwei Teilkomplexen ~ und ~ mi~ zusammen- 
h~ingendem Durehsehnitt ~ besteht, die direkte Summe der Homologie- 
gruppen yon ${~ und R~ ist, in der man noch je zwei Elemente, die der- 

~) Vergl. d~s S. 573 angefiihrt.e Topologiebuch, S. 223, Sa~z IV. 
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selben Kurve in a3 entsprechen, zu identifizieren hat. Wendet man diesen 
Satz (g -- 1)-real auf die Teilkomp]exe ~--, x ~ ,  . . . .  x g - l ~  an, aus denen 
~ g  besteht, so ergeben sich als Erzeugende von ~g die 2hg Kurven 

a I ,  . . . ,  a 2 h ,  . . . . . .  ~ x g - l a l ,  . . . ,  X g - - l a ~ h ,  

w~hrend die Relationen durch formale Multiplikation der Re]ationen (1) 
mit  x, x 2, . . . ,  xg -1 erhalten werden. Dabei ist xga,, = a~ zu setzen. 
Bezeichnet man in (1) die Matrix (~'~k) mit  i-, so ist hiernach die Ko- 
effizientenmatrix des Relationensystems die folgende g-reihige Matrix, deren 
Elemente selbst 2h-reihige Matrizen sind (Nullen stehen fiir 2h-reihige 
Matrizen aus lauter Nullen): 

E - - V  V 
0 E - - t -  

(3) o o 

0 0 
V 0 

E - - f ' .  0 

i-  o o 

Wir werden nun durch Umformungen 
Relationensystem zwischen denselben 2 g h 

E - - V  

der Matrix (3) ein ~iquivalentes 
Erzeugenden x~ak ableiten, aus 

dem hervorgehen wird, dab bereits die 2 h Kurven al,  . . . ,  ash die Homo- 
logiegruppe ~g erzeugen. Dazu betrachten wir zun~ichst die ( g -  n + 1)- 
reihige Matrix 

(4,,) 

-- ( y -  I),, y,~ 
0 1 - - y  
0 0 

0 0 
y 0 

1 - - y  . 0 , 

y 0 0 1 - - y  

in der y eine Unbestimmte bedeutet. 
Wir addieren die mit  dem Polynom Q ~ - 1  + y +  . . .  + yn-1 

multiplizierte zweite Zeile zur ersten und erhalten: 

- (y - 1) .  1 Q y o 
0 1 - - y  y 0 
0 0 1 - - y  0 

y 0 0 1 - - y  

Addition d e r m i t  y -- 1 multiplizierten ersten Zeile zur zweiten und Ver- 
tauschung der ersten beiden Spalten liefert 

1 - - ( y - - l ) "  Q Y 0 
0 - ( y - l )  n+l  y "+1 0 

0 0 1 - - y  . 0 

0 y 0 1 - - y  
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Streicht man darin die erste Zeile und die erste Spalte, so ergibt sich 
gerade d~e Matrix (4 n+ i), auf die man dieselben Umformungen anwenden 
kann. So gelangt man, yon der Matrix (4 ~) ausgehend, schlie~lich zu der 
Matrix 

] * * $ 

r 
0 1 * * 
0 0 1 * . 

0 0 0 - - ( y - - 1 ) ~ + y g  

(5) 

Darin bedeuten die Sterne nicht n~iher zu bezeichnende Polynome. Jeder  
elementaren Umformung der Polynommatrix (4 ~) entspricht nun in der 
ganzzahligen Matrix (3) eine Umformung, die zwar keine elementare Urn- 

(6) 

Iormung is% sich aber aus 
Dem ~bergang yon (4 ~) zu 
der Matrix 

E * 
0 E 
0 0 

elementaren Umformungen zusammensetzt. 
(5) entspricht so der Ubergang yon (3) zu 

$ * 

E * 

0 0 0 - -  (r-  - E)g -l-- F 'q 

Sie liil~t sich ebenso wie die Matrix (3) als das Koeffizientenschema eines 
Relationensystems fiir die Homologiegruppe ~ auffassen. Da bei dem 
]~bergang yon {3) zu (6) neben den Zeilenumformungen nut Spalten- 
vertauschungen angewendet wnrden, so stehen im oberen Eingang der 
Matrix (6) bis auf die Reihenfolge dieselben Kurven wie in der Matrix (3). 
Genauer sind es der Reihe nach die Kurven 

x~al . . . .  , x~a~h (i = 1, . . . ,  g -  1, 0). 

Aus der Matrix (6) geht hervor, dab die Erzeugenden x*al . . . .  , x~a.2k 
(i = 1 . . . .  , g -  1) sich alle dutch a~, . . . ,  a,~ ausdriicken lassen und 
dab die Relationen zwisehen den letztereu dutch die Koeffizientenmatrix 

Vg - ( V  - E p  
gegeben sind. 

Wir fassen das bisherige Ergebnis znsammen in den 
S a t z 1 : L~flt sich in einect Knoten ~ eine Flgche vom Gesehlecht tt 

einsTannen und ist ~ eine yon den g dariiberliegenden Flachen des g-bl~tt~'igen 
zyklisehen Uberlagerungsrawmes ~ ,  so ist eine Homologiebasis al . . . .  , a2h 
Yon ~ zuglei~h ein System yon F~rzeugengen get Homologiegruppe ~ yon ~ .  
Bezeichnet also m~ die minimale Brzeugendenanzahl yon ~g und ist h das 
Geschlecht des Knotens ~, so gilt die Ungleichung 

(7) ~ <_ 2 ~, 
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Die R e l a t i o n e n  der HomoIogiegruppe ~a sind dutch eine 2h-reihige 
quadratische Matrix der ,Form 

(8) r g -  ( I - -  E)g 

gegeben. Die yon g unabhdngige Matrix F wird dabei aus dem Relationen- 
system (1) der HomoIogiegruppe eines einzdnen Blattes erhalten und E be- 
zeichnet die 2 h-reihiqe Einheitsmatrix. 

Da die Minimalzah] mg der Erzeugenden gleich der Summe aus der  
Bettischen Zahl und der Anzahl der Torsionskoeffizienten der Dimension 1 
der g-bliittrigen Cberlagerungsmannigfaltigkeit ist, so ist die Ungleichung (7) 
gleichbedeutend mi~ dem 

S a t z  2: Die Summe aus der Bettischen Zahl und der Anzahl der 
Torsionskoe//izienten der Dimension 1 einer beIiebiqen zyklisch~,n ~berlagerungs- 
~nannig/altigkeit 2Rg eines Knotens ist h6chstens gIeich dem doppelten Ge- 
schlecht des Knotens. 

Wiirde man an Stelle der g-bliittrigen ~berlageruug die unendlich- 
bl~ittrige betrachten, so wiirden sich als Relationen der Homologiegruppe 
dieienigen ergeben, die aus (1) dutch Multiplikation mit einer be]iebigen 
positiven oder negativen Potenz Yon x hervorgehen. FaBt man die Homo- 
logiegruppe als eine Gruppe mi~ Operatoren auf, wobei der Operatoren- 
bereich der Integritiitsbereich der Polynome in x und x-1 mit ganzzahligen 
Koeffizienten ist, so sind a~ . . . .  , a:a die Erzeugenden und (1) die Re-  
lationen. Die Determinante der ,,Koeffizientenmatrix" E -  r + x i- ist  
dann (bis auI einen unwesentlichen Faktor 4-x '~, eine Einheit des Inte-  
gritiitsbereiches) eine Invariante der Gruppe mit Operatoren and daher  
eine Knoteninvariante. Den Faktor • x n kann man so w~hlen, dab keine 
nega~iven Potenzen yon x auftreten und das konstante Glied positiv auso 
f~llt. Die so normierte Determinante ist die von Alexander in die Knoten:  
theorie eingefiihrte ,,Polynominvariante" A (x). Da die Determinante 
2h-reihig ist, so ist der Grad des Polynoms A (x) hSchstens gleich 2k ,  
und man hat den 

S a t z  3: Der Grad der Ale~anderschen Polynominvariante A (x) ist: 
hgchste~s gIeich dem dappelten Geschlecht des Knotens. 

Die in diesem Paragraphen angegebene Ableitung der Homologiegrappe 
einer g-bli~ttrigen ?Jberlagerangsmannigfaltigkeit kann auch zur praktischen 
Ermit thng der Homologiegruppe benutzt werden, was besonders bei Knote~  
mit hoher ~berschneidungszahl, abet niedrigem Geschlecht Vorteile biete~ 
(vgl. w 4). 
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w 

Die Geschlechter spezieller Knoten. 
Die Polynominvarianten A (x) sind flit die Knoten mit  bis zu noun 

Uberkreuzungen ermit~el~ worden4). Spann~ man in diese Knoten nach 
dem in w 1 angegebenen Verfahren Fl~ichen ein, so zeigt es sich, dab das 
Geschlecht der eingespannten Fltichc bei 77 Knoten gleich dem halben 
Grad des Polynoms A (x) ist. Bei den Knoten 

8~0, 8~1, 94~, 945, 9~6, 9,7, 9~s 

ist dagegen das Geschlecht der eingespannten Fliiche bzw. 

3, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 

w~ihrend tier hatbe Grad des Polynoms /I (x) 

2, 2, 2, 2, 1, 2, 3 
betr'~gt. 

Bei dem Knoten 9~s ist also der halbe Grad yon A (x) grSBer als 
das Geschlecht der eingespannten Fl~che, im Widerspruch zu Satz 3. In 
der Ta~ erweist sich der in der Alexandexschen Tabelle verzeichnete 
Weft  yon A (x) als unrichtig fiir die Knoten 9~7 and 94s- Die richtigen 
Werte lauten 

947 ; /1 (X) ~--- ] -- 4 X ~- 6 X ~ -- 5 X s ~ 6 X 4 -- 4 X 5 -~- X e, 

94S: /1(X) ---- 1 - - 7 x , + l l x  ~ - 7 x  s ~ - x  ~. 

Es bleiben damit nut  die fiinf Kaoten 8~o, 821, 942, 9~5, 9~, bei 
denen das Geschlecht der eingespannten Fl~che um 1 grSl~er ist als die 
halbe Gradzahl yon/1  (x). In diesen Fiillen kann man die Knotenprojektion 
so abtindern, da ]  sich das Geschlecht der eingespannten Fl~iche um eine 
Einheit emiedrigt~). Bei allen Knoten der Alexander-Briggsschen Tabdle 
ist somit au] Grund yon Satz 3 das t~notengeschlecht durvh die hatbe Grad- 
zahl der Alexanderschen Poly~ominvariante ~ (x) gegeben. 

4) Man findot, sie bei J. W. Alexander, Topological invariants of knots and 
finks. Trans. Amer. Math. Soc. 80 (1928), S. 305, und (mir einer Verbesaerung 
versehen) bei K. l~eidemeister, Knotentheoriv (Berlin 1932), S. 41. 

~) Hierauf maohte reich Herr C. Weber ~afmerks~m. Die umgeformten Knoten- 
prvjektionen sind : 

Fig. 4. 
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Bei den bisher angegebenen Knoten is t  das Geschlecht in keinem 
Falle grS~er als 4. Knoten beliebigen Geschlechts linden sieh dagegen 
unter den Torusknoten, die wir jetzt un~rsuchen wollen. Der Torus- 
knoten p, q ist eine auf einer Rotationsringfl~iche gelegene, doppelpunkt- 

freie geschlossene Kurve, die einen Meridiankreis 
I ~ ~ . ~ ~  der Ringfl~iche pmal  and einen Breitenkreis 

q mal gleichsinnig durchsetzt, p und q sind also 
teilerfremd. In der fiblichen Projektion hat der 
Knoten (p - 1) q ~berkreuzungen. (Die Fig. 5 
zei~ den Fall p = 3 ,  q = 4 ) .  Die oben be- 

Fig. 5. schriebene Konstruktion einer eingespannten 
Fl~che fiihrt zu einer Zerlegung der Knoten- 

projektion in p Kreise und damit zu einer Fl~iehe vom Geschlecht 

(p -- 1).q-- p d- 1 = (p--  1) (q-- 1) Wir behaupten, dab sich keine Fliiche 2 2 
niedrigeren Geschlech~s einspannen t~il~t, dab also der Satz gilt: 

S a t z  4 : Der Torusknoten p, q hat das Geschlecht (p -- 1) (q-- 1) 
2 

Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2 und der 
folgenden Tatsache : 

Die p q-bl~ittrige zyklische •berlagerung des Torusknotens p, q hat zur 
HomologiegruTpe die /reie Abelsche Gruppe yon (p -- 1) (q -- 1) Erzeugenden. 

Urn die p q-bl~ittrige Tdberlagerung des Knotens zu ermitteln, bedenken 
wir, dab die dreidimensi0nale Sphiire ~,  in der der Knoten [ liegt, eine 
Faserung dutch Torusknoten gestattet, in der ~ als gewShnliche Faser 
auftritt6). Daher ist auch die" p q-bliittrige Oberlagerungsmannigfaltigkeit 
ein gefaserter Raum ~ -~ YJ~q. In ~ gibt es zwei Ausnahmefasern H~ 
und Hq mit  den Vielfachheiten p und q. H bezeiehne eine beliebige ge- 
wShnliche, vom Knoten ~ verschiedene Faser in ~. Die Verschlingungs- 
zahlen yon H, H~ und Hq mit ~ sind pq, q, p (1. c. S. 211). Somit mul~ 
m a n  H einmal, H~ p real, Hq q real durchlaufen, um im Uberlagerungs- 
raum ~ einen geschlossenen Weg zu beschreiben. Es liegen daher fiber 
H, H~, Hq bzw. pq, q, p Fasern yon ~,  w~ihrend fiber dem Knoten ~, 
der ja Ver~,weigungslinie ist, eine einzige Faser liegt. Da nun die Fasern 
yon ~ und ~ eineindeutig den Punkten der Zerlegungsfl~iehen f und 
entsprechen, so ist hiermit ~ als eine p q-blfittrige l~berlagerungsfl~iehe yon 
f erkannt. Die den Fasern ~, H~, H~ entsprechenden Punkte yon f sind 
die drei Verzweigungsptmkte. Wir berechnen die Eulersche Charakteristik 
yon ~ und wiihlen zu dem Zweck eine simpliziale Zerlegung yon ~, in 

6) Vgl. H. Seffert, Topologie dreidimensionaler gefaserter R~ume, Acta math. 60 
(1933), S. 159. 
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der die drei u als Ecken auftreten. Es seien ~0 Eeken, 
a 1 Kanten und ~ Dreiecke vorhanden. Sehen wir zuniiehst yon den drei 
u ab, so liegen fiber jedem Stiick yon f 79 q Stiieke 
yon ~. ~ber den u abet liegen bzw. 1, q, ~o Punkte 
von ~. ~ hat daher 

&o = 7 ~ ( a 0 - - 3 ) + l + 7 9 + q  Eeken, 
c~I = P q ~1 Kanten, 
&~ = p q a n Dreieeke. 

Die Eulersche Charakteristik von ~ ist also 

hat als Kugelfl~che (1. e. S. 161) die Charakteristik -- ~0 4- ~ -- ~ = -- 2, 
so dab man erh~tlt 

und folglieh f fir das Geschlecht yon 

.,V§ (p-- l )  (q--l)  
2 2 

Die Homologiegruppe yon ~ besitzt nun die Homologiegruppe yon 
zur Faktorgruppe (1. c. S. 201). Letztere ist eine ~reie Abelsche Gruppe, 

und die Zahl der Erzeugenden ist dutch das doppelte Gesehlecht von 7, 
d. h. dutch (p - -  1) (g --' 1) gegeben. Die ttomologiegruppe yon ~ be- 
sitzt also mindestens (79- 1 ) ( q - - 1 )  freie Erzeugende. Weitere Er- 
zeugende kann es nicht geben, da dutch Satz 2 die Zahl der Erzeugenden 
hSehstens gleich dem doppelten Gesehleeht des Knotens ist, letzteres ist 

abet h5ehstens gleieh (P--1) (q--1) da wir eine Fl~ehe yon diesem Ge- 2 
sehleeht in den Knoten eingespannt haben. Damit ist alles bewiesen. 

Bei der T q-bl~ttrigen ~berlagerung des Torusknotens T, q nimmt die 
Bettische Zahl den dutch das Kno~engesehlecht gegebenen maximalen Weft 
an. Es gibt aber aueh Knoten beliebig hohen Gesehlechts, bei denen die 
Anzahl tier Torsionskoeffizienten einer passenden Oberlagerung das Maxi- 
mum erreieht und demen~sprechend die Bet~isehe Zahl gleich Null ist. 
Dies gilt ~iir alle Torusknoten 2, 2h + 1. gs ist namlich das Geschleeht 
dieses Knotens, wie berei~s bewiesen wurde, qleieh h, wdihrend die (2h + ])- 
blattrige (]berlagerung, wie wir zeigen werden, 2h Torsionskoe]/iziente~ 
yore Werte 2 besitzt. 

Man kann dies beweisen, indem man die Fundamefit~lgruppe der 
~berlagerungsmannigfaltigkeit naeh dem Verfahren yon Reidemeister be- 
reehnetT). Einen besseren Einbliek in die Struk~ur der ~berlagerungs- 

~) K. Reidemeister, Knoten und Gruppen, Abh. m~h. Sere. Hamburg. Univ. 
(1926), S. 7--28. 



582 H. Seilert. 

mannigfaltigkeit gewinnt man aber, wenn man sie als gefaserten Raum 
konstruiert. 

Wit geben gleich das Ergebnis an und verifizieren naehtriiglich, dab 
es sich um den (2 h + 1)-fachen ~berlagerungsraum handelt. Man nehme 
eine Kugelfliiche R und schneide aus ihr am J(quator in gleichen Abst~nden 
2h + 1 gleich gro~e kreisfSrmige LScher heraus. Ebenso soll ein kleines 
Loch um den l~ordpol ausgeschnitten werden. Die Randkreise der LScher 
mSgen der Reihe nach 

hei~en und mit gleichartigen Orientierungen versehen sein. Wit betrachten 
dann das topologische Prodakt ~ aus dieser (2h + 2)-fach gelochten 
Kugelfl~che und einer Kreislinie /t. Es ist eine dreidimensionale, von 
2 h +  2 Ringfliichen berandete Mannigfaltigkeit. Auf d i e 2 h @  1 Ring- 
fIKchen am _~quator wird je ein Vollring mit seiner Oberflgche aufgesetzt, 
und zwar so, daft der Meridiankreis des Vollringes 

�9 I,~2Q,+YI (i = 1,2, . . . ,  2 h + l )  
wird. Ebenso wird die Ringfliiche am Nordpol mit einem Vollring ver- 
sehlossen, dessen Meridiankreis 

sei. Die Homologiegruppe der entstehenden Mannigfaltigkeit ~ hat offenbar 
die Erzeugenden 

zwischen denen in ~ die Homologie 

+ . . .  + o 

besteht. Hierzu treten durch die Schhegung mit den Vollringen die 
weiteren Homologien 

(10) 2 ~ ) , + H ~ 0  (i = 1,2 . . . .  , 2 h @ l )  

Wit behaupten, dag ~ die (2 h + 1)-bliittrige Oberlagerungsmannigfaltigkeit 
des Torusknotens 2, 2h + 1 ist. ~ ist nw wie aus seiner Kon- 
struktion h.ervorgeht, ein gefaserter Raum mit 2h + 1 zweifachen Aus- 
nahmefasern und mit der Kugel R als Zeflegungsfliiche. ~ gestattet 
eine zyldische Gruppe der Ordnung 2h + 1 von fasertreuen Selbstabbil- 
dungen, bei der sich die 2h + 1 zweifachen Ausnahmefasern zyklisch ver- 
tauschen, wiihrend die dem Nordpol und Siidpol entsprechenden gew6hn- 
lichen Fasern in sich iibergehen, und zwar bleibt die letztere punlrtweise 
lest. Um den gefaserten Raum ~l zu erhalten, der dutch Identifizieren 
iiquivalenter Punlrte aus ~ hervorgeht, identifizieren wit zuniiehst die 
~qaivalenten Pnnkte in ~:. Es ergibt sich das topologische Produkt 2: 
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aus einem Kreis H und einer Kugel mit zwei LSehern. Der eine Loeb- 
rand ist das gemeinsame BJld der Kreise ~)1 . . . . .  Q~h + ~ und sei mit Q1 
bezeiehnet. Der Rand Q.2 h + ~ des anderen Loches dagegen wird yon dem 
Kreis ~)~ h + 2 (2 h -~- 1) real iiberlagert. Die in ~ bestehenden Homologien 
(1"0) und (1•) gehen daher auf ![~ tiber in die Homologien 

(10) 2 Q1 + H ~-, 0, 
(11) (2h ~- 1)Q~h+ ~ - hH,..~O. 

Aui~erdem hat man offenbar 

(9) QI + Q.2 h+ ~--~ 0. 

Die Homologie (11) besagt, da~ die dem Nordpol entspreehende gewShn- 
liche Faser yon ~ in eine (2 h + 1)-fache Ausnahmefaser yon ~ iibergeht. 
~R hat also zwei Ausnahmefasern der Vielfaehheiten 2 und 2h + 1, und 
da die Determinante 4es Relationensystems (9), (10), (11) gleich 1 ist, so 
liegt die dutch Torusknoten 2, 2h -~- I gefaserte 3-Sph~'e vor (1. r w 11). Da 
iiberdies die Deekbewegungsgruppe die dem Stidpol yon R entsprechende 
Faser punktweise festl~l~t, so ist ~ (2h + 1)-faehe verzweigte zyklische 
]~berlagerung yon !0~ mit einer gewShnlichen Faser yon !gl als Verzweigungs- 
linie, was zu beweisen war. (Vgl. Ful~note ~) auf S. 573.) 

Um nun zum Zweeke der Berechnung der Torsionskoeffizienten die 
Relationen (9), (~0), (1~) der Homologiegruppe von ~ auf die Normalform 
zu bringen, eliminiert man H aus der letzten Homologie (i~0) 

2~)~§ 
Fiihrt man dann an SteUe yon ~)i die Erzeugende 

Q~ ~'~ ~), - ~)~ h +~ (i -- 1, 2 . . . . .  2 h) 
ein, so ergeben sieh gerade die Relationen 

r , , r Q I ~ o ,  ., 2Q.2h --~ 0. 

Es sind also, wie behauptet wurde, 2 h Torsions~roeffizienten yore Werte 2 
vorhanden. 

w 

Charakterisierung der Alexanderschen Polynominvariante. 
Die Homologiegruppen der l~berlagerungsmannigfaltigkeiten eines 

Knotens ~ sind, wie wir in w 1 sahen, dutch die i~Iatrix V ~- (?~k) vo~ 
S. 576 bestimmt. Wir wollen jetzt die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir aufstellen, dal~ eine ganzzahlige Matrix die Matrix V 
tines Knotens sein kann. Daraus wircl sigh dann eine Charakterisiertmg 
der Alexandersehen Polynominvariante ergeben. 

Wir bedenken zun~chst, dal~ man eine berandete Fl~che yore Ge~ 
schlecht h auffassen kann als ein Elementarfl~chenstiir E, an das 2 k 
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,,BEnder" angesetzt sind. Diese Darstellung ergibt sich sofort, wenn man 
im Fundamentalpolygon der geschlossenen Ft~che vom Geschlecht h, das 
in der ,,Henkelform ''8) vorgelegt sei, die Ecken abschneidet, was gleich- 
bedeutend mit einer Lochung der geschlossenen Fl~iche ist. Die Fig. 6 
zeigt die gelochte FlEche yore Geschlecht 2. Man erh~ilt also den all- 
gemeinsten Knoten vom Geschlecht h oder kleineren Geschlechtes, wenn 
man ein solches geb~indertes Fl~ichenstiick auf alle mSglichen Weisen in 
den Raum hineinlegt. Wir werden das geb~inderte Fl~ichensttick in der 
ebenen Proiektion betrachten und ~tiirfen annehmen, da~ das Elementar- 
fliichenstiick E sich als eine Kreisscheibe projiziert und dab die an- 
gesetzten Bgnder in der Projektion mit E nur die Ansatzstellen gemein 

Fig. 6. Fig. 7. 

haben. SchlieJ31ich ist es keine Einschr~inkung, anzunehmen, daI3 die 
B~inder in der Projektion unverdrillt erscheinen, da eine Verdrillung 
immer durch eine Selbstiiberschneidung des Bandes ersetzt werden kann 
{s. Fig. 7). Es ist somit nur die eine SeRe der Fl~iche, die ,,Oberseite" 
sichtbar. (Beispiete sind die Fig. 6 and 9; in ersterer ist ~ in die Kreislinie 
deformierbar.) Schneider man den Raum 1Engs der :Fl~che auf, so spaltet 
sich die Fl~iche in zwei Exemplare, die l~ings t aneinanderstol~en. Hebt  
man sie voneinander ab (wie man etwa ein zusammengefaltetes Luftkissen 
aufblRst) so entsteht aus dem Elementarft~henstiick E m i t  den 2 h a.n- 
gesetzten B~indern eine Kugel mit 2 h angesetzten Henkeln. Der Knoten 
ist dann der scheinbare UmriB dieser F1Eche vom Geschlecht 2 h, und die 
FlEche selbst wird dutch t zerlegt in zwei Teile, die in w 1 mit ~ und ~ 
bezeichnet wurden, w~ihrend der Aul~enraum ~ hieS. Die aus ~ and x 
bestehende FlRche vom Geschlecht 2 h bezeichnen wit auch mit ~ ~ z ~., 
und wit verstehen unter $ immer den sichtbaren (oben liegenden) Teil 
clef Fl~iche. In der Projektion sind ~ - ~  x ~  and ~ nicht zu unter:- 
scheiden und kSnnen daher dutch dieselbe Figuz dargestellt werde~ 
(s. Fig. 6 and 9). 

s) Vgl. das S. 573 angefiihrte Buch. 
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Zur Ableitung der Relationen (1) yon S. 575 w~h]en wir auf 
h Paare von konjugierten Rfickkehrschnitten, al, as; as, at; . . . ;  a.2 h-  ~, 
ash, yon denen jeder ein angesetztes Band durchl/iuft (s. Fig. 6). Diese 
orientieren wir so, da~ a2~+~ yon a~r+l in dem gemeinsamen Punkt yon 
links nach rechts iiberkreuzt wird. Man hat also bei richtiger Orientierung 
der Fl~che ~ die Schnittzahlen 

(12) d(a~r+~, a~r+~) = + 1, 
und daher 
( 1 3 )  e~ (a~t  + ~, a2r + 1) = - -  1 .  

Die ai bilden zusammen mit den entsprechenden Kurven x a, auf der 
Flgche x ~ eine Homologiebasis yon ~ ~ -x~ .  Mit A, sei der fiber ai er- 
richtete unendliche Halbzylinder bezeichnet, der senkrecht auf der Zeichen- 
ebene steht. Er stellt naeh Hinzufiigung des unendlich fernen Punktes 
ein in ai eingespanntes Elementarfliichensttiek dar. Wit betraehten nun 
den im Au~enraum ~ liegenden Tail A--~. yon A~. Der Rand yon ~ besteht 
aus a,. und einigen ,,Schnittkreisen", n~mlich denjenigen, in denen A~ 
von den Henkeln der Flgche ~ - ] - x ~  durchsetzt wird. Die Summe 
dieser richtig orientierten Schnittkreise heiSe a~., so dal3 gilt 

(14) ~d.A~ = ai - a~ (in ~ ) .  

Die erw~ibnten Sehnittkreise entspreehen den einzelnen ~berkreuzungen 
yon ai dutch die Kurven a~0 (k = 1, 2, . . . ,  2 h). Betrachten wir z. B. 
den Fall, da$ ai von a~ an einer bestimmten Stelle 
yon links naeh reehts iiberkreuzt wird (Fig. 8). 
Der Sehnittkreis C yon A~ mit der fiberkreuzenden 
Stelle des zu a~ gehSrenden Henkels durehsetzt ff 
dann a~ yon links nach ~echts. Also ist It 

(15) e~(C, ak) = 1, oe(C, aj) ---- 0 (3" ~ k) 

und auf x~ analog 

(16) ~(O, za~) = 1, ~ ( 0 ,  zaj)  = 0 ( j  ~ k). 
Die Vorzeichen der Schnittzahlen kehren sieh urn, Fig. 8. 
we~a a~ yon rechts nach hnks iiber a~ hinweggehr 

Es bezeichne nun vr die ,,~berkreuzungszahl" yon a~ und a~, d. h. 
die Anzahl der ?Jberkreuzungen, bei denen a~ yon links nach rechts fiber 
a~ geht, vermindert um dis Anzahl der tYberkreuzungen, bei denen a~ yon 
rechts naeh links tiber a~ geht. Man finder dann dutch Addition der 
si~mtlichen Schnittkreise des Halbzyhnders A~ mit dem zu a~ gehSrigen 
Henkel aus den Formeln (15) und (16) 

(17) e~(a;, a~) = v~, 

(18) oS(a;, za~) = v~. 
�9 [athematisehe Annalen.  llO. 3 8  
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Die Relationen (1) yon S. 575 ergeben sich nun sofort, wenn  man 
die a u f  ~ + x ~  liegenden Kurven (1-Ketten) al durch die Basisketten 
a~, . . . ,  a., a, x a ~ ,  . . . ,  x a 2 h  ausdrfickt: 

2h  ~h 

a ~  Z ~ i k a k - -  Z T i k x a k  (auf ~ - [ - x S ) .  
1 1 

Aus (12), (13) uad (17) folgt: 
f 

Yi, 2 r +  l = or (ai ,  a2r+~) = v~,~r +2, 

o5(' ~i ,  2 r + 2  ----: - -  a t ,  a 2 r + l )  -~- - - V i ,  2 r + l .  

Das gibt zusammen mit der aus (14) folgenden Homologie a i , - , a ~  (in ~ ) :  

ai ~ v i 2 a  I - -  v i t a  2 ~ �9 �9 �9 ~ vt, ~ h a ~ h - - t  - -  Vi, 2 h - - t a 2 h  
(19) 

- -  (vi~ x a  1 - -  v i t x a  2 -~- . . .  @ vi, ~ x a 2  h - 1  - -  v ~ , ~ h - l x a 2 t , )  

(ia ~t). 
Die l~berkreuzungszahlen v~k sind nicht unabhiingig voneinander. Sind 

e r s t e n s  al  und ak nicht ko.njugierte Riickkehrschnitte, also punktfremd, 
so ist v~k die Verschlingungszahl yon ai und a~, v ~  = q ) ( a i ,  ak) ,  und da 
flit die Verschlingungszahlen die Symmetriebeziehung 

besteht, so gilt 
( i  2 r + l  und ~=2r+21)  

(20) V i k - = V k i  k ~ 2 r + 2  2 r ~  " 

a~ und a~ seien z w e i t e n s  konjugierte Rtickkehrschnitte, etwa i = 1, k = 2. 
Dann hat es keinen Sinn, yon ether Verschlingungszahl yon a 1 und a S 
zu reden, da sich beide Kurven in einem Punkt P treffen, und zwar 
wird gemiil~ unserer Festsetzung aa yon a t yon links nach rechts durch- 
setzt. Wi t  denken uns dann a~ in der Umgebung des Punktes P etwas 
yon der Fli~che ~ losgelSst und in den Augenraum ~ hinein deformiert. 
Die so deformierte Kuxve set a~*. Es wird dann die algebraische Summe 
der l~berkreuzungen yon a~ dutch a ~ * -  wobei eine ~berkreuzung yon 
links nach rechts mit dem Zeichen + ,  eine yon rechts nach links mit 
dem Zeichea -- in die Summe eingeht -- gleich ~ (a~, a~*) - :  v2~ ~ 1, die 
algebraische Summe der ~berkreuzungen yon aft dutch a 2 dagegen 
q) (aft, a~) ='%~, so daft man wegen der Symmetfie der Verschlingungs- 
zahlen erhiilt: 

via = v~t + 1. 

Allgemein ist 

(21) v ~ ,  + ~ , ~ + ~  -~  v , ,  + ~ , ~ r  + ~ ~ -  l .  

Wegen (20) und (21) kann man h6chstens did Zahlen vi~ f i i r i  ~ k 
willkiixlich vorgeben. Tats~chlich sind diese Zahlen voneinander un- 
abhiingig. Um einen Knoten zu vorgegebenen Zahlea v~ (i ___~ k) zu 
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konstruieren, hefte man der Reihe nach die B~nder an das Elementar- 
f l~hensti ick E an, so dab der Reihe nach die Zahleu v,~; v~8 , %8; 
V1 4  , V i i 4 ,  V84" ~ . . . ;  V l ,  2 h  , V2,2h , . . . ,  V2h__l, 2h die vorgeschriebenen Werte 
annehmen. Zuletzt bringe man noch in jedem Band so viele Selbst- 
iiberschneidungen (Fig. 7) an, dal] auch die Zahlen v ,  (i ~ 1 . . . . .  2h) 
stimmen. Wir fassen das Ergebnis zusammen in dem 

S a t z 5. Ist die in den Knoten t eingespannte z~l~iche als Elementar- 
fl~henstiick mit 2 h angesetzten Bdndern dargestellt (S. 584) und bezeichnet 
v,k die tJberkreuzungszahl des i-ten Bandes dutch das Ic-te, so bestehen 
zwischen den vi~ die Beziehungen (20) und (21), und die in dem Relationen- 
system (1) au#retende Matrix r ~- (Tik) lautet: 

' l ) , f l  - -  V l l  " V l ,  2 h  - -  q) l ,  2 h - - 1  

r ~ ~ , . o . . . . . . . . . . .  o o . . . . . .  

V~h--l j2 - - V 2 h - - l , l  " ~ R ~ - - l ,  2 h  - - ~ J 2 h - - l , $ h - - 1  

(~2}$,2 ~V2h, l " ~ h ~  2 h  - -  V $ h l  2 h - - I  

Umgekehrt tritt jecIe ganzzahlige Matrix, deren Elemente die Bedingungen (20) 
und (21) er/iillen, als Matrix [" eines Knotens au/. 

Aus der Matrix [- ergibt sieh die Alexande~sehe Polynominvari~nte 
(S. 578) bis auf einen Faktor 4- x ~ als die Determinante 

(22) I E -- r + x F  I --'-- co We1 x-F  . . .  ~ c ~ x  ~ .  

Beispielsweise lautet diese Determinante fiir h ~--1 und 2, wenn 
man die ~berkreuztmgszahlen v~ (i ~ k) vermSge (20) und (21) dutch 
die v,, (r ~ s) ausdrtickt, folgendermaBen: 

(23) ( h =  ~), 

l+vl~ (~ -  1) 
v.~ ( x - l )  
v~s ( x - l )  
v~, ( x -  1) 

(24) 

1 + vl~ (x - 1) - vll (x - -  1) 1 

- v , 1  ( x - l )  v l ,  ( x - l )  - v ~ s  ( x -  1) 
x - v , ~  ( x -  1) v~, ( x - l )  -v~3 ( x -  1) 

--vls (x - - l )  l - F % ,  (z - - l )  --%o (x- - l )  
--v1,(x--1) v4, (x--1) x--vs4 (x-- 1) 

(h = 2). 

Aus dieser Gestalt der Determinante erkennt man leicht, dab das 
Po]ynom (22) immer die folgenden beiden Eigenschaften hat:  

I. Es ist c o §  1 + . . . §  

II. Es ist cl = c~h-~. (i = 0, 1, . . . ,  h - -  1). 

Die (bereits bekannte) Eigenschaft I der Polynominvariante ergibt 
sich, wenn man in (22) x = 1 setzt. Um die ,,Symmetriebedingung" I I  
zu beweisen, mtissen wir zeigen, dab c o -~ c 1 x + . . .  + c-2h x =1~ unge~ndert 

38* 
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bleibt bei Ersetzung von x durch x -1 und nachtr~igliche Multiplikation 
des Almdruckes mit  # h; d .b .  es muB 

(25) I E - - V  + x r I  = Ix(E - r ) +  r I  

sein. Die Matrix x (E -- r) + r geht nun dutch die folgenden Trans- 
formationen in die Matrix E -- r + x r tiber: 

1. Vertausehung der (2r + 1)-ten mit der (2r + 2)-ten Zeile und 
ebenso der (2 r + 1)-ten mit  der (2 r + 2)-ten Spalte (r = O, 1 . . . . .  h--  1). 

2. Vertauschung yon Zeilen und Spalten (Umklappung um die Haupt- 
diagonale). 

3. Multiplikation aller geraden Zeilen und Spalteu mit  -- 1. 
Da sieh bei diesen Operationen die Determinante nicht i~ndert, so 

ist damit die Beziehung (25) bewiesen. 
Aus den beiden Eigenschaften I und I I  folgt, da~ man h6chstens 

die ersten h Koeffizienten Co,. . . ,  ch-1 willkiirlieh vorgeben kann. Die 
Koeffizienten ca+l . . . . .  c~h sind dann dutch II  bestimmt, w~ihrend sich 
der ,,mittlere" Koeffizient ca aus I ergibt. 

Wir zeigen nun, da~ c o . . . .  , ch-1 voneinander unabhhngig sind, d. h. 
dai~ man die ~berkreuztmgszahlen v~k (i < :  k) so w~hlen kann, dal] die 
Koeffizienten e o . . . .  , ch-1 willkiirlich vorgegebene ganzzahlige Werte er- 
halten. Man w&hle n~mlich alle vik = 0 bis auf 

~)14~ V36~ V58~ "" "~ V~h--31 2h und vail, 
die man = 1 setzt, wiihrend 

V15~ V$5~ ~)57~ ""  "~ ~)2h--3, 2 h - - 1  und V l l  

unbestimmt bleiben. Der Wert der so spezialisierten Determinante 
J E ~ r + x [ "  I se iAa.  Aus (23) und (24) erh~ilt man z .B.  

A1 = - - 1  �9 ' 

1 - - % 1 ( x - - 1 )  x - - -1  - - % 3 ( x - - 1 )  J 
x - - 1  ~ 0 0 I " 

A~ = 0 - -  v l , ( x - - 1 )  1 0 
0 -- ( x -  1) 0 x 

Mit A~ bezeichnen wit die ( 2 h -  1)-reihige Unterdeterminante, die 
aus Ah dutch Streiohen der letzten Spalte und vorletzten Zeile entsteht. 

t Wit entwiekeln Ah nach der h tz ten  Zeile, in d e r n u r  - - ( x -  1) als 
einziges yon 0 verschiedenes Element steht, und finden: 

A;, = - (x - 1)~A ' _ I ,  

also wegen A~ = x - 1 

(26) A,~ = ( - -1 )  h-1 ( x -  1) ~h- l .  
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Ah berechnen wir durch Entwicklung naeh der letzten Spalte, in 
der -- v~ h-s,  ~ h-1 (x - 1) und x als die einzigen yon 0 versehiedenen 
Elemente stehen: 

Ah --~ v2h-3, ~h-1 (x -- 1) [(x - -  1)A~_I] 

~- x[A~_l -}- (x -- 1) {-- v~h-~. 2h-1 (x -- 1)} A~_~], 

oder mit Benutzung yon (26) 

(27) Ah ~- xAh-1 ~ (--1)  h-1 v~h-~, ~h-~ (x -- 1) ~h. 

Unsere Behaulotung, dab jedes beliebige Polynom c o .~- c 1 x -t- . . .  "}- ca h x ~ h 
mit den Eigenschaften I und II  in der Form einer Determinante Ah (in der 
die unbestimmt gebliebenen Koeffizienten noch geeignet zu spezialisieren sind) 
geschrieben werden kann, ist offenbar ~iehtig ftir h = 1. Sie sei fiir 
den Index h -  1 bereits bewiesen. Insbesondere kSnnen wit  also dutch 
passende Wahl der in Ah-~ auftretenden unbestimmten Koeffizienten 
v11, %~, %5, . . . ,  v2h--~,2h--3 es erreichen, dab Ah-1 gleich dem Polynom 
veto formalen Grade 2 h -  2. 

% ~ c l x  + . . .  ~-%h x ~ h - c 0 ( x - 1 )  3 ~ 
x 

wird, dem offenbar die (ftir den Index h -  1 zu formulierenden) Eigen- 
schaften I und I I  zukommen. Ferner setzen wir v~a-s, ~a-1, tiber das 
noch nieh~ verftigt wurde, gleieh (--1)h-~co. Dann folgt aus (27)sofort: 

A~ ---- Co § ol x -t- . . .  -~ c2 h x ~ h. 

Damit ist der Induktionsbeweis beendet. 
Den willktirlichen Faktor ~ x ~, mit dem die Alexandersche Polynom- 

invariante behaftet ist, pflegt man so festzalegen, dab das Absolutglied 
der Polynominvariante A (x) positiv ausiifllt (S. 578). Dementsprechend 
trit t  bei A (x) an Stelle der Eigensehaft I die Eigenschaft I ' :  c o ~ 0, 
l ci-----• 1. Wit haben damit die folgende Charakterisierung der 

Alexanderschen Polynominvariante: 

S a t z  6: Ein ganzzahliges Polynom Co+ClX+. . .+O~hX~h  ist 
dann und nut dann die Polynominvariante e~nes Knotens, wenn die Be- 
dingungen c~ ~ O, c o -}-c~ ~ ...-~-c~a = • 1, c~ ----c.~a_~(i-----0, 1, . . . ,  
h -  1) e~'/iiIlt sind. 

Ist  ein solches Polynom A (x) vorge|eg~, so 1M~ sich die Aufgabe, 
aUe mSglichen Knoten mi~ der Polynominvarian~e A (x) zu konstruieren, 
folgendennai~en 15sen: Man ermittel~ ein System yon ]~berkreuzungs- 
zahlen v~, so daft I E --  [" ~ x [" I ----- =t= x '* A (x) wird, und konstruiert 
naeh dem Verfahren yon S. 587 eine geloehte Fliiehe veto Geschlech~ 2h, 
deren Rand ein Knoten yon der gewiinschten Beschaffenheit sein wird. 
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Beispiel eines Knotens, der sich yon der Kreislinie nicht dnrch die 
Homologiegruppen der zyklischen ~berlagerungen und dutch die 

Alexaudersche Po]ynominvariante unterscheiden litflt. 
Wit fragen ietzt insbesondere nach den Kno~en, deren Polynom- 

invariante A (x) = 1 ist. Sicher gehSrt die Kreislinie zu ihnen. Wit 
werden sehen, dab es auBer der Kreislinie noch andere Knoten mit 
dieser Eigenschaft gibt. 

Wit mtissen daftir sorgen, da~ in dem Polynom I E -  V + x V I, 
dessen formaler Grad 2h ist, alle Koeffizienten verschwinden his auf 
den mittleren, der dann nach I, S. 587 gleich 1 sein mul~. Die deft- 
nierenden Relationen (1) 8.575 der Homologiegruppe der unendlich- 
bl~ttrigen Uberlagerungsmannigfaltigkei~ lassen sich nun als ein homogenes 
lineares G]eichungssystem mit den Unbekannten a s . . . . .  a2h und der 
Koeff/zien~enmatrix E -- V ~- x F auffassen. Da die Determinante des 
Systems gleich x h, also eine Einheit des Integri~tsbereiches ist, so folgt 
(Cramersche Regel), dab al, . . . ,a2h s~mttieh in der unendlichbl~ttrigen 
~berlagerungsmann/gfattigkeit, also erst reeht in jeder endliehbl~ittrigen 
nullhomolog sind. Sobald sieh also I E - - [ - - t - x U [  auf die Potenz x ~ 
reduziert, reduzieren sich die Homologiegruppen der s~imtlichen zyklischen 
t~berlagerungsmannigfaltigkeiten des Knotens auf das Nullelement, d. h. 
die ~berlagerungsmannigfaltigkeiten sind entweder die 3-Sphere oder 
Poincar6sche R~ume. 

Betrachten wit den einfachsten Fall h = 1. Es ist zu verlangen, 
da]] in dem Polynom i E -- F + x V [ vom formalen Grad 2 der HSehst- 
koeffizient 

verschwindet. Das ist z. B. der Fall fiir v~2 ---- -- 1, v~ = 1, v~, ~--- 2. 
Ein Elementarfliichenstiick mi~ zwei angesetzten B~ndern, die sieh diesen 
Uberkreuzungszahlen gemal~ iibersehneiden, ist in Fig. 9 gezeichnet. 

Urn zu zeigen, dal~ der Knoten nicht in die Kreislinie deformierbar 
ist, berezhnen wir seine Fundamentalgruppe und bringen zu dem Zwecke 
den Knoten zun/ichst in eine iibersicht]iehere Gestalt. Wir verwandeln 
die Selbsttiberschneidungen der B~nder gem~iB der Fig. 7 in Verdrfllungen. 
So entsteht, der Knoten der Fig. 10. Sehlie[~lich werden die gegenseitigen 
~Jbemchneidungen der B~nder durch eine Verdrillung des Fdementar- 
fl~tohenstiickes E um 3 ~r beseitigt. Dabei wird jedes der beiden Bander 
n~eh um 3 ~r verdrillt, so dab dann das linke Band im ganzen um 7 ~r, 
das rechte um 5:r  tordiert ist (Fig. 11). Nunmehr bezeiehnen wit die 
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Gebiete, in die die Ebene (lurch die Knotenpro jek t ion  zerlegr wird, mi~ 
A, B, C, b~, b~ . . . .  , b~.~, so wie es die :Fig. 11 zeigt. Mit den gleichen 
Buchstaben wird ein yon einem festen Ausgangspunkt  ausgehender ge- 
schlossener riumlicher Weg bezeichnet, der  das ber Gebiet einmal 
yon oben nach unten und das AuBengebiet einmal yon unten nach oben 
durchsetzt. Die geschlossenen Wege A, B, C, b~ , . . . ,  b~ erzeugen dann 

Fig. 9. l~'g. I0 .  

die die Fundamentalgruppe, und die Relationen, 
schneidungen entsprechen, lauten: 

AC - l = b ~  AO - l = b ~  B -i  

Fig 11. 

den einzelnen ~ber- 

C --- B b ~  1 

A b ~  1 ---- b~ A b e '  - -  b8 B -~ b, ----- B b ~  

A b;  1 = b8 A b~ 1 ~ bls B -1 bio ---- B b;~ 

A b ~  1 = b, bii  = B b [ ~  

A b71 = b6 bl~ = B 5 ~ .  
A b~ 1 = b8 

A b~ 1 = his 

Aus je4er dieser drei Reihen liil3t sich bls durch ~]imination der 
iibrigen bk berechnen. Es ist z. B. 

bls ~- A b~ 1 = A b6 A -~ = A ' b ~ l  A -1 ~ A 2  b~ A -~ ~ A  S b~l A -2 

---- A s bl A -3 .= A ~ C -1 A - L  

Analog wird 

b l s - - - - A B  - l A G  - 1 B A  - I B  und  biD= B - sC  -1B s, 
also schlieBlich 

(28) A 4C - 1 A - " C = A B  -~AO - 1 B A  - 1 B C _ -  B - s C  -1B"C.  

Ware unser Knoten in die Kreislinie de~ormierbar, so w~re (28) die 
Ireie zyklische Gruppe. Das kann nioht sein, da die Relationen (28) yon 
einer nichtzyklischen Gruppe starter Bewegungen der hyperbolischen Ebene 
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efftillt werden. Man komtruiere n~mlich in der hyperbolischen Ebene 
ein Dreieck A B V mi~ den Winkeln ~/7, ~/5, ~/3 und verstehe unter ,~ 
eine Drehung um die Ecke A durch den Winkel - -2  z~/7, under B die 

Drehung um B durch den Winkel + 2 z/5, unter C die 
an der Seite A S~(Fig. 12). Dann bedeutea 
A t C - I A - 3  C = A t ( C - I A - i  C)3 

A A undSpiegelungoffenbar dieB-2idenfischeC-t B8 CTransformation~) . =  B - t  (C-'  B C) 3 Den mittleren 

Ausdruck in (28) schreiben wir so: 
r [A B-,] [A (C-' g O)] [(C-' .4-' C) (C -I B C)]. 

S Alle drei eckigen Klammern bedeuten dieselbe hyper. 
Fig. 12. bolische Bewegung, niimlich die Drehung um F durch den 

Winkel 2 ~/3, so dal~ der ganze Ausdruck wiederum die 

identische Transformation ist. Die Gruppe, die yon den hyperbolisehen 
Bewegungen A, B, C erzeugt wi~d, effiillt also die Relationen (28). Somit gilt 

Satz  7: Es gibt Knoten, bei denen sich die .HomologiegruPTen der 
s~mtlichen zyklischen tJberlagerungen au[ das Nullelement reduzieren und 
die sich demgemafl weder d~rch die Alexandersche Polynominvariante novh 
&arch die Torsionskoe//izienten und Bettischen Zahlen der zyklischen tiber. 
lagerungsma~niq]altigkeiten yon der Kreislinie unterscheiden Iassen. 

9) Das Produkt U V zweier Abbildungen wlrd erhal~en, worm man erst V und 
dann U ausitbt. 

(Eingegangen am 27.6.  1934.) 


