
Geometrisches zur Riemannschen Zetafunktion.  

Von 

Andreas Speiser in Ziirich. 

Um die Werteverteilung einer ganzen transzendenten Funl~ion w ~ ] ('z) 
in der z-Ebene zu iiberblicken, geniigt es, die Linien in der z-Ebene zu 
zeichnen, l~ngs deren die Funktion reelle Werte annimmt, falls die wesent- 
lich singul~ren Stellen der Umkehrfunktion z ~ ~(w) an reellen Stellen 
der w-Ebene liegen. Fiir die Exponen~ialfunktion erh~lt man horizontale 
~quidistante Gerade, und die z-Ebene wird dutch sie auf die logarith- 
misehe Windungsfl~ehe mit Windungspunkten bei 0 uncl ~ in der w-Ebene 
abgebildet. Fiir die Tangensfuaktion d~gegen erhielte man blo~ die reelle 
Achse, die keinen Uberbliek gestattet, weil die Singularit~ten der Umkehr- 
fuaktion bei -P i" liegen. Die reellen Ziige der Cosinusfunk'tion bestehen 
aus der reellen Achse und einer Schar vertikaler Gerader, n~mlich der 
imagin~ren Achse und s~imtlieher paralleler Geraden, deren Abstand ein 
u yon ~ ist. Das Bild, das in der w-Ebene entwoffen wird, 
besteht aus folgender Riemannschen Fl~che: Man denke sich an einem 
Exemplar der w-Ebene die reelle Aehse yon -}- 1 nach ~- oo und yon - -  1 
nach -- oo aufgeschnitten. An diese beiden Schnitte h~nge man je ein 
neues kongruentes Exemplar der w-Ebene an, indem man die Ufer kreuz- 
weise verheftet,, so da~ man Verzweigungspunkte erster Ordnung erh~lt. 
An die beiden noeh frei bleibenden Schuitte der neuen Bliit,ter hiinge man 
wieder neue Exemplare an und so weit,er in infinitum. Man erkennt so- 
fort, dal~ der Punk~ ~ doppelt z~ihlt; denn uml~uft man einen Kreis mit 
groBem Radius unendlich oft,, so erh~lt man zwei versehiedene Schrauben- 
linien, falls man aUe BlOtter benutzt. 

DaB die Methode der reellen Ziige immer daun Effolg hat, wean 
das Schwarzsehe Spiegelungsprinzip zum Aufbau der Funktion benutzt 
wird, also bei den automorphen Funl~ionen, ist unmittelbar klar. Im 
folgenden sell fiir die in der Funktionentheorie noch isoliert dastehenden 
F~m~ionen/ '  (z) und $ (z), deren wichtigste Eigensehaften schon yon Euler 
enkleekt wurden, das Problem der Werteverteilung uud der Riemannschen 
Fl&ehe in der w-Ebene im angegebenen Sinne behandelt werden. Es 
wirci sich dabei herausstetlen, cla~ die Alt,erna~ive cter Riemannsehen Ver- 
muttmg fiber die Lage der Nullstellen sehon in diesen quahtativen Be- 
traehtungen sich scharf auspr~gt. Fiir einen Teil der folgenden Beweise 
vergleiche man die Dissertation des Herrn A. Utzinger (Ober die reellen 
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Ziige der Riemannschen Zetafunktion, Ziirich 1934), Tafeln und Figuren 
enthalten auger dieser Arbeit auch die Funktionentafeln yon Jahnke-Emde, 
2. Auflage 19331). Uber das Kurvenbild der reellen Ziige l~l~t sich aUgemein 
sagen, da~ es sich nicht ~indert, wenn man zur reziproken Funktion iiber- 
geht oder irgendeine reelle lineare gebrochene Substitution vornimmt. 
Wenn ferner die Funktion einen reellen Wert aus l~t ,  z .B.  den Weft r 
bei den ganzen transzendenten Funktionen, so ist es nicht m6glich, da~ 
im Kurvenbild ein ganz im Endlichen liegendes Gebiet yon reellen Ziigen 
begrenzt wird. Denn uml~uft man dieses Gebiet in geeignetem Sinn, so 
werden die auf der Begrenzung durch die Funktion angenommenen reellen 
Werte monoton wachsen und nach vollst~ndiger Umlaufung wieder in den 
Anfangswert zuriickkommen. Dabei werden otfenbar alle reellen ZaMen- 
wer~e angenommen. 

Die Gammafunktion ist eine Verbindung der Cosinus- und der Ex- 
�9 1 ponentialfunktion. Man erh~ilt die Riemannsche Fl~iche yon w = ~-(z) in 

der w-Ebene, indem n~an die logarithmische Windungsfl~che mit den 
Windungspunkten bei 0 und o~ betrachtet und in einem Blatt die posi- 
tive reelle Achse yon 1,129 . . .  bis ~- oo aufsohneidet. An diesem Schnitt 
heifer man ein Ende der Arcuscosinusfl~iche an, indem man lauter BlOtter 
mit zwei Einschnitten verwendet, die alhrdings nicht bei ~ 1 oder - - 1  
beginnen, sondern in immer weiterer Distanz vom :Nullpunkt ihren 
Anfang nehmen. 

Eutsprechend dieser Riemannschen Fl~.che zeff~llt auch die z-Ebene 
hinsiohtlich der Werteverteilung in zwei getrenate Gebiete, ein Cosinusfeld 
und ein Exponentialfeld. Das erstere fiillt das Innere einer parabelartig 
sich nach links erstreckenden Kurve ~us, deren Gleichung yon dex Art 
ist: y ~ ~/Iog~, soweit die Zunahme der Ordinaten flit grol~e Werte in 
Betracht kommt. Man finder die reellen Ztige mit gentigender Ann/iherung, 
indem man in tier Stirlingschen FormeI den Imagin~rteil des Logarithmus 
sucht, also den Imagin~rteil yon 

(z - -  �89 log z -- z, 

und ihn gleioh Vielfachen von ~r setzt. Der exponentielle Tell ergibt sich 
als eine Schar yon Kurven, welche yon links, aus dem Unendliohen, ab- 
steigend nach rechts verlaufen und sich asymptofisch der reellen Achse 
n~iheru. Dies gilt fiir die obere Halbebene; das Kurvenbild in der unteren 
verl~uft spiegelbild]ich zur reellen Ackse. Diese Kurven teilen das ex- 
ponentielle Feld in Streifen ein, deren jeder das Bild einer halben w-Ebene 

1) Ftir den Verlauf der Gammafunktion vgl. femer J. Lense, ~ber die kon. 
forme Abbildung durch die F.Funk~ion, Sitzber. Bayr. Akad. Miinchen ]928. 
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ist. Die Breite dieser Streifen nlmmt mit wachsendem y ab. Die .4_m- 
plitude ergibt sich n~mlich bei festem x und einem waehsenden y aus 
der obigen Formel im wesentlichen gleich y logy. Hieraus folgt ohne 
weiteres, dab au~ die Einheit der Ordinate, also auf die vertikale Streeke 
yon y bis y - ~  1, ungef~hr log y reelle Ziige kommen. Im Cosinusfeld 
liegen auf der reellen Achse in nahezu konstanten Abst~nden Verzwei- 
gungen, an denen reelle Ziige ausgehen und nach links abbiegen. 

])as Verhalten der Zetafunktion ist au~erhalb des lr~tischen Streifens, 
den ich ~ diese Zwecke ungef~hr yon � 9  bis x--~-~ 3 reehnea 
will, wohlbekannt. Rechts ist der Term 2 -2  ausschlaggebend, die reellen 
Ziige verlaufen daher beinahe horizontal und in konstanten Abst~uden 
veto Betrag 4,53 . . . .  Aueh ihre Steigung ist nahezu Null, wie man an 
der gliedweise abgeleiteten Reihe erkennt; daher verlaufen die Ziige ohne 
Wellen. Links vom 8t~eifen liefer~ die Funktioualgleiehung 

(1 -- z) --~ 2. (2 z) -~.  cos ~ z. F(z).  ~ (z) 

Aufschlu~. Die Amplitude yon ~ (z) ist nahezu gleieh 0, diejenige yon 

c o s y  z bleibt nahezu konstant, wenn man x festh~lt, dagegen y ins Un- 

endliche wachsen l~Bt. Man finder also, dais wiederum die Anzahl der 
reelten Ziige zwischen y und y + 1 bei festem x proportional mit log y 
ist. Diese ~eellen Ziige steigen an, wenn man nach links ins Unendliche 
geht [dieses Ansteigen wird dutch den Faktor (2z) -~ bewirlr~], ferner 
zweigen yon der negativen reellen Achse in nahezu konstanten Abst~ndeu 
reelle Zi~ge ab und wenden sich wie bei der Gammafunlrtion parabel- 
fSrmig naeh links. Dieses Cosinusfeld de~ Zetafunktion verh~ilt sich 
qualita~iv wie dasjenige der Gammafunktion. 

Anders steh~ es beim exponentiellen F d d  d er Zeta~nktion. Gehen 
wit auf der reellen Aehse yon -b oo nach links, so n~mmt die Funktion 
veto Wer~ 1 an zu. An der Stelle z-~ 1 wird sie unendlich, spring~ 
nach dem W e f t - - o o  und n~mmt wieder zu. Fiir z ~ 0 ha~ sie den 
W e r t -  �89 bei z ~ - -  2 den Weft 0, der Verzweigungspunkt ersoheint 
erst kurr, vet  - -3 .  Hier haben wit unte~ 900 etwa nach oben weiterzu- 
gehen. Wir gelangen in einen Zug, der wieder naeh rechts fiibrt, die 

lrritisehe Gerade ~-----�89 mit positivem Weft iiberkreuzt und als erster 
r~ller  Zug oberha]b der rellen Achse wieder reehts im Unendlichen ende~ 
mit dem Fun lKtionswert -~ 1. Dieses u is~ zuerst in den am 
Anfang genannten A~beiten festgestellt worden. Der yon diesem reellen 
Zug eingesehlossene Bereieh und sein Spiegelbild an der reellen Achse 
sind die einzigen Bereiche de~ Zetafunktion, welche sieh nieht naeh links 
ins Unendliche erstreeken. Sie werden darch den Pol bei z = 1 ermSglich~. 
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Vergleichen w]r nun des Kurvenbild links und reehts veto kritisehen 
Stl"eifen, so fiillt vet allen Dingen die grol3e Vermehrung der Ziige auf, 
wenn man yon rechts naeh links fibergeht. Rechts ist die Anzahl pro- 
portional y, links proportional y log y. Die yon reeh~s herkommenden 
reellen Z~ge kSnnen nicht mehr nach rechts umbiegen, weft der Weft 
dann nieht angenommen wiirde. Also miissen sie entweder den kritisehen 
Streifen durehqueren and mit einem der dortigen Ztige fortfahren. Oder 
alder sie miiBten sieh im kritisehen Streifen nach oben oder unten ins 
Unendliehe verlaufen. DaB der letztere Fall ausgesehlossen werden mull, 
ist der Inhalt der Beweise fiber die Anzahl der niehttrivialen Nullstellen. 
Hier wird n~mlieh gezeigt, da~ eine Gerade, welehe den kritisehen Streifen 
in der HShe y. horizontal durehsetzt, nut eine Anzahl reeller Ziige yon 
tier GrSBenordnung log y kreuzt (vgl. etwa Bieberbaeh, Funktionentheorie, 
Bd. 2). Man bedenke nun, da~ zwei yon rechts herkommende reelle Ztige 
sich n/eht schneiden dtirfen (abgesehen yon den beiden ersten, die oben 
erw~hnt warden), denn sonst erg~be sich ein Gebiet, das eine Begrenzung 
yon reellen Ziigen besitz~, l~ings deren die Zetafunlrtion den Weft 
ausl~l]t. Wenn daher each nur einer jener Ziige im kritisehen Streifen 
nach oben ins Unendliche l~iuft, so mfissen a]le sp~teren dasselbe tun. 
Dann wtirde abet eine horizontale Grade sie alle ~iberkreuzen und die 
GrS~enordnung w~ire mindestens y, womit wit den Widerspruch erhalten. 
Betraehten wit nun die Kurven l[nks veto eharakteristischen Streifen. 
Aus demselben Grunde wie vorher kann keine derselben im charak- 
teristischen Streifen ins Unendliche laufen. Dagegen kSnnen ihn einige 
yon ihnen durchqueren and in einen reellen Zug rechts einmtinden. 
Die iibrigen werden in den Streifen eintauchen und alsdann umkehrea. 
Diese letzteren will ieh als Lamellen bezeichnen. Grol~e Ord/naten- 
sehwankungen k6naen im kritischen Streifen nicht eintreten, wean man 
einem reellen Zug folgt, weil sonst eine horizontale Gerade zu viele Ziige 
kreuzen mii~te. 

Hiermit sind wir in der Lage, die Riemannsche Fl~ehe, welche die 
Funktlon iiber dsr w-Ebene entwifft, quahtativ zu beschreiben. Aueh sie 
setzt sieh aus einem logarithmisstten und einem Arcussosinusteil zu- 
sarnmen. Die logarithmische Fl~che hat ihre Verzweigungspunkte bei 
1 and ~ .  An einem ihrer Bl~ttsr, dem AusgangsbIatt, ist sin Einsshnitt 
anzubringen, der yon - -0 ,00398. . .  his naeh -- ~ ]~uft (man vergleishe 
hierzu die Tafel S. 323 bei Jahnke-Emde und sushe des srste Minimum 
auf). l~Iit diesem Schnitt verhefte man ein Ende der Arcuscosinusfl~iehe, 
wobei die Ansatzpunkte tier sp~teren Schnitte sieh mit wachsender Blatt- 
nummer beidseitig ins Unendliehe entfernen. An demselben Ausgangsblatt 
ist ferner noch ein Blatt anzubringen dutch einen Schnitt, der von 0 ,009 . .  
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his nach 1 ve~l~uft. Es wird auf die beiden Gebiete abgebfidet, welehe 
die positive reelle Achse der z-Ebene enthalten und in denen der einzige 
P o l d e r  Zetaftmktion liegt. 

Die iibrigen Bl~itter des ]ogarithmischen Teiles sind mit weiteren 
Bl~ttern besetzt, doch ist deren AnzaM jeweils endlich, und sie steigt 
durchschnittlieh proportional dem Logarithmus der Nummer des Blattes. 
Es ist nicht ausgeschlossen, da] diese Funktion, n~mlieh die Anzahl der 
BlOtter, welche am n-ten Blatt des logarithmisehen Teiles waehsen, eine 
Beziehung zur Primzahlverteilung aufweist. Damit ist der Baum der 
Riemannsehen Fl~che bestimmt, und man sieht, dab er mit demjenigen 
tier Gammafunk~ion gro~e ~hnliehkeit besitzt. Er entsteht aus diesem 
dadureh, da] die BlOtter des logarithmischen Teiles noch mit weiteren 
Bl~ttern besetzt werden. 

Eine Kombin~tion der beiden Funktionalgleichungen ]iefert die Tat- 
saehe, da] die Funktion 

Z z 

auf der kritisehen Geraden x = �89 reell ist. Sie gibt uns eine pr~zise 
Aussage iiber die reellen Ziige, welehe die Gerade lcreuzen. Zerlegen wit 

~ e r e  Ftmktion in die beiden Faktoren F :~- ~" und ~ (~), so mug beim 

D~ehla~ffen der kritisehen Geraden die Summe der beiden Amplituden 
konstant gleieh einem VieNaehen ,con ~ sein. Nut beim Durehgang d ~ e h  
N~lstellen ka,nn sie Sprungstellen haben. Nun dreht sieh die Amplitude 
des ersten Faktors naeh der Stirlingsehen Formel in positivem Sinn wie 

-~logy-~-Te~men niedrigerer Ordnung, claher mu~ sich die Amplitude 

yon ~(z) stets in negativem Sinn und im selben Betrag ~ehen. Man 
beaehte nun, dal3 diese Drehung nut halb so gro~ ist wie diejenige links 
vom kritisehen Streifen. Weft ~ (z) reell ist und der erste Faktor yon 
Null verschieden, so kSnnen reelle Zfige yon ~ (z) nut dort die kritische 
Gerade kreuzen, wo entweder ~ (z) = 0, oder dort, wo der erste Faktor 
se]ber ~xeell ist. Diese letzteren Stellen sind abet yon unserem Stancl- 
punkt aus als bekannt anzusehen, denn sie effo~dern nut die Kenntnis 
der Gammafunk~ion. Ihre Aazahl ist, wie soeben bemerkt, nur halb so 
grol~ als bei z ~ - -2 ,  daher tiegt in der Tat die Vermutung nahe, dab 
ebensoviel reelle Ziige mit Hilfe yon NullsteUen kreuzen. 

Es ist nun nicht schwer zu zeigen, da~ die Riemannsehe Ver- 
mutung, alle nichttrivialen Nullstellen tiegen auf der l~A~isehen Ge- 
raden, identisch ist mit der Behauptung, alle Lamel]en reiehen bin 
an die kritisehe Gerade heran. 
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Da$ diese Bedingung notwendig ist, folg~ ohne weiteres aus tier Tat- 
sache, dal] die Funktion tangs einer Lame]le alle endlichen reellen Werte 
annimmt, daher auch den Weft Null. Wenn daher eine Lamelle ganz 
links yon der kritischen Geraden verlauft, so liegt deft aueh eine Nuli- 
stelle. Um zu zeigen, dab die Bedingung hinreichend ist, benutzen wit 
die Tatsache, dal] der absolute Betrag der Zetafunktion beim r 
der kritisclien Geraden yon links naeh rechts stets abnimmt -- es sei denn, 
dab wit gerade dutch eine NulisteUe gehen. Dies folgt aus den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen. Die Amplitude ist n~mlich der 
Imagin~rteil yon log r (z). Da ihre Ableitung nach y negativist ,  so wird 
auoh die Ableitung des Realtefles, n~imlieh yon log[~(z)l nach x, negativ 
sein, w. z. b .w.  Wenn nun eine Lame]]e die kritische Gerade fibersehreitet, 
so mug ihre Nullstelle entweder anf dieser Geraden selber liegen, oder 
abet rechts yon ihr. Durchlaufen wit sie ira Sinne aufsteigender Funktions- 
werte, so kSnnen wit nut mit Funktionswerten <~ 0 ins rechte Gebiet 
hint~bergelangen und nut mit Werten ~ 0 wieder ins linke zuriick, so da$ 
iiberhaupt nur zwei l~berschreitungen der kritischen Geraden fiir eine 
Lamelle mSglieh sind. Yon den reellen Ziigen, die yon reehts aus dem 
Unendlichen herkommen, gilt, dab ihre Nullstellen reehts yon tier kritischen 
Geraden oder auf ihr liegen m~issen. Eine Nullstelle links yon der 
kritischen Geraden kann also nut yon einer Lamelle iibernommen werden, 
welche ganz links verl~uft. Wenn wir diese ausschlieSen, so sehlie~e~ 
wit alle Nullste]len links und damit wegen der symmetrischen Lage auch 
diejenigen reehts yon der kritisehen Geraden aus und befinden uns daher 
im Fall der Riemannschen Vermutung. 

Man kann das Problem ve~allgemeinern, indem man nieht nut die 
reellen Ziige, sondern allgemein die Linien konstanter Amplitude auf- 
zeichnet. Gerade in der Praxis bew~hr~ sich dieses Verfahren gut, und 
bei Jatmke-Emde finder man eine grol]e Zahl soleher Kurvenbilder. Ihnen 
eatspreehen in der w-Ebene Polarkoordinaten. FUr die Zetafunktion kSnnen 
wit die merkwiirdige Tatsaehe ausspreehen, dab eine Linie konstanter 
Amplitude nut dann die kritische Gerade beriihren kann, wean der Fank- 
tionswert an der Ber'~h~ungsstelle Null ist. Denn eine Beriihrung wiirde 
einen station~ren Weft fiir die Amplitude l~ings der kritischen Oeraden 
liefern, anl~er ira Fal]e der Nul]stelle. 

Nehmen wit nun an, eine Nullstelle der Zetafunktion liege links von 
tier lcritischen Geraden. Dann werden s~mtliche Linien konstanter Ampli- 
tude, die yon diesem Punkt ausgelien, in ihrem Verlauf nach links ab- 
biegen, ferner daft keine derselben die kritisehe Achse beriihren oder mit  
aufsteigendem Absolu~betrag iiberkreuzen. Dies ist nut so mSglicli, dab 
links yon tier l~ritischen Gera6en eine Nullstelle der Ableitung vorkommt,' 
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welche den Linien konstanter Amplitude Verzweigungen gestattet. Auch 
diese Bedingung ist nmkehrbar, so da~ der Satz gilt: 

~quivalent mit der Riemannschen Vermutuag ist die Be- 
hauptung, dal3 alle nichttrivialen l~ullstellen der Ablei~ung der 
Zetafunktion rechts yon tier kritisohen Geraden oder auf ihr 
(n~mlich in allfgl]igen mehrfachen Nullstellen der Zetafunktion 
selber) liegen. 

Nehmen wir ngmlieh an, eine nichttriviale I~u]lstelle z 0 der Ableitung 
liege links yon der l~itischen Geraden. Wir miissen zeigen, dab dann 
stets auch eine Nullstelle der Zetafunktion links liegt. Im andern Fall 
wgre ~ (z0) =4= 0, und wit betrachten die Linie konstanter Amplitude, welehe 
dutch diesen Punl~ z 0 geht. Sie weist dort eine Yerzweigung auf. Wit 
verfolgen nun die beiden in entgegengesetzter Riehtung ausgehenden Linien, 
lgngs denen der absolute Betrag der Fun~ion ~(z) abnimmt. Es ist 
mSglich, dab wit in weitere Verzweigungspunkte kommen; aber immer 
gehen wit in abnehmendem Sinne welter. Einmal -- spgtestens wenn 
wit in die NuIlstellen kommen -- mu~ die kritische Gerade erreicht sein. 
Unsere beiden Kurvenztige grenzen zusammen mit dem Sttick de~ kritisehen 
Geraden, das zwischen den beiden Schnittpunkten liegt, ein Gebiet ab. 
Im u z0, yon dem wit ansgegangen sind, gehen aber 
nooh zwei weitere Ziige derselben Amplitude durch, bei deren Durch- 
laufung der absolute Betrag der Funktion z1]nlmmt. Einer derselben 
dringt in das vorhin abgegrenz~ Gebiet ein. Wit durchlaufen diesen 
mit zunehmendem Betrag und mtissen offenbar jenes Gebiet wieder ver- 
lassen, weft der We~t der Funk~ion ins Unendliche zunimmt. Nun ist 
abet eine Kreuzung der Grenze nich~ mSglich: die kritische Gerade kann 
nicht iibersehri~te~ werden, ~eil man yon links nach reohts nut  mit ab- 
steigendem absolutemBetrag gelangen kann. Abet aueh auf dem tibrigen 
Tell der Begrenzung is~ ein {J-bergang nicht mSglich, well an dieser 
Stelle ein und derselbe Fun~ionswer~ dem Betrag nach grSl~er und 
kleiner als der Ausgangswert an der Verzweigungsstelle sein mii~te, was 
nieht mSglich ist. 

Interessan~ ist schlieBlich noch die Riemannsche Fl~iche, welehe die 
Funktion ~ (z) in der w-Ebene entwirft. Die reellen Zfige in der z-Ebene 
stimmen mit denjenigen der Gamrnafunl~on rechts v6m kritischen Streifen 
iiberein. Links liegen sie spiegelbildlieh zur kritischen Geraden. Entweder 
gehen alle reellen Z~ge bis an die kritische Geracle heran und miinden 
unter einem reehten Winkel in Verzweigungsstellen, oder es kommen aueh 
LameUen vor, die sieh nut in die" Nghe der kritischen Geraden heran- 
ziehen. Im letzteren Fall liegen bTullstellen auf diesen Lamellen au{~er- 
halb der ]rritischen Geraden; abet auch im ersteren Fall wgre es nooh 
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eine hinzukommende Bedingung, dab die Nullstelle immer gerade auf 
demjenigen Stiick der reellen Ziige liegt, das der kritischen Geraden an- 
gehSrt. Nehmen wir abet an, dies sei der Fall -- was wiederum die 
Riemannsche Vermutung ist --  und ]assen wir den Fall mehrfacher Null- 
ste]len beiseite, so kann man die Riemannsche Flache in tier w-Ebene 
einfach als Arcuscosinusflache charakterisieren, bei der die Ansatzpunkte 
der Schnitte sich immer mehr dem Nullpunk~ nahern. Im ersteren Falle 
dagegen, wo Lamellen vorkommen, miil~te man jane Fliiche noah mit 
weiteren Blat tern belasten. 

(Eingegangen am 6, 4. 1934,) 


