
Uber g e w i s s e  orthogonale  Po lynome,  die zu e iner 
osz i l l i erenden  B e l e g u n g s f u n k t i o n  geh~ren.  

Von 

13. Szeg6 in K6nigsberg, Pr. 

In seinem letzten Briefe in der ,,Correspondance d'Hermite et de 
Stieltjes" (Paris, Gauthier-Villars 1905, S. 439-441) fiihrt Stieltjes eine 
bemerkenswerte Klasse yon Polynomen ein, die sich aus den Legendreschen 
Funktionen zweiter Art auf einfache Weise gewinnen lassen. Er spricht 
daselbst eine Vermutung fiber die Lage der Nullstellen dieser Polynome 
aus, die im folgenden best~tigt werden soil 1). 

Es sei Qn (x) die Legendresche Funktion zweiter Art 
+1 

1 [ P~ (0 
Q~(x )  = ~ j-~--i-T_t d t 

(1) - 1  
1 . 2 . . . ,  ), 

= 1 . 3 . - 5 . ~ . ~ - ~ +  1) ~ ( 2 n + 3 )  q- "" 

wobei P~ (t) das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Die letzte Ent- 
wicklung konvergiert ffir I$1 > 1. Stieltjes setzt bei n ~> 1 

1 _ _  E , ~ ( x ) ~ _ a l x _ l + a ~ x _ ~ _  " 
(2) Qn (x) "' 

und definiert auf diese Weise ein Po]ynom (n + 1)-ten Grades E.(x);  
dieses genfigt, wie er unschwer zeigen kann (vgl. w 1), der Gleiehung 

+t 
(3) ~ P, (z) E~ (x) x~ d z = o (k = o, 1, 2,... ,  n). 

--1 

Dffenbar bedeutet (3) eine Orthogonalitatsbedingung mit der Be- 
legungsfunktion P , ( x ) ,  weiche ihr u im Integrationsintervalle 
n-real wechselt. Ferner unterscheidet sieh wegen (2) die rationale Funktion 
t 

~) Der'fragliche Brief is~ veto 8. 11. 1894"dar Stie!tjes ist einige Wochen 
darauf am 31. 12. 1894 gestorben. In der ,,Cerres]?ondanee" folgen ,noch drei 
Briefe yon Hermite: Der erste (10. 11. 1894) spricht mit En~ziicken fiber die neuen 
yon Stie~tjes erfundenen P olynome utld wirft di~ Frage auf, ob.diese sich nicht dutch 
geeignete Differentialgleiehungen kennzeichnen lassen ( ?)~ der ~weite (9. 12. 1894) 
wird nieht abgedruck~, da er anscheinend keine'mathematisbhen M/~$efl~ngen en$- 
hiil$; der drit~e (15. 12. 1894) besch~dtigt sich mit anderweitigen m~thematischen 
Bemerkungen, 
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(E~(x)) -1 yon dem Integral (1) in einer mit x -~n-~ beginnenden Potenz- 
reihe yon x - l ;  sie steht also zu Q~ (x) in einer analogen Beziehung wie 
die Naherungsbriiche der Stieltjesschen Kettenbrfiche zu den yon Stieltjes 
betrachteten Integralfunktionen. Es entsteht nun die Frage, in welchem 
Mal~e die so erkliirten Polynome E~ (x) die Eigenschaften der klassischen 
0rthogonalpolynome mit positiver Belegungsfunktion teilen. Das diirfte 
der Gesiehtspunkt gewesen sein, unter dem Stieltjes diese Polynome be- 
trachtet hat. Er sprach a. a. O. die folgenden beiden Ve~'mutungen aus: 

I. Die NullsteUen yon E~ (x) sind reell, einfach und im Innevn des 
Intervalles -- 1, ~- 1 enthalten. 

II. Sie werden yon den NullsteUen yon P,~ (x) getrennt. 

Weiter bemerkt er: , , . . .  Le th~or~me I e s t  un cas particulier d'tm 
th4or~me beaucoup plus g4n~rat auquel j'ai 6t~ conduit par la consideration 

b 

[f(u) du dans le cas oh /(u) n'est plus assujettie ~ la de l'int~grale J z--  u 
a 

condition de rester positive. Quoique je n'aie pus obtenu encore une 
d4monstration, il ne me reste gu~re de doute sur ]'exactitude de men 
~h4or~me. J'ai aussi de tr~s bonnes raisons de croire s l'exactitude du 
th~or~me II, mais ici cependant je serai un peu moins affirmatif . . .% 

Soweit ich feststellen konnte, sind diese Frageste]lungen in der Literatur 
nirgends behandelt worden. In einer jfingst erschienenen Arbeit fiihrt 
Herr J. Geronimus ~) verwandte Polynome ein, doch verfolgt er ganz 
andere l~ragen als die der Lage der Nullstellen. In w 4 kommen wit noch 
auf seine Polynome zurfiek. 

Nach gewissen Vorbemerkungen (w 1) beweisen wit mit recht einfachen 
Hilfsmitteln die beiden oben formulierten Siitze (w 2) und verallgemeinem 
sie auf gewisse ultrasph~irische Polynome (w 3). w 4 enth~lt einige Bemer- 
kungeu, insbesondere fiber eine mit unseren Polynomen verknfipfte neue 
mechanische Quadratur. 

Unser in w 2 gegebener Beweis fiir I und II beruht auf einer expliziten 
Darstellung yon E~(x) und stimmt kaum mit dem iiberein, der Stieltjew 
nacb der vorhin zitierten Andeutung vorgeschwebt hat. Er vermutete 
wohl einen allgemeineren Satz, yon dem der vorliegende Fall vielleicht ein 
besonders eharakteristischer Spezialfall ist, eventuell auch eine Verallge- 
meinerung der naeh ibm be.nanntea Kettenbruchtheorie auf gewisse Be- 
Iegungen, die nicht durchweg nichtnegativ bleiben. ~ber diese Versuche 
ist uns jedoch nichts bekannt. 

2) On a set of polynomials, Annals of Math. (2) 31 (1930), S. 681--686., 
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w 

Vorbemerkungen. 

1. Die Definitionsg]eichung (2) l~iSt sich auch in der Form 

(23 Q.  (x) E~ (~) = 1 + b~ z - ~ - ~  + b~ 2 - ' ~ - ~  + . . .  

schreiben. Bekanntlich geniigen die Funktionen Q~ (2) einer Rekursion 
yon der Form 

xQ,,(x) = r162 xQo(x ) = l + Q , ( x ) ,  

wo a, ,  fl~ gewisse Zahlenfolgen sind. Dutch Multiplikation der ersten 
Gleichung mi~ 2, x ~, . . . ,  x ~* schlieB~ man hieraus, dal~ Q~ (x) E ,  (x) sich 
jedenfalls als lineare Kombination yon 

1, Qo (x), Q~ (x) . . . .  , Q ~ + t ( x )  

darstellen l~$t. In~olgedessen gilt mit geeigneten, yon n abh~ingigen 
Konstanten co, c~ . . . . .  c~ 

(4) Q~ (x) E~ (x) = 1 + c o Q,~ +1 (x) + e 1Q~ + 2 (x) + . . .  4.- ~Q2,, + 1 (x). 

Hierbei liegt x in der ]~ngs der Strecke -- 1, + 1 aufgeschlitztea x-Ebene. 

2. Es sei jetzt - - l < x <  + 1 .  Wit wissen, da~ 

(5') lira (Q, (x + i c) - Q, (x - i ~)) == - i ~ P~ (~) 

is$. Welter existiert aucZ 

(5") lira (Q,~(2 + ie) +Q,~(x - ie)) = 2Q*(x). 

Diese letzte Funktion ist im Inncrn der S~recke ~ 1, + 1 analytisch und 
geniigt -- ebenso wie P~ (2) und Q~ (2) - d e r  Legendreschen Differential- 
gleichung. Sie wird bei der hnniiherung an die Eadpunkte logarithmisch 
unendlich. Sie besitzt nach dem klassisChen Satz yon Sturm n + 1 ein- 
iache Nullstellen, welche yon denen yon P~ (2) getrennt werden. 

3. Aus (4) folgern wit mit Riicksioh~ auf (5'): 

(63 p ~ ( x ) E , ( 2 )  = C o P , + , ( z ) + c ~ P , + 2 ( x ) +  . . .  + c . P ~ , + ~ ( 2 ) .  

Dies ist im wesentlichen mit der yon Stieltjes angegebenen 0rthogonalitiits- 
gleich(mg (3) identisch. Der Stiel~jessche Beweis verl~uft tibrigens etwas 
anders; er beruht auf dem ResiduenkaLktiI. 

Welter erhalten wit nach (5"): 

(6") Q*(x )E , ( x )  = l + c o Q n + l ( x ) +  * �9 e , Q , + ~  (x) + . . .  -+-o,~Q~,+l(x). 
Es ist leieh$ zu sehen, dab (6') oder (6") das Polynom E,~(x) (in dem 
ersten Falle bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig charakterisieren. 

4. Im folgenden spielt eine Entwicldung yon Q,~ (2) eine Rolle, die 
man z. B. dutch Umformung der Legendresehen Differentialgleiohung 
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leicht erhalten kann'~). Man hat in der l~ngs des Intervalls - 1 ,  + 1 
aufgeschlitzten x-Ebene: 

2 . 4  . . 2 n  3. (7) Q,~(x) = 21 .  3 5 . . . ( 2 n + l ) W - n - ~ F ( � 8 9 2 4 7  

2 X, -=- W .~ W -1 ,  

wo F die hypergeometrische Funl~ion bezeichnet lind l wt ~ 1 ist. In- 
folge (5') und (5") erhalten wit a]so fiir w = e-"P 

Q* (cos ~) + -~ P~ (cos ~) 
(7') ~. ~ . . .  ~ 

= 2 i .3 . .~ . . .  ( 2 ~ +  ~) (/0 e'("+ ~)'~ + 11 e'<'~+ '~'~ § l~e,,~+~),~ + . . . )  

mit den yon n abh~ngigen Koeffizienten 

(8) /0___1" / __~ 1 . 3 . . . ( 2 v - - 1 )  ( n + l ) ( n ~ - 2 ) . . . ( n + r )  
' 2 . 4 . . . 2 v  ( n + ~ ) ( n - ~ ) . . . ( n - ] - v - - ~ - � 8 9  

(v ---- 1, 2 , 3 , . . . ) .  

Es ist leicht zu zeigen, dal] die /, monoton abnehmend (wie 1/~) gegen 
Null konvergieren, so daI~ die Entwicklung (7') tiir 0 ~ ~ ~ u kon- 
vergiert. 

w 

Beweis der Stieltjesschen Vermutung. 
I .  Aus (i) und (2) folgt, da~ E .  (x) nur die Potenzen x -+ l ,  x,,-~, 

x " - s  . . . .  enth~lt; folglich kann E~ (cos ~) als Linearkombination yon 
cos (n § 1) ~, cos (n -- 1) ~, cos (n -- 3) ~, . .. mit reellen Koeffizienten an- 
gesetzt werdeu. Wit schreiben, unter e~ (~) das koujugierte Sinuspolynom 
verstanden, 

E~ (cos ~) + i e~ (~) ---- ~o e~ (~ + 1),p § ~1 e~ <~- 1) ~ + ~ e~(-- 3),p §  

(9) + { ~ r 

je nachdem ob n gerade oder ungeracle ist. Zur Berechnung der voa  n 
abh~ingigen reellen Koeffizienten 2~ benutzen wit die Gleichungen (6") 
mad (7') '). Sie besagen, da~ ~las Produkt der beiden Kosinusreihen 

h cos (n + 1) ~ §  cos (n + 3) ~ ~-/2 cos (n § 5) ~ + . . .  
und 

~0 cos (n + 1) ~ § ~ cos (n - 1) ~ + ~ cos (n - 3) ~ + . . .  

sl ~Tgl, et.wa E. W. Hobson, The ~heory of spherical and ellipsoidal harmonios 
[C'~m4~ridge, University Press, 1931], S. 57--58. 

~) ~ n '  k6nnte sich ebensogut auch der Gleiohungen (6') und (7') bedienen. 
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kein GIied mit cos ~0, cos 2 ~o, . . . ,  cos (n -t- 1) W enth~tlt. Das heiflt, es 
gelten die GMchungen 

/o 21 § 1l ;to = 0, 

(10) . . . . . . . . . . . . .  

F '~ +11; 
/~  m = L  2 J 

weiterhin auch 
2 . 4 . . . 2 n  

(10') 1 . 3 . 5 . . . ( 2 . +  1)/02o : 1. 

Wit schIiel~en daraus, dal] die Koeffizienten in (9) mit  den m + 1 ersten 
Koeffizienten der reziproken Potenzreihe 

(11) 1 . 3 . 5 . . .  (2 n + 1) 1 
- - 2 . ~ . . . 2 n  / o + h u + h u ~ + . . .  = 2 ~  

iibereinstimmen miissen. 
2. Eine elemen~are Sc/alullweise ]ehrt6), dal] die Koeffizienr der 

Reihe (11) die folgenden beiden Eigenschaften haben: 

1. 2 o > 0 ,  2 ~ < 0 ,  2 ~ < 0 ,  . . . ;  
(12) 2. 2 o -q- )l~ q- 2j q- . . . .  0. 

Nach dem angeftihrten Satze beruht 1. auf der Tatsache, dal~ die 1%lge 

] -  - . +  . .  

monoton wachst. Die Gleiehung 2. folgt dann aus der Divergenz tier 

Reihe ~ / ,  ~). 

Aus den bisherigen Ergebnissen schlie~en wir in trivialer Weise, daft 
s~mtliche Nullstellen des Poly.noms 

(13) ;~oW,+ ~ + 2, w,-~ + . . .  + | �89 2 ~  
( 

im Einheitskreise' Iwl < 1 liegen. ' I s t  n~mlich Iwl ~ 1, so iibertriift das 
hOchste Glied dem Betrage nach die Summe der Betr~ige yon s~imtlichen 
anderen. Nach dem Argumentpri.nzip mull also der reelle Teil auf dem 
Einheitskreise, d .h .  E~ (cos ~0), mindestens (2 n + 2)-real verschwinden, 
woraus i folgt. 

~) Vg]. Th. Kaluz~, l~ber die Koeffizienten reziproker Potenz~oihen [Math, 
Zeitschr. 28 (1928), S. 161--170], S. 168, Satz 3. 

6) Da die Folge ]~, wie ma~ leicht zeigt, voltmonoto~ ist, so gilt das gleiche 
fiir die Folge -- 2~, - -  23, - -  h a . . . .  [vgl. a. a. O. ~)]. Doch spielt diese weitergehende 
T~t~ohe im ~olgenden keine Rolle. 

Mathematische Annalen~ 110, 33 
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Als elne andere Variante cheses Beweises kSnnte man (7) start (7') 
benutzen. Es gilt ja 

n +  1 

~ ( x ) = � 8 9  2 7 ~ , w ~ + ~ - ~ ;  L = ~ , , + ~ - ,  2 x = w + w - 1 .  
Y ~ 0  

Dutch Einsetzen dieses Ausdrucks in (2'), wobei (7) zu beachten ist, 
folgen wieder die Gleichungen (10), (10'). 

3. Zum Beweis von II  bilden wir fiir 0 <  ~ o ~ ,  
Produkt  

[Q,~ (cos ~) + i_~ p~ (cos ~0)] [E, (cos ~) - i e~ (~)] 

n gerade, das 

2 . 4 . . . 2 n  
= 2 1. a. e . . .  (~ ~ + I) [/o d~" + ~)~ §  e ~t~ + s),p + . . . ]  [~o e-~("  + " e  

+ ,l~ e - i ( " -  ~)~' + . . . + ,~n e - i 'p]  
i 

~ o +  ).~ e ~i~ § . . .  -4- ~,~ e i ' ~  

-----2 

2 2 

i + t  e +) '~ +~ + ' . .  

= 2 1 +  ) . o _ f _ ~ e ~ A _ . . . ~ _ ; t ~ e ~  p 
2 

Diese Umformtmg ist nur geringffigig abzuiindern, wean n ungerade ist. 
Nun i t  der Bruch in der letzten Klammer dem absoluten Betrage nach 
kleiner als 

2 2 

I 

so dal] der ganze Klammerausdruck, f01glich aueh sein reziproker Weft,  
einen positiven reellen Teil besi~zt. Wit haben somit gezeigt, dal] fiir 

(14) Q* (cos ~0)B~ (cos ~) 4- -~ P~ (cos ~o) en (~o) > 0 

gilt. An den Nullstellen yon P .  (x) sowie auch fiir x -~ + 1 und x -~ --  1 
besitzt also B~ (x) das gleiche Vorzeichen w]e Q* (x); da abet  die We,  re 
yon Q~* (~) an der Stelle x---- -4-1, an den n abnehmend gez~ihlten Null- 
stellen yon P~ (x) und an x ---- -- 1 eine Folge mit lauCer Zeichenwechsela 
bildeu, so gilt dasselbe flit E .  (x), woraus I I  hervorgeht. 

Damit ist zugleich auch ein weiterer Beweis fiir I gegeben wordem 
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Da ftir Izl < 1 der reelle Teil yon (1 + z) - a  grSf~er als �89 bleibt, so 
gilt sch~rfer als (14) sogar 

(14') Qn* (cosg) E .  (cos ~) + ~ P,, (cos (p) e. (q~) :3> 1. 

w 

Ult rasph~ische Polynome. 

Die Ausdehnung unserer Resultate auf gewisse u]trasphgrische Poly- 
home verursacht keine prinzipiellen Schwierlgkeiten, so dab wir uns im 
folgenden kurz fassen diiMen. 

1. Es sei # ~ -  {; wir definieren das ultrasphiirische Polynom 
P(~) (.~) a]s das Polynomintegral der Differentialgleichung 

( l - x ~ ) y  ' ' -  (2 /~+ ])~y' + n ( n +  2~)y = O. 
Die Normierung kann dutch die Bedingung 

,~ , # :e  0; (1) = ~- 

effolgenT). Ein zweites Integral Q~)(x) wixd hack Jaoobi s) dareh 
+ ~  

1 i'(2 t~) I (1 - - t~ ) " - �89  (1--x~)"-�89 a(~ *~ (x)--- 2 r ( ~ + � 8 9  x- -~  

- - l  

gegeben. Die Entwick]ungen (I) und (2) iibertragen sich ohne weiteres, 
wobei die im Unendlichea regul~ire Funktion s ~) (m) an die Stelle yon 
Q~ (x) tritt. (Die Bestimmung des ersten Faktors ( I -  x~) ~-�89 kaml be- 
liebig festgesetzt werden, die des zweiten ist daml vSIIig bestimmt.) Das 
ttauptglied der zweiten Entwicklung liefert das Polynom E(~ ) (x), mit dem 
wir uns Jan ~olgenden beseh~ftigen wollen. 

Es gilt wiederum mit geeigneten Konstanten co, e, . . . . .  c.  
( t4 ~ ' )  (x)~Y)(~) = 1 + ~0 ~,)+ ~ (~) + c, ~ )+~  (~) + . . .  + ~. n~,,+, (~). 

Fiir - 1 ~ x ~ + 1 existieren ferner die Grenzwerte 

lim ( ~ ) ( x  + ie) -- 2:{n~') (x --  ie))  = --  i n  r( t ,  + �89 
~--)" + 0 

lira (s + i e) -5 ~ ) ( ~  -- i e)) ---- 2 ~ (#; x) 
a---)- + 0 

----- 2(1 -- x~)~-�89 * (/~; x). 

~) t, -a  P(n ~) (x) is~ s~etig in #; man hn~ Jim /~-1 p(n~O(x) = P~)(x). 
,u.-~ o 

s) Untersuohungen iiber die Differentialgleiohung der hypergeome~risehen 
Reihe (aus hinterlassenen Papieren mitgeteilt 4urch E. Heine), Journ. f. BIath. 56 
(1859), S. 149--165. 

33* 
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Wit erhalten somit 

(1 - ~ q " - � 8 9  = ~ c , ( 1  - x ~ ) " - ~ p T + , §  
V ~ O  

?s 

(1 - -  x ~ ) ~ - � 8 9  (/~; x) B(~:')(x) - -  1 § V cv(1 - x~)"-�89247 (/~; x) .  
v=0 

Aus der ersten Gleichung folgt 
+ 1  

( 1 -  ~ ) " - ~  e(~)(~)E~,")(x) ~ d  x = 0 (k = o, 1 , 2 , . . . , ~ ) ,  

also wieder eine Orthogonalit~tsbeziehung mit  einer oszillierenden Belegungs- 
funktion 9). Eine leichte Diskussion des obigen Integrals (oder der unten 
Iolgenden hypergeometrischen Reihea)ergibt ,  dal3 Q*(,u; x) bei der An- 
n~iherung an die Intervalleadpunkte x ~- ! 1 einem endlichen, von Null 
verschiedenen Grenzwert zustrebt, wenn # < �89 logarithmisch unendlich 

wird, wen- # ~- �89 und wie (1 -- x~) �89 unenitlich wird, wenn tt > �89 ist. 
(Ira letzten Falle konvergiert ~* (#; x) gegen einen yon Null verschiedenen 
endlichen Grenzwert.) 

2. Es sei 2 x = w ~- w-  ~, I w t > 1. Durch eine leichte Umformung 
der GauSschen Differentialgleichung erhalten wit ~o) 

~2.--1,/-- / ' ( n + 2 ~ )  -n -~ . , , ~ ,  " 
Q~) (x) = ~ v~  r - ~ - + - - ~ i ) w  ~t/~, n + 2 # ;  n -~-/~ + 1; w-~), 

wobei die Bestimmung yon w -2," frei ist. Folglich wird wegen 

2 1 / z  ~ - .  1 = w - w - ~  

~(ng)($) t,'-- F(n-~-2g) w-.-~(l_w-~)~,_~F(#,n..t_2~;n+#.+.l;w_~.) 

t/-- r(n-~-2/x) - -n -XF(  1 fl, n + l ; n + g + l ; w _ 2 )  
= V ~ r ( n + ~  + 1) w 

oo 

�9 /-- / '(n~- 2/x) ~ ,  ~(~,)w-n-~-s, 
= ~ ~ - ~  : ~ - ~ - ~  i )  ,~ 

Y ~ 0  

mit 
~a) ~ l ;  /~) - - ( 1 - - ~ ) ( 2 - - ~ ) . . . ( v - - # )  .... (nQ-l)(n-l-2)...(n--~-v) 

- -  1 . 2 . . .  v (n-~-~-~ 1) (n+/~-~ 2)... (n-~- #-[- V} 
(~ = ~, 2, 3, . . . ) .  

Hierbei ist die yon Euler herciihrende Beziehung 

( 1 - -  z ) ~ + ~ - ~  ' ( ~ , f l ;  ~; z) = F ( ~ - -  ~ ,~ - - f l ;  ~; z) 

~) Die Nullstellenverteilung der Funktionen P~)(x) und Q* (/~; x) entspricht 
vfllig dem Fall /~ = �89 

zo) VgL a. a. O. s), S. 238--234; in (67) sind daselbst [nach Abtrennung des 

~a'ktors (#s__ 1)�89 m] die Grfl]en n und m bzw. dutch n-~-~,-  �89 und / z -  �89 zu 
ersetzen. 
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benutzt worden ~). Fiir w =- e-t~ erhalten wir 

( I -  r ~ ~)~ [e . * ( , ;oo~,+  ~ r(z~) p(.O(oo~,] 
2 r ( ~ +  �89 - "  

txz 

~ 0  

3. Wit  beweisen nun unter der Voraussetzung 0 < l ~ ~ .  2 alas Analogom 
der Satze I u n d  II der Einleitung. 

Im Hauptfall 0 < # < 1 sind s~mtliche ]~") positiv, aul]erdem ist 

S{.) 

monoton wachsend. Fiir die Koeffizienten der reziproken Potenzreihe 

VY r ( n + ~ )  , = o  " '"  

gilt somit wieder 

Zo") > o, ;t(~ u) < o, ~i.) < o . . . . .  

Dagegen hat man 

+ 
' = 1 ~ ) > 0  , ,  � 8 9  

In  der Tat ist die Reihe z~/~") ira Falle # > �89 absolut konvergent. Die 
v : O  

SchluSweise des vorigen Paragraphen kann far 0 < tt ~ �89 ohne $.nderung 
iibernommen werden. Ira Falle �89 < # < 1 ist eine kleine Modifikation 
nStig: Man hat jetzt (n gexade) 

_2( , - )  _Z(u)  _ 
-~§ -~+s " ' "  

0 < ~(m ~ ~(~) ~_.. ~.) 
" ' 0  ! " '1  - -  " - j -  

4. Im Falle 1 < / ~  < 2 ist 

~) > o, li") 
wihrend die 2~") siimtlich positiv 
abgegndert werden. Wir haben 

z(~)- x!") - -  ~!.") - .. 
~s-{-i -~+x " 

< o , / ~ )  < o, . . . ,  

sin& Es muI~ jetzt der Beweis in w 2, 
zu zeigen, da$ die Funktion (n gerade) 

~ r(~+2~) (t:,+t~)~+%.)~ . + +~)~) r ( ~ + ~ + x )  + . . ) ( ~ o ~ ) + ~ ) u  . . .  
2 

11) Man kann  dies durch Einsetzen in die Differentialg]eichung leicht 
verifizieren. 
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auf  dem Einheitskreise l ul = 1, u =~ 1, einen positiven reellen Teil be- 
sitzt. Nun hat  dieses Produkt  (nach Division dutch 2) offenhar die Form 

. n_+ 

1 - - h ~  u ~ + l - h ~  u ~ ~ - - . . . .  
~+i  ~+~ 

Die Koeffizienten h~ sind, wie man sich dutch kusmul~iplizieren der 
beiden Potenzreihen sofort iiberzeugt, siimtlich Tositiv. Ferner gil~ nemh 
der  oben (2) angegebenen ersten Darstellung fiir ~('~)(x) 

Y ~ 0  

im Intervalle 0 ~ u ~ 1, so dab 

h,, + h  + . . .  ~ 1. 

Hieraus folgt abet die Behauptung. 

5. Die Grenzfi~lle /e = 0, /~----1, Iz = 2 lassen sich direkt er- 
ledigen. Fiir # - -  0 w i r d '  

i(:) = / ( o )  = ho, . . . . .  1, 

2 .  4(0) = ~o) . . . .  0, 
4(o'! = - 41 ~ - V ;  ' 

2n 
E~ ~ (cos ~) = V~- [cos (n + 1) ~ - cos (n - 1) ~] % 

= ( v =  0 , 1 , 2 ,  . n) w e r d e n v o n d e n e n v o n c o s n  Die Nulls~ellen ~ = -~- . . ,  

getrennt. Zwei Nullstetlen riicken in die InterwUendpunkte.  

Im ..... ~alle /~ = 1 wird 

t(01~ = 1, tT  = i~? . . . . .  o, 
2 

~'~ V ; '  49) = ~i"  . . . . .  o, 

2 
~.~) (cos ~) = - ~ -  cos (n + 1) 

(~+ �89  z ( ~  = 0 , 1 , 2 , . . , n ) ,  die yon denen mi t  den Nullstellen ~ = n + 1 

Yon sin (n--t-I) ~ getrennt werden. 
sin 

Es sei endlioh # = 2. Dam1 wird 

n + l  
l~ 2} = 1, /(1 ~) ~-- n ~ - 3 '  /(') = "~t(~) = . . .  - -  0, 

�9 4?) 2 1 (n @ 1~" 
- i ~  ~ + 3  ~ + 3 /  (~ = o, 1 , 2 , . . . ) .  

~) ~iir n = 1 ist c o s 2 r  in cos2 r189  abzu~ndern. -~ 
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Man sehliel~t llier zweckmgl]igerweise ebenso wie in 4. Es wird 

0 < h n  < 1 ,  hn = h  . . . .  0, ~-+1 ~+2 ~+8 " 

woraus die Behanptung folgt. 

6. Sehlie$1ich bemerken wit, dal~ unser Satz far g < 0 nieht riehtig 
ist. Eine leiehte Reehnung liefert niimlieh 

8 v(~, + a) s 
= - 

Im Falle # < 0 liegen Mso die Nullstellen aul3erhalb des Intervalles 
--  1, + 1. Ob dies aueh flit /, > 2 eintreten kann, vermochte ich nieh~ 
au entseheiden. 

w 

Bemerkungen. 

1. ~ber die Sinuspolynome e~(~v). Das in w 2 definierte Sinus- 
polynom e n (q~) kann in der Form 

e~ (~0) == 20 sin (n W 1) ~v + 21 sin (n -- 1) ~o + . . . .  sin ~v G~ (cos q~) 

geschrieben werden, wo G~ (x) ein Polynom n-ten Grades ist. _&us der 
dortigen l~berlegung folgt: 

I. S~imtliche Nullstellen yon G, (x,) sing reell, ein[aeh ung im Innern 
des Intervalls --  1, q- I gelegen. 

II. Sie trennen die n + 1 Nullstellen yon Q*~ (x). 

Multipliziert man das obige Sinuspolynom mit 

P~(cosg)  = 2 2 . 4 . . . 2 n  2 1 . 3 . 5 . . .  (2n + 1) (f~ sin (n nt" 1) ~0 + ]1 sial (n + 3) ~0 + . . . ) ,  

so ergibt sich nach (10) eine Kosinusreihe, in welcher die GlieAer 

cos % cos 2 q0 . . . .  , cos n ~v 

[ehlen; d. h. man hat 

~ singG,,(eosg)P,~(cosqo)coskvodq~ -----0 (k = 1,2, . . . ,  n). 
0 

Das sind abet gerade diejenigen Gleichungen, welche die dutch Herrn 
Geronimus a.a.  0.  ~) betrachteten Po]ynome S,~(x)-----cons~ G,(x) r 
terisierem is). Bei ibm erscheint 8~ (z) als der Haupttei l  der Entwicklung 
yon  (Q~(x)~ /~- - - i )  - i  in der Umgebung yon x - ~  oo, eine Definition, 
die sich mit der obigen leicht identifizieren l~$t: 

~s) Vgl. S. 682, (12); natfirlich ist bei un~, nur der Spezialfall p (x)~-~ 1 
ge mein~. 
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Die Nullaellen yon G. (x) trennen iibrigens auch die NullsteUen 

2. Mechanische Quadratuz. Es seien 

x o >  z ~ >  x s >  . . . >  x,  
die Nullstellen yon E ,  (x) in abnehmender Reihenfolge; x, -= x, (n) hiingt; 
hier yon n a b .  Die fibliehe Sehlu~weise liefert dann die Existenz yon 
gewissen nut  yon n abhiingigen Konstanten 

go, 91, ~ . . . . .  9,, 
so dai3 /ii~" ein bdiebiges Polynom (2n + 1)-ten Grades A (x) 

+ 1  

[ P .  (x) a (x) d = = go A (z0) + ~1 A (xl) + g., A (%) + . . .  + g. a (~.) 
- - 1  

gilt. Die Christoffelschen Zahlen g, = g,(n) dieser Quadraturformel ge- 
statten wie immer die Darstellung 

-4-1 + 1  

E,(~) d z =  P , ( z )  E~(x , ) (~- -  d x  g, = P .  (x )  E',, (~,) (~ - z , )  

- - 1  - - 1  

O' = O, 1, 2 . . . .  , n). 

Die zweite Formel liefert hier nichts fiber das Vorzeichen der g,, wohl 
aber die erste. Iafolge der bekannten 0rthogonalit~tseigenschaft der Pn (x) 
gilt ni~mlich 

+ 1  

9, = -~. {--~0 P " ( x ) x" d z' 
- - 1  

wobei ~ den hfchsten Koeffizienten yon E .  (z) bedeutet. Daraus Iolgt 
mit Riicksicht auf unser t tauptresu]tat  I :  

sgg~ = sgE~(x~) = (-- l)' (v = 0, 1 ,2  . . . .  , n ) .  

Durch Ausrechnung des obigen Integrals und dutch Beaehtung yon (10') 
erhiilt man iibrigens 

2 
g~ = (v = 0 ,1 ,2 ,  . . ,~ ) ,  E~ (x,) 

womit unsere Quadraturformel die folgende Gestalt gewinnt: 
+I 

1 ~ p , ( x ) A ( z ) d x =  a(xo) A(xO A(=:.) 
~ : E;,(~o-----3 + .~,,,(,~,) + ' "  + E;=r 

- - 1  

Einen ]ehrreichen Spezialfa.ll erh~ilt man fiir 

A (x) = (to + t~ x + 4 z9 + . . .  + t, ~")L 
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wo to, t~, t~ . . . .  , t~ beliebige reelle GrSl]en sind. Durch Einsetzen in die 
Quadraturformel folgt 

+1 

~- j'P.(x)(to + t,x + t~x~ . . .  § t , x ~ ) 2 d x  

- - 1  

~--- ,=o  E;~ (x,) (to + tl ~ + t~ Z ~, + . . .  + t n xn~) ~, 

d.h.  eine Zerlegung der huksstehenden quadratischen Form in eine Summe 
yon Quadraten yon Lineafformen. Man kann iibrigens yon vornherein 
sehen, da~ die Determinante dieser Form nicht verschwindet, d .h .  dal~ 
s~mtliche g, von Null verschieden sind. In der Tat feMen auf der linken 
Seite s~mtliche Glieder t~,t~ mit # § ~ ~ n, so dal~ die Oeterminante 

+1 

--I 

wird. Man beachte, dab nach Theorem II das Vorzeichen yon g~ mit 
dem yon P~ (x,) iibereinstimmt. 

Analoge Bemerkungen gelten im ultrasph/irischen l~alle. 

K S n i g s b e r g ,  Pr., Miirz 1934. 

(Eingegangen am 20. 4, 1934.) 


