Uber gewisse orthogonale Polynome, die zu einer
oszillierenden Belegungsfunktion gehoren.

Von
(x. Szeg6 in Konigsberg, Pr.

In seinem letzten Briefe in der ,.Correspondance d’Hermite et de
Stieltjes’ (Paris, Gauthier-Villars 1905, S.439—441) fiihrt Stieltjes eine
bemerkenswerte Klasse von Polynomen ein, die sich aus den Legendreschen
Funktionen zweiter Art auf einfache Weise gewinnen lassen. Er spricht
daselbst eine Vermutung iiber die Lage der Nullstellen dieser Polynome
aus, die im folgenden bestitigt werden soll?).

Es sei @, (z) die Legendresche Funktion zweiter Art
+1

1 (P,
o) = 3 | 7 at
(1) -1
. 1.2...n ey D 2)
=1355...@n+D (&=t S@n+3) 2 s‘*‘"')’
wobei P, () das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Die letzte Ent-
wicklung konvergiert fiir |@| > 1. Stieltjes setzt bei n =1

(@) 0@ = B@ et nait,

und definiert auf diese Weise ein Polynom (n 4+ 1)-ten Grades E, (2);
dieses geniigh, wie er unschwer zeigen kann (vgl. § 1), der Gleichung

+1
3) [ Pu(2)Bn () atd o = 0 *k =0,1,2,...,n).
A :

Offenbar bedeutet (3) eine Orthogonalititsbedingung mit der Be-
legungsfunktion P, (z), welche ihr Vorzeichen im Integrationsintervalle
n-mal wechselt. Ferner unterscheidet sich wegen (2) die rationale Funktion

1) Der fragliche Brief ist vom 8. 11..18'94‘datiert ; Stieltjes ist einige Wochen
darauf am 31. 12. 1894 gestorben. In der ,Correspondance” folgen -noch drei
Briefe von Hermite: Der exste (10. 11. 1894) spricht mit Entsiicken #@ber die neuen
von Stieltjes erfundenen Polynome und wirft die Frage auf, ob.diese sich nicht durch
gesignete Differentialgleichungen kennzeichnen lassen (?); der zweite (9. 12, 1894)
wird nicht abgedruckt, da er anscheinend keine ‘'mathematischen Mitteilungen ent-
halt; der dritbe (15.12.1894) beschéftigt sich mit anderweitigen mathematischen
Bemerkungen:
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(Ba(2))—1! von dem Integral (1) in einer mit z—27—* beginnenden Potenz-
reihe von z—1; sie steht also zu @, (%) in einer analogen Beziehung wie
die Naherungsbriiche der Stieltjesschen Kettenbriiche zu den von Stieltjes
betrachteten Integralfunktionen. Es entsteht nun die Frage, in welchem
MafBle die so erklirten Polynome E,(z) die Eigenschaften der klassischen
Orthogonalpolynome mit positiver Belegungsfunktion teilen. Das diirfte
der Gesichtspunkt gewesen sein, unter dem Stieltjes diese Polynome be-
trachtet hat. Er sprach a.a. O. die folgenden beiden Vermutungen aus:

I. Die Nullstellen von E, (x) sind reell, einfach und im Innern des
Intervalles — 1, 1 enthalten.

II. Sie werden von den Nullstellen von P, (x) getrennt.

Weiter bemerkt er: ,,... Le théoréme I est un cas particulier d’un

théoréme beaucoup plus général auquel j’ai ét6 conduit par la considération
b

de T'intégrale j'fzﬂ_)fl—u—“ dans le cas oh f(u) n'est plus assujettie & la
a

condition de rester positive. Quoique je n’aie pas obtenu encore une

démonstration, il ne me reste gutre de doute sur Pexactitude de mon

théoréme. J’ai aussi de trés bonnes raisons de croire 4 Iexactitude du

théoréme II, mais ici cependant je serali un peu moins affirmatif .. .,

Soweit ich feststellen konnte, sind diese Fragestellungen in der Literatur

nirgends behandelt worden. In einer jiingst erschienenen Arbeit fithrt
Herr J. Geronimus?) verwandte Polynome ein, doch verfolgt er ganz
andere Fragen als die der Lage der Nullstellen. In § 4 kommen wir noch
auf seine Polynome zuriick.
" Nach gewissen Vorbemerkungen (§ 1) beweisen wir mit recht einfachen
Hilfsmitteln die beiden oben formulierten Sitze (§2) und verallgemeinern
sie auf gewisse ultrasphirische Polynome (§ 3). §4 enthélt einige Bemer-
kungen, insbesondere iiber eine mit unseren Polynomen verkniipfte neue
mechanische Quadratur.

Unser in § 2 gegebener Beweis fiir I und IT beruht auf einer expliziten
Darstellung von B, (z) und stimmt kaum mit dem iiberein, der Stieltjes
nach der vorhin zitierten Andeutung vorgeschwebt hat. Er vermutete
wobl einen allgemeineren Satz, von dem der vorliegende Fall vielleicht ein
besonders charakteristischer Spezialfall ist, eventuell auch eine Verallge-
meinerung der nach ihm benannten Kettenbruchtheorie auf gewisse Be-
legungen, die nicht durchweg nichtnegativ bleiben. Uber diese Versuche
ist uns jedoch nichts bekannt.

?) On & set of polynomials, Annals of Math. (2) 31 (1930), S.681—686.
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§ 1.
YVorbemerkungen.
1. Die Definitionsgleichung (2) 148t sich auch in der Form
2" Qu(@)E, () =1+ b2+ bye "3+ ...

schreiben. Bekanntlich geniigen die Funktionen @, (z) einer Rekursion
von der Form

xQn (w) = O‘n Qﬂ~1 (‘T) 'Jl" ;871@72 + 1(56), on (SC) = 1 + Ql (m)’
WO @y, B, gewisse Zahlenfolgen sind. Durch Multiplikation der ersten
Gleichung mit z, &2, ..., " schlieBt man hieraus, daB @, (z)E, (x) sich
jedenfalls als lineare Kombination von

1: Qo ((IJ). Q1 (w)’ LRI Q2n+1(x)
darstellen 1aBt. Infolgedessen gilt mit geeigneten, von n abhéngigen
Konstanten ¢, ¢, ..., ¢,

(4) Qn (.’L‘) En ('7") =1+ Gan +1 (z) + A Qn + 2 (Q?) 4o onQ2n +1 (m)
Hierbei liegt z in der langs der Strecke — 1, 4 1 aufgeschlitzten 2-Ebene.

2. Es sei jetzt — 1 <a <+ 1. Wir wissen, daf
(5" m Qu(z+12) —Qu(x —18)) = —tmw P, (%)
e=>+0
1st. Weiter existiert auch

(6" e-—lirilo (@ulz+16) +Qnlx — te)) = 2@x(»).

Diese letzte Funktion ist im Innern der Strecke — 1, + 1 analytisch und
geniigt — ebenso wie P,(x) und @, (x) — der Legendreschen Differential-
gleichung. Sie wird bei der Anniherung an die Endpunkte logarithmisch
unendlich. Sie besitzt nach dem klassischen Satz von Sturm # + 1 ein-
fache Nullstellen, welche von denen von P, (x) getrennt werden.

3. Aus (4) folgern wir mit Riicksicht auf (5'):
6y  Pu(2)E,(2) = Co Pry1(®) -+ € Puya(®) -+ ... 4 Cu Pan s (2).
Dies ist im wesentlichen mit der von Stieltjes angegebenen Orthogonalitdts-
gleichung (3) identisch. Der Stieltjessche Beweis verliuft iibrigens etwas
anders; er beruht auf dem Residuenkalkiil.

Weiter erhalten wir nach (5”):
(67) Q) E,(x) =1+ Q%11 (@) +0,Qn+s(2) + ... 0 Qnya(w).
Hs ist leicht zu sehen, daB (6') oder (6”) das Polynom E,(z) (in dem
ersten Falle bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig charakterisieren.

4, Im folgenden spielt eine Entwicklung von @, (%) eine Rolle, die
man z. B. durch Umformung der Legendreschen Differentialgleichung
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leicht erhalten kann®). Man hat in der lings des Intervalls — 1, + 1
aufgeschlitzten z-Ebene:
2.4 ..2n
(7) Q,,((l})=21'3 5...2n4+1)
22 = w+wl,

W F (o Tyn ok 3w,

wo F die hypergeometrische Funktion bezeichnet und |[w| > 1 ist. In-
folge (5') und (5”) erhalten wir also fiir w = e~

Q7 (cos @) + %z P, (cos ¢)

(7,) —9 2.4...2n ]l 1+ 1) L f t(n+ 3 i(n+5)¢
—Y1.3.5...@20+ 1) (foe T € + fye +..)

mit den von n abhéngigen Koeffizienten
8 f=1; f = 1.3...2v—1) (n4+1)(n42)...(n+ )
242y a4+ (r v+
(» =1,2,3,...).
Es ist leicht zu zeigen, daB die f, monoton abnehmend (wie 1/») gegen

Null konvergieren, so daf die Entwicklung (7') fir 0 < ¢ <<« kon-
vergiert.

§2.
Beweis der Stieltjesschen Vermutung.

1. Aus (1) und (2) folgt, daB E,(x) pur die Potenzen znt1, zn—1,
=3, .. enthdlt; folglich kann E, (cos @) als Linearkombination von
cos(n -+ 1) @, cos(n — 1) @, cos(n — 3) @, ... mit reellen Koeffizienten an-
gesetzt werden. Wir schreiben, unter ¢, (@) das konjugierte Sinuspolynom
verstanden, :

E, (cos g) +1e,(@) = A ei@tDyf ] =20 | 2 gtla—3p | |
An €9,
©) e
Fhnt1,
2

je nachdem ob n gerade oder ungerade ist. Zur Berechnung der von n
abhéingigen reellen Koeffizienten A, benutzen wir die Gleichungen (6”)
und (7°)*%). 8ie besagen, daB das Produkt der beiden Kosinusreihen

focos(n+1)p+ f,cos(n +3)p + fycos(n+ D) g+ ...
Adcos(n+1)p+ A, cos(n~1)p -+ Aycos(n —3) g +...

und

8) Vgl. etwa E. W. Hobson, The ‘theory of spherical and ellipsoidal harmonics
[Caxxbridge, University Press, 1931], S.57—58.
“4) Man kénnte sich ebensogut auch der Gleichungen (6’) und (7') bedienen.
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kein Glied mit cos g, cos2 ¢, ..., cos(n + 1) ¢ enthidlt. Das heiBt, es
gelten die Gleichungen

fl)z‘l + fllo =0,

fo}-g + fl ll + faﬂ.o _— 0,

) oo

fodm+ st oot frordi + fmdy =0, m=[n_zH]’
weiterhin auch
(10) e (22nn+1)f°

Wir schlieflen daraus, dafi die Koeffizienten in (9) mit den m 4 1 ersten
Koeffizienten der reziproken Potenzreihe
1.3.5. (2n +1) 1 _

1) e TR = Rt et
iibereinstm.\men miissen.

2. Eine elementare SchluBweise lehrt®), dal die Koeffizienten der
Reihe (11) die folgenden beiden Eigenschaften haben:
LA >0, 4, <0, A4,<0, ...
2. A+ +4+...=
Nach dem angefithrten Satze beruht 1. auf der Tatsache, daB die Folge

o b % _
= (1_7)<1 m) =123,..)

monoton wdchst. Die Gleichung 2. folgt dann aus der Divergenz der
Reihe Y f, 9

=0

Aus den bisherigen Ergebnissen schliefen wir in 1bnvw,ler Weise, dali
simtliche Nullstellen des Polynoms

(12)

[Z w
(13) Aowt T4 A um =1 +1H_¢_

im Einheitskreise {w| <C 1 liegen. 'Ist némlich |w|= 1, so iibertrifft das
hdchste Glied dem Betrage nach die Summe der Betrige von simtlichen
anderen. Nach dem Argumentprinzip muf also der reelle Teil auf dem
Einheitskreise, d. h. E,(cos ¢), mindestens (22 - 2)-mal verschwinden,
woraus I folgt.

%) Vgl. Th. Kaluza, Uber die Koeffizienten reziproker Potenzreihen {Math,
Zeitschr. 28 (1928), S.161—170], §.163, Satz 3.

%) Da die Folge f,, wie man leicht zeigt, vollmonoton ist, so gilt das gleiche
tir die Folge — 4;, — A3, — A3, - .. [vgl. 8. 2. 0. 8)]. Doch spielt diese weitergehende
Tatsache im folgenden keine Rolle.

Mathematische Annalen, 110, 33
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Als eine andere Variante dieses Beweises konnte man (7) statt (7°)
benutzen. Es gilt ja
n+1
En(x) =% Z’van-%l——zv; Zv:2-n+1—v: 22 = w+ wl
v=0
Durch FEinsetzen dieses Ausdrucks in (2'), wobei (7) zu beachten ist,
folgen wieder die Gleichungen (10), (10).
3. Zum Beweis von II bilden wir fiir 0 << ¢ <@, = gerade, das
Produkt

[Q,‘I (cos ¢) + 1; P, (cos q))] [E, (cos @) — e, (p)]

2.4...2n
1.3.5...(2n+1)[f°

— eﬂu+l)(p+ fl ez(n+s)q>+ ] [loe—"("+1)‘/’

+ A ei=Ne L 4+ e 7]
»

hot M e 4 2,67

2

2
Aot A P4 L+ Ay e”“H-ALr frtde 4
2 2

1

A, &hEne g gatoey -1
;+1 =

=2(1+

Aot A 4R, €

2
Diese Umformung ist nur geringfiigig abzuéndern, wenn n ungerade ist.
Nun ist der Bruch in der letzten Klammer dem absoluten Betrage nach
kleiner als

A A —A —A —...
|§+1|+l§+z+ TH1 D

Fo— ol — - — [ 4] = Tot At oot A ’
2 2

so daB der ganze K’la,mmerausdruck, folglich auch sein reziproker Wert,
einen positiven reellen Teil besitzt. Wir haben somit gezeigt, daf fiir
<<

(14) Q@ (cos ¢) B, (cos ¢) + 5 Py (cos @) e, (¢) > 0

gilt. An den Nullstellen von P, (z) sowie auch fir x - +1 undz - —1
besitzt also E,(z) das gleiche Vorzeichen wie QX (z); da aber die Werte
von @ (z) an der Stelle z = 4+ 1, an den n abnehmend gezdhlten Null-
stellen von P, () und an = — 1 eine Folge mit lauter Zeichenwechseln
bildeu, so gilt dasselbe fiir E,(z), woraus II hervorgeht.

Damit ist zugleich auch ein weiterer Beweis fiir I gegeben worden.
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Da fiir (2| << 1 der reelle Teil von (1 -+ 2)—! grofler als } bleibt, so
gilt scharfer als (14) sogar

(14) Q7 (cosp) B, (cos @) + 12‘4 P, (cosp)e, (@) > 1.

§ 3.
Ultrasphiirische Polynome,

Die Ausdehnung unserer Resultate auf gewisse ultrasphérische Poly-
nome verursacht keine prinzipiellen Schwierigkeiten, so daB wir uns im
folgenden kurz fassen diirfen.

1. Es sei u> —4; wir definieren das ultrasphirische Polynom
PY (z) als das Polynomintegral der Differentialgleichung

1—2)y" —@2p+ Doy +nn+2u)y=0.
Die Normierung kann durch die Bedingung

u 2u—1 2
PO =("T"N w0 PPO=2
erfolgen?). Ein zweites Integral Qv {z) wird nach Jacobi®) durch
+1
(o)
=R gy o oy . L T2 p) e @
(1o~ ¢%) = o @) = 3 28 | a—ay i rzae

—1
gegeben. Die Entwicklungen (1) und (2) iibertragen sich ohne weiteres,
wobei die im Unendlichen regulire Funktion Q% (z) an die Stelle von
@, (x) tritt. (Die Bestimmung des ersten Faktors (1 — ") "% kann be-
liebig festgesetzt werden, die des zweiten ist dann vollig bestimmt.) Das
Hauptglied der zweiten Entwicklung liefert das Polynom E%’(z), mit dem
wir uns im folgenden beschéftigen wollen.
Es gilt wiederum mit geeigneten Konstanter ¢, ¢, ..., ¢,

Q) (2) B () = 14+ ¢, Q%1 (2) + ¢, Q% (@) + - . - + ¢, Qi 41 (0.
Fir — 1 <2z << 4+ 1 existieren ferner die Grenzwerte
Jim (@ @+ 10— D (@ ~ i6) = — in g 200 — T ER,

lim (Q (@ 4 i) + O (2 — 48)) = 298 (u; )
a—>+0
= 2(1 — w“)"'%Q;'; (u; ).

) w1t P (z) ist stetig in u; man hat u]_iino £~ P (z) = PO ().

8) Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hypergeometrischen
Reihe (sus hinterlassenen Papieren mitgeteilt durch E. Heine), Journ. f. Math. 56
(1859), S. 149—165.

33*
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Wir erhalten somit

Q- PO E® @) =  Sel—a) 1P, . ()

v=20
(1— 2P Qi) B @) = 14+ 2ol — 2 Qi (s o).
v=20

Aus der ersten Gleichung folgt
+1
[ Q- PP (@ EP (0)a*ds = 0 (k=0,1,2,...,m),
-1
also wieder eine Orthogonalitdtsbeziehung mit einer oszillierenden Belegungs-
funktion®). Eine leichte Diskussion des obigen Integrals (oder der unten
folgenden hypergeometrischen Reihen) ergibt, daB @y (u; z) bei der An-
ndherung an die Intervallendpunkte # = 4+ 1 einem endlichen, von Nulil
verschiedenen Grenzwert zustrebt, wenn u <C 3, logarithmisch unendlich
wird, wenn g = %, und wie (1 — a:“)%—" upendlich wird, wenn ux > 1 ist.
(Im letzten Falle konvergiert QF (#; z) gegen einen von Null verschiedenen
endlichen Grenzwert.)
2, Es sei 22 = w+ w1, |w| > 1. Durch eine leichte Umformung
der GauBschen Differentialgleichung erhalten wir )
W @) = 27 Y %)1) TP (et 2u 04 u 41070,
wobei die Bestimmung von w—2¢ frei ist. TFolglich wird wegen
2V2? - 1 = w — w?

- 24) —n_ s
Qﬁ."’(x)=Vn%w Y1—w YRR (p, m 24 -1 w?)

= VEI%%W""—‘F(I —mnthintutlie

SR TNy N
F(n+u+1)
mit
f s (1—,u)(2—u) (v—#) (nt+l)(n42)...(n+»)
1.2. (rtpu+D)(m+put+2)... (nt+ut9)
(y —1,2,3,...).
Hierbei ist die von Euler herrithrende Beziehung
(L —2)*f 7P (0,5 9732) = F(y —ay — B3 75 2)

9} Die Nullstellenverteilung der Funktionen Pv(:‘) () und @% (u; ) entspricht
vollig dem Fall » — 4.

10) Vgl a.a. 0.%), S.233—234; in (67) sind daselbst [nach Abtrennung des
i‘ai;tors (p,ﬂ—l)ém] die GréBen n und m bzw. durch n4+pu—3% und u—% zu
ersetzen.
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benutzt worden ). Fiir w = ¢—*¥ erhalten wir

(1 — cos? ?)u‘% [Qn (u;cos @) + 3 F(F(i—ﬂ?%-) P (cos (p)]
—yr Lnt2u) f(u) ot 1+ang
f(”+ﬂ+1)

8. Wir beweisen nun unter der Voraussetzung 0 << p < 2 das Analogon
der Sdtze 1 und I1 der Einleitung.

Im Hauptfall 0 < <1 sind simtliche & positiv, auBerdem ist

o
= (=5~ atrs)

monoton wachsend. Fiir die Koeffizienten der reziproken Potenzreihe

2 I'n+pu+1) - YR Rt P Y 7)) () )

gilt somit wieder

=90

A >0, A <0, AP <0,.

Dagegen hat man
0 fir 0<p<4
@ 4 A 4 A -
R A1

In der Tat ist die Reihe f £ im Falle & > } absolut konvergent. Die

=20
SchluBweise des vorigen Paragraphen kann fiir 0 <C & < } ohne Anderung
iibernommen werden. Im Falle 3 < u <C1 ist eine kleine Modifikation
notig: Man hat jetzt (n gerade)

A(“) L, — l(“) l(”')
0 Se1 S4s 41 G4
= 1.
< /1(()!‘) _|__1(1#) ek lf(;“) Ay }_(u) Z.(") —_—. <

ki n
- — 4 —_d1
2 2-‘1 2+

4, Tm Falle 1 << 4 <72 ist
>0, [0 <0, (<0, .

wihrend die A5” simtlich positiv sind. Es muB jetzt der Beweis in § 2,2
abgeéindert werden. Wir haben zu zeigen, daB die Funktion (» gerade)

~Tnt2y 4 £ @ @ 3
Vo rmrarn B+ e+ 500 4 ) @0+ Bu A0

11) Man kann dies durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht
verifizieren.
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auf dem Einheitskreise |#| = 1, » == 1, einen positiven reellen Teil be-

sitzt. Nun hat dieses Produkt (nach Division durch 2) offenbar die Form
1—hy w2 —h, wrl_ ...

§+1 §+2

Die Koeffizienten %, sind, wie man sich durch Ausmultiplizieren der

beiden Potenzreihen sofort iiberzeugt, simtlich positiv. Ferner gilt nach

der oben (2) angegebenen ersten Darstellung tir Q% (x)
z A0

=190

im Intervalle 0 <7 u < 1, so daB

Byt S

Hieraus folgt aber die Behauptung.

b. Die Grenzfille gy = 0, uw = 1, 4 = 2 lassen sich direkt er-
ledigen. Fiir g = 0 wird '

O =10 =fp =... =1,
2n
A = — 0 = =, 10 = 1(0) = ...=0,
o Vr’
EY (cos @) = V_— [cos(n+ 1) @ — cos(n — 1) p]12).
Die Nullstellen ¢ = T (» =0,1,2,...,n) werden von denen von cosn ¢

getrennt. Zwei Nullstellen riicken in die Intervallendpunkte.
¢ Im Falle p = 1 wird
Bl =ty ==

A = A =4 = ... = 0,

V:’
EY (cos @) = -‘-/g_.—cos (n+1)¢
T
mit den Nullstellen ¢ = %(w =0,1,2,...,n), die von denen

sin(n41) g

von ; getrennt werden.
sin @
Es gei endlich ¢ = 2. Dann wird
=1Lp=—ttip=f=. =0
Tae 2 1 (n+1 __
Ay _V;—m(m) (V—-—O,].,.Z,...).

1) Far n = 1 ist cos2 ¢ —1 in cos 2 ¢ — } abzusndern.
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Man schlieft hier zweckmiBigerweise ebenso wie in 4. Es wird

0<h;_,+1<1, h%+2=h

= ...=0,
318
woraus die Behauptung folgt.

6. SchlieBlich bemerken wir, daf unser Satz fiir u < 0 nicht richtig
ist. Hine leichte Rechnung liefert nimlich

8 I 3 ; 3
BPE = = e (2~ )

Im Falle p < 0 legen also die Nullstellen auferhalb des Intervalles
— 1, 4+ 1. Ob dies auch fiir g > 2 eintreten kann, vermochte ich nicht
zu entscheiden.

§ 4.
Bemerkungen.

1. Uber die Sinuspolynome e,(¢). Das in §2 definierte Sinus-
polynom e,(p) kann in der Form

en(@) == A8in(n+ 1) o+ Asin(n — 1) @ + ... = sin ¢ @, (cos ¢)
geschrieben werden, wo @, (z) ein Polynom n-ten Grades ist. Aus der
dortigen Uberlegung folgt:

1. Sdmiliche Nullstellen von G, (x) sind reell, einfach wnd im Innern
des Intervalls — 1, + 1 gelegen.

1L §ie irenmen die n + 1 Nullstellen von @} ().

Multipliziert man das obige Sinuspolynom mit

% Pa(cosg) = 27— ?5 :4....<.22nn+ 5y (hsin(a+1) ¢+ fysin (n+8) p 4 ....),

so ergibt sich nach (10) eine Kosinusreihe, in welcher die Glieder

cos @, cos2 @, ..., cOSM @
fehlen; d. h. man hat

fsin @@, (cos p) P, (cos p)ecoskpd p = 0 k=1,2,..,n).
o
Das sind aber gerade diejenigen (leichungen, welche die durch Herrn
Geronimus a.a. 0. ?) betrachteten Polynome S, () = const G, (x) charak-
terisieren '¥). Bei ihm erscheint 8, (#) als der Hauptteil der Entwicklung
von (@, (x) \/9:2 — 1)~* in der Umgebung von z = oo, eine Definition,
die sich mit der obigen leicht identifizieren 188t.
18) Vgl 8.682, (12); natiirlich ist bei ung nur der Spezialfall p(2) =1
gomeint.
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Die Nullstellen von G, (z) trennen ibrigens auch die Nullstellen
von E,(z).

2. Mechanische Quadratur. Es seien

Ty > T, >0 > .. > o,
die Nullstellen von E,(z) in abnehmender Reihenfolge; z, = x, (n) hingt
hier von # ab. Die iibliche SchluBweise liefert dann die Existenz von
gewissen nur von n abhingigen Konstanten
90 T Far 0003 Ins

so daB fir ein beliebiges Polynom (2n + 1)-ten Grades A (x)

+1
[Pr@) A (2)dn = g, A (20) + g, 4 (2,) + 9, 4 (25) + ... + 9, 4 ()
—1

gilt. Die Christoffelschen Zahlen g, = ¢, (n) dieser Quadraturformel ge-
statten wie immer die Darstellung

1 En(x) P E"(r) :
= | Pegg e 4o - | Rl g) ¢
—1 -1

»=0,1,2.,.,n).

Die zweite Formel liefert hier nichts iiber das Vorzeichen der ¢,, wohl
aber die erste. Infolge der bekannten Orthogonalitétseigenschaft der P, (z)
gilt nimlich

+1

k,
g = T (=) jP (2" d 2,

—1
wobei %, den héchsten Koeffizienten von E, (z) bedeutet. Daraus folgt
mit Riicksicht auf unser Hauptresultat I:

82849, = ng;(a;,)z(— 1) (»r=10,12,...,n7)

Durch Ausrechnung des obigen Integrals und durch Beachtung von (10°)
erhilt man iibrigens

. 2
& = T (=)

womit unsere Quadraturformel die folgende Gestalt gewinnt:

+1
1 4 A A(x)

-1

Einen lehrreichen Spezialfall erhdlt man fir

A(@) = (ty+tx+ 2+ ...+ t,27),
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wo t,t,t,,...,t, beliecbige reelle GroBen sind. Durch Einsetzen in die
Quadraturformel folgt
+1
%j Pa(@)(fo+ 4,3+ 1,2° + ...+ ty o) da

—1
n

1
= Zm(t0+tlxv+t2zs+"'+£n$:)2’

d. h. eine Zerlegung der linksstehenden quadratischen Form in eine Summe
von Quadraten von Linearformen. Man kann iibrigens von vornherein
sehen, daf die Determinante dieser Form nicht verschwindet, d. h. daB
simtliche g, von Null verschieden sind. In der Tat fehlen auf der linken
Beite simtliche Glieder t,f, mit u 4+ » <<n, so dafl die Determinante

= ([ Pa@mdarti 40

wird. Man beachte, daB nach Theorem II das Vorzeichen von g, mit
dem von P,(z,) iibereinstimmt.
Ansloge Bemerkungen gelten im ultrasphiirischen Falle.

Konigsberg, Pr., Mirz 1934,

(Eingegangen am 20. 4, 1934.)



