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Einleitung. 
Das allgemeine Problem, an das die folgenden Untersuchungen a n -  

kniipfen, ist das Identi t~tsproblem in Al~erna~ivkSrpern. Diese sind dureh  
ein gewisses Axiomensystem definiert, in dem die Multiplikation nioht 
dem assoziativen Gesetz 1) unterliegt. (Siehe S. 418.) Die Frage, ob e in  
AltexnativkSrper dutch ein hyperkomplexes System realisiert werden kann ,  
wird bier nicht beriihrt; sie ist bekanntlich durch die Untersuchungen 
yon M. Zorn 2) zu einem gewissen AbschluI~ gebracht.  Auf das Ident i -  

tiitsproblem in AlternativkSrpern, d .h .  auf die  Frage, warm zwei a u s  
AlternativkSrperelementen ~, r ,  ~ . . . .  und den 0perationszeiehen kompo-  
nierte Ausdriicke W x und W~ auf Grund der Alternat ivkSrperaxiome 
iden~isch sind, gibt der S a t z  y o n  A r t i n  s) eine erste Antwort ;  er be -  

x) Wir gebr~uehen im folgenden, wie dies iiblieh ist, die Bezeichnungen 
,,Axiom" und ,,Gesetz" synonym. Dariiber hinaus bezeiehnen wir allgemein aJa 
,,Verw~ndlungsrogel" (kurz ,,Regel") oder ,,Identitiit" eine Beziehung, die innerhalb 
eines gewissen Zahlbereiches fiir beliebige Elemente, d.h. identiseh gii]tig ist. Ins- 
besondere bezeichnen wile also die Beziehungen, die aus einem gegebenen System yon 
Axiomen folgen, als Verwandlungsregeln oder Identitgten. Dabei karm eine Identi- 
*gt, die sieh nls Folge eines bes~immten Axiomensystems ergeben haG, ihrerseits in 
einem neuen System die Rolle eines Axioms iibernehmen. - -  Eine Beziehung, die 
nut iiir gewisse Elemente eines gegebenen Bereiehes gilt, nennen wir eine ,,Relation", 
wie diem aueh in der Gruppentheorie iiblieh ist. 

~) M. Zorn: Theorie der alternativen Ringe [Hamb. Abhandi. 8 (1930)], zitiert 
mit Z. M. Zorn: Alternativk~irper und quadratisehe Systeme [Hamb. Abh~ndl. 9 
(1933)]. Vergl. aueh 1~. Moufang: AlternativkSrper und der Satz veto vollstgndigen 
Viersei~ (D~) [H~mb. Abh~ndl. 9 (1933)]. Zitier~ mit ~x- 

*) Siehe Z., S. 127 ft. Zorn bezeichnet ale ,,S~tz yon Artin" die etwas 
schwgchere Aussage, dal] in einem alternativen Ring irgend zwei Elemente einon 
assoziativen Ring erzeugen. Aber da es leieht ist, veto Ring auf den SehiefkSrper 
zu sehliel~en, und d~ sieh bei Zorn selbst alles vorfindet, um den assoziativen Ring 
innerhalb des AlternativkSrpors in einen Schiefk~irper einzubetten, bezeictmen wit 
der Einfaehheit halber als S~tz yon Artin den im Text gegebenen Satz. 



1%. Moufang, Struktur yon Alternativk6rpern. 417 

sagt, daft in einem Alternativkiirper irgend zwei Elemente einen Schie[kSrper 
e~'zeugen. Enthaltea also W 1 und W~ nut zwei Symbole e, fl, so ist das 
Identit~tsproblem im Alternativk5rper zurfickgefiihrt auf das Identit~ts- 
problem im SchiefkSrper. Enthalten W~ und W~ mindestens drei ver- 
schiedene Symbole e, fl, y, so steht die Antwort auf die oben gestellte 
Frage noch aus. Im folgenden wird nut eine L6suag gegeben unter der 
zus~tzlichen Annahme, dag e, fl, y sich assoziativ multiplizieren; wit be- 
zeichnen die Elemente alsdann mit a, b, c. Es gilt der 

S a t z : In  einem Alte~nativkSrper erzeugen irgend drei Elemente a, b, c, 
die der Relation (a 5) e - a (b c) geniigen, einen Sehie/kiirpe~" R* (a, b, e). 
Wir bezeichnen diesen Satz als v e r s c h ~ r f t e n  A r t i n s c h e n  S a t z ,  
da speziell ffir c = 1 der Artinsehe Satz vorliegt. 

Ein Teilsystem S eines A]ternat, ivk6rpers ist dann und nut dann ein 
Schiefk5rper, wenn in S das assoziative Gesetz der Multiplikation allgemein 
giiltig ist; der ktirzeste Weg, urn dies fiir aUe aus den obigen a, b, c 
rational zusammengesetzten Ausdriicke zu zeigen, verlhu~ entsprechend 
wie bei Zorn~). Wir sehlagen bier einen anderen Weg ein, indem wit 
zan~ichst nachweisen, da[~ a, b, c, multiplikativ verkniipft, eine Gruppe 
erzeugen, das heil~t, dal~ alIe Potenzprodukte in a, b, c sieh assoziativ 
multiplizieren. Der Beweis dieser Aussage fiber eine rein multiplikative 
Beziehung erfordert wesentlieh die Heranziehung auch der additivea 
AlteraativkSrperaxiome. Das Bestreben, die Addition und die distributivea 
Gesetze mSglichst weitgehend zu eliminieren, iiihrt zu folgendem Resultat: 
In jedem AlternativkSrper gelten die multiplikativen Identiti~ten (10) 
und (11) yon S. 419, deren Beweis die Addition effordert. Jetzt adjungieren 
wit (10) bzw. (10) und (11) als Axiome zu den rein multiplikativen 
AlternativkSrperaxiomen I (7), (8) (S. 418 and 420), und bezeiehnen diese 
insgesamt als Axiome der Quasigruppen Q* bzw. Q**. Unter einer Qua  si- 
g r u p p e  verstehen wit allgemein eine Gesamtheit yon Elementen mit 
einer Verkniipfung, die zu irgend zwei Elementen eindeutig ein drittes 
Element der Gesamtheit liefert, ferner zu jedem Element eindeutig ein 
Reziprokes, das gleichzeitig links- und rechtsreziprok ist; an Stelle des 
Gesetzes, daft die Verkniipfung assoziativ ist, treten jetzt - -  im Gegen- 
sa~z zu den gewShnlichen Gruppenaxiomen -- sehw~ehere Yerwandlungs- 
regeln fiir die Beklammerung. Jede Gruppe ist eine Quasigruppe, aber 
nicht umgekehrt. Sind aueh Q* und Q** keine Gruppen, so enthalten 
sie doch Teilsysteme, die Gruppen sind: 

I. In  einer Quasi~ruppe Q* erzeugen irgend zwei EIemente a, b eine 

Gruppe. 

t) Siehe Z., S. 127 ft. 
Mathematis~he Ann~,len. II0. 0-7 
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II. I n  einer Quasigruppe Q** erzeugen drei Elemente a, b, c, die der 
Relation (a b) e = a (b c) geniigen, eine Gruppe. 

In  iihnlicher Weise liiBt sieh jede Gruppe mit mehr als drei Erzeu- 
genden a,, a 2 . . . . .  ak einbetten in eine Quasigruppe Q**, in der die a~ ge2 
wissen Beklammerungsrelationen geniigen, entsprechend wie ftir k = 3. 
Wit werden das nicht aus f i ih ren . -  Mit diesen Resultaten sind die 
Axiome einer Gruppe mit endlich vielen Erzengenden abgeschw~cht. 
Die LSsung des vollen Identit~tsproblems in einer Quasigruppe, z. B. in Q* 
oder Q**, scheint schwierig zu sein. - -  Ist die freie Gruppe aus zwei 
Erzeugenden a, b bzw. drei Erzeugenden a, b, c gewonnen, so ist der 
~bergang zum 8chieikSrper R* (a, b) bzw. R* (a, b, c) leicht innerhalb des 
AlternativkSrpers zu vollziehen unter Heranziehung der distributiven Ge- 
setze und der Identit~it ~-1fl-1 = (fl ~)-1.5) 

In w 1 stellen wir a]le fiir das folgende notwendigen Hilfsfo~melm 
zusammen. w 2 gibt die Ableitung der Gruppe aus zwei Erzeugenden 
aus den Axiomen der Quasigruppe Q*, w 3 den Aufbau der Gruppe aus 
drei Erzeugenden in Q** und a~n Sehlul~ eine Bemerkung tiber die 
geometrisehe Bedeutung des versch~rften Artinsehen Satzes. 

w 
I t i l f s forme ln .  

1. Ein A l t e r n a t i v k 6 r p e r  ist definiert als eine Gesamtheit yon 
Elementen a, fl, ?, . . . .  die additiv und multiphkativ verkntipfbar sind bach 
den folgenden Regeln: 

(1) Die'Addition und die Multiplikation ist stets ausftihrbar und 
eindeutig. 

(2) ~ + ~ = ~ + ~ .  
(3) ( ~ + D + ~ =  ~ + ( 3 + ~ ) .  
(4) Es existiert ein Nulle]ement und zu jedem ~. genau ein inverses 

I Element 4, so daI~ ~ + ~ ---- 0. 

(5) ~ ( ~ + ~ ) = ~ + ~ 7 .  

(6) (fl + ~ ) ~  = 3~+~,~ .  
(7) Es existiert ein Einselement und zu jedem ~. =~ 0 genau eia 

reziprokes Element ~-1, so dal~ ~ - 1  = ~ - ~  = 1. 

(8) ~ (~ -~3)  = (~-~)~;  ( ~ - ~ ) ~  = 3(~-1~). 
Aus (7) und (8) folgt sofort 

(8~) (~t~) -~  = 3 - '  ~-~. 

~) Der ~Jbergang yon der freien Gruppe zum SchiefkSrper is~ ftir /~* (a, b.) 
durchgefiihrt in 1%. Moufang: Die Des~rguesschen Si~tze vom R~ng 10 (M~th. An- 
na]en 105 (1933) S. 306ff.) Zi$iert mit M~. 
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Ein Alternativk6rper kann auch definiert werden als ein a l t e r -  
n a t i v e r  R ing~) ,  der der Bedingung (7) genfigt. Dabei Jst ein alter- 
nativer Ring definiert durch folgende Axiome: 

(1) bis (6) wie oben, au~erdem 

(8'} ~ (~8)  --  (~ ) /~ ;  / ~ { ~ ) =  (8~)~ .  

Daraus folgt dann weiter, da~ aueh 

(8'a) ~ (8 ~) = ( ~ )  ~ ist. 

Wir bezeichnen das System der Axiome 

(1) his (7), (8') mit I'. 

Die beiden Axiomensysteme I und I' sind {icluivalent: In I gilt (8') und 
in I' gilt (8)7). 

2. In einem AlternativkSrper wechselt die GrSBe 

[~,8,7] - -  ( ~ ) r  - ~ (S r )  

bei Vertausehung von zweien der Elemente ~, 8, 7 das Vorzeichen, wie 
man sofort mit Hilfe der distributiven Qesetze nachrechnetS). Insbesondere 
folgt daraus, daB, wenn die Elemente ~, 8, 7 sich in einer bestimmten 
Reihenfolge assoziativ multiplizieren, sie dies aueh in jeder anderen 
Reihenfolge tun. Wit geben dafiir in 5. einen zweiten Beweis. 

8. In einem Alternativk6rper gill die Regel~): 

(9) [~, P ~, 72 = ~ [~, 8, 7J. 
Daraus folgt insbesondere, dab 

(lO) {~ (r ~)} ~ = ~ {7 (~8)}, 

(11) (mS) (7 ~) = ~ {(817)a}, 
denn wegen 2. und (9) gilt 

= [~,r ~,P] + ~[7,  ~,8] = 0, 
und entspreehend 

(~8) (r  ~) -- ~ {8(7~)} + ~ {8 ( r  ~)} -- ~ {(flT)~} 

= [~,~, r  ~] - ~ [8 ,7 ,~]  = o. 
Wegen r 1 6 2  = ( ~ r ) r  kann man die Identit{it (10) auch in der Form 
schreiben 
(10) {(mr) ~}fl = ~ {7(~8)}. 

e) Siehe Z., S. 125. 
~) Dal~ in 1' (8) gilt, is~ bewiesen in Z., S. 142. 

wiesen in M1, S. 216 ft. 
8) Siehe Z., S. 125if. 
~) Siehe Z., S. 142. 

DM~ in I (8') gilt, ist be- 

27* 
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Da in einem AlternativkSrper jede Identit~it zwischen zwei Produkf, e n  
aueh yon rechts nach links gelesen werden daft  (man gehe zu den R e z i -  
proken tiber und beriicksiehtige (8a)!), so gilt auch 

(lo) ~ ( ( ~ ) ~ / =  ~ { ~ ( ~ ) / =  {(fl~)~/~. 

Fiir ~ ~- 1 liefern (10) und (10) die Identitiiten (8'), flit fl ~- 1 (8"a).  
Setzt man 7 r162 ---- (~ resp. ~7 ---- 6, so nimmt (10) resp. (10) die Form a n  

(10a) ( ~ ) ~  = ~ {(~ ~ - 1 ) ( ~ ) 1 ,  

( lo  a) ~ C0 ~) = {(~ ~) (~-1 ~)1 ~. 
4. Wir bezeichnen eine Gesamtheit yon Elementen ~, fl, ~ . . . . .  c l ie  

multi )likativ nach den folgenden R e g e l n  verkniipfbar sind: 

(1) Zu zwei Elementen ~, fl existiert stets genau ein Element ar f l ,  
(2) es existiert ein Einselement und zu jedem ~ stets genau e i n  

II  Reziprokes ~-~ mit r162162 = 1 ----= ~ r162 
(~) ~(~-I~) = ( ~ - ~ ) f ~ ;  ( ~ - ~ )  ~ = ~(~-~ ~), 

als eine ,,Q u a s i- G r u p 13 e Q*". [In den gewShnliehen Gruppenaxiolnen 
tri t t  an Stelle von (3) und (4) das allgemeine assoziative G e s e t z  
~(fly)-----(~fl)~]. Gilt aul~erdem noch 

(5) ( ~ )  (r ~) = ~ {(~ ~) ~}, 

so bilden die Elemente ~ , f l , ? . . .  eine , , Q u a s i - G r u p p e  Q**". Auch (3 ) ,  
(4) und (5) zusammen liefern noeh nicht das volle assoziative Gesetz ,  
dean in jedem AlternativkSrper bilden die yon 0 verschiedenea E l e m e ~ t e  
gegeniiber der Multiplikation eine Quasigruppe Q**, and sogar aus d e n  
AlternativkSrperaxiomen folgt noeh nicht das volle assoziative Gese tz ,  
wie das Zahlsystem yon Cayley zeigt. -- In jeder Quasigruppe Q* b l e i b t  
eiae Identit~t zwisehen zwei Produkten richtig, wenu sie yon reehts n a c h  
llnlca gelesen werden, weil (8 a) gilt. 

5. EntIdilt eine Quasigruppe Q* drei Elemente u, v. w, ]iir die 

(12) (u v) w = u (v w) 

ist, so gilt diese Relation auch, wenn irgend zwei Elemente davin ve~tau~oht 
werden. 

B e w e i s :  Schreibt man I I  (4) mit y ~  ---- 5 in der Form 
(lOa) ( ~ ) ~  = ~ {(~ ~-~)(~)}, 
so gilt spezie]l flit u, v, w 

(u v) ~ = u {(v u-~)  (u w)} = u (v ~), 
also 

(13) (v u-~) (u w) = v w. 



daft. 

(1oa) 
also 
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Also ist weiterhin nach II (3) und Formel (8a) 

(~u) w = v { (uv -~ ) (vw)}  = ~ [ ( ~ v - 9  {(v ~ - ~ ) ( u w ) } ]  = v (uw)  
q .e .d .  

Nun ist noch zu zeigen, dab in (12) aueh v mit w vertauscht werden 
Mit (10a) gilt zugleich 

(~ ~) = {(~ ~) (~-~ ~)} ~, 

~. ]:l~ 

(14) 
daraus 

u (v w) = l(u w) ( w - ~  v))  w = (u v) w, 

(uw) (w - ~  v) ----- u v, 

u w = (u v) ( v - ~  w), 
also 

(uw) v = {(u v) (~- '  ~)t ~ = u (w v) 

q. e.d.  Also gelten in Q* insbesondere (8') and (8'a). 
6. In  der Relation (12) da'r/ /erner irgendein .Element dutch sein 

Reziprokes ersetzt werden. Wegen 5. geniigt es z. B. zu zeigen, dal] 

u (w - ~  v) - -  ( u w - ~ )  
ist. 

B e w e i s :  Aus (14) folgt 

also wegen (IOa) 
u ( w - ' v )  = u { ( w - ~ u - ~ ) ( u ~ ) }  = ( u w - ' ) v  

q .e .d .  
Diese Si~tze gelten a fortiori auch in einer Quasigruppe Q**. 

w  

Die Gruppe aus zwei Erzeugenden. 
1. Wit beweisen jetzt: 
In  einer Quasigruppe Q* erzeugen i~gend zwei Elemente a, b eine Gruppe. 
Man hat zu zeigen, dab ein Potenzprodukt in a und b m i t  ganzen 

Exponenten beliebig beklammer~, also ohne Klammern geschrieben werden 
daft. Der Beweis wird mit v o l l s t ~ n d i g e r  I n d u k t i o n  gefiihrt und 
zwar nach der Anzahl der Fal~oren a ~, b ~ (i, k ganz), die in dem Pro- 
dukt au~treten. 

2. Wit haben zun~chst zu zeigen, dab drei J~aktoren des TyTu8 a ~, b ~ 
(i, k ganz) sich assoziativ multiTlizieren. Dies gesehieht in mehreren 
Schritten. 

A) Man definiert ~ekursiv 
a i ~- a a~-l ,  "l 

a - i - - - a - l a  -~+1, also a a - ~  ~__a -*+1 / fiir i ~ 0 .  
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Dann gilt zun~iehst 

Fiir i > 0 folgt aus 

~. Moufang. 

a a i = a i a fiir ganzes i: 

a a  i = Gig  

a ( a a  0 : a a ~ +  l --_ a ( a ~ a )  = ( a a O a  = a i +  l a .  

Und aus 
G--1 a - - i  = a - i  a - 1  

schlieBt man ebenso auf 
a - - l a - ( i + l )  = a - - ( i+~)a- -~ .  

Endlich folgt aus 
GG--i  _~- 

a a - ( i + 1 )  = a ( a - ~  a - i )  = 

a - ( ~ + ~ ) a  = ( a - l a - t ) a  = 

also 
a a - ( i +  l) 

B) Sei jetz~ bis zu festem i > 0 

a - t a  

( a a - 1 ) a  - ~  = a - r  

(a- - i  a - - 1 ) a  = a--J  

a--(i +1) ~. 

und ftir jedes ganze k bewiesen: 
a i a  k = a i+ k. 

Dies ist richtig fiir i = 1. Dann folgC 
a i + l a  ~ = (aa i) a k = {a(aa ~ - l ) } a k :  {a(a ~ - l a ) } a  ~ 

= a {a ' -1  (aa~)} : a {a~-la TM} ----- a a ~+~ = a i + ~ + l .  

Daraus folgt speziell fiir k - =  - - i  

a~a - ~ - - a  ~ 1, also auch a - ~ a ~ -  - 1. 

Ferner Iolgt ftir i > 0 und ganzes k 
a - ~  a~ = a - i  (ai a k - i )  _~ a k - i .  

Damit ist allgemein ftir ganze i, k bewiesen: 

(15) a ia  ~ = a  r 

C) Aus der ftir k = 1 richtigen Induktionsvoraussetzung, daI3 his za 
festem k > 0 

a k(ab) = a  s+ lb  
sei, folgt 

( a ~ + ' a ) b  ---- {a T M  (a-~a~+1)} b -= a T M  {a-k(a T M  b)} 

= a T M  { a - ~ [ a k ( a b ) ] }  -= a k + l  { a b } .  

D) Gilt his zu festem k > 0 und far jedes positive i 

a~ (a~ b) = a~ + k b 

(richtig fiir k -  1 naeh C)), so folgt bei Ersetzung yon b dutch a b 

a t {a ~ (ab)} = a i + k  (a b) = a i + k + x  b ---- a i (a  ~+1 b). 

Diese Beziehungen gelten identisch in b. Mit Riicksicht auf w 1, 5. und 6. 
ist damit bewiesen, dal] drei Faktoren des Typus a ~, b Z mit ganzen 
Exponenten sieh in jeder Reihenfolge assoziativ multiplizieren. 
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3. Aus dieser Tatsache haben wir an anderer Stelle ~~ mit Hills 
vollst~ndiger Induktion und allein unter Benutzung des in w 1, 5., ab- 
geieiteten Satzes geschlossen, dal] auch sin Produk~ aus n Faktoren des 
Typus a', b ~ mit  ganzen Exponenten beliebig bektammest werden daft, 
womit der eingangs dieses Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Wir fiihren den Sehlafl hier nicht noeh einmal dutch, um so mehr als im 
folgenden Paragraphen sich an entsprechender Stelle Schliisse derselben 
Art wiederholen, wenn man dort b = I setz~. (Siehe w 3, 3., A. und B.). 

Die Herleitung des Satzes yon Artin aus der freien Gruppe yon 
zwei Erzeugenden vollzieht sich jetzt wSstlich so wie in des oben zitierten 

Arbeit 1~). 

w 
Die Gruppe aus drei Erzeugenden und der verschiirfte Artinsche Satz. 

I. Wit beweisen folgenden Sa~z: 
I n  einer Quasigruppe Q** erzeugen drei Elements a, b, o, die get 

Relation (a b) c ~ a (b o) geniigen, eine GruTpe. 
Beim Beweis werden wit yon dem in w 2 bewiesenen Satz Gebrauch 

machen. Es ist zu zeigen, dab unter den genann~en Voraussetzungen 
jedes Potenzprodukt  in a, b, cmi t  ganzen Exponenten beliebig beklammert, 
also ohne Klammern geschrieben werden darf. Wie in w 2 geschieht dies 
mit Hills v o 11 s t ~ n d i g e r I n d u k t i o n nach der hnzahl der zusammen- 
gefiigten Faktoren a. zt , b % , c ~ (l~, m~, k~ ganz). 

2. Man beweist zuni~chst, dal~ die drei FakCoren s  b% c ~ (l, m, k 
ganze Zahlen) sieh assoziativ mul~iplizieren. Wegen w 1, 5. gentigt es, 
dies ftir irgeadeine Reihenfolge des Faktoren nachzuweisen und wegen 
w 1, 6. geniigt es, sich auf den Fall posi~iver Exponenten zu beschr~nken. 

Sei bis zu einem festen l ~ 0 bewiesen 
(s  b) c -~ a ~ (b c). 

Dies ist nach Voraussetzung ftir 1 == 1 erfiiUt. 
Dann folgt 

Nun  ist 
(a ~b)(ca) ~-- {a(a ~-1 b)} (ca} --~ a {(a 1-1 b)c l a  1') = a {a ~-~ (be)} a 

-----a ~(bc) a =  {a t (bc )}a -~  {(a tb) c}a. 

Nach w 1, 5. ist also auch 
a ((atb)c} = la(alb)} c 

lo) Siehe M.2, S. 298 If. 
11) Siehe Anm. ~). 
~) Hier benutzen wir zum ersten Mal die Identit~ (5) yon S. 420. 
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und damit 
a l+1 (bc )  : a { (aZb)c}  : ( a l + l b ) c .  

Dutch Wiederholung der soeben angewandten Schlu~tweise ergibt sich, 
dab auch b in eine beliebige positive Potenz erhoben werden darf, u n d  
in gleieher Weise folgt, dab dies aueh mit c der Fall ist. Damit i s t  
man ~ertig. 

3. Sei bewiesen, dab jedes Produkt aus hSchstens 3 n abwechselnd 
aufeinander folgenden Faktoren a l', b rot, c k~ (l~, m ,  kl ganz) ohne Klammern 
gesehrieben werden darf, gleichgiiltig, mit welchem der Faktoren a, b, c 
das Produkt beginnt. Dies ist naeh 2. fiir n = 1 richtig. Wir setzen 

P s , ,  - ~  c kt a ' l  b" l  c~2 at2 b"~ �9 �9 �9 C~'n a~n b'n'~ 

�9 knq- 1 u~d fiigen reehts zu Ps~ einen weiteren Faktor  c hinzu, darau~ einen 
~ | l r  a ~+1, darauf einen Faktor b ~ + ~  und zeigen, daft bei jeder dieser 
Erweiterungea das erhaltene Produkt auch wieder ohne Klammern ge- 
schrieben werden darf. 

A. Wit setzen 
P s n + l  ~- P 3 n . c  ~n+i. 

a) Sei bewiesen bis zu festem s 

P~ n + 1 = (c kt a z' b"q . . . J "  a ~* b '~ )  (c 1's § ~ a is + t b ~  + 1 .  . . bm,~ c~',, + 1). 

Dies ist f i i r s  =- n richtig. Dann gilt 

Pa ~ + 1 - ~  (c ~ a zl b TM . . .  c ~ a z~) (b m* c ~ + 1 . .  b~,~ c~n + 1). 

In der Tat, setzt man 
c ~t a l~ b "~t . . .  c ks a l~ .= u 

e kn'4-1 = v 

b m, cks + 1 als + 1 . . .  bran ~ w, 

so folgt die Behauptung (u w)v = u (w v) vermSge w 2 und w 1, 5. soforr 
aus  (~ u) w = .  (u  w) : 

(vu) w----c ~" +l+~azlbmt. . .c~aat~b%cks+l ..bran ~ -P*n 

v ( u w )  ----- c 1r {ca'laZlb ~ t .  . . . .  a Z s b % c ~ s + l ,  b~?~} = p~.* 

Wit bezeichnen genere]l mit  P~, P[, P~* Produkte a~s ~ abwechselnd 
aufeinander ~olgenden Faktoren c ~, a ~, b~. 

fl) Es gilt. weiter 

P~,~ + t = ( c~' a~l bin1 �9 �9 �9 e ~*) (a ~' b =' c ~ + ~ . . .  b ''~ c ~ § ~) = (u a -~s) (a ~ w v). 

Setzt man u a  -~s  = ~ ,  a~sw = ~, also ~ = u w ,  so folgt die Behauptung 

( ~  v) = (~ ~) v 

wie bei ~) aus der Tatsache, dal~ (v ~ ) ~  ---- P*~ ~_ v ( ~ )  ist. 
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7) Es gilt welter 

/)~,~ +1 - -  (c ~ a ~1 b'~l �9 �9 �9 b ~'~- ~) (c ~' a r b'~ �9 �9 �9 b ~ c ~'~ + ~) 

= (~ c - ~ )  (c ~' ~ v). 

Mit ~ c -  k~ : u ,  c ~ ~ = w, folgt die Behauptang  ~ (~ v) ----- (~ ~) v, 
wie oben aus v (@ ~) ----- P %  = (v ~) @. 

Dami t  ist bewiesen, dal3 in P ~ + ~  ~ Pz~.  o k'*+~ die K lammern  weg- 
gelassea werden dfirfen. 

B. Wir  setzen 
~ n + ~  ~ ~ a n + l  . a ln+l .  

:r Sei bis zu  festem s bewiesen 

P 3 ,  + ~ = (c ~ a ~1 b~l �9 �9 c ~8 a ~8 b ~ c 4 + 1) (a~ + 1 b~, + 1 . . .  b~, c~,~ + 1 aZ~ + 1). 

Dies ist  fiir s = ~ riehtig. D a n a  gilt 

P ~ n  + ~ = (c ~ a ~' b ~ .  . . c ~ a t. b "~) (c ~' + ~ a ~" + ~ b '~' + 1 . . .  b ~ .  c~,~ + ~ aZ~ + 1). 

B e w e i s :  Man setze 
c~1 a~l b i n 1 . . ,  c ~s @is bin8 ~ ,~ 

aT, + 1 bins + 1 . . .  b""  c ~n + 1 atn + 1 ~ w 

C 1r ~ 

a z~ b'nl . . .  a z~ b ma ----- y, also x y = u, 

so ist  (y x) w ein P roduk t  yon  3 n -~ 1 ubwechselnd aufeinander  ~olgenden 
Fak to ren  a ~ , b % c  *~ also wegen A. insbesondere gleich y ( x w ) .  Daraus 

iolgt  x (y w) = (x y) w, und, wenn man dar ia  x : c ~ durcb c ~ + ~ + ~ ~ v x 

ersetzt,  

( v u ) w = : ( v x y ) w = ( v x ) ( y w ) = v { x ( y w ) }  = v { ( x y )  w} = v ( u w ) .  

Also gilt auch  (u  v ) w - - - - u ( v w ) ,  wie behauptet .  

fl) Es  folg~ welter 

P.~n + ~ = ( c~' a~  b '~  . . . c~' J ' )  ( b'~'~ o~ + ~ a~* + ~ . . . b~" c~' + ~ a ~  + ~) 

= (u b-'~O (b"~vv). 

B e w e i s :  Maa seize mi t  u, v, w aus ~) 

~ a  - ~ '  ----- y ,  a ~, = x,  a r  ~ '  . . .  b TM ~ t ~ c  - ~ n + x  --- z. 

Dana ist z (y x) = (z y) x [z (y x) ist ein P roduk t  vom Typus  P s ,  + ~], also 
auch  y (x z) = (y x) z =. ~ z. Erse~zt man darin c ~ durch c ~ + ~ + ~i also 

du tch  c ~ + ~  ~,  u n d y  dutch c ~ " + ~ y ,  so ha t  man 

(c ~'~+~ ~ )  z = (o ~ + ~  y)  ( x z )  = P ~ *  = c ~ + ~  { y ( x z ) }  
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Also ist auch ~ (z c ~'~ + 1) = (~  z) c ~' + 1. Jetzt folgt 

(~ t) ~ ~- P[n+ ~ ---- {y(xz)} c ~'+ ~ : {(yx)z} c ~'+ ~ ---- (u z)c %+ ~ 

= ~ (z c ~'~ + 1) = ~ (t ~), 
woraus die Behauptung (~%)t-~ [ (~t) folgt. 

7) Es folgt welter 

Pa,, + 2 = ( ck' at' bm~ . . . 07'~) ( at~ b ~  c~s + 1 . . .  b ' ~  ck,~ + 1 al,  + 1) 

= (-a ~ -  z~) (a,~ ~ t). 

Mit ~ a-l~ = y, aZ~ ~ = ~ folgt; wenn man in der eben bewiesenen Formel 
~(t~) = (~t)~ stat~ a *s a r~+~ eintr~igt und umgekehrt (also x mit t ver- 

tauscht): 
( y t ) ( x ~ )  = ( y t ) ~  = ( y t x ) ~  = P*  = ~ + 1  y ( t ~ ) ,  

also 
(y ~) t = y (~ t) q . e .d .  

Mithin diirfen auch in eincm Produkt P3,~+2, in dem 3n  § 2 Fal~toren 
des T y p u s  at~,b"{,c ~t abwechselad aufeinander folgen, die Klammern 
unterdriicl~ werden. 

C. Wir setzen endlich 

P3n+~ -= P s , ~ + ~ ' b  ma+< 

Der Nachweis, dal~ man auch in P ~  + s die Faktoren beliebig zusammen- 
fassen daft, gelingt jetzt nicht mehr wie in den vorigen FEllen allein 
unter Benutzung des Satzes w 1, 5. Wit brauchen eine Hilfsformel, die 
sich in eiaer Quasigruppe Q** leicht mit Hilfe des Satzes yon w 2 und 
von w 3, 2. ergibt. 

a0) Gilt fib drei Elemeate u, v, w einer QuasigruppeQ** ( u v ) w  -= u ( v w ) ,  

so gilt auch fiir ganze n, m 

(16) ( u v " )  (v "~ w) - -  u v = + ~ w  

(wegen w 3~ 2., darf das Produkt u e v~w ~ mit ganzen Exponenten ohne 
Klammern geschrieben werden). In der Tat ist 

= ~ [ ( w - l ~ r  w --. ~ [ ~ - ~ u v " + ' ] w  = u v ' + ' ~ .  

Dabei is$ die VorausseSzung ( u v ) w  "-- - -u(vw)  wesentlich, denn wiirde fiir 
irgend drei Elemente-~, fl, 7 yon Q** z . B .  

(~fl)  ( f i r )  = ~ ( f l~r )  ode r  = (~fl_o) r 

gelten, so w~re damit offensichtlich das allgemeine assoziative Gesetz ~-  
ftillt (man setze etwa fl~ : ~ bzw. ~r fl = ~). 

~) Sei bis zu festem s bewiesen 

P~ ~ + ~ = (c ~" a '~ b ~ . . .  at~ + ~) ( b ~  + ~ e ~  + ~ a~  + ~ . . .  b~,~ c~',,+I a '"+~ b TM + ~). 
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Dies is t  fiir s ~ - n  richtig. Dann gilt 

P a n  + s = (V ~:~ a ~1 b~nt. . ,  c ~s + 1) (a l.+ 1 bm~+ 1 c~s + ~ . . .  b,nnc~,~+l azn+i bmn+~). 

B e w e i s : M~n setze 

C ~ l a  i l .  . , a  Zs -~- 9~ 

b ~ s c k ~ + ~ a ~ , + l  ~_ y ,  b - ~ . ~ y  _~, y ,  y a  - ~ + 1  = ~ ,  
~ms"b  l c k s ' b 2  . .  5 m n - k l  ~._~_ Z, g,~)--mn§ ~_ ~ ~, a~s'b z z  ..~. ~ .  

D a n n  ist wegen (~ b) ~ ~-- ~ (b ~) (dies sind Produkte aus weniger Ms 3 n 4- 3 
abweehselnd aufein~nder folgenden F~ktoren!) nach C. ~0) fiir ~ ,5 ,~  an 
Stel]e yon  u, v, w 

u n d  da z (z y) als Produkt  yore Typus Ps,, + ~ naeh B. ohne Klammera 
geschrieben werden darf: 

x(z  y) = x~b~,, + ~+'* y, 

s  ist wegen B. : 

(x~) (by)  = {(x~)b} y ,  

also nach C. %) fiir x~, b, ~ an Stelle yon u, v, w 

.(z ~ b TM + ~ ) (b ~. y )  = (x  z) y = x ~ b ~ + ~ + ~* y = z (z y).  

Dara lm Iolgt 
(x y) z = z (y z), 

d . h .  

Man  hat  also zu zeigen, dal] "' 

ist .  Dies folgt so: Es ist unter Benutzung C. a0) ftir ~ b - ' '~  + i, b, ok, + ~ an 

S%e]]e y o n  ~, v, w 

und  naeh demselben Satz mit  x a - ~ ' , a , - z b m n + ~ + ~ c  ~ + ~  {iir. u ,  v,  w 

' ( d ies  isr ein Produkt  aus nut  3 n  4 - I  lgaktoren!) 
Andererseit~ is$ auf Grand yon C. ~)  mit x a - ~ ,  a, z tiir u, v, w 

x ~ = c ~ a ~ �9 �9 �9 a ~ + ~ + ~ z, 

u n d  endlich under Anwendung desselben Sa~zes mit (x ~) b - ' ~  + ~, 5, v ~' + 

fiJx u ,  v, W 

D a m i t  ist auch die Behauptung x ( ~ 7 )  = (x y ) ~  bewiesen. 

fl) Nun ist zu zeigen: 

P ~  ~ + s = (c ~' al~ b ~ . . .  b~,)  (c ~, + ~ a ~. + ~ b ~ ,  + ~ c ~, + ~ . . . bin, v ~,~ + ,  a~n + ~ b '~, +~). 
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Setzt man 
x b ms --~ ~, 

so hat man in der Bezeichnung yon ~) mit Riicksicht auf die Induktions- 
voraussetzung zu zeigen: 

u  = ( u  

Setzt man fiir den Augenbliek 

v k s + ~ d s + ~ . . . 5 ~ % + l  _~_ z t, aZ8o b us+tz  t _ z, 

so ist (x b) z' = x (b z') (Produkt aus 3 n abwechselnd aufeinander fol- 
genden Faktoren!) lVfithin liefert C. ~0) fiir x ,b , z '  an Stelle von u , v , w  

(xb~)(b~*+ l z  ') = "~ z = xb"~ + ~ +  l z  ', 
also 

(-S z) y = ~b'~" +'~. + l z' y .  

Dies ist ein Produkt aus 3n-~-2 abwechselnd auleinander folgenden 
Faktoren, also wegen B. frei yon Klammern. 

Andererseits ist 
(x b) (~' y )  = x {b (z' y)} 

wegen B., mi~hin nach C. %) 2iir x, b, z' ~ an StelIe yon u, v, w 

( x b % ) ( b ' ~ ' + l z ' y ) - =  "~(zy)  : x b % + % + ' z ' y  = ( u  

Daraus folgt dann die Behauptung ~ (y z) = (~ ~) z. 

?) Man beweist endlieh 

P~ ,~ + ~ = (c~ ar~ b ~ , . . ,  a~) (b ~.  r +~ a ~. + ~ . . .  b ~  + ~). 

Es geniigt mit Rticksicht auf die Induktionsvoraussetzung in ~) mig den 
unter ~) angegebenen Abkiirzungen, zu zeigen, dab 

x (y z) = (x y) z 

ist. Unter ~) wurde bereits bewiesen, daI~ diese Beziehung gilt. Damit 
ist man fertig: Aus tier Annahme, dal] in einem Produ]~t aus 3 n ab- 
weehselnd aufeinander folgenden Faktoren c ~, a t~, b TM die Klammern weg- 
gelassen werden diirfen, folgt mit IIflfe tier Axiome der Quasigrappe Q**, 
daI] dies aueh fiir ein Produkt aus 3 (n + 1) solchen F~k'toren tier F~ll. 
ist. Also ist in jedem Potenzprodukt in a, b, c die Klammersetzung be- 
liebig, mit anderen Worten, a, b, c sind die Erzeugenden einer Gruppe. 

4. Das his hierher bewiesene Resulta% dab in einer Quasigruppe Q** 
- also erst ~echt in einem Alternativk5rper -- drei der Bedinguhg (a b)c 
~- a (b c) geniigende Elemente a, b, c eine G~Uppe erzeugen, gestattet ohne 
Hinzunahme neuer Sehliisse die Erweiterung, dab a, b, c einen Schief~ 
kSrper erzeugen, wenn innerbalb des AlternativkSrpers die ElemenCe clef 
aus a, b, c erzeugten Gruppe auch additiv verkniipft werden. Der Beweis 
vexl~uft wSrflich so wie der entsprechende Beweis fiir den aus zwei 



Struktur yon AlternativkSrpern. 429 

Elemen~en a, b erzeugten SchiefkSrper ~). Es eriibrigt sich, diesen Beweis 

hier zu wiederholen. 
Damit  sind wir am Ende des Beweises fiir den versch~rftea Artin- 

schen Satz. 
5. Zum SchluB sei noch auf die g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  d e s  

v e r s c h ~ r f t e n  A r t i n s c h e n  S a t z e s  hingewiesen. Die geometrische 
]3edeutung des Satzes, dab in einem AlternativkSrper irgend zwei 
Elemente a, b einen SchiefkSrper R*(a, b) erzeugen, haben wit bereits 
frtiher 14) ausgesprochen: Sie besagt, da$ die Desarguesschen S~tze in 
einem aus fiinf Grundpunkten dutch projektive Verkatipfung erhaltenen 
Netz alle eine Folge des Satzes veto vo]lst~ndigen Yierseit sind. Adjungiert 
man  die Pascalsche Konfiguration ~) ab = ba, so geht der nach der 
!Methode der t t i lbertschen Streckenrechnung mi t  HiLfe des Vierseitssatzes 
erzeugte SchiefkSrper R* (a, b) in einen KSrper iiber, so dad alle Schnitt- 
punkts~tze des genannten zehnparametrigen Netzes aus dem Vierseits- 
satz und der Pascalsehen Konfiguration a b = b a beweisbar sind i0). 
Algebraisiert man in dezselben Weise mit  Hilfe des Vierseitssatzes die 
Punkte  und Geraden des projektiven elfparametrigen Netzes aus den 

Grundpunkten 0, Y1, E, X 1, X~, X~, Xo, so erh~lt man, falls flit 
diese Grundpunkte die Konfigu~ation zJ besteht 

(die Multiplikation hier im Sinne der gi lbertschen 
,O 

& Xa Xb Xc Streckenrechnung aufgefaI~)~7), als Koordinaten- 
bereich auf G~und des versch~rften Artinschen 

Satzes den SchiefkSrper R*(a, b, c), dena der Vierseitssatz liefert all- 
gemein die Axiome eines AlternativkSrpers~*). Nach Einfiihrung eines 

is) Siehe Anm. ~). - -  Wit bemerken bier, da{~ tier in w 3 fiber die Quasi- 
gruppe Q** bewiesene Sa~z folgende Verallgemeinerlmg gestattet: Sei Q ein Element, 
daQ mit allen Elementen einer Quasigruppe Q** invertierbar und assoziierbar ist. 
Dann laBt sieh mit Hilfe ahnlicher l~berlegungen wie in w 3 zeigen, dal3 drei Elemente 
a, b, c yon Q**, die der Relation a (b c) : p (a b) c gentigen, ein Teilsystem erzeugen 
mit der Eigenschaft, dab zwei Potenzprodukte in a, b, c, die aus gleieh vielen bzw. 
gleichen Faktoren komponiert sin& abet nach Maflgabe dee nieht assozi~tiven Auf- 
baus eines Produktes innerhalb Q** versehieden beklammert sind, sieh nut um eine 
Potenz yon ~ unterscheiden. Ffir ~ ---~ 1 gib~ dies den in w 3 b e w i e s e n e n  Satz .  
Fiir ~ ~ - -  1 gewinnt man die Formel (3) yon S. 220 in Mx, falls  noch voraus-  
g e s e t z t  wird, dab die Relationen a c ~ - -  b a, a c ~ - -  c a, b c ~ - -  c b bestehen. 
In einem Alternativk6rper sind +__ 1 die elnzig m6glichen Werte flit Q. 

x~) Siehe M~, S. 296 if. 
15) D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie (7. Aufl.), S. ]10. 
x6) R. Moufang: Ein Satz fiber die Sehnittpunlrtss des allgemeinen Ftinf- 

evksnetzes (Math. Annalen 107 (1932), S. 124if.). 
17) D. ttilbert, 1. e., S. 93. 
~s) Siehe Mx, S. 207 ff. und Anm. ,0). 
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ebenen Koordinatensystems wird die Gleiehung der Geraden eine l ineare  
Beziehungl~). Damit bat man das Resultat, da$ in dem genannten e l / -  
parametrigen Netz, in dem die Konfiguration A erffillt ist, alle Desargues- 
scheu S~itze (diese enthalten 11 Parameter) aus dem Vierseitssatz Dg 
folgen. Start die Existenz der Konfiguration A zu fordern, kann m a n  
auch die Existenz einer geeigneten Desarguesschen Konfiguration fordern,  
denn friiher ~o) wurde gezeigt, dab das Bestehen der Konfiguration A e i n e  
Folge des als allgemein giiltig vorausgesetzten Vierseitssatzes D 9 ist, so -  
fern eine gewisse Desarguessche Konfiguration D n existiert, die l e ich t  
aus den Grundpunkten des Netzes zu gewinnen ist. Umgekehrt ka.nn 
man yon der Konfiguration D~I ausgehen und riickw~irts die Grundpun~:$e 
des Netzes bestimmen. Damit hat man das Resultat: 

AUe Desarguesschen S~tze D u eines el/Tarametrigen Netzes /olgcn a~zs 
der Existenz einer bestimmten Kon/iguration D n in diesem Netz und vler 
allgemeinen Giiltigkeit des Vierseitssatzes D o. 

Der Schiefk6rper R* (a, b, e) geht durch Adjunktion der drei Relat ionen 
a b =  ba, ac : c a ,  bc-~  cb 

in einen KSrper iiber. Diese Relationen bedeuten geometrisch im S inne  
der Streckenrechnung drei Pasealsche Konfigurationen. Adjungiert m a n  
zu dem Netz aus den Grundpunkten 0, Y , . . . X ~  diese drei Kon_fi- 
gurationen, so ist auf Grund des Vierseitssatzes die dureh die Konfigura-  
tion A gegebene Beziehung automatisch mit erfiillt, so da$ sich in d iesem 
Falh  ihre Adjunktion ertibrigt, denn es gilt der Satz, da$, wenn in e inem 
AlternativkSrper drei Elemente zu je zweien vertausehbar sind, d i e se  
Elemente sich assoziativ multiplizieren, sofern die Charakteristik d e s  
AlCernativkSrpers yon zwei und drei verschieden ist ~). 

Also geometrisch: Er]i~Ilen die GrundTunkte O, Y1 . . ,  X~ eines el]para- 
~etrigen Netzes die drei Pascalschen Kon/igurationen 

XoXb = XbXo 
X~ X~ = X~ X~ 

Xo Xb = X~ X~, 
so [olgen all~ Schnittpunktsdtze in diesem Netz allein aus dem Satz vom. 
vollstgindigen V ierseit. 

19) Siehe M1, S. 208. 
so) R. Moufang: Die Schnittpuuk~s~tze dos projektiven speziollen Fiinfecks- 

netzes in ihrer Abh~ngigkeit voneinander. (Das A-Netz) (Math. Annalen 106 (1932), 
S. 768 ff.). Die Punkte Xb, Xr, X~, X~ in der dortigen Fig. 25 entsprechen d e n  
Punkten Xb, Xa Xb, X~ Xc, Xa X~ Xc in der jetzt gew~hlten Bezeichnungsweise. 

s~) Siehe Z., S. 126. 

(Eingegangen am 6. 2. 1934). 


