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Einleitung.

Das allgemeine Problem, an das die folgenden Untersuchungen an-
kniipfen, ist das Identitétsproblem in Alternativkérpern. Diese sind durch
ein gewisses Axiomensystem definiert, in dem die Multiplikation nicht
dem assoziativen Gesetz!) unterliegt. (Siehe 8.418.) Die Frage, ob ein
Alternativkérper durch ein hyperkomplexes System realisiert werden kann,
wird hier nicht beriihrt; sie ist bekanntlich durch die Untersuchungen
von M. Zorn®) zu einem gewissen Abschluf gebracht. Auf das Identi-
tatsproblem in Alternativkérpern, d.h. auf die Frage, wann zwei aus
Alternativkdrperelementen «, 8, 9,... und den Operationszeichen kompo-
nierte Ausdriicke W, und W, auf Grund der Alternativkorperaziome
identisch sind, gibt der Satz von Artin?®) eine erste Antwort; er be-

1) Wir gebl:auchen im folgenden, wie dies iblich ist, die Bezeichnungen
smAxiom und ,,Gesetz* synonym. Dariiber hinaus bezeichnen wir allgemein als
»» Verwandlungsregel® (kurz ,,Regel®) oder ,,Identitiat eine Bezichung, die innerhalb
eines gewissen Zahlbereiches fiir beliebige Elemente, d. h. identisch giiltig ist. Ins-
besondere bezeichnen wir also die Bezichungen, die aus einem gegebenen System von
Axiomen folgen, als Verwandlungsregeln oder Identititen. Dabei kann eine Identi-
t4t, die sich als Folge eines bestimmten Axiomensystems ergeben hat, ihrerseits in
einem newen System die Rolle eines Axioms iibernehmen. — Eine Beziehung, die
nur fiir gewisse Elemente eines gegebenen Bereiches gilt, nennen wir eine ,,Relation‘s,
wie dies auch in der Gruppentheorie iiblich ist.

%) M. Zorn: Theorie der alternativen Ringe [Hamb. Abhandl. 8 (1930)], zitiert
mit Z, M. Zorn: Alternativkérper und quadratische Systeme [Hamb. Abhandl. 9
(1933)). Vergl. auch R. Moufang: Alternativkérper und der Satz vom vollstindigen
Vierseit (D,) [Hamb. Abhandl. 9 (1933)). Zitiert mit M.

3) Biehe Z., 8. 127 ff. Zorn bezeichnet als ,,Satz von Artin® die etwas
schwichere Aussage, daf in einem alternativen Ring irgend zwei Elemente einen
assoziativen Ring erzeugen. Aber da es leicht ist, vom Ring auf den Schiefkérper
zu schliefien, und da sich bei Zorn selbst alles vorfindet, um den assoziativen Ring
innerhalb des Alternativkorpers in einen Schiefkérper einzubetten, bezeichnen wir
der Einfachheit halber als Satz von Artin den im Text gegebenen Satz.



R. Moufang, Struktur von Alternativkérpern. 417

sagt, dafi in einem Alternativkorper irgend zwet Elemente einen Schiefkérper
erzeugen. Enthalten also W, und W, nur zwei Symbole «, 8, so ist das
Identititsproblem im Alternativkorper zuriickgefilhrt auf das Identitits-
problem im Schiefkérper. Enthalten W, und W, mindestens drei ver-
schiedene Symbole o, §, ¥, so steht die Antwort auf die oben gestellte
Frage noch aus. Im folgenden wird nur eine Lésung gegeben unter der
zusitzlichen Annahme, daB «, f§, y sich assoziativ multiplizieren; wir be-
zeichnen die Elemente alsdann mit @, b, ¢. Es gilt der

Satz: In einem Alternativkorper erzeugen irgend drei Elemente a,b,c,
die der Relation (ab)c = a(bc) gentigen, einen Schiefkdrper R*(a, b, c).
Wir bezeichnen diesen Satz als verschirften Artinschen Batsz,
da speziell fiic ¢ == 1 der Artinsche Satz vorliegt.

Ein Teilsystem S eines Alternativkorpers ist dann und nur dann ein
Schiefkérper, wenn in S das assoziative Gesetz der Multiplikation allgemein
giltig ist; der kiirzeste Weg, um dies fiir alle aus den obigen a, b, ¢
rational zusammengesetzten Ausdriicke zu zeigen, verliuft entsprechend
wie bei Zorn*). Wir schlagen hier einen anderen Weg ein, indem wir
zunichst nachweisen, daB @, b, ¢, multiplikativ verkniipft, eine Gruppe
erzeugen, das heiBit, daf alle Potenzprodukte in a, b, ¢ sich assoziativ
multiplizieren. Der Beweis dieser Aussage iiber eine rein multiplikative
Beziehung erfordert wesentlich die Heranziehung auch der additiven
Alternativkorperaxiome. Das Bestreben, die Addition und die distributiven
Gesetze moglichst weitgehend zu eliminieren, fithrt zu folgendem Resultab:
In jedem Alternativkérper gelten die wmultiplikativen Identitdten (10)
und (11) von S. 419, deren Beweis die Addition erfordert. Jetzt adjungieren
wir (10) bzw. (10) und (11) als Axiome zu den rein multiplikativen
Alternativkérperaxiomen I (7), (8) (S. 418 und 420), und bezeichnen diese
insgesamt als Axiome der Quasigruppen Q* bzw. @Q**, Unter einer Quasi-
gruppe verstehen wir allgemein eine Gesamtheit von Elementen mit
einer Verkniipfung, die zu irgend zwei Elementen eindeutig ein drittes
Element der Gesamtheit liefert, ferner zu jedem Element eindeutig ein
Reziprokes, das gleichzeitig links- und rechtsreziprok ist; an Stelle des
Gesetzes, daB die Verkniipfung assoziativ ist, treten jetzt — im Gegen-
satz zu den gewdhnlichen Gruppenaxiomen — schwichere Verwandlungs-
regeln fiir die Bellammerung. Jede Gruppe ist cine Quasigruppe, aber
nicht umgekehrt. Sind auch @* und Q** keine Gruppen, so enthalten
sie doch Teilsysteme, die Gruppen sind:

1. In einer Quasigruppe Q% erzeugen trgend zwei Elemente a, b eine
Gruppe.

4) Siehe Z., S. 127ff.
Mathematische Annalen. 110. 27
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II. In einer Quasigruppe Q** erzeugen drev Elemente a, b, ¢, die der
Relation (ab)c = a(bc) geniigen, eine Gruppe.

In shnlicher Weise 148t sich jede Gruppe mit mehr alsy drei Erzeu-
genden a,,a,,..., @, einbetten in eine Quasigruppe @**, in der die a; ge-
wissen Beklammerungsrelationen gentigen, entsprechend wie fiir £ = 3.
Wir werden das nicht ausfithren. — Mit diesen Resultaten sind die
Axiome einer Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden abgeschwicht. —
Die Losung des vollen Identitétsproblems in einer Quasigruppe, z. B. in @*
oder Q**, scheint schwierig zu sein. — Ist die freie Gruppe aus zwei
Erzeugenden a, b bzw. drei Erzeugenden @, &, ¢ gewonnen, so ist der
Ubergang zum Schiefkorper R*(a,b) bzw. R*(a,b,¢) leicht innerhalb des
Alternativkérpers zu vollziehen unter Heranzichung der distributiven Ge-
setze und der Identitit a8~ = (fa)~1%)

In § 1 stellen wir alle fiir das folgende notwendigen Hilisformeln
zusammen., §2 gibt die Ableitung der Gruppe aus zwei Erzeugenden
aus den Axiomen der Quasigruppe @*, §3 den Aufbau der Gruppe aus
drei Erzeugenden in @** und am SchluB eine Bemerkung iiber die
geometrische Bedeutung des verschérften Artinschen Satzes.

§ 1.
Hilfsformeln,

1. Ein Alternativkorper ist definiert als eine Gesamtheit von
Elementen a, 8,9, ..., die additiv und multiplikativ verkniipfbar sind nach
den folgenden Regeln:

(1) Die Addition und die Multiplikation ist stets ausfihrbar und
eindeutig.
@) at+f=p8+a
@G @+p+y=0a+ B+
(4) Es existiert ein Nullelement und zu jedem o genau ein inverses
I Element &, so dal « +a = 0.
(6) «(f+7y) =af+ay.
6) B+y)e=Ppatya
(7) Es existiert ein Einselement und zu jedem o == 0 genau ein
reziprokes Element «—!, so dafl a1 = o~ 1lax = 1.
@) «a(@™1f) = (xaY)p; (fuNo=p(a " «).
Aus (7) und (8) folgt sofort
(83) (@)t = i1,
5) Der Ubergang von der freien Gruppe zum Schiefkorper ist fir R* (@, B)

durchgefithrt in R. Moufang: Die Desarguesschen Sitze vom Rang 10 (Math. An-
nalen 108 (1933) 8. 306 ff.) Zitiert mit M,.
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Ein Alternativkorper kann auch definiert werden als ein alter-
nativer Ring?®), der der Bedingung (7) geniigt. Dabei ist ein alter-
nativer Ring definiert durch folgende Axiome:

(1) bis (6) wie oben, auBlerdem

®) w(@f) = (2 )f; Blxa) = (Ba)a
Daraus folgt dann weiter, daB auch
(8'a) a(Ba) = (2f) o ist.

Wir bezeichnen das System der Axiome
(1) bis (7), (8) mit I".

Die beiden Axiomensysteme I und I’ sind #quivalent: In I gilt (8') und
in T gilt (8)7).
2. In einem Alternativkérper wechselt die Grofe

(o, 8,71 = (xB)y — «(B¥)
bei Vertauschung von zweien der Elemente o, 8, y das Vorzeichen, wie
man sofort mit Hilfe der distributiven Gesetze nachrechnet®). Insbesondere
folgt daraus, daB, wenn die Elemente «, f§, y sich in einer bestimmten
Reihenfolge assoziativ multiplizieren, sie dies auch in jeder anderen
Reihenfolge tun. Wir geben dafiir in 5. einen zweiten Beweis.
3. In einem Alternativkorper gilt die Regel®):

(9) (2, 7] = a{a, 5: 71
Daraus folgt insbesondere, dafl

(10) {ay o)} B = oy («h),
(1) (xf)(yo) = «{(BY) al,

denn wegen 2. und (9) gil$
(o a)lp—a{(ya)B] +a{(r2)p) — iy (@h)
= [OC,'}’OC,/S] + a[% Ot,ﬁ] = 0’
und entsprechend .
(@f)(yo) —a{flra) +a{B(ya) —a{(By)al
= [“3ﬂ:7°”] - “[ﬂ,?’,“] = 0.
Wegen «(y ) = (xy)a kann man die Identitdt (10) auch in der Form
schreiben

(10) {lap)a B = a{y (xf)).

) Siehe Z., S.125.

7) DaB in I' (8) gilt, ist bewiesen in Z., S. 142. DaB in I (8') gilt, ist be-
wiesen in M,, S. 216 ff.

8) Siehe Z., S. 1251f.

9) Siehe Z., S. 142.

27%
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Da in einem Alternativkérper jede Identitit zwischen zwei Produkbten
auch von rechts nach links gelesen werden darf (man gehe zu den Rezi-
proken iiber und beriicksichtige (8a)!), so gilt auch

(10) Bllay)o} = Bla(ya)} = {(Ba)y|a
Fiir y = 1 liefern (10) und (10) die Identititen (8'), fiir § = 1 (8’a).
Setzt man y o = § resp. ay = 6, so nimmt (10) resp. (10) die Form an

(10a) (20)f = af{(0a™?)(xf)],
(10 a) BOx) = {(f ) («0)] o

4. Wir bezeichnen eine Gesamtheit von Elementen «, 8, y,..., die
multiplikativ nach den folgenden Regeln verkniiptbar sind:

(1) Zu zwei Elementen «, £ existiert stets genau ein Element « 3,

(2) es existiert ein Einselement und zu jedem o stets genau ein
II Reziprokes ¢~ mit « lo = 1 = a1,

@) ala™f) = (xa)f; (Bo o= fla"1a),

(4) {a@ o)} = afy(@p),
als eine ,,Quasi-Gruppe @*‘. [In den gewdhnlichen Gruppenaxiomen
tritt an Stelle von (3) und (4) das allgemeine assoziative Gesetwz
a{fy) = («f)y]. Gilt aulerdem noch

(%) (@f){y o) = a{(Bp)af,
so bilden die Elemente o, 8,7 ... eine ,Quasi-Gruppe @**“. Auch (3),
(4) und (B) zusammen liefern noch nicht das volle assoziative Gesetz,
denn in jedem Alternativkérper bilden die von 0 verschiedenen Elemente
gegeniiber der Multiplikation eine Quasigruppe @**, und sogar aus den
Alternativkérperaxiomen folgt noch nicht das volle assoziative Gesetz,
wie das Zahlsystem von Cayley zeigt. — In jeder Quasigruppe @* bleibt
eine Identitit zwischen zwei Produkten richtig, wenn sie von rechts nach
links gelesen werden, weil (8a) gilt.

5. Enthilt eine Quasigruppe Q* drei Elemente w, v. w, fir die
(12) (wv)w = u{vw)
ust, so gilt diese Relation auch, wenn irgend zwei Elemenie darin vertauschit
werden.

Beweis: Schreibt man II (4) mit y« = § in der Form
(10a) (@8)f = a {(6 =) («B)},
so gilt speziell fiir w, v, w

(wo)w = u {(vu~) (uw) = u(vw),

also
(13) (u Y (uw) = vw.
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Also ist weiterhin nach II (3) und Formel (8a)
U)W = v {(wo—1) (v ) = v [@o—?) (V3 Ww)}] = v (uw)
q.e. d.
Nun ist noch zu zeigen, daB in (12) auch v mit w vertauscht werden
darf. Mit (10a) gilt zugleich

(10a) Bda) = ((Ba)(x—18)] a,

also

. w(vw) = ((ww) (w2 v))w = (ur)w,
(14) (ww){wrv) = uv,

daraus

uw = (uv) (v-1w),
also
(uw)v = {(uwv) (v-rw)} v = u(wv)
q. e. d. Also gelten in Q* insbesondere (8') und (8'a).
6. In der Relation (12) darf termer irgendein Element durch sein
Reziprokes ersetzt werden. Wegen 5. geniigt es z. B. zu zeigen, daB
u(w—1v) = (ww-)wv
ist.
Beweis: Aus (14) folgt
wly = (W w1 (uv),
also wegen (10a)
u{w=1v) = u {(w—tu—) (uv)} = (ww=1)v
q.ed.
Diese Sitze gelten a fortiori auch in einer Quasigruppe @**.

§ 2.
Die Gruppe aus zwei Erzeugenden.

1. Wir beweigen jetzt:

In einer Quasigruppe @* erzeugen irgend zwei Elemente a, b eine Gruppe.

Man hat zn zeigen, daB ein Potenzprodukt in ¢ und b mit ganzen
Exponenten beliebig beklammert, also ohne Klammern geschrieben werden
darf. Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion gefihrt und
zwar nach der Anzahl der Faktoren af, b* (4, k ganz), die in dem Pro-
dukt auftreten.

. 2. Wir haben zunichst zu zeigen, daB drei Foktoren des Typus o, b*
(¢, k& ganz) sich assoziativ multiplizieren. Dies geschieht in mehreren
Schritten.

A) Man definiert rekursiv
@ = aa’?,

. ; . ‘ fiir 4 > 0.
gt =a"1a"*, also aa—i = g—i+1 >
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Danu gilt zunichst _

adt = at¢ fiir ganzes 4:
Fiir ¢ > 0 folgt aus .

ad = d'a
afad) =aatt =aqa(d'a) = (aa’)a = aitla.

Und aus
schlieft man ebenso auf

a—lg—C¢+1) — (t'—(f"i' 1) a1,
Endlich folgt aus

aa~t =g ta
aqg— G+ = a(a-—l a—z’) —_ (aa—l)a—i — g%

g=C+tlg = (@~ la~ o = (e o Ya = a— ¥,
also

a a"‘(':+ 1) — a,—(t'l' 1) a.

B) Sei jetzt bis zu festem ¢>>0 und fiir jedes ganze k bewiesen:
aiak = aitk,
Dies ist richtig fiir ¢ = 1. Dann folgt
atlat = (adi)d* = {a(ed’~ 1)} o = {a(a*~ ! a)} a*
— a{a""l (aa")} — {ai—1ak+1} = ggfth = gitk+1,
Daraus folgt speziell fiir £ = — ¢
dat =a" =1, also auch a—iaf = 1.
Ferner folgt fiir ¢ >0 und ganzes k
a~t ok = = (af ab—1) = gk—1.

Damit ist allgemein fiir ganze 4, & bewiesen:
(15) aiat = @tk

C) Aus der fiir k == 1 richtigen Induktionsvoraussetzung, daB bis zn
festem & > 0
' ak(ab) = ak+1p
sei, folgt

(@ +1a)b = {aF+1(g—kak+1)) b = ak+1 gk (aF+1 b))
= akt1{a=*[a* (@ b)]} = a*+1{ab).
D) Gilt bis zu festem %£>>0 und fiir jedes positive i
: o (akb) = ai+kp
(vichtig fiir & = 1 nach (), so folgt bei Ersetzung von & durch ab
@ {a*(ab)} = af+* (ad) = aitk+1h = i (ak+1D).

Diese Beziehungen gelten identisch in 5. Mit Riicksicht auf §1, 5. und 6.
ist damit bewiesen, daB drei Faktoren des Typus of, b mit ganzen
Exponenten sich in jeder Reihenfolge assoziativ multiplizieren.
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3. Aus dieser Tatsache haben wir an anderer Stelle'®) mit Hilfe
vollstindiger Induktion und allein unter Benutzung des in §1, 5., ab-
geleiteten Satzes geschlossen, daB auch ein Produkt aus » Faktoren des
Typus a', ¥ mit ganzen Exponenten beliebig beklammert werden darf,
womit der eingangs dieses Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen ist.
Wir fithren den SchluB hier nicht noch einmal durch, um so mehr als im
folgenden Paragraphen sich an entsprechender Stelle Schliisse derselben
Art wiederholen, wenn man dort & = 1 setzt. (Siehe § 3, 3., A. und B.).

Die Herleitung des Satzes von Artin aus der freien Gruppe von
zwei Erzeugenden vollzieht sich jetzt wortlich so wie in der oben zitierten
Arbeit ).

§3.
Die Gruppe aus drei Erzeugenden und der verschirfte Artinsche Satz. -

1. Wir beweisen folgenden Satz:

In einer Quasigruppe Q** erzeugen drei Elemente a, b, ¢, die der
Relation (ab)c = a(bc) gendigen, eine Gruppe.

Beim Beweis werden wir von dem in § 2 bewiesenen Satz Gebrauch
machen. Ks ist zu zeigen, daB unter den genannten Voraussetzungen
jedes Potenzprodukt in a, b, ¢ mit ganzen Exponenten beliebig beklammert,
also ohne Klammern geschrieben werden darf. Wie in § 2 geschieht dies
mit Hilfe vollstindiger Induktion nach der Anzahl der zusammen-
gefiigten Faktoren @, b™ " (I, my, k; ganz).

9. Man beweist zunichst, daB die drei Faktoren of, b™, c* (I, m, k
ganze Zahlen) sich assoziativ multiplizieren, Wegen §1, 5. geniigh es,
dies fiir irgendeine Reihenfolge der Faktoren nachzuweisen und wegen
§1, 6. geniigt es, sich auf den Fall positiver Exponenten zu beschréinken.
Qei bis zu einem festen I >0 bewiesen

(a*b) e = at (be).
Dies ist nach Voraussetzung fiir [ = 1 erfiillt.
Dann folgt
atr1(be) = alat(bo)} = a {(a'b)c)
Nun ist
(@b)(ca) = {a(@1d)} (ca} = a{(@ 2 b)ecja?) =a {0t~ (be)l &
= al(bc)a = [a(be)}a = {(a'b)c}a.
Nach §1, 5. ist also auch
a {(atb) e} = {a(a'b)}ec

10) Siehe M,, S.298 fi.
11) Siehe Anm. *).
1%) Hier benutzen wir zum ersten Mal die Identitdt (5) von 8. 420.
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und damit

at1(be) = al(atb)e} = (a'+t1b)c.
Durch Wiederholung der soeben angewandten Schluliweise ergibt sich,
daB auch & in eine beliebige positive Potenz erhoben werden darf, und
in gleicher Weise folgt, daB dies auch mit ¢ der Fall ist. Damit ist
man fertig.

8. Sel bewiesen, dafl jedes Produkt aus hochstens 3 n abwechselnd
aufeinander folgenden Faktoren a”, ™, c"% (I, m., k; ganz) ohne Klammern
geschrieben werden darf, gleichgiiltig, mit welchem der Faktoren «, b, ¢
das Produkt beginnt. Dies ist nach 2. fiir » = 1 richtig. Wir setzen

k. k
Py, =c"a b o 2a" b, Mgl e
o . . k . .
d fiigen rechts zu P, einen weiteren Faktor ¢ »+?! hinzu, darauf einen
- Fiktor ¢™+1, darauf einen Faktor 5™ +1 und zeigen, daB bei jeder dieser
) ! J
Erweciterungen das erhaltene Produkt auch wieder ohne Klammern ge-
g
schrieben werden darf.
A. Wir setzen
¥,
Pypypy= Py,cntl,
o) Sei bewiesen bis zu festem s
Py = (8™ gl b (gt g™ b 1 g gt Y,
Dies ist fiir s = n richtig. Dann gilt
Pynyr = (ca"b™ .. o al) B, b gt 1),
In der Tat, setzt man
frap™ . el =u

ent

il
<

bmscks+ lals«}- 1, .0 — w,
so folgt die Behauptung (uw)v = u (wv) vermdge § 2 und § 1, 5. sofort
aus (Vu)w = v(uw):
(vuyw = g nritrghipm ke ghopmyhsen  pma = P,
v(uw) = ¢+ 1(Mghp™ | glspmsctevr, LB = P}
Wir bezewhnen generell mit Px, Pf, Pr* Produlte ans A abwechselnd
aufeinander fo]genden Faktoren c¢*, o' , b7,
B) Es gilt weiter

Pypyy = (oo™, . o) (@bt g gt Y = (wa”%) (@™ wv).

Setzt man wa "

s =g, aty = w, also ¥W = uw, so folgt die Behauptung
% (W) = (@) v
wie bei «) aus der Tatsache, da (v%)w = P}, = v (W) ist.
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p) Hs gilt weiter
Py = (2 a"B™ 5" 1) (Fealsp™ L Bt
= (@¢ ") (o wo).
Mit % ¢~ % = %, ¢ = w, folgt die Behauptung # (v) = (@ w)v,
wie oben aus v{@ w) = P}, = (v¥)w.
Damit 1st bewiesen, dal in Py, ., = P,,..én+1 die Klammern weg-
gelassen werden diirfen.
B. Wir setzen
Popyo= P3n+1.al"+1.
«) Sel bis zu festem s bewiesen
Py = (a"b™.  oglepmeclst1)(glstipmatr | pTngtnt gty
Dies ist fiir s = » richtig. Dann gilt
Pipiy = (ck1 ahp™ . Mgl b"s) (ck”‘ 1glat1pMs+1  p™e JFatigh+ 1),
Beweis: Man setze
ctighibmy . ¢t glbme

ck8+1 =

U

at 1M1, pMadmrightt = g

%
cl

= &
atp™ ... a5 b™ =y, also vy = u,
so ist (y z)w ein Produkt von 3n 4 1 abwechselnd aufeinander folgenden
Faktoren %, b™,c" also wegen A. insbesondere gleich y(ww). Daraus
folgt z (y w) = (x y) w0, und, wenn man darin # = ¢** durch detith = yg
ersetzt, '
Pu)w = (vzy)w = (wa)(yw) =v{z(yw) =v{@y)w =vuw).
Also gilt auch (uv)w = u(vw), wie behauptet.
B) Es folgt weiter
Pypyo = (1 a"b™. . degl) (B cletiah+1, g ntialnty)
= (u b~ ") (" v w).
Beweis: Man setze mit u, v, w aus «)
ub™™ =7, PMowa Tl = §, artl =¢;
Ta =1y, % =g, a"+t1p™, "™ = tvc”
Dann ist 2 (yx) = (zy)z [z(y 2) ist ein Produkt vom Typus Pj, 4], also
auch y(z2) = (yx)z = W2 FErsetzt man darin ¢ dureh d+11% also
% durch ¢+1 7, undy durch ¢™+1y, so hat man

(@ +17)z = (ok‘n‘*“ly) (w2) = Piy = cin+1 {y(z2)}

— ¢+ {(yw) z) = ck'IH—l(EZ 2).

L == 2,
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Also ist auch 7 (2¢™+1) = (@Wz)c" 1, Jetzt folgt

(@6) T = Phar = {y(22)) b1 = [(yo)2 51 = (@a)dmos

= @ (zcntY) = % (),

woraus die Behauptung (w?)t = u (vt) folgt.

y) Bs folgt weiter

Pynyo = (1™ ... ") (@ b5 1, 0™ ¢t 1gh+)
= (wa~ %) (a"B).
Mit e~ % =y, 6% = v folgt; wenn man in der eben bewiesenen Formel
w (t0) = (wt)v statt o’ a'»+1 eintrigt und umgekehrt (also z mit ¢ ver-
tauscht):
(yty(z%) = (Y)Y = (yt ) = Pihy. = y(79),
also
(y¥)t=y(vt) q.ed

Mithin diirfen auch in einem Produkt P,, .., in dem 3% -+ 2 Faktoren
des Typus a% b™,c% abwechselnd aufeinander folgen, die Klammern
unterdriickt werden.

C. Wir setzen endlich

P3n+3 = Psn+9’bmn+1v

Der Nachweis, daf man auch in P, , ; die Faktoren beliebig zusammen-
fassen darf, gelingt jetzt nicht mehr wie in den vorigen Fillen allein
unter Benutzung des Satzes §1,5. Wir brauchen eine Hilfsformel, die
sich in einer Quasigruppe @** leicht mwit Hilfe des Satzes von §2 und
von §3, 2. ergibt.

a,) Gilt fiir drei Elemente u, v, w einer Quasigruppe @** (uv)w = u(vw),
so gilt auch fiir ganze n, m
(16) (wo™) (v w) = untmy
(wegen § 3, 2., darf das Produkt u* v'w’ mit ganzen Exponenten ohne
Klammern geschrieben werden). In der Tat ist

(wo*) (v w) = [{w(w=ru)} 0'] [v"w] = [w {w= 12 v"}][v" ]
= wl[w luv)vr]w = wlw—luvrtmw = goertmey,
Dabei ist die Voraussetzung (uv)w = w(vw) wesentlich, denn wiirde fir
irgend drei Elemente -, 8, » von Q** z. B.
(@B) (By) = a(By) oder = (af”)y

gelten, so wire damit offensichtlich das allgemeine assoziative Gesetz er-
fillt (man setze etwa fy = 8 bzw. « f = 8).

) Sei bis zu festem s bewiesen

Poros= (ckl ap™ | LAty (bms+1c"s tegleta  padutrghita pat1),
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Dies ist fiir s = n richtig. Dann gilt
Pypyy= (G‘klal1 P ck“‘l) (al~?+1bms+ tehota b’“nc"1;+1aln+lbmﬂ+l)‘
Beweils: Man setze
hd =g
B gst1gle 1 o Y,

k
cla ,

My =7, yaThti=g,
, 2bTTRtl = 7 aetly — 7,
Dann ist wegen (25)% = Z(b7) (dies sind Produkte aus weniger als 3n -+~ 3

abwechselnd aufeinander folgenden Faktoren!) nach C. «) fir 3,b,7 an
Stelle von u, v, w

EEHEY (B Y) =2y = 3™ty

und da z(zy) als Produkt vom Typus P;, ., nach B, ohne Klammern
geschrieben werden darf:

:13(2?/) — xibm’”‘ﬁ’"a‘gj,
Andererseits ist wegen B.:

(#2) (by) = {(«2)d} 7,
also nach C. «) fiir ©%, b, 7 an Stelle von u, v, w

(Z™AL) (DY) = (22) y = 2Zb™ 1Ty = z (2 y).

Darans folgt

d. h.

s +1ghste | ptmar 2

(y)z = z(y2),

) P&n+8=x(3{?)-
Man hat also zu zeigen, da8
a(yz) = x(§7) = (xY) %
ist. Dies folgt so: Es ist unter Benutzung C. o) fiir 257 " +1,8, ¢t +1 an
Stelle von u, v, w
'??7 N S N 1 i R R IR
und nach demselben Satz mit xa ™5, a, 2™+t Pegfe+ 1 fiir u, 0, w
2(Z9) = dtat., g thvagptrat g
+(dies ist ein Produkt aus nur 3» + 1 Fakforen!) {
Andererseits ist auf Grund von C. «,) mit ze™ ¥, a,2 fiir w, 0, w
2% = cat. .. gt Ty,
und endlich unter Anwendung desselben Satzes mit (¢%) bt b gfr b1
filr «, v, w
(22)Y =
Damit ist auch die Behauptung (¥ 7) = (#¥) 7 bewiesen.
B) Nun ist zu zeigen: r
Pon s o= (d1a"b™ ... 5"™) (Fs+igh+iptatichre, B gtntigint 1 pinty,

Frolt. . gttt T et = g(ZF)
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Setzt man
™ = T,
s0 hat man in der Bezeichnung von «) mit Riicksicht auf die Induktions-
voraussetzung zu zeigen: o
©(yz) = (TY)e.
Setzt man fiir den Augenblick
drraghte | Pt 2, also 8" +14 = ¢,
so ist (wb)2’ = x(b2') (Produkt aus 3n abwechselnd aufeinander fol-
genden Faktoren!) Mithin liefert C. «) fiir #,b,2" an Stelle von w,v,w
(b™) B H12) = Tz = g T M2y,
also
(T2)F = zb™ T ™ +1y 7,
Dies ist ein Produkt aus 37 -+ 2 abwechselnd aufeinander folgenden
Faktoren, also wegen B. frei von Klammern.
Andererseits ist _
(20) ('y) = 2 {b(z' 7))}
wegen B., mithin nack C. «) fiir #,5,2"% an Stelle von u, », w
(@b™) (B *12'Y) = T (2F) = 2™ G = (B2) 7.
Daraus folgt dann die Behauptung (7 2) = (7 ¥)=.
y) Man beweist endlich
Pyyig = (1a"b™ . a¥) pMecfatige+1 | gy,

Es geniigh mit Riicksicht auf die Induktionsvoraussetzung in o) mit den
unter «) angegebenen Abkiirzungen, zu zeigen, daB

w(y2) = (wy)z
ist. Unter o) wurde bereits bewiesen, daB diese Beziehung gilt. Damit
ist man fertig: Aus der Annahme, daB in einem Produkt aus 3% ab-
wechselnd aufeinander folgenden Faktoren ¢*,a%, b™ die Klammern weg-
gelassen werden diirfen, folgt mit Hilfe der Axiome der Quasigruppe Q**,
daB dies auch fiir ein Produkt aus 3 (n -+ 1) solchen Faktoren der Fall -
ist. Also ist in jedem Potenzprodukt in a, b, ¢ die Klammersetzung be-
liebig, mit anderen Worten, a, b, ¢ sind die Erzeugenden einer Gruppe.

4. Das bis hierher bewiesene Resultat, daB in einer Quasigruppe Q**
— also erst recht in einem Alternativkérper — drei der Bedingung (a b) ¢
= a (bc) geniigende Elemente a, b, ¢ eine Gruppe erzeugen, gestattet ohne
Hinzunahme neuer Schliisse die Erweiterung, daB a, b, ¢ einen Schief-
kérper erzengen, wenn innerhalb des Alternativkorpers die Elemente der
aus a, b, ¢ erzeugten Gruppe auch additiv verkniipft werden. Der Beweis
verlduft wortlich so wie der entsprechende Beweis fir den aus zwei
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Elementen «, b erzeugten Schiefkdrper®). Es eriibrigt sich, diesen Beweis
hier zu wiederholen,

Damit sind wir am Ende des Beweises fiir den verschirften Artin-
schen Sataz.

5. Zum SchluB sei noch auf die geometrische Bedeutung des
verschirften Artinschen Satzes hingewiesen. Die geometrische
Bedeutung des Satzes, dal in einem Alternativkdrper irgend zwei
Elemente a, b einen Schiefkorper R*(a,bd) erzeugen, haben wir bereits
frither ) ausgesprochen: Sie besagt, daB die Desarguesschen Sitze in
einem aus fiinf Grundpunkten durch projektive Verkniipfung erhaltenen
Netz alle eine Folge des Satzes vom vollsténdigen Vierseit sind. Adjungiert
man die Pascalsche Konfiguration®) ab = ba, so geht der nach der
Methode der Hilbertschen Streckenrechnung mit Hilfe des Vierseitssatzes
erzeugte Schiefkdrper R*(a,b) in einen Korper iiber, so daf alle Schnitt-
punktsitze des genannten zehnparametrigen Netzes aus dem Vierseits-
satz und der Pascalschen Konfiguration ab = ba beweisbar sind 'f).
Algebraisiert man in derselben Weise mit Hilfe des Vierseitssatzes die
Punkte und Geraden des projektiven elfparamefrigen Netzes aus den
Grundpunkten 0, Y,, E, X,, X,, X3 X, so erhilt man, falls fiir

diese Grundpunkte die Konfiguration 4 besteht

Y £ X (X, X)) = (X, Xp) X,
(die Multiplikation hier im Sinne der Hilbertschen
¥, Xz % X Streckenrechnung aufgefalt)'), als Koordinaten-
bereich auf Grund des verschirften Artinschen
Satzes den Schiefkorper R*(a, b, ), denn der Vierseitssatz liefert all-
gemein die Axiome eines Alternativkorpers®®). Nach Einfiihrung eines

13) Siehe Anm. ¢). — Wir bemerken hier, daf der in § 3 iiber die Quasi-
grappe Q** bewiesene Satz folgende Veraligemeinerung gesfatteb: Sei g ein Element,
daB mit allen Elementen einer Quasigruppe @** invertierbar und assoziierbar ist.
Dann 148t sich mit Hilfe shnlicher Uberlegungen wie in § 3 zeigen, daf drei Elemente
a, b, ¢ von Q**, die der Relation a (b¢c) = ¢ (¢ b) c geniigen, ein Teilsystem erzeugen
mit der Eigenschaft, daB zwei Potenzprodukte in a, b, ¢, die aus gleich vielen bzw.
gleichen Faktoren komponiert sind. aber nach Mafigabe des nicht assoziativen Auf-
baus eines Produktes innerhalb Q** verschieden beklammert sind, sich nur um eine
Potenz von ¢ unterscheiden. Fir ¢ =1 gibt dies den in §3 bewiesenen Satz.
Fiir p = — 1 gewinnt man die Formel (3) von 8. 220 in M,, falls noch voraus-
gesotzt wird, daB die Relationen ac = —ba, ac = —ca, bo=— ¢b besteben.
In einem Alternativkorper sind + 1 die einzig moglichen Werte fiir o

14} Siohe M,, S.2961f.

15) D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie (7. Aufl.), 8. 110.

16) R. Moufang: Fin Satz tiber die Schuittpunktsitze des allgemeinen Fiin-
ecksnetzes (Math. Annalen 107 (1932), S. 1241f.).

17y D. Hilbert, 1. ¢., 8. 93.

18) Siehe M,, S. 207 ff. und Anm. 29).
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ebenen Koordinatensystems wird die Gleichung der Geraden eine lineare
Beziehung“), Damit bat man das Resultat, dall in dem genannten elf-
parametrigen Netz, in dem die Konfiguration A erfiillt ist, alle Desargues-
schen Sitze (diese enthalten 11 Parameter) aus dem Vierseitssatz D,
folgen. Statt die Existenz der Konfiguration A4 zu fordern, kann man
auch die Existenz einer geeigneten Desarguesschen Konfiguration fordern,
denn friiher?) wurde gezeigt, dal das Bestehen der Konfiguration 4 eine
Folge des als allgemein giiltig vorausgesetzten Vierseitssatzes Dy ist, so-
fern eine gewisse Desarguessche Konfiguration D,, existiert, die leicht
aus den Grundpunkten des Netzes zu gewinnen ist. Umgekehrt kann
man von der Konfiguration D,, ansgehen und riickwirts die Grundpunkte
des Netzes bestimmen. Damit hat man das Resultat:

Alle Desarguesschen Sitze D\, eines elfparametrigen Neizes folgen aws
der Existenz einer bestimmten Konfiguration D, in diesem Nelz und der
allgemernen Giiltigkeit des Vierseilssatzes D,.

Der Schiefkorper R* (a, b, ¢) geht durch Adjunktion der drei Relationen

ab=>ba, ac=ca, bc=cbh

in einen Korper iiber. Diese Relationen bedeuten geometrisch im Sinne
der Streckenrechnung drei Pascalsche Konfigurationen. Adjungiert man
zu dem Netz aus den Grundpunkten 0, ¥, ...X, diese drei Konfi-
gurationen, so ist auf Grund des Vierseitssatzes die durch die Konfigura-
tion 4 gegebene Beziehung automatisch mit erfiillt, so daB sich in diesem
Falle ihre Adjunktion eriibrigt, denn es gilt der Satz, daB, wenn in einem
Alternativkirper drei Elemente zu je zweien vertauschbar sind, diese
Elemente sich assoziativ multiplizieren, sofern die Charakteristic des
Alternativkorpers von zwei und drei verschieden ist?!).

Also geometrisch: Erfillen die Grundpunkte 0,Y .., X, eines elfpara-
metrigen Netzes die drei Pascalschen Konfigurationen

XX =XX,

XX, =X, X,

Xc Xb = Xb Xm
so folgen alle Schnittpunktsitze in diesem Netz allein aus dem Satz vom
vollstindigen Vierseil.

%) Siehe M,, S. 208.

20) R. Moufang: Die Schnittpunktsitze des projektiven speziellen Fiinfecks.
netzes in ihrer Abhangigkeit voneinander. (Das A4-Netz) (Math. Annalen 106 (1932),
8. 768 ff.). Die Punkte ‘X3 X, X, X, in der dortigen Fig. 26 entsprechen den
Punkten Xp, X, Xy Xp Xo, Xo Xp X, in der jetzt gewdhlten Bezeichnungsweise.

21y Siehe Z., S. 126. :

(Eingegangen am 6. 2. 1934).



