
l_ ber die Metrisation der kompakten topologisehen 
R iume. 

VoIt 

Paul Urysohn ~f in Moskau. 

1. Der Zweck dieser Arbeit ist zu beweisen: 
Ein kompakter topologischer Raum ~) ist dann und nur dann metri- 

sierbar, wenn er dem II. Abzdhlbarkeitsaxiom e) g~ni~gta); dabei nennen 
wit einen topologischen Raum metrisierbar, wenn zwischen seinen Punkten 
eine den gewShnlichen Voraussetzungen geniigende ~) und zu denselben 
Limesbildungen wie clas urspriingliche Umgebungssystem fiibxende Ent- 
fernung definiert werden kann. 

Der zu beweisencle Satz kann also auch folgendermaBen formuliert werden: 
Das II. Abzdihlbarkeitsaxiom ist eine notwendige und hinreichende 

Bedingung, damit ein kompakter topologischer Raum einem metrischen 
Baume ~) homSomorph sei. 

Der Schwerpunkt ist der Beweis des Hinreichens (d. h. die Metri- 
sation); auf den leicht zu fiihrenden Beweis der Notwendigkeit gehe ich 
iiberhaupt nicht ein, da man ihn implizite schon im Hausdorffschen Buche 
finden kann6). Ebenso lasse ich beiseite die Erl~uterung der Bedeutung, 
die dieser Satz flit die Begriindung der Topologie harT). 

1) Im Hausdorffsehen Sinne: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, Veit (1914), 
S. 213 und 230. 

8) Hausdorff, 1. c. S. 263 (Axiom (F ) ) .  
3) Allerdings muB das II. Abz~hlbarkeitsaxiom so formuliert werden, dab die 

aus endlich vielen Punkten  bestehenden Ri~ume dabei nieht, wie es bei Hausdorff der 
Fall ist, ausgesehaltet werden. Da jedoch solche R~ume trivial sind, so geniigt es, 
wenn wir im folgenden nur aus unendlieh vielen Punkten  bestehende R~ume be- 
traehten. 

*) 1. e. S. 211. 
6) 1. e. S. 211. 
s) 1. e. S. 274, X u. S. 273. 
~) Man vergleiehe hierzu eine Note, die ieh vor kurzem in dem •u//. de l'Acad. 

~olonaise (1923) publiziert l~be.  m W~hrend der Drueklegtmg dieser Arbeit i ~  eine 
18" 
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B e z e i e h n u n g e n .  Ieh sehlieBe reich im wesentliehen an die Hausdorffsehe 
Terminologie an, benutze aber etwas andere 0perationszeichen. N~mlich, die Ver- 
einigungsmenge yon A und B soll immer (aueh wenn A und B nicht elementenfremd 
sind) dutch A + B ,  der Durehsehnitt dieser Mengen durch A x B ,  ihre Differenz 
(d. h. die Menge der zu B nicht gehSrenden Punkte yon A; dabei wird nicht voraus- 
gesetzt, da~ B eine Teilmenge yon A ist) durch A - - B  bezeichnet werden. Das 
Inklusionszeichen A ~ B bedeutet, dab A Teilmenge yon B ist, wobei A und B auch 
zusammenfallen diirfen s). 

2. Umgebungssys tem.  Es sei E ein dem II. Abz~barkeitsaxiom 
geniigender kompakter topologischer Raum, und 

(1) V1, V~,. . . ,  V,~,... 

ein ihn definierendes abz~hlbares Umgebungssystemg). Es ist zu bemerken, 
dab ein den Punkt x enthaltendes V~ nicht notwendig eine Umgebung 
dieses Punktes zu sein braucht. Wit fiihren also ein neues Umgebungs- 
system ein, wenn wit jedes V~, das einen beliebigen Punkt x enth~i]t, als 
Umgebung dieses PunkCes bezeichnen; das Hausdorffsche KriteriumI~ zeigt 
abet sofort, dab das neue System dem alten gleichwertig ist. 

Wit werden also im folgenden immer voraussetzen, dal~ ]edes V~ eine 
Umgebung eines jeden in ibm enthaltenen Punktes ist. 

3. Uberdeckungen.  Da E kompakt ist, so gilt fiir ihn der Borelsche 
Uberdeckungssatz ll). 
Umgebungen 

Es gibt also gewiB solche endliche Systeme von 

,. (I) Vi(2) v(h,)~ , �9 , . . . , , ,  , ,  

die den ganzen Raum iiberdecken; wit nennen sie g?berdeckungen. Ver- 
schiedene Uberdeckungen gibt es abz~ihlbar viele; wit bezeichnen sie in 
irgendeiner Reihenfolge mit 

(2 )  xz , . . . .  

gemeinsehaftliehe Note von P. AlexaJadroff und mir in den Pariser Comptes Rendus 
(177, S. 1274) ersehienen, in der unter Benutzung des (daselbs~ zitierten) Chittenden- 
schen Satzes das Metrisationsproblem eine allgemeine (aber ziemlieh komplizierte) LSsung 
finder. Ubrigens erlaubt der Chittendensehe Satz auch den zweiten Tell des Beweises 
des in dieser Arbeit behandelten Satzes erheblieh zu vereinfaehen: insbesondere hat 
mir Herr F. Hausdorff einen erstaunlieh einfachen Beweis mfindtieh mitgeteilt. 
In der soeben zitierten Note wird man aueh weitere Literaturangaben finden. 

8) x c-A besagt, daft der Punkt x zur Menge A gehSrt, 
9) Da eine Menge ohne Umgebungen kein Raum ist, so ist es zweekmiiBig zu 

sagen, dab d ~  Umgebungssystem den Raum definiert. Versehiedene Umgebungs- 
systeme in derselben Menge definieren im allgemeinen verschiedene R~ume, wohl 
aber denselben Raum, wenn diese Systeme gleichwertig sind (Hausdorff, 1. e., S. 260). 

lo) 1. e. S. 261. 
11) 1. e. S. 272, VI. 
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Eine Uberdeekung//i nennen wit reguldr, wenn sie keine iiberfliissige 
Umgebungen enthglt, d .h.  wenn jedes V~ ) mindes~ehs einen Punkt (Eigen- 

punier) enthglt, der in keinem anderen V~ (k) liegt. Aus jedem nicht regu- 
lgren/ /~ kann man mittels sukzessiver Weglassung der iiberfliissigen Um- 
gebungen ein regul~ires Tim, gewinnen; die Beziehung yon//~,  zu / /~  werden 
wir durch die Gleichung 

bezeichnen. Wenn H~ reguI~r ist, so soll J ( I I ~ ) - - - H ~  sein. 

4. Haup tmenge .  Es se i / / .  irgendeine regul~ire Uberdeckung. Wenn 
wir in jedem dazu gehSrigen V~ ~ einen bestimmten Eigenpunkt w~ihlen, 
so erhalten wit eine endliche Punktmenge; veffahren wir ebenso mit jeder 
regul~iren Uberdeckung, so entsteht eine abz~ihlbare Menge 

(3) al ,  a~, . . . ,  a , ,  . . . ,  

die wir ein fiir allemal lest gewiihlt denken, mit E o bezeichnen und 
Hauptmenge  des Raumes E nennen. 

E o ist  im R a u m e  E i ibera l l  dicht l : ) .  
Es sei, in der Tat, V, irgendeine Umgebung, und x irgendein in V, 

liegender Punkt. Wir setzen dann V~--V~ und ws fiir jeden von x 
verschiedenen Pankt y ein den Punkt x nicht enthaltendes Vy. Das so 
erhaltene unendliche Umgebungssystem {V,}z= ~ iiberdeckt offenbar E; man 
kann folghch daraus ein H~,, also aueh ein regulgres H i herausgreifen. 
V~ wird aber dann notwendig zu diesem /// gehSren, da es die einzige 
Umgebung des urspriinglichen Systems war, die den Punkt x enthielt. 
Zufolge der Konstru~ion yon E o enth~ilt V ~ -  und n war willkiirlich ge- 
wi~Mt -- mindestens einen Punlrt yon Eo, w. z. b. w. 

Wenn wit jetzt i~gendein regul~res //i 

n = { v ?  v +  v?,>> ~, 1r ~ - , . ~  �9 

haben, so kSnnen wir fiir jedes seiner v<'~, ~ einen Eigenpunkt a (i)~ aus E o 
w~hlen. Wenn wir dabei jedesmal aus allen zul~sigen Punkten den- 
jenigen wiihlen, der in (3) den kleinsten Index hat, so "werden wir 
sagen, dab 

i , ai , . . . ,  . 
die H a u p t p u n k t e  yon //~ sind. 

5. I nk lu s ion  der Uberdeckungen .  Wit werden sagen, dal~ 

n, = { v, +, v ? 9  
in 

13) 1. c. S. 249. 
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-- enth~en enthalten ist in Zeiehen: II~ ~ II~ -- ,  wenn jedes V~ n) in einem V~ ~) '~ 
ist. Oiienbar ist 

und aus 

folgt 

Das Zusammenbestehen der beideu Inklusionen //j = H i mad //~ = H~ 
werden wb kurz dutch 

(4) ~- = ~ •  
bezeichnen; und wit werden zeigen, dab es zu j e d e m P a a ~ e  H i, H~ ein 
der  I n k l u s i o n  (4) geniigencles /-/~. gibt .  

In der Tat gehSrt jeder Punkt x yon E zu einem Vff ) aus / / i  und 
zu einem Vff ) aus //~, also zu einem V=, das in Vff ) x Vff ~ enthalten 
istla). Wenn wir abet aus dem unendlichen Umgebungssystem {V~}~,~ 
ein ~ .  

E = ( V = ~ ,  V~, , . . . ,  V~o} 
herausgreifen, so ist offenbar die Inklusion (4) erfiillt, da 

v+ = v~ =-~, v+ = v ?  ,~ 
ist. (W. z. b. w.) 

6. K a n o n i s e h e  Ket te .  Eine Folge yon Uberdeekungen 

(5) n ,~ , r t , , ,  . . . ,  u ~ ,  . . .  

we~den wit kxmonische Kette nennen, wenn folgende vier Bedingungen er- 
fiillt shad: 

1. s/imtliehe H ~  sind regul/ir; 
2. II+ = II% + 1 ( k = l , 2 , . . . ) ;  
8. jeder Hauptpunkr yon Hn~ ist aueh I:l:auptpunk% yon //~k+l; 
4. jede Uberdeekang //~ enthiflt ein T/~. 

Wit beweisen jetzt, da$ es kanonische Ketten wirklieh gibt. Wir 
setzen hier~u II~,~-~ J(II~) und verfahren weiter dutch Induktion, wie 
folgt: Wenn / /~ ,  Tl,~, . . . ,  ll~,j,_ ~ schon definiert sind, so bezeichnen wit mit 

(6) al,  ~ ,  . . . ,  ~ _ ~  

ihre Hauptpunkte (d. h. die Hauptpunkr yon H~k_~); und es s~i N~ der 
grSSte Index, den die Pun~e  (6) in der Folge (3) haben. Wir wihlen 
dann eine der Inklusion 

(7) 

z~) Axiom (B) yon Hausdorff. 
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geniigende Uberdeckung 
(~>, v ,~> ,  . . . ,  V(~P}. 

Wenn jetzt x irgendein Punkt von E ist, so seien 

V((~) TT(~'~) 17 (~)  Ir , v(k) , . . . ,  v(k) 

alle diejenigen zu//(k) gehSrigen Umgebungen, die diesen Punkt enthalten; 
die Menge 

Nk 

= v ~",~ ~"'> V g ,  ~] - z ]  (8) G= [ (~) x v (~> x . . . x -- [ ~ a~ 
i=l 

ist offenbar ein den Punkt x enthaltendes Gebiet; also gibt es ein V~, 
das in G~ enthalten ist. Das System {V:}~_~ iiberdeckt den Raum; da- 
bei ist aber V,, (i "< mi,_1) die einzige Umgebung dieses Systems, die den 
Punkt ai enth/ilt. Wenn wit also aus dem System {V~}~ E eine Uber- 
deckung//~] herausgreifen, so werden alle V~ (i ~ ink_x)zu//m gehSren; 
dasselbe gilt auch fiir die regul~ire Uberdeckung J ( /~ ] ) ,  die wit m i t / / ~  be- 
zeichnen wollen. 

Aus der Konstruktion von //[~1 ist es sofort ersichtlich, dab 
II,~ k ~/-/~k] ~//~), also, wegen (7), H~ k ~-//"k-~ ist. AuBerdem sind alle 
% (i ~ mk_~) Hauptpunkte yon //nB. In der Tat ist ~ ein Eigenpunkt 
der zu Hn~ gehSrenden Umgebung V,,; auBerdem ist er in der Folge (3) 
enthalten und hat daselbst einen Index, der ~ NB ist. Da abet zufolge (8) 
zwei verschiedene aj (~ ~ N~) nieht zu einem V~, alsdfiu V,~, gehSren 
kSnnen, so ist a~ ein Hauptpunkt von //~k" 

Wenn wir jetzt die geschilderte Konstruktion weiter fiihren, so er- 
halten wit eine Folge (5), die, wie ersichtlich, den ersten drei Bedingungen 
geniigt; dab abet aueh die vierte erfiillt ist, sieht man sofort aus der fiir 
jedes k giiltigen Inklusion 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Es sei noch auf folgende zwei Tatsachen hingewiesen: 
1) Sgmtliche aj, deren Indizes ~ N, sind, sind Hauptpunkte von//,k; also 

ist  jeder  Punk t  von E o H a u p t p u n k t  einer Uberdeckung,  die zur 
kanonischen Ke t t e  (5) gehSrt.  

2) gede Teilfolge der Folge  (5) ist  offenbar auch eine kano- 
nische K e t t e ,  die die soeben genannte Eigenschaft besitzt. 

7. HShere Inklusionen.  Wit verschKrfen jetzt folgendermaBen 
den Begriff der Inklusion zweier Uberdeckungen / / , =  {V~ ), . . . ,  V~ *~)} 
und ~ = {V~>, . . . ,  V2~>} - wi~ we~den e ~ t e n s  

//a// 



280 p. Urysokn ?. 

sehreiben, wenn es zu j e d ~  zwei zueinander nicht fremden Umgebungen 
,~  von / /~  ( , ~  x + 0) ein sie beide enthaltendes V~ (z) 

yon H .  gibt: 
v(Z)= V('~+,~.T:(r ~,) 

Wir werden zweitens 

sehreiben, wenn es zu jed~la drei den beiden Bedingungen 

v 2 •  v 2 +  o, v2 • v2'  + o 

geniigenden Umgebungen yon Hm ein V~ t) yon Tin gibt, das sie s~mtlieh 

enth~lt: 
v'."= v ~ ' +  v2 ) + v2' 

Es sei bemerkt, dal~ wir die Ungleichungen i + j =~ k nicht vorausgesetzt 
haben; also folgt H~ ~"/-/. aus / /~  & / 7  und / /~  ~ / / .  aus / /~  ~ / - / . .  

Es fo]gt weiter, wie leicht ersiehtlich, sowie aus 

wie aueh aus 

da$ 

da$ 

Endlieh folgt aus den Inklusionen 
o~ 

H &r/~; 

- (i) W (i) V if) Vm {k) in der Tat, wenn V~ x , ~  + 0  und ,~ x =b0 sind, so gibt es, 

wegen H~ & Ha ein v'(r} v(i) V~ ) v (s) V~ ) lz (k) und es , ,n ~ , ~  + und ein ,~ ~ + , ~ ,  

ist v (r) T/(S) ~ V (J) �9 ~ x , ~  .m + 0 ;  also gibt es, wegen 1 I  ~Hq ,  ein 

17 (r) V (s) T (i) V if) {~r"~ v~)= , .  + . .  = v~ + , ~  +v~) '  ~Z'~ I~.~-- 
W. Z, b .  w .  

8. H i l f s sa t z .  Zu j edem / /~ gibt es ein / / , ~ / / ~ .  Man kann 
dabei die V ~ r ~ - ~ u n g  //m + H .  hinzufiigen" es geniigt in der Tat, den 
Hilfssatz auf ein von / /~ verschiedenes H~, ~"//m anzuwenden. 

Beweis.  Wenn unsere Aussage nicht richtig wiire, so kSnnte man, 
insbesondere in jedem //nk der kanonischen Kette (5), zwei zueinander 

nicht fremde Umgebungen rT{z}v~ und V~ "~} finden, deren Vereinigungsmenge 

V{ z} T7 (2 } in keinem TZ{~) + v~ ,~  von T/,. g~inzlich enthalten ist. Es sei dana 

1~) D i e  I_nklus ion H ~  T / i s t  i m  a l l g e m e i n e n  n i c h t  e r f i i l l t .  
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y~ ein Punkt yon V~{1} x V~ {2} , y irgendein (wegen der Kompaktheit 
von E sicher vorhandener) Hgufungspunkt der Folge {y~}; wit kSnnen 
aus {v~} ei .e gegen V konverg~ere,de Teilfolge {V,,,} a ~ o n d e ,  n. Wi~ 
bezeichnen ferner mit V~ u' irgendeine zu H,~ gehSrende Umgebung des 
Punktes y; alle y~j, deren Inclizes j ein gewisses ]o iibertreffen, liegen 

dann in V~ u. Unserer Voraussetzung gemiil~ mul~ mindestens eine der 
beiden Umgebungen V~{ ~} und V:~] a} (] > ] o ) a u s  V~ u herausragen; wit 
kSnnen immer die Bezeiehnungen so wghlen, dal~ dies mit der ersten 
gesehieht" 

(9) ~ vg + o (i > io) 

Wit definieren jetzt folgendermaBen ein System yon Umgebungen 
{ v , } ~ -  

1. wenn x = V~ u, so setzen wir Vx = V~U; 

2. wenn x ~ - E - V ~ ,  so wghlen wit ein V ~ = E - - { y +  Z YT,,}- 
i=io+ l 

QD 

Ein solches V, exis~iert zufolge der Abgesehlossenheit von y--}- .~ y~,,. 
i=io+1 

In diesem System {V~} ist folglieh jedes V~ entweder mit V u identiseh 
oder zur Menge Z Yb fremd. Wenn wit also aus dem soeben definierten 

J>io 
System eine regulgre Uberdeekung /~r= {V~, V~, . . . ,  V~} herausgreifen, 
so ist eine der dazugehSrigen Umgebungen mit V~ identisch, alIe anderen 

OD 

abet zur ~enge Z Y~3 fremd" 
1=.4o+1 

Vxl = V g  , 
8 

.Z V~tx Z y ~ = 0 .  
t=2  ~----~o+1 

Wir wiihlen endlich ein Hn~. ~/~I 15) und ein den beiden Bedingungen 

~; >= ~-, J>Jo 
geniigendes j;  dann ist auch 

H%= YI. 

Infolgedessen mul~ Fk{a 1} in einem g,  t enthalten sein', da abet •TT{1} den 

Punkt Yk3 (~" > 7"o) enthglt, so ist t = 1, also 
17{1} k, = V ~ = V g ,  

was mit (9) im Widerspruehe steht. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 

9. Me t r i s i e r ende  Ket te .  Es sei //~k~ irgendeine mar kanonisehen 
Kette (5) gehSrende Uberdeekung. Dutch zweimalige Anwendung des so- 

15) Siehe w 6, 4. 
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eben bewiesenen ttilfss~tzes erhalten wit dana ein //~, & 1 / ~  und ein 

Y/v' ~//~" ; wenn auBerdem /2rnu * die erste Uberdeekung aus (5) ist, die 
den beiden Bedingungen 

k2 >/r n~. .  = / / v '  
geniigt, so ist (w 7) 

also 

Wean wit dieses Verfah~en unendhch oft wiederholen, so erhal~en 
wit eine Folge 

(10 . )  ~ .~ , ,  zz%, . . . ,  ~ , , ~ , ,  . . .  

yon Uherdeekuagen, die e~stens -- zufolge der Sehlul]bemerlmng des w 6 
eiae kanonische Kette bilden, zweitens abet nich~ nut der allgemeinen 
Bedingtmg 2. fiir kanonische Ketten, sonde~n auch der sehs Bedingung 

geniige Ieisten. 
Eine solche den Bedingungen 1., 2*., 3 ,  4. geniigende Folge (10") 

nennen wir metrisierende ~ette. 
Wit denken uns je~zt, daiS die soeben gewonnene met~isie~ende Kette 

(10) q ,  5 ,  . . . ,  r , ,  . . .  

ein fiir allemal lest gew~,hlt ist, und fiihren neue Bezeichnungen ein, in- 
dem wir 

r~ = { v~, v ; ,  . . . ,  v?,~ ) 

r ,  = { v ? ,  v~, . . . ,  v ~ }  
. . . . . . .  (h~ =< h..__< . . .  __< h .  =< . . .  - ~  ~ )  

r n - { v L  v L  . . . ,  V~,",} 

setzen, wobei auBerdem die Bezeiehnuagen so gewii.hlt siad, daft 

V~" = V~ +I = = V, -"+" 

and alle diese Umgebungen denselben Hauptpunkt a i besitzen. 
Die Haupt-ptmk~e bezeiehnen wit mi~ 

1 1 I 
a l  , a g  , . . . ,  a n , ,  

2 ~ 2 

an an n 
h a - x + l ~  h a - t + 2 ,  - - , ~  aha 
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wobei a~  der Hauptpunkt von V~, ~ + 1  Vff+u, , k  , . . . ,  . . .  ist; Haupt- 
punkte von F ,  sind diejenigen a~ ,  bei denen m ~ n (oder k ~ h~) ist. 
Bei den a~ daft der obere Index auch fortgelassen werden; die Folge 

(3*) a 1, a~, . . . ,  a~, . . .  

ist mit der urspriinglichen Folge (3) bis auf eine Umnumeriemng identiseh 
(w 6, Sehlul3bemerkung)" 

Z a~ = Eo . 
Ir 

10. Ordnungen .  Wir nennen Ordnung einer Umgebung V~ bzw. eines 
den betreffenden oberen Index m. Es ist zu bemerken, Hauptpunktes ak 

dab die Ordnung des Hauptpunktes einer Umgebung die Ordnung der 
Umgebung selbst nicht iibertrifft; wenn ak und n ~ m gegeben sind, so 
gibt es immer eine Umgebung n- ter  Ordnung, deren Hauptpunkt a ~ k ist. 

Es sei noeh auf folgende Eigenschaft der metrisierenden Kette (10) 
hingewiesen: 

~Tt Wenn Vff e inen  H a u p t p u n k t  a~ yon n i e d r i g e r e r  O r d n u n g  be- 
s i t z t  (m < n; also ist V ~-lk vorhanden), und  wenn a u ~ e r d e m  

v~ • v?  + o,  v?  • v :  + o 
is t ,  so i s t  

~--i 
V;, + V? + V:  ,- k �9 

In der Ta~ ist wegen der Bedingung 2*. (w  V ~ + V ~ + V ~  in 
einem V~ -1 enthalten; da abet V~-ID V~ ~ a~ ~ und a~* der Hauptpunkt 
von V~-I ist, so mul~ V~-I mit V~- ~ identisch sein. (W. z. b. w.) 

11. Der  R a u m  M o. Es sei 

Mo = {b~, b~, . . . .  b~, . . . )  
eine abz~hlbare Menge, die wit mit Hilfe der Relation b k ,~ a~ eindeutig 

~qt 
auf E o abbilden; wenn a~ = a~ ist, so werden wit aueh bff* state b~. 
sehreiben. Wir fiihren jetzt folgendermal~en Ent/ernungen ~o (b~, bz) ein ~6): 

~ .  Wenn V~ • V? = 0 ise, so setzen wir O(b~, b?) = 1; 

wema V ~ 1 b ~ =�89 k xVz  =~0 ist, so setzen wir e ( ~ , b ~ )  

Damit erhalten wir flit die h~ Punkte b~ erster Ordnung eine dem 
Dreieeksaxiom geniigende Entfernung. 

A~. Wir nehmen jetzt an, dal] eine dem Dreiecksaxiom geniigende 
Entfernuug e(bk, bz) schon zwisehen allen Punkten der Ordnung < :n  
(d. h. flit /c,l ~ h , - l )  festgesetzt worden ist, und zwar in soleher Weise, 
dal~ die beiden Bedingungen 

~6) Da ~ (b~, bk) = 0 zu setzen ist, so geniigt es im folgenden, nur den Fall k ~ l 
zu berficksichtigen. 
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1 ( I ,_l) :  ~)(b~, b~) ist ein ganzes Vielfaches von 
2.--I 

(IIn_~): 0(b k, b~)= 1 .-1 V.-1 2 n - l '  wenn V~ x ~ =~0 

erfiillt sind ((I1) und (II1) waren, zufolge A1, offenbax effiillt). 
Wit definieren jetzt 0(b~, bz) fiir alle k und l, die ~ h~ sind; dabei 

soll diese Enffernung mit der alten iibereinstimmen, wenn beide Punkte 
von einer Ordnung < n sind, und es sollen sowohl das Dreiecksaxiom 
wie aueh die den Bedingungen (I,_~) und (II,_~) analogen Bedingangen 
(I~) und (II~) erfiillt sein. Wir unterscheiden folgende drei Fiille- 

1 . )  Wenn • V? + o. so set en wit e ( b , ) =  " 

Diese Definition ist widerspruehsfrei, da mindestens einer der beiden 
Punkte von der Ordnung n i s t .  W~re in der Tat die Ordnung yon b~ 

V ~-~ die (w 10) kleiner als n, so wire a~ Hauptpunkt einer Umgebung ~ , 
V~-~ V~, also auch a z enthalten wiirde; also wire in diesem FaUe a t 
gewi$ kein Hauptpunkt von/'~_~, d.h. kein Punkt von einer Ordnung < n. 

i3) Wenn V n n x V i  = 0 ,  aber V ~ r  -1 ist, so setzen wit 
] 

e(b~) bz) - -  2 ,_  1 . 

Auch diese Definition ist widerspruchsfrei, da man sich -- ebenso 
wie im vorigen FaIle -- sofort iiberzeugt, dab die Ordnung yon b~ gleieh n ist. 

7) Wir betrachten jetzt den Fall, wo die vorhergehenden Definitionen 
noeh nicht geniigen, e (bk, bz) festzulegen. Zwischen den verschiedenen die 
Punkte b~ und b z verbindenden endlichen Punktketten [bk b~, bs , . . ,  b~, bz] 
gibt es dann gewiB auch solche -- wir werden sie metrische Ketten 
nennen --,  in denen fib jedes benaehbarte Punktepaar die Entfernung 
sehon definiert ist. 

Es sei in der Tat Vj: -1 eine Umgebung yon der Ordnung n -  1, die 
V nk enth~lt (V~ = a k ~ bk) ~7), und y~n-1 eine solche, die = V ~'~ , dann ist 
[b, b,~ bs, bO eine metrische Kette. 

Wit nennen Ldnge ein~r metrischen Kette die Summe der L~ngen 
ihrer Glieder, d.h. die Summe 

4 ~o(b~, b ~ ) §  0 (b,~, b ~ ) + . . .  § e(b~,, b~). 

Ieh behaupte jetzt, dal~ es zwischen b~ und b~ eine Minimallcette, 
d.h.  eine metrisehe Kette kleinstmSglicher L~nge gibt. In der Tat ]:ann 
man mittels suLzessiver Weglassung der hintereinanderstehenden Wieder- 
holungen eines und desselben Punktes und der geschlossenen Zyklen jede 
Kette dureh eine nicht l~ngere Kette ersetzen, die jeden Punkt hSehstens 

~7) W e n n  k ~_~ h ~ _ l ,  d. h. w e n n  die Ordnung  yon  a k ( n  ist, so ist sl = k. 
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einmal enth~lt. Da es aber solcher wiederholungsfreier Ketten offenbar 
nut endlich viele gibt, so is~ unsere Behauptung bewiesen. 

Wit setzen alsdann e(b~, b~) gleich der L~nge einer Minimalkette. 

Da die Bedingungen (I .)  und ( I I . )  offenbar erfiillt sind, so bleibt 
~s nut zu zeigen, dab 

~) (b~, bz) ~ ~ (bk, b~) -~- e (b~, bz) 

ist (Dreiecksaxiom). Da die L~inge einer die Punkte b~ und b t verbinden- 
den Minimalkette [ bk b~ b~ . . .  bs, bt] unserer Definition gem~i~ jedenfalls 
nicht grSl~er als ~ (b~, bt) sein kann ~s), ebenso die L~inge des Minimalkette 
[bt b~,+~ b~+~ . . .  bsibz] ~ o(bt, b~) ist, endlich aber die L~inge einer b k und b z 
vesbindenden Minimalkette ~ der L~nge von [bk b,~ bs~ . . .  bs, bt bsi+~.., b v bl], 
also ~ e (b~, bt) ~ O (b~, bz) ist, so geniigt es, zu zeigen, dab 

die L~nge  e ine r  M i n i m a l k e t t e  zwi sehen  b k und b~ n i c h t  
k l e i n e r  als  o(b~, b~) sein kann.  

Letztere Tatsache ist aber in den F~llen A , 7  , A~  a und A ~  un- 
mittelbar einleuchtend: im ersten zufolge der Definition yon o(be, bz) in 

diesem Falle, im zweiten infolgedessen, dal~ die LEnge ]eder Kette > 1 
~ 2 n  

ist; im dritten Falle folgt sie endlich daraus, dab nut die eingliedrigen, 
auf Grund von A ~ a  ~ was hies o:ffenbar nicht zutreffen kann -- de- 

1 finierten Ketten eine L~nge yon < 2-~_- Y besitzen kSnnen. 

Es bleibt also nut der Fall A,~_~ iibrig, d. h. derjenige, wo b~ und 
b z beide eine Ordnung <: n haben. Wir betrachten in diesem Falle irgend- 
eine metrische Kette [b~ bs~ bs~.., bs, bt] ; wenn b~, b~,~, b~,~, . . . ,  bs, , bz 
diejenigen Punkge dieser Kette sind, deren Ordnungen < n sind, so ist 
zufoIge dem, wie wir vorausgesetzt haben, fiir Punkte < n - t e r  Ordnung 
erfiillten Dreiecksaxiome 

o(bk, bz)~  ~(b~, b , ,1)+ ~ (b8~1, bs,~)+ . . . - ~  ~ (b~,~, bj); 

es geniigt also zu zeigen, dab jedes o(b~,,j b~5+1) nicht grSl~er als die 

L~inge des betreffenden Abschnittes unserer Kette ist; d.h.  wir haben 
nut solche Ketten zu betrachten, deren Endpunkte < n - t e l  si~mtliche 
Mittelpunkte abes yon n-  ter Ordnung sind. 

Es sei also [ b k b s b s . . . b ,  bz] eine solche K e t t e :  

> ( i = 1 ,  2, . . . ,  i );  

is) In den F~llen An-1 (d. i. k, t ~ hn-1), Aria und Anl~ ist diese Kette 
eingliedrig. 
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wenn  wir  ih re  L~inge d u r e h  ~x bezeiehnen~9),  so h a b e n  w i r  zu 

ze igen ,  dag  ~o(b~, b.) ~ - ~  i s t .  

Beweis .  Zafolge der Definition der metrischen Ketten ist die Ent- 
fernung zwischen b 5 and b 5+ 
eingefiihrt; also ist 

�9 1 

e(b  5, bs+~) = 2---~, 

notwendigerweise auf Grand von A . a  

. . . ,  i - a ) .  

Fiir .o(b~, b~l ) sind hingegen zwei MSglichkeiten vorhanden: entweder 
1 sind wir auch bier im Falle A ~ a ,  - -  und daan ist 9(bk, bs, ) =  2-- ~ 

V: • V" 2 ~,=~0; oder im Falle An~ ,  was 9(bk, b ,1 )~  2-- ~ und 

V : - I ~  V~ zur Folge hat. Dasselbe gilt auch yore Punktepaare b~, b z. 

Wir kSnnen voraussetzen, dab r ~ 3 ist: der Fall einer eingliedrigen 
Kette [bkb~] ist nKmlich trivial, und in allen anderen F~illen ist die ge- 
nannte Voraussetzung erfiillt. Es kSnnte in der Tat r < 3 nur noch 
im Falle eine~ zweigliedrigen Kette [b~b~bt] sein, wean au6erdem 

1 
9 (b~, b~,) ~- ~ (b~,, bz) ~- 2--; w~re; dies ist abet unmSglich, da die, wie wir 

soeben gesehen haben, in diesem Falle erfiillten :Relationen F~ x V" 
und V n n , ,~ x VT+  0 die Existenz einer V;.n-~= V ~ +  V;~ + V 7 also einer 
Umgebung ( n -  1)-ter Ordnung, die zwei gauptpunkte,  a~ and a,, voa 
F . _ l  enth/ilt, zur Folge h/~tten. 

Wir fiihren jetzt folgende Bezeiehnungen ein" Wean die L~inge des 

Abschnittes [b~ b~, . . .  bs] unserer Kette - -  2" ist, so setzen wit b 5 = b~.~, 

V n - -  T$ �9 ~: a 5 a~.~ und ~ ~V[.~, also ist b k ~ b~ol, b~ ~ b[~ oder bc~, b~ -~ b~_~l 
oder bir_l], bz-~ bird. 

a 

Ich behaupte, dab V~ -~ ~ at~: wean bill nicht existiert, also b[~ ~- b~, 
2 n - -1  n 

e (b~, b~) = 2---; ist, so ist V~ -~ V~ = a~ = a[~; mid im Falle der Existenz 

yon ba] ist ba=h~l~, b~=b~e~, e (b~ , . b~ )= e (b~ ,b~ )= -~ # ,  also 

v ' 2 •  , ~ + 0 was (w 10) die Inklusion 

v:-I  = v : +  - 
Vsz  ~ as,, ~ a[2]  

zur Folge hat. 
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Ebenso wird die Inklusion ~-x "d~ ~ a~,._~] bewiesenlga). 

Es sei ]e~zt a irgeadeine den Ungleichungen 

0 < a < ~ _ ~  E ( r ~ )  ~176 ) 

geniigende ganze Zahl. Dann ist, wie wit schon gesehen haben, 

V2 V,* * * [~] X [2o+1] =~= 0 ,  

es folgt also aus F n _ ~ / ' , ,  da$ es eine Umgebung ( n -  1)-ter Ordnung 
V ~  i gibt, die * ~ VI~,] ~ V~o+~]-~ Vieo+e ] enthilt; folglich ist 

V ~ l ~  a~ol --~ a ~ + ~ ] .  

Da ( r -  2 ) -  2~ ~ 2 ist, so kSnnen wit in derselben Weise auf die 
Existenz einer der Inklusion 

V ~  ~ ~ a[.~,]-~- a~t-~] 

geniigenden Umgebung (n - -1 ) - t e r  Ordnung V{n,~ ~ schliei~en. 

Wit betrachten jetzt die Punktkette 

. . .  

wo b(o} ~ a{o} und a{,} der Haaptpunkt yon V ~  ~ ist. 
Punkten ~ n-ter Ordnung 

1 sind~l), wie es aus 2n_--- ~ 

und besitzt Glieder, 

den Inklusionen 

V~-I x V'r 1 ",af~], 

V~f 1 x V ~ I }  =a[~o+~] 

V ~  1 x V~ -I -~a~,_~] 

ersichtlich ist; da anderseits fiir Punkte 
axiom erfiillt ist, so kommt 

Sie besteht aus lauter 
deren L~ngen s~imtlich 

(~ --  1, 2 , . . . ,  ~ --1), 

< n-ter Ordnung das Dreiecks- 

~9~) Im F a l l e r  = 3 kann es vorkommen, dab einer der beiden Punkte  a[21 trod 
air_el = all ] nich~ existiert; einer yon ihnen - es sei a~] -- ist aber sicher vorhanden, 

0 ,  b,) = 1 und es ist: V ~ -  1 ~ a[~], ~ abel, x e 2 n------i < ~ '  

womit der Fall r = 3 vol ls~ndig erledigt ist trod im folgenden nicht mehr beriick- 
sichtigt zu sein braucht. 

~0) E ( x )  bedeutet  die grSf~te ganze Zahl, die ~ x  ist ;  also ist 2 z = r - - 3  oder 
r - -4_ 

sl) Das Ungleichheitszeichen ist darum zu setzen, weft zwei konsekutive Punkte  
der Kette  (11) auch zusammenfallen kSnnen. 
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r - - 1  

o( b~, b,) =< e (b~, b ~ )  + 2 e ( b ~ ,  b~+l :) + ~o (b~:, b~) 
(Y=I  

~+1 "E (r~~)  -+'1 

< 2 ~ _ i  - 2 ~-I < r - j  r - -  - -  2" < - ~ '  w . z . b . w .  

Wir haben also ein Induktionsverfahren erhalten, mit Hilfe dessen 
wit  fiir alle PunkCepaare aus M o eine dem Dreiecksaxiom geniigende Ent- 
fernung definieren; M o wird damit~ in einen metrischen R a u m  verwandelt. 

12. R e ] a t i o n e n  z w i s c h e a  E o u n d  M o. Es sei b~ e inPunk t  yon 
~'t m .  

der Ordnung m > n,  trod V~ ~ a  h ,~ b k , wir kSnaen dana eine Reihe 
yon Umgebungen ~-1 ~-~ V~, , V~ , . . . ,  Vk~_= derart finden, dab 

< ~2 ) v F ~  v~-~ v;~-~ = = v"  �9 o . k ~ _ T t  

Wean ak~ , a k , . . .  , ak~_, die Hauptpunkte dieser Umgebungen sind, so 
~Tt\.  bezeiehnen wir den Punkt  bk~_, (dessen 0rdnung ~ n ist) mit c,,(b h ), 

v~(b~) ist allerdings im allgemeinen dutch b~ und n nicht eindeutig be- 
stimmt, was abet fiir uns belanglos ist. 
c , ( b ' ~ ) = - b ~ .  Wir beweisen jetzt, da$ 

Wenn m ~ n ist, so setzen wir 

1 
{ 13) r k, c, (b~)) < 2,_---- 7 

ist. Es geniigt, den Fall m > n zu betrachten; es folgt dann aus (12) 
and der Entfernungsdefinition des w I1, da$ 

1 1 1 
~(b~, b~)=< _~, ~o(b~l b~.)=<2~_ ~, . . . ,  ~(b~o_,_l, bk~_.) =< ~ ,  

also 
1 1 1 1 (W. z. b.w.) 

o ( bk' b k"-") ~ 2 ~ } 2 ~ +~ ~- " "  + 2~-----Y < 2 n----5 " 

Es sei noch auf folgende, aus unserer Konstruktion unmittelbar er- 
sichtliche Tatsache hingewiesen" 

aus  bk,=c~(bk) fo lg t  V t ~ a  k. 

S a t z  :N. Wenn a k und  a s zu derselben Umgebung v o n d e r  Ordnung n 
1 

yehSren, so ist  ~(b~, b l ) ~  2n--- ~ .  

Beweis .  Es sei V~Y diejenjge Umgebuag, die a~--~a z enth/ilt, und 
es sei ferner b k , =  c,~ (b~), bz,---c~(bz). Dana ist 

V~n, x V;~ ~ al, ~ O , V~ x V~; ~ a~ ~ O , 

also existier~ ein V~ -1 ~ Vh ~, + V•-l- Vl n. Der dem tIauptpunkte a t von 
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V~- i  entsprechende Punkt  b~ ist folglich gleichzeitig ein c ,_i  (b~) und 
was (13) 

~) (b~, bt) ~ ~) (b~, b ~ ) +  ~(b~,  b~) < 2 .  

d .h .  unsere Behauptung zur Folge hat. 

1 1 
2n-2 2n-3 ~ 

H i l f s s a t z  1,. Wenn b~ und b t zwei Punkte von der Ordnung ~ n 
2 

sind (k, 1 < h,),  deren Entfernung ~)(b,, 5z) __< 2n ist, so gibt es eine Vm- 

gebung von der Ordnung n -  2, die die Punkte a ,  und a z gleichzeitig 
enth~lt. 

Beweis .  0(b, ,  bz) ist entweder auf Gruncl yon A,~_xa, oder yon 
A,, a ,  oder von A, ,~,  oder endlich yon A,.,7 festgelegt. Im ersten Falte 
is$ V ~ - l x  V~ n-1 + 0, also existiert ein V~n.-*~ V~ -1 + V ~ - ~ a ~  ~, a t. Im 
zweiten existiert sogar ein V~ -1 ~a~ q- a t, also ein V~ -~ ~ Vj, ~-i  -~a~ + a t. 
I m  dritten ist entweder V~ ~ , ~ - i  V~-I V~ , also ~ a~ -~- a t, oder Vz n ~ v ~ - i ,  also 
V1, ~-i-~a~ -~ a z. Im  vierten kann die zugehSrige Minimalkette nur zwei- 
gliedrig sein, wobei, wenn [b~ b, bz] eine solche Kette ist, sowohl ~ (b k, b,), 
als auch ~(b~,b~) dem Falle A ~ a  entsprechen; es existieren also ein 

n-1 , V~ ~a~-~-az, also, wegen V2 x V ~  ~ a ~ = 0 ,  V~ ~ a k - r a ~  und ein n- i  n- i  n-1 

ein V n - ~  ~-i  n- i  V~ ~ a k i V;, + --~ a r 
5 

H i l f s s a t z  2~. Wenn k, l ~ h ~  und ~(bT,, bt)<~-~ ist, so gibt es 

V n - 3  ein z , das a k - ~ a  t enth~lt. 

Beweis .  D a b  k und b z beide yon einer Ordnung ~ n  sind, so ist 
1 4 

(bk, bz) ein ganzes Vielfaches yon - -  also ~ -  Wir kSnnea voraus- 
2n'  ~ 2n" 

setzen, dal~ 1. ~ (b~, bz) > 3 2. die Orclnung wenigstens eines der beiden 

Punkte - - n  ist" wire  nimlich eine dieser beiden Voraussetzungen nicht 
erfiillt, so w~re unsere Behauptung eine Folge des vorigen Hilfssatzes 
(in der Form 1~ bzw. 1~_~). ~(b~, b~) ist also auf Grund yon A,~ 7 
definiert und die entsprechende Minimalkette ist hSchstens viergliedrig. 

1 
Wenn die Kette viergliedrig ist, so haben alle ihre Glieder die L~nge ~ "  

2n '  

iedenfalls ist abet die Linge ]edes Gliedes ~ 2 Wir sehen also, da~ 
2 ~  ~ 

man immer zwei solche (nicht unbedingt voneinander verschiedene) Punkte 
bs~ und b~ (s i, s~ ~ h,,) w~hlen kann, dab 

, = 

g n-~ ~ a~ -~ is~. Daraus folgt abet (I-Iilfssatz 1~) die Existenz v o n . ~  a~,, 

von V: -~ V ~-2 a ' also wegen V ~ - * x  V~ =a,~ as~ Jr- a,~ und von ~ ~ ,..-~ az, 
Mathematisehe Annalen. 92. 19 
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V~-2 x V~ -e =a~., die Existenz eines V~-S~ V~,~-2 + V 2 - 2 +  V~ -2 ~a~ + at, 
W. Z. b .  w .  

1 
Sa tz  T. Wenn e(b~,  bz) < 2- ~ ist, so gibt es eine Umgebung yon 

der Ordnung n -  4, die beide Punkte  a;, und  a~ gleichzeitig enthdlt. 

Beweis.  Wir benutzen wieder die am Anfange dieses Paragraphen 
angegebene Konstruktion: es sei n~mlich b~, ~ c,, (b~), bz, = c,~ (b~). Dann 
ist, wie wir gesehen haben, 

also 

22) ~ n V~ n, = a k -4- a~, V I, = a z -~- az,, 

e(b , < 2 f l  2 2"'  L)(bz bz') < 2 ---~' 

5 
~ (b~,, bz, ) ~ ~o (bk,, bk) + ~(b k, bz) + ,o(bz, b~,) < 2- ~ . 

Da anderseits die Ordnung von b~, und b~, ~ n ist, so folgt (Hilfssatz 2,)  
aus dieser Ungleichung die Existenz eines V~-S~at , ,~ -az , .  Wenn wit 
jetzt ein Vi,'-s~ V~ und ein v ~ - s ~  V~ w~hlen, so ist 

V~-3 x V~-3 ~ V ~ x  V~-3 =a~, ' V ~ - 3 x  v n - 3 ~ a z , ;  

es gibt also ein V~-4~ . - s  V~-3 V~ --~- V~n-s ~, = a k - ~  a~, w . z . b . w .  

13. F u n d a m e n t a l  folgen~-8). 

Satz  A. Wenn die Folge {ai,, ai~, . . . ,  air, . . . }  in  E konvergiert, so 
ist  { bi~ , b~2, . . . , bi~ , . . . } eine 2'undamental/olge. 

Es sei in der Tat x der Limes yon {ai,} und n ~ 3 eine ganze Zahl. 
Wenn V~. n e i n e  den Punkt x enthaltende Umgebung yon der Ordnung n 
ist, so enth~lt sic alle air, bei denen ~ grS]er als ein gewisses ~, ist; 

1 r" folglich ist (Satz N) ~(b~,, b~, , )<  2~_---- ~ fiir alle ~', > ~ ,  w.z .b .w.  

Zusatz .  Wenn {a~} und {ar gegen denselben Punkt konvergieren, 
so siva {bi ) { bj ) kon/i  z, d.h.  O. 

Die Folge {ai~, ar ai~, ai~, . . . ,  ai,,, ai~., . . . }  ist in der Tat konvergent; 
die Anwendung des Satzes A liefert also sofort das gewiinschte Ergebnis. 

H i l f sa t z .  Wenn x und y zwei vergchiedene Punkte yon E sind, so 
gibt es ein F~, welches keine einzige der Inklusion 

x - ~  y c V~ 

geniigende Umgebung V;. ~ enth~lt. 

.~z) ak, ist der Hauptpunkt yon V~. 
ca) Hausdorff, 1. c. S. 314. 



Metrisation k o m p a k ~ r  R~ume. 291 

Es seien V~ und V, zwei zueinander fremde Umgebungen; zu jedem 
von x und y verschiedenen Punkte yon E w~len  wir daun eine in 
E -  (x + y) enthaltene Umgebung. Wenn wit aus dem in dieser Weise 
erhal~nen Umgebungssystem {V~}z= E eine Uberdeckung/I  herausgreifen 
und ein F~ ~/~r w~hlen, so besitzt ersichtlich I'~ die verlaugte Eigenschaft. 

Satz  B. Wenn {b~} eine Fundamental/olge ist, so ist {a~} im  
Raume E konvergent. 

Zufolge der Kompaktheit yon E geniigt es, zu zeigen, dab {a#} einen 
einzigen H~ufungspunkt hat~). Wit setzen hingegen voraus, dab x und y 
zwei versehiedene H~ufungspunkte yon {a~} sind, und w~hlen alsdann 
ein F~, welches dem vorigen Hilfssatze entspricht; es gibt also kein V~, 
das x und y gleichzeitig enth~lt. Wit w/ihlen dann ein solches v ,  dab 

1 
fiir alle v', > v, die Entfernung ~(b~, b~/,) < 2~+5 ist, und zwei Um- 

V-+I v*+l gebungen von der 0rdnung n +  1, n~mlich ~ ~ x  und . ,  b y .  Es 
gibt, unserer Voraussetzung gem~B, Punkte ai~ mit beliebig hohen Indizes v, 

die in V~ +~ bzw. in V~ +1 enthalten sind; es seien also v' und v" zwei 
ganze Zahlen, die den Bedingungen 

VN V,? v ' ,  > rn ,  ai~, ~ , a l e ,  '- 

1 also (Satz T) geniigen; daraus folgt die Ungleichung Q(b~,, bi~,,)< 2~+--- ~ ,  

die Existenz e;_nes v*+~, ,, ~ ai~, ~' ai~,,. Folglich ist 

-r:,n+ 1 TTn+l v n + l  

was auf die Existenz eines 
n V): ~ T~Trt+l r ~ T n + l  - r , n + l  

also auf einen Widerspruch fiihrt. Damit ist Satz B bewiesen. 

Zusatz .  Wenn {bi~} und {bj~} konfinale Fundamentalfolgen sind, 
so konvergieren {a~} und {ar zu demselben Punkte. 

Es geniigt, den Satz B auf die ~'undamentalfolge {b~,, be,,..., bi~,, br } 
anzuwenden. 

14. Der R a u m  M. Wit kSrmen M o als eine iiberall dichte Teil- 
menge eines vollstSndigen metrischen Raumes M betrachten~ 

Es sei x irgendein Punkt von E, und {a~} eine gegen ibn konver- 
gierende Folge~S). Die Folge {b~} ist dann, wie wit es im vorigen Para- 

24) 1. c. S. 234. 
95) Hausdorff, 1. c. S. 315. 
~6) Die air sind Punkte  der in /~ iiberall dichten Monge /~o. 

19" 
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graphen gesehen haben, eine Fundamentalfolge; sie konvergiert also gegen 
einen Punkt y yon M; und es folgt aus dem Zusatze zum Satze A, dal~ 
y eindeutig dutch x bestimmt ist. Anderseits folgt aus der Dichtigkeit 
yon M o in M und aus dem Satze B, dab ]eder Punkt y yon M a u f  diese 
Weise gewonnen werden kann. Der Zusatz zum letzteren Satze lehr~ uns 
endlieh, da$ zweien versehiedenen Punkten xl und x~ yon E zwei ver- 
sehiedene Pun~e  Yl und y~ von M entsprechen. 

Wi t  h a b e n  also eine e i n e i n d e u t i g e  A b b i l d u n g  yon E auf M 
e r h a l t e n ;  diese AbbiIdung ist eine Erweiterung tier urspr'tingliehen Ab- 
bildung yon E o auf M o, wie man es leicht aus tier Betrachtung yon •olgen 
{a~,ai , . . . ,  as , . . .  } (a~Eo)  schlieBen kann. 

Ich behaupte endlieh, dab diese A b b i l d u n g  nebs t  ih re r  Um- 
k e h r u n g  stetig ist.  Wegen der Kompaktheit yon E geniig~ es, zu zeigen, 
daI~ M stetiges Bild yon E ist:7); dieses folgt aber unmittelbar aus dem 
folgenden Satze: 

Es seien x, und  x~ z w e i P u n k t e  yon E, die in e ine r  u n d d e r -  
se lben  U m g e b u n g  n - t e r  Ordnung  Vz ~ l iegen;  w e a n  y, u n d  y.~ die 

ihnen  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  yon M s ind,  so i s t  ~)(y~, y~) < 1 
2n-8"  

Es seien {ai~}-+ x, und {as ,}-+ x, zwei Folgen zu E o gehSrender 
Punk~e; dann ist unserer Konstruktion gemini] { hi,} --~ yl und { bj~} -*  y~,. 
Wit kSnnen also, da x~ + x ~ r  ist, zu jedem e > 0 ein solches v 
wiihlen, dab 

(14) 

8 
0 (Y~, bs,) < 

ist. Aus (14) folgt abet (Satz N, w 12), dal~ 

also 

1 

e b;.)< 

Q(YI, Y~) <: O(Yl, bi~) + ~(bi,, bi~ ) + o(bj., yo.) < ~ - 2n-a 

Da dies fiir jedes e gilt, so ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wir haben also bewiesen, dab es e ine e i n e i n d e u t i g e  und be ider -  
se i t s  s t e t i g e  A b b i l d u n g  yon E auf M gib t ,  d. h. dab jeder dem 

2~) 1. e. S. 365, VIII. 
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II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigende kom~akte to~pologische Raum einem 
metrischen Raume hom6omor~h ist. 

Damit ist unser Ziel erreicht. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dab Herr Paul Alexandroff viele 
interessante Anwendungen des soeben bewiesenen Satzes gefunden hat; 
insbesondere hat er, auf diesen Satz fuBend, das Metrisationsproblem flit 
die im Kleinen kompakten RSume gelSsteS). 

GStt ingen,  den 15. VII. 1923. 

~s) Diese Arbeit erscheint gleichzeitig in diesen Annalen. 

(Eingegaugen am 1.8. 1923.) 


