Uber die Metrisation der kompakten topologischen
Riume,.

Von

Paul Urysohn ¥ in Moskan.

1. Der Zweck dieser Arbeit ist zu beweisen:

Ein kompakter topologischer Raum?*) ist dann wund nur dann metri-
sierbar, wenn er dem II. Abzihlbarkeitsaxiom?®) geniigi®); dabei nennen
wir einen topologischen Raum metrisierbar, wenn zwischen seinen Punkten
eine den gewohnlichen Voraussetzungen geniigende*) und zu denselben
Limesbildungen wie das urspriingliche Umgebungssystem fithrende Ent-
fernung definiert werden kann.

Der zu beweisende Satz kann also auch folgendermaflen formuliert werden:

Das 1I1. Abzihlbarkertsaxiom ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung, damit ein kompakier topologischer Raum eimem metrischen
Raume®) homoomorph ses.

Der Schwerpunkt ist der Beweis des Hinreichens (d. h. die Metr:-
sation); auf den leicht zu fithrenden Beweis der Notwendigkeit gehe ich
iiberhaupt uicht ein, da man ihn smplizite schon im Hausdorfischen Buche
finden kann¢). Ebenso lasse ich beiseite die Erlduterung der Bedeutung,
die dieser Satz fiir die Begriindung der Topologie hat?).

3) Im Hausdorffschen Sinne: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, Veit (1914),
S. 218 und 230.

2) Hausdorff, 1. ¢. 8. 263 (Axiom (F)).

%) Allerdings muB das IL Abzihlbarkeitsaxiom so formuliert werden, daB die
aus endlich vielen Punkten bestehenden Riume dabei nicht, wie es bei Hausdorff der
Fall ist, ausgeschaltet werden. Da jedoch solche Riume trivial sind, so geniigt es,

wenn wir im folgenden nur aus unendlich vielen Punkten bestehende Ridume be-
trachten.

4 L e. S. 211,
% L e, 8. 211.
® 1e 8 274, X u. S. 273.
%) Man vergleiche hierzu eine Note, die ich vor kurzem in dem Bull. de I’Acad.
Polonaise (1923) publiziert habe. — Wibrend der Drucklegung dieser Arbeit ist eine
18*
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Bezeichnungen. Ich schlieBe mich im wesentlichen an die Hausdorfische
Terminologie an, benutze aber etwas andere Operationszeichen., Nimlich, die Ver-
einigungsmenge von 4 und B soll immer (auch wenn 4 und B nicht elementenfremd
sind) durch 44 B, der Durchschnitt dieser Mengen durch 4 < B, ibre Differenz
(d. h. die Menge der zu B nicht gehérenden Punkte von A; dabei wird nicht voraus-
gesetzt, daBl B eine Teilmenge von A4 ist) durch 4 — B bezeichnet werden. Das
Inklusionszeichen 4 < B bedeutet, da A Teilmenge von B ist, wobei 4 und B auch
zusammenfallen diirfen$).

2. Umgebungssystem. Es sei £ ein dem II. Abzihlbarkeitsaxiom
geniigender kompakter topologischer Raum, und

(1) Vs Vay oo s Vs

ein 1hn definierendes abzahlbares Umgebungssystem?®). Es ist zu bemerken,
dafl ein den Punkt x enthaltendes ¥ nicht notwendig eine Umgebung
dieses Punktes zu sein braucht. Wir fithren also ein neues Umgebungs-
system ein, wenn wir jedes ¥, , das einen beliebigen Punkt a2 enthilt, als
Umgebung dieses Punktes bezeichnen; das Hausdorffsche Kriterium1®) zeigt
aber sofort, dal das neue System dem alten gleichwertig ist.

Wir werden also im folgenden immer voraussetzen, daB jedes V, eine
Umgebung eines jeden in thm enthaltenen Punktes ist.

3. Uberdeckungen. Da E kompakt ist, so gilt fiir thn der Borelsche
Uberdeckungssatz'). Es gibt also gewifl solche endliche Systeme von
Umgebungen

1 e (ha)
L ={V;", V;7, ..., V"),

die den ganzen Raum iiberdecken; wir nennen sie Uberdeckungen. Ver-
schiedene Uberdeckungen gibt es abzihlbar viele; wir bezeichnen sie in
irgendeiner Reihenfolge mit

(2) I, 1, ... II

ny "

gemeinschaftliche Note von P. Alexandroff und mir in den Pariser Comptes Rendus
(177, S. 1274) erschienen, in der unter Benutzung des (daselbst zitierten) Chittenden-
schen Satzes das Metrisationsproblem eine allgemeine (aber ziemlich komplizierte) Losung
findet. Ubrigens erlaubt der Chittendensche Satz auch den zweiten Teil des Beweises
des in dieser Arbeit behandelten Satzes erheblich zu vereinfachen: insbesondere hat
mir Herr F. Hausdorff einen erstaunlich einfachen Beweis miindlich mitgeteilt. —
In der soeben zitierten Note wird man auch weitere Literaturangaben finden,

) = 4 besagt, daB der Punkt z zur Menge A gehort.

%) Da eine Menge ohne Umgebungen kein Raum ist, so ist es zweckmiBig zu
sagen, daB das Umgebungssystem den Raum definiert. Verschiedene Umgebungs-
systeme in derselben Menge definieren im allgemeinen verschiedene Riume, wohl
aber denselben Raum, wenn diese Systeme gleichwertig sind (Hausdorff, 1. ¢., S. 260).

10) L ¢. 8. 261.

M) Le 8. 272, VL
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Eine Uberdeckung I7; nennen wir reguldr, wenn sie keine iiberfliissige
Umgebungen enthilt, d. h. wenn jedes V;” mindestens einen Punkt (Eigen-
punkt) enthilt, der in keinem anderen V;° liegt. Aus jedem nicht regu-
laren IT kann man mittels sukzessiver Weglassung der iiberfliissigen Um-
gebungen ein regulires I7,, gewinnen; die Beziehung von I, zu II,, werden

wir durch die Gleichung
11, = J(II,)

bezeichnen. Wenn II, reguldr ist, so soll J(II,)=II, sein.

4. Hauptmenge. Es sei IT irgendeine reguldre Uberdeckung. Wenn
wir in jedem dazu gehorigen V,” einen bestimmten Eigenpunkt wihlen,
so erhalten wir eine endliche Punktmenge; verfahren wir ebenso mit jeder
reguliren Uberdeckung, so entsteht eine abzihlbare Menge

(8) @iy Aoy oo oy Qs v e vy

die wir ein fiir allemal fest gewihlt denken, mit E, bezeichnen und
Hauptmenge des Raumes E nennen.

E, ist im Raume E iiberall dicht*?).

Es sei, in der Tat, V, irgendeine Umgebung, und 2 irgendein in V,
liegender Punkt. Wir setzen dann V, =V, und wihlen fiir jeden von «
verschiedenen Punkt y ein den Punkt z nicht enthaltendes V,. Das so
erhaltene unendliche Umgebungssystem {V,} _, iiberdeckt offenbar E; man
kann folglich daraus ein I7 ,. also auch ein regulires I, herausgreifen.
V, wird aber dann notwendig zu diesem /I, gehbren, da es die einzige
Umgebung des urspriinglichen Systems war, die den Punkt z enthielt.
Zufolge der Konstruktion von Z, enthdlt V., — und n war willkiirlich ge-
wihlt — mindestens einen Punkt von E,, w. z. b. w.

Wenn wir jetzt irgendein reguldres IT,

{1 @ (h,
-Z];:‘-{Vz )7Vi a"'>Vi )}

haben, so konnen wir fiir jedes seiner V;” einen Rigenpunkt af aus E,
wihlen. Wenn wir dabei jedesmal aus allen zuldssigen Punkten den-

Jenigen wihlen, der in (3) den kleinsten Index hat, so werden wir
sagen, daf
a0, ..., o
die Hauptpunkte von II; sind.
5. Inklusion der Uberdeckungen. Wir werden sagen, da8
_ 0= v, v, ..., v}
in

1 2 3
I, ={VO, V2, ..., vk .
12} 1 c. S. 249.
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enthalten ist — in Zeichen: IT, = IT, —, wenn jedes V" in einem V™ enthaten
ist. Offenbar ist
und aus

o<1, I <lII
folgt k % l

II, = IT,.

Das Zusammenbestehen der beiden Inklusionen H < IT;, und IT < II,
werden wir kurz durch

(4) - I, < 1,

bezeichnen; und wir werden zeigen, daf es zu jedem Paare II, IT, ein
der Inklusion (4) geniigendes I, gibt.

In der Tat gehort jeder Punkt x von K zu einem V® aus I, und
zu einem V3% aus II, also zu einem V_, das in VE < VP enthalten
ist1%). Wenn wir aber aus dem unendhchen Umgebungssystem {V_} _.
ein II.

I =V, Viryr oo -5 Vo }
herausgreifen, so ist offenbar die Inklusion (4) erfiills, da
Ve, S Vi, Ve, = V™
ist. (W.z b.w.)

6. Kanonische Kette. Eine Folge von Uberdeckungen
(5) Wy, Iy, oo, I s ..
werden wir kanonssche Kefte nennen, wenn folgende vier Bedingungen er-
fiilllt sind:
1. sdmtliche 17, sind reguldr;
2. anDan+1 (k:]-’ 23 '-'>;
3. jeder Hauptpunkt von H,,k ist auch Hauptpunkt von H”k+1;
4. jede Uberdeckung II; enthalt ein I, .

Wir beweisen jetzt, daf es kanonische Ketten wirklich gibt. Wir
setzen hierzu ITy = J(II) und verfahren weiter durch Induktion, wie
folgt: Wenn I7,,, IT,,, ..., I, _ schon definiert sind, so bezeichnen wir mit

(6) “1:“2,“%“11&,"_1

ihre Hauptpunkte (d. h. die Hauptpunkte von I,  ); und es sei N, der
grofite Index, den die Punkte (6) in der Folge (3) haben. Wir wiahlen
dann eine der Inklusion

(7) Iy & Oy < 11,

~1

*3) Axiom (B) von Hausdorff.
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geniigende Uberdeckung
II(k) - {V((kl)): (132))3 “say .V((z{{)}'
Wenn jetzt z irgendein Punkt von E ist, so seien
V(%i)v V(%z)a ‘- V((‘ut)
alle diejenigen zu ITy gehorigen Umgebungen, die diesen Punkt enthalten;
die Menge
(8) 6, — (V& < V) < .. < Vi) — [ Yo, — o]

j=1

ist offenbar ein den Punkt x enthaltendes Gebiet; also gibt es en V,
das in G, enthalten ist. Das System {V,} _, iiberdeckt den Raum; da-
bel ist aber Vo, (1 <m,_,) die einzige Umgebung dieses Systems, die den
Punkt e, enthilt. Wenn wir also aus dem System {V,} _, eine Uber-
deckung IT,; herausgreifen, so werden alle V, (7 <m,_,) zu Il gehoren;
dasselbe gilt auch fiir die reguléare Uberdeckung J(IIy), die wir mit IT, be-
zeichnen wollen.

Aus der Konstruktion von ITy ist es sofort ersichtlich, da8
I, < Il = Iy, also, wegen (7), 11, = 11, ist. AuBerdem sind alle
o, (+ <m,_,) Hauptpunkte von I, . In der Tat ist e, ein Eigenpunkt
der zu II, gehdrenden Umgebung Va : auBerdem ist er in der Folge (3)
enthalten und hat daselbst einen Index der < N, ist. Da aber zufolge (8)
zwei verschiedene a; (j <N,) nicht zu emmem V,, also zu Vo, gehoren
konnen, so ist «; ein Hauptpunkt von I, .

Wenn wir jetzt die geschilderte Konstruktion weiter fiihren, so er-
halten wir eine Folge (5), die, wie ersichtlich, den ersten drei Bedingungen
geniigt; daB aber auch die vierte erfiillt ist, sieht man sofort aus der fiir
jedes k giiltigen Inklusion

an < H(k) < Hk—l
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Es sel noch auf folgende zwei Tatsachen hingewiesen:
1) Simtliche a,, deren Indizes < N, sind, sind Hauptpunkte von /7, ; also
ist jeder Punkt von E, Hauptpunkt einer Uberdeckung, die zur
kanonischen Kette (5) gehort.

2) Jede Teilfolge der Folge (5) ist offenbar auch eine kano-
nische Kette, die die soeben genannte Eigenschaft besitzt.

7. Hohere Inklusionen. Wir verschirfen jetzt folgendermafen
den Begrifi der Inklusion zweier Uberdeckungen I, = {Vy, ..., Va=}
und 77, = {V,ﬁn, ey V,(,h")}: wir werden erstens

Hmé Hn
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schreiben, wenn es zu jeden zwei zueinander nicht fremden Umgebungen
V9 und VP von IT, (V,ff) >< V<4 0) ein sie beide enthaltendes 4%
von II, gibt:
V2Vl + V. )
Wir werden zweitens
o,
schreiben, wenn es zu jeden drei den beiden Bedingungen
Vi < Vi 0, Vi ><Vu' =+0

geniigenden Umgebungen von I/, ein V¥ von II, gibt, das sie samtlich
enthélt:
V' 2V 4V =+ V-
Es sei bemerkt, daB wir die Ungleichungen ¢ = j <4 k& nicht vorausgesetzt
haben; also folgt I7, = IT, aus IT, & IT, und II, & IT, aus II,,< 1T,
Es folgt weiter, wie leicht ersichtlich, sowie aus

II,=I,& 1,
wie auch aus

I,e1,<11,

daB
Io,&1I,.
Endlich folgt aus den Inklusionen
II, &I, < 10,
daB

3
II, =11 ;
in der Tat, wenn V,? < V7,240 und V9 =< VP 4 0 sind, so gibt es,
wegen II, & II,, ein V," o V5 - V,3 und ein VOSVY L V2 und es

ist V< VP o V2 40; also gibt es, wegen IT, & II,, ein

N,

B AR RS RN AN A
w. z. b. w.
8. Hilfssatz. Zu jedem II_ gibt es ein II & II,. Man kann

g LENY

dabei die Voratissetzung I == IT hinzufiigen: es geniigt in der Tat, den
Hilfssatz auf ein von I7, verschiedenes I, — II, anzuwenden.

Beweis. Wenn unsere Aussage nicht richtig wire, so konnte man,
insbesondere in jedem II, der kanonischen Kette (5), zwel zueinander

nicht fremde Umgebungen Vi'! und V4*' finden, deren Vereinigungsmenge
Vit - V4% in keinem V.2 von II ginzlich enthalten ist. Es sei dann

%) Die Inklusion I7 & I7 ist im allgemeinen nicht erfiillt.
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y, ein Punkt von Vi < V¥, ¢ irgendein (wegen der Kompaktheit
von E sicher vorhandener) Hiufungspunkt der Folge {y,}; wir konnen
aus {y,} eine gegen y konvergierende Teilfolge {yk7} aussondern. Wir
bezeichnen ferner mit V, irgendeine zu II  gehérende Umgebung des
Punktes y; alle Y, s deren Indizes § ein gewisses j, iibertreffen, liegen
dann in V2. Unserer Voraussetzung gemif muB mindestens eine der
beiden Umgebungen Vk{;} und Vk{j} (j >4,) aus V, herausragen; wir
konnen immer die Bezeichnungen so wihlen, daf dies mit der ersten
geschieht :

(9) Vit — Va4 0 (7> do)-
Wir definieren jetzt folgendermaBen ein System von Umgebungen
{Vz}zCE:
1. wenn z < VY, so setzen wir V= Vp;

2. wenn < E — V,,, so wihlen wir ein VZCE-—{y—{—.Z‘O’ ykj}.

j=de+1
Ein solches V_ existiert zufolge der Abgeschlossenheit von y Zw' Y .
j=jotl

In diesem System {V_} ist folglich jedes V, entweder mit ¥ identisch

oder zur Menge ¥ Yy, fremd. Wenn wir also aus dem soeben definierten
j>jde -

System eine regulire Uberdeckung II = {V,,, V,,, ..., Vz,} herausgreifen,

so ist eine der dazugehérigen Umgebungen mit V,, identisch, alle anderen

aber zur Menge Zw Y, fremd:

7=?‘o+1

8 -]
Ver = Va, t;; Vo, < 3 3, =0.

j=30+1
Wir wihlen endlich ein IT,, < IT %) und ein den beiden Bedingungen

kj =%, §>7g

geniigendes j; dann ist auch
I, <1I.
J

Infolgedessen muf Vk{] "} in einem V., enthalten sein; da aber Vk{;} den
Punkt y, (5> jo) enthilt, so ist £=1, also

Vil e Vo, =V,
was mit (9) im Widerspruche steht. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen.

9. Metrisierende Kette. Es sei II, irgendeine zur kanonischen
Kette (5) gehorende Uberdeckung. Durch zweimalige Anwendung des so-

15) Sieche § 6, 4.
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eben bewiesenen Hilfssatzes erhalten wir dann ein I & IT, und ein

Iy & ITo; wenn auBerdem U,,,kz die erste Uberdeckung aus (5) ist, die
den beiden Bedingungen
by >k, 1L, < I
geniigt, so ist (§ 7)
1, S Iy & ,,,
also

ﬂ“’kz é I]“Ll (k?. = kl)’

Wenn wir dieses Verfahren unendlich oft wiederholen, so erhalten
wir eine Folge

(10%) 1, , ﬂ%’ eo., 17,

AR
von Uberdeckungen, die erstens — zufolge der SchluBbemerkung des § 6

eine kanonische Kette bilden, zweitens aber nicht nur der allgemeinen
Bedingung 2. fiir kanonische Ketten, sondern auch der schirferen Bedingung

3
*®
% II, SII,
7 a1

Gentige leisten.

Eine solche den Bedingungen 1., 2%, 3., 4. geniigende Folge (10%)
nennen wir wmetrisierende Ketle.

Wir denken uns jetzt, da die soeben gewonnene metrisierende Kette

(10) r,r,...,T,...

ein fiir allemal fest gewahlt ist, und fithren neue Bezeichnungen ein, in-
dem wir

PJ.:‘:{VII; V;: RN V£1}1
Do={Vi, Vi, ..., Vi,}

n 3 %
an{vl’ Vg, »rey an}
setzen, wobel auferdem die Bezeichnungen so gewihlt sind, da8

VioVi o . .oV o ...

und alle diese Umgebungen denselben Hauptpunkt @, besitzen.

Die Hauptpunkte bezeichnen wir mit

1 1 1
ay s @2 3 ceey Qpys

2 2 2
a4+t s Apy42 5 v o5 Qpys

-

» ” n
Ohgo1tts Dhyo 1425 -5 Qhys
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wobei a;" der Hauptpunkt von Vi*, Vi**™', ..., V@*t*, ... ist; Haupt-
punkte von I' sind diejenigen az', bei denen m <n (oder k < h,) ist.
Bei den a;* darf der obere Index auch fortgelassen werden; die Folge

(3%) Ay Boy vvvy Ay < v

1st mit der urspriinglichen Folge (3) bis auf eine Umnumerierung identisch
(§ 6, SchluBbemerkung):

(=)
2o, =E,.
k=1

10. Ordnungen. Wir nennen Ordnung einer Umgebung V" bzw. eines
Hauptpunktes a;" den betreffenden oberen Index m. Es ist zu bemerken,
daB die Ordnung des Hauptpunktes einer Umgebung die Ordnung der
Umgebung selbst nicht iibertrifit; wenn a;" und » > m gegeben sind, so
gibt es immer eine Umgebung n-ter Ordnung, deren Hauptpunkt az" ist.

Es sei noch auf folgende Eigenschaft der metrisierenden Kette (10)
hingewiesen:

Wenn Vi einen Hauptpunkt a;" von niedrigerer Ordnung be-
sitzt (m < n; also ist et vorhanden), und wenn auferdem

Ve <V'=+0, V"< V=40
ist, so ist
V4V +VeVi .

In der Tat ist wegen der Bedingung 2* (§9) Ve+ V" -+ V" in
einem V™! enthalten; da aber V2" o V{2 ai" und a)* der Hauptpunkt
von V3! ist, so muB V7' mit V¢ identisch sein. (W.z b.w.)

11. Der Raum M. Es sei

M,={b,by,....b,...}
eine abzihlbare Menge, die wir mit Hilfe der Relation b, ~ a, eindeutig
auf E, abbilden; wenn a,=a; ist, so werden wir auch by statt b
schreiben. Wir fithren jetzt folgendermafen Entfernungen o (b,, b,) einé):

A;. Wenn Vi >< V' =0 ist, so setzen wir o(bz, b ) =1;
wenn Vg >< V' == 0 ist, so setzen wir o (b, b ) = 3-
Damit erhalten wir fiir die 4, Punkte &; erster Ordnung eine dem
Dreiecksaxiom geniigende Entfernung.

A,. Wir nehmen jetzt an, dafl eine dem Dreiecksaxiom geniigende
Entfernuug o(b,, b,) schon zwischen allen Punkten der Ordnung < n
(d. h. fiir £,1 < hy—1) festgesetzt worden ist, und zwar in solcher Weise,
daBl die beiden Bedingungen

%) Da o (%, b;,) = 0 zu setzen ist, so geniigt es im folgenden, nur den Fall k =/
zu beriicksichtigen.
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( In-1): o(b,, b,) ist ein ganzes Vielfaches von P

(TL—1): @(b, b)=——5, wemn V7 ' <V %0

erfiillt sind ((I,) und (III) waren, zufolge A3, offenbar erfiillt).

Wir definieren jetzt o(b,, ,) fiir alle &k und 7, die <5, sind; dabei
soll diese Entfernung mit der alten iibereinstimmen, wenn beide Punkte
von einer Ordnung < n sind, und es sollen sowohl das Dreiecksaxiom
wie auch die den Bedingungen (I,_;) und (II,_,) analogen Bedingungen
(I,) und (II,) erfiillt sein. Wir unterscheiden folgende drei Fille:

a) Wenn Vi >< V" <=0, so setzen wir o (b,, b;) =2—1—” .

Diese Definition ist widerspruchsfrei, da mindestens einer der beiden
Punkte von der Ordnung = ist. Wire in der Tat die Ordnung von b,
kleiner als n, so wire a, Hauptpunkt einer Umgebung V7', die (§ 10)
Vi -+ V", also auch @, enthalten wiirde; also wire in diesem Falle g,
gewiB kein Hauptpunkt von I',—;, d.h. kein Punkt von einer Ordnung << n.

8) Wenn VE<Vi#=0, aber Vic V' ist, so setzen wir
(bmb) 2n —.

Auch diese Definition ist widerspruchsfrei, da man sich — ebenso
wie im vorigen Falle — sofort iiberzeugt, da3 die Ordnung von b, gleich = ist.

v) Wir betrachten jetzt den Fall, wo die vorhergehenden Definitionen
noch nicht geniigen, ¢ (b,, b,) festzulegen. Zwischen den verschiedenen die
Punkte b, und b, verbindenden endlichen Punktketten [by b, b, ... b, b,]
gibt es dann gewil auch solche — wir werden sie melrische Ketten
nennen —, in denen fiir jedes benachbarte Punktepaar die Entfernung
schon definiert ist.

Es sei in der Tat V)" eine Umgebung von der Ordnung n — 1, die
Vi enthilt (Vi = a, ~ b)), und V2" eine solche, die > V;*; dann ist
[ by, bs, by) eine metrische Kette.

Wir nennen Ldnge einer metrischen Kette die Summe der Liangen
ihrer Glieder, d. h, die Summe

0 (b, by) 4+ 0 (byy b)) + ...+ (b, b).

Ich behaupte jetzt, daB es zwischen ébk und b, eine Minimalkette,
d. h. eine metrische Kette kleinstmoglicher Linge gibt. In der Tat kann
man mittels sukzessiver Weglassung der hintereinanderstehenden Wieder-
holungen eines und desselben Punktes und der geschlossenen Zyklen jede
Kette durch eine nicht lingere Kette ersetzen, die jeden Punkt héchstens

Y Wenn k< h,—,, d. h. wenn die Ordnung von @, < n ist, so ist s, = k.
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einmal enthdlt. Da es aber solcher wiederholungsfreier Ketten offenbar
nur endlich viele gibt, so ist unsere Behauptung bewiesen.

Wir setzen alsdann o(b,, ;) gleich der Linge einer Minimalkette.

Da die Bedingungen (I,) und (II,) offenbar erfillt sind, so bleibt
£8 nur zu zeigen, daf

0(by, b,) L 0(b, b,)+0(b,, b;)

ist (Dreiecksaxiom). Da die Linge einer die Punkte b, und b, verbinden-
den Minimalkette [b; b, by, ... bs, b;] unserer Definition gemif jedenfalls
nicht gréfer als ¢ (d,, b,) sein kann*®), ebenso die Lange der Minimalkette
[Be bs; y bsypy -+ - bs; D) < @by, by) ist, endlich aber die Lange einer b, und b,
verbindenden Minimalkette < der Lange von [z by, bs, ... b5, b: b, - - bs; br] s
also <o (b, b,)+ 0(b,, b;) ist, so geniigt es, zu zeigen, daB

die Léinge einer Minimalkette zwischen &, und b, nicht
kleiner als ¢(b,,d,) sein kann.

Letztere Tatsache ist aber in den Fillen 4,v, 4,¢ und 4,8 un-
mittelbar einleuchtend: im ersten zufolge der Definition von ¢(b,, b,) in
diesem Falle, im zweiten infolgedessen, dafB die Linge jeder Kette > 217
ist; im dritten Falle folgt sie endlich daraus, daB nur die eingliedrigen,
auf Grund von A4, a — was hier offenbar nicht zutreffen kann — de-
finierten Ketten eine Linge von < 2—::1— besitzen konnen.

Es bleibt also nur der Fall 4, _, iibrig, d. h. derjenige, wo b, und

b, beide eine Ordnung < n haben. Wir betrachten in diesem Falle irgend-
eine metrische Kette [b; b, b;, ... bs b]; wenn bz, b, ,b by, » by
u

Say? Y8g,0 *"

diejenigen Punkte dieser Kette sind, deren Ordnungen < » sind, so ist

zufolge dem, wie wir vorausgesetzt haben, fiir Punkte < n-ter Ordnung
erfiillten Dreiecksaxiome

Q(bka bl) é Q(bka bsa,_) + Q(bsal, bsa2) + s "i'" Q(bsah, bl):

es geniigt also zu zeigen, daB jedes Q(bsaj, bsajﬂ) nicht gréfer als die

Linge des betreffenden Abschnittes unserer Kette ist; d. h. wir haben
nur solche Ketten zu betrachten, deren Endpunkte < m-ter, simtliche
Mittelpunkte aber von n-ter Ordnung sind.

Es sei also [b,b, b, ... D, b,] eine solche Kette:
k,lghw—u 8J>k”—1 (7':_—_':1, 27 ey i);

%) In den Fillen dp—1 (d. i k, ¢t < hy—1), Ana und 4,3 ist diese Kette
eingliedrig.
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wenn wir ihre Linge durch —g; bezeichnen?), so haben wir zu
zeigen, daBl (b, bz)gg—,; ist.

Beweis. Zufolge der Definition der metrischen Ketten ist die Ent-
fernung zwischen b, und b&}+1 notwendigerweise auf Grund von A, e
2
eingefithrt; also ist

Q(bsj) bsj+1)‘—’ 2“” VSJXVSJ+1+O (?—-I, 2, ...,Z 1)-
Fiir o (b,, bsl) sind hingegen zwei Moglichkeiten vorhanden: entweder
sind wir auch hier im Falle 4, ¢, — und dann ist o (bys bsl) — 51;

und V' >< Vg4 0; oder im Falle 4,83, was o(b,b,) =% und
Ve 'V, zur Folge hat. Dasselbe gilt auch vom Punktepaare b, , b,

Wir konnen voraussetzen, da r > 3 ist: der Fall einer eingliedrigen
Kette [b, b,] ist ndmlich trivial, und in allen anderen Fillen ist die ge-
nannte Voraussetzung erfilllt. Es konnte in der Tat r << 3 nur noch
im Falle einer zweigliedrigen Kette [b,5, b] sein, wenn auBerdem

o(b,, bgl) = Q(bsl, b,) = —2% wire; dies ist aber unmoglich, da die, wie wir

soeben gesehen haben, in diesem Falle erfiillten Relationen V) < Va0
und Vi >< V"= 0 die Existenz einer V" '> V'V, V", also einer
Umgebung (7 — 1)-ter Ordnung, die zwei Hauptpunkte, ¢ und a,, von
Iy, enthidlt, zur Folge hitten.

Wir fithren jetzt folgende Bezeichnungen ein: Wenn die Linge des

n

Abschnittes [b, b, ... bs ] unserer Kette = 2i ist, so setzen wir b; = by,

as = ey und K‘g: Via; also ist b, = by, b, = by oder by, b, = b,z
Odel' b[f_l]’ bl: b[f]-

Ich beha.xfpte, daB V7' > ay: wenn by nicht existiert, also b= b, »
o(b,, bsl) = % ist, soist V""" 2V >a, = ap; und im Falle der Existenz
von by st b, =bu, bu=bu, o(b.d,)=e(b,, b,)= 1, abo
Vi<Vaa0, Vi< Va==0, was (§10) die Inklusion

Ve Vi Vi + Va2 a, = ap

zur Folge hat.
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Ebenso wird die Inklusion V' '>aj-, bewiesen®s),
Es sei jetzt o irgendeine den Ungleichungen

0<6<’C=E’( ;3) *)

geniigende ganze Zahl. Dann ist, wie wir schon gesehen haben,

n n n
Vo1 < Vigogn = 0, Vio+1>< Vizoyoy = 0;

es folgt also aus I, ;2T , daB es eine Umgebung (n —1)-ter Ordnung
fat gibt, die Vs Viory -+ Vieors enthilt; folglich ist

n—1
Vi) 2020+ G2ota.

Da (r —2)— 27z < 2 ist, so konnen wir in derselben Weise auf die
Existenz einer der Inklusion

-1
Vin 2apq+ ap—2

n—1

geniigenden Umgebung (n — 1)-ter Ordnung Vi;;~ schlieBen.
Wir betrachten jetzt die Punktkette

(11) [b.b(1) bi2y -.. by By,

wo b(s, ~ a(,) und a(,) der Hauptpunkt von V" ist. Sie besteht aus lauter
Punkten < n-ter Ordnung und besitzt Glieder, deren Lingen simtlich

<

== 2%-—1

sind®'), wie es aus den Inklusionen

VP < VG oap,
Ving—il =< V?a—.;_ll} 2aARs+2) (O' = 1, 2, ey T— 1),
Vi <V 2y

ersichtlich ist; da anderseits fiir Punkte < n-ter Ordnung das Dreiecks-
axiom erfiillt ist, so kommt

193) Tm Falle r =3 kann es vorkommen, daB einer der beiden Punkte Qo) und

Uy o) = Oy nicht existiert; einer von ihnen — es sei Qg — ist aber sicher vorhanden,

1 < r

gn=1 " gn’

und es ist: V27 D ap, V7o g, also V1< V7150, o (b, br) =

womit der Fall r =3 vollstindig erledigt ist und im folgenden nicht mehr beriick-
sichtigt zu sein braucht.

20) E(x) bedeutet die groBSte ganze Zahl, die < x ist; also ist 27=1r—3 oder
r—4.

21) Das Ungleichheitszeichen ist darum zu setzen, weil zwei konsekutive Punkte
der Kette (11) auch zusammenfallen kénnen.
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71
28w b) < 0 (B> biay) + T e (boys biown)) + ¢ by, By)

B39

r—1 r

L — <= w. z. b. w.
gn—1 - 2 2

H/\

r+1
27& 1
Wir haben also ein Induktionsverfahren erhalten, mit Hilfe dessen

wir fiir alle Punktepaare aus 3, eine dem Dreiecksaxiom geniigende Ent-
fernung definieren; M, wird damit in einen metrischen Raum verwandelt.

12. Relationen zwischen E, und M,. Es sei b," ein Punkt von
der Ordnung m > n, und V;">q ~ b;"; wir kénnen dann eine Reihe
von Umgebungen V"~ ! Vm" e., Ve derart finden, daB

(12) VeV eV e sV

Wemn @, ,a,,...,a, die Hauptpunkte dieser Umgebungen sind, so
bezeichnen wir den Punkt b, (dessen Ordnung < = ist) mit c,(b;");
¢, (b, ) ist allerdings im allge%glnen durch 5, und n nicht eindeutig be-
stimmt, was aber fiir uns belanglos ist. Wenn m < n ist, so setzen wir

¢, (by")="5". Wir beweisen jetzt, daB
(13)

ist. Es geniigt, den Fall m > n zu betrachten; es folgt dann aus (12)
und der Entfernungsdefinition des § 11, da8

k> “n

1 1 1
et b,) < oy 08, b) S og o 0B b ) S o
also
1 1 1 1 ,
o(b,, bm_n)—é—ﬁ+2n+1+”‘ +2m—1 < i (W.z.b.w.)

Es sei noch auf folgende, aus unserer Konstruktion unmittelbar er-
sichtliche Tatsache hingewiesen:

aus by=c,(b,) folgt V'oa,.
Satz N. Wenn a, und a, 2u derselben Umgebung von der Ordnung n»

gehoren, so ist o(b,, b)) <2n 3

Beweis. Es sei V" diejenjge Umgebung, die @, + @, enthalt, und
es sel ferner by —=c,(b,), by=c,(b,). Dann ist

Vi<Vi2a,+0, Vi<V/'2a=+0,

also existiert ein V, > 2V + V" V’. Der dem Hauptpunkte @, von



Metrisation kompakter Riume. 289

V2! entsprechende Punkt b, ist folglich gleichzeitig ein ¢,y (b,) und
ein ¢,-1(b;), was wegen (13)

(b, b)) Z o (b, bu) + ¢ (be, b,) < 2-
d. h. unsere Behauptung zur Folge hat.

1 1
2n—2’"2n—3’

Hilfssatz 1,. Wenn b, und b, zwei Punkte von der Ordnung < n
sind (k,? < h,), deren Entfernung o(b,, b,) < 527; ist, so gibt es eine Um-

gebung von der Ordnung n — 2, die die Punkte @, und a, gleichzeitig
enthalt.

Beweis. (b, b,) ist entweder auf Grund von A, _ja, oder von
A, a, oder von A, B, oder endlich von A,y festgelegt. Im ersten Falle
ist V¥ < V™71 L 0, also existiert ein V) 2oVt 4 V' 'oa,+a,. Im
zweiten existiert sogar ein V. '>a,--a,, also ein V' 2oyitoa, - a.
Im dritten ist entweder V< V7%, also V" ' 2a, + a;, oder V' V,* ™", also
Vi '>a,+a. Im vierten kann die zugehérige Minimalkette nur zwei-
gliedrig sein, wobei, wenn [b,b_b,] eine solche Kette ist, sowohl ¢ (b, b,).
als auch o(b,,d,) dem Falle 4, a entsprechen; es existieren also ein
Vi '>a,+a, und ein V' 'oa,+ a,, also, wegen Vi <V oa,=+0,
ein V2oV 4LV o, ta,

Hilfssatz 2. Wenn k, 1<k, und o(b,, b) < -5—n ist, so gibt es
ein V7%, das a,-- a, enthilt. 2

Beweis. Da b, und b, beide von einer Ordnung <7 sind, so ist

0(b,, b,) ein ganzes Vielfaches von —2%, also < 54; Wir kénnen voraus-

setzen, da 1. o(b,, b,) > -2%, 2. die Ordnung wenigstens eines der beiden

Punkte — » ist: wire ndmlich eine dieser beiden Voraussetzungen nicht
erfiill, so wire unsere Behauptung eine Folge des vorigen Hilfssatzes
(in der Form 1 bzw. 1 _,). o(b,,b,) ist also auf Grund von A4,y
definiert und die entsprechende Minimalkette ist hochstens viergliedrig.

Wenn die Kette viergliedrig ist, so haben alle ihre Glieder die Lénge %;

jedenfalls ist aber die Lénge jedes Gliedes < —2% Wir sehen also, daB
man immer zwel solche (nicht unbedingt voneinander verschiedene) Punkte
b;, und b,, (s,,s,< h,) wahlen kann, daB}

2 2 2
Q(bk’ bsl)éﬁ’ Q(bsw bsz) gé—’;” Q(b827 bz>§-—

= =on
ist. Daraus folgt aber (Hilfssatz 1,) die Existenz von Vi *>a,+ a,,

n—2 -2 ~2 -2
von ¥V, *>a, 4 a,, und von V' " Da,,+ a;, also wegen V)" < V' " 2a,,,
Mathematische Annalen. 92. 19
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Vi %< V2?2, die Existenz eines V' > V2 2 V22 L v *>a,+ a,
w.z. b.w.
Satz T. Wenn o0(b,, b)) < —217 ist, so gibt es eine Umgebung von
der Ordnung n — 4, die berde Punkte a, und a, gleichzeitiq enthdlt.
Beweis. Wir benutzen wieder die am Anfange dieses Paragraphen
angegebene Konstruktion: es sei ndmlich b,=¢,(d,), by =c, (b,). Dann
ist, wie wir gesehen haben,

Vieca+ay ™), Viocag+a,

£
2 2
Q(bk’ bk'><’2—;;, Q(bl,;g bz’><'§;,

also
5
o (b, by) < 0(bys b))+ 0(b b))+ 0(b, by) < on

Da anderseits die Ordnung von b, und b, < n ist, so folgt (Hilfssatz 2 )
aus dieser Ungleichung die Existenz eines V} °>a, -+ ay. Wenn wir
jetat ein Vo °>V) und ein V" >V} wihlen, so ist

-3 n~3 -3 -3 -3
Vi o< Vs " oVix Vi 2ay, Vo "< V! " 2ap;

es gibt also ein V' =V LV LV ?oa,+q, w.z. b w.

13. Fundamentalfolgen?s).

Satz A. Wenn die Folge {a;,, ai,, ..., &, ...} tn E konvergiert, so
st {bi, biyy .. .5 by, o ..} eine Pundamenialfolge.

Es sei in der Tat z der Limes von {a;,} und n >3 eine ganze Zahl.
Wenn V;* eine den Punkt z enthaltende Umgebung von der Ordnung n

ist, so enthélt sie alle a;,, bel denen » groBer als ein gewisses », ist;

EQMhMM&mN)MQM%Q<2i3mrwewﬂu>%,wahw

Zusatz. Wenn {a;} und {a; } gegen denselben Punkt konvergieren,
so sind {b; } und {b; } konfinal, d. h. ¢(b;,8; ), — 0.

Die Folge {a;,, a;,, a;,, @, ..., @;, @; , ...} ist in der Tat konvergent;
die Anwendung des Satzes A liefert also sofort das gewiinschte Ergebnis.

Hilfsatz. Wenn x und y zwei verschiedene Punkte von & sind, so
gibt es ein I' , welches keine einzige der Inklusion

r+yc Vi
geniigende Umgebung V" enthilt.

%2) q,’ ist der Hauptpunkt von Vk’,‘.
23} Hausdorfi, 1. c. S, 314.
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Es seien V, und V, zwei zueinander fremde Umgebungen; zu ]edem
von z und y verschledenen Punkte von E wihlen wir dann eine in
E — (x +y) enthaltene Umgebung. Wenn wir aus dem in dieser Weise
erhaltenen Umgebungssyster {V.},.p eine Uberdeckung IT herausgreifen
und ein I' < I7 wihlen, so besitzt ersichtlich I', die verlangte Eigenschaft.

Satz B. Wenn {b;,} eine Fundamentalfolge ist, so ist {a;} im
Raume E konvergent.

Zufolge der Kompaktheit von E geniigt es, zu zeigen, daf {a;,} einen
einzigen Hiufungspunkt hat®!). Wir setzen hingegen voraus, daf z und y
zwei verschiedene Haufungspunkte von {a;,} sind, und wihlen alsdann
ein I",, welches dem vorigen Hilfssatze entspricht; es gibt also kein Ve,
das z und y gleichzeitig enthdlt. Wir wihlen dann ein solches »,, daf

. . 1 . .
fiir alle »’,9” >, die Entfernung o(b;,, b;,) < onis ist, und zwei Um-

gebungen von der Ordnung n -1, nimlich V{52 und V;"'>y. Es
gibt, unserer Voraussetzung gem#B, Punkte a;, mit beliebig hohen Indizes »,
die in V2™ bzw.in V, "' enthalten sind; es seien also »’ und »” zwei

ganze Zahlen, die den Bedingungen

’ fn+1 n+1
v, v >, a,<cVe o, aw,cV

geniigen; daraus folgt die Ungleichung ¢ (b;,, b;,») < -, also (SatzT)
die Existenz eines V., > a;, + a@;,~. Folglich ist
Vi V,’:”“: @, Vit < Vrt o ag,
was auf die Existenz eines
Vi VI VTV s ey,

also auf einen Widerspruch fiihrt. Damit ist Satz B bewiesen.

Zusatz. Wenn {b;} und {b;} konfinale Fundamentalfolgen sind,
so konvergieren {a; } und {a;} zu demselben Punkte.

Es geniigt, den Satz B auf die Fundamentalfolge {b;,, b, -, bs,, b, .
anzuwenden.

14. Der Raum M. Wir konnen M, als eine iiberall dichte Teil-
menge eines wvollsidndigen metrischen Raumes M betrachten®).

Es sei z irgendein Punkt von E, und {a;} eine gegen ihn konver-
gierende Folge¢). Die Folge {b;} ist dann, wie wir es im vorigen Para-

) 1 e. S. 234.
2%) Hausdorff, 1. c. S. 315.
*) Die a; sind Punkte der in E iiberall dichten Menge E,.

19%
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graphen gesehen haben, eine Fundamentalfolge; sie konvergiert also gegen
einen Punkt y von M; und es folgt aus dem Zusatze zum Satze A, daB
y eindeutig durch z bestimmt ist. Anderseits folgt aus der Dichtigkeit
von M, in M und aus dem Satze B, daB jeder Punkt y von M auf diese
Weise gewonnen werden kann. Der Zusatz zum letzteren Satze lehrt uns
endlich, dal zweien verschiedenen Punkten z, und z, von E zwei ver-
schiedene Punkte y, und g, von M entsprechen.

Wir haben also eine eineindeutige Abbildung von E auf M
erhalten; diese Abbildung ist eine Erweiterung der urspriinglichen Ab-
bildung von E, anf M,, wie man es leicht aus der Betrachtung von Folgen
{a;,a,,...,a,...} (a;=E,) schlieBen kann.

Ich behaupte endlich, daB diese Abbildung nebst ihrer Um-
kehrung stetig ist. Wegen der Kompaktheit von B geniigt es, zu zeigen,
dal M stetiges Bild von E ist®?); dieses folgt aber unmittelbar aus dem
folgenden Satze:

Es seien 2, und z, zwei Punkte von E, die in einer und der-
selben Umgebung n-ter Ordnung V; liegen; wenn y, und y, die

1
2%—3'

thnen entsprechenden Punkte von M sind, so ist o(y,, %,) <

Es seien {a; } — z, und {a; } — @, zwei Folgen zu E, gehérender
Punkte; dann ist unserer Konstruktion gemi8 {b; } — y, und {&; } — y,.
Wir konnen also, da z, + 2, V;" ist, zu jedem ¢ >0 ein solches »
wahlen, daB

(14) a;, +a; <V,

Q(yla b%y) < ‘;‘> Q(y‘b b?',,) <";'

ist. Aus (14) folgt aber (Satz N, § 12), daB

1
Q (b’l:yg ij) < 2,77'_3 >

also

1
2%—3

091, 92) L0 (9, bs,)+o(bi,, 8;,) 4 0(8;,, %2) < + .

Da dies fiir jedes & gilt, so ist unsere Behauptung bewiesen.

Wir haben also bewiesen, dafl es eine eineindeutige und beider-
seits stetige Abbildung von E auf M gibt, d. h. daB jeder dem

2% L c. 8. 865, VIIL
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I1. Abzahlbarkertsaxiom geniigende kompakte topologische Raum ernem
metrischen Baume homdéomorph ist.

Damit ist unser Ziel erreicht.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB Herr Paul Alexandroff viele
interessante Anwendungen des soeben bewiesenen Satzes gefunden hat;
insbesondere hat er, auf diesen Satz fuBend, das Metrisationsproblem fiir
die 2m Kleinen kompakten Riume gelost®S).

Gottingen, den 15. VIL. 1923.

2%) Diese Arbeit erscheint gleichzeitig in diesen Annalen.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



