Zur formalen Theorie der Funktionen von mehr
komplexen Verinderlichen.

Von
W. Wirtinger in Wien.

Die folgenden Untersuchungen betreffen die allgemeine Theorie der
Funktionen von 7 komplexen Verénderlichen, ausgehend von den partiellen
Differentialgleichungen, und thre Definition durch solche auf Mannigfaltig-
keiten von 7 -1 bis 27 Dimensionen. Es ist dabel in erster Linie die
formale Theorie ins Auge gefaBlt, und die feineren Fragen, welche mit der
Theorie der Funktionen reeller Verdnderlicher zusammenhingen, werden
zuriickgestellt. Den SchluB bilden anschliefende Erorterungen iiber die
formalen Ansitze von Variationsproblemen.

I

Es seien f,(¢=1...m) m reelle Verdnderliche, ferner z;(f=1...2n)
27 reelle Funktionen dieser, die wir auf alle Féille zweimal stetig differen-
zierbar voraussetzen; so kann man aus diesen die 27 komplexen Funk-
tionen der ¢, bilden

(1) =xg,,..1-§—z'x27, 53,':(32,,._1—-7::827 (}’=’=1 e n).

Deutet man nun die z; als kartesische Koordinaten in einem Raum
R, von 2n Dimensionen, so ist dadurch, daB sie als Funktionen der i,
aufgefalt werden, im R, eine Mannigfaltigkeit M,, von m Dimensionen
gegeben.

Wir betrachten ferner reelle oder komplexe zweimal stetige differen-
zierbare Funktionen @ der reellen Variablen x3. Wir konnen diese auch
formal als Funktionen der z,, 7, auffassen und insbesondere entsprechend
den Gleichungen (1) die Differentialquotienten nach z,, 7, erkliren durch
die Formeln

) & _1( & ;0 o _1f @ .
6z, 2\8x,,_ 0%y, )’ 0%, 2 9%y, ; | 0%
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und ebenso

e R e o)
67,?627, 4 3:!:2?_15:527,_1 amgyaxgy, 8:&2?6:1'2?,_1 axzy,axgy_l ’

Soll dann @ eine analytische Funktion der z, sein, so besteben die 2
Cauchy-Riemannschen Gleichungen

oD

s

=0,

N
~

wo @ die zu @ konjugierte GroBe bezeichnet.

Der reelle und imaginiire Teil von @, also 2U = @ — @, 26V =& — @
sowie iiberhaupt jede lineare Verbindung ¢ ® -- b® = W mit konstantem
a und ) geniigen dann den n? Gleichungen

>

(5) 175z =0
Wenn eine Funktion W den Glelchungen (5) geniigt, so geniigen die
Funktionen @, = 5?—7 und @, = o5 W den Gleichungen (4), und die P, sind

daher dann analytische Funktionen der z,. Ebenso sind ¥, = OZW analy-

a

tische Funktionen der Z,.
Das ist die Verallgemeinenmg des bekannten Satzes, daBi fiir n =1

‘3
ein Integral der Gleichung ‘i pe + 25 e 0 eine analytische Funktion be-

stimmt durch die Formel

wobei u reell oder komplex sein kann.

Da aber auch ersichtlich @,dz, ebenso wie ¥,dz, vollstindige Diffe-
rentiale sind, so sind durch eine Lésung W der Gleichungen (5) je eine
analytische Funktion der z, und der 7, bestimm?t und W selbst als Summe
dieser beiden darstellbar durch die Formel

W:f‘; dz +f-—-d:a,

wobei der erste Bestandteil nur von den z,, der zweite nur von den Z
abhingt und beide bis auf eine Konstante bestimmt sind.

II.

Man verdankt Herrn T. Levi-Civital) den Satz, da8 auf einer M, im
R,, der Verinderlichen x; eine analytische Funktion F insofern willkiir-

Y} Rendiconti della Reale Academia dei Lincei, Roma 14 (1905, 29 sem.), p. 492 ff.
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lich gegeben werden kann, als man sich auf eine genfigend kleine Urm-
gebung beschrinkt und sowohl die Koordinaten der M, als auch die auf
ihr vorgeschriebenen Werte von F als regulire analytische Funktionen
von 7 reellen Parametern gegeben werden. Ausgenommen sind dabei
die von ihm als ,charakteristisch“ bezeichneten Mannigfaltigkeiten, welche
im Falle von zwei Verinderlichen mit denjenigen zusammenfallen, welche
durch Nullsetzen einer analytischen Funktion von z,, z, definiert werden
kénnen, im allgemeinen Fall aber durch das Verschwinden einer sogleich
anzugebenden Determinante gekennzeichnet werden. In der Tat, man
kann die Gleichungen der M in der Form voraussetzen

(6) G (2as ) =0, (=1...n)
wobei diese Gleichungen, da sie reell sein sollen, bei der Vertanschung der

2,%; mit ihren konjugierten ungedndert bleiben und nach n dieser Ver-
inderlichen aufgelost werden kénnen.

Werden nun die 27 neuen reellen Verianderlichen
(7 Qﬂzgﬂ(zw gﬁ')’ Gl:h’-(za"gﬂ)
eingefiihrt, so geht das System der Differentialgleichungen (4) iiber in

(8) oF 09, | 0F Ol _
/ de, 3, | b0, bz,

Aus diesem konnen die — berechnet werden, wenn die Determinante
0 Qu

‘I—m’ auf der M, und daher iiberhaupt von Null verschieden ist. Die

Methode der Majoranten liefert dann chne weiteres den behaupteten Satz.

Ist aber die genannte Determinante gleich Null auf der M, und sei
diese in einer geeigneten Parameterdarstellung

(9> za":‘:za(t).): 2ﬂ32ﬁ(tl) (1'—: 1... n)
gegeben, so 1st jetzt

g, 02, ¢ 9, a“ﬂ _
1l DR A
Also sind die Matrizes
| g, g, |l L Z, |
(11) RAL QLY B e __ﬁ
| 9% 72 xz 2 t
korrespondierende Matrizes und entsprechende Determmanten proportional.
. C . . 129,
Es ist also gleichzeitig mit %ag i~—— 0 auch } L 2 = 0, da nach Voraus-
a | 9%

etzung nic htsimtliche Determinanten der ersten Matrix verschwinden und
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ebenso nicht alle der zweiten. Das Verschwinden der letzten Determinante
aber besagt, daBl zwischen den z, wenigstens eine Relation @(z,...2,)=0
besteht, die man durch Elimination der 7, aus den ersten der Gleichungen (9)
erhilt.

DaB auch das umgekehrte richtig ist, erhellt sofort daraus, daB, wenn
eine analytische Funktion F der z, auf der M, verschwindet, in der Nihe
einer nicht singuliren Stelle der M eine analytische, eindeutig umkehr-
bare Parameterdarstellung der z,, Z, durch geeigneter reelle Verinderliche ¢;
moglich ist, fiir welche dann aus

sofort die Behauptung folgt.

Damit ist die Bedeutung des Verschwindens der Determinante klar-
gestellt. Sie bedeutet einfach, daf durch die M, eine M,,_, hindurch-
gelegt werden kann, auf welcher eine analytische Funktion der z, ver-
schwindet.

I1I.

Wir suchen nun die Differentialgleichungen, welche fiir eine in Para-
meterdarstellung gegebene Mannigfaltigkeit M, _, im R,, bestehen miissen,
damit auf dieser der reelle Teil einer analytischen Funktion konstant bleibt.

Sei U dieser reelle Teil, so hat man die Gleichungen

oU 8za , 6U 9%, \
(12) U Goe 1 2040 (e=1...m,1=1...20—1),
Y
(13) Ga5z, O
a%%
Durch Auflésung ergibt sich aus (12)
oU oU i
(14) 5z, = 0da '5——;:94/3
Dabei bedeuten 4, 4z die aus der Matrix
| 22, 03,
| 9t, 7 ot;

durch Streichung der Vertikalrethe mit y =« resp. 6 = § hervorgehenden
Determinanten und o einen Proportionalitatsfaktor.
Nun ist aber wegen (13) und nach den Bemerkungen am Schlu8 von I

(15) U= ®(2,)+ P{z.)
somit

1 0z,
(16> d(p:a“z:dz“=94a372dti
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ein vollstandiges Differential und ebenso

(17) wf_a“ dz, = o4, %d

Es miissen also g, p Eulersche Multiplikatoren der rechts von ihnen stehen-
den Differentialausdriicke sein, das ergibt die Bedingungen

oz, [ & 025 P 02,
(18) ‘Zdagg;(gj"(é‘ﬁg?)**a}—(lfy 5;-))*—"0,
(/v,/l—,") A § 22 4 v M

wo die Summe aus drei Gliedern besteht, welche aus dem ersten durch
zyklische Vertauschung von 1, u, » entstehen.

Diese konnen auch geschrieben werden

0z 0z oz
£ a o
AAa “a“t"/: Aaa_t; Aa'é‘i_:

(19\ 8Aﬂ 8Aﬂ Bdﬂ —0,
/ ! ot, c’)tﬂ et
L% O
ot, ot, at,

wo jedoch erst in der entwickelten Determinante iiber die Indizes ¢ und g

in der gewShnlichen Weise zu summieren ist.

(2n—1)(2n—2)(2n—3)
31

in denen die imaginiren Teile der rechten Seiten identisch verschwinden,

denn es ist identisch

Die Gleichungen (18) ergeben Gleichungen,

4 oz, Y 0z,
a'aTZ' + a é'tg' =0.
Fir den einfachsten Fall » — 2 ist auch die nihere Ausrechnung von

Interesse. Setzt man die M, , in der Form gegeben voraus

z, = (2, 22 %;)
und bezeichnet die Differentialquotienten von f durch entsprechende In-
dizes, so kann man als Parameter z,, z,, #; nehmen.
Die Formel (16) gibt dann

dz, +idz,, dz,+1i(f,dx,+fdx,+f,dx,), O 0
(20) dd=0p ! th 1. -—z.f,_ >
¢ ¢f, —1 —fy
0 14-2f, 0 1—4f;

Was ausgerechnet ergibt
(21) dD=20i(dz,(—fo+fifo) + a2 (f, F fufe) + Az (1 + 1)),
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(Die Eulersche Bedingung fiir die Existenz eines Multiplikators wird dann

22) (futfe) (1+R) s (1) —2fis (A fi—fi) — 2 fous (fi+ fafs) =0.

Setzt man nun die Gleichung der Mannigfaltigkeit M, _, in die Form

-1
@ (2, @, w3 2,) = 0
und rechnet (22) dementsprechend um, so ergibt sich

(@u + Paa) (92 + @2) + (Pa3 + Qo) (@7 + @3)
— 2(@1g F Poi) (@1 Ps + Pa®y) + 2(Pag — @) (91 P4 — P2 P5) =0.

Der Differentialausdruck links ist aber genau der von Herrn E. E. Levi?)
aufgestellte Ausdruck € (), welcher auf einer Mannigfaltigkeit ¢ = 0 nicht
Zeichen wechseln darf, wenn diese Grenze des Existenzbereiches einer ana-
lytischen Funktion sein soll, und zwar kann fiir €(¢) < 0 die Funktion
nur fiir @ > 0 existieren und umgekehrt. Man kann den obigen Ausdruck
auch schreiben

(23)

2 2 2

2 ~

(24) 16( S cp . O @ 0@ 0@ g o@ dg 5290 5«;)890)

T T TR T T T AT RS T AT T T T o

02,07, 02y 02y ' 02,0% 02y 0%, 62,0Zy 02, 02y 02,02y 02, 625

oder als Determinante

(25) Clp)=—16 5

Werden hier statt z, 2,, Z,, 7, zwei neue Verdnderliche 2., z," und ihre konju-
gierten eingefithrt, die analytische Funktionen von z,2z, bzw. 7 Z, sind,
so ist hieraus unmittelbar ersichtlich, daB der transformierte Ausdruck wird

02, 0z 02, 0%\ (02 02, 0%y 02
(26) @(¢)~@<¢>(Z~7a‘:"*5ga‘zj}(—"‘"ﬁ*z§éﬁ)~

0z{ 07

Daraus folgt aber, daB das vierfache Integral
(27) [ G (g)dz, dz, dz, d7,

eine Integralinvariante ist fiir eine beliebige Funktion ¢ der vier Variablen
z; 2y, Z, 3, gegeniiber Transformationen von der Gestalt

2y =f1(z122>: 51,;:9'1(5152)
2y == 12(%,%), 7y =05(7,7%)-

%) Annali di matematica (3) 17 (1909), pg. 61 und 18 pg. 69. Man vergleiche
dazu auch Bertil Almer, Sur quelques problémes de la’ théorie des fonctions analyti-
ques de deux variables complexes, Thése pour le Doctorat, Upsala 1922, § 4, pg. 29
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Es ist dabei keineswegs erforderlich, daB die Funktionen f und ¢ kon-
jugiert sind. Auch bei n Veréinderlichen ist augenscheinlich der Integral-
ausdruck

op |
o 0 L
! 0z, | ~
(28) facp 20 dz,...dz,dz,...dz, (e,f=1...n)

« tﬁﬂ bzaaiﬂ i

gegeniiber Transformationen invariant, welche nur die z, fiir sich und die
z, fiir sich transformieren.

Die Integrale (27) und (28) sind dabei so zu verstehen, daB die
24, 2, als Funktionen von 2 n reellen Verdnderlichen 7, aufgefat werden
und das Produkt der Differentiale gleich der Funktionaldeterminante der
Ze» 2. nach den 2z (8 =1 ... 2n) multipliziert mit dem Produkt der Diffe-
rentiale der #; gesetzt wird.

Es ist endlich sehr merkwiirdig, daB der Integralausdruck (28) fiir
n==1 genau in das Dirichletsche Integral iibergeht.

Man kann bemerken, daf auch das Integral

(29) ﬂaz azﬂ*dzl .dz,d3, ...dz,
gegeniiber analytischen Transformationen der z, fiir sich und der 7, fiir
sich invariant bleibt, aber man findet, daf es nur von den Werten von ¢
und seinen Derivierten an der Begrenzung des Integrationsgebieten abhingt.

Entwickelt man ndmlich unter dem Integralzeichen nach den Ele-
menten einer Reihe mit festem ersten Index 1 und integriert partiell nach
dem Greenschen Satz, der hier formal anwendbar bleibt, so erhilt man

fﬁz%az A(AB)dz, ...dz,d7, ... d5,

= (=)L 4(24)dz da,. . . d2,d5, .. . dZ-1-dFp11... 4,
ﬂ A

faaf ﬂ i%;ﬁldzl.,.dzmdﬁl ...dZ,,
wo die Summation ausfiithrlich geschrieben ist, da iiber den Index i nicht
zu summieren ist, und das erste Integral iiber die Begrenzung erstreckt ist.

Aber die Summe unter dem zweiten Integral ist nach einer bekannten
Jacobischen Identitit gleich Null, denn die 4(18) sind ja die Deter-

minanten der Matrix, welche aus den Derivierten der n — 1 Funktionen
¢ . . . .

;,-f, in denen u von i verschieden, ist nach den n Variablen 7; ge-
A :

bildet ist.
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Man kann noch bemerken, da8 bei reellem ¢ die Integrale (28), (29)
reell oder imaginir werden, je nachdem » gerade oder ungerade ist, da bei
Vertauschung der z, mit den 7, eine gerade oder ungerade Anzahl von
Vertauschungen in der Reihenfolge der Differentiale vorgenommen wird,

I

Die folgenden Ausfiihrungen sollen der Verallgemeinerung des Riemann-
schen Gesichtspunktes der Definition von Funktionen einer komplexen
Verinderlichen auf geeigneten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten gewidnet
sein, und zwar von Funktionen von n komplexen Verinderlichen auf Mannig-
faltigkeiten von n+ 1, » 42 ... 2n Dimensionen. Man pflegt gewGhnlich
die Verallgemeinerung auf die M, an die sog. Beltramischen Gleichungen,
also an eine quadratische Differentialform und die konforme Abbildung zu
kniipfen. Dieser Gesichtspunkt fithrt jedoch bel Ausdehnung auf mehr als
eine Verianderliche, also mehr als zwei Dimensionen nur zur Potential-
theorie, nicht aber zu eigentlichen Funktionen von mehr komplexen Ver-
anderlichen,

Bilden wir auf einer M, , deren Punkte durch die reellen Variablen
L(A=1...m, n<mZ2n) gegeben seien zunichst 2n reelle Funk-
tionen z,(%;) (¢=1...2n) und aus diesen die » komplexen Funktionen
2, = Zy_1+ 0 X2y, Zy = Xay—1 — ¢ Xz,, 50 ist die Bedingung dafiir, dal eine
Funktion P (f;) als Funktion der z, und damit auch die zu @ konjugierte
Funktion @ als Funktion der Z, dargestellt werden kann, das Verschwinden
samtlicher Determinanten der Matrix

|22 | 08
| a8, o | ot |l
(30) | 22 ‘ =0 und der konjugierten §E - }f = 0.
v 2y
|7 | |7 |
Es wird vorausgesetzt, dafl die Determinanten der Matrix
62? BEy

nicht siamtlich verschwinden, so daB die #; riickwiarts aus den z,7 oder
auch den z reguldr berechnet werden konnen.

Die Matrix (30) als eine Matrix von m > n Vertikalreihen und n+1
Horizontalreihen stellt m — (n+ 1)+ 1=m —n lineare Gleichungen

. od . .
zwischen den 5 dar, also ein System von m — n linearen homogenen
2

partiellen Differentialgleichungen fiir @, und zwar ein vollstindiges, da s -
die n unabhéingigen Losungen @ =z, hat. Das analoge gilt von der
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konjugierten Matrix. Nun kénnen die z, durch n andere unabhingige
Funktionen der 2, ersetzt werden und ebenso die ¢; durch m andere un-
abhingige Funktionen 7 der #;, ohne an den Beziehungen der Losungen @
dieses Systems untereinander etwas zu indern, und es ist nicht notig, die 2,
jndividuell zu geben, vielmehr geniigt es, ein wollstindiges System wvon
m — n linearen partiellen Differentialgleichungen und damit auch das
konjugierte System auf der M, anzugeben, um Funktionen von n komplexen
Variablen auf thr zu definieren.

Sei also
(32) A2

Btl:O (l:‘—l...m, %:':10-'”?""?2)

ein solches vollstindiges System, so wird unter einer sogleich anzugebenden
Beschrinkung dadurch auf der M, ein System von Funktionen definiert,
welche sich simtlich als analytische Funktionen von n geeigneten unter
ihnen darstellen lassen, wenn nur die ,A4” in einer gewissen Umgebung
regulare Funktionen der reellen Variablen f; sind.

Die Beschrinkung aber bestebt darin, daf das System (32) und sein
konjugiertes kein Integral gemeinsam haben diirfen, oder, was dasselbe
besagt, daf (32) kein reelles Integral haben darf, auBer der Konstanten.

Wire ndmlieh eines oder mehrere, etwa r unabhingige, vorhanden,
so konnte man diese in (32) und dem konjugierten System als unab-
hingige Variable einfiihren, etwa fiir 7,,¢,...¢,. Dann wiirden aus (32)
die Differentialquotienten nach #, ...¢# wegfallen und das System (82)
und sein konjugiertes nicht mehr », sondern nur mehr n —r komplexe
Funktionen definieren, welche noch r reelle Parameter enthalten. Die M,
wirde sich dann in co” Mannigfaltigkeiten von m — r Dimensionen zer-

legen, auf deren jeder Funktionen von % — r komplexen Verinderlichen
definiert wiren.

Bezeichnet man die Differentialoperation auf der linken Seite in (32)
mit ,A4(P), spaltet sie in den reellen und imaginiren Teil und setat
@ =U--4V, so erhilt man
{33) A(D)= (A +i,. 4 U+iV)

= (.4 (U) — .. A" (V) 4+ (A"(O)+ .4 (V)=0
oder

A0y = A" (V)
AN(O)y= —,4" (V)

und hier tritt die vollige Analogie zu den Cauchy-Riemannschen Differen-
Halgleichungen . klar zutage.

(34)
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Um fiir n =1, m =2 die Beltramischen Gleichungen in der ge
wohnlichen Form zu erhalten, schreiben wir etwa (34) in der Form

ol ouU oV av
(55 “Gu T 0% = T
a) c?g+dﬂ~waﬂ_bﬁz
ou ov ou v
und erhalten durch Auflosung
oV LoV e e
u d—bec
(36> ) oV ’ cﬁV
U W(a‘+c‘)+—a7(ab+cd)
u ad—bec
Setzt man
B =a®-+c? = —(ab+ed) G=0b"+d°

ad —bc=VEG— F>,

so erhilt man die gewdhnliche Form, wobei Z, F, @ noch mit einem
willkiirlichen Faktor multipliziert werden konnen. Das zugehorige ds’
wird dann

ds®*=(du(a +ic) —dv(b-+id))(du(e —ic) — dv(b—id)).

woraus ersichtlich ist, daB bei gegebenen ds die einzelnen Differential-
operatoren die zu der partiellen Differentialgleichung

. 0P . oP
(b+id) 5+ (c+id)5-=0

und der konjugierten gehorigen totalen Differentialformen sind, wie es
sein muf.

Es ist aber sogleich auf eine neu auftauchende Schwierigkeit auf-
merksam zu machen, wenn das System (33) mehr als eine Differential-
gleichung hat, die namentlich dann zur Geltung kommt, wenn man ein
solches System dazu benutzen will, auf geschlossenen zweiseitigen Mannig-
faltigkeiten Funktionen komplexer Variablen zu definieren.

Das System der Differentialgleichungen hat man sich dabei nach Art
der analytischen Fortsetzung iiber die Mannigfaltigkeit fortgesetzt zu denken,
so daB die Koeffizienten in den lokalen Parametern iiberall regulir sind.
Da nun aber das System ein vollstindiges ist, so bestehen zwischen den
Koeffizienten die daraus sich ergebenden Differentialgleichungen, und es er-
scheint durchaus nicht von vornherein sicher, da dieses letztere System von
Diferentialgleichungen auf der Mannigfaltigkeit iiberhaupt iiberall regulire
und eindeutige Losungen hat. Die Eindeutigkeit ist allerdings nicht un-
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bedingt erforderlich, sondern es geniigt, wenn nur das System bei der
Fortsetzung nach den Parametern #; auf jedem geschlossenen Weg in ein dem
Ausgangssystem dquivalentes System iibergeht. Man kéonnte denken, da8 die
topologische Beschaffenheit der M, hier bereits Hindernisse entgegenstellt,
doch ist dies sicher nicht der Fall bei solchen M,, welche in einem
Raum von 2n Dimensionen singularititenfrel und ohne Selbstdurchsetzung
im Endlichen ausgebreitet werden konnen. Denn auf diesen sind ja die
2, = ¥24-1 ¢ Z24 solche iberall regulare komplexe Funktionen des Ortes.

1v.

Will man die Differentialgleichungen fiir den reellen und imaginiren
Teil einer durch (33) definierten Funktion @ aufstellen, so hat man die
Bedingungen aufzustellen, welche V erfiillen muB, damit das System (34)
nach U integrierbar wird. Soll U durch V bis auf eine Konstante bestimmt
seln, so mufl sich also das System

' y 0P
5 A ()4 .4" (V)22 =
7)
” ’ 0@

zu emem vollstindigen m-gliedrigen erginzen lassen.

Die Bedingungen hierfiir erhilt man in bekannter Weise durch Bildung
von Klammerausdriicken, wobei jedoch zu beachten ist, daB die so er-
haltenen Bedingungen im allgemeinen nicht voneinander unabhiingig sind,
sondern infolge der als identisch erfiillt vorausgesetzten Bedingungen fiir
die Vollstindigkeit des Systems (33) Reduktionen erleiden.

Die Rechnung soll daher nur fiir den Fall m = 2n ausgefithrt werden
und sodann der Fall m = 3, n = 2 betrachtet werden.

Aus der Bedingung fiir die Vollstindigkeit des Systems (33) ergeben
sich im ersten Fall zunichst die Identititen

(aAlﬁA’)'—(QA”ﬁA”)::yQaﬂ,,A,'—“,,Gaﬂ.,.A”
(o4 A7)+ (A" A"y = 0%, 4" + ,0°0 4,

wo die eingellammerten Ausdriicke dieDifferentialansdriicke ,4' ;4" — 44’ .4’
und die analogen bedeuten.

Bildet man nun die Klammerausdriicke von (87), so erhilf man
drei Systeme, je nachdem man zwei Gleichungen der ersten Form oder
eine der ersten mit einer der zweiten Form oder endlich zwei der zweiten
Form miteinander verbindet, und diese miissen sich simtlick als Hneare
Veﬂ)in&nngen der Gleichungen (37) darstellen lassen. /

(37a)



368 W. Wirtinger.
Man hat so der Reihe nach die Gleichungen
(ot p47) (D) =,p" . A" (D) +,¢*, 4" (D)

(cdpd” — p4 oA"Y (V) =,p"",4" (V) — .q°%. 4" (V),
also bei festem «, f 2n -+ 1 Gleichungen fiir die 2n Gré8en p,, g,, welche
daraus zu eliminieren sind.

Man erhélt so Determinanten 27 -|-1-ter Ordnung, welche in leicht-
verstindlicher Bezeichnung geschrieben werden konnen:

(38)

sy | (eAA =AY AT A7)
( ) ? A (ﬂ 1(2,)) _ A (“ 2{%) ,,d'm n(4) }
und zwar erbhalt man n(“; ), solcher Determinanten. Kombiniert man
nun zwei Gleichungen der zweiten Art, so erhilt man analog die ﬁ@f 1
Determinanten -

i [ ! 17 ! ” ?

F(— o4 4 .4 A VY — A
oy |Gl A a0 A0 — AW

! ” ¥ ” "2 PR 105
| A7 (507") — A" (a0t a0 @

aber das Verschwinden der Determinanten (89) zieht das der Determi-
nanten (40) nach sich und umgekehrt, und zwar zufolge der Identititen
(37a). Die Determinanten (39) und (40) unterscheiden sich ja nur in
den ersten Vertikalreihen. Die Differenz zweier Determinanten mit den-
selben «, f gibt daher eine neue Determinante, deren Verschwinden aus
den Identititen (37a) sich sofort ergibt, so daf sich auf diesem Wege

genau —— %( 1) Yinear unabhingige Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fir V ergeben.

Verbindet man aber eine Gleichung der ersten Art mit eiper der
zweiten Art, was im ganzen auf n? Arten mdoglich ist, so erh#lt man auf
demselben Wege die Gleichungen

|~ (o' pd A7 ATYV) ATV -, A(W) '—0.
i aA'(;;a"l) _ ﬁA"(aCL’;’) pa’/z f‘aﬂ/'. %

Von diesen lassen sich wieder diejenigen, welche bei verschiedenen & und
p durch Vertauschung von ¢, § auseinander entstehen, zufolge der Identl-

—_— +1
titen (37a) aufeinander zuriickfiihren, so daB bloB » 4 = (” D %(’%J

solcher linear unabhingigen Gleichungen sich ergeben. Im ganzen erhilt
man daher n? solcher Gleichungen.

Zugleich erkennt man, daB die Unterdeterminanten der ersten Hor
zontalreihe in (39), (40), (41) nicht simtlich verschwinden konnen, weil

(41)
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sonst gegen die Voraussetzung die Gleichungen ,4(U)=0 und .4 (U)
ein Integral gemeinsam hitten, und insbesondere die Unterdeterminante
des ersten Elementes von Null verschieden ist, da sonst die obigen Glei-
chungen linear abhingig wiren. Es kommen also die zweiten Differential-
quotienten wirklich vor.

Nimmt man die Gleichungen .4 (U) in der gewéhnlichen Form

oU av
N ax%__l oz, , ’
(42) U av
0%,,, - 0%g0 -y

so erhdlt man auch die letzteren Gleichungen in der iiblichen Form

2V 2’y .’V 2’V

S— O’ e
0%y, 10%5y 4 82,, 0z, 0 0%y 0%y, 0%

(48) =0.

z?y—-l 2y

Aber bei einem gegebenen System ,4(®)=10 ist die Auffindung
eines ersten Systems von n unabhéngigen Losungen genaun so eine besondere
Aufgabe, wie im Falle n=1 bei den Beltramischen Gleichungen. Die
Einfithrung der reellen und imagindren Teile als unabhingige Veriinderliche
bringt dann das System auf die Form (42) bzw. (43).

V.

Dieselbe Aufgabe soll noch fiir den Fall m = 8, n =2, also Funk-
tionen von zwei komplexen Verindenlichen auf einer dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit, behandelt werden. Man hat dann eine Gleichung in
drei Verinderlichen ?,,1,, #,, welche geschriecben werde:

0P

5=

P
(44) A(@)Ealg—§+a2§€+%

und es werde gesetat 4(P)= (4’ +id" WD), Gu=a.—+ia,, D=U-+iV.
Man hat dann die Gleichungen

A4'(U)=4"(V),

A"(O0)=— A" (V).
V ist so zu bestimmen, daB diese Gleichungen eine Losung nach U
zulassen, welche U7 bis auf eine Konstante bestimmt. Bildet man nun
(46) (A”A’—- AIAII) Um(A”A”—%*A'A’) V,

%0 enthilt (46) nur erste Differentialquotienten von U und kann mit (45)

Zasammen nach diesen aufgelost werden. Das Ergebnis muB aber den

Integrabiﬁtﬁtsbedingungen»genﬁgea, was drei Differentialgleichungen dritter

Ordnung fiir ¥ Hefern wiirde. Aber eine von diesen ist -bereits eine Folge
Mathematische Annalen. 97. 2%

(45)
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der beiden anderen. Man wird also zur wirklichen Bildung der Gleichungen
den folgenden Weg einschlagen und ausdriicken, daf das System

A (P)+ 4"V ”% =0

(47) A"y - A W) =0

n

(4”4 — 44"y (@) 44" 4"+ 44y =0
ein vollstindiges System fiir ¥ ist.
Bezeichnet man den Differentialausdruck (4”4 — A’A")¥ mit

B(®)=b, 20+ 5,22 4 5,2F, so wird
(4'B—BA')(#)=(4'(b) — B@) g7 »
(48)

(4"B — BA")(#) = (4"(b) — B(a) & .

Es miissen dann die Gleichungen

’ 1 ”

(A'B—BA)Y¥)+(—BA"+44"4"+ 444y 5= =0,

(49) 14 ” I r"
(A"B—BA"Y(W)+(4"4"4" + 4

"1 g ’ o
A4A+BA)V)575=0
lineare Folgen von (47) sein. Daher erhélt man die gesuchten Bedingungen
ausgedriickt durch das Verschwinden zweier Determinanten

[T {4

[(24'4"4" + 44’4~ 474 4")W), (44" + A4 W), - 4 W), 4"(V),

(49) | 4'(b) — B(al) , e A
«=1,2,3
und ( )
(50) i( ’,Al’A”+2A,’A’A,+A’A,,A’)(V),(A,’A’,_*_A’A,)(V), __A’(V),A"(V):
| 4’(b,) — B(ac) , b . al , al

Die Determinante ,b,, a., a,| ist wieder notwendig von Null ver-

schieden, weil sonst A'(U)=0 und A4”(U)=0 ein Integral gemeinsam
hitten.

Die beiden Gleichungen (49) und (50) enthalten also wirklich die
dritten Derivierten von V. Durch Ersetzung von a; durch — g7 und
al durch @/ werden die Gleichungen (49) und (50) vertauscht, wie es
sein muB. Ist dann auf der M, eine regulire Losung V von (49), (50)
bekannt, g0 findet man U durch eine Quadratur, und dieses ist also dann’
bis auf eine reelle Konstante eindeutig bestimmt, wenn sich auf M, jeder
geschlossene Weg auf Null zusammenziehen 148t. Es ist dann U 44V auf
der M, eine eindeutige regulire Funktion.
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VI

Die eigentliche Riemannsche?®) Fragestellung, die Funktionen un-
abhingig von ihrer Ausdrucksweise zu untersuchen, insbesondere die ein-
zelne Funktion durch voneinander unabhingige Bedingungen zu bestimmen,
kommt darauf zuriick, ein Losungssystem der Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen durch solche Bedingungen zu bestimmen.

FaBt man nun diese partiellen Differentialgleichungen ebenfalls im
Riemannschen Sinne als Grenzfille linearer Gleichungen auf, so fragt es
sich, welche Systeme linearer Gleichungen man zun den gegebenen hinzu-
fiigen kann, um die Losung zn bestimmen. Das gelingt haufig dadurch,
daB man die gegebenen linearen Gleichungen auf eine Form bringt, in
der sie ausdriicken, dal eine gegebene positive Funktion der Unbekannten
einen extremen Wert erhdlt. Man wird aber nur dann Erfolg erwarten
konnen, wenn diese Funktion zum urspriinglichen Problem in einer Be-
ziehung steht, welche unabhingig von der zufilligen Wahl der unabhéngigen
Veranderlichen ist, also gegeniiber Transformationen, welche das Problem
nicht wesentlich #ndern, invariant ist.

Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt die Funktionen zweler
konjugierter Variablen z =2 —!—z‘y, =z — z‘g, so sieht man, daf man
fir Zwecke der Transformation 2’=g(z), Z’="%h(Z) z und 7 als un-
abhingige Variable betrachten kann, und ebenso g und % als unabhingige
Funktionen. Damit erkennt man als einfachste Integralinvariante

(51) fgg aa’ ddz.
Setzt man f=u+4v, 2=2z-+¢y, so wird (51) ausgerechnet
. 1. ((fow __0v\*, [ou
(52 ~§zf((—a—;-—5;> +(G+5)) amay,
also bis anf den Faktor — 5 > genau das von Riemann*) seinen Unter-

suchungen zugrunde gelegte Integral
Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen zu (51) lauten nun

2
(53) f _o, 21 _y.

Q)
Q)
Nll

Sie sagen aus, daB »g-g eine analytische Funktion von z und ebenso

of .
5—; eine solche von 7 ist. Wenn also die Unstetigkeits- und Randbedin-
gungen sowie die Minimalbedingung durch eine analytische Funktion f

?) Dissertation § 19ff.; Werke 2. Auifl, S. 35£f.
) Dissertation § 16; Werke 2. Aufl.,, S.30,
24*
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erfiilllt werden, so ist das Integral identisch Null, wenn aber nicht, so

ergibt erst —g—g und damit auch das Integral fgg dz eine analytische

Funktion, welche zu dem urspriinglichen Problem in engster Beziehung steht
und dann zu untersuchen ist. Man sieht hier, wie der Weg, den Riemann
eingeschlagen hat, notwendig mit der Natur des Problems verkniipft ist.

Es ist nicht schwer, sich iiber die Gesamtheit der Integralinvarianten
Rechenschaft zu geben. Es existieren fiir » > 2 n — 1 voneinander un-
abhéngige, in denen n-te Differentialquotienten von f wirklich vorkommen
und keine hoéheren, doch sind fiir n > 2 keine ganzen rationalen vor-
handen.

In gewissem Sinne 1st die einfachste der dritten Ordnung die folgende

(54 f ozgaz ﬁf+ 6‘za':§z @J—e)? g—%’: Bazgz (622( T gz": (89 )dZd‘g'

Sie ist reell bei reellem f, und der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen
ist linear in den hochsten Differentialquotienten. Man kann diesen Aus-
druck noch in leicht ersichtlicher Weise abidndern, indem man eine

of of wpq O .
72 5% und 5755 hinzufiigt, Ver

zichtet man anf Symmetrie in z und 7, so kann man andere Ausdriicke
dieser Art bilden. Es wéare interessant, wenn diesen Invarianten auch
geometrische Bedeutung zukommen wiirde.

homogene Funktion dritten Grades von

Die daraus entspringenden Variationsprobleme sind fiir erste wohl zu
kompliziert.

VIL

Die Ubertragung dieses Ansatzes auf mehr Verdnderliche liefert nun
formal bemerkenswerte Ergebnisse, so daf es gestattet sei, dabei zu ver-
weilen, wenn auch von da bis zu bestimmten Existenzsitzen noch ein
weiter Weg 1st.

Setzt man » Funktionen f, (¢=1...n) und ihre konjugierten fi
als Unbekannte an, so hat man als einfachste Integralinvariante

(55) f ofa| | 0fa

ﬁzﬂ i 6 Zﬂ
Zur Abkiirzung soll das Differential in diesem Integral mit dw be-
zeichnet werden und mit dwg, dwj diejenigen Differentiale, welche ent-
stehen, wenn dz; resp. d7; weggelassen wird, Bezeichnet dann 4, 4 die

5
beiden Determinanten, 4,4, A4, g die Unterdeterminanten von 1~ff‘-’ } { !
|924|" 0% |

dz,...dz,,d3,...d2,=J.

H4

so hat man fiir die erste Variation von J
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(56) aJ=Rf(.. ?8fudugddews + (— 1) 8f, dop 4 d o}

8(dapd) 5 8(dapd)
*f(afa"—ajz;—” -+ 5fa“7§r) dow,

wo das erste Integral iiber die Begrenzung des Gebietes zu erstrecken ist.
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Eulerschen Gleichungen als

8(dapd) —0 9(dap 4)

=0
azp'» 3Zﬂ ?

wo iiber die § zu summieren ist. Da aber nach der Jacobischen Identitat
bei Ausrechnung der Koeffizient von A resp. 4 verschwindet, so bleiben
die Gleichungen

a4 = a4
(57> Aaﬂgz—ﬁxo, Aaﬁg’z‘;:O.

Da nun |d,z|= 4" und ebenso |4, 45|=4""", so ergeben sich immer,
wenn A, 4 von Null verschieden sind, die Gleichungen

84 94
(58) 'a—z; = O, "a?l; = V.

Gelingt es also durch geeignete Randbedingungen, das Problem zu
einem bestimmten und losbaren zu machen, so daB die Funktional-
determinanten nicht verschwinden, so sind diese Funktionaldeterminanten
im Innern des Gebietes analytische Funktionen der z, resp. Z., deren
Beziehung zu den Randbedingungen allerdings noch erst zu untersuchen ist.

VIIL

Noch schwieriger scheint es aber, den Ansatz zu bearbeiten, der sich
darbietet, wenn man Funktionen von 7 komplexen Verinderlichen auf
einer M definiert. Im einfachsten Fall m =3,n=2 hat man eine
partielle Differentialgleichung in drei Verdnderlichen, #,,1,,%;, und ihre
konjugéert;e.

Seien diese
A(@)=a, 37 + oy gy a5 =0,
(59) 1 2 3
s 0B 0D , _ 0%
A_(@)= alsz;+a2~a—t;+a2—a—g——0.

Die Bedingung, daB A(U)=0 und A (U)=0 kein gemeinsames
Integral haben, ist hier gegeben durch das Nichtverschwinden der Deter-
minante

(60) [4(80) — A (8a), 8. 8| = (@, @) = (@, a),
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welche also reell ist. Fihrt man nun statt der Variablen f#, andere #;
ein, so findet man in leicht versténdlicher Bezeichnung

(61) (@, a )y = (@, a) lf;z;i

.Werden ferner die Differentialausdriicke (59) mit Faktoren M, M
multipliziert, so ergibt sich

(62) (Ma,Ma)=M*M*(ad).
Damit aber erweist sich das Integral
(63) f‘A“Z’()aA‘)@” dt, dt,dt, = H

als invariant gegeniiber einer Transformation der Parameter f, und einer
Abinderung von 4 und A um konjugierte Faktoren, und iiberhaupt als
eine simultane Integralinvariante der beiden Differentialausdriicke 4, 4,
ganz abgesehen davon, daBl diese beiden konjugiert sind.

Es moge nun vorausgesetzt werden, daB die Differentialgleichung
A(®)= 0 den Jacobischen Multiplikator 1 gestatte, daf also
0Qa 08
7, — 0 umd Z ot O

a

In gewissem Sinne ist das nach dem obigen keine wesentliche Be-
schrinkung, wenigstens in einem geniigend kleinen Gebiet.

Bildet man nun die erste Variation von H, so erhdlt man

(64) SH= fz““(f)f‘)(‘”)(a@A(@)(a a1, dt, + a, dt, dt, + a,dt, dt,)

+ f2 2?“‘)‘ 2 (68 A(D)) (@, dty a1, + T, dy dt, + Gydt, diy)

ta A (D) A (B)° do A @ A(D)

f(a@ata( (ad) ) +a¢ata< (ad) )dtldt?‘dts’
und mit Riicksicht auf die obige Voraussetzung iiber die @, werden nun
die Eulerschen Gleichungen

5 A(®)A(F)?

~ 0 A(@) A(dﬁ)
*Fta (e a) =0, @

¢ ata (Cl d) =0.

(65)
Gelingt es also hier wieder durch geeignete Randbedingungen das

Problem zu einem losbaren und bestimmten zu machen, so ist jetzt

4 (¢)A(@) eine analytische Funktion von zwei komplexen Verinder-
lichen auf der M, im oben ausgefiihrten Sinn.
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DaB hier die analogen Untersuchungen wie bei einer Variablen viel
schwieriger und komplizierter sein werden, wenn sie itberhaupt durch-
fiihrbar sind, liegt auf der Hand. Trotzdem habe ich die obigen formalen
Entwicklungen nicht unterdriicken wollen, weil sie wenigstens die Schwierig-
keiten aufzeigen, welche ein Weitergehen auf dem Riemannschen Weg
darbietet.

Vielleicht hitte Riemann auch die Ideen zur Uberwindung dieser
Schwierigkeiten gehabt.

(Eingegangen am 25. 1. 1926.)



