
Zur formalen Theorie der Funktionen yon mehr 
komplexen Veriinderliehen. 

Von 

W. Wirtinger in Wien. 

Die folgenden Untersuchungen betreffen die allgemeine Theorie der 
l~unktionen yon n komplexen Ver'~uderliehen, ausgehend yon den partiellen 
Differentialgleiehungen, und ihre Definition dutch solehe auf Mannigfaltig- 
keiten yon n + 1 bis 2n Dimensionen. Es is~ dabei in erster Linie die 
formale Theorie ins Auge gefaB~, und die feineren Fragen, welehe mi$der 
Theorie der Funktionen reeIIer Ver~inderlieher zusammenh/~ngen, werden 
zurfiekgestellt. Den Schlu$ bilden ansehliel]ende ErSrterungen fiber die 
formalen Ans~tze yon Variationsproblemen. 

I .  

Es seien ~, (a = 1. . .  m) m reeUe Veriinderliche, ferner x~ (fl - -  1 . . .  2 n )  
2n reelle l~tk*ionen diesel die wit auf alle Fglle zweimM stetig differen- 
zierbar vorausse~zen; so kann man aus diesen die 2n komplexen Funk- 
~ionen d e r t .  bilden 

(1) zr = x~ -~  + / ~ y ,  ~y = x~y_~ - i x ~  ( r =  1 . . .  n). 

D e u ~  man nun die x~ als kar*~esisehe Koordinaten in einem Raum 
R.,  yon 2n Dimensionen, so ist dadureh, daft sie als Fnn~ionen der t, 
aufgefa{]t werden, im Re~ eine Mannigfaltigkeit M~ yon m Dimensionen 
gegeben. 

Wit be~raehten ferner reelle oder komplexe zweimal stetige differen- 
zierbare Funktionen �9 der reellen Variablen x~. Wit k6nnen diese auch 
formal als ~'unktionen der zr, ~'r auffassen und insbesondere en~spremhend 
den Gleichungen (1) die DifferentialquoVienten nach zy, g7 erldgren dutch 
die Formeln 

.. = , ~ = '-a--ig~7- 
r 
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und ebenso 

Soil dann ~ eine anaiytisehe Funktion der z~, sein, so bestehen die 2n 
Oauehy-Riemannsehen Gleichungen 

wo qb die zu ~ konjugierte GrSl~e bezeiehnet. 
Der reelle und imagin~ire Tell yon ~ ,  also 2 U =  q5 ~ ~b, 2 i V =  q~ - -  r 

sowie iiberhaupt jede lineare Verbindung a r ~ b e  = W mit konstantem 
a und b geniigen dann den n "~ Gleichungen 

7"W 
( 5 )  a r, - O. 

Wenn eine Funk~ion W den Gleichungen (g)  geniig~, so geniigen die 

~W und ~ ~W den Gleichungen (4), und die qs~ sing Funktionen q ~ -  ~z = ~--~ 

~W 
daher dann analytisehe Funk~ionen der z~. Ebenso sind ~ -  ~ analy- 

tische Funktionen der Z,. 

Das ist die Verallgemeinerang des bekannten Satzes, dal~ flit n = 1 

~ t  ~ r  0 eine analytische Funktion be- ein Integral der Gleiehung ~ + ~:~ = 

stimmt dutch die Formel 

~ =  ~ - ~ = ~  --~ , 

wobei u reell oder komplex sein kann. 

Da aber auch ersichtlieh # ~ d z ~  ebenso wie ~ d ~  vollst~adige Diffe- 
rentiale sind, so sind durch eine LSsung W der Gleichungen (5) je eine 
analy~isehe Funk~ion der z~ und der ~ bestimm~ und W selbs~ als Summe 
dieser beiden darstellbar dutch die Formel 

wobei tier ers~e Bestandteil nut yon den z~, der zweite nut yon den ~ 
abh~.ngt und beide his auf eine Konstante bestimmt sin& 

11. 

Man verdankt Herrn T. Levi-Civita 1) den Satz, da$ auf einer M,, im 
R ~  der Ver~,nderlichen x~ eine analytisehe Funktion F insofern willkiir- 

') Rendiconti della Reale Academia dei Lincei, Roma 14 (1905, 20 semi), p. 492 ft. 
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lieh gegeben werden kann, als man sieh auf eine geniigend kleiae Um- 
gebung beschrgnkt m~d sowohl die Koordinaten der M~ als aueh die auf 
ihr vorgesehriebenen Werte yon F a]s regulgre analytisehe Funkfionen 
yon n reellen Parametern gegeben werden. Ausgenommen sind dabei 
die von ibm a]s ,,charakteristisch" bezeichneten Mannigfaltigkei~n, welche 
im Fa]le yon zwei Yergnderlichen mit denjenigen zusammenfallen, welehe 
durch Nullsetzen einer anslyr Funktion yon zl, z~ definierg werden 
kSnnen, im allgemeinen Fall abet dutch das Versehwinden einer sogleieh 
anzugebenden Determinange gekennzeichnet werden. In der Tat, man 
kann die Gleichungen der M~ in der Form voraussetzen 

(6) G~(z,~,2~)=O, ( # =  1 . . .  n) 

wobei diese Gleiehungen, da sie reell sein sollen, bei der Vertausehung der 
z,~r; mit ihren konjugierten ungdindert bleiben mad nach n clieser u 
~nderlichen aufgel6st werden kSnnen. 

Werden nun die 2 n neuen reellen Ver~nderliehen 

(7~ ~.  = g~(zo, ~) ,  o~= h, . (~o ,~)  

eingefiihrt, so geht das System der Differentialgleiehungen (4) iiber in 

(s) a F  ag,, a ~  ohm. 
~e,, a~-o t ao, a ~  = o. 

Aus diesem kSnnen die oF bereehnet werden, wenn die Determinante 

'~ g'* auf der 21/, mad daher iiberhaupt von Null versehieden ist. Die 
i CZ a 

Methode tier Majoranten liefert dann ohne weiteres den behaupteten Satz. 

Ist aber die genannte Determinante gleich Null auf der M, und sei 
diese in einer geeigneten Parameterdarstellung 

(9) 

gegeben, so ist jetzt 

(10) ag~,. az,, gg~, a~e 

(:= :... ~) 

Also sind die Matrizes 

korrespondierende Matrizes mad entspre&ende Determinan~en proportional. 

1 
etzung nie hts~.mtliehe Determinanten der ersten Matrix versehwinden and 
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ebenso nieht alIe der zweiten. Das Versehwinden der Ietzten Determinante 
aber besagt, dab zwischen den z, wenigstens eine Relation q)(z~ ...z~)~-0 
best~ht, die man dutch Elimination der ~. aus den ersten dex Gleichungen (9) 
erh~ilt. 

DaB auch das umgekehrte riehtig ist, erhellt sofort daraus, daB, wenn 
eine analytisehe Funktion F der z~ auf tier M. versehwindet, in der N~he 
einer nieht singuliiren Stelle der M. eine analytisehe, eindeutig nmkehr- 
bare Parameterdarstellung der zo, ~, dureh geeigneter reelle Ver~nderliehe t~. 
mSglieh ist, fiir welehe dann aus 

sofort die Behaupt~ng Iolgt. 
Damit ist die Bedeut~mg des Versohwindens der Det~rminante Idar- 

gestellt. Sie bedeutet einfaeh, dal] dutch die M. eine M_~._~. hindureh- 
gelegt werden kann, auf weleher eine analytische Funktion der z. ver- 
sehwindet. 

III. 

Wit suehen nun die Differentialgleiehungen, welehe fiir eine in Para- 
meterdarstellung gegebene Mannigfaltigkeit M: ~_ ~ im Re, bestehen miissen, 
damit auf dieser der reelle Teil einer analy~isehen Funktion konstant bleibt. 

Sei U dieser reelle Teil, so hat man die Gleiehungen 

(12) aU ~z, , ~ U ~ . = 0  ( a = l . . . n ,  2 = 1 . . . 2 n - - 1 ) ,  

(15) 

somit 

(16) 

u =  +(zo) + 

H 6 3 Z a 

d q)--= 63-=-dz. = ~ A.  -zz-=dt~ 
a Z  a yrs. 

(13) ~ z o ~  - - 0 .  

Durch AttflSsung ergibt sieh aus (12) 

( 1 4 )  - 

Dabei bedeuten A, ,  A a die aus der Matrix 
a z., ~ z~ 

dureh Streiehung der Vertikalreihe mit 7 = a resp. 5 = fl hervorgehenden 
Det~rminanten und 0 einen Proportionalit~i~faktor. 

Nun ist abet wegen (13) mad naeh den Bemerkungen am 8ehltfl~ yon I 
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ein vollst~udiges Differentia! und ebeaso 

~U 
(17) d ~ - - ~ ,  

- ~ o  

Es miissen also 0, ~ Eulersche Multiplikatoren tier reehts von ihnen stehen- 
den Differentialausdrficke sein, das ergibt die Bedingungen 

(L if, ~) 

wo die Summe aus drei Gliedern besteh~, 

= o ,  ot~ 

welehe aus dem ersten dureh 
zyklisehe Vertauschung von 2, # ,  ~, entstehen. 

Diese kSnnen aueh gesehrieben werden 

~A,e OAe ~A~e 
~ 0 ,  

wo jedoeh erst in der entwiekelten Determinante fiber die Indizes a and fl 
in der gew5hnliehen Weise zu summieren ist. 

Die Gleiehungen ( 18 ) ergeben (2 n - 1) ( 2 n - 2) (2 n - 3 ) Gleiehungen, 
3: 

in denen die imaginiiren Teile der reehten Seiten identiseh versehwinden, 
denn es ist identiseh 

~z a ~ a  

Fiir den einfachsten Fall n = 2 ist auch die niihere Ausrechuung yon 
Interesse. Setzt man die M~,_ 1 in der Form gegeben voraus 

x~ = f(xl x~xs) 

and bezeiehnet die Diffexentialquotien~en von f dutch entspreehende In- 
dizes, so kann man als Parameter xl,  x~, x a nehmen. 

Die Formel (16) gibt dann 

dx t+idx~ ,  dxa+i( f ldxl+f~dx~+f~dxs) ,  0 0 
1 if~ 1 - - i f t i  

i i f ,  - - i  --if~ l" 
i 0 1 + i f  s 0 1-- s 

(20) d =e 

was ausgerechnet ergibt 

(21) f, + +f , f . )+dx . ( l  +&')). 
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(Die Eulersche Bedingung fiir die Existenz eines Multiplikators wird dann 

22) ( f~ +f~  ) ( l +f2) + f~ ( f~ + f~ ) -- 2 G (~ f~-- f~)-- 2 f~ (f~ + f~f~) =-O. 
Setzt man nun die Gleichung der ~annigfaltigkeit M~.~_~ in die Form 

~(x~ xo ~ )  = 0 

und rechnet (22) dementsprechend urn, so ergibt sich 

(2:3) 
( ~  + r (r + r + (~,~ + ~ , , ) (~  + e~) 

- 2 ( r  + ~ ,  ) ( ~ r + ~ ~ ) + 2 ( ~ - r  ) (r r - r ~ ) = o. 

Differentialausdruck links ist aber genau der von Herrn E. E. Levi ~) DsI  
aufgestellte Ausdruck ~ (q~), welcher auf einer Marmigfaltigkeit ~ = 0 nicht 
Zeichen wechseln daft, wenn diese Grenze des Existenzbereiches einer ana- 
lytisehen Funktion sein soil, und zwar kann ftir ~ ( q ) ~  0 die Funktion 
nur fiir ~ ~ 0 existieren und umgekehrt. 
auch schreiben 

Man kann den obigen Ausdruck 

=-l'} (24) 1 6 \ ~  ~ a~.~ 

oder als Determinante 

( 2 ~ )  

0 a~ a_2r 
8 z~ ~ z~ 

~2 

~q0 v@ e@ 

p f Werden bier statt za z..,, z x , z~ zwei neue Ver/inderliehe z l ,  z~ und ihre konju- 
gierten eingefiihrt, die analytisehe Funktionen yon z ~  bzw. ~ g-z sind, 
so ist hieraus unmittelbar ersiehtlich, dab der transformierte Ausdruck wird 

(26) 

Daraus folgt abet, dab das vierfache Integral 

(27) f ~ (~)dzl dz.~ d~ d~ 
eine Integralinvariante ist fiir eine beliebige Ftmktion ~ der vier Variablen 
z~ %, z-~Z~ gegeniiber Transformationen yon der Gestalt 

s) Annali di matematica (3) 17 (1909), l~g- 61 und 18 pg. 69. Man vergleiche 
dazu auch Bertil Almer, Sur quelques probl~mes de Ia~ th6orie des fonctions aualyti- 
ques de deux variables complexes. Thbse pour te Doctorat, Upsala 1922, w 4, pg. 29~" 
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Es is$ dabei keineswegs efforderlich, dall die Funl~onen f-and g kon- 
jugiert sind. Auch bei n Ver/inderlichen ist augenscheinlich der Integral- 
ausdruck 

i 0 azr ~ 

(28) I d z t . . . d z ~ d Z t . . . d ~ , ,  ( a , f l =  1 . . . n )  

gegenfiber Transformationen invariant, welehe nut die z, fiir sieh und die 
z, fiir sieh transformieren. 

Die Integrale (27) und (28) sind dabei so zu verstehen, dag die 
z~, z, als Funktionen yon 2 n reetlen Ver/inderlichen t~ aufgefa~t werden 
und das Produkt der Differentiate gleieh der Funktionatdeterminante der 
z,, z% nach den t~ (fl = 1 . . .  2n) multipliziert mit dem Produkt der Diffe- 
rentiale der t~ gesetzt wird. 

Es ist endlich sehr merkwiirdig, dab tier Integralausdrud~ (28) fiir 
n-= 1 genau in das Diriehletsehe Integral iibergeht. 

Man kann bemerken, da$ aueh das Integral 

(29) oz~,o~./c~dz~ . . .  dz,,d$~ . . .  d~,, 
t 

gegeniiber analytischen Transformationen der z~ fiir sieh und der y~ fiir 
sich invariant bleibt, aber man findet, dal~ es nut yon den Werten van 
und seinen Derivierten an der Begrenzung des Integrationsgebieten abh/ingt. 

Entwiekelt man n~mlieh tinter dem Integralzeiehen nach den Ele- 
menten einer Reihe mit festem ersten Index 2 und integriert pa~tiell nach 
dem Greenschen Satz, der bier formal anwendbar bleibt, so erh~lt man 

. . . . .  

= , ~ f ( - -  1)n+Z ~ --~- zl ()~/) dz~ d z ~ . . , d z ,  d2 , . . .d~_l .dg~+x, . ,d~ ,~  vzz 

wo die Summation ausfiihrlich gesehrieben ist, da fiber den Index 2 nie.~ht 
zu summieren ist, und das erste Integral fiber die Begrenztmg erstreekt iss 

Abet die Summe unt~r dem zweiten Integral ist nach einer bekannten 
Jacobischen Ident i~t  gleieh Null, denn die A (2fl) sind ja die De~r- 
minanten der Matrix, welche aus den Derivierten der ~ - - 1  Fun~:Sonen 

~-~-, in denen /x yon ~ verschieden, ist  nach den ~ Vaxiablem ~r ge- 
nt 

~ldet ist. 
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Man kann noeh bemerken, dat~ bei reellem q~ die Integrale (28), (29) 
reell oder imaginiir werden, je naehdem n gerade oder ungerade ist, da bei 
Vertausehung der z, mit den ~, eine gerade oder ungerade Anzahl yon 
Vertausehungen in der Reihenfolge der Differentiale vorgenommen wird. 

HI. 

Die folgenden Ausfiihrungen sollen der Veral lgemeinerung  des Riemann. 
sehen Gesiehtspunktes der Definition yon Funktionen einer komplexen 
VerS.nderliehen auf geeigneten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten gewidne~ 
sein, und zwar yon Funl~ionen yon n komplexen Veriinderliehen auf Mannig. 
faltigkeiten yon n + 1, n -4- 2 . . .  2 n Dimensionen. Man pflegt gewShnlieh 
die Verallgemeinerung auf die M~ an die sog. Bel~ramisehen Gleiehungen, 
also an eine quadratisehe Dif[erentialform und die konforme Abbildung zu 
kniipfen. Dieser Gesiehtspunkt fiihrt jedoeh bei Ausdehnung auf mehr ats 
eine Vedinderliehe, also mehr al~ zwei Dimensionen nor zor Potential- 
theorie, nieht abet zu eigentliehen Funktionen yon mehr komplexen Vet. 

~ B 

anderliehen. 

Baden wit auf einer M~, deren Punkte doreh die reellen Variablen 
tz(2 = 1 . . .  m, n < m =< 2n) gegeben seien zunJ4ehst 2n reelle Funk- 
tionen x , ( t x )  ( a =  1 . . .  2n )und  aus diesen die n komplexen Fanktionen 
z r = x: , -1-~  i x ~  r , L / =  x ~ - i  - -  i x ~  r, so ist die Bedingung dafiir, dal] eine 
Funktion ~b(tz) als Funktion der z r u n d  damit auch die zu ~ konjugierte 
Ftmktion �9 als Funktion der zr dargest~llt werden kann, das Versehwinden 
simtlieher Determinanten der Matrix 

= 0 und  tier konjugierten I, 'I ss, il = o .  

Es wird vorausgesetzt, dal~ die Determinanten der Matrix 

(31) ot ' 

nieht s~tmflieh versehwinden, so dab die tz riiekw~.rts 
aueh den x regular bereehnet werden kSnnen. 

aus den z, g oder 

Die Matrix (30) als eine Matrix yon m > n Vertikalreihen und n -4-1 

Horizontalreihen stellt m -- (n ~ 1 ) -4- 1 ~ m -- n hneare Gleichungen 

zwischen den -~z dar, also ein System yon m- n finearen homogenen 

partiellen Differentialgleichungen air ~, und zwar ein vollst~ndiges, da sie 

die ~ unabh~ngigen L~sungen ~-----z r hat. Das analoge gilt yon der 
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konjugierten Matrix. Nun kSnnen die z~ durch n andere u n a b ~ g e  
Funktionen der zy ersetzt werden und ebenso die 6. dutch m andere un- 
abhiingige Funktionen t~ der tx, ohne an den Beziehungen tier LSsungen 
dieses Systems untereinander etwas zu ~ndern, mad es ist nieht nStig, die zr 
individuell zu geben, vielmehr geniigt es, ein volls~ndiges System yon 
m - - n  linearen partiellen Di//erentialgleichungen und da~rdt auch das 
konjugierte System au] der M~ anzugeben, um Funktionen yon n kom~lexen 
Variablen au] ihr zu de]inieren. 

Sei also 

(32) ~.~. - ~ = - 0  ( 2 = l . . . m ,  z = l . . . m - - n )  

ein solches vollst/indiges System, so wird unter einer sogleieh anzugebenclen 
Beschr~nkung dadureh auf der M,~ ein System yon Funktionen definiert, 
writhe inch s~mttich ats analytisehe Funktionen yon n geeigneten unter 
ihnen darstellen tassen, wenI~ nut die ~A ~" in einer gewissen Umgebung 
regul~ire Funktionen der reellen Variablen t~ sin& 

Die Beschr~inkung abet besteht darin, da$ das System (32) und sein 
konjugiertes kein Integral gameinsam haben diirfen, ode, r, was dasse!be 
besagt, dal~ (32) kein reelles Integral haben darf, a u ~ r  der Konstanten. 

W~ire n~imlieh eines oder mehrere, etwa r unabhiingige, vorhanden, 
so kSnnte man diese in (32) lind dem konjugierten System aIs unab- 
h/ingige Variable einfiihren, etwa fiir tl, t~ . . .  t r. ]:)ann wiirden aus (32) 
die Differentialquotienten nach t l . . .  tr wegfallen und das System (32) 
and sein konjugiertes nieht mehr n,  sondern nat  mehr n - - r  komplexe 
Funktionen definieren, welche noch r reelle Parameter enthalten. Die M~ 
wiirde sich dann in (x~ Mannigfaltigkeiten von m -  r Dimensionen zer- 
legen, auf deren jeder Funktionen yon n - - r  komplexen Ver~nderlie~en 
definiert w~ren. 

Bezeiehnet man die Differentialoperation auf der linken Seite in (32) 
mit ~A ( r  spaltet sie in den reellen und imagin/~ren Teil und set~t 

= U + i V, so erh~lt man 

- -  - -  A "  " A "  t __~ (V)) 0 
oder 

(34) 
( V ) = -  .A (V) 

and bier t~itt die vStlige Analogie zu den Caucby~Riomannschen I~fferen- 
~ialgleichungen ~ klar zu*~age, 
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Um fiir n = t ,  m - - 2  die Beltramisehen Gleiehungen in der 
wShnlichen Form zu erhalten, schreiben wit etwa (34) in der Form 

~U aU ~V OV 
a-g-uu + b ~ V = c - d f f  + d  a~, 

~U aY aV b av 
c - ~  + d ~V =- -- a -a~- -- ~V 

und erhalten dutch AuflSsung 

(36) 

Setzt man 

~U 
~u 

aV , ~V ( c d + a b ) +  (b'2~-d "2) 

a d - b c  

aV ~V ( a b + c d  ) 
~U ~'u ( a ~ + c'z') + av 

aq~ ~ d - - b  c 

E = a 2 --}- c ~" F == - -  (a  b -~- c d)  G = b ~ + d e 

a d - -  b c =  l /  E G  - -  F ~ ,  

so erh~lt man die gewShnliche Form, wobei E, F,  G noch mit 
willkiirlichen 
wird dann 

g~ 

einem 
Faktor multipliziert werden kSnnen. Das zugehSrige ds ~ 

d s ~ ' = ( d u ( a  + i c ) - - d v ( b + i d ) ) ( d u ( a - - i c ) - - d v ( b - - i d ) ) ,  

woraus ersichtlich ist, da$ bei gegebenen ds die einzelnen Differential- 
operatoren die zu der partiellen Differentia~gleichung 

~v 

und der konjugierten geh6rigen totalen Differentialformen sind, wie es 
sein mu~. 

Es ist abet sogleich auf eine neu auftauehende Schwierigkeit auf- 
merksam zu machen, wenn clas System (33) mehr als eine Differential- 
gleiehung hat, die namenttich dann zur Geltung kommt, wenn man ein 
soIches System dazu benutzen will, auf geschIossenen zweiseitigen Mannig- 
faltigkeiten Funk~ionen komplexer Variablen zu definieren. 

Das System der Differentialgleichungen hat man sich dabei nach Ar~ 
der analytisehen Fortsetzung fiber die Mannigfaltigkeit fortgesetzt zu denken, 
so da~ die Koeffizienten in den lokalen Parametern iiberalI regul~ir sind. 
Da nun abet das System ein vollst~indiges ist, so bestehen zwischen den 
Koeffizienten die daraus sich ergebenden Differentia!gleichungen, und es er- 
scheint durchaus nicht von vornherein sicher, da~ dieses letz*~ere SysSem yon 
Di~ffexentialgteichungen auf der Marmig~altigkeit iiberhaupt iiberall regal/ire 
und eindeutige LSsnngen hat. Die Eindeutigkeit ist allerdings nicht an- 
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bedingt erforderlieh, sondern es gea'tigt, wenn nut das System bei der 
Fortsetzung nach den Parametern t~ auf jedem gesehlossenen Weg in ein dem 
Ausgangssystem gquivalentes System iibergeht. Man kSnnte denken, daiS die 
topologische Besehaffenheit der M .  bier bereits Hindemisse entgegens~ellt, 
doeh ist dies sieher nieht der Fall bei sotehen M~, welche in einem 
Raum yon 2n Dimensionen singularitgtenfrei und ohne SelbsCxlurehsetzung 
im Endlichen ausgebreitet werden kSnnen. Denn au~ diesen sind ja die 
z~ = x~._~ -~ i x.~. solehe iiberall regal~ire komplexe Funktionen des Ortes. 

IV. 

Will man die Differentialgleichungen fiir den reellen und imagin~ren 
Tell einer dutch (33) definierten Funktion ~5 aufstellen, so hat man die 
Bedingungen aufzustellen, welche V effiillen mul~, damit das System (34) 
nach U inCegrierbar wird. SolI U dutch V his auf eine Konstante bestimmt 
sein, so muI~ sich also das System 

(37) 

b~ 
.A'  (eb) + ~A" (V)-u~ = O 

- a: = o 

zu einem vollstgndigen m-gtiedrigen erggnzen lassen. 

Die Bedingungen hieffiir erla~ilt man in bekannter Weise dutch Bildung 
yon Klammerausdriicken, wobei jedoch zu beachten ist, da~ die so er- 
]aaltenen Bedingungen im allgemeinen nicht voneinander unabhiingig shad, 
sondern infolge der als identisch erfiillt vorausgesetzten Bedingungen fiir 
die VolIst~ndigkeit des Systems (33) Reduktionen erIeiden. 

Die Rechnung soil daher nut fiir den Fall m ~ 2n  ausgefiihrt werden 
und sodann der Fall m ~ 3, n = 2 be~rachtet werden. 

Aus der Bedingung flit die VotIstgndigkeit des Systems (33) ergeben 
sieh im ersten Fail zua~chst die Identithten 

A 
! 11 a ~  PP 

(.A',eA") + (,~A",A')= ,,~'/~,,A" + ~,o"~,,A ", 

wo die eingeklammerten Ausdriicke dieDifferentialausdziicke aA' flA' --  ~A' .A '  
and die anatogen bedeuten. 

Bildet man nun die Klammerausdrficke yon (37), so erh~l~ man 
drei Systeme. je nachdom man zwei Gleichungen der ersten Form oder 
eine der ersten mit einer der zweiten Form oder endti~ zwei de~ zwe~.~n 
l~orm miteinander verbindet, u~d dieso miissen sieh s~m~tick aks ~er~re, 
Verbindungen der Gteichungen (,5?) ~axstellen lasse~ 
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Man hat so der Reihe nach die Gleiehungen 

(~ ,A '~A ' )  ( ~ )  = ,,p'~'~,,A" (~b) + , ,q"Z,,A" (q6) 
3s) 

'A 'A" " ' - "  , ~ - -  # A ' , ~ A " ) ( F ) = ~ , p  ,,A ( V ) - - , , q C ' ~ A ' ( V ) ,  

also bei festem g, fl 2n + 1 Gleichungen iiir die 2n GrSgen p~, q,, welche 
daraus zu etiminieren shad. 

Man erhhlt so Determinanten 2 n - F  1- ter  Ordnung, welche in leicht- 
verst/indlicher Bezeietmung gesehrieben werden k6nnen: 

[ / l '  A t '  t t t  

(39) ~ ~ , ~  ~,~ - -  #A ~,A ) (Y)  ~,A"(V) - -  ,,,A' (V) _~ O, 
r t p ( ; . )  _.tp(2) 

I ~A (~a '(z)) - -  ~A (~,a " ,,a '(~) ~a 

und zwar erh~lt man n ( n - 1 )  solcher Determinanten. Kombiniert man 2 
nun zwei Gleichungen der zweiten Art, so erh~ilt man analog die n (n -1 )  

,3 

Determinanten 

I ( _  ~,A"~A'  + ~ A " . A ' ) ( V )  , ,A" (V) --  A '  (V) 
(40 )  I = o ;  

I /~,.n (aa ~,a "(;') , 

abet das Verschwinden der Determinanten (39) zieht das der Determi- 
nanten (40) nach sich und umgekehrt, trod zwar zufolge der Identit~ten 
(37 a). Die Determinanten (39) mad (40) unterscheiden sich ja nur in 
den ersten Vertikalreihen. Die Differenz zweier Determinanten mit den- 
selben a, fl gibt daher eine neue DeterminanCe, deren Verschwinden aus 
den Identit/iten (37a) sich sofort ergibt, so dal3 sieh auf diesem Wege 

n (n - 1) linear unabh~ngige Differentialgleichungen zweiter Ordnung genau 2 

i ~  V ergeben. 

Verbindet man abet eine Gleiehung der ersten Art mit einer der 
zweiten Art, was im ganzen auf n ~" Arten mSglich ist, so erh~tlr man auf 
demselben Wege die Gleichungen 

I ~ A '  A" ' ~eA" " (41) s - - ~ ,  ~ t , A ) ( V )  , ,A"(V)  - - , ,A(V)  t 

1 ".)  ". " -  I a fl.d-I ~,aa ~ a  tt a i 

= 0 .  

Von diesen lassen sich wieder diejenigen, welche bei verschiectenen e~ und 
fl dutch Vertauschung yon a, fi auseinander entstehen, zufolge der Identi- 

t~ten (37 a) aufeinander zuriickfiihren, so da/~ bloc n -F ~ ( ~ -  1) _ n (?+1! 2 2 
solcher linear unabh~ngigen Gleichungen sich ergeben. Im ganzen erh~ 
man daher n ~ sotcher Gleichtmgen. 

Zugleieh erkennt man, da/~ die Unterdeterminanten der ersSen Hori- 
zontalreihe in (39), (40), (41) nichr s~mtlich verschwinden kSnnen, well 
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sonst gegen die Voraussetzung die Gleichungon ~A (U) ~--- 0 und ~A (U) 
ein Integral gemeinsam hRtten, und insbesondere die Untardeterminante 
des erst;en E|emen~es yon Null verschieden ist, da sonst die ohigen Glei- 
chungen linear abh~,ngig w~ren. Es kommen also die zweiten Differential- 
quotienten wirklich vor. 

Nimmt man die Gleichungen aA (U) in der gewShnlichen Form 

~U ~V 
~ _ 1  ~ '  

(42) a~ ~v 

so erhglt man auch die letzteren Gleichtmgen in der iiblichen Form 

~ V  ~ V  ~2V e3~V 
(,~3) -~ = o ,  - = 

ax~,_l ax.~,,_ 1 ax.~, ax~r, az~r_l ~xo.r, ~x~r, l ~z~ r O. 

Abet bei einem gegebenen System . A ( r  0 ist die iaffinduag 
eines ersten Systems yon n tmabh~ingigen LSsungen genau so eine besondere 
hufgabe, wie im Falle n - - 1  bei den Belt~amischen Gleichungen. Die 
Einfiihrung der reellen and imagin~en Teile als mmbh~,ngige Ver'~i~derliche 
bringt dann des System auf die Form (42) b~w. (43). 

V. 

Dieselbe Aufgabe sell noeh flit den Fall m---3,  n = 2, also Funk- 
tionen yon zwei komplexen Ver'~ndemliehen auf einer dreidimensionalen 
~Iannigfaltigkeit, behandelt werden. Man hat dann eine Gleichtmg in 
drei Veriinderlichen tl, re, ta, welche gesehrieben werde: 

(44) A ( ~ )  -= al ~ + a, ~ + a~ ~ = 0, 

and es werde gesetzt A(q)) = (A' + iA")(qS), a. = aa -~ sa,, , q S = U + i V .  
Man hat dann die Gleiehungen 

A' (v)  = A" (V) 
(45) 

A" (V) = -- A'  (V). 

V ist so zu bestimmen, da~ diese Gleichungen eine LSsung naeh U 
~alassen, welehe U bis auf eine Konstante bestimmt. Bildet man nun 

(46) ( A " A ' - -  A 'A" )  U = ( A " A "  + A 'A ' )  V, 

so enth~t (46) mtr erste Di/terentialquotienten yon U and k~nn mit, (45) 
~dsammen nach diesen aufgel6st werden. Das Ergebnis mu~ aber den 
Integrabilit~tsbedingungengeniigen, was drei Di~erenfialgleSchungen dritter 
Ordnung flit V liefem wiirde, ibex eine von diesen ist J~e~reits ehm~olge ' 

~hematmr ~m~lem 97. 24 
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der beiden anderen. 
den folgenden Weg einseMagen und ausdriieken, 

(47) 

Man wird also zur wirklichen Bildung der Gleiehungen 
dal] das System 

A' (~ )  -k A"(V) ~" ~y=o 

- A' = 0 

(A"A '  -- A ' A " ) ( ~ )  + (A" A" --k A' A ' ) (V)  ~ "  - ~  = 0 

(A"A '  -- A 'A" )  ~ mit 

ein vollst~indiges System Iiir ~ ist. 

Bezeiehnet man den Differentislausdruck 

0 t--/+ b. ~ @ b a ~--~, so wird 

(A'  B -  B A '  ) . ( ~ ) = ( A '  ( b o ) -  B(a . ) )  ~t~ ' 
(48) 

(A'PB _ BA' ) (Ts)  = (A" (b.) _ B(a"))  ~-(~ . 

Es miissen dann die Gleichungen 

(A'  B -- BA '  )(~P) --k (-- B A "  + A'  A"A"  + A 'A '  A')(V).  ~ "  - ~  = 0 , 

( A " B  -- BA")(~P)-+-(A"A"A" '--7 A " A ' A '  + BA' ) (V)  ~"-g-o=O 

(49) 

lineare Folgen yon (47) sein. Daher erh~ilt man die gesuehten Bedingungen 
ausgedriickt dutch das Verschwinden zweier Determinanten 

( 2 A ' A " A " +  A ' A ' A ' - -  A"A 'A" ) (V) ,  (A"A"  + A'A')(V) ,  -- A'(V),A"(V) 

A ' (b ,~)-  B(a',)  , b, , a'~' , a" 

( . = 1 , 2  3) 
and 

( A " A " A "  + A ' A " A ' )  ( A " A " - k  (50) 2 A " A ' A '  + (V), A 'A ' ) (V ) ,  -- A'(V),A"(V) 
A ' (br  B(a'~) , b, , a~' , a'~ 

Die Determinante t ba, a~', a~' t i s t  wieder notwendig yon Null ver- 
schieden, well sonst A' (U) = 0 und A" (U) = 0 ein Integral gemeinsam 
hiitten. 

Die beiden Gleiehtmgen (49) und (50) enthalten also wirklich die 
dritten Derivierten yon V. Dutch Ersetmmg von a~ dureh --a~" und 
a= durch a~ werden die Gleichtmgen (49) und (50) vertauscht, wie es 
sein mul3. Ist dann auf der M 3 eine regul~ire L6sung V yon (49), (50) 
bekannt, so finder man U dutch One Quadzatur, mad dieses ist also dana" 
bis auf eine reelle Konstante eindeutig bestimmt, wean sich auf Ms jeder 
geschlossene Weg auf Null zusammenziehen 1/i~t. Es ist dann U + i V suf 
der M 8 eine eindeutige regnliire Funktion. 
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Die eigen~liche Riemannsche s) Fragestellung, die Funktionen un- 
abh~gig yon ihrer Ausdrucksweise zu untersuchen, insbesondere die ein- 
zelne Funkf~ion dutch voneinander unabh~ngige Bedingungen zu bestimmen, 
kommt darauf zuriick, ein LSsungssystem der Cauehy-Riemannsehen Dif- 
feren~ialgleichungen dutch solehe Bedin~gungen zu bestimmen. 

FaSt man nun diese partiellen Differentialgleiehungen ebenfalls im 
Riemannschen Sinne als Grenzfii.lle linearer Ghichungen auf, so fragt es 
sich, welehe Systeme linearer Gleichungen man za den gegebenen hinzu- 
iiigen kann, um die LSsung zu bestimmen. Das gelingt hi~ufig dadurch, 
da$ man die gegebenen linearen Gleichungen auf eine Form bringt, in 
der sie ausdriieken, daS eine gegebene positive Funl~tion der Unbekannten 
einen extremen Weft erh/~lt. Man wird abet nut dann Erfolg erwarten 
kSnnen, wenn diese Funktion zum urspriingliehen Problem in einer Be- 
ziehung steht, welehe unabh~ngig yon der zufiiJligen Wahl der unabhiingigen 
Ver~nderlichen ist, also gegeniiber Transformationen, writhe das Problem 
nicht wesentlich ~indexn, invariant ist. 

Betraehtet man unter diesem Gesiehtspunkt die Funktionen zweier 
konjugierter Variablen z - -  x A- i y , ~ = x - -  i y , so sieht man, dal~ man 
fiir Zweeke der Transformation z '==g(z ) ,  ~ ' = h ( Y )  z und ~ als un- 

abh/~ngige Variable betraahten kann, und ebenso g und ~ aIs unabh~ngige 
Funktionen~ Damit erkennt man als einfachste Integralinvariante 

f a f  d~ d~.  (51) 

Setzt man f ~- u -~ i v ,  z = x -~ i y,  so wird (51) ausgerechnet 

(52) - ~  ~ 

i also bis auf den Faktor 
2 

ay - ~ ]  ] d x d y ,  

genau das yon Riemann ~) seinen Unter- 

suchungen zugrunde gelegte Integral. 

Die Eulex-Lagrangeschen Gleichungen zu (51) lauten nun 

~ f  = 0,  ~ f  =- O. (53) a z a----~ ~Z ~z 

~f Sie sagen aus, daS ~-~ eine analytische Ftmktion yon z mad ebenso 

eine solehe yon ~ ist. Wenn also die Unstetigkeits- und Randbedin- 

gungen sowir die MJnimalbedingung dutch einr analyti~-~he Fun~ion f 

~) Dissertation w 19 f[.; Werke 2. Aufl., S. 35 tL 
4) Dissertation w I6; Werke 2. Aufl. S, 30. 

24* 
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erfiilIt werden, so is$ das Integral identisch Null, wenn aber nicht, so 

ergibt erst ~-~ und damit auch das Integral ~ ~f .-~ dz eine ana!ytisehe 

FunkVion, welche zu dem urspriinglichen Problem in engster Beziehung steht 
mad dann zu untersuchen ist. Man sieht bier, wie der Weg, den Riemann 
eingeschlagen hat, notwendig mi$ der Natur des Problems verkniipft ist. 

Es ist nieht sehwer, sich fiber die Gesamtheit der InSegralinvarianten 
Rechenschaft zu geben. Es existieren fiir n => 2 n -  1 voneinander un- 
abh~ngige, in denen n-te Differentialquotienten von f wirklich vorkommen 
und keine hSheren, doch sind fiir n > 2 keine ganzen rationalen vor- 
handen. 

In gewissem Sinne ist die einfaehste der dritten Ordnung die tolgende 

(54) ,) raz~a~,a~l  a z - -  a ~ z  t a z l  ~-~ +~z~(~-Oz dzdL 

Sie ist reell bei reellem f, und der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
ist linear in den hSchsten Differentialquotienten. Man kann diesen Aus- 
druck noch in leicht ersichtlicher Weise ab~ndern, indem man eine 

f ~f ~ f  hinzufiigt. Ver- homogene Funktion drit~en Grades yon ~-~.~-~ und ~z ~ 

ziehtet man auf Symmetrie in z und ~, so kann man andere Ausdriicke 
dieser Art bilden. Es w~re interessant, wenn diesen Invarianten auch 
geometrische Bedeutung zukommen wiirde. 

Die daraus entspringenden Variationsprobleme sind far erste wohl zu 
komp!iziert. 

VII. 

Die Ubertragung dieses Ansatzes auf mehr Ver~nderliehe liefert nun 
formal bemerkenswerte Ergebnisse, so da$ es gestattet sei, dabei zu ver- 
weilen, wenn aueh yon da bis zu bestimmten Exis~enzsgtzen noeh eiu 
weiter Weg ist. 

Setzt man n Funlc~ionen f,  (a ~ - 1 . . . n )  und ihre konjugierten 1~ 
als Unbekannte an, so hat man als einfachste Integralinvariante 

Zur Abkiirzung solI das Differential in diesem Integral ~i~ dw be- 
zeielmet werden -and mit deos, dto~ diejenigen Differentiale, weIehe ent- 
st~hen, wenn dz~ reap. dFp weggelassen wird. Bezeichnet dann A, J die 

-  rol I ~  I beiden DeterminanC~n, zlap, A ~  die Unterdeterminanten yon ~zp! ] 

so hat man fiir die crate Variation yon J 
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(56) 6 J - -  f (-- 1) ~ ($f. A=~ Adtop + (-- 1) "+~ ~ L  zi,~ A d eo~ 
R 

wo das ersge Integral iiber die Begrenzung des Gebietes zu erstrecken ist. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Eulerschen Gleiehungen als 

B 
wo iiber die fl zu summieren ist. Da abet nach tier Jacobischen Identi~t  
bei Ausrechnung der Koeifizi~nt yon A resp. A versehwinde~, so bleiben 
die GIeichungen 

Da nun IA.z[ = A ~-~ und ebenso [zl--.~[ = ]~-~, so ergeben sich immer, 
wenn /I, ~ yon Null verschieden sind, die Gleichungen 

~] aA = 0 ( s s )  % = o ,  . 

Gelingt es also dareh geeignete Randbedingungen, das Problem zu 
einem bestimmten und 15sbaren zu maehen, so dal~ die Funktional- 
determinan~en nieht verschwinden, so sind diese Funl~ionaldeterminanten 
im Innern des Gebietes analytische Funktionen der z. resp. ~., deren 
Beziehung zu den Randbedingungen allerdings noch erst zu untersuehen ist. 

VIII. 

Noch schwieriger seheint es aber, den Ansatz zu beaxbeiten, der sieh 
darbietet, wenn man Funkr yon n komplexen Ver~inder!ichen auf 
einer M m definiert. Im einfaehsten Fall m = 3, ~ - -  2 hat man eine 
partielle Diiteren~iaIgleichung in drei Ver~nderlichen, t 1, t~, t 8, und ihre 
konjug~erte. 

Seien diese 

(59) 

Die Bedingmag, dat~ A ( U ) - - 0  und .~ ( U ) =  0 kein gemeinsames 
Integral ha'ben, ist bier gegeben dareh das Ni:catversehwinden der Deter- 
miaante 

(60) tA ( ~ )  --  A (a~), a,~ ~af = (a ,  ~)  =. (~ ,  a) , 
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welche also reell ist. ~ilrrt man nun start der Variablen t~ andere t' 
ein, so finder man in leicht verst~ndlicher Bezeichnung 

'  
(61) (g', a ' ) t ,=(~ ,  a)t -g~ [. 

,Werden ferner die Differentialausdriieke (59) mit Faktoren M, 3I 
multipliziert, so ergibt sieh 

(62) (Ma,  ~ r~)  = M:.Me(a~,).  

Damit aber erweist sieh das Integral 

(4 (~) A ( ~))~ dt~ dt~. dt a = H 
J (aa) 

als invariant gegenfiber einer Transformation tier Parameter t. und einer 
Abgnderung von A und _~ um konjugierte Faktoren, und iiberhaupt als 
eine simultane In~egralinvariante der beiden Differentialausdrficke A, 2~, 
ganz abgesehen davon, dab diese beiden konjugiert sind. 

Es mSge nun vorausgesetzt werden, dal] die Differentialgleiehung 
A(qs) _--0 den Jaeobisehen Multiplikator 1 gestatte, dag also 

und a-~-~ ~ at~ --  O. 
@ @ 

In gewissem Sinne ist das nach dem obigen keine wesen~liehe ge- 
sehr~nk-ung, wenigstens in einem genfigend kleinen Gebiet. 

Bildet man nun die erste Variation yon H, so erh/ilt man 

(64) 5 H =  2 A(~)A(r  (aa) (Oq~J-(-~)(aldt~dta--ba~-dt3dtl +asdtldt~) 
R 

f A ( ~ ) A ~  (~A(~) ) (g ld t~d t3@g.2d tad t_~_gsd t ld t . )  --}- 2 ( aa) 
R 

- -  2 0 ~b ~ - (a a) at~ (a a) d t l  dt.. d t  n , 

und mit Riieksieht auf die obige Voraussetzung fiber die a~ werden nun 
die Eu!ersehen Gleiehungen 

a A(~)~(~)  ~ a A{~).A(~) ~ 
(65) aa 0ta (aa) -~-0, a-a ata (aa) = 0 .  

Ge!ingt es also bier wieder dutch geeignete Randbedingtmgen das 
P~oblem zu einem 15sbaren und bestimmten zu maehen, so ist jetzt 

A (qb) A (~) ~ eine analytisehe FtmkCion yon zwei komplexen Ver~nder- (aa) 
liehen attf der M s im oben atmgefiihr~n Sinn. 
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DaJ~ bier die analogen Untersuchungen wie bei einer Variablen viel 
schwieriger und komplizierter sein werden, wenn sie iiberhaupt durch- 
f~rbar sind, liegt aaf der Hand. Trotzdem babe ich die obigen formalen 
Entwicklungen nicht unterdriicken wollen, weil sie wenigstens die Schwierig- 
keiten aufzeigen, welche ein Weitergehen auf dem Riemannschen Weg 
darbietet. 

Vielleicht h~tte Riemann auch die Ideen zur Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten gehabt. 

(Eingegangen am 25. 1. 1926.) 


