
Uber das Plateausehe Problem. 
Von 

Alfred Haar in Szeged (Ungarn). 

Einleitung. 
Riemann widmete der Theorie der Minimalfl~iehen eine grundlegende 

Abhandlung; von ihm riihrt einer der schSnsten Ss dieses Ideenlrreises 
her, der einer der Ausgangspunkte der gesam~en Theorie wurde. Dieser Satz 
finder eine Anwendung in der folgenden LSsung des bekannten Plateau- 
sehen Problems. 

Unter dem Plateausehen Problem versteht man die Aufgabe, die 
Existenz einer solchen LSsung der partiellen Differentialgleiehung 

za beweisen, dab die entspreehende Fls im xyz-Raume eine vorgelegte 
Raumkurve C enthalte; diese F1/iehe ist bekanntlieh eine MSnimalfl/iehe, 
indem der yon der gegebenen Raumkurve begrenzte Teil einen kleineren 
Fl~heninhalt besitzt als der entspreehende Teil irgendeiner andern dutch 
diese Raumkurve hindurehgehenden F1/izhe. 

Dieses Problem wurde fiir solche Raumkurven C, deren Projektion 
auf die xy-Ebene konvex ist, und die so besehaffen sind, dal~ keine ihrer 
Sehmiegungsebenen auf der xy-Ebene senkreeht steht, zuerst von Herrn 
S. Bernstein in tiefsinnigen Untersuchungen mit Hilfe seiner Normalreihen 
in Angriff genommenl). Ohne dieses Hilfsmittel behandelt Herr Ch. Miintz 
in einer ausfiihrliehen Abhandlung ~) dasselbe Problem, in der er aueh auf 
verschiedene Liicken der Bernsteinschen Arbeit die bereits Herr 

1) ,Sur les surfaces d6finies au moyen de leur courbure moyenne oll totale." 
Annales de l'Ecole Normale (3) 27 (1910) und ,Sur les ~luations du catcul des 
variations~" Annales de rl~eole Normale (3) 29 (1912). 

~) ,Die LSsung des Ptateauschen Problems iiber konvexen Bereichen." Mathe- 
matische Anrralen 94 (1925). 
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Lichtenstein in seinem Enzyklot~diearfikel (Nsuere Entwicklung der Theorie 
partieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typus, S. 1326, An- 
merkung 127) bem~ingelt - -  hinweist; sins Replik ~) Bemsteins ist ~ r z -  
lichst erschienen. Gegen den Miintzschen Beweis hat neusrdings Herr Rad6 
einen wesentliehen Einwand verSffentlicht~). W~ihrend diese Autoren dutch 
sukzessive N~herung das Integral der Differentialgleichung zu gowinnsn 
suchen, teile ich im folgenden eine wesentlich verschiedene LSsungsmethode 
dutch Heranziehung der direkten Methode der Variationsrechnung mit, und 
glaube daher reich an dieser Stelle mit der erw~hnten Diskussion fiber 
die angefiihrten Arbeiten nicht besch~ftigen zu miissen. 

Die strenge Theorie dieser direkten Methode ist eine der schSnsten 
SchSpfungen Hilberts; an seine Untersuchungen, die ffir den Fall dsr 
Potentialtheorie ausgearbeitet sind, schliefien eine Reihe von Arbeiten an, 
die, soweit es sieh um Variationsprobleme von Doppelintegralen handelt, 
zum grSl~ten Teil das Ziel verfolgen, die Randwertaufgabe der linearen 
partiellen Differentialgleichungen auf gleichem Weg zu behandeln. Der 
s ist stets derselbe. Wenn ein regulates Variationsproblem 

.F ~-; , c~ y / 

bei gegebenen Randbedingungen vorgelegt ist, so bestimmt man die Ex- 
tremalfunktion z ( x ,  y)  mit Hilfe einer Minimalfolge 

z, (x ,  y ) ,  (x ,  y ) ,  . . . ,  v ) ,  . . .  

(deren Funktionen die gegebene Randbedingung erfiillen), die so beschaiien 
ist, dal3 der limes 

lim F \ e  x , -~-~} d x d y  

gleich der unteren Grenze des Wertevorrates des betrachteten Integrals 
(bei den gegebenen Randbedingungen) ist. Die Weiterfiihrung der Hilbert- 
schsn Msthoden beruht im wesenttichen auf zwei verschiedenen Oedanken, 
die wegen des Umstandes notwendig werden, dab die Minimalfolge keines- 
wegs konvergieren mug. Der eine Gedanke besteht darin, dad man die 
Minimalfolge durch eine spezielle ersetzt, deren gIeichm$i]ige Konvergenz 
man beweisen kann; diese Idee wurde zuerst yon den Herren B. Levi und 
H. Lebesgue in hSchst elegant~r Weise du_rchgefiil~t; sl~,t~r ist derselbs 
Gedanke von Herrn Coumnt mit grol~em Erfolg angewandt worden. 5) Der 

3) .Sur l'int6gration des 6quations aux d6riv6es partielles du type elliptique~" 
Mathematische Annalen 95 (1926). 

~) •athematisohe Annalon 96 ( 1926)= 
~) Die Ritzsche Methode bentltzt denselben Gedanken; freil/ch ist die Konver. 

genz der Minimalfolge bei den von Ritz behandetten Problemen eiae Folge des I~m- 
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zweite Gedanke, den man den Arbeiten von Herrn G. Fubini verdankt, 
besteht darin, auf die gleiehm~Bige Konvergenz zu verziehten und start 
dessen die Existenz mit H]Ife einer Minimalfolge zu beweisen, die nur 
fast iiberall konvergiert. Diese Arbeiten yon Herrn Fubini sind in ver- 
schiedener Hinsicht grundlegend geworden; mit Recht verweist er darauf, 
dab die wahre Schwierigkeit niche in der Konstruktion der Extremal- 
funktion besteht, sondern in dem Beweise, dab sie Differentialquotienten 
besitztS). 

Auf das Plateausehe Problem wurde die Hilbertsehe Methode yon 
Herrn Lebesgue in seiner beriihm~en These 7) angewandt; er bezeichnet 
seine Resultate als Vorbereitungen zum Plateauschen Problem. Fiir die- 
selben Randkurven, wie Herr Bernstein, beweist er die Existenz einer Funk- 
tion z(x, y), die der Lipschitzschen Bedingung geniigt, auf der die ge- 
gebene Randkurve einen Fl~ichenteil vom minimalen Inhalt abgrenzt. 
Freilieh ist dabei der Fliicheninhalt in dem dort festgelegten Sinne zu 
verstehen, und nut neuere Untersuchungen zeigen die Identi~t  des 
Lebesguesehen Inhaltsbegriffes mit dem iiblieh'en DoppelintegraI; die Frage, 
ob die erhaltene Funktion die Plateausche Differentialgleichung be~riedigt, 
ist gleiehbedeutend damit, ob sie iiberhaup~ zweite Ableitungen besitzt; 
diese Frage bleibt unentschieden. 

2. In der vorliegenden Arbeit wird der Beweis des Plateauschen 
Problems mit Hitfe der direkten Methode der Variationsreehnung gefiihrt, 
fiir dieselben Randkurven, die in den erw~ihnten Untersuchungen yon 
Lebesgue und Bernstein auftreten. 

Wir beginnen unsere Untersuehungen mit einem Hilfssatz, der in der 
heute iiblichen TerminoIogie die Halbstetigkeit naeh unten des Integrals 

aussagt, falls das entsprechende Variationsproblem regular ist, d.h. die 
Bedingungen 

o > o 

standes, daB das zugrunde gelegte Integral die zweiten Ableitungen der unbekannten 
Funktion enth~lt, in welchen F~llen eine Vera]lgemeinerung des bekannten Osgood- 
schen Satzes anwendbar ist. Auf diesen gl~ttenden EinfluB der h6heren Ableitungen 
babe ich in einem Vortrag in der mathematischen Gesellschaft in GSttingen (26. Juli 
1910) aufmerksam gemacht. 

6) ~Sul prineipio di minimo di Diricklet." Annali diMatematica (3) 15 (1908) 
S. 125. 

7) , In~_Ie , -Longueur ,  Aire." Annali di Matematica (3) 7 (1902). 
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alte Wer~systeme p, q erffill~ sind. Die schSnen Untersuchungen, die 
Herr L. Tonelli in bezug auf die direk~e Methode bei eindimensionaten 
VariationsprobIemen angestellt ha~, weisen auf die Wichtigkei~ hin, die der 
Halbstetigkeit in diesem Gedankenkreis zukommt. Sodann wi~d die 
Extremalfunktion selbst konstruiert mit Hilfe eines Veffahrens, das flit 
alle regulii, ren Variationsprobleme anwendbar is~. Ein wesentliches I-Ii~fs- 
mitteI ist dabei ein Satz topologiseher Natur; con einem Spezialfall dieses 
Satzes macht bereits Herr Bilbert Gebranch, und die erw~hnten Unter- 
suchungen yon H. Lebesgue und S. Bernstein enthalten ebenfalls Sgtze 
~hnlicher Art. Ich gelangte zur Aufstellung dieses Satzes, indem ieh das 
Ziel veffolgte, die oben erw~nge Lebesguesehe Konstruk~ion der Extremal- 
fl~che dutch eine andere zu ersetzen, die yon der speziellen Natar des 
Plateausehen Variationsproblems keinen Gebrauch mac]at. Den Beweis dieses 
wichtigen Hilfssatzes hat auf meine Anregung Herr T. Rad6 in eleganter 
Weise erbracht s). 

w 2 ist der Ableitung yon Differentialgleichungssystemen gewidmet, denen 
die in w 1 konstruierte Extremalfunktion geniigt. Da yon dieser Funktion 
zun~ichst nur bekannt ist, da~ sie der Lipschitzschen Bedingung geniigt, so 
kaan man nieht unmittelbar zur Ableitung der EuIer-Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichung sehreiten. Es kommen dabei Uberlegungen yon der Art 
zur Anwendung, wie die in meiner ira Journal flit Mathematik 149 (1919) 
erschienenen Arbeit ,,Uber die Variation yon DoppelintegraIen". Ieh babe 
daselbst, ohne die Existenz der zweiten Ablei~ungen der Extremalfun__ktion 
vorauszusetzen, auf Grund der Stetigkeit der ersten Ableitungen, aus dem 
Versehwinden der ersten Variation ffir die ExtremaIfunktion ein partielles 
Differentialgleichungssystem erster Ordnung abgeleitet, in dem auBer der 
Extremalfunktion noch eine Hilfsfunk~tion anftritt. Freflieh sind die ent- 
sprechenden Entwicklungen in der vorliegenden Arbeit etwas verwickelter, 
da auch die Stetigkeit der ersten Ableitungen der Extremalfunktion nicht 
angenommen werden daft. Die wertvollen Untersuchtmgen, die Herr 
H. Rademacher ~ fiber die Differenzierbarl~ei~ der Funktionen zweier 
Variablen, die der Lipschitzschen'Bedingung geniigen, verSffentlicht hat, 
helfen iiber die neuen Sehwierigkeiten hinweg. 

Im let~ten Abscb_nitt wird endlich die Analytizi$iit der Extremat- 
funkCion bewiesen mad damit gezeigt, dab sie der iibtichen partiellen 
DifferenVialgleichung geniigt. Dabei wende ich dieselbe Schlu~weise an, 

s) ,Geometrisehe Betrachtungen fiber zweidimensionale regu]gre Variationspro- 
bleme." Acf~ scientiarum maiversita~is Franc. Jos. Szeged 2 (1926~ 

9) ,~her partielte und rotate Differ~ierhar~it  yon ~ n  m ~ e r  
Variablem u I mad H. Mathematische Annalen 79 und 81 (1919 und 1920 9 
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mit weleher Herr Rad6 ~~ gezeigt hat, daI~ jede einmal stetig differenzier- 
bare Extremalfunktion analytiseh ist; dieser Beweis beruht auf klassisehen, 
auf Riemann und Weierstral~ zuriiekgehenden S/itzen fiber Minimalfli~chen. 

Als interessantes Moment in dem vorliegenden Beweise des Plateau- 
schen Problems erblieke ich, da$ darin neben geometrisehen - -  und zwar 
teils fl/i, ehentheoretisehen, tells topologisehen - -  S~tzen die feinen Resul- 
tare der yon Herrn Lebesgue herriihrenden Theorie der reellen Funktionen 
zur Anwendung gelangen. 

In meinen Untersuchungen und bei der Redaktion der vorliegenden 
Arbeit wurde ich yon Herrn Dr. Tibor Rad5 lebhaft unterstiitzt. Ihm ver- 
danke ich aul3er dem bereits erw~ihnten Beweis des Satzes im w 1 ver- 
schiedene literarisehe Hinweise, die mir yon grogem Nutzen waren. 

w 

Konstruktion der Extremalfunktion. 

3. Bevor wir unser eigentliches Problem angreifen, wollen wir zwei 
Hilfss~itze begriinden; diese treten naturgemi~6 auf, some man die Existenz 
der L6stmgen eines Variationsproblems mit der direl~en Methode zu be- 
weisen versucht. Obwohl in der vorliegenden Arbeit die folgenden Hilfs- 
s~itze nttr fiir den speziellen Fall des Plateauschen Variationsproblems be- 
nutzt werden, so scheint es dennoch angemessen zu sein, diese S~.tze gleich 
flit alle regnl~iren Variationsprobleme abzuleiten, da dadurch der wahre 
Kern des Beweises besser hervortritt. Wit betrachten daher eine Funk- 
tion F ( p ,  if), die fiir alle reellen Werte der Ver~nderlichen p, q anaIytisch 
ist und den Bedingungen 

geniigt, und beweisen vorab zur Vorbereitung den Iolgenden 

H i l f s s a t z  I. Die in einem G e b i e t -  etwa in einem Quadrat Q 
der x y-Ebene ~ de/inierten Funktionen 

f l ( x ,  y) ,  f~(x, y ) ,  . f,,( , y ) ,  . . .  

m6gen daselbst stetige erste Abteitungen ~f" of. ~x ' ~y besitzen und gleichmdfiig 

in  Q gegen eine Grenz/unktion f ( x ,  y)  streben, deren er.ste Ableitungen 

9f o__f eben/alls stetige Funktionen in Q sein mSgen; es gilt die Ungleichung: ~x' Oy 

lira inf iv \ a x '  ~ y / ~ ~x' ~-y 
~ ao Q Q 

lo) ,Uber den analytischen Charakter der Minimatfl~ehen." Mathematische Zeit- 
sehrift 24 (1925). 



Plateausehes Problem. 129 

Ist insbesondere F = (1 -{- p~" -~ q~')~-, so drfiekt dieser Satz eine ein- 
faehe Tatsaehe fiber den F1/icheninhal, aus; Herr Lebesgue hat bereits 
diese Eigenschaft des Fl~ieheninhaltes hervorgehoben und mit Anwendung 
seiner Definition des Fliicheninhaltes bewiesen~). Der folgende Beweis 
(den ieh gleich fiir den allgemeinen Fall fiihre) kann in dem erw~ihnten 

t 
Spezialfall F = (1 ~ p~ + qe )~ in reeht einfaeher Weise geometriseh gedeutet 

( P  - 

I 
=- R (p ,  q; #),  

werden. 
Setzen wit zur Abkfirzung 

(1) F(p,q)-- F(a, fl) 

so ist nach dem Taylorschen Lehrsatze 

/O~ , f ~F \ , 

+ \ ap,/.=.(q. - 
~'=~ 

wobei die Zwischenwerte /~,/~ mittels einer geeignet gew~hlten GrSfle 0, 
die zwischen 0 und 1 liegt, in der folgenden Form darstellbar sind: 

~=Oa+(1--O)p,  f l=Ofi+(l - -O)q.  
Zufolge der fiber F ( p ,  q) gemachten Annahmen ist Iiir alle Werte yon 
p, q, a, fl die Funktion R (p, q; a , f l )~ O. Betrachten wit nun irgendein 
innerha|b Q iiegendes, yon einer regul~iren und doppelpunkClosen Kurve K 
begrenztes Gebiet T, dessen Inhalt wir durch denselben Buchstaben be- 
zeichnen; die Ungleichung 

T T 

aF(~f ~) + OF af 

~F ~F 7 f 
=J~r(a, fl), 

.K 

~) S. 344 der in ~) angefiihrten Abhandlung. Es ist das Verdienst yon Herrn 
L. Tonelli, die Wichtigkeit der Halbstetigkeit des Integrals bei der Anwendung der 
direkten Methode der Variationsrechnung hervorgehoben zu haben. Vgl. sein inhalts- 
reiches Werk ,Fondamenti di calcolo delle variazioni I. II., Bologna. 

[ A n m e r k u n g  w~hrend  der  Kor rek tu r . ]  Fiir den speziellen Fall des Plateau- 
schen Variationsproblems folgt dieser Hilfssatz, sowie aueh der folgende Hiifa~atz II ,  
aus den wichtigen Ergebnissen, die Herr L. ToneUi kfirz]ichst (hath Einreichen tier 
vorliegenden Arbeit) fiber den Fl~cheninhalt verSffentlieht hat. Vgl. ,Sulla quadra- 
tufa delle superficie". Atti della Reale Aceademia dei Lineei (6) 3 (1926), S. 357, 
445, 633. 

Mathematisehe Annalen~ 97. 9 
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in der die reehte Seite eine analytische Funktion yon a mad fl dsrstellL 
gilt ~ alle Werte dieser Ver~inderliehen. Wit bezeiehnen m i t m  die obere 

I~fl 'e f t  in Q und besehranken uns auf solehe Werte von Grenze yon ~-~ und b-yl 

a mad fl, deren Betrag unterhalb m fiegt; 
w~hlt, da~ 

- ~  ~ M ,  I~,~,~fl ~ M ,  

es sei endlieh M so gro$ ge- 

- f ~ l -  

sei, sowie i a~ ~ m, und t fl i ~ m ist. Alsdann erhal.ten wit flit die Differer~ 

2' T 

mit Rfieksieht auf (1') die ~olgende Ungleiehung: 

ff 
da die Zwisehenwerte /~ ~ 0a + (1 --  0) ~f, 

Ungleiehungen I51 ~ m, ,~ fl! =< m erffillen. 

.- l) , 

fi : 0fl + (1 --  0) ~f dieselben 

Nun wiihlen wir fiir a bzw. fl 
~f af solehe Werte, die dem Wertevorrst der Funktionen ~-~ bzw. b-y in T an- 

gehSren; und bezeichnen mit co ixgendeine Zahl, die grSBer als die Oszilla- 

tionen der stetigen Funktionen af ~f in Y ist. Man gelangt za der Un- 0~' 0y 
gleiehung: 

\~x' ~y d x d y  -- J~(a,  fl) s 2Mro~T  
T 

mad damit zu dem Resultat, daB, wenn das Gebiet T so klein ist, dal~ 

daselbst die Oszillation der Funl~ionen of 3f ldeiner als ~ ist, die GrSgen 
0z' 0y 

und fl derart bestimmbar sind, dab 

F ~, Uy dxdy-- J~(a, fl) _~ 2M3~T 

sei, wiihrend die Ungleiehung 

flit jedes Gebiet T mad fiir alle Werte yon a,  fl erfiillt ist. 
Wir zerlegen nun unser Qua&rat Q, dessen Inhalt wit dutch denseIben 

Buehstaben bezeiehnen, duroh ~iquidistante und zu den Seiten parallele 
Oerade in kongruenbe Quadrate 
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so da$ in jedem die fragliehe Oszillation kleiner als die beliebig kleine 
Zahl ~ sei. Sodann bes~immen w i t -  was naeh dem Vorangehenden mSg- 
lieh ist -- die GrSl~en 

~, & (~ = i, 2 , . . . ,  ~v) 
derart, dall 

ausfalle. 

o<= ~ , ~  ~ a~a~-~(~, ~ ) < ~ M ~  ~ ' - ~ =  
qk 

Dutch Summation iiber k ergibt sieh daraus 

Q 

iV 

k = l  Q 

Nun betraehten wit irgendeine unserer Funktionen f~ (x, y) und bilden 
zu ihr die entsprechenden Ausdriieke: 

e_FF 

die Ungleiehungen 

<3) 

f ~ ( x , y ) d x ;  

Mit 
schliel~en, daft f4ir hiareiehend grot~e Wer~e yon n 

9* 

~f"~dxdy < 

9~ 

gelten wiederum fiir alle Werte yon k, a und fl; sie gelten aueh, wenn man 
darin r bzw./? duzeh die oben gew~hlten Gr58en a k, fi~ erset~L :Nun kann 
man bei festem k den Zeiger n so groB ws dab l(n) ~qk (a~, fl~) sieh beliebig 
wenig yon Jq~,(ak, ~6k) unterscheidet, da die Differenz beider Ausdriieke 

"(~)/a- ~F(ak, fl~) ( f - - f , , )dy  ( f - -  f,~)dx 
qk qk 

wegen der angenommenen gleichms Konvergenz der Funktioneniolge 
f~ (x, y) gegen f (x ,  y) mit wachsendem n gegen Null st~ebt. Wit wghlen n 
so grofl, dab fiir alle Werte k : 1, 2, . . . ,  N diese Differenz dem Betrage 

nach kleiner als 2 M Q ~  N sei, und erhalten dutch Summation fiber k die 

Ungleiehung: 
2V /V 

2 M Q 5 ~ < ~ ,  Jq~, ( a~,, fi~, ) -- ~ _7(") - -  = ~.q~, (r fl~) < = 2 i Q 3  ~. 
k=i k=l 

Riieksicht auf die Ungleichungen (2) und (3) k~n_nen wir daher 
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d.h. 

ist. 

Q r  

< 2 M Q 6 : ~ - f f F ( ~  f" ~&3dxdy,  
= \ o x '  ~ y /  

Q Q 

Da (~ eine beliebig kleine positive GrSl~e hedeuten kann, so folgt daraus 

lira inf F , - ~ y / d x d y >  F ( n , - ~ ) d x d y ,  
Q Q 

W. Z. b.  w .  

4. Dutch 
gemeineren 

dasselbe Veffahren beweist man den folgenden etwas all- 

H i l f s sa tz  II.  1") Die in Q de]inierten Yunktionen 

f~(x,y), f~(x,y), . . . ,  f , ,(x,y), . . .  

mggen daselbst die Lipschitzsche Bedingung er/i~llen und gleichmdfiig in Q 
gegen die Grenz]unktion f ( x, y) strebe~, die eben]alls der Lipschitzschen 
Bedingung geni~gt; es gilt die Ungleichung: 

l i m i n f l f F / . ~ f "  ~f--~2~dxdy~ f f  F (  ~f ~ ) d x d y .  
n = ~  ,~ ,, \ ~ x '  ~ y /  \ S x '  

Q Q 

Um den Beweis in diesem allgemeinen Falle zu erbringen, zerlege 
man Q - wie oben -- in die kongruenten Quadrate 

q~, q~, - ' - ,  qk, "" ", q.v 
(n) [ r162 und fiihre wiederum zur Abkfirzung die oben mit Jqk (a, fl) bzw. aqk ~ , fi) 

bezeichneten Ausdrficke ein. Da f (x ,  y) und f , (x ,  y) der Lipschitzschen 
Bedingung geniigen, so sind die ersten Ableitungen dieser Funktionen be- 
schr~nkte meBbare Funktionen in Q; is) daher gelten die bekannten Formeln 
fiber die Umkehrung der Integrationsfolgen, und es ist 

ffor    =ff , f for f ax , - ~ d x d y ~ -  -- f dy .  
qk qk qk qk 

~r) Ffir den spezie|len Fall des Fl~cheninhal~es folgt dieser Satz aus den Unter- 
suchungen yon Z. de GeScze; vgt. seine Th~se: ~Quadrature des surfaces courbe~ ~ 
Teubner, 1909. Vgl. auch Anm. ~). 

~3) Vgl. die i n  9) angeffihr~e ers~e Arbei~ yon Herrn Rademaeher S. 347. 
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Setzt man d a h e r -  wie oben -- 

f ~ F  ~F ~ ~f 

~k 

qk qk 

und entspreehend die mit den Funkt;ionen fn (x, y) gebildet, en Au~triieke 
jq(m i k t , fl), so ergeben sieh wiederum aus der Taylorschen Entwicklung (1) 
der l~nnktion ~'(p, q), mit Riicksicht aui die fiir diese Funktion gelten- 
den Ungleichungen, die fiir alle Werte yon ~, fl riehtigen Be~iehungen 

,~x' -~ dxdy _~ Jqk(g, fl), 
% 

<4> ff (~f" ~ t ,fl). 
qk 

Wit werden zeigen, da$ man bei hinreichend grofiem Weft yon N 
die GrSgen 

s ~ ~k  

derart bestimmen kann, da$ die Differenz 

f f "~f ~f 
Q k = l  

beliebig klein wird. 

i, 2 , . . . ,  N) 

Man bestimme zu diesem Ende bei jedem festen N diejenigen GrSSen 
e~v), a~.v), . . . ,  ~ ,  fiir die die Quadratsumme 

N 

ein :VIinimum wird; die so erhaI~nen GrSl3en 
i 

( /c= 1, 2 , .  . . ,  N)  
qk 

sind dem Betrage nach nicht grSBer, als die obere Grenze m d e r  ersten 
Differentialquotienten der Funk-tion f(x, y), die ~ zufolge tmserer An- 
nahme - -  die Lipsehitzsche Bedingung erfiillt. Bezeiehnen wit mit at#) (x, #4) 
irgendeine Funktion (Treppenfunktion), die in jedem tier Quadrate 
91, q~, . . . ,  q~ konstant ist, so macht unter diesen Funktionen eliejenige 
das Integral 

Q 
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zum Minimum, die in den Quadraten q~ gleieh den oben bestimmten 
GrSgen a~ (~) ist. :Nun muI~ dieses Minim~m mi$ wachsendem N gegen 
Null streben, da ~ wie bekannt die Gesamtheit aller dieser Treppen- 
funktionen a (m (x, y) ein vollst~indiges Funktionensystem bilde$~). D .h .  
man kann N so grog w~hlen, dab die zu diesem N gehSrenden GrSl~en a(~ ~ 
die entsprechende Integralsumme 

27 

- -  ~/,"'j d x d y  

beliebig klein machen. In derselben Weise kann man bei hinreichend 
grol~em N die GrSgen 

deren Betrag ebenfalls kleiner als m ist, so bestimmen, dab 
N 

[~yy --  w ] dx dy 

beliebig klein wird; wit nehmen an, dal~ N so grog gew~hlt ist, da~ 
beide Summen kleiner als die beliebig vorgeschriebene GrSfle ~ sin& 

Die Taylorsche Entwicklung (1) der Funktion F(p ,  q) liefert daher flit 
diese Werte von r162 fi(.v) - -  mit  Riicksicht auf (1')  - -  die Ungleiehung 

F ~x ' -@ d x d y -  aqT(,t~k , --~ R -g-~, o f '  ~ ' 
q~ qk 

qk 

wobei wir - -  wie oben - - m i t  M den grSgten Weft  der Funktionen 
'FI  I o~F I la~Fl , i --~-f-jet, I ~,8~ ! bezeichnen ffir solche Wer~e von ~, fl, deren Betrag 

nieht grSSer als m ist~'5). Summiert man fiber k ~ 1, 2 , . . . ,  N, so erh~lt 

man die Ungleichung 

Q k=l 

1~) Es gilt sogar mehr, denn diese bosten Approximationen a(2r (a ,  y) konver- 
8f gieren mit wachsendem N fast iiberall gegen ~-~. Dutch Benutzung dieses Umstan- 

des kann der folgende Bowels zwar abgekiirzt werden, es scheint mir abet interessant, 
dab schon die mittlero Konvergenz zum Ziele fiihrt und der erw~ihnte, ziemlich fief- 
liegende Satz~ der Lebesgueschen Theorie nioht herangezogen werden mull. 

~f af  wie auch die GrSBen ~k/~v) bzw. fl~iv) dem �9 5) I)a n~mlieh sowohl ~ x  bzw. Ty'  
Betrage nach kleiner als m sind, so gilt dassr auch fiir die ZwischenstelIen, die in 
der I)arstellung (1 ~) yon R auftreten. 
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Eine wSrtliche Wiederholang des Beweises des vorangehenden HiIfs- 
satzes fiihrt uns wiederam zum Ziel. Wegen der gteiehm~f~igen Konvergenz 
der Funktionenfolge f~ (x, y) gegen f (x ,  y) kann man bei festem N den 
Zeiger n so grofl w~ihlen, dab alle Differenzen 

q~ q~ 

dem Betrage nach kleiner als 2M(~ werden; dutch Summation fiber k und N 
Addition zu der letzten Ungleichung (5) erh~ilt man daraus 

2V 

F ~z' ~ d x d y  z.~ qk = 
Q ~=1 

Mit Riicksicht auf die flit alle Werte yon r fl geltende Ungleichung (4) 
ergibt sich 

a x  ~ ~ y  / ' 
Q Q 

w o r a u s -  da 6 beliebig klein gew~ihlt werden k a n n -  unser Hilfssatz 
unmittelbar folgt. 

Die soeben bewiesenen Hilfss~tze bleiben richtig - - w i e  man sich 
leicht iiberzeugt - -  flit alle Bereiche, die man dutch endlich viele Quadrate 
beliebig approximieren kann. 

5. Wit legen unseren Untersuchungen eine geschlossene, doppeIptmkt- 
lose Raumkurve C zugrunde 

die so besehaffen ist, daft der Tangens des Winke~, den irgeudeine Ebene, 
die wenigstens drei Punkte dieser Kurve enthSlt, mit der x y.Ebene bildet, 
dem Betrage naeh unterhalb einer endlichen Grenze A liegt. Die Projek- 
tion der Raumk-urve C auf die x y-Ebene ist notwendigerweise eine konvexe 
Kurve c, und man kann in elementarer Weise zeigen, daft, falls ~ (t), ~ (t), ~ ($) 
zweimal stetig differenzierbare Fu~lv~ionen sind, aut~erdem die Determinante 
~' (t) V"( t )  --  V' ($) ~" (t) stets yon Null verschieden ist, die obige Bedingung 
effiillt ist. Wit werden als Steilhei$ der Ebene z ~- ax  -~ by ~- ~ den Aus4m~ 

s e n e n  Winkel bedeatet; die Steilheit isr der Maximalwert des Dif[erenzen- 
quotienten 

1 (a~h +bye+ ) -  (a~ +bv~+e) 
{ " 
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Es handelt, sieh zun~chst datum, die Existenz einer innerhatb c definierten 
Funl~tion z(x, y) zu beweisen, die der Lipschitzschen Bedingung geniigt 
und so beschaffen ist, da~ die F l~he  z ~-z(x,  y) die Raumkurve G ent- 
h~lt und einen kleineren Fl~icheninhalt besitzt, als irgendeine andere durch 
die Raumkurve C hindu~chgehende Fl~iche. Herr Lebesgue h a t -  wie in 
der Einleitung bemerkt -- den Beweis der Existenz einer solchen Fl~che 
skizziert16); obwohl dabei der Fl~icheninhalt zun~ichst als limes i~nferior der 
Fl~,cheninhalte der gegen die Fl~che konvergierenden Polyederfolgen deft- 
niert ist, so ist dies in den vorliegenden F~illen ~iquivaIent mit dem Dop- 
pelintegral (es bezeiehne t das yon c berande~ Gebiet): 

E1 + 
t 

so dag die Lebesgueschen Resultate direkt auf unsere Untersuehungen 
anwendbar sin& Das Plateausche Problem ist damit darauf zuriickgefiibrt 

wie Herr Lebesgue selbst bemerkt - - ,  die Existenz der hSheren Ab- 
leitungen dieser Fl~iche zu beweisen. Es soll trotzdem im folgenden ein 
von dem Lebesgueschen Verfahren verschiedener Weg zum Beweis der 
Existenz der obigen Funktion gegeben werden, der nicht nut im Falle 
des Plateauschen Problems, sondern bei allen regul~en Variationsproblemen 
(von der in den Hilfss~tzen I, II beschriebenen Art) zum Ziele fiihrt. 

Wit verfal~en zu diesem Zwecke wie folgt: Wit betmchten alle inner- 
halb t definierten Funktionen f(x, y), die der Bedingung f(~(t), ~ (t)) = $ (t) 
unte~worfen und so beschaffen sind, dal] der Differenzenquotient 

f(x~, y,) -  f (x., y~) 

dem Betrage nach kleiner als A -~ 1 ausfalle17), wobei (x~, y~) bzw. (x~, y~) 
zwei beliebige Punkte innerhalb t bedeuten. Wir bilden sodan~ fiir jede 
dieser Funk~onen das Integral 

~ ~_1~( ~f ~f~ dx dy" j j  
t 

da die hbleitungen ~f ~f fast iiberall existieren und dem Betrage nach 
bx ~ ~y 

kleiner als A-{-1 sind, so folgt, dab alle diese IntegraIe dem Betrage 
nach unterhalb einer oberen Schranke bIeiben. Es sei d der Limes inferior 
dieser Integ~alwer~e. Wenn dieser MinimaIwert d fiir keine Funktion f(x, y) 

18) a. a. O. S. 348--351. 
17) Die Gesamtheis dieser Funktionen mSge mit (G)  bezeichnet werden; fibrigens 

kann man statt  A + 1 jede GrS~e, die grSBer als A ist~ verwenden. 
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der obigen Konkurreaz (G) erreicht wird, so kSnnen wix eine Folge 
f~ (x, y), f, (x, y), . . . ,  f~ (x, y) ,  . . .  derart bestimmen, dab 

lim f f p( f. af,~ n = ~  ~x ' ~y  ~ d x  d y  ~ d 

t 

ist. Wir kSnnen auch annehmen, dab diese Funktionenfolge in t gleich- 
miiBig gegen eine Grenzfunktion z (x, y) strebt, da man : n a c h  einem viel- 
fach angewandten Satze - -  aus jeder Folge yon Funktionen, die so be- 
schaffen sind, daft ihre Differenzenquotienten dem Betrage nach unterhalb 
derselben Schranke bleiben, eine gleichmiil~ig konvergente Folge heraus- 
greifen kann. Diese Grenzianktion z(x, y) gehSrt wiederum der obigen 
Konkarrenz an, da die ent~prechende F~ehe die Kurve C enthiilt und der 
Differenzenquo~ient 

I z(~l,Yl)-z(x~,Y~) I + __< A + 1 

sein muff. Daher ist jedenfalls 

ax' ~-y dx dy >= d. 
t 

hndererseits folgt aus dem HLlfssatze II ~ cla z (x, y) der gleichmiigige 
Limes der obigen Funktionen f,,(x, y) ist - -  

t 

woraus man schliegt, dab 

t 

sein mull 
Ks liefert daher die so erhaltene Funktion z(x, y) ein Minim!~m flit 

das betraehtete Integral, innerhalb der obigen Konkurrenz (G). Wit 
werden nun zeigen, dab diese Funktion das absolute Minimum ]enes Inte- 
grals liefert, d. h. daft die Ungleichung 

+ t 

besteht, wobei ~(x, y) irgendeine in t defmierbe Funktion bedeutet, die 
der Lipschitzsehen Bedingtmg (mit irgendeiner Lipsehitzschen Konstanten) 
geniigt and der Besehriink~g ~ (~ (t), ~ (t)) ----- ff (t) unterworfen ist. 

6. Zu diesem Ende beweisen wit vorab, dal~ es kegne Eber~e geben kann, 
die einen inueren Punkt Po (mit den Koo~inaten x o, Yo, zo = z(xo, Yo)) 
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der ~(tche z ~ z (x, y) yon der Randlcurve (7 trennt; d. h. dab jede Ebene, 
die Po nicht enth~lt, so beschaffen ist, dal] man Po dutch eine Fl~hen- 
karve mit dem Rand C verbinden kann, ohne die Ebene zu treffen. W~ire 
n~,m!ich 

z=~x-+- Py § r 

eine solche trennende Ebene, so kSnnte man am den Punkt xo, Yo der 
xy-Ebene ein ganz innerhalb c liegendes Gebiet g angeben, auf dessen 
Rand die Gleichung z (x, y) = ax ~ fly ~ r richtig w~ire, w~ihrend im 
Punl~e xo, Yo selbst z(• ,  Yo) -- axo --/~Yo -- 7 yon Null verschieden, etwa 
positiv ausfiele. Wegen der Stetigkeit der Funktion z(x ,  y) wiirden dann 
alle Ebenen 

z = a x  + fly ~ 7  + ~  

dieselbe Eigenschaft besitzen, sofern ~ eine hinreichend kleine positive 
Zahl bedeu$et, da aaf dem l~nde yon g z(x, y)  -- (cox + fly -~ y -~- ~) 
negativ, im Punkte Xo, Yo aber diese Differenz positiv w~ire. Wit 
bezeichnen mit g~ diejenige Umgebung der Stelle xo, Yo, in der 
z (x, y) :> ax ~ fly -~ 7 �9 ~ ist, mit 7~ den Rand dieses GebieteslS); auf 7~ 
ist z (x, y) ~ cx ~- {~y -~ 7 -[- ~- Man kann jedenfalls ~ derart w~ihlen, 
dal3 das MaB der Punktmenge 7~ gleich Null wird, da bekannttich die 
Punl~tmenge, in der eine mefibar~ Funktion den Weft ~ annimmt, fii~ 
fast alle ~ eine Nullmenge ist. 

Wir betrachten nun diejenige Funktion f ( x ,  y), file in dem Gebiete g~ 
mit der linearen Funktion c~x ~- fly -~- 7 -~- ~, in der Komplemen~rmenge g~ 
von g~ abet mit der Funk~ion z(x ,  y) iibereinstimmt, und behaupt~n, dal~ 
diese stetige Funk'tion f (x ,  y) der obigen Konkurrenz (G) angehSrt, lind 
dem betrachteten Integral einen kleineren Wert als d erteilt. Die Rich~ig- 
keit der Ungleichung 

(6) ] f(x~, y~)-f(x~, y~) l "~ 3 -~ l 

folgt n~imlich anmittelbar, wenn beide Punkte (x~, y~) and (x~, y~) der 
Komplement~,rmenge g~ angeh5ren, da daselbst f ( x ,  y) mit z(x, y) iibe~- 
einstimmt. Sind abet (x~,yl)  und (z~, y~) solche Punkte, die dem Ge- 
bier g~ oder dessen Rande 7~ angehSren, so is~ dieser Differenzenquotien~ 

da innerhalb ga f.(x, y) eine li~,eare Funk-Cion ist -- gleich dem Diffe- 
renzenquotienten 

} f(x,',y~')--f(x~',y./) } 

xs) 75 gehSr~ tier Komplementgrmenge von g# in bezug auf t an; diese Komple- 
mentgrmenge wird im folgenden mit g~ bezeichnet. 
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wobei (x~, y ; )und  (x~, y~) solehe Punkte sind, in denen die dutch die 
Punkte (x~, y~) und (zo., y.~) gelegte Gerade den Rand y~ des Gebietes g~ 
trifft. Daraus folgt wiederum die Rieh.tigkeit der Ungleiehung (6), da 7'~ 
der Punk~menge g~ angehSrt. Ist endtieh (x~, Yl) ein Punkt yon g~ and 
(z.., y~) ein Punkt yon g~, so beweist man die fmgliohe Ungteiehung 
dureh Einsehaehtelung eines Punktes (x z, yz), der gemeinsamer Punkt 
der die Ptmkte (x~, Ya) and (x~, y~) verbindenden Streeke mit dem Rand y~ 
von g~ ist mad zwisehen diesen beiden Punkten liegt; dean es gelten naeh 
dem Vorangehenden die beiden Ungleiehungen 

l f (x~,y~)--  f(xa,y~) t < ( A  -~ 1) [(x~ ~" 

woraus dutch Addition die Ungleiehung (6),folgt. 

Da ferner f (x ,  y) au~erhalb des ganz im Inneren yon c gelegenen Ge- 
bietes g~ mit z ( x, y ) iibereinstimmt, so gilt die Relation f( ~ (t), ~1 ( t) ) = ~ ( t), 
da dieselbe fiir z(x ,  y) riehtig war. Damit ist gezeigt, da~ f (x ,  y) tat- 
s~ichlieh eine Funktion dez obigen Konku~renz (G) ist. Wit vergleiehen 
nun das Integral 

t g6 g5- r~ 

mit dem entsprechenden Integral 

~3x ' 3y 
t g$ 

~ax ~y dxdy-~-  Y ~z az dxdy ;  
~x " ~y  

die angedeutete Zerlegung ist gerechtfertigt in Anbetracht des Umstandes, 
dag y~ eine Nullmenge und Bestandteil yon g~ ist. Innerhalb g ~ -  y~ 
stimmen die beiden Funktionen z(x,  y) und f ( x ,  y) iiberein, es gilt daher 

jede solche Stelle oz af  az af  (mit etwaiger Ausnahme einer 

l~ullmenge); daher ist 

xox" ~y) d x d y .  

Es eriibrigt daher nur zu zeigen, da~ 

5 g~ 

ist, wobei in g~ f ( x ,  y) = a x  + f ly  -~- y -~ ~ ist und" z(x,  y) auf dem Rand 
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yon g~ dieselben Wexte wie f(x, y) annimmt. Die Anwendung der Taylor- 
sehen Entwieklung (1) liefert nan unmittelbar 

F = + 

wobei R ~ alle in Betracht kommenden Werte positiv ( >  0) aus~llt .  
Da ferner 

~-~ t~ dxdy==33 ~x 
g8 g~ 

-~ flj.dxdy= ~y 

ist19), so ergibt sich die Ungleichung (6 ' ) ,  indem man das fiber gt ge- 
nommene Integral der in der Relation (1")  stehenden Ausdriicke bildet. 
Es wiirde daher die der betrachteten Konkurrenz (G) angehSrige Funk- 
tion f(x, y) unserem Integral einen kleineren Wert als d erteilen, dies ist 
aber unmSglich. Damit ist gezeigt, daB, wie auch die Konstanten a, fi, ? 
gew~iJllt sind, die Differenz z (x, y) - -  a x --  fly -- ? nut dann in allen Rand- 
punkten eines innerhalb c gelegenen Gebietes gt verschwinden kann, wenn 
sie in jedem Punkte dieses Gebietes gleich Null ist, oder -- was damit 
gleichbedeutend ist -- daB, falls die Ungleichung 

m <~z(x, y)--az--  fl y-- r ~_~ M 
auf dem Rand eines Gebietes gilt, so gilt sie auch fiir jeden Punkt dieses 
Gebietes. Geomer drfickt dies die Tatsache aus, da~ die Fl~,che 
z-~-z(x,y) yon keiner Ebene in einer geschlossenen Kurve durchsetzt 
werden kann. 

7. Ffir solche Fl~chen bzw. Funktionen gilt ein bemerkenswerter Satz 
rein topologischer Natur, der -- wie mir sehein$ ~ in versehiedenen 
Untersuehungen dieser Art mit Effolg anwendbar ist. Ieh gelangte zu 
seiner hufstellung lediglieh zu dem Zwecke, um zu zeigen, dab die oben 
konstruierte Fun~ion  z(x,y) das absolute Minimum des betrachteten 

~9) Ist n~mlich f*  (x, y) diejenige ste~ige Fnnktion, die in g~ mit (z ~ f)  iiberein- 
simm~ in g~ aber fiberal! g]eich Null ist, so liefer~ die Produkfintegration (da c eine 
konvexe Kurve ist) 

~x ~x ' 
t g~ c 

f f ~f" f f ~(z--f) dxdy=_ f f*dy=O. -~-dxdy= Oy 
t g$ c 
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Integrals liefert. Herr Rad6 hat auf meine Anregung einen eleganten Be- 
weis dieses Satzes gefunden und mit Anwendungen auf die Variations- 
rechnung kiirzhch verSffentlieht~). Dieser Satz lautet folgendermallen: 

Die innerhalb und au] c de]inierte stetige Funktgon z( x, y) er]iille 
die Bedingung, daft bei jeder Wahl der Konstanten a, b, c und in ]edem 
innerhalb c gelegenen Getffete die Ungleichung 

m ~  z ( x , y ) - - a x - - f i y - - r s  

statthat, wenn diese Ungleichung liar aUe Randpunkte des Gebietes richtig 
ist; es besitze ]erner die]enige Raumkurve (Randkurve) C der entsprec,r 
den ~5che, deren Pro~ektion au] die x y-Ebene die Kurve c ist, die E~'gen- 
scha/t, daft ]ede Ebene, die mindestens drei Punkte mit dieser Kurve 
gemein hat, eine kleinere Steilheit ale A besitzt. Dann gilt/iir alle Punkte- 
paare (x~, y~), (x~, y,.) innerhalb c die Ungleichunq: 

z ( x l ,  Yl ) -- z ( x z ,  Ye) < 3 .  
2 2.�89 

[(~ - x~) + ( y l -  y..) ~ I 

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man in einiacher Weise die Richtig- 
kei~ der Ungleichung 

" \ ~ x  ' v y  ; 
t t 

zeigen, wobei z ( x , y )  die oben konstruierte Funktion, ~(x, y) aber irgend- 
eine innerhalb und auf c definierte, yon z (x, y)versehiedene Fanl~tion be- 
deutet, die der Lipsehitzschen Bedingung geniigt and auf c dieselben Rand- 
werte wie z (x , y )  besitzt. In der Tat, die fiir alle reellen Werte von e 
definierte Funk~ion 

t 

erfiillt fiir alle e die Ungleichtmg 

d e 9~ 

~(z§ (~-z))) d x d y  
' ~ y  

~0) Fiir Polyederfl~chen ist dieser Satz yon Herrn H. Lebesgue (a. a. O. S. 349) 
bewiesen; f4dr stetig gekriimmte Fl~chen benutzt ihn Herr S. Bernstein, S. 235 der 

erstcn in Anmerkung 1) genannten Arbeit. Fiir die vorliegenden Untersuchungen ist es  

entseheidend, den Satz in voller Al!gemeinheit zu besitzen. In seinex ersten Arbeit 
fiber d/esen Gegenstand: ~Uber das Dirichtet~che Prinzip" (Jahresbericht d. detttsehen 
Mathematiker-Vereinigung 8 (1900)) deutet Herr Hilbert einen Weg ffir die Behand* 
lung der gew6hnlichen Randwertaufgabe der Potentialtheorie an, der manche Anal-ogle 
mit diesem Satze aufweist. Vgl. aueh s). 
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es ist n~imlich 

d ~ :  L-g-~', w --]--2~p~ ~x ~y "- t - '~t ,  -~ dxdy,  

~(z+~(~-z)) ~(z+~(~-z)) gesetzt ist. wobei der Kiirze halber p - -  ~x ' q = ay 

Der Integrand ist wegen der angenommenen Regularit/it des Variations- 
problems nicht negativ und versehwindet nut an solehen Stellen, wo die 
ersten Ableitungen yon $ -  z gleieh Null sind; daher ist jenes Integral 
sieher positiv, da die stetige Funktion ~ -  z nieht identiseh versehwinden 
kann. An der Stelle e = 0 mu~ ferner die Funktion ~(e) ein relatives 
Minimum besitzen, da fiir hinreichend Heine e die Funktion z + e ( ~ -  z) 
so beschaffen is$, da$ ihr Differenzenquotient dem Betrage naeh kleiner 
als A +  1 ausfiillt, in dieser Konkurrenz (G) abet die Funktion z(x,y) 
den kleinsten Wert dem betraehteten Integral erteilt, d. h. es muB fiir 

d~ d~q~ -~ 0 ~ = 0 sein. In Verbindung mit ~ > 0 (fiir jedes e) ergibt sich 

daraus, dal~ r an der Stelle e = 0 ein absolutes Minimum hat; ins- 
besondere ist 

~(0)  < ~(1) ,  

und dies ist unsere Behauptung. 

Wit gelangen damit zu einer Extremalfunktion, die der Lipsehitzsehen 
Bedingung geniigt und dem betraehteten Integral einen kleineren Wert 
erteilt als irgendeine andere der Lipschitzsehen Bedingung geniigende Funk- 
tion, die dieselben Randwerte auf c annimmt. In den folgenden Absehnitten 
soll flit den Fall des Plateauschen Variationsproblems gezeigt werden, dal] 
diese Extremalfunktion an jeder inneren Stelle. yon t analytisch ist und 
die bekannte partielle Differentialgleiehung befriedigt. 

w 

Ableitung der Differentialgleiehungen, denen die Extremalfunktion geniigt. 

8. Obwohl die Untersuehungen dieses Abschnittes ebenfalls fiir alle 
regul~ren Variationsprobleme gelten, so besehr~n~en wit uns doch der 
Einfaehheit halber auf das Plateausche Variationsproblem mad schreiten 
zur Ableitung yon gewissen Differentialgleiehungssy~emen, denen die ira 
vorangehenden Absehnitt ko~,struierte Extremalfl~che z (x, y) geniigt. Da 
die Funktion z(x, y) der Lipschitzsehen Bedingung geniigt, so existieren 
-- wie Herr Rademacher in seiner erw~hnten Abhandlung gezeig~ hat - 
fast iiberall in t die Ableitungen 

e3~ 

~y 
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die b e s o h r ~ e ,  me,bare Funktionen sind. Wit fiibren zur hbkiirzung die 
Bezeiehnung 

1 

ein, and bezeiclmen mit R irgendein innerhalb c Iiegendes Rechteek, dessert 
Seiten den Koordinatenachsen parallel sind; es gilt der folgende Sat.z: 

Es existieren drei stetige ~unktionen eo 1 (x, y), eo~ (x, y), o~ a (x, y), 
die in R de/iniert sind und der Lipschitzschen Bedingung geniigen, yon 
der Bescha//enheit, daft die Extremal/unktion z(x,  y) in Gemeinscha/t mit 
diesen Hil/s/unktionen last  i~berall in R die/olgenden drei Differential- 
gleichungssysteme be/riedigt: 

( i )  - _ - w ~x ' w ~y 

w w ~ y  

(C) p q ~ eo, l q.. q "2 ~ e% 
w ax ' w ~y 

Unter der Annahme, dab die Ableitungen p und q stetige Funktionen 
find, habe ieh die Gleiehungen (A) in einer glteren irbei t  ~x) dutch Her- 
anziehung eines HiHssatzes (dessen Verallgemeinerung der haupt~ohliche 
Punkt dieses Absohnittes ist) abgeleitet. Es war dabei mein Ziel, das Ver- 
sehwinden der ers~en Variation in Differentialgleiehungen umzusetzen, ohne 
die Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung an zunehmen, und ieh be- 
sehr/~n~e reich dabei auf die Annahme, dal~ die ersten Ableitungen der 
Extremalfunktion stetige Funktionen sind. Die Oleichungen (B) und (C) 
wurden yon Herrn T. Rad6 auf meine Anregung in einer kiirzlioh ersehienenen 
Arbeit ~'~), unter derselben knnnahme, mit Hilfe desselben Satzes abgeleitet, 
dutch eine strenge Diskussion derjenigen Methode, die bei/iIteren iutoren 
als Variation der unabh~ngigen Variablen bezeiehnet wird. Es handelt 
sieh nun datum, zu beweisen, dal~ diese Differentialgleiehungen last fiber- 
all giiltig sind, falls man die innahme der SCetigkeit der Ableitungen 10 
und q fallen I&l~t und nut annimmt, dab die Extremal/unkfion der 
Lipsehitzsehen Bedingung geniigt. 

Um die Gleiehungen ( i )  abzuleiten, bedienen wit uns tier iibliehen 

~1) Journal fiir M~thematik 149 (I919). Herr L. Liehtens~ein gab ~m Schlusse 
Seiner Arbeit ,Bemerknngen fiber das Pr:mzip tier virtuetlen Verriiekungen in der 
Hydrodynamik inkompressibler Fliissigkeiten". (Annales de la socigt$ polonaise de 
math6matique 1924, S. 20--28) einen goBerst einfachen und elegsnten Beweis meines 
daselbst benutzten Hilfssatzes. 

~) ~Bemerkung fiber die Differentialgleiehnugen zweidimensionsler Variations- 
larobleme", Aeta sc ien t i~m universitatis Frane. Joseph. Szeged 2 (1925). 
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Form der ersten Variation. Es bezeichne $ (x ,y )  eine betiebige in t deft- 
nierte stetige Funktion, die der Lipschitzschen Bedingung geniigt und auf 
der Kurve c verschwindet; aus tier Extremateigenschaft der Funktion z (x, y) 
folgt das Bestehen der Ungleichung: 

1 
/ 

. ( q - + - S ~ y /  j 
t t 

fiir jeden Weft der Konstante e, aus der man in bekannter Weise die 
Gleiehung 

(a) w p - g ~ - ~ - q - g ~ j d x d y - - - - O  
t 

ableitet, die fiir jede ~unktion $ (x, y) (yon der beschriebenen Art) besteht. 

Um die Gleiehungen (B) and (C) abzuleiten, bedienen wir uns der 
entsprechenden Relationen, die sich verm6ge der Variation der unab- 
h/ingigen Variablen ergeben. Sie lau~en folgendermaBen: es gelten fiir 
dieselben :FunkVionen ~ (x, y) die Gleichungen 

(b) u a ay=o, 
t 

t 

Der Beweis dieser gelationen ist fast wSrtlich derselbe wie bei Herrn 
Rad5 in dem Falle stetiger Ableitungen; er soil in Kiirze mi~geteilt werden. 

Wir zeichnen in einer Hilfsebene, in der ~, y die rechtwinMigen Ko- 
ordinaten bedeuten, diejenige konvexe Kurve 7, die vermSge der Trans- 
formation x ~-~, y ~ ~ der Kurve c entsprich~, and definieren vermSge 
der Gleichungen 

bei jedem iesten Weft des 1)arameters e eine Fli~che F~, die im x y z- 
Ral~m ausgebreitet ist; dabei ist der t)unkt ~, V stets innerhalb y ver- 

1 iia~derlich. Man w ~ l e  nun !el<:  ~ ,  wobei M die obere Sehranl~e des 
Differenzenqaotienten 

I ~(~, ~ ) -  r (~,~) 

bedeutet, falls (~:~, ~?) uncl (~e, ~) innere Punkte des vonder  Kurve 7 be- 
randeten Gebietes �9 sind; dann ist ~-~-e ~(~, ~/) bei jedem ~ eine mono- 
~;on wachsende Funktion yon ~, und die Gleiehungen 
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vermitteln eine ein-eindeutige Transformation des Gebietes v der ~, ~-Ebene 
auf dis Gebiet t tier xy-Ebene,  wobei in hnbetraeht dessert, daft ~(~,V) 
auf der Kurve 7 versehwindet, dem Rand 7 von r der Rand c yon t ent- 
spricht. Darius folgt aber, daf man die Gleiehung jeder dieser Ffichen $'~ 
auf die Form z = z ( x , y ;  e) bringen kann, wobei z ( x , y ;  e) bei jedem -- 
in Betrscht kommenden -- We~te yon g eine in t definierte eindeutige 
Funktion von x, y darstellt. Man zeigt auch ohne Schwierigkeit, dalt diese 
Funktionen der Lipsehitzsehen Bedingung geniigen. In der Tat, man er- 
h~ilt die Fanktion z ( x ,  y; e), indem man in z(~, ~) die Ver~nderlichen 
und ~ durch diejenigen kusdriicke yon x, y ersetzt, die sich dutch ~uf- 
15sung des Gleiohungssystems (7) ergeben. Da ferner ~ (~, ~) der Lipschitz- 
schen Bedingung geniigt, so folgt nach dem Hauptsatz der in der Ein- 
leitung angeffihrten Arbeit yon Herrn Rademacher dutch Differentiation 
der Gleichungen (7) nach x, y, daf fast iiberall in r die Relationen 

a~ 1 a~ a7 a7 = 0 ,  07 _ 1  
1 = = ~  l += a- ~ 

bes~ehen. Darius sehheBt man aber mit Riicksicht darauf, daft ~ (~, y) 
ebenfalls der Lipschitzschen Bedingung geniigt, auf die Beziehungen" 

ax a~ ax ~- a~ ax 

5z(x ,y;8)  
ay ~-" 0~ ay ~ aT ~Y a~ aT ' 1 + s  a--~- 

die wiederum flit fast alle Punkte in �9 riehtig sin& 

Man beschte nun, daf fiir e - - o  die F l~he  W= in unsere Extremsl- 
fl~che iibergeht~3). Daraus folgt auf Grund der Extremaleigenschaft, dab 
die Funktion 

1 

�9 (x,y; e) ~ - ~ d x d "  

t 

(die flit hinreichend ldeine Werte von i e! defmiert ist) an der Stele  
~ o ein Minimum hat, mad daher ist der DiffexenfiaIquotient r  

gleich Null. Ffihren wit an Stele yon x, y wiederum die dutch G!eichung 
(7) definierten Ver's $ und ~/ ein, so ergibt sich 

~) Alle Fllichen i~'~ enthalten die Raumkurve O, da, falls ~, ~ die Koordinaten 
irgendeines Punktes yon 7 bezeichnen, die Transformationsgleiehungen (7) wegen 

(~, ~) = 0 in die Identit~4t x = ~, y = ~ iibargehen. 
Mathematische Annalen. 97. I 0  
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1 

f ~  ~qkl ~ ~ E( ~ +~ ~ ,  + ~ + _ + ~ ) - ' ~ , J  1 ,'~,~,, 
T 

da die Funktionaldeterminante 
O(x,y) ~C 

stets positiv und nach einem Satze yon Herrn Rademacher ~) die Ein- 
fiihrung der neuen Ver~nderlichen gerechtfertigt ist. Eine leichte Rechnung 
ergibt: 

z 

--  u (1 +q-") ~ - ~ - p ~  @ j  
t 

womit die Relation (b) bewiesen ist. Der Beweis yon (c)ergibt  sieh 
dureh gertausehung der Rolle der beiden Veriinderliehen x und y.  

9. Die Integralrelationen (a), (b), (e) sind Beziehungen yon der 
Form: 

;f[ 0C (x ,y)  ~yj u (x, y)-g~ -~ v dx  dy  = 0, 
t 

wobei u ( x , y ) u n d  v ( x , y )  gegebene ~ankbionen bedeuten, die beschrhnkt 
und mel~bar sind, ~ ( x , y )  abet eine willkiirliche Funktion bedeutet, die 
der Lipschitzschen Bedingung geniigt und auf der Randkurve c verschwin- 
det. Man gelangt aus diesen Beziehungen zu den Differentialgleichungen 
(A),(B)0 (C) durch Anwendung des folgenden Satzes, den wir nun be- 
weisen wollen: 

Sind u ( x , y) und v ( x , y) zwei Pun~ionen der unabIuingigen Ver- 
dinderlichen x und y, die in t beschrdnkt und mefibar sind, und ist 

- ~  ~- v-~-~ j dx  d y ~- O 
t 

liar alle Funktionen $ (x, y),  welche au/ dem Rand c yon t verschwinden 
und innerhalb t die Lipschitzsche Bedingung er/i~llen, so existiert eine in 
R de/inierte, der Lipschitzschen Bedingung geniigenda Fun~ion  co (x, y), 
von der Bescha//enheit, daft liar last alle Punkte dieses Gebietes die 
Di  Nerentialgleichungen: 

~ eo ~ o~ 
' = - -  = U ( X , y )  ~x v ( x , y ) ,  ~y 

er/~llt sind. 

:4) S. 359 der ersten in 9) angef0hrten Arbeit. 
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Diesex Satz ist die Verallgemeiaerang des entsprechenden R e s t f l ~ ,  
das ich in meiner angefiibrten Arbeit gewonnen babe, und kann dutch 
analoge NAlfsmittel bewiesen werden. 

Zu diesem Ende fiihre ieh (in etwas allgemeinerer Weise als in der 
genannten Arbeit) ein besonderes Koordinatensystem ein, das in bestimm- 
get Hinsieht den Polaxkoordiaaten i~hnlieh ist, wobei abet konzentrisehe 
und iihn]iehe Reehteeke diejenige Rotle *spielen, die bei den Polarkoordi- 
naten den konzentrisehen Kreisen zukommt. 

Um den Punkt 1)o (dessen Koordinaten xo, Yo sein mSgen) als Mittdpunkt 
sei ein Rechteek konstruierg, dessen Seiten den Koordinatenaehsen parallel 
sind; die 8dtenl~ngen dieses Reehteekes bezeiehuen wit mit 2a  und 2b 
und fiihren zur Abkiirzung den spitzen Winkel a ein, flit den 

a s i n  a ~ b COS r ---~- I ~ 

(a~q--b~) ~ ( a ~ + b ~ )  ~ 

is~. Wir denken tins alle Rechtecke um den Punkt Po als Mittelpunl~ 
gezeichnet, deren Seiten den Koordinatmnachsen parallel laufen und die 
dem obigen Reeh~eck iJ, hnlieh sind; jeder P ~ t  P (der yon Po verschie- 
den ist) lieg% auf dem Umfange eines dieser Rechtecke, und wit definieren 
unsere neuen Koordinaten wie folgt: Die eine Koordinate des Punktes P 
(dessen Cartesisehe Koordinaten x und y sind) sei der Winkel 0, den die 
Gerade Po P mit der positiven x-hchse bitdet, d .h.  es sei 

t g 0  = Y - Y ~  �9 

X - - X o  ~ 

als zweite Koordinate ~o nehmen wit die (stets positiv gerechnete) halbe 
L'~nge der Diagonale desjenigen der ohigen Rechtecke, der durch den 
Punkt P hindurchgeht. Je nachdem 0 eine der vier folgenden Ungleichungen 

I I I  I I I  

erfiillt, erhiilt maa die folgenden Aas&iicke fiir e: 

IV 

In I ist 0 z -  zo also x = x o + ~ cos a and y = Yo + ~ cos a tg 0, 
~osez 

Y-Vo " Y = Y o + ~ s i n ~  ,, ,, I I  ,, e = sm = x o + ~ sin a cotg O, 

' , I I I  ,, 9 - -  
x - - ~  

y - - ~  

sin 

. y = y o - - e c o s a ~ g O .  

, I V  , ~ =  " Y = Y o - - g s i n a  , a~=%--~si~ae~W,O. 
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Dementsprechend ist die Funktionaldeterminante 

(x, y) cos~ a 
(e,a) = e cos~0 ' wenn die Ungleichung I oder I I I  - - ,  

~ s i n ~  a 
- -  ,, ,, . I I  . I V  - -  

sin~O 0 , 

erfiill~ is~. 

10. Nach diesen Vorbereitungen definieren wit eine Funktion ~(x,y) 
in folgender Weise: Wit denken u n s u m  den Punkt Po (der innerhalb c 
liegen mSge) zwei Shnliche Rech~ecke r~ und r~ der oben beschriebenen 
Art konstruiert, die beide innerhalb des Gebietes t liegen; die Lii~ge der 
Diagonalen sei 2 ~ bzw. 2 ~ (e~ < e~)- Die Funktion ~ (x, y) sei nun 
auflerhalb des Rechteckes r~ und innerhalb des Rech~eckes r~ gleieh Null; 
in dem zwischen den beiden Rechtecken liegenden ringfSrmigen Gebiet 
sei ~ (x ,y )  gleich einer willkiirlichen stetig differenzierbaren Funktion der 
Koordinate e allein- r  die flit e = e x  und e -~e~  ver- 
schwindet. Diese Funktion r ist, stetig und geniigt offenbar der 

Lipsehitzsehen Bedingung, da i ~ e  hblei~mgen ~ und ~ nur l~ngs der 

Diagonalen unserer Reeh~eke uns,etig werden k/Snnen. Da [emer r 
auf der Randkurve c jedenfalls versehwinde#, so gilt fiir alle diese ~ank- 
tionen 

f f [  o: o t (8) u-[-~-x +v  dxdy-~O. 
t 

Wir ffihren jetzt fiir x und y unsere Ver/inderlichen e und 0 ein. Da die 
Ableitung yon ~ nach 0 iiberalI gleich Null ist, so finder man in ein- 
facher Weise 

~ ~ w'(e) ~ 0 bzw. ~ w'(e) ~r ~- 0, 
0 x  c o s  ~ " ~ y  ' O x  c o s  ~ ' O y  

wenn die Ungleichung I bzw. I I I  stattfindet, und 

~r w '  Co) ot = 0 ~r w'(e) bzw. ~$ --  0, --  
~ x  ' 9 y  - -  s i n - - - - - ~ '  ~ x  9 y  s i n  

wenn die Ungleichung I I  bzw. IV s~agtha~. Dureh Einfiit~mng der Ver- 
iinderliehen e und 0 gewinnt man aus (8) die Relation 

(9) cOS r c o s  ~ 0 s i n  ~ 0 
e~ --a ex a 

~ g +a Pe 2 ~ a  

COS~ j~ f ~Ws(~)CO8 s0 d ~ d 0 - - s i n t g Y  f ~)vw'(~))Sill ~0 d ~ d 0 ~ 0 .  
~; 7g-a ~l g+a 
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Zufolge der Ungleichung 0 < er < ~- sind 

tretenden Funktionen 
~u Ov 

%0s ~ 0 ' sia~ 0 

besehr~inkt und meBbar in den entsprechenden 
erste dieser Funktionen in den dureh die Ungleichungen 

die in den Integ~nden auf- 

Integrationsbereiehen; die 

die zweite abet in den dutch die Ungloichungen 

e~ s ~__<o__<~-~ 

bedingten Gebieten. Es existieren daher flit fast alle 
9~ ~ 9 ~ e~) die Integrale 

0~ f 9V cos a d 0, sin r d 0 
c o s  ~ 0 s i n -  0 ' 

und stellen 
bzw. mit 

(im Intervall 

Jf~ - - s i I l ~ f  ~V d0 - -  cos ~ cos2 0 ' sin e 0 
~--a ~z-ba 

viez meBbare und besehr~nkte Funktionen yon 9 dar, die wir 
fl (Q), & (~), f~ (e), f,~ (0) bezeiehuen. Na~h dean bekannten 

Theorem yon Herrn Fubini 
gebracht werden- 

(lo) 

Die dutch 

kann die Beziehung (9) aaf die folgende Form 

~2 

/ [f,(e) + f, (o) + f, (e) + f, (o)] w ' ( e ) a e - o .  
s 

die Gteichung: 

f(q) = f [ f l (q) + f~ (~o) -}- f. (e) + f, (O)] do 
~02 

~-~" f [f,(o) + f~(o)+ r . (o)+ f,(~.)Jdo 
eJ 

definierte total stetige hnktion f(~) verschwindet fiir e -- 91, e--~ ~s und 
besitzt an fast allen Stellen des IntervalIs 9x <: ~)~-~ 9s einen Di~erential- 
quotienten: 

f '(e) = If, (~)+ &(o)+ f~ (o) + f, (e)] 
@2 

f [f, (e) + f~ (e) + & (e) + f,(e)] de. 
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Wegen (10) gilt daher - - d a  fw'(o~)de-----w(q~)--w(e~)--O ist -- die 
Gleichung 

f f'(o)w't~o)d~=O 
Ox 

fiir alte, an den Stellen p = t)~ und p---r versehwindende F u ~ i o n e n  
w(~o), die im Intervall ex ~ Q ~ P ~  einmal stetig differenzierbar sind, 
um so mehr fiir diejenigen, die daselbst zweimal stetig dif[erenzierbar sind. 
Durch Produ~integration (die wegen tier Totalstetigkeit von f(p) gestattet 
is~) erh~il~ man -- mit Riicksicht auf f(e~)--f(o~,2)=O -- die Gleichang 

P~ 
f f(~)w"(~o)d~--~-O, 

woraus man mit Hilfe des bekannten Du Bois Reymondschen Satzes der 
Variationsrechnung unmittelbar schlie~, dab f(~) eine lineare Ftm~ion 
ist und daher die Summe 

5 ( e ) +  f~ (~) + s  5 ( e )  

fiir fast alle Werte yon q (ira betrachteten Intervall) derselben Kon- 
stanten gleich sein mtt6. 

Um die Bedeutung dieser Formel zu erkennen, bezeichnen wir mit 
r e dasjenige der oben um Po als Mittelpunlr~ konstruierten Reehtecke, 
dessen Diagonale die Li~nge 2~ besitzt. Wenn man die Seiten dieses 
Rechteckes, die bzw. in den dutch die Ungleichungen I, II, III, IV be- 
dingten Gebieten liegen, bzw. mit l/(~), ~HT(~), ~Hz,7~) ~zrT~e)bezeichnet, so ver'ffiziert 
man leicht die folgenden Zusammenhgnge: 

s 

f ~u dO= 

f~. (~) = sin a sin ~ 0 
,) 

~ - F a  

f ~ dO = s (e) - -  - cos e ~o~ ~- 0 
T g ~ a  

f,(e)=-sin = , m , o  

f udy = f udy- -vdx ,  

 dO=- f vdx= f udy--vdz, 
ill(e) . (e ) t i t  

Dutch Addition dieser Beziehungen resultiert daher die Tatsache, da~ fiir 

~ d O = - -  f v d x =  f udy - - vdx .  
li(e) t(e) 

V I V  

f udy = f udy - -vdx ,  
t (e )  . (e )  
I I I  t I H  
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fast alle Werte yon ~, die im Intervalle r ~ ~)~-P~ liegen, das fiber die 
Peripherie des Reehteekes r e erstreekte Integral 

f u d y  -- v d x  
~e 

denselben Wert annimmt. Man zeigt leieht, dab dieser konstante Weft 
gleich Null ist. In der Tat, die GrSl~en Pl und p~. shad mtr der Be- 
dingang unterwoffen, dab die entsprechenden Rechtecke re~ ~ r 1 und re, ~ r~. 
noch innerhalb c liegen; insbesondere kann ~1 beliebig klein gew~hlt 
werden. Aus unserem soeben gewonnenen Resultat ergibt sieh daher, dal~ 
man unterhalb jeder positiven Schranke eine GrSBe ~ derart iinden kann, 
da~ das letzte Integral jenen konstanten Wer~ annimmt. Wegen der Be- 
schr~mktheit yon u und v konvergiert abet dieses Integral gegen Null, 
falls ~ gegen Null strebt, woraus man unmittelbar schlieB~, dat~ die frag- 
]iche Konstante gleich Null sein mull 

Wit kSnnen unser Resul~at folgendermaBen formulieren: Um den 
Punkt Po (der innerhalb c lie#t) al8 Mitte!punkt konstruieren wi t  irgend- 
eine einparametrige Schar yon dhnlichen und dihnlich orientierten Recht- 
ecken, deren Seiten den Koordinate~achsen parallel sind, und betrachten 
nut  die]enigen Rechtecke dieser Sc]~ar, die innerhalb c liegen; unter den 
/iir u ( x , y ), v ( x , y ) 9emachten Vorausse:zungen existiert das Integral: 

f u d y -  v d x  

erstreckt i~ber die Peripherie dieser Rechtecke /iir /ast alte Rechtecke dieser 
Schar und ist gleieh Null. 

11. Man gelangt aus diesem Ergebnis zu unserem Satz S. 146 dutch 
eine zweifaehe Anwendung eines bekannten Theorems von Herrn G. Fubini 
tiber mehrdimensionale mel~bare Mengen~5). 

Wir be~raehten zu diesem Ende atle Reehtecke r, deren Seiten den 
Koordinatenachsen parallel sind und die innerhalb c liegen. Zur Fest- 
legung jedes dieser Rechteeke mSgen die Koordinaten ihrer Mi~telpunkt, 
Xo, Yo und die halben SeitenlKngen a, b dienen; deuten wit xo, Yo a, b, 
als reehtwinklige Koordinaten in einem vierdimensionaten Raum, so er- 
halten wit eine daselbst me'bare Ptmktmenge ~9~. Erstreckt man das 
Integral 

f u d y  --  v d x  
$. 

liings des Umfanges jedes dieser Reehted~e, so erhiilt man eine in 9Jet 
definiexte mel~bare Funktion L2 (Xo, Yo, a, b). Das vorangehende Resultat 

a 
lehrr nun, da/3, wenn man x o, Yo und das Verhgl~nis -b fe~r d.h.  weam 

~) Vgt. eCwa C. Carath6odory: Reetle Funktionem Leipzig 1918, S, 627 tL 6~ .  
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man sich auf den Durchsclmitt der PunkCmenge ~ mit der ,,Geraden" 

xo~ konst., Yo-- konst., ~- ~- konst, beschr~nkt, die Funktion s (xo, Yo, a, b) 

in dieser eindimensionalen Punktmenge fast iiberall gleich Null ist. Da dies 
a 

fiir alle Werte von xo, Yo, -b- richtig ist, so folgt, daB ]ene vierdimensionale 

Ausnahmemenge ~J~o, in der Q (xo, Yo, a, b) nicht gleieh Null ist, sicherlich 
vom MaBe Null sein mul~, da sie meBbar ist and alle Durchschnitte mit 
jenen ,Geraden" das (lineare) MaB Null besitzen. 

Als Anfangspunkt bzw. Endpunkr jedes dieser Rechtecke r betrachten 
wit die Punlrte mit den Koordinaten x o - - a ,  Y o -  b bzw. x o -~-a, Yo-~-b. 
Halten wit etwa den Anfangspunkt lest und lassen den Endpunk't variieren, 
so erh~ilt man in dem obigen vierdimensionalen Raum eine zweidimensionale 
,Ebene":  x o -- a --  konst., Yo -- b ---- konst. Jede dieser Ebenen kann 
natiirlich Punkte der Ausnahmemenge ~J~o enthalten; nach dem erw~ihnten 
Satze von Fubini muB es abet solcheAnfangspunkte yon Rechtecken, d. h. solche 
,Ebenen" x o -- a -~ konst., Yo -- b ~ konst, geben, deren Durchschnitt 
mit ~ff~o vom (zweidimensionalen) MaBe Null ist. Es gilt noch mehr, in- 
dem diejenigen ,,Ebenen" bzw. Anfangspunkte, Iiir die dies nicht der Fall 
ist, selbst eine (zweidimensionale) Punktmenge vom Mal~e Null bilden. 
Da in jeder dieser ,Ebenen" die Lage eines Punktes dutch den Endpunkt 
des entsprechenden Rechteckes bestimmt ist, so sind wir zu dem folgenden 
Resultate gelangt: 

Erstreckt man das Integral 

f udy  -- vdx  

ldngs des Rechteckes mit dem An/angspunkt A und dem Endpunkt B 
(dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind und das ganz inner- 
halb t liegt), so gilt /i~r /ast  alle A in t die Tatsache, daft die]enigen 
Stellen B, liar die dieses Integral nicht gleich Null ist, eine Punktmenge 
yore Marie Null bilden. 

Ein entsprechender Satz gilt, wenn man die Rolle des Anfangspunktes 
und End_punktes vertauscht; daraus folgt auch die liar /ast  alle Punbte A 
yon t geltende Tatsache, daft das obige Ir~tegral erstreckt ~ber irgend. 
ein innerhalb t liegendes Rechtec~, dessen Seiten den Koordinatenachsen 
parallel 8ind und das in A einen Eckpunkt hat, stets versehwindet, es sei 
denn, daft der A gegeni~berliegende Eckpunkt des Rechtecbs in einer Punkt- 
menge yore Marie Null liegt. 

12. Man exstrecke nun das Integral f u dy l~ings des innerhalb t 
liegenden S~iickes einer zur y-Achse paxallelen Geraden; bekanntlich exi- 
s~iert dieses Integral liar ]ast alle Geraden dieser Art. Dasselbe fmde$ 
start, wenn man das Integral f vdx l ngs der zur x-Achse parallelen 
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Geraden erstreckt. Die Punktmenge ~X o, die aus den Punk'Cen dieser Aus- 
nahmegeraden (l~ings deren die obigen Int~grale nicht existiexen) gebiIdet 
wird, ist daher eine Nullmenge. Wenn die Punkte A, B dieser Nullmenge 
nicht angehSren, so existiert das Integral 

B 
f udy -- vdx,  

A 

wobei als Integrationsweg zwei zusammenstoBende Seiten desjenigen Recht- 
eckes genommen sind, (lessen Anfangspunkt bzw. Endpunkt A bzw. B ist. 

Wit betrachten nun irgendein Rech~eck R, das innerhalb t liegt und 
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind; dutch Weglassung der 
Punkte der obigen Nullmenge ~)~o' erh'~lt man eine mit dem Rechteck R 
maBgleiche Punlrtmenge. Es sei "A ein Punkt dieser Punk~menge yon der 
Beschaffenheit, dab das Integral 

f u d y  -- v d x ,  

ersVreckt fiber den Umfang aller Rechtecl~e, deren Seiten zu den Koordi- 
natenachsen parallel sind und in A eine Ecke haben, stets gleich Null 
ausfalle, mit Ausnahme bestimmter solcher Rechtecke, bei denen abet der 
dem Punkt A gegenfiberliegende Eckpunkt in einer Menge S o yore Ma~e 
Null liegt. Das vorher gewonnene Resultat lehrt, dab fast alle P~l~te 
yon t diese Eigenschaft besitzen. Nach dem erw~hnten Fubinischen 
Theorem ist der Durchschnitt der Punktmenge ~to + ~o' mit fast allen 
zur x- bzw. y-hchse parallelen Geraden eine (lineare) Nullmenge. Wit 
bezeichnen mit ~)~' diejenige Punktmenge, die van den Punkten jener zur 
x- bzw. y-hchse parallelen Geraden gebildet wird, an denen die obige 
Bedingung nicht statthat; ~o '  ist ebenfalls eine Nullmenge~). 

Der Punkt P mi$ den Koordinaten x, y liege innerhalb des Recht- 
eckes R trod gehSre der Nullmenge ~J~o' nicht an; die Koordinaten des 
iesten Punk,s  A mSgen mit x~, y~ bezeichnet werden. Wit definieren 
eine Funktion eo (x,y) vermSge der beiden Ausdriicke: 

y y x 

~A YA ~A :~A 

die -- zufolge der oben festgesetz~en Wahl der Pmakte A und P -- an 
fast allen Stellen derjenigea Punktmenge fibereins,~mmen, die aus R dutch 
Weglassung yon ~J~' entsteht. Diojenige Teilmenge yon R -  ~o", an der 
die Beziehung (11) nicht besteht, besitzt n ~ r  zufolge der Kon- 

~) ~)~o J ist also diejenige Punktmengo, die gebildet wird yon jenen z'a den Ko- 
ordinatenschsea paxallelen Geraden, deren Darehschmtt mit den Nullmengen 
ttud ~.o t e in  positives (lineares) Marl besitzk 
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struktion von ~YJ~o' -- die Eigenschaft, dat~ ihr Durchschnitt mit jeder zur 
x- bzw. y-Achse paral]elen Geraden eine !gullmenge ist. Aus der Be- 
schr~inktheit der Funktionen u(x,  y), v(x, y) folgt unmittelbar, da~ der 
erste Ausdruck liings jeder zur y-Achse parallelen Geraden, die bei der 
Bildung von ~ nicht benutzt wurde, stetig ist und eine solche Funktion 
von y darstellt, deren Ableitung nach y an fast allen Stellen existiert 
und gleich u(x, y) ist. Da dies fiir fast alle Werte von x statthat~), so 
ist diejenige (zweidimensionale) Punk~menge, in der die Gleichung 

0o 
oy 

nicht gilt, eine Nullmenge. In gleicher Weise zeigt man, durch Heran- 
ziehung des zweiten Ausdruckes von eo(x,y) in (11), dab flit fast alle 
Punkte in R die Gleichung 

O x -  v(x, y) 
besteht. 

Der Definitionsbereich ~ der Funktion m (x, y) ist zun~ichst -- wie 
bemerlr~ -- diejenige Punktmenge, die aus R -  No' entsteht dutch Weg- 
lassen derjenigen Nullmenge, an der (11) nicht gilt. Um zu zeigen, dab 
re(x, y) in ~ der Lipsehitzschen Bedingung geniigt, verfahre man wie 
Iolgt: Es seien P1 und P~ zwei SteUen yon ~ ;  mit Q bezeichnen wir 
den Schnittpunkt der dutch P1 hindurchgehenden zur x-Achse parallelen 
Geraden mit der dutch P.~ hindurchgehenden zur y-Achse paral!elen Ge- 
raden. Natiirlich muff Q nicht notwendigerweise ~ angehSren; man kann 
abet - - d a  ~ mit R maBgleich ist -- in beliebiger Niihe yon Q einen 
solchen Punkt S bestimmen, der ~ angehSrt und au~erdem so beschaffen 
ist, dab seine Projektionen auf den Ge~aden PIQ und P~ Q (die wit mit 
S 1 bzw. S~ bezeichnen) ebenfalls ~ angehSren, da diejenigen Punkte dieser 
beiden Geraden, die ~ nicht angeh5ren, Nullmengen bilden. Die Diffexenz 
o~ (P1) -- co (P~) kann alsdann durch das Integral f u dy -- v dx dargesteltt 
werden, enstreckt auf den gebrochenen Polygonzug P1S~ SS:  P~; daraus 
foIgt aber unmittelbar die Ungleichnng 

i - (P )I =< M(PIS  + + S& + &P,.)= M(P  Q + 

wobei M die obere Schranke der Funktionen ]u(x, Y)i und i v (x ,y ) t  be- 
deutet. Mit Riicksicht auf P~ Q + P~ Q ~ ]/2 P~ P~ lehrt die letzte Be- 
dingung, dal3 co(x, y) in ~ tats~chlich der Lipschitzschen Bedingung ge- 
niigt. Man kann endlich an den Ausnahmestellen - -  an denen co(x, y 

~.7) Die Abszissen der bei der Bildung yon ~o benutzten zur y-Achse parallelaU 
Oeraden bilden n~mlich eine Nullmenge. 
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nieht definiert ist, d. h. in R -  ~ - -  solehe Werte vorschreiben, dag die 
so erg~nzte Fanktion 09 (x, y) die Lipsehitzsehe Bedingung im ganzen Reeht- 
eek R erfiillt. 

Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen. 

w 

Beweis  der Analytizit~it  tier Extremal funkt ion .  

13. Wir baden noch zu beweisen, dag die im ersten Absehnitt kon- 
struierte Ex~remalfunktion -- von der wit nut gezeigt haben, dai3 sie 
der Lipschitzschen Bedingung genfigt -- an jeder innel:en Stelle des Ge- 
bietes t analytiseh ist. Wit gelangen zu diesem Resultat dutch dieselben 
Sehliisse, mit deren Hilfe Herr Rad6 ~s) gezeigt hat, da~ jede einmal stetig 
differenzierbare Extremalfunktion bzw. Extremalit~iche, die bei gegebenex 
Begrenzung mSglichst kleinen Fl~cheninhalt hat, analytisch ist, indem wit 
die Rademacherschen S/itze fiber die Differentialquo~ienten der Funktionen, 
die die Lipschi~sche Bedingung befriedigen, heranziehen. Die geometrische 
Bedeutung des folgenden Veffahrens besteht -- wie Herr Rad6 a. a. O. 
bemerkt -- in einer Anwendung des Riemannschen Satzes, daft die Minimal- 
fl~che dutch jede Schar paralleler Ebenen in den Ku~ven einer Isothermen- 
schar geschnitten wird. 

Es sei R irgendein ganz innerhalb t liegendes Rechteck, dessert Seiten 
den Koordina~enachsen parallel sin& Das ResuItat des vorangehenden 
• lehr~ die Exis~enz dreier in R definierten Funktionen eo 1 (x, y), 
eo~.(x, y), ms(x, y), die der Lipschitzschen Bedi-gung geniigen und so 
beschaffen sind, da]~ fast iiberatl in R die Differentialgleichungen 

w t ,~) _t = ~-~' w o-~ o-~ --- oy'  

(w ~" = 1 + + \0yj / 
bestehen. 

Dutch die Abbitdung 

(12) x = x ,  r =  m (x, y) 
wilt alas Rechteck R umkehrbar eindeutig auf ein Gebiet G der X, Y- Ebene 
abgebi]det, da die Funktion ms(x , y) bei jedem festen x eine monoton 

~) a. a. O. ~o) und ~). 



1 5 6  A. l~aar.  

wachsende Funk~ion yon y ist. Dies folgt leieht aus dem Umstande, dafi 
fiir fast alle Punkr yon R 

~u - - ~  ~ -~ Vi + 2z ' 
ist, wenn A die in w 1 bestimmte obere Grenze des Differenzenquotienten 
der Funktion z ( x ,  y)  bedeutet. Man sehliel~t n~imlieh aus dieser Un- 
gleichung, dab fiir fast alle Wer~e yon x die Ungleichung 

~ (~, u') - ~ (~, u") ~ ~ ( u ' -  u") (y' > u") 

riehtig is~, da fiix fast alle x die Funktion o~ 8 (x, y) als Funktion yon y 
betraeh~e~, fiir jeden Wer~ dieser Ver~nderlichen - -  mit e~waiger Ausnahme 
einer (linearen) Nullmenge --  eine Ableimng besitzt, die nicht kleiner als A- 
ausfiillt. Wegen tier Stetigkeit yon cos (x, y) kann sodann die letzte Un- 
gleichung fiir alle Werte von x gefolgert werden, womit die fragliehe 
Monotonits bewiesen/st.  Da die Abbildung des Gebietes R der x, y-Ebene 
auf das Gebiet G der X, Y-Ebene ein-eindeutig ist, so definiert die Trans- 
formation (12) -- oder was damit gleiehbedeutend ist -- die Gleiehung 

Y= ~8 (X, y) 

eine innerhalb G erkl~i~e stetige Funktion y (X,  Y), yon der man leicht 
zeigen kann, dab sie der Lipschitzschen Bedingung geniigt. In  der Tat, sind 
xo, Yo und x l ,  y~ zwei beliebige S%ellen des Gebietes/~ und setzen wit zur 
Abkiirzung 

xo=xo,  ro=~(Xo,  yo); x ~ = z ~ ,  r~=~(x~,y~),  

so gilt fiir fast alle S~ellen xo, y o die Gleiehung ~'9) 

~%~x,.yo) (x  ~o~. (zo, yo)(y~ _ Yo) Y,  - -  Yo = -~o " ~ --  x~ + ~uo 

+ Vi~ l  - ~o)~ + (y~ - yo)~ ~ ( ~  - xo, ~ - yo), 

wobei die Funktion /~ gegen Null strebt, falls der Punkt xl, Yl zu dem 
0% 

Punkt x o, Yo konvexgiert. Da -~- flit fast nile Punkte grSl3er als A aus- 

f~llt, so folg~ daraus --  wiederum fiir fast nile Stellen - -  

g~ --  Yo =ow.(xo.y , ) )  ( Y a - -  Yo) o%(x~176 (xa - -  

Oyo 

- r - %)'~ + ( y l  - yo)" ~ } ,  

woraus man --  mit Riieksieht darauf, da~, fails tier Punkt  (x~, yl) gegen 

~) vgl. H. Rademacher, a. a. O. 9), S. 347, Gleichung (27). 
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(z  o, Yo) strebt, der entsprechende Pnnkt X~ ~ z 1, Y~ des Gebietes G gegen 
den Punkt X o - - x  o, Yo s t r e b t -  alff die Richtigpkeit der Beziehungen 

~o)~ ~z az 
~y 1 w ~y ~x ,~x ~y 

~v 1 + ~ /  -av kay/ 

schlie6t, die fiir fast alle Stellen X, Y des Gebietes G giiltig ist, da jede 
Nullmenge yon R vermSge der Transformation (12) wiederum in eine Null- 
menge iibergdiih~ wird. 

Fassen wit nun die Funktionen z ( x ,  y),  eo 1 (x, y), (% (x, y) ats 
Funktionen der Variablen X, Y auf; wit erhalten aid diese Weise drei in 
dem Gebiet G der X, Y-Ebene definierte Funktionen 

Z ( X , Y ) - - - z ( x , y ) ,  Q I ( X , Y ) - - o A ( x , y  ), Q ~ ( X , Y ) = o ~ ( x , y ) ,  

die der Lipschitzschen Bedingung geniigen. Nach dem erw~,hnten Satze 
yon Herrn Rademacher existieren fast iiberall in G die partiellen Ab- 
leitungen dieser Funktionen, und es ist (fast iiberall) mit Riicksicht auf 
(A), (B), (O) u~d (13) 

~z ~z 
aZ az ~x ~z ~y ~--x ~Z ~z ~z ~z ~y aZy w 

( ~ '  ~-Y=~ o-T + ~y aY= (~,~' 

~z ~z 

( ~ '  ~r ~ r  + ~v ~Y ~+(~  

~z ~z 

-~X-~'~X-~x -~ ~y ~X 1 + ( ~ )  1 + (~-~) 

da die Transformation (12) Nullmengen in Nullmengen fiberffihrt. Aus 
diesen Gleiehungen entnimmt maa mit Riieksieht auf (13) die Beziehlmgen: 

~X- -  ~Y'  ~ X = - -  ~Y'  

Es geniigen daher die Funktionenpaare Z ( X,  Y),  Qx (X ,  :Y) und y (X,  Z) ,  
~Q~(X, ]7) den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; nach einem 
wichtigen Satzo abet, der yon Herrn De la Vall& Poussin ~~ und Herin 

a0) ,Pekiuction des int~graIos doubles de Lebesgue". Bulletin de l'Acad6mie 
Royale de Belgique (Sciences) 1910. 
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Rademacher 31) gefunden wurde, sind die den Lipsehitzsehen Bedingungen 
geniigenden LSsungen. dieser Gleiehungen analytische, und zwar harmo- 
nisehe Fun~ionen. Folglich ist aueh die aus den Gleichungen 

y =  y(x, r) 
berechnete Funktion Y = Y(x, y) eine in R e~kliirte analytische Funk- 
tion, da 

~y w 

stets yon Null verschieclen ist. Man erkennt nun lmmittelbar, indem 
man in der analytischen Funktion Z(X, Y) die Argumente X, Y dutch x 
bzw. durch die analytische Funktion Y (x, y) ersetzt, dal3 die so ents~ehende 
Funktion, die mit unserer ExtremakCunktion z (x, y) iibereinstimmt, eine 
anaIytische Funktion yon x, y ist. 

Damit ist unsez Satz in allen Teilen hewiesen, und man kann flit 
z(x, y) die iibliche Euler-Lagrangesche Differentialgleichung der Minimal- 
fli~chen ableiten, indem man etwa % (x, y) aus den beiden Gleichungen (A) 
eliminiert. 

a~) .i3ber streckentreue und winkeltreue Abbildung." Mathematische Zeitschrift 
4 (1919). 

(Eingegangen am 14. 3. 1926.) 


