
Ueber trinomische Gleichungen. 

Von 

P. NZ~aASSOF~ in Moskau. 

Im Folgenden mSchte ieh fiber die Resultate einer Arbeit Bericht 
erstatten, welche yon der S. Petersburger Akademie der Wissenschaften 
preisgekrSnt wurde und ira Jahre 1883 in der yon der Moskauer Mathe- 
matischen Gesellschaft herausgegebenen , ,Mat i~i .~tu~ Sammhmg" 
unter dem Titel ,,]9~ U~rsz~u~! ~ Gldchu~gen der Form: 
~ ~u ~ q~---O" gedruckt wordea ist*). 

I. Die 6runds&t~ tier Yertheilung der Wurzeln der trinomischen 
61oichung auf der Fl~che, verbunden mit ikrer Re~enentwickelu~g 

und ihrer Mtsdrucksweise dutch Integrale. 

Es sollen ra, ~ positive ganze Zahlen bedeuten~ wobei m ~ 
genommen ist. Wir wollen ferner setzen: 

(1) p ~  .*(,~-m) ..... f '  

Die Ver~nderliche ~ wollen wit als 
einen Punkt auf der FIRche der reeht- //-~r,~i/~:tcj~,,~-\\ 
winkeligen Coordinaten darstellen. Der 
Wurzel 

1 2s 

(2) ak �9 e ~ 

der Gleiehtmg ~.  ~ q ~---0 wird der 
besfimmte Puax~ a~ dieser Fl~ehe 
entspreehen; dabei werden die Punkte ~ ' ~ - - ~  
ao, a~, - �9 .a=_~ auf den Spitzen r ~ L  
des regelm~ss/gen Vieleckes liegen, welches sein Centrum im Null- 
p u n l ~  0 hat (Fig. 1). 

*) MATeNa~er~i CSops~:~, Tom. XI, sa-uyc~ I, 1883. 
"~'7" 
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Wit wollen noch ra Punkte b o, bj , . --b~-_~ Mnzunehmen, denea 
die GrSssen entsprechen, die dutch die Formel ausgedrfickt werden. 

1 

Wir werden jetzt die lAnien ziehen, die von dem Nullpunkte 0 
nach den Punkten bo, h i , - - - b ~ - ~  gerichtet sind. Es versteht sich 
yon selbst, dass der Punkt a~ ira Inneren des Winkels b~-tOb~ liegen 
wird (Fig. 1). 

Wit  wo]len ferner mit p und r positive Zahlen bezeichnen, die 
folgenden Bedingungen geniigen: 

(4) . . . .  

r < 1 und r -~ -- r '~'-~ :> 

Es versteh~ sich, dass e~n unendlich grosses 0 und ein unendlich 
kieines r diesen Bedi~gungen genfigen werden. Aber diesen Bed~ngungea 
gen/igen auch endl/che Zahlen, z. B. die Zahlen, welche aus den 
Gleichungen 

gefunden werden. 
Nachclem wit auf diese Weise die Zahlen 0 und r bestimm~ haben, 

wollen wit tins zwei concentrische Kreise (C) und (c) vorstellen, welche 
ihr Centrum im Nullpnnlrte 0 haben mad mit den Halbmessern, die 

1 ] 

resp. den Moduln der Gr'6ssen Q ~  und r~ ~ gleich sind, beschrieben 
sind. Die Grundfl~che zwischen den eoncentr/schen Kreisen (C) und 
(c) wird dureh die Linien Obo, Oh1 , . . .  Ob~-t in m gleiche Theile 
getheilt. Die Contour, welche denjenigen yon diesen Theilen umgiebt, 
in dessen Inneren slch der Punk~ a~ befindet, wollen wir dutch A~ 
bezeichnen. Auf solche Weise werden wit m Contouren A o, At ,  ...A=_~ 
haben, in deren Imaerem sich beziehungsweise die Punkte ao, a t , . . ,  a=-i 
befinden. 

Satz I.  - -  Wen~ rood. P < 1, so liegen die ~unlae, we~h~ die 
WurzeM z der Gleichung 

(6) # - - 2 z ~  - -  ~ = 0 
darstd2e~ , b~w~3sweise im Inneren der Cont~,ren A~, A t , . . . A ~ - t -  
Bezeiv.hnen wit insbesondere die Wur~el yon (6), welel~e der Contour 
A~ zugdd~, mit ~,, so Mast sivh die Gr6sse ~ dutch die ~omer~irende 
lCeihe a v . s d ~ :  
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.=| ~ [ k + s 8  s--l)  
~ . .  ~ ,- , 

(7) ~'~ ~ -& ~ . ~  t O + s )  
t.-~-O 

H.ier bedeut~t ~(/~, s), wie immar ira Folge~dma, eine Factorial- 
function, welche auf folgemde Weise deilnirt M: 

[ �9 (z, s) ~- (x - ! ) ( z -  2)-.. (z -- s), wean seine gz~e,  positive Zah! ist; 

( 8 ) ~ ( z ,  s) ~ -  t ,  wenn s -ffi O; 
I 

q) (X, S) ~-- ~ ~  wenn seine fftmze, negative Zahl iSL { 
Der Beweis dieses Satze8 g r~de t  sich darauf, ~ fitr alle Pua l~  

der Contour ~i: 
! 

rood. P f  <rood.  1 ~-~<1 .  

Mit Kficksicht hierauf kSnnen wir n~ l i eh  - -  wenn wir ~berhaupt ds~ 
l~ags einer Contour S i m  positiven Sinne genommene Integral 

mit 

F(z) dz 

bezeichnen, das Integral 

(9) J ~ T ~ / ,  ~ ,  " 

in eine convergirende Reihe nach Poteuzea yon p entwickeln. Mittels 
dieser Reihe wexden wit finden, dass J ~ 1. Diese~ Kesult~t zeigt, 
dass im Innern der Contour ~ ,  nut eine Wurzel der Gleichung (6) 
liegt. Hierauf werden wit, wie es bekannt i~t, habea: 

Diese Fonnel erL~ubt uns, die G r ~ e  ~ entweder mittels der Reihe (7) 
oder mitte]s besfimmter IntegraJe auszadrflcken. 

Wit wollen jetzt zur Ableitung des zweiten Satzes, der dem FaUe, 
wo rood. ~ > 1, entspricht, iibergehen. Zu dem Zwecke wollen wir 
tins auf der Fl~che zwei Grappen yon Puakten vorztellea (vergl. Fig. 2): 
erstens die Pankte do, di . . . .  d~-4-,, welche d/e Wurzeln der Gleichnng 

- - ~  ~ 0 darstellea, die man aus folgender Formel bekommt: 
1 ~/tstd 

( l l )  & - -  F ' "  ~ ' ,  
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zweitens die Punk~e e0, el, �9  �9 e~--1, welche die Wurzeln der Gleichung 
Io~ + q ~ 0 darst~ellen, die man aus folgender Formel erh~lt: 

1 

02 )  e~ = e 

Ausserdem wollen wir uns (Fig. 2) die Punkte fo ,  [ i ,  �9 �9 �9 f , , -~-1  
vors~llen, welche die Gr'dssen 

1 

r n x,~--~ e~_--- ~ 

repr~sentdren, and die P a n l d e  go, g~, �9 . .  g~.-1, welche die GrSssen vor- 
s~el len:  

1 

F~ 

Fig.  2. 

Es versteht sich yon selbs~, dass der Punk~ d~ im Innern des 
Winkels fk-1 0]~, und der Pankt eh im Innern des Winkels g~--10g~ 
liegen wird. Wir wollen zwei concentrische Kreise, welche durch die 
Puncte ~ ,  fl,  ~ and dutch die Punk~ go, g l ,  g~ gehen, mit ( f )  trod 
(g) bezeictmen. Da nach Voraussetzung rood. P ~ 1, so ist: 

(151 rood. d~ > rood. f~ > rood. g~ > rood. e~. 

Daher wird der Kreis (g) kleiner als der Kreis ( f )  sein und zuglelch 
werden alle Punk~ e0, e I . . . .  e~-i im Innern des Kreises (9) and alle 
Punkte do, d l , . . ,  d,,..-t ausserhalb des Kreises (f)  1/egen. 
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Wir werden uns jetzt aoeh zwei Kreise (E) und (r vorstelhm, 
welche mlt den Kreisen (f~ und (g) concentriseh si~d und mR den 
Halbmessern Qd~ and re~ beschrieben sind, wo @j r positive Zahlen 
sind, die folgenden Bedingungen g~niigen: 

g 
(17) r ~ 1 und r - ~  (1 - r - )  > -~ (-~--)"" 
Diesen Beding~ngen geniigen ein unendlich grosses # und ein unend- 
lich Meines r ,  abet auch die GrSssea ~ und r~ die man aus folgenden 
Gleichungen bekommt: 

, 0  . . . .  = 

l ~ r ' ~ - ~  ~ ~ -  n ~- 

Die Grundfl~he zwischen den eoncentrischen Kreisen ( f )und (C) 
wird durch die Verlrmgerungen fo Fo, fl F1 , .  �9 �9 der Halbmesser Ofo, 
O f f , . . .  Of,~,~-x des Kreises (f) in (m- -n )  gleiche Theile getheilt 
[vergl. immer Fig. 2]. Wit werden jetzt die Contour, welche denjens 
dieser Theile umgiebt, in we]chem sich der Punkt dt befindet, mit Dz 
bezeichnen. Auf solche Weise werden wit ( rn~n)  Contouren haben: 
Do, 1)!, �9 �9 �9 D~-,--I, in deren Inneren sich beziehungsweise die Punkte 
do, dr, . . .  d~,.-~-t befinden. Fiir alle Punkte der Contour Dt wird 
dabei die Ungleichung gelten: 

(18) rood. q < rood. < 1. Zm ~Z~ -- 

Die G r u n ~ e  zwischen den eoneent~isehen K.reieen (9) und (c) 
werde jetzt dutch die Linien Ogo, O g l , . . .  09~-~ in n gleiche Theile 
zertheilt. Die Contour, welche denjenigen dieser Theile umgiebt, in 
dessen Inneren sich der Punkt ez befindet, wollen wit mit E~ bezeichnen. 
Auf solche Weise werden wit n Contouren haben: Eo, Et ,  . .  �9 E~--t, 
in deren [nneren sich beziehungsweise die Punkte eo, el, . . .  e,._~ be. 
finden. Dabei wird ff~r alle Punkte der Contour Jgt die Ungleichu,,g 
gelten: • 

gm 
(19) rood. P z ~ + 

Satz I L  - -  Wen~ nu~d. P > 1, so werden (m- - s )  W~r.d~ tier 
Glei~un9 (6) beziehungswr im Inneren der Con~rcn Do, D j , . . .  D~.~,-I 
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und die mulzre~ n W~wzdn beziehungsweise im Innere~ do" C, ontourea 
~o, :E~, . . .  J~.x gegen. Dabei werden wit hab~, i/adam wir. die 
Wurzel, die der Contour D~ ~ h t ,  mit ~ und die Wur~d, wdche 
der Contour .E~ ents~,icht, mit ~ bezeichnen: 

x f.z ~ '~ ~g ( ~ - ~  - q), dz (20) ~ ~ ~ j  , ~ 
~a 

k--us ) 

#--~-0 

(21) ~-~- 2-~7~f z* dlg(z~--~d*--q)dz dz 

~[k-~-ms _ I )  / 1 ~ e~+(ra_~) ~ 

a~0 

Der Beweis dieses Sa~zes ist dem Beweis yon Satz I gleieh and 
auf die Ungleiehtmgen (18) and (19) zu griinden. 

Zu den S~tzen I und II werden wir jetzt noeh einen drittea hin- 
zuffigen, der die beiden ersten S~tze vereinigt und mittels des bekannten 
aHgemeinen Theorems fiber die Absonderung der Wurzeln abgeleitet 
wird. 

Wenn rood. P ~ 1, also Satz II gii~, verlieren die Wurzeln der 
Gleichung (6) ihren bestimmten Platz hinsichflich der Contouren Ao, 
A~, . . .  Am-1 nieht, indem sie ihren besfimmten Platz hinsichtlich der 
Contouren Da und ~a eimaehmen. Man muss dabei nut yon den 
beiden Kreisen (C) trod (c), deren Bogen Bestand~eile der Con~uren 
A 0, A l , . . .  A~_t sind (Fig. 1), den einen unendlich gross und den 
aadexen unendlich klein werden lassen. VermSge dieser Auffasstmg 
kann man folgenden Satz formuliren: 

Satz I I L -  Wenn P eine beliebige imagin~ire Zaht oder wenn t ) 
eine reelZe Zahl ~ 1 ist, so liegen die Wurzel~ der Gleichung 

(~) ~ - - ~  - -  ~ ~ o 

be~iehungsweise im Innera d~r Contouren Ao~ A I , . . .  A~_~; wenn abet 
1 a eine reelle Grgsse ~ 1 ist und m u n d  n relative ]Priragahlen sind, 
so werden nut zwei IVurzel~ dzr Gleichung (22) auf einer do" Linien 
Obo~ O b l , . . .  Ob~._t ~iegen, worauf diejenigen zwei der Contouxen 
Ao, A 1 , . . .  A~_t, welche neben dieser Linie liegen, in ihrem Innere~ 
keine Wur~eln der Gleichu~g (22) habe~: die iibrige~ (m--2) Wurzd~ 
abet werden nach wie vor beziehungsweise i~ den iibrigen Contouren 
A ~ A ~ , . . .  A~._~ liegen. 
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Nach diesem Satze ist die Gleichung: 

we ~ eine Wurzel yon (22) ist, immer gllltig, d. h. sowohl /'fir 
rood./~ <~ 1, wie fiir rood. P ~> ], allein den Fall ausgenommea~ daas 
P eine reelle GrSsse ~> 1 und zA eine yon denjeaigea Wurzela ist, 
welche auf einer der Linien Oh0, Oh1,... Ob=-i liegea, l~r  die 
anderen Wurzeln wird unsere Formel auch im letzten Falle gfiltig 
Der Ktirze wegen will ich bier yon irgend welchen Trausformationea 
des in (23) auftretenden Integrals nieht sprechen. 

Die Wichtigkeit der S~tze I, II, IH werden wir hernach sehea~ 
wenn wir yon der Anwendung derselben auf Integralrechnung handeln. 

A n m e r k u n g :  Die Gleichung (6) kann in der Form dargea~llt 
werden : 

( s ' )  z - -  a ~  = =  p - -  e '  - q ' 

aaf die man die bekannte Formel yon Lagrange anwenden kann~ welche 
die Wurzel der Gleiehung 

- -  a ,  = p f ( ~ )  

in eine Reihe naeh Potenzen yon p zu entwickeln gestattet. Ist 
meal. P ~ 1, so muss augenseheinlieh die Lagrauge'sche Formel, auf 
(8') angewandt, die Reihe (7) ergeben. Es ist aehr nat~lieh, mit der 
Anwendung der Lan~oTange'schen Formel das Theorem yon Rouch~ hier 
zu verhinden, welches im 39 L*~ cahier des Journals der Ecole Poly- 
technique (Mdmoire sur |a s~rie de Lagrange, t. XXII, 1862) entwickelt 
ist und welches uns die MSglichkeit giebt, die Entwickeluag der 
Wurzel z~ verm5ge der Formel des Lagrauge mit der Absonderung 
derselben dutch einen Kreis, der mit einem hestimmten Raditm tun 
aA als MitteIpunk-t beschrieben iat, zu begleiten. Aber es zeigt sich, 
dass diese Art keine gauz bequeme i~t. In meiner ,,Untersuchung" 
habe ich bewiesen, dass das Gebiet der Anwendbarkeit des Theorems 
yon Rouch~, sofern man den genannten Kreis zur Absonderung der 
Wurzel z~, benutzt, oft enger ist, als dan Gebiet der Convergenz der 
Reihe (7). So ist es z. B. dann, wean ~ aua den Grenzwerthem 

and 
. s m (COS ~ 

heraustritt. Aus diesem Grunde sind die zaz Absonderung der Wurzeln 
der Gleiehung (6) dienenden Contouren A0, A1,... A~-x vortheillmg~r, 
als die Kreiscontouren, die man Rach der ~Jethode yon Roucl~ erhT~lt. 
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II. Die IIntersuchung der Convergenz der Reihen und die Eigenschaft 
ihrer ~ g s g l i e d e r .  

Um die Convergenz der Reihen~ in welche sich die Potenzen der 
Wurzeln der trinomischen Gleichung entwickeln ]assen, bequemer zu 
untersuchen, ~wruppire ich die G1/eder jeder Reihe in folgender Weise. 

AUe Glieder der Reihe (7), in welchen s ~ / ( rood.  m), verbinde 
ich zu dn~r Gruppe. Die Glieder dieser Gruppe werden, nachdem man 
sie durch 

gethei][ har eLue Eelhe folgender Form bilden: 

wobei: 

(95) 
~--I 

.&uf ghnliehe Welse gruppixe ieh die Reihen (20) und (21), wobei in 
der Reihe (20) solehe Glieder, in welehen s ~ / ( m o d ,  m--n), und 
in der Reihe (21) solehe Gliedet, in welchen s ~ 1 (rood. n), sieh in 
eine Gruppe vereinigen. Nach solcher Gruppirung werden wir haben: 

(26) .~ ~ ~ - ~  
~-~ 0 

l=: :~--I  

WO 

~'~ (w'-- '~)(m--') '~ (D tr ~r l , --* - - ~ ' "  Z--~ (~, - -  "#) S - -  l )  
(28) ~,, ~ ~ ' r ( ~ + z + ( m - . ) ~ )  (-~-)" 

(99) e , = ~  ~ '  r(l-R,l+ns) (~) '"  
a~..0 

Die obengenaunte Gruppirung wurde unl~gs~ in den Arbeiten des 
Herrn H e y m a n n  angewendet (Mathematische Annalen und Zeitschrift 
fur Mathematik und Physik*)). Die Reihen ~o, r - . "  ~ - I  werdea 

*) Mathem. Aanalen Bd. XXVIII, Heft 1, p. 72--74. 1886. -- Zeitsc2zrif~ ffir 
Mathem. und Phys. 31. Jahrg., 4. Heft, p. 225--226~ 230~25~ 1886. 



f~lr rood. ~ ~ 1 conver~-en trod die ~ e a  ~o, ~l~ - - -  @=-w-z~ 
e o, 01 , . . .  e~_l f~r rood. ~ ~ 1. Diese Resultate wuxden bereit~ 1850 
yon W e s t p h a l  gefunden*), doch auf aadere Wei~ abgeleitet. 

Ich werde jetzt ein~ge weitere Eigenschaften der Reihen ~o ~ und 
O~ andeuten, welche noch nicht bemerkt gewesen sin& 

Den Coefficienten der Potenz P in dem aUgemeinen Gliede irgeud 
einer dieser Reihen werde ich mit v(s~ Z) bezeichneu, den Quotien- 
ten aber: 

v(*, 

mit L(s,  l) oder M(s,  l) oder N(s , / ) ,  je nachdem eine l~ihe ~, odex 
~p~ oder O~ in Betracht gezogen wit& Indem ich /~ ~ 1 set~te~ h~be 
ich in meiner Untersuchung folgende Theoreme bewie~en: 

/ )as  1 ~ Theorem. Man hat: 

(~o) L(s,  z) ~-- [ - /  

wo rI ein Productzeichen ist und ~i, ~-~, �9 , - 3~ Zahlen vorstellen, you 
denen nur eine neg~,ttiv ist~ alle anderen aber positiv sind, und die 

folgende Beding~ngen befriedigen: 

+ - +... + - .... 

Da~' 2~ TAeorem. Man hat: 

) ~ ~~ + W ~ -  ~_ + "  

wo t~, ~, ... ~, ~, ~'~, �9 �9 �9 ~,~ Zahlen sind, welche folgenden Be- 

~ingungen gen~gen: 

roT>O, ~ v r  + v , , ,  s 

(31') (v~--9,) "Jr ( v , - - / ~ )  + �9 �9 �9 + (~,,--p,,) ~* 7 '  

wobei nur eine der Zahlen/~ ,  p~ , . .  �9 p,~ negativ i~t: 
.Das 3 ~ Tbe~Trem. Man hat: 

~o+  ~" 
(30"3 N (s, 0 -~ ~ , 

o=~ \ ~, + -~ 

�9 ) Westphal: .Evohtio radicum aequat~num algebraicarum e teru~ termi~i~ 
con~tant~um in serie~ inRaita~". Gottinga~, 1850. I)ie~ Arbeit wurde yon d~r 
philosophischen Facult~ zu GSl~gen pre~gekrSna 
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wo ~1, ~2, �9 �9 �9 ~m, O1, 0~, �9 ' '  O~ Zahlen sind~ die folgenden Be- 
dingungen genfigen: 

0 < ~ < ~a, 

(31") (0~__~) + (q~__~) + . . .  + (q~,__~,~) = -O'S 

Aus diesen Theoremen k~nn man folgende Folgerungen ableiten: 
1) Der Quotient 

r ( s +  1, ~) 
~(s,~ 

ist dem absoluten Werthe nach immer kleiner aJs die FAnheit and 
nimmt bei der VergrSssertmg des s oder 1 zu. 

2) Sind die Bedingungen der Convergenz Ftir irgend eine der 
Reihen ~l, ~ trod O~ erfffillt, so nehmen die Glieder dieser Re/he dem 
absolaten Werthe nach yon Anfang an ab. 

3) Die Coefficienten der Potenzen yon P nehmen sehr schnell am 
Anfange jeder Reihe ab, w~hrend sie langsamer abnehmen weir yore 
Anfange der Reihe, wo die Glieder der Reihe (die Bedingungen der 
Convergenz als efftillt vorausgesetzt) minder wichtig werden. 

Diese Folgerungen zeigen, dass die Reihen ~p~, ~p~ und O~ sehr 
bequem zu bereclmen sin& 

Ist rood./~ < I ,  so miissen die Glieder der Reihe r schneller 
abnehmen, als die Glieder der geometrischen Progression mit dem 
Quotien~en r ~-rood.  P. Wenn wit also alas Erg~nzungsglied oder 
den Rest der Reihe r mit /~, bezeichnen, werden wix haben: 

rood. u~ 
(32) rood. /~, < 1 ' 

9" 

unter u, das erste yon den Gliedem der Reihe ep, verstanden, welche 
dem Erg~inzungsgliede zugerechnet werdea. 

Fiir die Erg~nzungsglieder der Reihen 7p, uad Oz werden wit Um 
gleichungen folgender Form habea: 

rood. u 8 
(33) rood. :R~ < , , 

] .  - - - -  

wo r ~ rood./~ > 1. 
Wit wollen jetzt a-nehmen, dass r ~--rood..P ~ -1 .  In diesem 

Falle haben wit flit das Erg~zungsglied der Reihe r folgende Un- 
gleichung: 

1 l 
(34) moa. < e moa. + + + 

tinter h den grSssbon tinter don Werthen ~l, its, . . .  )~ vers~den~ 
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welche in dem ersten Theoreme angemer~ waren. Fttr das ErgO_ -=mgs- 
glied der Reihe ~b~ werden wir eatspreehend haben: 

(35) mad./~, < 2 rood. u, (~  ~ - -  m - t 

und ffir das Erg~zungsglied der Reihe Oz: 

(36) rood. /~. < ~ rood. u. (~  ~ -  t z . , .  + g  + s ) .  

In den gngleiehungen (33), (34), (35) und (36) bedeutet u~ das erste yon 
den Gliedern der bezfgliehen Relhe, die zu dem ErgKnzungsgliede R, 
gehSren. 

HI. Verwendung der Eigenschaften der drelglledrigen 61aichaug zur 
Reihenentwickelung einiger bestimmter Integrah. 

Angenommen~ dass rood./~ ~ 1~ 2 :> 0, /L :> 0~ so wollen wir 
das Integral betrachten: 

(37) j = J ~ _ ,  (q + ~ . _ ~ . y , - l a ~ ,  

unter ~ diejenige Wurzel der Gleiehaug 
(38) r - -  io ~- - -  a = 0 
verstanden, welche ha ~lnneren der Contour A~ liegt i dabei werden 
wir die Integration auf die gerade Linie 0 ~  beziehen. 

Den Radius des Kreises (c) (yon welehem ein Bogen Bestand~eil 
der Contour Az ist) wollen wir jetzt gleich Null setzen. Wir bemerken 
ferner~ dass ffir 0 < z < 1 die Gleiehung 
(39) ~a _ z ( p z ' + ~ )  =* 0 
eine Wurzel ~ besitzt, welehe innerhalb der Contour A~ liegt uad 
sieh in eine convergente Reihe der Form: 

1-t-~8 
. = -  I ' v + - '  

a ~ O  

entwiekeln lgssL Wenn nun bier z yon 0 bis 1 w~ehst, so besehreibt 
der Punkt, weleher die Wurzel ~ vorstellt, eine krumme Linie, die 
im Inneren der Contour A~ liegt und den Nnnpunkt 0 mit dem Punkte 
s~ verbindet. Da es zwisehen dieser Curve und der geraden Linie 
O~ keine Ausn~hmepunkte der unter dem lntegraI~ichen steheadela 
Function giebt~ so kann man dde Integration auf d/ese Curve beziehenp 
olme dass siela die GrSsse des Integrals andert. Mit anderen Worten: 
man kann Ode Variable g dutch die Variable z ersetzent voraaagesot~ 
class wit s == h mad 
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dr---- - ~ -  

nehmen. Hierdurch wird: 
1 

; t +  m ( ~ - -  1 ) ,  ~ a =  
0 

Indem wir jetzt die Gr5sse ~+m(~-~) in eine Reihe entwickeha mad 
mittels dieser Reihe ingegriren, finden wit: 

(40) z_~(q +.pz,, z,.)~,_~ dz _~ C (~) ( P'~" _~+., 
o 

WO : 

(4t) H. = 

r(~+s), r(~ + ~ - -  

Das Integral J ,  welches wir betmehte% haben, ist manchmal 
eUiptisch oder hyperelliptiseh und ~iberhaupt Abel'sch, worauf wit 
durch (40) die Perioden der entspreehenden elllptischen oder Abel'schen 
Integrale dargestellg haben. Man kann hiernach beispielsweise die 
Perioden der elliptischen Integrale, welche folgende Form haben: 

(42) / _ / /  dz 
+ ~ z  ~ - -  f ,  

(wo m gleieh 3 oder 4 ist) oder auch tier ellipfischen Integrale: 

(43) f -1/ z(q + ~z'-- ~) 

(wo m gleich 2 oder 3 is0 in bequeme Reihen en~wickeln, ohne die 
Transformation dieser Integrale auf die Form 

(43') ]/(1 -- gt) (1-- 1~'~*) 

vorzmlehmen. Zu den Integralen (42) geh5rt insbesondere die canonisehe 
Form des e11iptischen Integrals des Hrn. Weierstrass. 

Wit woUen noch folgende Reihenentwickelungen anffihren: 
1) 

al t-~ 
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wo ~ > 0, ~ < m(1.--~), rood. P <  1 und 

K ,=  ~ ' ~ ) r 0 + ' + s  ~ + ' 1  

r o + s ) r ( l + ~ -  z +,,-~ ) , 

wobei vo ein positives Unendlich ist. 
2) 

z~ 

f ~(p-Fqr '*'-~'-1 d{(~P"~-qz-'f} d~ (45) j -  dJr 
aA 

~ t l a  

e--~O 

wo ~ > 0 ,  2 , > ~ ,  rood. P <  1 mad 

O~ m , s -  
L. = r(, +,) r ( .+, )  

3) 

f 
�9 ol, 

(46) ( q - t - p z ' - - : ' ~ ' -  . ~  -~- .=,, 

0 

wo ~ eine der Contour ~ entsprechende Wurzel der Gleichung (38) 
ist, wobei ~ > 0, p > 0, rood./) > 1 und 

Z + m ~  s) 
4) 

d/ . -  

( 4 7 )  l ( z ~ , _ _ p z ~ _ q ) ~ . _ l d r  I'(~) ~ 70 :__ ,.,~, d~-A "(L'o-~'~, 

wo ~ eine der Contour D~ entsprechende Wurzel der Gleichung (38) 
ist mad oo ein positives Unendlich voreteiit, withrend ~ < ~n(1--p), 

> 0 ,  m o d . ~ >  1 mad 

rr 
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(48) 

5) 

~ j a a i  t 

$-----1 

wo z~ und z~ die der Contour Az entsprechenden Wurzeln folgender 
Gleichungen sind: 

z ~ - -  ap~" - -  ~/~- O~ 
~"-- pZ"--q~-O, 

wobei ~ t > - - l ,  $ t > - - l ,  - - 1  < : a , ~ - I - 1 ,  mod. P < l  and 

Q' -~ r ( s )  ' 
1 

(a, s) ~ # ( 1  - -  x)~ (x--  a) 1 x'+'-~-~ -1 d x. 

Die Gleichungen (46) and (47) erlauben~ die Perioden der elliptischen 
oder Aberschen lntegrale folgender Form 

f l~ z ' - I  ~li" 

(wo rood. P > 1 genommen sein soll) in bequeme Reihen zu entwickeln. 
Die Gleiehtmg (48) kann zur Reihenentwiekelung der Perioden der 
Abel'sehen Integrale folgender Form dienen: 

f z~--Idz 
J 7"c e"-<,~="-- ~ ~-7~-+-7~ + ' -  +') (e" -  ~) " 

Bei der Ableitung der vorgenaunten Reihenentwickelungen spielen 
die S~itze fiber die Vertheilung der trinomischen Gleichung auf der 
Fl~che selbstverst~dlich die wichti~o~te Rol[e, insofern sle uns erlauben, 
uns yon der Abwesenheit irgend welcher Ausnahmspunkte zwischen 
den Wegen der Integration za fiberzeugen. 

IV. Amwendung der Eigenschaften der trinomischen Gleichung zar 
Integration elmer Dilferentialgleichvmg. 

Die Differenfialgleichungen der Form: 

(49) (1 -~) -~=r  
a~-ly 

sind sehr eng mit der Theorie der trinomischen Gleichungen verbunden. 
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So hat Herr ~leymazm vor karzem die Bediag~agea geftmdea, oat~r 
denen y = ~ der Differentialgleichung (49) gentigt, mater #A eine 
Wurzel der folgenden trinomischen Gteichung verstanden: 

(50) n ~  - -  m ~ "  + m - -  n ~ 0 .  

In meiner ,,UnCersuchung" ist elne allgemeiaere Aufgabo gelSat 
worden: ich habe eine unendliche gahl sole.her 1P'al]e gefunden, in 
denen das allgemeine Integral der G]eichung (49) dutch eine endliche 
Zahl yon algebraischen und logarithmischen /~nctionen der Ver~nder. 
lichen x und der Wurzeln folgender Gleichung auagodrfickt werden 
kann: 
(51) n ~ "  - -  m ~ , x z "  q -  m - -  n ~ -  O .  

Dabei hedeutet r eine beliebige gauze Zahl, wghrend a, die FAnheita- 
wurzel vorstellt: 

2 r ~ /  

(52) e,  = e 

Ich will mit F(z) das folgvnde Polynom bezeichnen: 

(53) lF(z) ~ co+ c~z -{- c~z(z--1) -~...-{- c,,..lz($-- l ) . . . ( z - -m-{ -2 )  
+ z(z-- 1) ."  �9 (z--m"~-l) .  

Hier kann man setbstverst~ndlicherweise setzen: 

l ".A~ (54) Co ~- r~l + ~) 

unter zX ~ alas Zeichen der endlichen Differenz yon der Ordnaag ~ ver- 
standen. Ich will nun feraer mit bo, b~, . . .  b~-i die Wurzeln der 
Gleichtmg 
(55) F(z) ---- 0 

bezeichnen. Mittels dieser Wurzela lassen sich die Coefficienten des 
Polynoms F(z) und mittels der Gleichung (54) die Coefficienten 
co, c l , . . ,  c~-i der Gleichung (49) ausdritcken. Ich werde daJa~r die 
Function F(z) die Charal'J~,istik der Gleichung (49) and die Warzeln 
der Gleichung (55) die WurzeM der Charak~rishTr nennen. Die Glen 
chung (49) kann mittels ihrer Charakteristik folgendermassen geschrieben 
werden: 

AF(O) _ dy A~F(0) ~ d ~ 
(56) ~'(o)  y + - - / - - -  x ~ + ~:~ ~- ~ + . . -  

a~-~F(o) x '~-~ d~- 'y  A'~F(o) (Z.~__l) :PY---O. 
-~- 1...,...(m-l) ds  "{- 1.~...m d ~  

]_ndem ich es unternahm, diese Gleichung mittels Reihen z u  hategrixen, 
habe ich erstens eine Gruppe particuL~rer AuflSsungen folgender Form 
gefunden- 

M a ~ e m a t t ~  A~ . l~ : t .  XXIX.  
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r = >; ~176 1 1  P(z + , . o > =  1 F ( 1 --]- l-{- m.~) 
8~Q o~--O 

unter l'[ ein Produetzeiehen, unter Z eine beliebige der Zahlen 0~ 1, 2, 
. . .  m - - 1  verstanden, und zweitens eine Gruppe yon particuli~ren 
AuflSsungen der tolgenden Form: 

(as )  y, = 2 ,  . . . .  , , 

"'=~ H F(bz--m--m6) 
(I ~ 0  

wo b~ eine beliebige Wurzel der Charakteristik der Gleiehung (49) isk 
Die Reihen der ersten Gruppe werden unter der Bedingung 

rood. x < 1 convergiren und sind geniigend, um das allgemeine Integral 
der Gleichmag (49) zu finden. Die Reihen der zweiten Gruppe werden 
mater der Bedingung rood. x > 1 convergiren und sind ebenfalls 
genfigend, am das allgemeine Integral der Gleichung (49) zu finden, 
abgesehen allerdings yon den F~illen, in denen es eine ganze positive 
Zahl h giebt, welche einer Bedingtmg der Form: 
(59) F(b~-- mh) = o 
genfigt. Aber dieser Mange[ wird oleicht durch die Methode der Grenz- 
werthe corrigirt, indem niimlich b~ als Ver~nderliche angesehen wird, 
die der Gleiehung (59) nur im Grenzfalle genfigt, w~hrend gleiehzeitig 
start der Reihe y~ das Product y~. F(b~--mh) an der Grenze betrachtet 
wird. 

Aus der Betrachtung der Gleiehung (56) mad ihrer partieulgren 
Integrale (57) und (58) entspringen jetzt folgende Eigenschaften der 
Gleiehung (49): 

A) Wenn q~(x) das Integral der Gleichung (49) ist, writhe eine 
bestimmtv Charakteristik F(z)  hat, so ist der Ausdruck 

d ~ q~ (x) 
d x  ~ 

ebenso ein Integral einer so~chen Gleichung (49), deren CharaMzristik 
�9 ", ~ ) =  ~(~+z) ist. 

B) Wenn 9(x) dos Integral der Gleichung (49) ist, die eine be- 
stimmte Clmral~teristik F (z) hat, so ist tier Ausdruck : 

dt." 

(wo t----x"), ebenso ~in lntegral einer solchen Gleichung (49), deren 
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Charakteristik, unter b~ eine Wurzd der Charak~i.~ik F(s) ~,st, asd~, 
die folgen& ist: 

-- b~ . F(~). 

Naehdem diese Eigensehaften der Gleiehmag (49) gefunden shad, 
gehe ich zu der Untersuehung der Bedingungen fiber, mater denen 
die Integratioa dieser Gleichung mittels der Wurzeln der Gleiehmag 
(51) erfolgen kann. 

Mit't~ls der Formeln (24), (25) uud (57) i~berzeugt man sieh leicht, 
dass y ~ g~, unter zh eine beliebige Wurzel der Gleichung (51) ver- 
standen," eine particul~ire Auflbsung der Gleichang (49) wird, sobald 
man die Charakteristik F(z) der Gleichung (49) nach der Formel 
bestimmt: 

= r  + ' ,  , , ,-.),  (6o) F(~) ~ r  + . ,  ~). ~+'"-")" 
W O  : 

M - - - -  
n "  (n-- m) . . . .  

Dieses gesultat wird yon Herrn Heymann bestgtigt~ Verbindet man 
dasse]be mit der unter A) angegebenen Eigenschaft der Gleichmag (49), 
so fol~, dass der Ausdruck 

d ~ z ~ 
Y= d~- 

eine particul~re AuflSsung einer solcheu Gleichung (49) ist, deren 
Charakteristik Iautet: 

(61) 

Die Folgerung gilt nur ffir positive ganze Zahlen 2. Aber das 
Integral der Gleichung (49) kann mitf~ls der Wurzeln der Gleichung 
(51) in endlicher Form auch in dem Fallr au~gedrfickt werden, da~ 
eine ganze negative Zahl - - 0  ist. Setzen wit n~alich, unter {~ eine 
ganze positive Zahl verstauden, in die Formel (4,5) 

u = l ,  ~=O-~-l,  p . ~ - ~ a , . x ,  q~-- n , a~.-~ e , 

so kommt : 

(62) ' m r ~. ~,--" (z ~ --  1) -~- 

a h 

Z x 'a~ "~('~', 
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wo B eine Constante bedeutet mid & die der Conbur A~ entsprechende 
Wurzel der Gleichung (51) ist. Nun l~sst sich das Inbgral der linken 
Sei~e yon (62) dnrch eine Function ausdriieken, welche algebraisehe 
und logarithmische Opera~onen in endlieher Zaht enth~lt. Nennen 
wit diese Function U und bezeichnen mit V ein Polynom der fo|gen- 
den Form: 

a~u 

so haben wit: 

(64) U+ V=B 
S=-~-0 

Jetzt ist aus dieser Reihenentwickelung leicht einzusehen, dass die 
Function (U-{-V) ein Integral einer solchea Gleichung (49) ist, deren 
Charakteristik aus der Formel (61) fiir i ~ - - 0  gefunden wird. Der 
Charakteristik Fl(z ) also, welehe aus (61) gefunden wird, en~pricht 
bei beliebigem ganzzahligem Werthe yon i eine solche Gleichung (49), 
die in endlicher Form mitteis der Wurzeln der Gleiehung (5I) integrir~ 
wird. 

Indem wit jetzt diese Ableitung mit der oben unter B) angei~tihrten 
Eigenschaft der Gleichung (49) combiniren, so kommea wit zu folgen- 
dem allgemeinen Satze: 

Theorem. --  Es sden ~, ~o, ,%, ~,_,, ... ~ - ~  bdiebige ganze Zahte~ 
(die auch s sein k6nnen) und es sei die Charakteristik E(z) der 
Gleichung (49) d~rch die Formel definirt: 

so l~ss~ sich das a~lgemeine Integra~ der Gleichung (49) in endlicher Eorm 
mittels algebraischer Functionen der Ver~inderIichen x, din" Wurzeln do" 
Gleiehung (51) und der Logarithmen dieser Wurzeln ausdriicken. 

Anmerkung.  Wean die Bedin~ngen dieses Theorems ediillt 
sind und es sind m und n relative Primzahlen, so reichen die Wurzeln 
der Gleiehung (50) allele aus, um des allgemeine Integral tier Glei- 
chung (49) ~u bekommen ; sind aber mund n keine relativen Primzahlen, 
so reichen die Wurzeln der Gleichung (50) zu dem genannten Zwecke 
nicht aus, so dass es in diesem Falle niithig wird~ die Gleichtmg (51) 
heranzuziehea und der Zahl r die Werthe O, 1 , . . .  m ~ 1 zu geben. 

~3._ Januar 1887 Moskau,  becember 1---~" 


