Mathematische Theorie der Diffraction.

(Mit oiner Tafel.)
Von

A. SomMErFELD in (dttingen.

Die Theorie der Diffraction, wie sie von Fresnel begriindet und
von Kirchhoff analytisch pricisirt ist, geniigt aus verschiedenen
Griinden nicht den Anforderungen der mathematischen Strenge. Einige
Einwendungen dieser Art habe ich bereits frither*) vorgebracht. Ihre
relativ gute Uebereinstimmung mit der Erfahrung verdankt diese Theorie
lediglich dem Umstande, dass die Wellenlinge des Lichtes eine sebr
kleine Grosse ist. Fir die Behandlung Hertz'seher Schwingungen und
akustischer Wellen, deren Wellenlinge bedeutend grosser ist, muss sie
sich als ganz unbrauchbar erweisen. Auch in der Optik giebt es Be-
dingungen, unter denen die #ltere Beugungstheorie nicht mehr aus-
reicht. Dem gegenfiber gebe ich hier eine mathematisch strenge Be-
handlung, welche lediglich auf den durch die elektromagnetische Theorie
sicher gestellten Differentialgleichungen und Grenzbedingungen fusst.
Dabel aber muss ich mich auf die allereinfachsten Fille beschranken,
weil es von vornherein aussichtslos scheint, Probleme von sv ausser-
ordentlicher Complicirtheit, wie sie die gewbhuliche Optik zu behandeln
vorgiebt, mathematisch befriedigend zu losen. Auf eine Arbeit des
Herrn Poincaré™), welche gleichfalls mit der dlteren Theorie bricht,
komme ich spiter zu sprechen.

§ 1.
Allgemeine Problemstellung.
Wir betrachten einen optischen Zustand, wie er sich bei Anwesen-

heit eines leuchtenden Punktes unter dem Finfluss eines fremden
Korpers aushildet. Die (elektrischen) Componenten des Lichtvectors

*) Zur mathematischen Theorie der Beugungserscheinungen. Gottinger
Nachr. 1894, Nr. 4.
*# Sur la polarisation par diffraction. Acta Math. Bd. 16.
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318 A. SommerFsLD.
bezeichnen wir mit X, ¥, Z. Dann bestehen die Differential-
gleichungen:

25 —aX, 227 —ay, #2821z

Dazu kommt die sog. Incompressibilitiitsbedinnung:

a$+ +0Z_0

Die Abhingigkeit von ¢ kénnen wir ein fir allemal specialisiren.
Wir nehmen an, der Zustand sei stationdir periodisch und das Licht
einfarbig. Die Periode der Lichtschwingung heisse z. Dann darf
man X, ¥, Z in der Form annehmen:

2ime 2int 2int
X=%Re(e” Z), Y=Re(e® H), Z="Re(e *
wo =, H, Z von ¢ unabhingige Functionen der riumlichen Coordi-

naten sind, welche den Gleichungen geniigen:
AT+ B==0, AH}PH=0, AZ4+ 2 =0,
0= oH 0Z
7 T oy T =
Die hier eingefithrte Constante % ist gleich 23214. Man nennt 2%‘ die

Wellenliinge des Lichts.

Um weitere einfache Bedingungen fir =, H, Z zu bekommen,
nehmen wir an, der fremde Korper sei ein ebener, unendlich diinner,
undurchsichtiger Schirm. Die Ebene des Schirmes sei die 2, z-Ebene.
Wir bezeichnen den Schirm mit S, seine Randeurve mit €. Unter
Undurchsichtigkeit verstehen wir, dass das Material des Schirmes ein
vollkommener Leiter fiir die Elektricitit sei. Alsdann ergiebt die
Lichttheorie, dass die in die Ebene des Schirmes fallenden (elektrischen)
Componenten in Punkten des Schirmes verschwinden, dass also auf
§:Z =0, Z=0. Weiter werden wir verlangen, dass der Lichtvector
tiberall endlich sei, ausser in dem leuchtenden Punkte P. Wir wollen
einen lenchtenden Punkt einfachster Art voraussetzen, nimlich anneh-
men, dass in P die Componenten des Lichtes unendlich werden, wie

das Newton’sche Potential —1~ fiir # == 0. Wir nennen dann P einen

einfachen Pol. Dazu kommt noch eine auf das Unendliche beziigliche
Forderung.

Die Bedingungen fiir Z sind daber folgende:

a) AZ -+ F*Z =0 im ganzen Raume.

b) Z = oo wie ;1_— in P, sonst iiberall endlich.
¢)Z==01in 8.
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Analoge Bedingungen bestehen fiir =. Die dritte Componente H
ist dorch die Incompressibilititsbedingung mitbestimmt.

Eine so einfache Grenzbedingung, wie die vorliegende (¢) wird
man nach dem Symmetrieprincipe zu befriedigen versuchen; man wird
also den leuchtenden Punkt in Bezug anf die Ebene von S spiegeln.
Dadurch wiirde eine zweite Ugendlichkeitsstelle von Z in dem Spiegel-
punkte P’ entstehen. Die Bedingung b) untersagt uus aber, eine
solche irgendwo im Raume zu schaffen.

In dem gewOhnlichen Rawme ist fiir den Spiegelungsprocess kein
Platz. Wir construiren doher einen doppelt iberdeckien Raum, in welchem
er miglich wird.

Einen solchen Riemanw'schen Doppelroum erzengen wir uns auf
folgende Weise, Wir denken uns den gewbhplichen Raum in zwei
Exemplaren angefertigt, welche wir beide lings der Fliche von 8
aufschneiden und wechselweise an einander fiigen. Die Randeurye C
bildet fiir diesen Doppelraum eine Verzweigungslinie.

Wir betrachten nun eine Function 4, welche in dem Doppelraume
eindeutig ist, der Differentialgleichung Au + k2w = O geniigt und in
dem einen Punkte P des Doppelranmes ejnen einfachen Pol besitzt.
(An der entsprechenden Stelle P in dem anderen Exemplare des
Raumes soll sie endlich bleiben). Die Function u ist durch die Be-
schaffenheit des Doppelraumes und dprch die Lage ihres Poles be-
stimmt, wenn man noch eine auf das Dnendliche sich beziehende Be-
dingung hinzufiigt. Um die Abhingigkeit von der Lage ihres Poles
anzudeuten, mogen wir sie als u(P) schreiben.

Wir construiren nun den Spiegelpunkt P’ von P in Bezug auf
die Ebene von §; derselbe fillt jetat in das zweite Exemplar des
Raumes, wenn P in dem ersten liegt. Bilden wir die Differenz

v = u(Py — u(P7,

8o gentigh diese den fiir Z gestellten Bedingungen; denn sie wird nur
an der einen Stelle P des physikalischen Raumes unendlich und sie
verschwindet in S aus Symmetrieriicksichten. Mithin giebt uns die
zweiwerthige Function v eine Losung anseres Bepgungsproblemes. Man
bemerke iibrigens, dass » nicht auch gleichzeitig in den ausserhald C
gelegenen Punkten der Schirmebene verschwindet, Denn es liegen
nur die Punkte immerhald C symmetrisch zu P und P,

Dass wir hier von einem Doppelraume sprechen, bedeutet, abstract
zu reden, nichts Anderes, als dass wir die Function iiber das Gebiet,
in dem sie einen physikalischen Sinn hat, hinaus analytisch fortsetzen
und dass wir den physikalischen Zwetg der Function und seine analy-
tische Forisetzung gleichzeitig betrachien.

Mathematisch interessanter wird das Problem noch, wenn wir es

weiter specialisiren. Wir wollen néimlich nur solche Zustinde betrachten,
21*
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welche von einer Coordinate (2) unabbingig sind. Wir ‘miissen danrn
auch dem Schirm eine nach der z-Richtung symmetrische Gestalt
geben, d. h. seine Begrenzungscurve C in Geraden ausziehen, welche
der z-Axe parallel laufen. Ebenso miissen wir statt des leuchienden
Punlktes eine der z-Axe parallele leuchtende Linie annehmeun. Der
Riemann'sche Rauwm reducirt sich dann auf eine Riemann’sche Fliche,
von der Versweigungscurve C kommen nur ihre Schnittpunkte mit der
z, y-Ebene in Betracht, welche gewbknliche Verzweigungspunkte werden,
von der lenchtenden Linie nur der in der 2, y-Ebene enthaltene Punkt.
Fiir diesen werden wir ein Unendlichwerden von der Ordnung des zwei-

dimensionalen Potentials log % vorzuschreiben haben. Die Differential-
gleichung lautet nunmehr:

Fu , *u
57 T o + B4 =0.

Die exakte Losung des so specialisirten Beugungsproblemes fiihrt
also auf -die Aufgabe: diese wohlbekannte Differentialgleichung auf
Riemanw'schen Flichen zu integriven.

Bei dieser Fragestellung wird man unwillkiirlich an die Theorie
der complexen algebraischen Functionen erinnert, welche ja fir den
speciellen Fall % =0 sich in die gesuchten Functionen einordnen
wilrden. Konnen die Methoden, welche zur Aufstellung der alge-
braischen Functionen fithren, auf unsern Fall iibertragen werden?
Direkt geht das jedenfalls nicht.

Bei der Gleichung Ay =0 kann man bekanntlich die Bildung
verzweigter Functionen auf die der eindeutigen zuriickfithren, indem
man statt der reellen Funetion » die complexe u - iv = w be-
trachtet und die symmetrischen Functionen der Werthe von w in
tihereinanderliegenden Punkten der Riemann’schen Fliche bildet.
Diese symmetrischen Functionen werden natiirlich in der schlichten
Ebene eindeutig und geniigen tdberdies wieder der Gleichung Au =0.
Sie konnen daher als bekannt angesehen werden. Die Berechnung
von w hiingt dann nur noch von der Losung einer algebraischen Glei-
chung ab.

Bei unserer Differentialgleichung fehlt uns zunichst der Begriff
der conjugirten Function. Die symmetrischen Functionen der Werthe
%y, Uy, -+ . Uy vOR % in Ubereinander liegenden Punkten der Riemann-
schen Fliche sind natiirlich auch hier in der einfachen Ebene ein-
deutig; aber sie sind nicht mehr Losungen derselben Differentialglei-
chung. Das trifft vielmehr nur bei der symmetrischen Function ersien
Grades 4y~ u, - - - - 4, zu. Diese kann in der Folge stets als be-
kannt angesehen werden; sie ist ndmlich gleich der Losung des ent-
sprechenden Problems in der schlichten Ebene.



Mathematische Theorie der Diffraction. 321

Dennoch' ist die Analogie mit den algebraischen Functionen auch
hier sehr ntitzlich. Wir werden nimlich einen Weg kennen lernen,
auf welchem man aus einer Lbsung der Differentialgleichung Au =0
mit gewissen Kigenschaften geradezu eine Losung von Au -+ Ay =0
mit dhnlichen Eigenschaften herstellt.

Eine weitere Schwierigkeit bildet das Verhalfen unserer Functionen
im Unendlichen. Hier wird jede Losung unserer Differentialgleichung
wesentlich singuldr. BEs geht daher nicht an, zn verlangen, dass ungere
Functionen auf der ganzen Riemann’schen Fliche mit Einschluss des
Unendlich-Fernen stetig sind und der Differentialgleichung Gentige
leisten. Vielmehr miissen wir uns die Ebene (bez. die Riemann’sche
Fliche) durch einen Kreis mit sehr grossem Radius begrenzt denken
und fiir Punkte dieses Kreises Randwerthe vorschreibeu. Diese kbnnen
vom theoretischen Standpunkte aws willkiirlich angenommen werden.
Wollen wir aber zu physikalisch brauchbaren Functionen kommen, so
werden wir ganz bestimmte Randwerthe withlen miissen, welche sich
aus der physikalischen Betrachtung ergeben,

§ 2
Entwickelungen nach Bessel'schen Functionen.

Bevor wir zur Aufstellpng specieller verzweigter Functionen
schreiten, wollen wir einige allgemeine Eigenschaften der Ldsungen
unserer Differentialgleichung ableiten. Es soll sich um diejemigen
Reihenentwickelungen®) handeln, welche den Potenzreihen der Potential-
theorie enisprechen.

1. Es sei # eine irgendwie bekannte Losung der Differential-
gleichung Aw 4 k*¢ = 0, welche in der Umgebung des Punktes
z==0, y =0 eindeutig und stetig ist. Wir beschreiben um diesen
Punkt einen Kreis mit dem Radius E, so dass irs Innern und anf dem
Rande desselben die Function denselben Charakter hat. Die Werthe
von # auf diesem Kreise entwickeln wir in eine Fourjer’sche Reihe mit

dem Argumente @ == artg g— was immer moglich ist, weil die stetigen

Losungen unserer Differentialgleichung nothwendig analytische Fune-
tionen sind**). Es ergebe sich:

" =2 A, cos me -+ B, sin mo.

Wir setzen diese Rethe in das Innere des Kreises R so fort, dass sie
gliedweise der in Polarcoordinaten transformirten Gleichung A u—-k*u=0

#) Diese Reihen sind nach ihrer formalen Seite bereits in dem mehrfach zu
citirenden Buche von F. Pockels: Ueber die partielle Differentialgleichung
Ay 4 k2u =0, Leipzig 1891, anfgestellt. Vgl Theil IV §6.

**) Vgl F. Pockels: 1. c. pag, 214,
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Geniige leistet und dass sie fiir r == R gliedweise in die vorstehende
cos

sin
Bessel’sche Functionen mit dem Argumente k7 und dem Index # sein,
und zwar ,Bessel’sche Functionen erster Art“, da w fir » =0 der
Voraussetzung nach endlich ist. Wir werden so zu der folgenden
Reihe gefiihrt:

Uy = sz (k) {&n cos mo + B sin mo},
6) 4 B

O = o =
n = F GR)’ P T GR)

Entwickelung iibergeht. Dann miissen die Factoren von mep

Dabei wird vorausgesetzt, dass keine der Grossen J,(kR) verschwindet.

Hitten wir im Vorstehenden unter u eine Losung der Differential-
gleichung Aw = 0 verstanden, so wiirden wir anf genau demselben
Wege zu einer Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von # ge-
kommen sein, in der Form:

u==2rm{ocmcosmqo+ﬁmsin me}l,
(1) 4, B,
=g P =g
Unsere Reihe (1) entspricht also formal der Potenzentwickelung (17)
der Potentialtheorie.

2. Es sei der Ponkt 2 =0, y =0 fiir die Function % ein (n — 1)-
facher Windungspunkt. Wir beschreiben um diesen Punkt einen Kreis
mit dem Radius B so, dass i Innern und auf dem Rande desselben
kein Unstetigkeitspunkt und ausser dem Nulipunkte kein weiterer
Windungspunkt vorhanden ist. Auof der Peripherie dieses Kreises
konnen wir die Function in eine Fourier'sche Reihe entwickeln, welche
nach Vielfachen des Argumentes %’b = % artg % fortschreitet. Die Reihe
laute:

m o, W
u=2ﬁmeosj—: go-[—Bmsm;’ @.
Diese Reihe setzen wir in’s Innere des #-fach iiberdeckten Kreises
nach der Bedingung fort, dass sie gliedweise der Differentialgleichung
Au + k*u = O Geniige leisten solle. Dann miissen die Coefficienten

COS m

vou T @ Bessel'sche Functionen mit dem Argnmente % und dem

Indexg sein, und zwar ,Bessel'sche Functionen erster Art“. So
kommen wir zu der folgenden Entwickelung:

ty = ) Ju (k1) {005 3 & + P sin ¥ g,
@) 4, B,
bm = T &R’ Bn = T ER)’

® %
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unter der abermaligen Voraussetzung, dass keine der Gybssen J,(kE)
n

verschwindet.
Dasselbe Verfahren wiirde ups bei einer Funchion %, welche der
Potentialgleichung gentigt, zu der Reihe:

m
% == rn{txmeosgq;—}—ﬁmsingq;} y
@) 4 B
bp=—p, PBn=—p
B Rn

gefiihrt haben. Es entspricht also, wenigstens formal, die Reihe (2)
der Potenzentwickelung (2) der Potentialtheorie.

3. Die Analogie ist aber keine bloss formale: wir kinnen zeigen,
dass die Reihen (1) und (2) gerade so weit convergiven, wie die ent-
sprechenden Potensreihen, und dass'sie die vorgelegte Function w wirk-
lich darstellen.

Zu diesem Zwecke untersuchen wir das Verhalten von J,(x) mit
wachsendem Index v, auf Grund der bekannten Reihendarstellung:

Iy (%) =

‘l’ . x4
z’”r{ TR 2*<v+1> T EEerneyy Y

Ist 41> I , so wird jedes folgende Glied der Reihe kleiner als
das vorhergehende. Demnach folgt fiir reelle positive Werthe von =
unter der Bedingung » +-1 > -‘Z—z

2'!'( +L) 2¥ r(w+1)

wo &, einen echtea, von Null verschiedenen Bruch bedeutet, von der

Beschaffenheit, dass &, > 8, falls »" > ».

Priifen wir daraof hin die Convergenz unserer Reihen, und zwar
sogleich der Reibe (2), von der die Reihe (1) nur ein specieller Fall
ist. Der Rest der Reihe von einem Gliede N ab sei

" (Lr)
Xy = N(m) (LR) (Am cos = — o+ B, sin — qo)
. . v g . LR .
wobei wir N gemiiss der Ungleichung + 1> (T) bestimmen
and » < R voraussetzen wollen, Dann ergiebt sich auns (3):

m

EXN|<4, (R) JAmpos~qJ+B sm-ep}

(8) I (x) < Jy(z) >
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Die Grossen A, und B, bleiben unterhalb einer festen Grenze, weil
die urspriingliche Fourier’sche Reihe convergirt. Daher wird:

. m ¥
| Xl < MZ’(%)" oder auch |Xy| < M’ (%)”,’
N

wo M und M’ gewisse endliche Zahlen bedenten, die von N unab-
hingig sind. Wir kinnen mithin, indem wir N ndthigen Falls noch
grosser nehmen, den Rest der Reihe (2) fiir alle Pankte r << B be-
liebig klein machen.

Andrerseits ist die Summe der ersten N Glieder von (2) eine end-
liche Grbsse immer dann, wenn B nicht Wurzel einer der N Glei-

chungen J % (kr)=0[m < N] ist, was wir einstweilen ausgeschlossen

haben. Die Convergenz der Reihe (2) ist also unter dieser Voraus-
setzung bewiesen, ’

‘Wir miissen uns ferner iiberzeugen, dass unsere Reihe fiir lim r= R
wirklich in die gegebenen Werthe von w dibergehi. Die letuzteren haben
wir durch eine Fourier'sche Reihe dargestellt. Nun convergirt be-
kanntlich eine Fourier'sche Reihe absolut, wenn die dargestellte Funec-
tion im Entwickelungsintervalle stetige erste Differentialquotienten
hat. Dies ist aber von den Ldsungen unserer Differentialgleichung
bekannt®). Mithin konnen wir durch Wahl eines Werthes m — M,

welcher tiberdies der Ungleichung %l-)— 1> (},”-21’—3)2 gentigen mbge, er-
reichen, dass

ZfAmcosh"—zqa—]-Bmsingq)i < eﬁy
M n

wird, wo & der in (3) vorkommende echte und von Null verschie-
dene Brueh sein mdge. Dann wird der Rest der Reihe (2) von dem-
selben Gliede M ab fir y < B

1 m r 0 w . m
[XM!<§£I%7(§) fAmcosZ(p—}-Bmsm;q>5<e.

n

Andrerseits ist die Summe der ersten M Glieder der Reihe (2) eine
stetige Function von #, welche stetig in die Summe der ersten M
Glieder der Fourier'schen Entwickelung von w iibergeht, wenn r — R
wird. Mithin haben wir

o o — | < e+¢.8y,
r=R n
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

- ¥) VgL F. Pockelss L ¢, pag, 214.
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Die Functionen % und u, stehen in folgender Beziehung:
1. fir » < B gelten die Gleichungen:
Aw 4 BPu=0, Ay, + Bu, =0,

2. fiir r = B wird « = y,.

Ist der Kreis mit dem Radius B kein ,ausgezeichnetes Gebiet®*)
unserer Differentialgleichung, d. h. kein solches Gebiet, fiir welches
die Randwerthaufgabe unbestimmt wird, so schliessen wir unmittelbar,
dass fiir » < B iiberhaupt gilt: u = u,. In diesem Falle ist auch

sicher nicht Ju (kR) = 0, so dass unsere obige Beschriinkung in Fort-
K3
fall kommt. Im entgegengesetsten Falle konnen wir doch einen be-

liebig wenig verkleinerten Kreis mit dem Radius R’ bestimmen, fiir
den dieses npicht zytrifft. Denn es giebt unter den eoncentrigchen
Kreisen mit dem Radius r << B nur eine endliche Anzahl, welche
ein ausgezeichnetes Gebiet fiir unsere Differentialgleichung darstellen.
Setzen wir nun im Vorhergehenden statt FE iberall B, so gelten
unsere simmtlichen Behauptungen sicher fiir diesen Kreis und es ist
Jn(ER)=4=0. Wir kéunen daher den folgenden Satz aussprechen:

Jede Lisung umserer Differentialgleichung lisst sich i der Um-
gebung einer Stelle x = a, y == b, fiir welche u stetig ist, in eine Reihe
von der Form (1) oder (2) entwickeln, je nachdem die FPunction w im
Punkte x = a, y = b umversweigt ist oder einep (n — 1)-fachen Win-
dungspunkt besitst; diese Rethe convergirt absolut im Innern eines
Kreises, welcher den Punkt x = a, y =5 zum Mittelpunkiec hat und
bis an den ndchsten Unstetigheits- oder Verzweigungspunkt heranreicht.

4. Wir betrachten die Werthe von u bei beliebigem festen Azimuthe
@ == g, als Function von #:u = f(+), wobei wir annehmen wollen,
dass die Function im Punkte » == 0 unnverzweigt sei. Die Reihe (1)
liefert uns eine Darstellung von f durch Bessel’sche Functionen, welche
so lauten moge:

@

@ Fry =) andulbr),
0

Wir vergleichen den Charakter dieser Darstellyng mit dem Charakter
der Taylor'schen Reihe fiiv dieselbe Function. Die Taylor'sche Reihe
ist dadurch charakterisirt, dass sie, mit dem (n -} 1)t*= Gliede ab-
gebrochen, die Function 7 und ihre » ersten Differentialquotienten im
Punkte » = O richtig wiedergiebl. Ganz dasselbe behaupten wir von
unserer Reihe (4).

Reihen von der Form (4) sind zuerst von Herrn C. Neumann fiir
complexe Werthe des Argumentes untersucht worden. Wir entnehmen

*) Vgl. F. Pockels: L ¢, pag. 37 und pag. 222
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seiner Arbeit das Resultat®), welches sich fibrigens auch leicht aus
den pag. 8 aufgestellten Grenzwerthen der Bessel'schen Functionen
herleiten lisst: Man bildet den mie Differentialquotienten einer solchen
Reihe fir Punkte des Convergenzgebietes, indem man dieselbe m-mal
gliedweise differentiirt.
. Setzen wir in Gleichung (4) » =0, so ergiebt sich, da J,(0) =0
fir n > 0 und J,(0) = 1 ist:

f(0) = ay-
Sodann erhalten wir mit Riicksicht auf die bekannten Recursions-
formeln*¥) der Bessel’schen Functionen:

4z, :
2800 g @) — Jun(@) [n>0]
ad, .
da(,x) = - 1(‘”)

durch gliedweise Differentiation von (4)

6 ) =L {6, dy k) + (a—2a0) T, (br) + (03— ay) I, (br)
+ (ay—a,) Sy (kr) 4 - - -}.

’ k
Foy="a,.
Durch abermalige Differentiation ergiebt sich:

f7(0) = (‘kg‘)z(“z“‘"Q ) -

Allgemein erkennt man: durch n-malige Differentiation erhilt man fiir
f®(0) einen Ausdruck, zn welchem nur die n-}1 ersten Glieder der
Reihe (4) einen Beitrag liefern.

Andrerseits betrachten wir die mit dem (n--1)» Gliede ab-
gebrochene Reihe, d. h. die ,,Anndherungsfunction n'er Ordnung®

F.(r)y= Zﬂ? Gun (k7).

Berechnen wir fiir diese F,(0), F,/(0), ... F™(0), so bekommen
wir genau dieselben Ausdriicke in den @, @, ... @, wie fiir f(0),
£ ©)...f™(0). Wir schliessen: F,(0)= f(0), . .. FM(0) = f=™(0),
d, h. die gegebene Function und die Anndherungsfunction stimmen
im Punkte 7 = O mitsammt ihren n ersten Differentialquotienten tiber-
ein. Geometrisch mogen wir dieses so ausdriicken: Die Anniherungs-
curve F,(r) hat mit der gegebenen Curve f(r) im Nullpunkte eine
n-fache Beriihrung gerade so, wie es von den Annidherungscurven der

Daraus folgt fiir »r =0

¥) C. Neumann: Theorie der Bessel’schen Functionen, Leipzig 1867, § 13.
*#) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen: 2. Aufl, § 61. GL 44¢).
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Taylor'schen Reihe her bekannt ist. Somit haben wir in der That
gezeigt, dass wunsere FEntwickelung nach Bessel'schen Functionen wund
die Taylor'sche Entwickelung nach Polenzen die Anndherung der ge-
gebenen  Function in analoger Weise bewerkstelligen, niimlich duych
einen von Glied 2w Glied wmmiger werdenden Contact,

Wir werden spiter seben, dass unsere Heihen geradezu aus ent-
sprechenden Potenzreihen hergeleitet werden kbnnen.

5. Neben die Reihenentwickelungen, welche fitr das Tnnere eines
Kreises gelten, stellen wir solche, welche dann convergiren, wenn sich
der Punkt ausserhalb eives gewissen Kreises befindet.

Es sel u eine Losung unserer Differentialgleichung, welche im
Innern des Kreises mit dem Radius B beliebige Verzweigungen und
Unendlichkeitsstellen besitzen kann, welche ausserhalb desselben im
Endlichen zunidchst iiberall stetig und unverzweigt sein und im Unend-
lichen einen (n— l)fachen Windungspunkt besitzen moge. Wir mar-
kiren uns den Kreis mit dem Radius R auf simmtlichen Blittern der
Plache und betrachten nur Werthe » > K. Hier miissen wir ,,Bessel-
sche Functionen zweiter Avt* heranziehen. Darunter verstehen wir,
allgexein zu reden, eine Losung der Bessel'schen Differentialgleichung,
welche im Nullpunkte oo wird. Im allgemeinen Falle, wenn der Index
v der Besgel'schen Punction keine gange Zahl ist, kbnnen wir als
solche die Function J_, whblen. Im Falle eines ganzzahligen v wird
diese mit J, (bis auf den Factor (—1)*) identiseh. Um beide Fille
zu umfassen, filhren wir gls ,,Bessel'sche Function zweiter Art* eine
Function U, ein, welche im folgenden Paragraphen abgeleitet wird und
welche durch ein complexes Integral folgendermassen definirt werden
kann:

(6) U,,(x) — é%fei:ccosaeiv(u~ ;)d“;

die Integrationsvariable « geht dabei etwa von — B¢ bis
+ B8 —ioo [o< B < x]. Im Falle eines ganzzahligen » driickt sich
diese Function durch die von Heine benutzten Functionen J, und K,
folgendermassen aus:

o 0, (0) = K. (@) — 5 o).

Nun entwickeln wir die gegebene Funciion » auf dem Kreise B
in eine Fourier’sche Reihe;

uxZ.Amcos%qJ-{-Bmsin gcp.

Eine der Differentialgleichung gliedweise gentigende Reihe, welehe fiir
v = R gliedweise in die vorstehende Reihe fibergeht, leiten wir daraus
ab durch den Angatz:
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o

Em) U, (k) {cxm cos 7—’? @ -+ B, sin ;fqpf,
(8) ¢
4 B,

"W
Uy ==

wE° P=uam

n

=lsq

Um die Convergenz derselben zu priifen, haben wir vor Allem Un-
gleichungen nothig, welche den Ungleichungen (3) fiir J,(x) ent-
sprechen, und welche uns gestatten, das, Verhalten von U,(x) bei
wachsendem » abzuschitzen.

i(o=—2
Wir machen in (6) die Substitution%e( 2) =2, wobel sich

2-Ebene ergiebt:

+Z
2\? By
-0 . 2U,=(.t.)ﬁ ‘1.
x\ r’*“" ,(
! f Der Integrationsweg geht
r
. in einen dem nebenstehenden
T Fgo aequivalenten iiber, Lassen wir
v wachsen, so verschwindet

derjenige Theil des Integrales, welcher im Innern des Einheitskreises
verlduft. Wir haben daher

Lim 2( ) U, ‘*‘Lim'j:‘”egz"“ldz,
= Y

V==

oder, da alle Bestandtheile des Integranden positiv sind:

'je"z”“ldz < 2( ) U< e"i/e"z’-ldz (im Limes » = oo0).

Die Unglelchung wird nicht getindert, wenn wir die untere Grenze
1 durch O ersetzen. So bekommen wir schliesslich im Limes » = oco:

©) U, >1@Te), U<i@) ero.

Die genauere Betrachtung zeigt ferner, dass man auch eine end-
liche Zahl v angeben kann, so dass fiir alle grosseren Werthe unsere
Ungleichungen (9) richtig sind.

Nunmehr trennen wir von der Reihe (8) ein Restglied Xy ab,
wobei wir den Stellenzeiger N so bestimmen, dass fiir alle Werthe

vg% die Ung!eichungen (9) statthaben. Dann wird:
i< 3 ekt + ol < on S 8,
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A, cos 1;9,,2 @ + B, sin % @ i bedeutet,
oder auch, unter der Annahme co >7r > R,

wo M den grossten Werth von

)
X< M)

Hier bedentet M’ eine von N unabhiingige Zahl. Es kann also der
Rest der Reihe (8) durch Wahl von N beliehig klein gemacht
werden fiir alle Werthe ¢ > r > R,

Andrerseits ist die Summe der ersten N Glieder in (8) sicher eine
endliche Zahl, falls nicht gerade eine der Grossen U, (kR) ver-

schwindet. Dies kbmnen wir vermeiden, indem wir statt des Kreises
B einen etwas grosseren R’ beschreiben, fiir den U, (A R) <=0 ist.
n

Die Convergenz der Reihe (8) ist daher bewiesen fiir das ganze Gebiet
oo >r > R.

Hitten wir dieselbe Aufgabe fiir eine Losung « der Potential-
gleichung bebandelt, so wiren wir auf demselben Wege zu einer Reihe
gekommen, welche nach npegativen Potenzen von 7 fortschreitet und
fir alle Werthe » > R convergirt. Wir sehen:

Die Reihe (8) entspricht nicht nur formal, sondern auch hinsichi-
lich ihrer Convergenz einer Eeike, welche nach Polenzen von —; fort-
schreitet.

Die Analogie ist trotzdem keine vollstindige mehr. In der Poten-
tialtheorie kbnnen wir pimlich sofort schliessen, dass jene Rleihe die
Function » wirklich darstellt, falls wir noch die Voraussetzung hinzu-
nehmen, dass 4 auch im Unendlichen stelig ist. Bei unserer Differen-
tialgleichung ist dieses unmdglich. Denn der unendlich ferne Punkt
ist hier, wie erwiihnt, stets ein singuliirer Punkt. Die Aufgabe: eine
Funetion %, welche nur anf dem Kreise B gegeben ist, fir Werthe
7 > R der Differentialgleichung gemdss fortzusetzen, ist hier tber-
haupt unbestimmt. Man erkeunnt dies schon aus Folgendem: Nehmen
wir fir den Augenblick das Unendliche als unvereweigt anm, so
hitten wir statt (8) anch eine Reihe anschreiben kbnnen, welche nach
den Heine’schen Funectionen K,, fortschreitet und welche anf dem
Kreise R gliedweise in die Fourier'sche Entwickelung von w {ibergeht.
Auch diese wiirde convergiren fiir » > B, da die Ungleichungen (9)
auch fiir die Functionen K richtig sind. Sie wiirde aber ersichtlich
von der Reihe (8) verschieden sein. Es kann daher keine Rede davon
sein, dass (8) die Function w nothwendiger Weise wirklich darstellt.

6. Um sicher zu sein, eine Entwickelung der vorgegebenen Func-
tion % zu erbalten, muss man vielmehr das Unendliche durch einen
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zweiten Kreis R, > B aunsschliessen und eine Entwickelung fiir den so
entstehenden Kreisring aufstellen, welche sich aus einer nach den
Functionen J und einer nach den Functionen U fortschreitenden Reihe
zusammensetzt. Die Coefficienten dieser Reihen bestimmen sich theils
aus den Werthen, welche u fiir » = R besitzt, theils aus denjenigen fiir
r==R,. Man beweist dann: die Reihe mit Bessel'schen Functionen
erster Art convergirt fiir alle Werthe r << B,, diejenige mit Bessel’schen
Functionen zweiter Art fiir alle Werthe » > R. Die Summe beider
convergirt also im Innern des Kreisringes und stellt dort wirklich die
Function » dar. So gelangt man zur Uebertragung des Laurent’schen
Satzes in das Gebiet der Differentialgleichung Au - k*u = 0,

§ 3.
Uebergang von Auw =0 zu Awu -} ¥« = 0.

Wihrend sich so die Methode der Potenzreihen aus der Functionen-
theorie bei unserer Differentialgleichung mit geeigneten Modificationen
aufrecht erhalten ldsst, versagt die Methode der algebraischen Berechnung
verzsweigter Lisungen, wie im § 1 auseinandergesetzt ist, zunfichst voll-
kommen. Wir werden von dieser Methode indirekt dennoch Nutzen
ziehen, indem wir jetzt ein Verfahren angeben, durch welches man aus
einer Lisung der Differentialgleichung Aw = O mit gewissen Figen-
schaften eine Lisung der Differentialgleichung Dw - ko = 0 mit ent-
sprechenden Eigenschaften herleiten kann. Daraufhin konnen wir die
verzweigten Losungen unserer Differentialgleichung aus den eindeutigen
dennoch durch algebraische Operationen erhalten. Wir nehmen diese
Operationen nur nicht an der Ldsung von Aw 4 k*u=0 direct vor,
sondern an der entsprechenden Punction « in der Ebene von Au =0
und iibertragen das so erhaltene verzweigte Potential nach unserem
Verfahren in die Au + 4*u = 0-Ebene.

Wir schlagen einen Umweg iiber die Theorie der Kugelfunctionen
ein. Wir gehen aus von einer beliebigen complexen Function f(Z)
und bezichen die Z-Ebene stereographisch auf eine Kugel vom Radius 1.
Der Mittelpunkt der Kugel liege im Nullpunkte der Z-Ebene und sei
gleichzeitic Nullpunkt eines riumlichen rechtwinkligen Coordinaten-
systems &, 5, & Die §-Axe stehe senkrecht auf der Z-Ebene, die &-
bez. n-Azxe falle mit der reellen bez. imaginfiren Axe der Z-Ebene
zusammen. Projectionscentrum sei der Siidpol der Einheitskugel, also
der Punkt £ =0, 4 =0, { = — 1. Die Bezichung zwischen Z-Ebene
und Einkeitskugel ist bei diesen Festsetzungen gegeben durch die
Gleichung:

5+t
) Z=F1

wenn wir noch die Kngelgleichung £ -+ %* 4 £ = 1 hinzunehmen.
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Die Function

F(Etin

Z‘+ 1
ist in bekannter Weise ein zweidimensionales Pofential auf der Ein-
heitskugel. Wir erhalten aus ihr eine Function, welche im ganzen
Raume definivt ist und iiberdies der Differentialgleichung des vdum-
lichen Potentials gentigt, wenn wir allen Punkten eines und desselben
durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Halbstrahles demselben
Functionswerth beilegen, wie er dem Durchstossungspunkte des Halb-
strahles mit der BEinheitskugel zukommt. So gelangen wir zu der
Function

@ rEED), e—ptr+e

Ein riumliches Potential, welches eine homogene Function recht-
winkliger Coordinaten ist, bezeichnet man als rdwmliche Kugelfunction
(solid spherieal harmonic); beschrinkt man sich auf Punkte der Ein-
heitskugel, so spricht man von einer Kugelflichenfunction (surface
spherical harmonic). In (2) haben wir also eine riumliche Kngel-
function vor uns (vom Grade 0, weil sie bomogen vom O Grade ist).
Wir erbalten weiter eine homogene Function — 1t Grades, welche
gleichfalls der Potentialgleichnng Geeniige leistet, wenn wir den Raum
mittelst reciproker Radien an der Einheitskugel transformiren. ks
entsteht -

1 137}
@) A=

Wir erniedrigen ferner den Grad um 1, 2 ... Einheiten durch ein-
malige, zweimalige . . . Differentiation nach einer der Coordinaten, oder
allgemeiner durch Differentiation nach einer beliebigen ,Richtung*?),
So bilden wir sehr allgemeine Kugelfunctionen beliebig hoher Ordnung.

Dieser Gedanke rithrt in specieller Form von Maxwell®) her,
welcher von der complexen Function f==1 ausgehend die gewdhn-
lichen rationalen Kugelfunctionen ableitete, indem er fber die Diffe-
rentiationsrichtungen passend verfiigte. Die hier benutzte Verallge-
meinerung anf beliebige Functionen f bhat Herr F. Klein**) in einer
Vorlesung tiber Lamé’sche Functionen 1839—90 vorgeiragen.

Wir legen fiir die Folge die Differentiationsrichtung bestindig in
die durch ihre Lage zur Z-Bbene allein ausgegeichnete §-Axe, bilden
also (unter Hinzufiigung eines geeigneten Zahlenfactors)

(— 1yt gm £ty
@ S gm o G-

* Vgl. Maxwell in seinem Treatise Cap. 1IX.
**) Vgl. F. Pockels 1. 0. pag. 81.
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Um den uniibersichtlichen Differentiationsprocess bequemer zu
gestalten, formen wir diesen Ausdruck nach dem Cauchy’schen Satze
um. Wir erhalten

: 1 dz
(5) 27”’,[f gz_‘_l__ : (g_z)m-]-l _9—':
wo jetzt 9% ==E? + 5® 4| 2% einzutragen ist. Das Integral ist, dem
Cauchy’schen Satze gemiss auf einem geschlossenen Wege um den
Punkt z = { in der Ebene der complexen Variabeln z herumzufiihren,
auf welchem man diesen Punkt zur Linken hat.

Wir bemerken noch, dass wir statt dessen auch einen beliebigen
aunderen Weg, der geschlossen ist und sich nicht auf einen Punkt zu-
sammenziehen lisst, wihlen diirfen. Auch dann noch werden wir
eine (allerdings mit (4) nicht nothwendig identische) Kugelfunction
— m — 1. Grades bekommen*). Ferner konnen wir uater m auch eine
negative ganze oder irgend eine beliebige Zahl verstehen. Im letzteren
Falle miissen wir nur auf die Verzweigung des Factors (2 — £)=™~? bei

*) Der Beweis beruht auf Folgendem: Bezeichnen wir den Ansdruck (3) mit
u, so besteht die Gleichung:
Fu o”u
T8 ot on
Bezeichnen wir denselben Ausdruck, wesn wir darin z statt ¢ substituirt haben,
mit %, so gilt auch fiir einen ganz beliebigen Integrationsweg (a, b) die folgende
Identitit :

=0.

32 32uz dz
(a') J(“‘-z + an +—a?) (g_._z)m—kl:
Nun st
e [
Fu,  dz [9_'@ 1 ] _ [0u, m41yds
a# gt LGz (g pmH 0z (g ot

und

b b
8, (m41)dz _[u _m1 } f (m+1)(m+2 z,

9z g—amt (& —2" 2l € — o™

Fiir das auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende Integral aber
konnen wir schreiben:

& .u dz

o (€ — o™
Ist der Integrationsweg ein geschlossener (a=1), so verschwinden die in []
stehenden Ausdriicke. Wir schliessen daher aus Gleichung (a) auf die folgende:

* & ot dz
®) (Zg‘z+5?+z?)f“:grﬁ@=

Wir bemerken noch des Spiteren wegen, dass diese Gleichung auch fiir einen
nicht geschlossenen Weg richtig ist, falls nur die [ ] Ausdricke fiir die Grenzen
a und b des Integrales verschwinden, Dies findet z. B, statt fiir a = .
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z =17, und z==oc Riicksicht nehmen und als Integrationsweg etwa
eine Doppelschlinge wihlen, welche die Punkte £ = £ und 2z = o0 in
entgegengesetztem Sinne umkrelst So kimnen wir Kugelfunctionen
von beliebigem Grade definiren, welche zu f in einer einfachen Be-
ziehung stehen.

Ist die Ausgangsfunction f verzweigt, so wird es auch die Kugel-
function sein. Jedoch entspricht die Verzweigung des Integranden
nicht genan derjenigen von f. Durch die stereographische Projection
haben wir nimlich die Verzweigungspunkte p=0, d. i. & = 4 /€2 -7
eingefithrt, welche der Ausgangsfuntion nicht zukommen. Wir kdanen
diese naehtriglich fortschaffen, indem wir zu dem Integrale (5) das
folgende hinzufiigen, in welchem ¢ mit — ¢ vertauscht ist:

Ed1m dz
(6) 27:sz Z—9 ——_;)7;?1 0 '

Geometrisch bedeutet dieses, dass wir die Z-Ebene erstens an dem
Nullpunkte spiegeln, (d. h. Z mit Z'= — Z vertauschen), zweitens
von dem Nordpole der Kinheitskugel aus stereographisch auf diese

projiciren (d. h. Z’' = gt—g setzen) und im Uebrigen alle die vorher

beschriebenen Processe an der Function f vornehmen. Bezeichnen wir
denjenigen Punkt, welcher auf solche Weise in den Punkt £, 7, § der
Kugel tibergefiibrt wird, mit Z, so haben wir die zu (1) analoge
Gleichung :
) z, =5

Nun bilden die Kugelfunctionen fiir unseren Zweck nur ein Durch-
gangsstadium. Wir gelangen aber von-den Kugelflichenfunctionen zu
Losungen unserer Differentialgleichung durch einen eigenthiimlichen
Grenziibergang. Wir lassen namlich m in’s Unendliche wachsen und
gleichzeitig den Punkt &, %, § auf einem Meridiane der Einheitskugel
in den Nordpol hineinriickan. Genauer ausgedriickt machen wir folgen-
des: Wir setzen:
(7) —"7%:‘:’ 77—"%/: §2+772+§2‘=1
und verstehen unter z und y endliche, unter m eine in’s Unendliche
wachsende Grosse. Dann geht die Differentialgleichung der Kugel-
Hichenfunctionen in die Differentialgleichung Au -+ k*u =0 iiber. Die
Grossen x, y werden rechtwinklige Coordinaten in der Ebene dieser
Differentialgleichung. Daneben fithren wir Polarcoordinaten ein durch
die Gleichungen :

®) =gty ey =ZEH.

L]
o
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Wegen (7) ergiebt sich fiir { der Ausdruck:

2 2 k! 2
9) t=(1— “+y§==1—§#—+~
Um den Grenziibergang bei unsern Integralen iibersehen zu
konnen, machen wir auch fiir # eine analoge Substitution, Es empfiehlt
sich:

(10) 2= iYE f cosaaz—;—”cos «.
Dann wird
+w+ _ .

p-—%sma z+9—l"—re , de———zda,

(11)
—7—t+a)
g"l‘“) e(‘l’ 2= lim 1 = gikreose
Z+9 7 i (C-z)ﬂt+1 "

Aus dem Integral (5) entsteht

(12) — o Jr¢ (=8)) areone

und aus der Summe der Integra.le (5) und (6)

(13) ___f f( - f( ( —2—))§eikrcosada.

Der in der z-Ebene geschlossene Weg geht in der «-Ebene in einen
Integrationsweg iiber, dessen Anfangs- und Endpunkt sich mbglicher
Weise um 2n unterscheiden. Wenn sich der Integrationsweg in’s
Unendliche erstreckt, so ist er dort so zu bestimmen, dass das Integral
einen Sinn hat. Von den Ausdriicken (12) und (13) weist man nun
leicht nach, dass sie in der That, bei solcher Bestimmung des Inte-
gratlonswen'es , der Dxﬁ'erentla]glewhun" Aw -+ E*u = 0 geniige leisten,
wodurch unser Grenziibergang nachtriglich gerechtfertigt ist.

2. Unser Verfahren liefert uns aber zunichst nur sehr specielle
Functionen, nimlich solche, welche Versweigungen und Unstetigheits-
stellen im Endlichen nur an der Stelle z = 0, y = 0 besitzen. Es liegt
dieses daran, dass jeder Punkt, welcher auf der Einheitskugel eine
endliche Entfernung von dem Nordpole hat, bei unserm Greuziibergang
unfehlbar in’s Unendliche geworfen wird. Sei z. B. fiir unsere Aus-
oa.ngsfunctlon Z' eine singulire Stelle in der complexen Ebene, wobei
wir voraussetzen Z' 4= 0 und Z’'== oc. Bei der Projection vom Siidpol
bestebt zwischen der Variabeln Z und demjenigen Punkte r, ¢, in
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welchen Z durch unsern Grenziibergang iibergefiihrt wird, nach Glei-
chung (1), (7) und (9) die Beziehung
(14) 1z| =%,

m

Einem festen und von Null verschiedenen Werthe Z (z. B, dem Werthe
Z = Z') entspricht daher ein Punkt, dessen Abstand vom Nullpunkte
— mlZ|
-k
beim Grenziibergange in’s Unendliche wichst. Andrerseits gilt bei der
Projection vom Noxdpole fir denjenigen Punkt Z, der complexen Ebene,
welcher in den Punkt #, ¢ verwandelt wird, nach Gleichung (1), (7),
und (9) die Beziehung:

(15) 12, =5
Einem festen und von Unendlich verschiedenen Werthe Z; (z. B. dem
Werthe Z, == Z") entspricht daher aueh bei dieser Projection ein Punkt,
dessen Abstand vom Nullpunkte

m
T ez
beim Grenziibergange in's Unendliche wichst. Aus der Betrachtung
der geometrischen Verhiltnisse folgt dieses {ibrigens unmittelpar.

Um den singuliren Punkt dennoch im Endlichen festzuhalten,
miissen wir offenbar sein Bild aof der Einheitskugel, welches die
Coordinaten &, %, ¢ haben mige, in demselben Maasse in den Nordpol
hineinriicken lassen, wie wir m wachsen lassen. Ferner werden wir
auch den Grad der Kugelfunction in Bezug auf dies Variabelntripel
&, o, ¥ suceessive-erniedrigen, indem wir erst eine Inversion, dann
fortgesetzt Differentiationen ausflihren. Wir erbalten dann in der
Grenze m = co statt des emfachen Integrales (12) oder (13) ein
complexes Doppelintegral, in welchem das eine Integralzeichen die fort-
gesetzte Graderniedrigung in dem einen, das andere in dem anderen
Variabelntripel bewirkt. Das Genaunere soll aber der Kiirze halber nur
in speciellen Fillen (vgl. § 6) auseinander gesetzt werden.

§ 4.
Die Bessel’schen Functionen als einfachste Beispiele.

Wir leiten zunichst die Bessel'schen Functionen durch unser
Grenzverfahren her. Wir werden sehen, dass dabei die folgenden
Functionen in einander iibergefihrt werden: die Potenzen in der
Z-Ebene, die zonalen bez. tesseralen Kugelfunctionen auf der Einheits-

20%
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kugel, die Bessel'schen Funectionen in der Ebene der Differentialglei-
chung Aw - k*u = 0. Die Resultate dieses Paragraphen sind nur
theilweise neu und dienen wesentlich als Vorbereitung fiir das Folgende.

1. Wir beginnen mit der Otn Potenz der Z-Variabeln und nehmen
f=1. Aus(d) pag. 332 erhalten wir eine Kugelflichenfunction (—m—1)ten
Grades in dem folgenden Ausdrucke:

1 i a o ) - ) .
sri | g e C=EET S Ehrde=1,

Ein geschlossener Weg in der z-Ebene, welcher den Punkt 2 = £ um-
kreist, ist dquivalent einem gleichzeitigen Umlauf um die beiden Punkte
0=04d h 2=+ iyE L 9. Die Substitution (10) pag. 334 fihrt
den Ausdruek iiber in

1 de .

2’”f (g—VE =1 cos & )=1?
Der entsprechende Integrationsweg in der w-Ebene kann lings der
reellen Axe von O bis 2z gefithrt werden, wenn = 0,\sonst etwa
von C bis D (vgl. die Fig. 2). Wir kommen hier aof die gewdhnlichen
zonalen Kugelfunctionen und zwar gerade in der Laplace’schen Integral-
darstellung*)., Der Grenzlibergang m = oo liefert in bekannter Weise
eine Losung von Aw -+ k*u = 0, nimlich die eimfachste Bessel'sche
Function:

JO(Z”.) _— %z_feikrcosada

(Integrationsweg etwa von @ = 0 bis ¢ = 2m).

2. Wir nehmen f==Z* und verstechen unter » eine beliebige
positive Zahl. Aus Gleichung (5) pag. 332 ergiebt sich die ernt-
sprechende Kugelflichenfunction — m — 1t» Grades:

<s+z'n)”f e+o~" dz

2me (¢— szt @

Verzweigungsstellen des Integranden sind die Punkte 2 = 4 {8+ 32,
fir welche ¢ = 0, und der Punkt (oder richtiger die Punkte) 2 = oo,
fir welche z2--gp==00, oder z-} ¢=0 ist, je nachdem ¢ mit positivem
oder. negativem Vorzeichen gerechnet wird. Der Integrationsweg, den
wir uns urspriinglich als einen Umlauf um den Punkt z = ¢ denken,
darf im allgemeinen Falle (wenn v keine ganze Zahl ist) nur bis an,

nicht bis iiber den Punkt z == oo gezogen werdem. Machen wir die
Substitution (10) von pag. 334, so ergiebt sich

*} Vergl, Heine, L. c. §9, G, 5a.
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ﬁi%_ﬂ_ e - ‘de
) ) /(é’ Ve —1 cos “)m-{-l

und nach Ausfuhrung des Grenziiberganges

(2> e.iﬂP j‘eiikrcosaeiv (a:— —) de.

2

Der vorber beschriebene Integrationsweg geht in der a-Ebene etwa
in den Weg (4) iiber. Die in der Figur schraffirten Gebiete I, II, TII
werden von denjenigen Stellen gebildet, wo ¢ cos « einen nega-
tiven reellen Theil besitzt. Indem wir den Weg (A4) so bestimmt
haben, dass seine unendlich fernen
Theile in den Gebieten I und i"f’ /rf’ ;I
II verlaufen, haben wir dafir | . ’
gesorgt, dass Ausdruck (2) fir
jedes positive reelle kr einen end-
lichen Sinn hat. ' 0
Der Ausdruck (1) ist eine

S
tesserale Kugelfunction, der Aus- g o; e
druck (2) wird direct gleich der ! oW
Lésung : Per :
et oy (k) " Fig. 2

unserer Differentialgleichung. Die Bessel'sche Function J, erscheint
hier in einer Integraldarstellung, welche fiir den speciellen Fall eines
ganzzahligen v, wo sich der Weg (A4) auf die Durchlaufung der Strecke
0 bis 2x reduciren lisst, wohlbekannt®) ist.

Bemerken wir noch, dass, wenn wir vom Nordpole aus projiciren,
wo wir wie oben Z durch Z, ersetzen wollen, aus Z,—* (v eine be-
liebige positive Zahl) in Folge von Gleichung (6) pag. 335 beim Grenz-
fibergange entsteht:

. e_ivqlfeikrcosaeiv (&-}- ) do — — e—”"l’ e”’”J (LT)

3. f=Ig Z. Eine zugehtrige Kugelfunction (—m — 1) Grades
lautet nach Gleichung (5)

£+ iy 1 . dz

"MJ (z+9) C—a e
Die Verzweigungsstellen des Integranden sind dieselben, wie sub 2.
Wir wollen die Punkte z 4 ¢ = O und 2 -+ ¢ = oo durch einen Ver-
zweigungsschnitt verbinden und als Integrationsweg eine Curve wihlen,
welche diesen Schnitt anf beiden Seiten dicht umschliesst. Der Loga-

*) Heine, L c. GL (43, a).
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rithmus unterscheidet sich auf den beiden parallelen Ufern um die
additive Grisse 2x¢. Das Integral tiber den geschlossenen Weg redueirt
sich daher auf 2z ¢ maultiplicirt in ein Integral, welches von 2 ¢g=00
nach # -} ¢ == O einfach hinerstreckt ist, wihrend der Logarithmus
unter dem Integralzeichen in Fortfall kommt. Bei der Transformation
(10) pag. 384 gehen die Grenzen 2+ 9=o0 bez. 0 tiber in e=qa-ic
bez. ¢’ —ioo, wo @ und e’ unbestimmt sind,

Damit das Integral auch nach dem Grenziibergange einen Sinn
behilt, bestimmen wir die Grissen @ und &’ so, dass o - ¢00 im

2

7

\&}

N

i
§
!
i

/( ‘ - //Z

7 A 7 e

g A

7 e e
Fig. 3.

Gebiete I, 0" — 400 im Gebiete III liegt. Wir wihlen z. B. a=—¢'=—§,
0 < B < x. Den so festgelegten Integrationsweg wollen wir als den
Weg (B) bezeichnen, wobet wir noch stets dem Integrale dber (B)
den numevischen Factor 51; hinzufiigen wollen. Unsere Kugelfunction

(—m—1)ter Grades lautet dann:

1 do .
Eif(g —V#E "1 cos )+ L?

Der Grenziibergang liefert
®) Uy (hr) = g f daetreoe,

das Integral genommen iiber den Weg B.

4, f=1gZ.2Z*. =n bedeute eine ganze Zahl. Stellen wir die
zugehbrige Kugelfunction anf, so ergeben sich dieselben Verzweigungen
in der z-Ebene, wie sub (8) im Falle » = 0. Wir wihlen daher den-
selben Integrationsweg wie dort und gelangen dureh unsern Grenz-
iibergang zu dem Producte

en¢ Uy (kr),

wo

4 Ui@)= % f PP (a— —25) de (Integratiousweg (B)) .



Mathematische Theorie der Diffraction. 339

Wir bezeichnen die Ausdriicke (3) und (4) als Bessel'sche Func-
tionen zweiter Arf. Sie sind, wie aus der Integraldarstellung ersichtlich,
bei reellem positivem z stets endlich und werden o fiir z == 0. Um
die Art des Unendlichwerdens zu finden, dient folgende Betrachtung:

Die Bessel'sche Function erster Art J,(x) und diejenige Bessel'sche
Function, welche durch Vertauschung von ¥ mit — » entsteht, driicken
sich nach (2) folgendermassen aus: |

irm »
(53') 2”8 % J;,(:L’) =j§20qsaeiwadaP
_irx
(5b) Ome 2 J_v(x) == [ gizcosa g—iva J o

Der Integrationsweg ist der Weg (4). Wir kinnen ihn insbesondere
so gestalten, dass er aus den geradlinigen Verbindungsstiicken der Punkte:
. 3 3 .
ST, 5 U S
besteht. Vertauschen wir in der Gleichung (Bbb) 4 & mit — «, so
geht der vorher genannte Weg in den folgenden iiber:

. 3 31 .
."" 100 — ?”1 ""?ﬂ) "f‘gx + g— 200,
Die Differenz der rechten Seiten von (5a) und (5b) ist (vgl. Fig. 3)
identisch mit der Differenz der Integrale fiber die folgenden Wege:
. 3 3 n
+5—de, +3 +F, +F i
und
~%75--ioc, — §2E, -——;, ——g-—f—z’co.
Daber haben wir

iv: vz .
(e

g -5 CHET.
e 2 J,(x) a4 2 J_, (x) e\ € z_}fe——ixcosaewa du,

n._
27z
wo das Integral iiher den an der imaginiren Axe gespiegelten Weg
(B) (in der Fig. 3 der Weg B') zu nehmen ist.

Durch Vertauschung von — 4 mit - ¢ ergiebt sich schliesslich
das direct iiber B genommene Integral

[l s —iy 7 s
iz cosa iv[a—o J_ () —¢é S, (%)
(6) 51—7:'/83 ¢ ( 2)d‘x = 2sin ¥ 7 —-

Im Falle eines ganzzahligen » == » ist die linke Seite direct gleich der
oben definirten Function U,(z), wihrepd Zihler und Nenner der
rechten Seite verschwindet. Fassen wir den Ausdruck links in diesem
Falle als Grenzwerth desselben Ausdrucks fiir » ==n & bei ab-
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nehmendem s auf, so kbnnen wir seinen Werth dureh Differentiation
ableiten *). Man findet dann

) Ua(9) = Ka(2) — ST, (2),

wo K,(z) die von Heine als Bessel’sche Function zweiter Avt bezeichnete
Grosse ist, fiir welche die Art des Unendlichwerdens in z = O unter-

sucht ist. Insbesondere wird U,(z) unendlick wie Iog;— fiir £ =20,
oder in Zeichen -

8) Uy@)=lgz---- fir z=0.

Man bemerke iibrigens, dass diese Ableitung einer zweiten Losung U,
der Bessel'schen Differentialgleichung aus den zwei zusammenfallenden
Losungen J, und J_, genau derjenigen Ableitung entsprichi, welche
in der Theorie der hinearen Differentialgleichungen bei ganzzahliger
Exponentendifferenz iiblich ist.

Gehen wir, statt von Z» g Z, von Z,~» lg Z, aus, indem wir uns
die complexe Ebene vom Nordpole aus projicirt denken, so erhalten
wir durch das gleiche Verfahren die folgende Lisung unserer Differen-
tialgleichung:

— e~ n9gnn 7 (kr).

5. Das Integral U,(z) wollen wir der Gleichmissigkeit wegen
auch im Falle eines belichigen v als Bessel'sche Function zweiter Art
einfithren, wie es ja bereits in § 2 unter dieser Bezeichnung gebrancht
wurde. Im Falle eines ganzzahligen v sahen wir ¢*9U, (kr) aus der
complexen Function lg Z . Z* entstehen durch Integration tiber einen
geschlossenen Weg in der Ebene der z-Variabeln, welcher die Punkte
2+ 9=0 und 2z ¢=0co umzog. Wir hitten einfacher sagen
konnen: Jenes Product entsteht aus der Potenz Z¥, wenn wir als
Integrationsweg nicht jenen geschlossenen Weg, sondern eine vom
Punkte 2 4 ¢ = oo zum Punkte # 4 ¢ = O einfach verlaufende Curve
benutzen. Diese Curve spielt nach der Anm, auf pag. 332 fiir uns die
Rolle einer geschlossenen Curve, weil die dort aufgefihrten [ ] Terme
fir 24 o = 0 und 2 4 ¢ = co verschwinden. In der «-Ebene geht
sie in deu Integrationsweg (B) tiber. Legen wir diesen Weg zu Grunde,
so gilt unser obiges Resultat fiir ein beliebiges »: Es entsteht nimlich
immer ans der Potenz Z* auf dem Wege (B) die Losung ¢ U, (k7)
unserer Differentialgleichung.

6. Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen der leichteren
Bezugnahme wegen folgendermassen zusammen;

¥} Vergl. Hankel: Cylinderfunctionen erster mnd zweiter Art, § 1, Math.
Apn. Bd. L :
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In der Ebene der Variablen « haben wir 2 verschiedene Integrations-
wege benutzt, einen Weg (4), welcher im Unendlichen des Gebietes I
beginnt und im Unendlichen des Gebietes II endigt, und einen Wey
(B), welcher im Unendlichen von I beginnt und im Unendlichen von
HOI endigt. Auf dem Wege (4) fligen wir dem Iptegral den Factor
1
2z
unser Verfahren:

, auf dem Wege (B) den Factor él—z hinza. Es entsteht nun durch

auf dem Wege (4) | auf dem Wege (B)
aus Z* évod,(kr) !L éve U, (k)

bei der Projection vom Siidpole; und es enfsteht
aus Z—Y | — ¥~ (ky) | —ermeivelU, (k)

bei der Projection vom Nordpole der Einheitshugel.

§ b.
Ueberall endliche Lisungen.

Wir haben im vorigen Paragraphen Losungen unserer Differential-
gleichung aufgestellt, bei denen es uns wesentlich auf die Abhingig-
keit von der eimen Variabeln (v) ankam, wihrend die Abhingigkeit
von der anderen Variabeln (p) die der trigonometrischen Functionen
war. Diese Losungen waren entweder in der schlichten Ebene ein-
deutig (v eine ganze Zahl), oder auf einer Riemanw’schen Fliche, welche
wm Punkte r = 0O und im Unendlichen einen (n — 1)-fachen Windungs-
punki hat {v ein rationaler Bruch mit dem Nenner #), oder awf einer
Windungsfliche von unendlich hoher Oydnwpg (v irrational). Wir werden
in diesem Paragraphen Losungen ableiten, welche wesentlich von
zwei Variabeln abbingen und welche entweder in der schlichien Fbene,
oder auf der genannien y-blittrigen Riemanw'schen Fliche oder auf einer
Windungsfldche von umendiich hoher Ordmung eindeutig sind. Dabei
soll es sich zunichst um dberall endliche Functionen handeln.

1. Wir gehen von derjenigen einfachen linearen Funetion von Z
aus, welche in einem Punkte Z' des Einheitskreises oo wird, welche
im Nullpunkte 1 und im unendlich fernen Punkte 0 ist, d. h. von

1 -1 .
(1) f 1_%

Wir erhalten hieraus nach dem im § 3 sub 1 angegebenen Verfahren
eine iiberall endliche und in der schlichten BEbene eindeutige Losung.
Wir haben nur die vorstehende specielle Function in Gleichung (13)
pag. 334 einzutragen, Die entstehende Function bezeichnen wir mit u,:
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.____L 1 — 1 ihkreosa,
@) Up == 2nfil _ glo—9¢—a 1 e“"""”*‘“’% ¢ e

1 sin e ¥O0% g4
27t )] cos o — cos (@—@°)

£

Dabei haben wir gesetzt:
in

(9 Z=c (¢ reell).

Das Integral ist in der a-Ebene auf dem Wege (4) zu fiihren,

Die reelle Axe, insbesondere also der Punkt ¢ = 4 (p —¢’) soll
dabei ausserhalb des durch (A4) umschlossenen Gebietes liegen. Fassen
wir jedoch cos « als Integrationsvariable auf, so liegt der Punkt
cos o = cos (¢ — ¢) innerhalb des entsprechenden Weges in der
cos - Ebene. Ueberdies steht dann unter dem Integralzeichen eine
eindeutige Function von cos &. Der Integrationsweg kann daher auf
den Punkt cos @ = cos (¢p — ¢') zusammengezogen werden. Nach dem
Cauchy’schen Satze erhalten wir:

(4) Uy == eikreos(p—¢)
oder in rechtwinkligen Coordinaten , y:
(4’) Uy == ev‘k(xcosq)’—(—-ygin(p’) .

Die einfache Function, 2u welcher wir so gelangen, ist diejenige
Losung unserer Differentialgleichung, mit welcher man in der gewéhn-
lichen Optik fast ausschliesslich operirt. Sie besitzt folgende Eigen-
schaften: Sie ist in der schlichten Ebene eindeutig, sie ist fiir alle end-
lichen Werthe x, y endlich und stetig. Statt des ausgezeichneten Punktes
Z =12 in der complexen Ebene haben wir hier nur mehr eine aus-
gezeichnete Richtung @ == @’ (,,Richtung der einfallenden Welle**). Die
Function u, stellt die ungestorte Vertheilung des parallelen Lichtes in
der unendlichen Ebene dar.

2. Wir suchen jetzt die zu u, analoge Losung unserer Differential-
gleichung auf der oben beschriebenen Riemann’schen Fliiche mit (n — 1)-
fachem Windungspunkte. Zu dem Zwecke gehen wir nicht von der
in der schlichten Ebene eindeutigen Function (1) aus, sondern von der
zu (1) analogen Function auf unserer Riemanw'schen Fliche. Diese
ergiebt sich sehr leicht durch conforme Abbildung. Wir haben in (1)

1

nur Z zu ersetzen durch Z". Der Bequemlichkeit wegen mogen wir
1

auch Z'® statt Z' schreiben und den Factor i hinzufiigen. Wir be-
nutzen also fiir das Folgende als Ausgangsfunction:
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t
() fm—"

)

Nach Gleichung (13) pag. 334 erhalten wir als zugehorige Losung
unserer Differentialgleichung

(5) > = *l— __A_,} - ; 1 gikreose o
R Z(p—¢' —a) = (p~¢+a)
1 —é* 1 —e

.o@ g
sin & elkrcouadu
1 n
T emin o — o\
COS———COS(Q’ ‘P)
n n

Das Integral ist auf dem Wege (4) zu fithren; die Punkte a=--(p— ¢")
liegen ausserhalb des durch den Integrationsweg eingeschlossenen Ge-
bietes. Man sieht dieser Function sofort die folgenden Eigenschaften an:

a) Sie gewiigt unserer Differentialgleichung (wie alle Functionen,
welche aus Gleichung (13) durch Eintragen einer beliebigen complexen
Function f entstehen).

b) Sie ist auf der n-bldittrigen Riemanw'schen Fliche eindeutig,

¢) Sie ist fiir alle endlichen reellen Werthe von r endlich und
stetig. Wir untersuchen

. d) ihr Verhalten im Unendlichen. Wir wollen als erstes Blatt der
Riemann’schen Fliche die Gesammtheit derjenigen Punkte bezeichnen,
fir welche | —¢'| < =, als 2%s, 3tes, ., ntes Blatt die Gesammtheit
aller dbrigen Punkte. Wir behaupten dann:

Im Unendlichen des ersten Blattes wird w = u,, im Unendlichen
aller #brigen Bldtter wird uw = 0.

Zum Beweise betrachten wir die Figur 2, Ist |p—¢'| > =, so
liegt auf der Strecke O bis = der reellen Axe kein singulirer Punkt
des Integrales. Wir konnen daher den Weg (4) itber die reelle Axe
hiniiberzichen, indem wir ihn aus dem Gebiete I durch den Punkt 0
hindurch nach IIT und durch den Punkt z nach II fithren. Er ver-
laaft dann lediglich auf schraffitem Gebiete, in welchem eftreose mit
wachsendem r verschwindet. In diesem Falle verschwindet auch lim .

Ist aber @ —¢@'| < m, so werden wir den Integrationsweg in
dhnlicher Weise deformiren, miissen aber dann um denjenigen der
Punkte ¢ == 4 (p —¢"), welcher zwischen 0 und = fillt, eine Schleife
legen. Das Integral tiber diese Schleife giebt nach dem Cauchy’schen
Satze geradezu u,, das Integral iiber den iibrigen Theil des Integrations-
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weges verschwindet in der Grenze fiir » = oc. In diesem Falle geht
also die Funetion w mit wachsendem r in w, iiber. Unsere Behauptung
ist also bewiesen.

Wir kbnnen diesem Resultat folgende anschauliche Deutung geben.
Wir denken uns zunfichst » Gibereinander liegende sechlichte Ebenen.
in der ersten Ebene stellen wir die Losung w, unserer Differential-
gleichung her, in allen ibrigen Blittern die Losung 0. Schneiden
wir nun diese Ebenen lings eines vom Nullpunkte aunsgehenden Halb-
strahles auf und vereinigen sie wechselweise zu unserer Riemann’schen
Fliche, so entsteht eine Stérung, welche den urspriinglichen Zustand
in allen endlichen Punkten abindert. Die Storung erstreckt sich aber
nicht in's Unendliche. Hier haben wir fortgesetzt u = u, bez. u =0.

Zwischen den Functionen u und w, besteht ferner folgende be-
merkenswerthe Beziehung:

¢) Die symmetrische Function o, + 4, -+ - - - + %, der Werthe
von « in den ,iiber einander liegenden Punkten‘ des 1ten Qen = pien
Blattes wird genau gleich %,. Ueber einander liegende Punkte sind
die folgenden: », @; 7, o +2x; ... 7, 0+ 2(n—1)x. Die sym-
metrische Function lautet daher:

1 . . e de
— %
(6) “1+“2+“'+“n—-2m- erTeisin =
1 1
+ SR
{cosg——cosq’——‘p cos ¥ — cos PP T2
n % 7 n

1
-4 ] .
cos & — cos P9 F2r— 1w
n n

Nun besteht die Identitit:

— — @)=2v1 (c0s & — cos 2= ) (cos £ — cos L2 H27) .
cos@—cos (@ — @) ==2""1{ cos - — cos = )(cos ~ — cos -
— ¢+ 2n—1
--(cosf—cosq’ o+ 2 )“),
»n #n

aus welcher man durch logarithmische Differentiation die folgende
ableitet:

sin ¢ 1. « [ 1 1
__sme  _1n® - S By
cose —cos(p—g)  n ”lcosg—msq’ncp cos%’—-cos ko 4 q’n—-+2”

1
..+COSE—-COS?:_?_,.J:M}.
n »
Daher geht die rechte Seite vop Gleichung (6) direct iiber in den Aus-
druck fiir u, in Gleichung (2) — in Uebereinstimmung mit einer all-
gemeinen Bemerkung auf pag. 320.



Mathematische Theorie der Diffraction. 345

Die Fopnetion u, so kbnnen wir sagen, stellt die Bewegung einer
in der Richtung @ = ¢ auf unserer Riemanw’schen Fliche einfallenden
Lichtwelle dar. Sie hat an die Stelle von u, bei allen denjenigen zwei-
dimensionalen optischen Problemen zu treten, welche ihrer Natur nach
picht zu einer in der schlichten Ebene, sondern zu einer auf unserer
n-blittrigen Riemanpn’schen Fliche eindeutigen Function Anlass geben,
n#mlich bei dem Problern der Beugung an einem keilférmigen undurch-
sichtigen Korper von ebenen Grenzflichen.

3. Nach § 2 lisst sich jede Losung von Awu + L« = 0, welche
innerhalb eines Kreises vom Radius B endlich und stetig ist, in eine

Reihe entwickeln, welche nach den Functionen J  (kr) g?ﬁ :_:3 @ fort-
schreitet, falls der Nullpunkt ein (%-—1)-facher Windungspunkt ist.
Da unsere Functionen %, und « fiir alle Werthe r < oo jener Bedingung
geniigen, so miissen sie durch eine in der ganzen Ebene (mit Ausschluss
des Unendlichfernen) convergente Rejhe dargestelll werden konoen.
Solche Reihen wiesen grosse Analogie mit den Potenzreihen der
Potentialtheorie auf; wir leiten sie jetat direct aus der Polenzentwickelung
unserer Ausgangsfunction ab.

Wollen wir zu dem Zwecke die Resultate des § 4 verwerthen, so
miissen wir zwischen der Projection vom Stidpole und der vom Nord-
pole unterscheiden. In dem mittleren Gliede der Gleichung (5) ent-
steht der zweite Term bei der Projection yom Stidpole aus:

L
f(@=—"7,

@)

wo Z denjenigen Punkt bedeutst, welcher in einen bestimmten Ponkt
7, @ iibergeht, der erste Term bei der Projection vom Nordpole aus
derselben Funetion

| -

f(Zi) = z 12
1— (&)
wo Z, derjenige Punkt ist, welcher in denselben Punkt », @ bei diesgr
Projection iibeygefiihrt wird, Nach den Gleichungen (14) und (15)
von pag. 335 und nach Gleichung (3) haben wir:
k ] e
z|=k, 1z =g, 1Z1=1.

Beim Grenzitbergange wird also gewiss |Z| <iZ'|, |Z,] >1Z|. Daher
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miissen wir in der complexen Ebene f(Z) nach aufsteigenden, f(Z,)
1 1

nach absteigenden Potenzen von (22—)" bez. von (%L) entwickeln.
Es wird

W @ +72Z) =21+ ) + () +--

1 1

" Z'\®
. _(_2) (1+(_2_) I )}
Diese Gleichung wollen wir rechts und links auf dem Wege (4)
integriren®). Dann entsteht links, wie in diesem Paragraphen gezeigt,
die Function ». Fithren wir die Integration rechts gliedweise aus, so

kénnen wir das Resultat der Zusammenstellung am Schlusse des § 4
entnehmen. Es wird aus:

im n imw

E ) (2) | jie-n Iz %, (M)-{- LA B

91

tofy

=2¢™ “ cos %% ((p——go’)le(kr),

wihrend aus dem constanten Gliede 1 gerade J,(kv) wird. Wir finden
daher fiir unsere Function # die bestindig convergente Reihe

<0 tm

u =2yme; ? cos %‘ (p—o’ )Jy_ﬂ (kr)
v

7 ym==%f1irm=0

Vm = = fiit m > 0

Fiir den sub 1 behandelten einfachsten Fall # = 1 kommt diese Reihe
bei Heine**) vor und dient hier geradezn zur Definition der Bessel-
schen Functionen.

4. Es wird nun leicht sein, auch fiir eine Windungsfliche von
unendlich hoher Ordnungssahl die entsprechende Function anzugeben.
Wir bilden zuniichst jene Windungsfliche conform auf die Z-Ebene
ab, ersetzen also in der Funetion (1) Z durch lg Z und auch 2’ durch
lg Z. Demgemiiss tragen wir jetzt die folgende Function

fem—t
1 — ’g§

*) Wir meinen mit dieser abgekiirzten Ausdracksweise, dass wir aunf der
rechten und linken Seite der Gleichung (7) alle die genannten Operationen unseres
allgemeinen Verfahrens ausfilbren und dass wir als Integrationsweg fiir die so
entstehende Function von « den Weg (4) wahlen.

##). 1. ¢, Gleichung (14b).
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in Gleichung (13) pag. 334 ein. Es entsteht dann durch Integration
auf dem Wege (4)
1

° = mf(‘p__ ?pf’)‘z ___azeikrcom de,
ein Ausdruck, welcher auch aus (5) durch den Grenziibergang % == oo
abgeleitet werden kann,

Von dieser Funetion weist man, ebenso wie sub 2, die Eigen-
schaften a), ¢) und d) nach. An die Stelle von b) aber tritt hier:

v} Die Function ist eindeutig erst auf einer Windungsflache von
unendlich vielen DBliittern.

Wir konnen schliesslich aos dieser in @ o0l unperiodischen
Function «’ die obigen Functionen von der Periode 2% bes. 2mp zusam-
mensetzen und kommen so zu einer Uebertragung und Erweiterung
der Kigenschaft e).

Bilden wir nimlich die Summe der Werthe von % in sémmtlichen
auf der Windungsfliche iiber einander liegenden Punkten, d. h. die
Summe von k = — oo bis b = < co der Werthe von « in den Punkten
7, @ - 2knm, so entsteht die anf der n-blittrigen Fliche eindeutige
Function % und insbesondere fiir # = 1 die Function #,. In der That
finden wir aus der Identitit

—g — @' —a? Yot — (p—o - 2knn)?
‘?;%i — 2‘];2)2 H (ngk;;;;; -

=TT

durch logarithmische Differentiation eine Beziehung zwischen

o
€0S — — Co8
®

‘P;‘P)

1.
= sig o (cos £ __ cos
n 7 %

und einer convergenten unendlichen Reihe, durch welche die genannte
Summe direct in den Ausdruck 5) bez. 2) fir w bez. u, itbergefithrt
wird.

Die Function « stellt sozusagen dis Bewegung einer in der Richtung
@ =g auf unserer unendlich-blittrigen Windungsliche einfallenden
Lichtwelle dar. Wir konnpen dementsprechend das vorstehende Resultat
auch folgendermassen aussprechen:

Lassen wir auf unserer unendlich-vielblittrigen Windungsfliche
unendlich viele Lichtstrahlen einfallen, deren Einfallsrichtungen sic‘h
je um 2z unterscheiden, so wird die entstehende Lichtbewegung mit
der Bewegung eines Lichtstrahls auf einer n-blattrigen Windt.mgsﬂﬁche
bez. (im Falle # = 1) mit der ungestorten Bewegung des Lichtstrahls
in der schlichten Ebene identisch.
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§ 6.
Losungen mit Unendlichkeitsstelle.

Wir stellen in diesem Paragraphen Losungen unserer Differential-
gleichung anf, welche an einer vorgeschriebenen Stelle 2, " unendlich

werden, wie lg % fir R==0, wo R den Abstand des variabeln Punktes

€,y von dem Punkte x' 4  bedeutet. Eine soleche Unendlichkeitsstelle
nennen wir einen Pol und zwar einen einfachen Pol. Wir leiten
diese Losungen nach der im § 3 sub 2 skizzirten Methode aus der-
selben Function f* ab, aus welcher im vorigen Paragraphen die iiberall
endlichen Losungen flossen. Lidsungen mit mehreren getrennten oder
zusammenfallenden Polen konnen hinterher aus jenen einfachsten
Lésungen durch Summation bez. Differentiation nach den Coordinaten
des Poles evhalten werden.

1. Die in der schlichten Ebene cindentige Losung ergiebt sich
aus der complexen Funetion

(1) f= i

Die complexe Ebene beziehen wir durch stereographische Projection
vom Stidpol auf die Einheitskugel. Sind &, 5, & bez. &, 5, § die
Coordinaten der Bildpunkte von Z bez. Z’, so haben wir

E-t+in . E 4
@) = ¢+17? Z_'é'-l-l
Aus dem zweidimensionalen Potential auf der Kugeloberfliche entsteht
eine rdiumliche Kugelfunction 0t* Grades, indem wir in den Ausdriicken
(2) o und ¢ aun die Stelle von 1 treten lassen

=&+ +8, e2—E 7+ 5.
Durch Inversion hinsichtlich beider Variabelntripel entsteht eine
Kugelfunction ;15, [, welche homogen vom — 1t Grade sowohl in den

£, n, £ wie in den &, 5, ¢ ist. Der Grad in den beiden Variabeln-
tripeln wird nun weiter successive m-mal erniedrigt, Wir erreichen
dieses durch Integration nach 2 und 7, indem wir statt ¢ ond { die
Integrationsvariabeln 2z und 2° substituiren und unter den Integral-
zeichen die Factoren (§— gy—m—1, (§ — ¢)—»—1 hinzufﬁgen. Mit
wachsendem # lassen wir die Punkte £, 9, & und &, o ¢ gleichzeitig in
den Nordpol der Kugel hineinriicken; genauer gesagt: wir machen die
Substitution
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f= B2 LBy e @Y

®) m m ! 2 m?
, —ka ,  —ky , L' ® ‘2
F="2, =, (=1 PEE g

und verstehen unter z, y, «, ¥’ endliche, unter m eine in’s Unendliche
wachsende Zahl. Statt der rechtwinkligen Coordinaten z, .., brauchen
wir auch Polarcoordinaten r, . . ., welche folgendermassen definirt sind:

; L)
¥ =2 | ?/2, "9 — _j;j_ﬂ_}
C)) , iy
e o g &Y
224y e 7
Zum Zwecke des Grensiiberganges schreiben wir statt der Variabeln

z und & bez. ikr;;os 2 = ik:;bcos ® . Dann entsteht das za (12) pag.334

analoge Doppelintegral:

- 1 . 1 . . 1
ikrcose foa—ikricose’ % .
%) Mfdoee _“.fda e TG EeTd

Das erste Integral soll iiber den Weg (4), das zweite tiber (B) gefihr
werden; (letsteres allerdings mit einer unten anzugebenden Modi-
fication, vgl. die Anm. auf pag. 350). Wir haben sogleich diejenigen
numerischen Factoren hinzugefiigt, mit welchen diese Integrale nach
der Verabredung in § 4 versehen werden sollten.

Bei der stereographischen Projection vom Nordpole entsteht in
derselben Weise das folgende Doppelintegral
(6) ,__EI;J da etkreose .)—lgfdal e—ikrcose ;::‘.(_‘f__il;m_&..).

Die Summe beider schreiben wir in der Form

1 ? . 1 s g , sin &
— ikreose , _ [ —ikricosa e
v 275@‘] drxe‘ :Zifd'x € cos @ — co8 (p— @ +a)?

Hier kdnnen wir noch das Integral nach « ausfithren, weunn wir den
Integranden als Fupection von cos « anffassen. Der Weg (4) ldsst sich
nimlich in der gos e-Ebene anf den einen Punkt eos = cos(p — g’ +a)
zusammengiehen, wie in § 5 sub 1 anseinandergesetzt ist. Wir erhalten
daher nach dem Cauchy’schen Satz:

(7) pa— %'fda’ eikrcOs(cp—(p’-{-a')—-ikr‘cosa’ .
?
Diese Function hiingt nur von der geradlinigen Entfernung
R VG TG VY

k4
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der Punkte z, ¥ und z’, y" ab; wir konnen sie nimlich in die Form
bringen ™)

(8) U= %fd}’ ghReosy — [ (b R),

aus welcher wir sehen, dass unsere Function U direct gleich der
Bessel'schen Function 2t Art mit dem Index O und dem Argumente
k8 wird,

Wir schliessen ans der Gleichung (8) sofort auf folgende Kigen-
schaften unserer Funetion.

a) Sie gewiigt der Differentialgleichung AU 4 F2 U= 0 vermige
threr Herleitung aus der complexen Function f.

b) Sie ist in der schlichten Ebene eindeutiy.

) Sie ist fiir alle endlichen Werthe von x und y endlich und stetig,
ausser @ dem Pole x =o', y==1y, wo sie logarithmisch unendlich
wird (vgl, Gleichung (8), pag. 84). Es ist uns also wirklich durch die
im § 3, 2 angegebene Modification unseres allgemeinen Verfahrens ge-
lungen, die Unendlichkeitsstelle im Endlichenu zuriickzuhalten.

d) Sie verschwindet im Unendlichen. Letateres folgt aus den be-
kannten semiconvergenten Euntwickelungen®¥*) der Bessel’schen Func-
tionen fiir grosse Werthe des Argumentes, oder hier noch einfacher
daraus, dass der Weg (B) ganz auf schraffirtem Gebiete gefiihrt
werden kann, wo lim gf*£cs7 verschwindet.

e) Sie dndert sich nicht, wenn wir die Coordinaten des variabeln
Punktes mit denen des Poles vertauschen. Diese Eigenschaft entspricht
dem Satze iiber die Vertauschung von Parameter und Argument aus
der Theorie der Abel’schen Functionen***),

Unsere Function U,(kR) ist in der Optik immer dann anzuwenden,
wenn es sich um die exacle Beschreibung einer zweidimensionalen Licht-
béwegung handelt, welche durch einen im Endlichen gelegenen leuchtenden

#) Zum Beweise schreibe man erst § statt ¢’ — o, dann driicke man nach
(4) die Polarcoordinaten durch rechtwinklige Coordinaten aus, ferner mache man
&—a =Rcosyp, y—vy = Rsin, 50 dass ¢ den von der x-Axe aus gerech-
neten Gesichtswinkel bedentet, unter dem der Punkt x, ¥ von z', ¥’ aus erscheint.
Endlich schreibe man y statt § — 2. Dann entsteht (8) aus (7).

Die genauere Bestimmung des Integrationsweges soll nun dahin getroffen
werden, dass der Weg in (8) direct der Weg (B) sei. Dadurch ist auch der Weg
in (7) zufolge der Gleichung — o ==y + 9 — ¢’ bestimmt. In (7) kdunen wir
also den Weg (B) direct nur daunn benutzen, wenn der Punkt z,y auf dem
Halbstrahle 9 = ¢" oder in seiner Umgebung liegt. Bei Variabilitat des Punktes
2, 4 andert sich der Integrationsweg stetig mit der Lage des Punkfes.

*¥) Vgl. H. Hankel: Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Math. Ann,
Bd. 1, §e. N

s¥%) Vgl. F. Pockels: 1. c. p. 283, wo die entsprechende Eigenschaft fir
»Oreen'sche Funcfionen von beliebigen begrenzten Gebieten ausgesprochen ist.
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Punkt (&, y) hervorgerufen wwrd. Allerdings benutzt man in der
gewohnlichen Optik bei diesem Probieme nicht die Function U, selbst,
sondern begniigt sich unbewusst mit dem ersten Gliede ihrer semicon-
vergenten Entwickelung, welches an sich iberhaupt keine Losung
unserer Differentialgleichung ist.

2, Indem wir nun dazu ibergehen, die analoge Function fur
unsere Riemann’sche Fliche mit (n — 1)-fachem Windungspunkie auf-
zustellen, werden wir nickt von der in der schlichten Z-Ebene ein-
dentigen Function (1) ausgehen, sondern, wie im § 5 sub 2 von der
Function

R

f=—",

Z <
1—(2)
welche aus (1) dadurch entsteht, dass wir unsere Riemann’sche Fliche
hinsichtlich der Variabeln Z und Z' conform auf die Z- bez. Z'-Ebene
abbilden. Diese Function bebandela wir genau so, wie im Vorher-
gehenden die Function (1). Wir geben sogleich das Resultat in der
definitiven Form an:

1 ' sin %
(9) U = m *‘-‘a—_’ p __:;, U() (k R) da
¢Oos ‘7; - COS

[R? =24 ¢ — 27 cos ¢,

wo wir das urspriinglich auftretende Doppelintegral durch Binfihrang
der Bessel'schen Funetion U, in. die Form eines einfachen Integrals
gebracht haben. Der Integrationsweg ist der Weg (4).

Wir haben uns zuniichst davon zu iiberzeugen, dass diescs Iitegral
im Allgemeinen einen endlichen Werth hat. Da die Funetion U, hier
mit complexem Argumente aufiritt, ist es wichtig, ihr Verhalten in
der complexen Ebene zu kennen. Diesbeziiglich bemerken wir: 1) die
Function U,(2) ist im Punkte z = 0 der complexen z-Bbene veraweigt;
sie vermehrt sich nimlich um 2zm¢J,(¢) bei Umkreisung desselben.

_ . 7 5(+9)

2) Sie verhilt sich im Unendlichen wie “}/27 e , sie wver-
schwindet also im Unendlichen der positiven Halbebene (3. b. derjenigen
Halbebene, wo # einen positiven imagindren Bestandtheil }.mt). Ersteres
folgt aus Gleichung (6), pag. 339, letzteres aus den semiconvergenten
Entwickelungen der Besselschen Functionen *).

*) H, Hankel: L. c.
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Dem Verzweigungspunkte R’ == O entspricht in der «-Ebene eine
unendliche Anzahl von Punktepaaren

«=-+ia-+4 2kx [k.~= — 0 bis 4 o0, @ ==arec cosrz+7’2],

277

von denen fiir uns hauptsiichlich das auf der imaginiiren a-Axe gelegene
Paar ¢ = - ¢4 in Betracht kommt. Desgleichen findet sich natiirlich
die reelle Axe der R'-Ebene in unendlich vielen Exemplaren der

o= 2ia- 2T ‘ \&=-te DY s ria 23
% 1 X

, % x . %
Co=-2ee- 2.0 o= o=t 2JC
Fig. 4.

a-Ebene wieder. Hines derselben haben wir ausgezeichnet. Es ist der
gebrochene Linienzug L (—x 4400, —=, 0, i, 0, @, @4 7o0). Der
positiven R'-Halbebene entspricht das Innere des von I umschlossenen
Gebietes. Beim Ueberschreiten von L kommt man jedesmal in einen
der negativen R’-Halbebene entsprechenden Theil.

Wir wollen nun unsere obige Angabe fiber den Integrationsweg
noch dabin pricisiren, dass derselbe den Punkt & == 4@ zur Linken,
die auf der reellen Axe gelegenen singuléiren Punkte zur Rechten ldsst.
Im Uebrigen kann er natiirlich beliebig deformirt werden, nur darf er
iiber die Punkte ¢ = 4-14a, 4 (p—¢') + 2knx nicht hintibergezogen
werden.

Der in Fig. 4 punktirt gezeichnete Theil (CD) des Integrations-
weges entspricht in der R’-Ebene Punkten der negativen Halbebene.
Anfang und Ende des Integrationsweges sind voll ansgezeichnet, um
anzudeuten, dass die zugehOrigen Punkte der R'-Ebene in der positiven
Halbebene liegen. In den unendlich fernen Theilen des Integrations-
weges verschwindet also die Function U,k R").

Wir ersehen daraus, dass das Integral (8) im Allgemeinen einen
endlichen Werth besitzt; eine Ausnahme tritt nur ein in dem speciellen
Falle r =7, ¢ = ¢". Lassen wir nimlich » = # werden, so riicken
die beiden Verzweigungspunkte o« == -+ ¢¢ in den einen Punkt & = 0
zusammen, Der Integrationsweg, welcher zwischen beiden Punkien
-sozusagen eingepflockt ist, zieht dann nothgedrungen durch den
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Punkt ¢ =0 hindurch. Deshalb braucht das Integral noch nieht
unendlich zu werden, Lassen wir aber auch @ = ¢’ werden, so wird
.
8n -

der Factor ~»T~————”———:——, in diesem Punkte unendlich. Dann wund

cos % — cos -2
7 %

nur dann wird das Infegral unendlich.

Um die Art des Unendlichwerdens zu untersuchen, bilden wir die
symmetrische Function U, + U, + -« - 4 U, der Werthe von U in
den ibereinander liegenden Punkten der Fliche. Dabei bezeichuen
wir, wie frither, als erstes Blatt die Gesamutheit derjenigen Punkte,
in welchen |p—¢ | < =, als 2, . u Blatt alle tbrigen Povkte.
U, bezicht sich ant das erste, U, ... U, auf das 2. .. % Blatt. Nach
der im § 5, pag. 344 angegebenen Rechnung wird nun

U 4 U4 -+ U= oi@f sne g (kR)de.

cos & — €08 (g—g)

Fassen wir diesen Ausdruek als ein Integral in der complexen Ebene
der Variabelu cos « auf, so konnen wir es nach dem Cauchy'schen
Satze ausfiibren. Der Integrand ist n#mlich ene eindeufige Function
von cos ¢; wir erhalten:

U + U+ -+ U= U,(kR) [R=r>+7"2—2r¢ cos(p—9)].

Die Function U,(kR) wird fiir B = 0 nach Gleichung (8), pag. 340
logarithmisch unendlich. Nun haben aber pach dem Vorhergehenden
die Grossen U, ... U, sicher endliche Werthe. Das Unendlichwerden
ist also lediglich auf Rechnung von U, zu setzen. Mithin wird die
Function U im ersten Blatte an der Stelle r =+, @ = ¢’ unendlich,
wie lg %

Hiernach kbnnen wir von unserer Function U Folgendes aus-
sagen :

a) Sie erfiillt die Differentiulgleichung AU + BU=0.

b} Sie ist auf wnserer n-bldttrigen Windungsfliche eindeutry.

¢) Sie ist fir alle endlichen Werthe von x und y endlich und stetig
ausser im Punlite z =2, y =y’, wo sie einen einfachen Pol besitzt.

d) Sie verschwindet im Unendlichen. Wenn nimlich r=o0 wird,
so riicken die Punkte « == - ¢a auf der imaginiren Axe gleichfalls
unendlich weit ayseinander. Dann diirfen wir den Integrationsweg in
der Richtung der positiv imaginiren Axe beliebig weit verschieben, wobel

1 beliebig klein wird.

das Integral wegen des Factors —
€08 7 -~ CO8

n
e) Die Function U bleibt ungedndert, went wir die Rolle des
variabeli Punktes und des Poles vertauschen.
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f) Die symmetrische Function Uy + U, + -+ - + U, der Werthe
von U in iibereinander liegenden Punkten der Fliche ist gleich der
analogen eindeutigen Losung U,(LR).

Bemerken wir noch, dass eine vollkommene Uebereinstimmung in
der Bildungsweise der Functionen u, u, des vorigen und der Funectionen
U, U, dieses Paragraphen besteht. Die Function u, so kbnnen wir
sagen, entstand ans der eindeutigen Losung u,, wenn wir in dieser

die reelle Grosse cos (p— o) durch die complexe cos w ersetzten, den

1 . @&
— 8In —
” »n

Factor hinzufiigten und nach o auf dem Wege (4)

€08 ;b ~— COB (—q:;’:——q,)
integrirten. Genau auf dieselbe Weise entsteht die Funetion U aus
der eindeutigen Lésung Uj. .

Die Function U stellt eine Lichthewegung auf unserer Riemanw'-
schen Fliche dar, welche ein im Punkie v, @' befindlicher leuchtender
DPunkt hervorruft. Sie bat an die Stelle der Function U, in solchen
optischen Problemen zu treten, welche ihrer Natur nach zu Functionen
Anlass geben, welche mit ihren analytischen Fortsetzungen erst auf
unserer %-blittrigen Riemann’schen Fliche eindeuntig sind, nimlich in
dem Problem der Bengung an einem keilformigen undurchsichtigen Korper
bei Vorhandensein eines im Endlichen gelegenen leuchtenden Punktes.

3. Nach §3 lassen sich alle Losungen unserer Differentialgleichung,
welche sich im Innern eines Kreises bez. Kreisringes reguléir verhalten,
in eine nach Bessel'schen Punctionen 1'r bez, 2t Art fortschreitende
Reibe entwickeln, Wir wollen jetzt diese Entwickelungen fiir unsere
Function U wirklich aufstellen. (Die Function U, branchen wir nicht
ausdriicklich zu behandeln, da sie nur einen speciellen Fall von U
darstellt). Und zwar werden wir sie direct aus der Potenzentwickelung
der complezen Ausgangsfunction ableiten. Wir kommen dabei aller-
dings nicht zu einer einheitlichen Entwickelung, wie bei der Function
% des vorigen Paragraphen, sondern wir miissen zwei Gebiefe unter-
scheiden, in denen verschiedene Entwickelungen gelten, nimlich das
Innere und das Aeussere des Kreises r = r'.

Die Function U berechnet sich als Summe zweier Integrale, von
denen das eine bei der Projection der Funection f vom Siidpole, das
andere bei der Projection vom Nordpole erhalten wird (in derselben
Weise, wie es fiir die Function U, oben explicite ausgefiihrt ist vgl.
(5) und (6), pag. 349). Dementsprechend betrachten wir mit Be-
nutzung der Bezeichnungsweise aus § 5, 3

(10) D+fZ)=; [——+—

- @) -@)
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Hier bestehen zwischen dem Radiusvector r eines Punktes der
z, y-Ebene und den Radienvectoren |Z|, |Z,| derjenigen Punkte der
complexen Ebene, welche in den Punkt x, y bei der einen oder anderen
Projection iibergehen, wie auf pag. 345 die Beziehungen:
(11a) (z;=l°;’ 12, =™

m’ za

Die entsprechende Gleichung besteht zwischen # und [Z', nimlich:

(11b) 1z =%

m ?
1) r < 7. Aus den Gleichungen (1la) und (11b) folgt:
1Z{ <.Z'| uwnd |Z,]>|Z].
In diesem Falle haben wir fiir die Function (10) die folgende con-
vergente Potenzentwickelung anzusetzen:

L 2 L 1
1 ZVv', (ZY zZy" zZy"

2 +r2y=2 1+ G+ &+ —E) (1+ &+ )
Diese Gleichung integriren*) wir links und rechts auf dem Wege (4)
und (B) nach & bez. «. Dann entsteht links unsere Function U.
Rechts fithren wir die Integration gliedweise aus. Der Zusammenstellung
am Schlusse des § 4 entnehmen wir: es wird

— I im

g — =)
aus (ZE) L I (k7) U, (kr),

; n n

? —i-@((p—w') ,
aus %) - " I, (kr) Uy (),
aus 1 | Jo(kr) Uy (k7).

Wir erhalten somit:

(12) U =) yud,, (kr) U, (k) cos 2e—9)
m=0 % n
y,,‘=§ fiir m>0—]‘
1 ——
Y = i = OJ

Wir kommen so zu einer fir das Inmere des Kreises v =1’ geltenden
Entwickelung, welche nach Bessel schen Functionen erster Art fortschreztezf,
in Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satze aus § 2, pag. 325.

*#) Ueber die Bedeutung dieser abgekiirzten Ausdrucksweise vgl. die Anm.
auf pag, 316,
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Die Reihe erscheint dort nur in etwas auderer Form, indem J, (k)

dort nicht mit U (k+") sondern mit 1:J,(k#) multiplicirt ist. Ver-
gleicht man aber die fiir die Bessel’schen Functionen erster und zweiter Axt
angegebenen Grenzwerthe von pag. 323 und 328 bei unendlich wachsen-
dem Index, so sieht man, dass lim U, :31— kleiner ist als i multiplicirt
in eine von v unabhingige Zahl. Unsere Reihe (12) convergirt daher
immer dann, wenn die Reihe (2) aus § 2 convergirt, d. h. im Innem
des Kreises vom Radius #* und stellt hier wirklich die Function U dar.

2. r >#. Sechen wir fiir den Augenblick nicht 7, ¢ sondern
¥, @ als den variablen Punkt an, so liefert uns die Reihe (12) gleich-
zeitig eine Darstellang von U(#, ¢) durch Bessel'sche Functionen
zweiter Art, welche der Ableitung zufolge giiltig ist, sofern # > 7.
Nun bleibt die Function U auf Grund ihrer Reciprocititseigenschaft ¢)
ungeiindert, wenn wir #, ¢’ mit 7, g vertauschen. Wir kommen dann
zu der folgenden Reihe

W=

(13) U(r, ¢) = vu J,,(&r) T, (kr) cos 3 (9 — )
=0 n ]
VY = % fﬁr m > O_!
Ym = % yy W= OJ

welche fir alle endlichen Punkfe ousserhalb des Kreises r = v gili. Es
ist dieses eine Reihe von der im § 2 sub 5 betrachteten Form, nur ist
hier im allgemeinen Gliede J, (%4+") an die Stelle von 1: U_(k+")
getreten. Nach unserer obigen Bemerkung iiber den Grenzwerth von
J, U, bei unendlich wachsendem » wird dadurch die Convergenz der
Reilie nur verbessert. Die Reihe (§3) convergirt daher fiir alle Werthe
o > r > r". Dass eine solche Reihe die vorgelegte Losung in dem-
selben Gebiete wirklich darstellt, konnte im Allgemeinen nicht be-
hauptet werden. Es folgt hier aber, wegen der besonderen Reciproeitits-
eigenschaft von U daraus, dass die Reihe (12) die Function U in dem
Gebiete » < »" wirklich darstellt,

Spalten wir die Reihen (12) und (13) nach Gleichung (7), pag. 340
in ihren reellen und imaginiren Bestandtheil, so ergeben sich im
einfachsten Falle » =1, d. h. im Falle. der eindeutigen Losung
U,(kR) die sogenannten Additionstheoreme der Bessel'schen Functionen
Jy(k R) und K (kR), wie sie von Heine, jedoch ohne Angabe ihres
Giiltigkeitshereiches, aufgestellt sind. Wir bemerken noch, dass auch
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die entsprechenden Additionstheoreme der Kugelfunctionen anf demselben
Wege entspringen, wenn wir unser Verfahren vor Ausfithrung des
Grenziiberganges abbrechen.

4. Es braucht kanm erwihnt zu werden, dass unser Ansatz auch
die auf einer unendlich-vicl-blattrigen Windungsfliche eindeutige Fune-
tion mit einfachem Pole liefert, in der Form

U— :i‘;f,__?_*" de [ (bR).

(g — @)~ o

Far diese gelten mutatls mutandis gleichfalls die Eigenschaften
a)—f) von pag. 353,354 und die bisher betrachteten Losungen U
konnen aus ihr riickwirts aufgebant werden.

§ 7.
Graphische Bebandlung der einfachsten mehrdeutigen Losung.

Dieser Paragraph verfolgt den doppelten Zweck, ein mbglichst
klares Bild von dem Verlauf unserer mehrdeutigen Lsungen in einem
speciellen Falle zu geben und die Formeln zur numerischen Rechnung
bereit zn stellen.

Zur numerischen Rechnung eignen sich weder die Darstellungen
durch ein complexes Integral, noch die Reihen nach Bessel’schen Fune-
tionen. Letztere convergiren allerdings im Falle der tberall endlichen
Losungen, wie wir gesehen haben, fir alle endlichen Punkte der
%, y-Ebene. Die Convergenz verschlechtert sich jedoch mit wachsenden

Werthen des Argumentes kr. Nun bedeutet physikalisch E]:_z , wie

pag. 318 bemerkt, die reciproke Wellenlinge der betreffenden Schwingung.
Die Copvergenz wird also immer dann schlecht sein, wenn der Ab-
stand 7 vom Windungspunkte der Riemann’schen Fliche eine grissere
Anzahl von Wellenlingen betrigt.

Fiir die optischen Anwendungen, wo die Wellenliinge so ausser-
ordentlich klein ist, sind unsere convergenten Reihen sicher nicht
brauchbar, Fiir akustische oder Hertz'sche Schwingungen mdgen sie
immerhin niitzlich sein. Jedoch werden wir sogleich divergente Reihen
angeben, welche fiir optische Zwecke sehr praktiseh sind. Dabei be-
schriinken wir uns auf den einfachsten und zugleich wichtigsten Fall
derjenigen Losung u, welche auf einer sweiblittrigen Windungsfiiche
eindeutig und itberall endlich ist.

Zunschst verwandeln wir das complexe Integral (5), durch welches
diese Losung pag. 343 erklart wurde, in ein Integral auf reellem Wege.
Dabei wollen wir zur Abkilirzung ¢ — @'= 9 setzen, oder mit anderen
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Worten, wir wollen die ,Einfallsrichtung der Welle® als z-Axe wihlen,
so dass jetzt # und ¢ gewbhnliche Polarcoordinaten bedeuten. Die
Pankte, fiir welche |#] < & bez. || > = ist, bezeichnen wir wie
frither als erstes bez. zweites Blatt. Nach e) pag. 344 haben wir

@ Uy 4 Uy = oy = Ty,

Ferner berechnet man aus (5) pag. 343

: .«
cos%p- /‘e'k"“’”sm—idm
@ Up — %= 73 N cosa—cos Yy

wobei |¢| < = angenommen ist. Setzen wir voriibergehend

X='U':—uz
w,

so wird

%)

0X _E cos %fe"‘""““"m‘l’) sin g— de

r
—2ikrcos’¥ 25kr cos? =
2 2 .o
e e sin de.

Wenn wir in dem zuletzt hingeschriebenen Integrale cos;‘;— als Inte-

=

Qs
w]|&

cos

grationsvariable ansehen und den Integrationsweg, wie er sich fiir diese
Variable aus dem Wege (4) der «-Ebene ergiebt, in die imaginére

o : o . ve .
Axe der cos - Ebene deformiren, so kinnen wir es ausfiihren; es wird

@ i

2ikrcon®— e —
2 . 4/ 2m

fc sin L da=Y Z e*.
2 kr

Mithin ist
w yzkrcon-‘;—’
BX_ ~ ok ¥ —2ikrc052§—~ ) 2 i
5—;—- _i"”‘COSEG ”ﬁV—:%_u eivdr.

0

Integriren wir zwischen O und 7, so kommt, da X = O fiir r = 0:

. T
—
X = VWJ; dz.

r
eikrconpfg——it’d-g, T = Vm o8 %,

)

und

3 Uy = Uy = -
—t
wo das Integral jetzt auf veellem Wege genommen ist. Gleichung (1)

kénnen wir auch so schreiben:
[4]

4 % +“ - 2‘ gikreost¥ § o—i?® Jo
i 2 1/-**‘

—~—iT

—
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Aus Gleichung (8) und (4) folgen Ausdriicke fiir #, und u,, welche
zunichst fiir || < @ gelten, welche aber in einander ibergehen, wean
wir ¥ mit ¥ + 2x vertauschen. Wir erhalten daber einen einheit-
lichen Ausdruck fiir «, welcher sowohl im ersten wie im zweiten Blatte
gilt, wenn wir die Beschriinkung |¢| < = aufheben, nimlich den
folgenden: '

ii

B .k et o P

(5) u = gtrea¥ - J e~ivdr, T =y 2kr cos -

Va 2
—C0

Die Grosse T ist positiv im ersten, negativ im zweiten Blatte.

Auf Grund dieser Formel gelingt es nun, sich ein anschauliches
Bild von dem Verlaufe der Function % 2u verschaffen und eine Zeich-
pung zu entwerfen. Da Anschauung sowohl wie Zeichnung die Func-
tionsverhiltnisse nur ungenau erfassen konnen, so werden wir uns
hier mit Anniiherungswerthen begniigen diirfen, so jedoch, dass wir
den begangenen Febler genau abschitzen konnen, Dementsprechend
soll fiir den gamzen Rest dieser Arbeit eine bestimmie Genauigkeit &
massgebend sein. Die Grosse von & kann beliebig vorgeschrieben seip.
Alle yfolgenden Angaben machen nur den Anspruch richtig zu sein
bis auf einen Fehler, welcher absolut gesommen kleiner als & ist.
Dabei wird eine abgekiirate Ausdrucksweise gestattet sein. Wir werden
sagen: u ist gleich einem gewissen Werthe, wo wir genauer sagen
miissten: Die Differenz zwischen dem angegebenen und dem wahren
Werthe von « ist absolut genommen kleiner als &.

Angeniherie Berechmung von w im zweiten Blatte. Es bandeit
sich zunichst darum, Naherungswerthe fiir das in (5) vorkommende
Integral aufzufinden. Wir entwickeln dieses durch n-malige partielle
Integration in die folgende Reihe, wobei wir, da T im zweiten Blatte

vegativ ist, 7 = — |T'| setzen wollen:
171 i ®
) L feitdr = = [ei%dr
k4 T
- 17
i R R T (il
= Y= & [T1 T @R ITF T ey TP
1.3...2n—3 1 1.3...20—1 [ ..d7)
— w2 T Y 1\ = fe —=t-
T @y TP +EDT J 24

Lisst man # in’s Unendliche wachsen, so wird die Reihe divergent.
Man darf daher mur bis zu einem endlichen n gehen und muss das
zuletzt hingeschriebene Restglied beriicksichtigen. Dieses ist stets
kleiner als das vorhergehende Glied, Wie eine leichte Betrachtung
zeigt, so dass die Reihe (6) als semiconvergent bezeichnet werden kann.
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Wir werden zur angendherten Berechnung lediglich das erste
Glied benutzen. Es ist dieses gestattet, wenn das zweite Glied bereits

absolut genommen kleiner als % ist, d. h, wenn

[ ~ize 1 < % oder l_’.Tl’F < 2Yme.

1
| Va@ir| TRl 4VxTp

Denn dann ist auch der ganze Rest kleiner als ~ und der begangene

Fehler kleiner als ¢, Hs ist bequem, diese Bedingung durch eine
noch etwas schirfere zu ersetzen, nimlich durch

) 417,—2 < &.

Das untere Blatt zerlegt sich fiir unsere fernere Betrachtung in
zwei Gebicte, je nachdem diese Ungleichung erfillt ist oder wichi. Das-
jenige Gebiet, in dem sie nicht erfiillt ist, nennen wir den ,,Uebergangs-
streifen. Die Begrenzung des Uebergangsstreifens wird durch die
Gleichung gegeben:

1

i
Skrcoﬁﬂ:s oder r(cosw+l)=§7t—s’
2

wo A= ‘:’]:775 die Wellenlinge bedeutet. Die Grenzcurve ist eine Parabel.

In rechtwinkligen Coordinaten # = 7 cos ¢, y = 7 sin ¢ lautet die
Gleichung nimlich
i

®) ¥t dew—0 =0, e= b,

wo ¢ die Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel bedeutet. Der
Scheitel liegt im Punkte x =¢, y=0, der Brennpunkt =0, y =0
fallt mit dem Windungspunkte zusammen. Die Parabel umschbliesst
den negativen Theil der z-Axe. Um bestimmte Verhiltnisse vor Augen
zu haben, wollen wir voriibergehend fir 1 den ungefihren Werth der
D-Linie 5.10~4mm, fiir 16z die Zahl 50 nehmen und die Genauigkeit

s0 bestimmen, dass ¢ = ﬁ ist. Dann wird ¢ =10l mm. Die Parabel
ist also Ausserst schmal*),
In allen Punkten ausserhalb der Parabel ist die Ungleichung (7)

erfiillt. Daher geniigt es, unter den in der Optik vorliegenden Ver-

*) Wenn die Wellenldinge oder die vorgeschriebene Genauigkeit grosser
(d. h, wenn 1 grosser oder s kleiner) wird, nimmt die Parabel etwas grossere
Dimensionen an, Daher rihrt es, dass in den Figuren der Tafel das Uebergangs-
gebiet ziemlich gross erscheint, Die Wellenlinge musste bhier mindestens gleich
10 mm geuvommen werden, wenn die Zeichnung deutlich sein sollte: Als Genauig-
keit wurde gewdhlt & = 2.1072, so dass sich € = 10 mm bestimmte,
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piltnissen fiir den weitaus grossten Theil des zweiten Blattes, die
Reihe (6) durch ihr erstes Glied zu ersetzen.

Fiir % selbst ergigbt sich dementsprechend aus (5) der folgende
Naherungswerth:

_2mawr Al

Y i 4

9 = }/i e~

T gmi cos 1}1

oder ‘ 1
_2mir in

- i N

9) w=—pE
T P

4 COSE

Diese Gleichung gilt mit der Genauigkeit & in allen Punkten des
zweiten Blattes, welche nicht dem Uebergangsstreifen angehoren.

Amngeniiherte Berechnung von u im ersten Blatte. 1m ersten Blatte,
wo T > O ist, kdnnen wir die Reihe (6) nicht direct verwenden. Wir
haben aber nach Gleichung (1) pag. 358

Uy == Uy — Ug +

Wir grenzen uns auch im ersten Blatte ein Uebergangsgebiet ab, in-
dem wir unsere Parabel an die entsprechenden Stellen des ersten Blattes
iibertragen. In allen Punkten des Parabeldusseren kbnnen wir dann
u, durch den Niherungswerth aus Gleichung (D) ersetzen. Mithin
erhalten wir fiir u die folgende angensherte Darstellung:

Amir in
2air — i T 1
—— cos¥ ie
{10) u=e* /r T 7
4 COS-:Z—

welche in allen Pumkten des ersten Blattes, die nicht dem Uebergangs-
gebicte angehbren, giltig st

In den Uebergangsgebieten des ersten und zweiten Blattes dagegen
miissen wir die exacte Formel (5) heranziehen.

Wir wollen ups im Folgenden die Terminologie der Optik zu
Nutze machen. Nun hat die Function w an sich noch keine physi-
kalische Bedeutung; sie entspricht den im § 1 eingefiihrten Hiilfs-
fanctionen =, H, Z. Wir erhalten aber eine Grosse, die wir als Licht-
schwingung bezeichnen kbnnen und die den Grossen X, Y, Zin§l

entspricht, wenn wir bilden

zmit
an ERe(e i u)
wo ¢ die Zeit, v die Schwingungsdaner bedeutet. Von dem so ent-
stehenden Schwingungszustande werden wir ein Bild bekommen, wenn
wir seine Niveaucurven in verschiedenen Zeitpunkten construiren. 'Am
einfachsten gelingt dieses fiir die Knotenlinien, d. h. fir diejenigen
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Curven, in denen die Schwingung 0 ist. Wir fragen daher nach dem
Verlouf dieser Nulllinien im eweiten und ersien Blatte wnd zwar su-
ndchst fiir die Zeit t = 0. Dieselben sind dargestellt durch die Glei-
chung Re(u) = 0.

Im aweiten Blatfe ausserhalb des Uebergangsgebietes haben sie
eine sehr einfache Gestalt. Ihre Gleichung lautet hier nach (9):

(12) 2 4—_1—— s (L +2)=0 dh eos (P4 2)=0

oder ¢=A(§+%) fm=1,2,3...].

Sie bilden ein System concentrischer Kreise um den Windungspunkt,
in welchem sich die Radien aufeinander folgender Kreise um eine
halbe Wellenlinge unterscheiden. Wir zeichnen diese Kreise (vgl.
Fig. 1 d. Taf.), wobei wir jedoch jeden Kreis nur bis an das Ueber-
gangsgebiet auszichen ditrfen. Deun iiber den Verlauf der Nullcurven
im Uebergangsgebiet konnen wir auf Grund von (9) nichts aussagen.
(Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass in Wahrheit die Null-
curven keine exakten Kreise, sondern transcendente Curven sind.
Genau genommen kbnuen wir nur sagen: Lings aller jener Kreise
ist der Werth von |u| kleiner als &.)

Die Nullcurven im ersten Blaffe ausserhalb des Uebergangsgebietes
berechnen sich aus Gleichung (10). Thre Gleichung lautet, wenn wir
im ersten Terme # cos ¢ = x setzen, fiir { = 0.

(13) cos i@ — ]/— N (27” %) = 0.

4® cos

Der erste Term (u,), fiir sich glemh Null gesetzt, liefert ein System
paralleler Geraden G, welche senkrecht zur z-Axe stehen und im Ab-

stande % auf einander folgen. Es sind dieses einfach die Knotenlinien

einer Schwingung, wie sie stattfinden wiirde, wenn der Windungs-
punkt garnicht vorhanden wire. Diese Geraden verzeichnen wir in
"Fig. 2 d. Taf. Der zweite Term (u,) fiir sich gleich Null gesetzt, liefert
das beschriebene System concentrischer Kreise. Wir haben uns nun klar
zu machen, welche Nullcurven dem zusammengesetzten Ausdrucke
%y — %, == 0 entsprechen, Wir denken uns zu dem Zwecke die Fig. 1
auf das System der Geraden G in Fig. 2 heranfgelegt und betrachten
zunichst einen derjenigen Punkte P, in denen sich ein Kreis und eine
Gerade schneiden. Durch diesen muss nach Gleichung (13) auch die
neu entstehende Nulleurve hindurchgehen.

Ferner kann zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten P in
grosser Entfernung vom Windungspunkte die Nullcurve nur wenig von
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1
der Geraden G abweichen, da u, wegen des Factors 7 % Klein ist im
Verbaltniss zn #,. Die nenme Nulllinie wird daher nur wenig nach
derjenigen Seite hiniibergezogen, wo u, und %, dasselbe Vorzeichen
haben und wird sich im Uebrigen um die Gerade G herumschlingeln,
indem sie alle Punkte P, welche anf derselben Geraden G liegen, der
Reihe nach durchliuft.

Es wire aber moglich, dass die Nulllinien in grosserer Niahe an
dem Windungspunkie von den betr. Geraden G soweit abgelenkt
wiirden, dass sie zwej Punkte P verbinden, die nrspriinglich auf ver-
schiedenen Geraden G gelegen sind, Thatsiichlich ist dieses nicht der
Fall. Betrachten wir nimlich eine derjenigen Geraden G, welche in
der Mitte zwischen zwei aufginanderfolgenden Geraden G verlinft.
Auf diesen hat u, den Werth -+ 1 oder — 1. Dagegen bat {u,| den

Werth ¥ Wo & = — cos (%I + 1—”) ein echter Bruch und 1:7 nach
4

i Vi

(7) kleiner als 2)/¢, also jedenfalls auch ein echier Bruch ist, sofern
wir fiberhaupt nur eine verniinftige Genauigkeit vorschreiben. Mithin
ist |uy) < 1 und e, ~— u, kann léngs der Geraden G’ nirgends ver-
schwinden. Die entstehenden Nullcurven kbnnen also auch in geringerem
Abstande vom Windungspunkte die Geraden G’ nirgends kreuzen.
Sie schliessen sich im Wesentlichen an den Verlauf der Geraden G gn
indem sie alle Punkte P der Reihe nach durchlaufen ynd fihren

von hier Elongationen aus, die kleiner sind als 7 und die sich tiberdies

wm so mehr abflachen, je weiter sich die Nullcurve vom Windungspunkte
entfernt, Wir iiberdecken demnach in Fig. 2 das obere Blatt mit einem
solchen Systeme geschlingelter Curven, wobei wir jedoch jede Null-
curve nur bis an den Uebergangsstreifen heran ausziehen diirfen.

Was nuu die Uebergangsgebiete betnift, so missen wir anf die
exacte Formel (5) recurriren. Hier konnen wir zundchst die Schnitt-
punkie der Nullinien mit der Aze umserer Parabel leicht auffinden.
Auf der Parabelaxe ist namlich ¥ == +- =, also T == 0. Die Schnitt-
punkte sind daher gegeben durch die Gleichung

%‘c{u)==cose—7~r=0 oder r=§+-5'§' (m=0,1,2,...).

. . )3
Diese Nullpunkte (@.) folgen einander in dem constanten Abstande 5

und zwar findet man im ersten und zweiten Blatte dieselben Punkte
Q.. In jedem dieser Punkte liat die bez. Nullcurve eine FEcke. Es
ist nicht schwer, die Grosse dieser Ecke aus Gleichung (5) zu ermitteln.
Fir die Tangente des halben Winkels derselben ergiebt sich die Formel

7‘]/2 ;—T im ersten, — n}/?l"i—t—l im zweiten Blatte. Die Ecken
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sind also im ersten und zweiten Blatte nach der enigegengesetzten
Seite gedfinet; ibr Winkel nihert sich mit wachsender Entfernung vom
Windungspunkte mehr und mehr einem Flachen.

Nun miissen doch die in @, zusammenstossenden Aeste der Null-
curve in irgend eine der ausserhalb des Uebergangsgebietes bereits
eruirten Nulleurven ibergehen. Wir stelien eine solehe Verbindung
zwischen den Hcken ¢, und den vorher gezeichneten aufeinander-
folgenden Nulleurvenstiicken in Fig. 1 und 2 in willkiirlicher Weise
her, ohne uns um die Gestalt der Verbindungslinien im Einzelnen zu
kitmmern. Dadurch ist die Zeichnung des Niveaucurvensystems voll-
stindig geworden.

Beim Vergleich der Fig. 1 und 2 sieht man noch, dass sich die
Nulleurven des einen Blaties stetig und mit stetiger Tangente in die
des anderen Blattes fortsetzen. Die vorher genannten Ecken sind also
nur scheinbare und nur dadurch entstanden, dass die Geraden ¥ ==
und ¢ = — x, welche auf der Riemann’schen Fliche verschieden sind,
in den Figuren zusammenfallen.

Beschreiben wir nunmehr den Gesammiverlouf einer Nullcurve im
ersten und sweiten Blatle, wobel wir eine solche herausgreifen mbgen,
welche die Parabelaxen schneidet, Wir beginnen im Unendlichen des
ersten Blattes oberhalb der Parabelaxe. Die Nulleurve schmiegt sich
zunéchst der Geraden (& unendlich nahe an, oscillirt dann um diese
herum und zwar mit um so stirkeren Elongationen, je niher sie dem
Windungspunkte kommt. Beim Rintritt in den Uebergangsstreifen
wird sie nach dem Windungspunkte hingezogen. Nachdem sie die
Parabelaxe in einem der Punkte @, geschnitten hat, tritt sie in
das zweite Blatt ein und umliuft den Windungspunkt auf einem
Kreise. Bei ihrem zweiten Eintritt in das Uebergangsgebiet entfernt
sie sich etwas vom Windungspunkte und gelangt im Punkte @),
wieder in das erste Blatt zuriick, wo sie mit abunehmenden Oscilla-
tionen im Grossen und Ganzen der Richtung der Geraden G folgt
und unterhalb der Parabelaxe sich in’s Unendliche verliuft. Diejenigen
Nulleurven, welche die Parabelaxe nicht schuneiden, zeigen einen
einfacheren Verlauf, indem sie den Windungspunkt nicht um-
kreisen.

Dies der Schwingungszustand zur Zeit {==0. Wollen wir uns
nun auch die Abhdngigheit desselben wvon ¢ veranschaulichen, wie sie
durch die Formel (11) gegeben wird, so brauchen wir die Rechnung
nicht von newem durchzufiihren. Wir haben uns vielmehr nur das
soeben gezeichnete Nullcurvensystem in der Richtung der abnehmen-
den z wandern zu denken und kdnnen die Verinderungen, welche mit
einer einzelnen Nullcurve bei wachsendem # vor sich gehen, direct
folgendermassen beschreiben: Zu Beginn der Zeit schneidet unsere
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Nullcurve die Einfallsrichtung =0 im Unendlichen des ersten Blattes;
sie erscheint hier als eine gerade Linie G. Bei der Anniherung an
den Windungspunkt zeigt sie periodisch sich wiederholende Vergerrungen,
welche in den dem Windungspunkt zunichst gelegenen Theilen am
starksten sind. In dem Momente, wo sie der Windungspunkt passirt,
artet die Verzerrung in eine Spitze aus, die sich dann weiterhin in eine
Schieife auflost. Der im zweiten Blatt gelegene Theil der Schleife hat
die Gestalt eines Kreises, withrend die beiden in’s erste Blatt hinliber-
reichenden Enden der Schleife sich einer G-Geraden mehr oder minder
anschmiegen. Beim Fortschreiten wandert der Doppelpunkt auf der
Parabelaxe von dem Windungspunkte fort, wihrend die Enden mebr
und mehr die Gestalt einer zur Parabelaxe senkrechten Geraden an-
nehmen und die Rundung der Schleife grosser und grosser wird.

Alles, was hier liber die Gestalt der Nullcurven gesagt ist, gilt
natiirlich nur bei Beschrinkung auf die emmmal festgesetzte Genawighed.
Die Verhiltnisse liegen hier aber imsofern besonders giinstig, als wir
das Gesagte, auch wenn man eine grossere Genauigkeit von uns ver-
langt, im Wesentlichen aufrecht erhalten konnen. Wir miissen daun
nur unser Uebergangsgebiet entsprechend vergrbssern und unsere
numerischen Aussagen auf einen entsprechend kleineren Theil der
Riemann’schen Fliche beschrinken. Wird allerdings eine absolute
Genauigkeit vorgeschrieben, so gelten sie fiir keinen im Endlichen
gelegenen Theil der Flache mebr.

Bemerken wirjnoch zum Schluss ausdriicklich, dass der Schwingungs-
zustand im ersten und zweiten Blatte einen wesentlich verschiedenen
Charakter hat; wihrend wir die Lichtbewegung im ersten Blatte an-
nihernd mit einer ebenen Welle vergleichen konuen, hat die Licht-
bewegung des zweiten Blattes viel eher mib einer Kugelwelle Aehnlich-
keit, welche von dem Windungspunkte auszugehen scheint. Es ist
beinahe so, als ob von der Schwingungsenergie des ersten Blattes ein
wenig durch den Windungspunkt hindurch in das zweite sickert und
dort, #hnlich wie ein Stein auf einer Wasserfliche, ein System kreis-
formiger Wellenringe erregt.

Alle diese Dinge werden im nichsten Paragraphen reale Bedeutung
gewinnen.

8§ 8.
Anwendung auf die Diffraction.

Wir behandeln in diesem Paragraphen das folgende einfachste
Beugungsproblem: Es sei im Raume ein unendlich diinner, vollkommen
undurchsichtiger, geradlinig begrenater, ebener Schirm S vorhanden,

dessen Kante die z-Axe bildet. Man lisst in einer zur Schirmkante

o
Mathemsatische Annalen. XLVIL 24
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senkrechten Ehene paralleles Licht¥) auffallen. Es soll in jedem Punkte
des Raumes der Schwingungszustand ermittelt werden.

Wir zerlegen mit Herrn Poincaré**) den Zustand in zwei ein-
fachere, ans denen sich jener umgekehrt znsammensetzen lisst und
charakterisiren diese in der Terminologie der electromagnetischen Licht-
theorie folgendermassen: In dem einen Falle (2) ist die electrische, in
dem anderen (b) die magnetische Schwingung fiberall der z-Axe parallel
gerichtet. Da die Maxwell'schen Gleichungen fiir ein nichtleitendes
Medinm (in unserem Falle die Luft) vollkommen symmetrisch gebaut
sind, so konnen wir die ersten Gleichungen des § 1 eben sowohl als
Differentialgleichungen fiir den elektrischen wie fiir den magnetischen
Vector ansehen, In beiden Fillen ergiebt sich vermdge X =0,

Y=0: %—g == 0. Der Zustand ist also von einer Coordinate (#) un-
abbingig und wird von selbst zweidimensional. Die Differentialglei-
chungen fiir X, Y, Z reduciren sich, wenn wir von der Z-Componente
zu der von ¢ unabhingigen Function Z iibergehen, auf
BZ | BZ | 1ag

(N sz T 7 + 52 = 0.

Die Grenzbedingungen lings S aber lauten in beiden Fillen ver-
schieden. Wenn wir den Schirm mit Herrn Poincaré als vollkommenen
Leiter voraussetzen, erhalten wir lings S

Z =0 im Falle (a),
2 Z
@ g_n =0 , ., (b).

Wir fiigen in beiden Fillen die Bedingung hinzu, dass Z iberall
endlich sein soll.

Den vorstehenden Bedingungen kann man nun mit Hilfe unserer
mehrdeutigen Losungen sehr leicht geniigen. Wir denken uns die
zy-Ebene lings S aufgeschnitten und eine zweite Ebene wechselweise
daran befestigt. Fiir die so entstehende zweiblittrige Riemann’sche
Fliche bildet § einen ,,natiirlichen Verzweigungsschnitt®; Verzweigungs-
punkt ist der Durchstossungspunkt der Schirmkante mit der zy-Ebene.

*) Diese Ausdrucksweise bedarf der Erlinterung. Wenn wir, wie iiblich, das
Wort ,,paralleles Licht* durch die Function #, von pag. 342 erkliren, so miissen
wir genau genommen sagen: Paralleles Licht ist bei Vorhandensein eines Schirmes
unmdglich, Denn in dem parallelen Verlauf der Niveaulinien tritt eine durch §
hervorgerufene Stérung ein. Wir werden aber aus physikalischen Griinden voraus-
setzen diirfen, dass die gestorte Function ebenso wie w, iberall endlich ist und
sich im Unendlichen Zhnlich wie %, verhilt. Mehr soll mit dem obigen Aunsdruck
»paralleles Licht‘‘ nicht ausgesagt werden.

*¥) Poincaré: Sur la polarisation par diffraction, Acta Math. B. 16, § 1.
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Die beiden Blitter mégen wir als physicalisches Blatt und als Hilfs-
platt unterscheiden. Das Azimuth ¢ werde von S aus gezihlt,
so dase im physikalischen Blatte 0 < ¢ < 2#, im Hiilfsblatte
— %3 < @ < 0 sei. Wir zichen nun die zweiwerthige Uberall end-
liche Losung # aus § b heran, welche wir, um die Abhéngigkeit von
der Einfallsrichtung ¢ — ¢ hervortreten zuy lassen, (") schreiben
mbgen und bilden: .

5 Z=u{g)— u(—p) im Falle {a},

® Z=uig)+u(~¢) » » (.

Dann wird, wie aus Symmetriebetrachtungen hervorgeht, fiir ¢ = 0
und @ == 22 im Valle (a) Z == 0, im Falle (b) 22 = 0. Ferner geniigt
Z der Differentialgleichung (1) und der Bedingung fiberall endlich gu
sein. Wir haben also in den Gleichungen (3) die Ldsung unseres
physicalischen Problems vor uns, Die von dem Schirme § hervor-
gerufenen Beugungserscheipungen, so kbnnen wir sagen, sind weiter
pichts als , Iuterferenzerscheinungent zwischen den Wellenbewegungen
u(g)) und w(— @), von denen die eine in der Richtung ¢ = ¢ des
physicalischen, die andere in der Richtung @ = — ¢ des Hiilfs-
blattes einfillt.

Wihrend wir im vorigen Paragraphen eine einzelne derartige
Welle untersuchten, haben wir uns jetzt denjenigen Zustand klar zu
machen, der aus der Superposition von zwei solchen Wellen entsteht.
Wir markiren zu dem Zwecke zuniichst die Verlingerung der beidén
Einfallsrichtungen, d. h. die Halbstrahlen p=0 4z und g=— ¢ .
Man bezeichnet den ersteren in der Optik als Grenslinie des geo-
metrischen Schatiens; wir wollen sagen: des geometrisehen Schattens
erster Art. Den letzteren nennen wir entsprechend Grenzlinie des
geometrischen Schattens zweifer Art.

Diese Bezeichnungen haben jedoch eine directe Bedeutung nur
in dem extremen Falle der geqmetrischen Optik, wo die Wellenlinge
geradezu gleich Null, unsere Coustante £ also unendlich wird. Tn diesem
Falle wird unsere Function u, wie man aus Gleichung (), pag. 359
unmittelbar abliest, auf der einen Seite der Schattengrenze gleich Null,
auf der anderen Seite gleich der eindentigen Losung . Nur dieser
Grenzfall entspricht der landliufigen Ansicht von der Natur des
Lichtes, nach welcher es hinter einem undurchsichtigen Korper dunkel
ist und seitlich die Lichtbewegnng so vor sich geht, als ob der Korper
nicht vorhanden wiire, Fir uns, die wir die Wellenlange als endliche,
wenn auch kleine Grosse voraussetzen miissen, wird der Begriff
Schattens iberhgupt illusorisch und das Wort ,,Schaftengrenzet be-
deutet fiir uns nur eine Linie, lings welcher eine Naherungsformel

ihre Giltigkeit verliert und durch eine andere ersetzt werden muss.
21%
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Wir sondern ferner zwei Uebergangsstreifen S, und S, je durch
eine Parabel ab, welche bez. die Schattengrenze erster und zweiter Art
zur Axe bat und welche durch die Gleichung (8), pag. 360 gegeben
ist. Dabei bedeutet & die bei der Berechnung der Beugungserscheinungen

vorgeschriebene Genauigkeit, wie

. \ sie sich etwa aus der Genauigkeit
\\\‘f; pe9) der Beobachtungen ergiebt.*)

\‘?\\ / Das physikalische Blatt zerlegt

\ \‘\3\ S sich so in D Gebiefe, die wir der

& \ \\ 11 Reihe nach mit (1, 1), (S, (1, 2),

L (81, (2, 2) bezeichnen. Die Be-

. \\‘\ v 5 zeichnungen (1, 1), (1,2)... sind

. E’\ so gewdhlt, dass sie an die Benen-

/ N nungen 1t und 2tes Blatt des vorigen

/ Paragraphen ankaniipfen und an-

P 2 2 geben, ob wir das betr. Gebiet zum

7 N 1ter oder 2ten Blatte der Funetion

5,// 2R3 w{(®") bez. u (— ¢’) zu rechnen haben,

/ Fig. 5. wobei sich z. B. in (1, 2) die erste

Zahl anfu(g"), die zweite anf u(—g")
bezieht. Daraus folgt unmittelbar, welche Anniherungsformeln wir in
den verschiedenen Gebieten anzuwenden haben. Wir haben nimlich
fiir (") in den Gebieten (1, 1) und (1,2) die Formel (10), in dem
Gebiete (2, 2) die Formel (9), fir u(— ¢') dagegen in (1, 1) die
Formel (10), in (1,2) uvnd (2, 2) die Formel (9) von pag. 361 zu be-
natzen. Gehen wir nock von der Hiilfsfunction Z zu der Schwingungs-

2mit

componente Zaﬁ)%e(e ’ Z) iber, so erhalten wir fiir Z die folgen-

den Néherungsformeln:

wen Lol + 17 i)

in (1,2) cos2n(3_cos(¢p —¢ )+ )+—eos[2n(——_)+4]l/_

{ o3 1 }
T  e—ai(’
(}Oslp—]_¢ cosm z

2 2

*) Der Fig. 5 liegen folgende Verhiltnisse zu Grunde: 1=15, 107%™
(D-Linie), ¢ == 3.107%. Die Begrenzungsparabeln von 8, und S, werden so
schmal, dass sie nur noch angedeutet werden konnten. Der Abstand ihirer Scheitel
vom Windnngspunkte ist ungefibr ¢ = 3—%6"‘“’, Fir das Gebiet 8, (vgl. pag. 372)
ergiebt sich € = 1mm,
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, r , N — y
in (1,1) cos 27 (G cos(p — ¢)+5) F cos 2 ( cos(p+ ) +3)
1 5/ b /1 -+1 1
Leos[2a(t—fp T/l £L I8
+4:z [ 2 -z) + 4] r{cos(pi—w OSQJ—‘CP}

€8

Dabei gelten die oberen Zeichen im Falle a), die unteren im Falle b).
An diese Formeln kniipfen sich einige interessante Bemerkungen an.
Betrachten wir zunichst das Gebiet (2, 2) (das Gebiet des geo-

metrischen Schattens, wie man gewdhnlich sagt). Die Lichtbewegung

trigt hier durchaus den Charakter derjenigen, welche im vorigen

Paragraphen als Wellenbewegung des zweiten Blattes beschrieben

wurde.

In der Sprache der geometrischen Optik*) wiirde man die Formel
(2,2) folgendermassen deuten: Von dem Windungspunkte v = 0 aus
pflanzen sich nach allen Seiten innerhalb des Gebietes (2, 2) Strahlen in
der Richtung des Radiusvector fort, gerade so als ob der Windungs-
punkt ein leuchtender Punkt wire.

Der Schwingungszustand im einzelnen Strahle ist, wie bel einer

gewdhnlichen ebenen Welle gegeben durch cos [275(% — {-) + 6], wo

der Term & =;15 die Phase des Lichtes bestimmt. Die Amplitude des
Lichtes nimmt mit wachsendem  ab wie ]/; , also in demselben Ver-
hiltniss wie nmach der Auffassung der geometrischen Optik das Licht
eines leuchtenden Punktes in einem ebenen Problem. Die Amplitude

ist im Allgemeinen sehr gering wegen des Factors Y%, sie wechselt
iiberdies mit der Richtung des Strahles nach dem Gesetz

e
€08 —qj-j_z—q] cos 1——;_02

So wiirde die geometrische Optik sagen und ehenso fasst unser Auge
die Sache auf, wie denn iiberhaupt unsere Sehneryen genau auf die Be-
griffe der geometrischen Optik eingespielt zu sein scheinen, Unser
Auge schreibt die Strahlen wirklich einer Lichtquelle zu, welche in dem
Windungspunkte supponirt wird, d. h. der Schirmrand erscheint, vom
Gebicte des geometrischen Schattens aus gesehen, als feme leucizte.nde
Linie. Das ist natirlich eine optische Tiuschung. In Wahrheit giebt
es im Windungspunkte keine Unendlichkeitsstelle. D?r Fehler .rﬁhrt
daher, dass das Auge die analytische Fortsetzung der Niherungsformel

*) [ch wende dieses Wort in etwas erweitertem Sinne auf jene ganze Be-
’Gtachtungsweise an, welche den optischen Zustand in einzelne sich unabhingig
fortpflanzende Strahlen zerlegt.
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(2, 2) tber die Uebergangsparabel hinaus bildet, was nicht erlanbt ist.
Das Auge sollfe die analytische Fortsetzung wicht von der Niherungs-
formel, sondern von der exacten Formel bilden.

Vom Standpunkte der geometrischen Optik ist die merkwiirdige
Lichtvertheilung im Gebiete (2, 2) ein Ausnahmezustand, dessen Auf.
treten man als Beugung bezeichnet. Wir kbnnen, wenn wir wollen,
diesen Namen annehmen und sagen: Im geometrischen Schatten be-
findet sich gebeugles Licht.

Gehen wir nun zum Gebiele (1, 2) iiber. Hier zerlegt sich unsere
Niherungsformel in 2 Terme. Der erste hat genau die Gestalt einer
ebenen Welle; er kann auch so geschrieben werden:

z cos @ sin ¢” t
cos?:rz( c“p—:y q’—}—;)~

Dieser Term stellt dasjenige Licht dar, welches wir erzeugen wollten,
wenn wir sogenanntes paralleles Licht auf den Schirm anffallen liessen,
welches wir aber nicht erzeugen konnten wegen der Anwesenheit des
Schirmes, Der zweite Term hat dieselbe Gestalt, wie Formel (2, 2).

Die geometrische Optik wiivde in diesem Gebiete von zwei Lichiarten
sprechen, von einfallendemn und von gebeugtem Lichié. Das erstere wiirde
sie in Strahlen zerlegen, welche alle parallel laofen, das zweife in
solche, welche im Windungspunkie convergiren. Ebenso sieht auch
unser Auge die Sache an. Wenn es sich aof Unendlich accomodirt,
erkennt es nur das Licht des ersfen Terms; wenn es sich auf den
Windungspunkt accomodirt, sieht es nur den zweiten Term und meint
den Schirmrand leuchten zu sehen. Da sich in unserer Theorie die
beiden Terme so glatt von einander absondern, kénnen wir sie auch
mit besonderen Namen belegen und den ersten einfallendes, den zweiten
gebeugles Licht nennen.

Im Gebiete (1, 1) endlich sondert sich unsere Niherungsformel in
drei verschiedene Terme. Die beiden ersten haben die Gestalt von ge-
wihnlichem parallelen Lichte. Das parallele Licht des ersten Termes
hat die Rinfallsrichtung ¢ = ¢’, das des zweiten die Richtung
¢ = — @’. Die geometrische Optik wiirde den ersten Term als emn-
fallendes, den zweiten als reflectirtes, den dritten als gebeugtes Licht
begeichnen. Bei dem Schvorgange sondern sich diese Terme ebenso
von emander ab, wie in unseren Formeln,

Im Grunde ist unsere Auffassung selbstverstindlich die, dass unsere
Function ebenso wie der physikalische Zustand, den sie darstellt, etwas
Einheitliches ist, welches durch die im Probleme liegenden Rand-
bedingungen bestimmt wird. Wenn wir einzelne Bestandtheile desselben
herausgreifen und mit besonderen Namen belegen, so geschieht dieses
nur der Bequemlichkeit wegen und dient kaum dem Verstidndniss
des Ganzen.
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Die Formeln von p. 368, 369 sind im Wesentlichen genau diejenigen
des Herrn Poincaré*). Das Merkwiirdige dabei ist, dass bei Herrn
Poincaré die urspriingliche Problemstellung eine ganz andere ist, wie
bei uns, Br denkt sieh nimlich das licht durch eine Linse auf den
Schirmrand concentrirt, anstatt wie wir eine im Unendlichen ebene Welle
anffallen zu lassen. Ferner rechnet Herr Poincaré von Anfang an mit
Niherungsformeln, indem er hohere Potenzen von i vernachldssigt.
Dadurch geht aber das Criterium fiir den Giltigkeitsbereich der
Niherungsformeln verloren und es entsteht die Schwierigkeit**), dass
sich (Wegen der Factoren - cpl_ p bez. ﬁ?) in der Schatten-

2 2
grenze erster bez. zweiter Art Unendlichkedsstellen ergeben, welche
physikalisch unmdglich sind. Diese Schuwierigheit findet durch unsere
Theorie ihre vollstimdige Erledigung. Denn wir wissen, dass die Giiltig-
keit der Poincaré’schen Formeln nur bis an die Parabeln, nicht bis
an die Parabelazen heranreicht.

Wir wenden uns schliesslich zu den Uebergangssireifen, insheson-
dere zu dem Gebiete S,. Hier miissen wir auf die exacte Formel (5)
von pag. 369 recurriren. Um Anschluss an Kirchhoff's Optik zu gewinuen,
wollen wir die Fonctionen einflihren:

= o yte o ).

N(z) =J:n (2 —1?)dr = Jm (e"“j?e"“’dt).

Die Gleichung (5), pag. 359 konnen wir auch so schreiben

2mir bl
4 u=e_"_+r;fe"(’””dt
k2
Bilden wir nun im Falle a) und b) die Function Z aus Gleichung (3)
2ait
und weiterhin die Schwingungscomponente Z = ERe( ¢ Z) , S0

erhalten wir:

J=——cos[7fz(l — —:) - l“t:l (M(—Tl):F'M(—T2))
——~sm ":m(r — é) — E:I N(—T1) + N(— Tz))’

inr —g 4my q>+q>
P T LA R

*) Poincaré: 1. c. p. 318.
**) 1 c. pag. 314.
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Diese Gleichungen geben den exacten Ausdruck fiir den Schwingungs-
zustand zu einer beliehigen Zeit und zwar natiirlich nicht nor in den
Uebergangsstreifen, sondern in allen Punkten der Riemann’schen Fliche,
Wir berechnen daraus den Mittelwerth der Schwingungsenergie wihvend
der Dauer einer Schwingung, die sog. ,,Intensitiit des Lichtes*, d. h,

T
J=1 J Z*dx.
T
Es ergiebt sich einfach

®) 5o (MR, W= M(—T)FM(~T,), R=N(—T,)F N(~—T)).

Wir konnen diesen Ausdruck fiir den grissten Theil des Uebergangs-
streifens 5, durch einen einfacheren ersetzen, ohne die vorgeschriebene
Genanigkeit zu beeintrichtigen. Zunichst sondern wir von S, den-
jenigen Theil ab, der gleichzeitig zu S, gehtrt. In dem ibrig bleiben-
den Theile (S; — 8,) konnen wir M(— 7,) und N(— T},) durch
Niherungsformeln ersetzen. Entwickeln wir nimlich das in {4) fungirende
Integral nach Gleichung (6), pag. 359, so diirfen wir die Entwickelung
mit dem ersten Gliede abbrechen und erhalten:

1 1
M{(—T,)=0, N(—T,) =7
Ferner beschreiben wir ausser der Parabel, welche das Gebiet S,
begrenzt und welche der Genauigkeit ¢ entspricht, eine zweite Parabel,
welche der Genauigkeit &* entsprichi- und ein Gebiet S,” begrenzt.
Ibre Dimensionen sind nach Gleichung (8), pag. 360 bestimmt durch die

Grosse ¢ = ﬁeﬁ-—:';;—g—{ - In allen Punkten, welche ausserhalb dieser Parabel

liegen, gilt die zu (7) pag. 360 analoge Ungleichung:

47,
-2-%1—,2—( < &. Sondern wir von S, auch dieses Gebiet S, ab, so wird in
dem iibrig bleibenden Theile S, — S,” auch N(— T,) fiir unsere Zwecke
merklich gleich Null. Daher reducirt sich der Ausdruck fiir die Intensitit
auf den folgenden;
(©) 2ad — M*(— T,) + N*(— 1),
welcher in dem Gebicte S, — 8, den wahren Werth bis auf einen
erlaubten Fehler richtig darstellt.

Hiermit vergleichen wir den von Kirchhoff*) gegebenen Ausdruck:
(0 CJ’ = M?(u) + N*(u).
In diesem bedeutet € eine unbestimmt bleibende Constante, welche in
die Maasseinheit der Intensitiit aufgenommen wird und von der wir

1
E < & oder

*) Kirebhoff: Math, Optik, 7% Vorlesung § 3.
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absehen kbnnen. Die Grosse u ist durch die Gleichung (11a) bei
Kirchhoff definirt. Setzen wir darin, um auf die Bedingungen und
Bezeichnungen unseres Problemes zu kommen:

2;1 = OC, xo = ¥ CO8 (@"—‘(p’—!—-ﬂ)’ 51 = 7 8in (?.———(p’—{—ﬂ)’
so ergjebt sich
w7 I (0= )
L cos(p —g'-+m)’
wihrend bei uns ist:
T2 = 417 os? z—zi-

!

Diese beiden Grissen werden fiir die Grenze des geometrischen Schattens
erster Art identisch. In der That, entwickeln wir sie nach aufsteigenden
Potenzen der Grisse & = ¢ — ¢ -4 @, welche man als Beugungswinkel
bezeichnet, so erhalten wir die Reihen:

Y no o4

w="2+5+)
2l B
T12=:;(,3~.._.1_2 )’

welche bis auf Glieder 4'r Ordpung exclysive ibereinstimmen. Wir
schliessen daraus, dass wir in der Umgebung der Schattengrenze ein
von Null verschiedenes endliches Gebiet abgrenzen konnen, in welchem
sich die Grossen T, und w um weniger als eine beliebige endliche
Grosse unterscheiden. Da die Ausdriicke (6) und (7) stetige Functionen
von T, bez von w sind, so dirfen wir ferner sagen: Wir kbnnen
in der Nihe der Schattengrenze ein von Null verschiedenes Gebiet
abgrenzen, in welchem der Unterschied zwischen der Kirchhoff’schen
Forme] und unserer Formel unterhalb der erlaubten Fehlergrenze liegl.
Da endlich unsere Formel (6) von der exacten Formel in geniigender
Entfernung} vom Windungspunkte (d. h. in solchen Punkten, die
ausserhalb S, liegen) sich um weniger als & unterscheidet, so fahren
wir fart: Die Kirchhoff’sche Formel giebt den wahren Werth der
Intensitit in allen denjenigen Punkten mit gensigender Genauigkeit
wieder, welche 1) geniigend nahe on der Schattengrenze liegen und
2) geniigend weit von dem Windungspunkte entfernt sind.

Wir kommen somit zu dem merkwiirdigen Resultat, dass wir‘ die
Ergebnisse der jlteren Beugungstheorie in gewissem Umfange bestitigen
kénnen, wihrend wir die Methode, durch welche sie abgeleitet errden,
als ganz unzulissig erkldren missen. Dabei finden sich auch die Be-
- dingungen, welche soeben fisr die Giltigkeit der Kirchhoff’schen Formfel
angegeben wurden, in der #lteren Beugungstheorie vor, nur dass sie
dort nicht wie hier numetisch précisirt werden konnen. In der That
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macht die dltere Beugungstheorie nur den Anspruch, die Beugungs-
erscheinungen in unmittelbarer Nihe der Schattengrenze und in sehr
grosser Entfernung vom Schirmrande richtig darzustelllen.

Das Giltigkeitsgebiet der Kirchhoff’schen Formeln ist hiernach
nur ein sehr kleines; ausserhalb desselben werden sie merklich falsch,
Hier treten vielmehr die Poincaré’schen Formeln in ihr Recht. Indem
unsere Theorie die einen und die anderen als jeweils geeignete
Approximationen .der exacten Formeln erscheinen lisst, bildet sie die
Briicke zwischen jenen beiden Theorieen und weist beiden ihren be-
schrinkten Giiltigkeitsbereich zu.

Die Hrage nach der experimentellen Destitiguny unserer Theorie
konnen wir hiernach mit einem Worte erledigen. Einerseits haben
sich die Kirchhoff’schen Formeln bei Beobachtungen unter kleinem
Beugungswinkel vielfach bewihrt; andererseits vergleicht Herr Poincaré
seine Formeln mit den unter grossen Beugungswinkeln angestellten
Beobachtungen von Gouy und findet im Wesentlichen eine Bestitigung
derselben. In demselben Umfange, d. h. sowohl fiir Lleine als fiir grosse
Beugungswinkel wird also auch unsere Theorie durch die Erfahrung
bestitigt.

Ganz besonders eignen sich zu einem Vergleich mit unserer Theorie
die Beobachtungen des Herrn Maey, welche sich durch Einfachheit
des Beobachtungsarrangements und durch Genaunigkeit der auch quanti-
tativ durchgefiihrten Messungen auszeichnen®). Hierauf, sowie auf
weitere physikalische Consequenzen gedenke ich an anderer Stelle ein-
zugehen. Ferner hoffe ich demnichst auch solche Liésungen der
Differentialgleichung Av + £*u = O mittheilen zu kbnnen, welche auf
einer Riemann’schen Fliche mit zwei im Endlichen gelegenen bez. mit
unendlich vielen Verzweigungspunkten eindeutig sind. Diese wiirden
dann eine exacte Behandlung solcher Beugungserscheinungen gestatten,
wie sie durch einen Spalt bez. durch ein Gitter hervorgerufen werden.

Gottingen, im Sommer 1895,

#) Vgl. Wiedemann's Annalen 49, 1893.



