
Mathemat i sche  Theorie der  Diffraction. 
~Mit ~iner Tafel.) 

Von 

A. SO~.RFELD in GSttingen. 

Die Theorie der Diffraction, wie sie yon F r e s h  el begriindet und 
von K i r c h h o f f  analytisch pr~icisirt ist, genfigt aus verschiedenen 
Grfinden nicht den Anforderungen der mathematischen Strenge. Einige 
Einwendungen dieser Ar~ babe ich bereits fr~iher*) vorgebracht. Ihre 
relativ gute Ueberelnstimmung mit der Erikhrung verdankt diese Theorie 
lediglich dem Umstande, dass die Wellenl~nge des Lichtes eine sehr 
kleine GrSsse ist. Fiir die Behandlung Her~z'seher Schwinguagen und 
akustischer Welten, deren Wellenl~nge bedeutend grSsser ist~ muss sie 
sich als ganz unbrauchbar erweisen. Auch in der Optik g~ebt es Be-- 
dingungen, unter denen die ~l~ere Beugungstheorie nicht mehr aus-. 
reicht. Dem gegen~iber gebe ich bier eine mathematisch strenge Be- 
handlung, welche lediglich auf den durch die elektromagnetische Theorie 
sicher gestellten Diff~rentialgleichungen und Grenzbedingungen fusst. 
Dabei aber muss ich reich auf die allereinfachsten F~lle beschr'~nken, 
well es yon vornherein aussichtslos scheint, Probleme yon so ausser- 
ordentlicher Compticirtheit, wie sie die gewShnliehe Optik zu behandeln 
vorgiebt, mathematisch befrledigend zu 15sen. Auf eine Arbeit des 
Herrn Poincar6*~) ,  welche gleiclffalls mit der ~lt~ren Theorie bricht, 
komme ich sparer zu sprechen. 

w  

Allgemeine Problemstellung. 

Wir betrach~en einen optischen Zustand, wie er sich bei Anwesen- 
heir eines leuchtenden Punktes unter dem Einfluss eines fremden 
KSrpers ausbildet. Die (elektrisehen) Componenten des Lichtvectors 

*) Zur ma~ematdschen Theorie der Beugungserscheinungen. 
Nachr. 1894. Nr. 4. 

"*) Sur la polaris~tion par diifraction. Acta Math. Bd. 16. 
Mathematische Annalen. XL~II. ~1 

Gbt~nger 
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bezeichnen wit mit X~ IT, Z. Dann bestehen die DifferentiaI- 
gleichungen: 

A2 ~X A ~ ~ty __~ AY, A 2 a~Z ~ -  = A X ,  ~t~ ~V ~ A Z "  

Dazu kommt die sog. Incompressibilit~tsbedingung: 

ax ay  ~z a~ + ~ + 7 7 = o .  

Die Abhiingigkeit yon t kSnnen wit ein flit allemal specialisiren. 
Wir nehmen an, der Zustand sei stationer periodisch und das Licht 
einfarbig. Die Periode der Liehtschwingung heisse v. Dann daft 
man X, Y, Z in der Form annehmen: 

21z~t 2 i ~ t  2 i ~ t  

X - ~ - ~ . e ( e  " "=), Y . - = ~ e ( e  ~ H), Z = ~ e ( e  ~ Z). 

wo- - ,  H, Z yon t unabh~ngige Functionen der rgumlichen Coordi- 
naten sind, wetche den Gleichungen geniigen: 

A - + ~ - = O ,  A H + k ~ H = O ,  & Z + k ~ Z = O ,  

a -  ~)H az a-7 + $~ + ~ = o .  

Die hier eingeffihrte Constante k ist gleieh 2=Az Man nennt ? die 
Wellenl~uge des Lichts. 

Um weifiere einfache Bedingungen fiir - ,  H, Z zu bekommen, 
nehmen wir an,  der fremde K5rper sei ein ebener, unendlich diinner, 
undurehsichtiger Schirm. Die Ebene des Sehirmes sei die x, z-Ebene. 
Wit bezelehnen den Schirm mit S, seine Randcurve mit C. Unter 
Undurchsichtigkeit verstehen wit, class das Material des Schirmes ein 
vollkommener Leiter f~r die Elektricit'~t sei. Alsdann ergieb~ die 
LicM2heorie, dass die in die Ebene des Schirmes fallenden (elektrischen) 
Componenten in Punkten des 8chirmes verschwinden, dass also auf 
S : - - ~  O, Z ~ O.  Welter werden wir verlangen, dass der Lieh$veetor 
iiberall endlich sei, ausser in dem leuehtenden Ptmkte ~.  Wit wollen 
einen leuchtenden Punkt einfachster Art voraussetzen, n~nlieh anne]a- 
men, dass in ~ die Componenten des Lichtes nnendlich werden, wie 

das Newton'sche Potential 1-- f i i r r  ~ 0. Wit nennen dann 2 einen 

einfachen Pol. Dazu kommt noch eine auf das Unendliche beziigliehe 
Fordexung. 

Die Bedingungen ffir Z sind daher folgende: 
a) A Z  + k2Z ~ 0 hn ganzen Raume. 

1 b) Z ~ oo wie ~ in 10~ sonst iiberalI endtich. 
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Analoge Bedingungen bestehea f'fiI, - .  Die dri~te Comvment,e H 
ist dureh die Incompressibilit~,tsbedingung mitbesfimmt. 

Eine so einfache Grenzbedingung, wie die vorliegende (c) wird 
man nach dem Symmetrieprincipe zu befriedigen versuchen; man wird 
also den leuchtenden Punk~ in Bezug" anf die Ebene yon S spiegeln. 
Dadurch wiirde eine zweite Uaendlichkeitsstelle yon Z in dem Spiegel- 
punkte :P' entstehen. Die Bedingung b) untersagt uns aber, eine 
solche irgendwo im Eaume zu schaffen. 

I~  dem gewi~hnlichen ]~aume ist fiir den S~iegelungsprocess kein 
t)latz. Wi t  construiren daher einen dolo~elt iiberdec~te~ ]~au'm, in welchem 
er .miiglich wird. 

Einen solehea l~iemann'sehen Doppelraum erzeugen wit nns auf 
folgende Weise. Wit denken uns den gewShnlichen tL~um in zwei 
Exemplaren angefertigt, welche wit beide l~ngs der Fl'~che yon S 
aufschneiden und wechselweise ~n einander fiigen. Die Randcurve C 
bildet flit diesen Doppelraum eine Vorzweigungslinie. 

Wit betraehten nun eine Function u, welche in dem Doppelr~ume 
eindeatig ist, tier Differeatialgleichung Au-~-k2u  =: 0 geniig~ und in 
dem e inen Punkte 2 des DQppetraumes einea einfachen Pol besitzt. 
(An der entsprecheaden Stelle 2 in dem anderen Exemp]are des 
Raumes solt sie endlicb bteiben). Die Function u ist dutch die Be- 
schaffenheit des Doppelraumes and dutch die Lage ihres Poles be- 
stimmt, wenn man noch eine auf das Unendliche sich beziehende Be- 
dingung hinzufiigt. Um die Abhiingigkeit yon der Lage ihres Poles 
auzudeuten, mSgen ~vir sie als u(.P) sehreiben. 

Wit cons~uiren nun den Spiegetpunkt /~' yon /~ in Bezug auf 
die Ebene yon S; derselbe /~llt jetzt in das zweite Exemplar des 
Raumes, wenn 2 in dem ersten liege. Bilden wit ~tie Differenz 

so geaiigt diese den ffir Z gestellten Bedingungen; dean sie wird nur 
an der einen Stelle :P des physikalischen Raumes unendlich und sie 
verschwindet in S a u s  Symmetrieriicksichten. Mithin giebt uns die 
zweiwerthige Function v eine LSsuug uaseres Be~gungsproblemes. Man 
bemerke iibrigens, dass v nicht auch gleichzeitig in den ausserhalb C 
gelegenen Punkten tier Schlrmebene verschwindet, Denn es liegen 
nut die Punkte innerhalb C symmetrisch zu s und 2 ~'. 

Dass wir bier yon einem Doppelraame sprechen, bedeutet~ abstrac~ 
za reden, nichts Anderes, als dass wit die Function fiber das Gebiet~ 
in dem sie einen physikalischen Sinn hat, hinans analytisch fortsetzen 
und class wit den 2hya~kalischen Zweh3 der _~unction und seine analy- 
~ische Fortsetzung gleichzeitig betvachten. 

Mathematisch in~eressanier ~ r d  das Problem noch, wean wit es 
welter specialisiren. Wir wollen n~imlich nut solche Zustiinde betrachten~ 

21* 
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welche yon einer Coordinate (z) unabh~ngig sind. Wir miissen dann 
auch dem Schirm elne nach der z-Richtung symmetrische Gestalt 
geben, d. h. seine Begrenzungscurve C in Geraden ausziehen~ welche 
der z-Axe parallel laufen. Ebenso miissen wir start des leuchtenden 
~Punlztes eine der z-Axe paraltele leuchtende Zinie annehmen. Der 
l~iemann'sche l~aum reducirt sich dana auf eine l~iemann'sche Fl~iche~ 
yon der Verzweigungscurve C kommea nut ihre Schnittpunkte mit der 
x, y-Ebene in Betracht, welche gewShnliche Ver~weigung~unkte werden, 
yon der leuch~enden Linie nut der in der x, y-Ebene enthaltene Punkt. 
Fiir diesen werden wir ein Unendlichwerden yon der Ordnung des zwei- 

1 
dimensionalen Potentials log 7- vorzuschreiben haben. Die Differential- 

gleichung lautet nunmehr: 

~ -t- ~ +  k~u ~ 0. 

Die exakte LSsung des so speeialisirien Beugungsproblemes fiihrt 
also auf "die Aufgabe: diese wohlbekannte 1)ifferentialgleichung auf 
.Riemann'schen _~ichen zu integriren. 

Bet dieser Fragestellung wird man unwillkiir]ieh an die Theorie 
der complexen a~gebraischen _Funcgonen erinnert, wetche ja ffir den 
speciellen Fall k ~= 0 sich in die gesuchten Fanctionen einordnen 
wiirden. KSnnen die Methoden, welche zur Aufstellung der alge- 
braischen Functionen ftihren, auf unsern Fall iibe~ragen werden? 
Direkt geht das jedenfalls nicht. 

Bet der Gleichung Au  ~ 0 kann man bekanntlich die Bildung 
verzweigter Funetionen auf die tier eindeutigen zuriickfiihren, indem 
man start der reellen Function u die complexe u -} - iv  ~ w be- 
trachtet und die symmetrischen Funetionen der Werthe yon w in 
iibereiaanderliegenden Punkten der Riemann'schen Fli~che bildet. 
Diese symmetrischen Functionen werden natiir]ich in der schlichten 
Ebene eindeutig und gentigen tiberdies wieder der Gleiehung Au  ~ 0 .  
Sie kSnnen daher als bekannt angesehen werden. Die Berechnung 
yon u h~ngt dann nut noeh yon der L5sung ether atgebraischen Glei- 
chung ab. 

Bet unserer Differen~ialgleichung fehlt uns zuniichst der Begriff 
der conjugirten Function. Die symme~ischen Functionen der Werthe 
u 1, u2~ . . .  u,, yon u in fibereinander liegenden Punkten der Riemann- 
schen Ft~che sind nattirlich auch hier in der einfachen Ebene ein- 
deutig; aber sie sind nicht mehr LSsungen derselben Different~ialglel- 
chung. Das trifft vielmehr nut bet der symmetrischen Function ersten 
Grades u I - { - u ~ - ~ . . .  u~ zu. Diese kann in der Folge stets als be- 
kannt angesehen werden; sie ist n~imlich gteich der LSsung des ent- 
sprechenden Problems in der schlichten Ebene. 
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Dennock ist die Analogie mit den algebraischen Functionen auch 
hier sehr niitzlich. Wir werden n~mlich einen Weg kennen Iernen, 
auf welchem man aus einer LSsung der Differen~ialgleichung Au-~-0 
mi~ gewissen Eigenschaften geradezu eine LSsung yon A u + k~u ~ - 0  
mit ~hnlichen Eigenschaf~en hers~el]t. 

Eine weitere Schwierigkeit bildet das Yerha~en unsere, r Functione~ 
im Unendlichen. Hier wird jede LSsmJg unserer Differentialgleichung 
wesentlich singul~ir. Es geht daher nicht an, zu verlangen, dass unsere 
Functionen auf der ganzen Riemann'schen F]~iche mit Einschluss des 
Unendlich-Fernen stetig sind und der Differentialgleichung Geniige 
leisten. Vielmehr mfissen wir uns die Ebene (bez. die Riemann'sche 
Fl~iche) durch einen Krels mit sehr grossem Radius begrenzt denken 
und ffir Punkte diese~ Kreises Randwerthe vorschreibeu. Diese kSnnen 
yore theoretisehen Standpunkte aus willkiirlich angenommen werden. 
Wollen wir abet zu physikalisch brauchbaren Functionen kommen~ so 
werden wit ganz bestimmte Randwerthe w~hlen miissen, welche sich 
aus der physikalischen Betrachtung ergeben, 

w  

Entwickelungen naoh Bessel'schon Functioned. 

Bevor wir zur Aufstellung specieller verzweigter Functionen 
schreiten, woHen wit einige allgemeine Eigenschaf~en der LSsungen 
unserer Differentialgleichung ableiten. Es sol] sich um diejenigen 
l~eihenentwid~elungen *) ha nde]n, welche den _Potenzreihen der _Potenr 
theorie entsprechen. 

1. Es sei u eine irgendwie bekannte LSsung der Differential- 
gleichung Au  -]- k2U ~- O, welche in der Umgebung des Punktes 
x ~--0, y ~--0 eindeutig und stetig ist. Wir beschreiben um diesen 
Punkt einen Kreis mit dem Radius/~, so dass im Innern und auf dem 
Rande desselben die Function denselben Oharakter hat. Die Werthe 
yon u auf diesem Kreise entwickeln wir in eine Fourier'sche Reihe mit 

dem Argumente ~ ~ artg y was immer m5glich ist~ weil die stetigen 

LSsungen unserer Differentialgleichuug nothwendig analytische Func- 
tionen sind**). Es ergebe sich: 

A~ zos m q~ + B,,  sin m 

Wir setzen diese Reihe in daa Inhere des Kreises /~ so fort, dass sie 
gliedweise der in Polarcoordinaten transformirten Gleichung A u+k-~u-~-0 

*) Diese Reihen sind n~ch ihrer formalen Seite bereits in dem mehrfach zu 
ci~ireaden Buche yon F. Pockels: Ueber die partSelle Differentialgleichung 
Au + b2u ~ 0, Leipzig 1891, aufgestell~. Vgl. Theft IV w 6. 

**) Vgl. F. Pockels: 1. c. pag. 214. 
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Genfige lelstet and dass sie fiir r ~---/~ gliedweise in die vorstehende 
c o s  

En~wickelung iibergeht. Dann mtissen die Faetoren yon sin m~ 

Bessei'sche Functionen mit dem Argumente kr und dem Index ~a sein~ 
und zwar ,,Bessel'sche Functionen erster Ar~", d a u  fiir r ~ 0 der 
Voraussetzung nach endlieh ist. Wir werden so zu der folgenden 
Reihe geftihrt: 

u, ~-~ LTJm(kr) {a~ cos mtp Jr- tim sin mop}, 
(1) 

Dabei wird vorausgesetzt~ dass keine der GrSssen J~ (k/~) verschwindet. 
Hgtten wir im Vorstehenden unter u eine LSsung der Differential 

gleichung ~,u ~ 0 verstanden, so wiirden wir auf genau demselben 
Wege zu einer Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen yon r ge- 
kommen sein~ in der Form: 

u == ~ ~" { a~ cos m ~ + fl~ sin m ~p }, 
( r )  

Unsere Reihe (1) entsprieht also forma~ der Potenzentwiekelung (1') 
der Potentialtheorie. 

2. Es sei der Punkt x~---O, y ~ O  fiir die Function u ein (n --  1)- 
faeher Windangspankt Wit besehreiben um diesen Punkt einen Kreis 
rait dem Radius _g so, dass im Innern und auf dem Rande desselben 
kein Unsfetigkeitspunkt and ausser dem Nultpunkte kein weiterer 
Windungspunkt vorhanden ist Anf der Peripherie dieses Kreises 
kSnnen wit die Function in eino Fourier'sche Reihe en~rickeln, welehe 

naeh Vielfaehen des Argumentes ~ ~ artg y fortschreitet Die Reihe 
laute: 

u = A~ cos ~ ~ + ~ sin ~ ~.  

Diese Reihe setzen wit in's Inhere des n-lath iiberdeck~n Kreises 
naeh der Bedingung fort~ dass sie gliedweise der Differen~aIgleichung 
Au-{ - k~u~  0 Geniige leisfen solle. Dann miissen die Coefficienten 

cos m 
yon sin" ~ p  Bessel'sehe Fune~ionen mi~ dem Argnmente lzr and dem 

Index ~- sein~ and zwar ,,Bessel'sehe Fnnetionen ersier Art". So 

kommen wir zu tier folgenden Entwiekelung: 

u,---  , . c o s  

(2) A m  ~ ~B m 
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unter der abermatigea Voraussetzung, dass keine der G~'Sssen J~,(kB) 

verschwindet. 
Dasselbe Verfahren wiirde uas bei einer Func$ion u, welche der 

Potentialgleichung geatigt, zu der Reihe: 

Z {  o o} 

geftihr~ haben. Es e~tsprieht also, wenigstens fo~maZ~ die Reihe (2) 
der Potenzentwickelung (2") der Potentialtheorie. 

3. Die Analogie ist aber keine bloss formale: wit kSnnen zeige~,, 
dass die Reihen (1) und (2) gerade so weir eonvergiren, wie die ent- 
sprechenden 1Jotenzreihen, und dass'~e die vorgelegte Function u wirk- 
lich darstellen. 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir das Verhalten yon J,(x) mit 
wachsendem Index v, aaf Grund der bekannten Keihendarstellung: 

~z 
Ist v -{- 1 > ~ ,  so wird jedes folgende Glied der Reihe kleiner als 

das vorhergehende. Demnaeh fblgt ffir reelle posiGve Werthe yon x 

unter der Bedingung y Jr- 1 > -~- 

X v @1, x~ 
(3) J,6~) < ~,r~,+m~), J'(~) > 2"r0, + ~' 

wo #, einea echtea~ yon Null verschiedenen Bruch bedeutet~ yon der 
Beschaffenheit, dass #~, > #~, fi~lls ~" > v. 

Pr'dfen wit daraaf hin die Convergenz unserer [~eihen, und zwar 
sogleieh der Reihe (2)~ yon der die l~eihe (1) nut ein specieller Fall 
is t  Der Res~ der Reihe yon einem Gtiede /AT ab sei 

v ~  ~  XN = ) :/~q-~-~ ~ ~P + B~ sin ~ ~ p ,  

wobei wir _AT gem~ss der Ungleichung ~ -[- 1 > -~- bestimmen 

und r < / ~  voraussetzen wollem Da~n ergieb~ sich aus (3): 

i Xa~! < ~ ~ r + B,~ sin ~- ~p . 
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Die Grbssen 2t~ und ~,~ bleiben unterhMb einer festen Grenze, well 
die ursprfingliche Fourier'sche Reihe convergir~. Daher wird: 

() I X2~[ < M ~ 7  oder auch I Xivl < M '  ~r ~., 
N 

wo M und M" gewisse endliche Zahlen bedeaten~ die yon _N" unab- 
hiingig sind. Wir kSnnen mithin, indem wit N nStMgen Falls noeh 
grSsser nehmen, den Rest der Reihe (2) fiir alle Ponkte r < / ~  be- 
liebig klein machen. 

Andrerseits ist die Summe der ersten 237 Glieder yon (2) eine end- 
lithe GrSsse immer dann, wenn /~ nicht Wurzel einer der ~ Glei- 

chnngen d m (kr)  ~--- 0 [m < •] ist, was wit einstweilen ausgeschlossen 

haben. Die Converge~2z der Reihe (2) is~ also unter dieser Voraus- 
setzung bewiesen. 

Wit miissen uns ferner iiberzeugen, dass unsere Reihe fiir lira r = / ~  
wirklich in die gegebenen Werthe yon u iibergeht. Die letzteren haben 
wir durch eine Fourier'sche •eihe dargestelt~. Nun eonvergirt be- 
kanntlich eine Fourier'sche [{eihe absolut~ wenn die dargestellte Func- 
tion im Entwickelungsintervalle stetige erste Differentialquotienten 
hat. Dies ist abet yon den LSsungen unserer Differenfialgleichung 
bekannt*). Mithin kSnnen wit durch Wahl eines Werthes m ~-M~ 

welcher tiberdies der Ungleiehung ~-{ -1  > genfigen mSge, er- 
reichen, dass 

A,,, cos ~ ~ + B,,  sin ~ ~ ~ < ~ ~ 
2F/  ~* 

wird, wo # der in (3) vorkommende eehte und yon Null versehie- 
dene Brueh sein mSge. Dann wird der I{est der Reihe (2) yon dem- 
selben Gliede M ab ffir r _~</~ 

[ X ~ I < ~  A ~ c o s ~ + B ~ s i n ~  < e .  
- -  M 

Andrerseits ist die Summe der ersten M Glieder der Reihe (2) eine 
stetige Function yon r, welche stetig in die Summe der ersten M 
Glieder der Fourier'schen Entwiekelung yon u iibergeht~ wean r-~-/~ 
wird. Mithin haben wit 

womi~ unsere Behauptung bewiesen ist~. 

- *) Vgl. F. PockeIs:~ I. c. pag. 211. 
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Die Functiouen u und u I stehen in folgender Beziehung: 
1. ftir r < 1~ gelten die Gleichungen: 

A u  + k2u == O, A u l  + b2ul -= O, 

2. fiir r = / ~  wird u-----Ul. 
Ist der Kreis mi~ dem Radius R kein ,ausgezeichnetes Gebiet"*) 

unserer Differentialgleichung~ d. h. kein solches Gebiet, fill" welches 
die Randwerthaufgabe unbestimmt wird, so schliessea wir unmittelbar, 
dass fiir r ~ / ~  iiberhaup~ gilt: u ~ u 1. In diesem Falle ist aueh 
sieher nicht J~_(k t~)= O, so dass unsere obige Beschr~nkung in For~- 

r 

fall kommt. Im entgegengesetzten Falle kSnnen wit doch einen be- 
liebig wenig verkleinerten Kreis mit dem Radius /~' bestimmen~ fiir 
den dieses nicht zu~rifft~. Denn es gieb~ unter den concentrischen 
Kreisen mit dem Radius r < 1~ nur eine endliche Anzahl~ welche 
ein ausgezeichnetes Gebie~ ftir unsere Differentla]gleiehung darstellen. 
Setzen wir nun im Vorhergehenden start /~ fiberall s so gelten 
unsere si~mmtlichen Behaup~ungen sicher fiir diesen Kreis und es ist 
J_~ (kB')=~= 0. Wit  k5nnen daher den fo]genden Satz aussprechen: 

Jede Li~sung unserer ])ifferentialgleichung lii~_~st slch in der Um- 
gebung einer Stelle ~ ~-- a, y ~-- b, fib" welche u stetig ist, in eine ]~eihe 
yon der Form (1) oder (2) entwickeln, je nachdem die .Function u im 
t)unt;te x = a, y ~ b unverzweigt ist oder einen ( n -  1)-fachen Win- 
dungs~vunkt besitzt; diese t~eihe convergirt absolut im Innern eines 
Kreises, welcher den _Punkt x = a, y = b zum Mittelpunkte hat und 
his an den n~chsten Unstetig~:eits- oder Verzweigungslmnkt heranreicht. 

4. Wir betrachten die Werthe yon u bei beliebigem festen Azimuthe 
~o -~- 9o als Function yon r : u -~= f(r) ,  wobei wir annehmen wollen, 
dass die Function im Punkte r==  0 unverzweig~ sei. Die Reihe (1) 
liefert uns eine Darstellung yon f dureh BessePsche Fuue~ionen~ welche 
so lauten mSge: 

o~ 

(4) f (r) = ~ a~ J,,,(kr), 
0 

Wir vergleiehen den Charakter dieser Dars~ellung mit dem Charakter 
der Taylor'schen Reihe fiir dieseihe Function. Die Taylor'sehe Reihe 
ist dadureh eharakterisi~, dass sie~ mit dem (n-~-1) t en  Gliede ab- 
gebrochen~ die Function fund ihre n ersten Differentialquotienten im 
Punkte r = 0 richtig wiedergiebt. Ganz dasselbe behaupten wit yon 
unserer Reihe (4). 

Reihen yon tier Form (4) sind zuerst yon tferrn C. N e u m a n n  ftir 
eomplexe Werthe des Argumentes untersueht worden. Wi t  entmehmen 

*) Vgl. F. Pockcls: l.c. pag. 37 und pug. 222. 
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seiner Arbeit das Resultat*), welches sich iibrigens auch leicht aus 
den pag. 8 aufgestellten Grenzwerthen tier Bessel'schen Funcs 
herleiten l~sst: Man'bildet den m ten Differentialquotienten einer solchen 
Reihe ftir Punkte des Convergenzgebietes, indem man dieselbe m-real 
gliedweise differentiirt. 

Setzen wit in Gleichung (4) r ~ 0 j  so ergiebt sich, da J ~ ( 0 ) ~ 0  
fiir n > 0 und Jo (0) ~ 1 ist: 

f(0) ~-- ao. 
Sodann erhalten wir mit Rticksieht auf die bekannten Recursions- 
formeln**) dot Bessel'schen Func~ionen: 

d J~ (x) 
2 ~ ~- J~-l(x)  - -  J~+l (x) In > 0] 

dgo(x) __ - -  J l  (x) 
dx 

dutch gliedweise Differentiation yon (4) 

k (5) f ' ( r )  = ~ {a, Jo(kr  ) -~- (a2- -2ao)J l (kr )  --~ (a3--a~)J2(kr)  
-~- (a , - -ae)  J3 (kr) -~ . . . } . 

Daraus s fiir r = 0 
k 

f ' ( 0 )  = -  r~ a j .  

Dutch abermalige Differentiation ergiebt sich: 

k ~ 
f "  (0) = (~) (a~-- 2 ao). 

Allgemein erkennt man: durch n-malige Differentiation erh~it~ man fiir 
f ' ) (0 )  einen Ausdruck~ zu welchem nur die n-~-I ersten Glieder der 
Reihe (4) einen Beitrag liefern. 

Andrerseits betrachten wir die mit dem ( ~ - ~ 1 )  ten Gtiede ab- 
gebrochene [~eihe, d. h. die ,Ann~herungsfunction nt~: Ordnung" 

_F. (r) = ~ a~J ,  (kr).  
0 

Berechnen wir ffir diese ~'~(0), F,'(O),  . . .  ~ ' ) ( 0 ) ,  so bekommen 
wit genau dieselben Ausdrficke in den no, al . . .  a~, wie flit f(0), 
f '  ( 0 ) . . .  f(~)(0). Wir schliessen: ~'~(0) = f(0), . . .  /~(~~ = f(n)(O), 
d . h .  die gegebene Function trod die Ann~hernngsfunction stimmen 
im Punkte r ~ 0 mitsammt ihren n ersten DifferentialquoCien~en iiber- 
ein. Geometrisch mSgen wit dieses so ausdriicken: Die Ann~herungs- 
curve / ~ ( r )  hat mit der gegebenen Curve f (r)  im Nullpunkte eine 
n-fache Berfihrung gerade s% wie es yon den hiln~herungscurven der 

*) C. Neumann: Theorie der Bessel'schen Functionen, Leipzig 1867, w 13. 
~*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen- 2~ Aufl. w 6t. GL 44c). 
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Taylor'schen Reihe her bekann~ ist~ Somi~ haben wir in der Tha~ 
gezeig~, dass unsere .Entwickelu~g nach Bessel'sche~ JFunetionen und 
die TayZor'sche ~ntwickelung nach _Potenzen die Anndherung der ge- 
9ebenen Function in anaZoger Weise bewerI~ste~igen, niimlich dureh 
einen yon Glied zu Glied inniger werdenden Contact. 

Wir werden sparer sehen, dass unsure t~eihen geradezu aus eat- 
sprechenden Potenzreihen hergeleite~ werden k5nnen. 

5. Neben die Reihenen~wickelungen, welche fiir das Innere eines 
Kreises gel~en~ stellen wit" solche, welche dann convergiren~ wenn sich 
der Punkt ausserhaZb eines gewissen Xreises befindet. 

Es sei u eine LSsung unserer Differentialgleichung, welche im 
]nnern des Kreises mi~ den Radius ~ beliebige Verzweigungen und 
Unendlichkeitsstellen besi~zen kann~ welche ausserhalb desselben im 
Endlichen zan~chs~ fiberall stetig and unverzweigt sein und im Unend- 
lichen einen (n--1)fachen Windungspunkt besitzen mSge. Wir mar- 
kiren uns den Kreis n i t  den Radius /~ auf s~mmtlicben Bl~ttern der 
Fl~iehe und betrachten nur Werthe r > R. Hier mtissen wir ,,Bessd- 
sche tZunctionen ~w~iter A~t" heranziehen. Darnnter verstehen wir~ 
allgemein zu redeu, eine LSsung der Besset'schen Differentialgleichung, 
welehe im Nullpunkte ~ ~ird. Im allgemeinen FalIe, wenn der Index 
v der Bessel'schen Function keine gan~e Zahl ist, kSnuen wit als 
solche die Function J_~ wEhlen. Im Falle eines ganzzahligen v wird 
diese n i t  J_~ (bis auf den Factor ( ~  i) ~) identisch. Um beide FElle 
~u umfassen, fiihren wit als ,Bessel'sche Function zweiter Ar~" eine 
Function U, ein~ welche ira folgenden Paragraphen abgeleitet wird und 
welche durch ein complexes Integral folgendermassen deilnirt werden 
kann: 

(6 )  u , ( x )  = 

die Integra~ionsvariable a geh~ dabei etwa yon --/~ q - i  ~ his 
-4-/~ - -  i ~ [o < fl < ~r]. Im Falle eines ganzzahligen v drtickt sich 
diese Function dutch die yon Heine beau~ten Func~ionen J~ und K,  
folgendermassen aus: 

(7)  (x) = X , ( x )  - 

Nun entwickeln wit die gegebene Function ~t auf dem Kreise /~ 
i~a ei/~e Fourier'sche Reihe; 

u ~ .A,~ cos ~ ~ + B,~ sin ~ qg. 

Eine der Differentialghichung gliedweise geniigende Reihe, welche fiir 
r ~ ~ gliedweise in die vorstehende Reihe ~bergeht, leiten wir daraus 
ab durch den Ansatz: 
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) U~_ (k r) a,, cos n ~ -{- f l ' '  sin ~- qo , 
( 8 )  o " 

Ara .B~ 

I I  I I  

Um die Convergenz derselben zu prtifen, haben wir vor Allem Un- 
gleiehungen nSthig, welehe den Ungleichungen (3) fiir J , ( x )  ent- 
spreehen, und welche uns gestatten, das. Verhalten yon U,(x) bei 
wachsendem v abzusch~tzea. 

Wir machen in (6) die Substitution == z, wobei sieh 

~-Ebene. 
" # . .  O l _  

Pig .  1. 

ergiebt: 
z~ 

[ 2 \ ~ l ~' - "~ + TI~ ~ 1 

Der Integrationsweg geht 
in einen dem nebenstehenden 
aequivalenlen fiber. Lassen wir 
v wachsen, so versehwindet 

derjenige Theil des Integrales, we]eher im Innern des Einheitskreises 
verl~iaft. Wir haben daher 

Lira 2 U~ ~ e - = e ~ Z z ~ - l d z ,  

1 

oder, da alle Bestandtheile des In~egranden posi~iv sind: 

-~ i . T  

1 1 

Die Ungleichung wird nicht geiindert, wenn wir die untere Grenze 
1 dutch 0 ersetzen. So bekommen wit schliesslieh im Limes v ~--oo: 

1 2 ~ 1 2 v @) v, > ~ (~)r(, ,) ,  v,<  ~(~) ~r@). 
Die genauere Be~rach~ung zeig~ ferner, dass man auch eine end- 

l i che  Zahl v angeben kann, so dass ffir alle grSsseren Wer~e  unsere 
Uagleiehungen (9) riehtig sin& 

Nunmehr trennen wir yon der Reihe (8) ein Restglied X,v ab, 
wobei wit den Stellenzeiger _~ so bes~immen, dass fiir nile Wer~he 

> ~ die Ungleiehungen (9) stat~haben. Dann wird: 

2 " "  ' ~ " IX.1 < r ~ ; ~  IA.eo~ ~ v + B . s i n  7 ~t < e ( k ' ) ~  , 

N ] ~Y'" I I  s t N 
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~ m  COS ~n m wo 2g den grSssten Werth yon ~ ~ --~ t~,, sin ~ cp bedeute~, 

odor auch, unter der Annahme c~ > r > / ~ ,  

2r 

tiler bedeutet 1 / '  eine yon 2~ unabh~ngige Zahl. Es kann also der 
Rest der Reihe (8) dutch Wuhl yon _h r beliebig klein gemacht 
werden ftir alle Werthe ~ > r > /~. 

Andrerseits ist die Summe der ersten N Glieder in (8) sieher eine 
endliche Zahl, falls nicht gerade eine der Gr5ssen U~(k/~) ver- 

schwindet. Dies kSnneu wit vermeiden, indem wit statt des Kreises 
/~ einen etwas grSsseren/~.' beschreiben, fiir den ~2(kR')=~:0 isL. 

Die Convergenz der Reihe (8) ist daher bewiesen fiir das gauze Gebiet 
~ > r > / t .  

H~tten wit dieselbe Aufgabe ffir eine LSsung u der Potential- 
gleichung behandelt, so w~iren wit auf demselben Wege zu einer Reihe 
gekommen, welche naeh negativen Potenzen yon ~ fortschreitet und 
far alle Werthe r : > / t  convergirt. Wir sehen: 

Die l~eihe (8) ents2richt nicht nut formal, sondern aush ]~insicht- 

1 fort- lich ihrer Convergeaz einer ~eil~e, we~che nach t~otenzen yon u 
schreitet. 

Die Analogie ist trotzdem keine volls~nd~ge mehr. In der Poten- 
tialtheorie kSnnen wir niiml[ch sofor~ schliessen, dass jene Reihe die 
Function u wirklich darstell~, falls wir noeh die Vorausse~ung hi~zu- 
nehmen, da~s u auch im Unendlichen ste'~ig ist. Bet unserer Differen- 
tialgleiclaung ist dieses unmSglich. Denn der unendlich ferne Pankt 
ist hier~ wig erwiiJant~ stets eia singuliirer Punkt. Die Aufgabe: eine 
Function u~ welehe nut aaf dem Kreise /~ gegeben ist, fiir Werthe 
r ~ . /~  der Differentialgleich~ng g e m , s  fortzusetzen, ist bier iiber- 
huupt uuhes~immt. Man erkennt dies sehon aus Folgendem: INehmen 
wit ffir den Angenbliek das Unendliehe als ~nverzweigt an~ so 
h~tten wit start (8) aach eine Reihe ansehreiben kSnnen, welehe naeh 
den Heiae'sehen Func~ionen /~,~ fortsehreitet; und welehe auf dem 
Kreise R gliedweise in die Fourier'sche Entwickelung yon u iibergeht. 
Auch diese wiirde eonvergiren ftir r > / ~ ,  du die Ungleichungen (9) 
aueh fiir die Ftmctionen K richtig sind. Sic wfirde abet ersiehtlich 
yon der Reihe (8) verschieden sein. ~s kann daher ~ine l~ede davon 
seth, dass (8) die Func~tion u nothwendiger Wvise wirk~ich darste~lt. 

6. Um sicher zu s~in, eine Entwickelung der vorgegebenen Func- 
tion u zu erbalten~ muss man ~ielmehr das Unendliche dutch einen 
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zweitea Kreis ~1 ~ / ~  ausschliessen und eine Entwickelung ftir den so 
entstehenden Kreisring aufstellen, welche sich aus einer nach den 
Functionen J und einer nach den Functionen U fortschreitenden Reihe 
zusammensetzf, Die Coefficienten dieser Reihen bestimmen sieh ~heils 
aus den W~rthen, welche u f(ir r ~ ~ besitzt, theils aus denjenigen fiir 
r ~  1 . Man beweist dann: die Reihe mit Bessel'schen Functionen 
erster Art convergirt fiir alle Werthe r < -~1, diejenige mit Bessel'schen 
Functionen zweiter Art ftir aIle Werthe r ~ / ~ .  Die Summe beider 
convergirt also im Innern des Kreisringes und stellt dort wirklich die 
Function u dar. So gelangt man zur Uebertragung des Laurent'schen 
Satzes in das Gebiet der Differentialgleichung A u -~ kZu--~ O. 

w 
Uebergang yon  A u  ~ 0 zu A u  ~ k2u ~ O. 

Wi~hrend sich so die 2"Ile~hode der _Potenzr~ihen aus der Functionen- 
theorie bet unserer Difl~rentia]gleichnng mit geeigneten Modificationen 
aufrecht erhalten li~sst, versagt die J~lethode der algebraischen I~erechnung 
verzweigter L6sungen, wie imw 1 auseinandergesetzt ist, zuniichst voll- 
kommen. Wit werden yon dieser Methode indirekt dennoch Nutzen 
ziehen~ indem wit jetzt ein Verfahren angeben, durch welches man aus 
ether LSsung der Differentialgleichung A u ~ 0 mit gewissen ~igen- 
schaften eine L6sung dcr ~iffere~tialgleichung A u ~ ]:~ u ~ 0 mit ent- 
sT~'echenden Eigenschaften herZeiten kann. Daraufhin kSnnen w;r die 
verzweig~en LSsungen unserer Differentialgleichung aus den eindeutlgen 
dennoeh durch algebraische Operationen erhalten. Wir nehmen diese 
Operationen nur nicht an der LSsung yon Au-} -k :u~- - -0  direct vor, 
sondern an der en~prechenden Function u in der Ebene yon Au ~---0 
und iibertragen das so erhaltene verzweigte Potential nach unserem 
Verfahren in die A u  --~ k~u ~ 0-Ebene. 

Wir schlagen einen Umweg 'fiber die Theorie der JKugelfune~ionen 
ein. Wit gehen aus yon einer beliebigen complexen Function f(Z) 
und beziehen die Z-Ebene stereogmphisch auf eine Kugei yore Radius 1. 
Der Mittelpunkt der Kugel liege im ~'ntlpunkte der Z-Ebene und set 
gleiehzei~ig Nulllaunkt eines r~umlichen rechtwinkligen Coordinaten- 
systems ~, ~, ~. Die ~-Axe stehe senkrecht auf der Z-Ebene, die ~- 
bez. ,l-Axe i'alle mit der reellen bez. imagin~ren Axe der Z-Ebene 
zusammen. Projectionscentxum set der Siidpot der Einheitskugel, also 
der Punkt ~ -~- 0, ~ -~- 0, ~ ~ ~ 1. Die Beziehung zwischen Z-Ebene 
and Einkeitskuget ist bet diesen Festsetztmgen gegeben dutch die 
Gleichnng: 

(1) z ~ ~ + ~'~ - -~ -§  

wenn wir noch die Kagelgleichung ~2~_ o _{_ ~,~ ~__ 1 hinzunehmen. 
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Die Function 

f (~ + i~  ,.~+1/ 

is~ in bekannter Weise ein zweidimensio~ales t)otential ant der Ein- 
heitskugel. Wir erhalten aus ihr eine Function, welche im ganzen 
Raume definirt ist trod fiberdies der Differentialgleichung des r~/um- 
lichen ~otentials genligt, wenn wit allen Pankten eines and desselben 
durch den Mittelpnnkt der Kugel gehenden Halbstrahles denselben 
Func~ionswerth beilegen, wie er dem Durchstossungspunkte des Halb- 
strahles mir der Einheitskugel zukommt. So gelangen wir zu der 
Function 
(2) 

Ein r~umliehes Potential s welches elne homogene Ftmction recht- 
winkliger Coordinaten ist, bezeiehnet man als riiumlicT~e Kugelfunction 
(solid spherical harmonic); beschr.2nk~ man sich aaf Punkte der FAn- 
heitskugel, so spricht man yon einer .R'uyell~id~enfunction (surface 
spherical harmonic). In (2) hahen wir also eine riiumliche Kngel- 
function voruns  (veto Grade O, well sie homogen veto 0 te= Grade ist). 
Wir erhalten welter eine homogene Function - - I  ten Grades, welehe 
gleichfalls der Potentialgleichtmg Geniige leiste~, wenn wir den Raum 
mittels~ reciproker Radien an der Einheitskugel ta'ansformiren. Es 
enfsteht 
(3) 

Wir erniedrigen ferner den Grad um 1 , 2 . . .  Einheiten durch ein- 
malige, zweimalige. . .  Differentiation nach einer tier Coordinaten, oder 
allgemeiner durch Differentiation nach einer beliebigen ,Richtung"*), 
So bilden wir sehr allgemeine Kugelfunctionen beliebig hoher Ordnung. 

Dieser Gedanke riihrt in specieller Form yon Maxwel l*)  her, 
welcher yon tier complexen Function f-~-~ 1 ausgehend die gewShn- 
lichen rationalen Kugelfunctionen ableitete, indem er fiber die Diff'e- 
rentiationsrichtungen passend verftigte. Die bier benutz~e Verallge- 
meinerung auf beliebige Fanctionen f ha~ Herr F. K l e i n  ~*) in einer 
Vorlesung fiber Lamd'sehe Funct-ionen 1889--90 vorgetragen. 

Wir legen ffir die Folge die Differentiationsrichtung bestiindig in 
die dutch ihre Lage zur Z-Ebene allein ausgezeichnete ~-Axe, bilden 
also (unter Hinzufiigung eines geeigneten Zahlenfactors) 

*) Vgl. Maxwell in seinem Treatise Cap. IX. 
**) Vgl. F. Pockels |. c. pag. 31. 
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Um den uniibersiehtlichen Differentiationsproeess bequemer zu 
gestal ten,  formen wir diesen Ausdruck nach dem Cauchy'schen Satze 
urn. Wi t  erhalten 

(5) ~ i (~_~),~+~ q '  

wo jetzt  0 ~  ~ - a  L ~ - { - z  ~ einzutragen ist. Das In tegra l  ist, dem 
Cauchy'schen Satze gemiiss auf  einem geschlossenen W e g e  um den 
Punkt  z ~ ~ in der Ebene der complexen Variabe]n z herumzuffihren, 
auf welchem man diesen Ptmkt  zur Linken hat. 

W i r  bemerken noch ,  dass wir s~t r  dessen aueh einen beliebigen 
anderen Weg, der geschlossen ist and sich nicht  auf  einen Punk t  zu- 
sammenziehen lis wghlen dtiffen, hueh  dann noeh werden wit 
einc (allerdings mit  (4) n icht  nothwendig  identisehe) Kugelfunct ion 
- -  m - -  1. Grades bekommen*) .  Ferner  kSnnen wit  unter m auch eine 
negative ganze  oder irgend eine beliebige Zahl verstehen. Im letzteren 
Falle mfissen wir nu t  auf  die Verzweigung des Factors (z - -  ~)-"-~ bei 

*) Der Beweis beruht auf Folgendem: Bezeichnen wir den Ausdruek (3) mit 
u, so besteht die Gleichung: 

Bezeichnen wir denselben /~usdruck, wean wir darin z start ~ substituirt haben, 
mit u,, so gilt aueh flit einen ganz beliebigen Integratlonsweg (a, b) die folgende 
Ident2t~t : 

b 

Nun ist 
b b b 

und 
b b b 

Fiir das auf der reehten Seite der letzten Gleiehung stehende Integral abet 
kSnnen wit sehreiben: 

v~ j u " a .  (~ - -  ~)~+~ 
Ist der Iutegrationsweg ein geschlossener (a~-b), so verschwlnden die in [ ] 
stehenden Ausdrficke. Wir schliessen daher aas Gleichung (a) auf die folgende: 

Wit bemerken noch des Spg, teren wegen, dass diese Gleichung aueh ftir einea 
nicht geschlos~enen Weg riehtig ist, falls nur die [ ] Ausdr~cke ffir die Grenzen 
a und b des Integrales verschwinden. Dies finder z. B. statt ffir a -~  ~ . 
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Z ~ ~ und z ~ c~ Rficksicht nehmen und als Integratlonsweg etwa 
eine Doppelschlinge wiihlen, welche die Punkte z-~= ~ und z ~ ~ in 
entgegengesetztem Sinne umkreist. So kSmaen wir Kugelfunctionen 
yon beliebigem Grade definiren, welche zu f in einer einfachen Be- 
ziehung stehen. 

Ist die Ausgangsfunc~ion f verzwelg~, so wird es auch die Kuge|- 
function sein. Jedoeh entspricht die Verzweigung des Integranden 
nicht genau derjenigen yon f. Dutch die stereographische Projection 
haben wir n~imlich die Verzweigungspunkte p--~0, d. i. z = q - i l / ' ~ - ' ~  ~2 
eingeffihrt, welche der Ausgangsfuntion nicht zukommen. Wit kSunen 
diese naehtriiglich fortschaffen, indem wit zu dem Integrale (5) das 
folgende lfinzuftigen, in welchem q mit -- q vertauscht ist: 

f f(~+i~,~ 1 dz 

Geometrisch bedeutet dieses, dass wlr die Z-Ebene erstens an dem 
• spiegeln, (d. h. Z mit Z ' =  ~ Z vertauschen), zweitens 
yon dem Nordpole der Einheitskuge] aus stereographisch auf diese 

projiciren (d. h. Z '  ~q-i~ setzen) und im Uebrigen alle (tie vorher 

beschriebenen Proeesse an der Function f vornehmen. Bezeichnen wir 
denjenigen Punkt, welcher auf solche Weise in den Punkt ~, ~, ~ der 
Kugel iibergeffihrt wird, mit ZL, so haben wit die zu (1) analoge 
Gleichung: 

( r )  z 1 ~- ~ + ~ .  

Nun bilden die Kugelfunctionen fiir unseren Zweck nur ein Dureh- 
gangsstadium. Wir gelangen aber yon-den Kugelfl~ichenfunctionen zu 
LSsungen unserer Differentialgleichung durch einen eigenthfimlichen 
Grenzi ibergang.  Wir lassen n~mlich min ' s  Unendliche wachsen und 
gleiehzeitig den Punkt ~, ~, ~ auf eiuem Meridia~e der Einheitskugel 
in den Nordpol hineinrfickon. Genauer ausgcdrfiekt machen wir foIgen- 
des: Wir setzen: 

(7) ~ = ~ ,  ~ - - ~ ,  + + = 

und verstehen unter x and y endliehe, unter m eine in's Unendliehe 
wachsende GrSsse. Dann geht die Differentialgleiehung der Kugel- 
fl~chenfunctionen in die Differentialgleiehung Au  -t- k2u ~ 0 fiber. Die 
GrSssen x, y werden rechtwinklige Coordinaten in der Ebene dieser 
Differentialgleiehung. Daneben fiihren wir Polareoordinaten eia durch 
die Gleichungen : 

(8)  r2 ~ x~. q_ y2, d ~  = x + i y .  
t" 

-Mathematisehe Anna lem XL'VLL 22 
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Wegen (7) ergiebt sich ffir ~ der Ausdruck: 

m~ - ~ l - - ~ _ - m ~  + " "  

Um den Grenzfibergang bei unsern Integralen fibersehen zu 
kiSnnen, machen wir aueh ffir z eine analoge Substitution. Es empfiehlt 
sieh : 

( 1 0 )  e = i / / ~  + ~l ~ cos  a = is:,'__ cos  t~. 
I"ti, 

Dann wird 

(Ii) 

Icr �9 kr -T-iu+-,~ - - d z  @~-m slna ,  z + p ~ - ~ e  - - ~  i d a ,  

~+iyi _~_ e lira 1 
z--I- O ' z) , ' + x  ~ = ~  ( ~ - -  

e i  k r c o s  et " 

Aus dem Integral (5) entsteht 

(12) 
( :)) , f / / , o + o _ ~  2~ '( e iirr176 diz 

mad aus der Summe der Integrale (5) mad (6) 

Dflrr - :  ' ( ' +~  i 03) ; ) ) -  f(~ ) ~,~,oo,- da. 

Der in der z-Ebene geschlossene Weg geht in der a-Ebene in einen 
Integrationsweg fiber, dessen Anfangs- und Endpmakt sich mSglieher 
Weise um 2~ untersche~den. Wenn sich der Integrationsweg in's 
Unendliche erstrockt, so ist er dort so zu bestimmen, dass das Integral 
einen Sinn hat. Von den Ausdriicken (12) und (13) weist man nun 
leieht nach, dass sie in der That, bei soleher Bestimmmag des Inte- 
grationsweges, der Differentialgleiehung A u -{-k ~ u ~ 0 geniige leisten, 
wodurch unser Grenzfibergang nachtriiglich gerechtfertigt ist. 

2. Unser Verfahren liefer~ mas aber zma~iehst nut sehr sloecielle 
t~unctionen , n~imlieh solehe, welche Verzweigungen und  Unstetiykeits- 
stellen im JEndlichen n u t  an der Stelle x ~ O~ y ~-  0 be~itzen. Es ]ieg~ 
dieses daran~ dass jeder Punkt~ welcher auf der Emheitskugel eine 
endliche Enffernmag yon dem Nordpole hat, bei uuserm Gr~a~zflbergang 
unfehlbar in's Unendliche geworfen wird. Sei z. B. fiir unsere Aus- 
gangsftmction Z' eine singuli~re Stelle in der complexen Ebene, wobei 
wit voraussetzen Z '=~ 0 mad Z'~= c~. Bei der Projection yore Siidpol 
bezbhi zwisehen der Variabeln Z mad demjenigen Punkte r~ ~,  in 
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welchen Z durch unsern Grenzfibergang iibergeff~hrt wird, nach Glei- 
chung (1), (7) und (9) die Beziehung 

(14) I Zt = z;__,. 9~ 

Einem festen und yon Null verschiedenen Wer~he Z (z. B, dem Wer~he 
Z ~ Z') entspricht daher ein Punk~, dessen Abstand yore Nullpunk~e 

beim Grenziibergange in's Unendliche w~chst. Andrerseits gill bei der 
Projection yore Nordpole f~ir denjenigen Punkt Z I der complexen Ebene, 
welcher in den Punkg r ,  q; ve,rwandelt wird, nach Gleichung (1'), (7), 
und (9) die Beziehung: 

(15) I Z, I =  m , 
2kr  

Einem ~sten und yon Unendlich verschiedenen We~the Zl (z. B. dem 
Werthe Z1 ~ Z') entspricht daher aueh bei dieser Projection ein Punkt, 
dessen Abstand yore Nul]punkte 

2klZ~ [ 

beim Grenz~bergange in~s Unendtiehe ws hst. Aus de~ Betrachtung 
der geometrischen Vcrh~l~isse folgi d~eses tibrigens unmittelbar. 

Um den singul~ren Punk~ dennoeh im Endlichen fesCzuhal~en, 
mfissen wit offenbar seia Bild auf der Einheitsknge], welches die 
Coordinaten ~', ~', ~" haben mSge, in demselben Maasse in den Nordpol 
hineinrfieken lassen, wie wir m wachsen lassen. Ferner werden wir 
auch den Grad der Kugelfunction in Bezug auf dies Variabelntripel 
~', y', ~ successive-erniedrigen, indem wit erst eine Inversion~ dann 
fortgesetzt Differeniiationen ausffihren. Wir erhalten dann in der 
Grenze ~ ~ c~ start des einfacT~en Integrales (12) oder (13) ein 
complexes Do2pelintegral, in welchem das eine Integralzeichen die fort- 
gesetzte Graderniedrigung in dem einen, das andere in dem anderen 
Variabelntripel bewh'kt. Das Genauere soll abet der Kiirze halber nat 
in speciellen F'~llen (vgl. w 6) auseinander gese~zt werden. 

w  

Die BesseI'sehBn Fauetionen als eiefae~te BeispiBle. 

Wir leit~n zun~chst die Bessel'schen Functionen durch unser 
Grenzveffahren her. Wir werdea sehen~ dass dabei die folgenden 
Functionen in elnander fibergeffihrt werden: die Potenzen in der 
Z-Ebene~ die zonalen bez. tessera|en Kugelfunc~ionen auf der Einheits- 

22* 
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kugel, die Bessel'sehen Funetionen in der Ebene der Differentialglei- 
chung Au  -{- k2u ~ O. Die Resultate dieses Paragraphen sind nut 
theilweise neu und dienen wesenflich als Vorbereitung ffir das Folgende. 

1. Wir beginnen mit der 0 re" Potenz der Z-Variabeln und nehmen 
f ~  1. Aus (5) pag. 332 erhalten wit eine Kugelfl':;chenfunction ( - -m-- l )  ~ 
Grades in dem folgenden Ausdrucke: 

, / i d~ O ~ . = ~ + ~ + z ~  ' ~ + ~ + ~ . = 1 .  
~ /  i;_;)~+~ ~,  

Ein gesehlossener Weg in der z-Ebene, welcher den Punkt z ---- ~ um- 
kreist, ist ~luivalent einem gleichzeifigen Umlauf um die beiden Punkte 

O ~---0 d. h. z ~----4-i 1/~---~ ,/2. Die Substitution (10) pag. 334 ffihrt 
den Ausdruck tiber in 

~ -  I / ~  - ~ cos ,~ )~'+~ 

Der enksprechende In~egrationsweg in der a-Ebene kapn l~ngs der 
ree]len Axe yon 0 l)is 2~  gefiihr~ werden, wenn ~=O,~sons t  e~wa 
yon C his D (vgl. die Fig. 2). Wir kommen hier auf die gew6hnlichen 
zonaten Kugelfunctionen und zwar gerade in der Laplace'schen Integral- 
darstellung*). Der Grenziibergang m-~-c~ liefert in bekanneer Weise 
eine LSsung yon Au -1- k ~u ~ 0, n~imlich die einfachste Iiessel'sche 
Fun  ction : 

Jo(kr) = ~-~/d~T~176 da  

(Integrationsweg etwa yon a ~ - 0  bis a ~-2:$). 
2. Wit nehmen f ~ - Z  ~ und verstehen unter v eine beliebige 

positive Zahl. Aus Gleiehung (5) pag. 332 ergiebt sich die e~t- 
sprecheude Kugelfl~chenfunction -- m -  I re. Grades: 

(~+i~)" /~  (z+q)-"  dz 
~ 7  , ]  (r ~ "  

u des Integranden sind die Punltte z ~ ~___ i//~Y-{- ~-~, 
f~r welche 0 ~ 0, and der Punkt (oder riehtiger die Punk~e) ~ ~ co, 
fiir welehe z - l - p ~ ,  oder z - ~ 0  ist, je naehdem ~ mit posi~ivem 
oder.negativem Vorzeiehen gereehaet wird. Der Integrat~ionsweg, den 
wit uns urspriinglich als einen Umlauf um den Punk~ z ~ ~ denken~ 
dart" im allgemeinen Falle (wenn v keine ganze Zahl ist) nur bis an, 
nicht bis fiber den Punkt z-~-oo gezogen werde~. Machen wit die 
Substitutioa (10) yon pag. 334~ so ergiebt sich 

~) YergL Heine, 1. c. ~ 9, G1, 5a. 
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und nach Ausffihrung des Grenziiberganges 

j . , ,oo.o ,, (o_ (2) .~. 

Der vorher beschriebene Integrationsweg geht in der a-Ebene etwa 
in den Weg (A) fiber. Die in der Figur schraffirten Gebiete I, II, III 
werden yon denjenigen Siellen gcbildet, wo i cos a einen nega- 
tiven reellen Theil besitzt. Indem wir den Weg (A) so bestimmt 
haben, dass seine unendlich fernen 
Theile in den Gebieten I u n d  
II verlaufen, haben wir daftir 
gesorgt, dass Ausdruck (2) fiir 
jedes positive reelle k r  einen end- 
lichen Sinn hat. 

Der Ausdruck (1) ist eine 
tesserale Kugelfunct ion,  der Aus- 

' , . - -  ' G . "  �9 

. ~ . .  ,,', ~;.>.;.:~.;'.~ 
�9 <,. $ . ~ ; . " - j . :  

". O, ; ./~.?:IS;~7+D 

-.+t . . . .  o'. ~') ' . "'~ " '~-~.~ 

= .'" ...... 7"" . I 

druck (2) wird direct gleich der ', ~ !  ' 
LSsung ' ; ' . . "  :~ ,: 

unserer Differentialgleichung. Die Bessel'sche Funct ion J~ erscheint 
hier in ether Integra|darstellung, welche ftir den speciellen Fall eines 
ganzzahligen v~ wo sich der Weg (A) auf die Durchlaufung der Strecke 
0 his 2 g  reduciren l~s t ,  wohlbekannt*) ist. 

Bemerken wit noch, dass, wenn wit yore Nordpole aus projiciren, 
wo wit wie oben Z dutch Z 1 ersetzen wollen~ aus Z j - "  (v eine be- 
liebige positive Zahl) in Folge yon Gleichung (6) pag. 333 beim Grenz- 
fibergange entsteht: 

. ~ f  ik . . . .  a 1 1 ' ( ~ + 2 )  
- -  e - t ~  e e d ~  e-~V~.ei,~ J v ( k r  ) . 

3. f-= lg Z.  Eine zugehSrige Kugelfunction ( - - m - -  1) t'~ Grades 
lautet nach Gleichung (5) 

"lg 1 . dz 
,.> i ( t _~) - ,+ i  -~"  

Die Verzweigtmgsstellen des lntegranden sind dieselben, wie sub 2. 
Wit  wollen die Punkte z -{- O ~ 0 und z -{- Q ~-- co durch einen Ver- 
zweigungsschnitt verblnden und als Integrationsweg eine Curve w~hlen, 
welche diesen Schnitt auf beiden Seiten dicht umschliesst. Der Lo~,a- 

*) Heine, 1. c. G1. (43, a). 
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rithmus unfmrscheidet sich auf den beiden parallelen Ufera um die 
additive 6riSsse 2~ i .  Das Integral fiber den geschlossenea Weg reducirt 
sich daher auf 2~ i maltiplich4 in ein Integral, welches yon ~-t- Q ~ c~ 
naeh z + ~-~-0 einihch hinerstreckt ist~ wlhrend der Logarithmus 
unter dem Integrulzeichen in Fortfall kommt. Bei der Transformation 
(10) pag. 334 gehen die Grenzen z+0-~--c~ bez. 0 fiber in a~a-t- iex~ 
bez. a'--ioo, wo a and a" unbestimmt sind. 

Damit das Integral auch nach dem Grenzfibergange einen Sinn 
beh'ilt, bestimmen wir die GriSssen a and a '  so, dass a + i ~  im 

�9 - - - - : .  - : -  - 

' ,  : ,  , ,.," . ' - ~ , - < ~ s ~  

~ig. 3. 

Gebiete I, a'~ic~ im Oebieb III liegt. Wit w~hlen z. B. a--~--a'-~ --~, 
0 ~ 16 ~ ~. Den so fest~elegten Integrationsweg wollen wir als den 
Weg (B) bezeichnen, wol~ei wir noeh stets dem Integrale fiber (B) 

1 hinzuffigen wollen. U~sere Kugelfunctlon den numerischen Factor ~7 
( ~ m ~  1) t~~ Grades lau~et dann: 

I f f  dr . 

Der Orenziibergang liefert 

(3) Uo(kr)= A f dad'~~ 

das Integmt genommen fiber den Weg /7. 
4. f ~  Ig Z .  Z ~. n bedeute eine ganze Zahl. Stellen wir die 

zugehSrige Kugelfunction auf~ so ergeben sich dieselben Verzweigungen 
in der ~-Ebene, wie sub (3) im Falle n ~-0 .  Wit wihlen daher den- 
selben Integrationsweg wie doi~ and gelangen durch unsern Grenz- 
fibergang za dem Product~ 

e'"~ U,(kr), 
w o  

. . . .  1 F ,.~o~<~ ,.Iv- (Integrationsweg(B)) (4) , 
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Wit bezeichnen die Ausdrficke (3) und (4) als Bessd'sche l~unc- 
tionen zweiter Art .  Sic sin(l, wie aus der In'~egraldarstellung ersichtfich, 
bei reellem positivem x stets endlich und werden c~ ftir x - - 0 .  Um 
die Art des Unendlichwerdens zu finden~ dient folgende Betrachtung: 

Die Bessei'sche Function erster Art Jr(x)  und diejenige Bessel'sche 
Function, welche dutch Vertauschung yon v mit ~ v entsteht, driicken 
sigh nach (2) folgendermassen aus: 

(5a) 2~e ~ J,(x) d~'cQs'~ei~ada~ 

Der Iategrationsweg ist der Weg (A). Wir kSnnen ihn insbesondere 
so gestalten, dass er aus den geradtinigen Verbindungssttickan der Punkte : 

~ + i ~ ,  'z' :Y'  T + i ~  

besteht. Vertauschen wir in der Gleichnng (Sb) + a m i t - - a ~  sa 
geht der vorher genannte Weg in den folgenden fiber: 

- - i c ~  ~ ~ --}-~ q - ~ - - - i ~  
2 ~ 2 ~ 

Die Differenz der rechten Seiten yon (5a) und (5b) ist (vgL Fig. 3) 
identisch mit der Differenz der Integrale fiber die tblgenden Wege: 

�9 t 3 ~  3~t 7g, 

q-- ~ - -  i ~ ,  
und 

3 ~  

Daher haben wir 

37~ 7g 7g , - - ~ ,  :~ + i ~ .  

e T J , ( x ) -  e 2 d _ ,  (x) = 2~ J 

wo das Integral tiber den an der imagin~ren Axe gespiegelten Weg 
(/~) (in der Fig. 3 der W e g / f )  zu nehmen ist. 

Dutch Vertauschung van --- i  mit ~ - i  ergiebt sieh schliesslich 
das direct fiber B genommene Integr~| 

* ~ e- - - - i -a~ -r , - J_  ~ (x) --  % ~x) (6) 

Im Falle eines ganzzahligen v -~- ~ ist. die linke Seite direct gleich der 
oben definirten Function U , ( x ) ,  wiihrend Z~hler und Nenner tier 
rechten Seite verschwindet. Fassen wir den Ausdruck links in diesem 
Falle als Grenzwecth desselben Ausdrucks ffir ~ ~ n q - e  bei ab- 
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nehmendem ~ auf, so k5nnen wir seinen Wel~h durch D~fferentiation 
abteiten *). Man ilndet dann 

(7) ~7~ (x) ~ K~ (x) - -  ~ J ,  (x), 

wo K~(x) die yon Heine als Bessel'sche Function zweiter Art bezeichnete 
GrSsse ist, fiir welche die Art des Unendlichwerdens in x ~ 0 unter- 

1 
sudht ist. Insbesondere wird U 0 (x) unendlich wie log ~ fiir x ~ 0, 

oder in Zeichen 
1 

(s)  ~70(x) ~ Ig ~ + . . .  f~r x = o .  

Man bemerke iibrigens, dass diese Ableitung einer zweiten LSsung U~ 
der Bessel'schen Differentialgleiehung aus den zwei zusammenfallenden 
LSsungen J ,  und J_~ genau derjenigen Ableitung entsprieht, welche 
in der Theo~ie der linearen Differentialgleichungen bet ganzzahliger 
Exponentendifferenz fiblich isL 

Oehen wit, stat~ yon Z a lg Z~ yon ZI -= lg Z 1 aus~ indem wit uns 
die complexe Ebene yore ~ordpole aus projicirt denken, so erhalten 
wir durch das gleiche Veffahren die folgende LSsung unserer Differen- 
tialgleichnng: 

5. Das In~egra] U,(x) wollen wir der Gleiehmiissigkeit wegen 
auch im ~'alle eines 5eliebigen v als Bessel'sche Function zweiter Art 
einfiihren, wie es ja bereits in w 2 unter dieser Bezeiehnung gebraucht 
wurde. Im Falie eines ganzzahligen v sahen wit d"vU~ (kr) aus der 
complexen Function lg Z .  Z" entstehen durch Integration fiber einen 
geschlossenen Weg in der Ebene der z-Variabeln~ welcher die Punkte 
z +  O ~ 0  und z + O ~ c o  umzog. Wit  hiitten einfacher sagen 
kSnnen: Jenes Product entsteht aus der Potenz Z' ,  wenn wit als 
]ntegrationsweg nicht jenen gescMossencn Weg, soadern e~ne yore 
Punkte z -]- ~ ~--- oo zum Punkte z + ~ -.~ 0 einfach verlaufende Curve 
benutzen. Diese Curve spielt nach der Anm. auf pag. 332 ffir uns die 
Rol]e einer geschlossenea Curve, weil die dor~ aufgef~ihrten [ ~ Terme 
ffir z + o - ~ - 0  und ~ + ~ o o  verschwinden. In der a-Ebene geh~ 
sie in deu Integrationsweg (B) fiber. Legen wit diesen Weg zu Grunde, 
so gilt unser obiges Resuttat ftir ein beliebiges v: Es entsteht niimlich 
immer aus der Potenz Z �9 auf dem Wege (~)  die LSstmg e ~  1.7, (kr) 
unserer Differentialgleichung. 

6. Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen der leichteren 
Bezugnahme wegen folgendermassen zusammen: 

�9 ) VergL Banket: Cylindeffunctionen erster und zweiter Art, w I,  Ma~b. 
Ann. Bd. L 
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In der Ebene der Variablen a haben wir 2 verschiedene Integrations- 
wege benutzt, einen Weg (A), welcher im Unendliehen des Debietes I 
beginnt und im Unendlichen des Gebietes II endi~t, und einen Weg 
(B)) welcher im Unendlichen yon I beginnt und im Unendlichen yon 
IlI endigt. Auf dem Wege (A) fiigen ~ir dem Integral den Factor 

I auf dem Wege (B) den Factor ~ hinzu. Es entsteht nun dutch 

unso. Verfahren: 
l au[" dem Wege (A) auf dem Wege (~) 

aus Z "  d ~ v J,  (k r) ~ d" �9 U~ (k r) 

bei der _Projection yore Si~dpole; und es en~steht 

aus Z(  -~ I - -  d~=e-i'~J~(kr) I ~ d~e-~*r 

bei do" Projection yore Nord)pole do. Einheitsk,r 

w  

Uebera]l ~ndliche Liisungen. 

Wit haben im vorigen Paragraphen LSsungen unserer Differential- 
gleichung aufgestellt, bei denen es uns wesenffich auf die Abh~ngig- 
keit yon der einen Variabeln (r) ankam, wiihrend die Abh~ngigkeit 
yon der anderen Variabeln (~) die der trigonometrischen Functionea 
war. Diese LSsungen waren entweder in der schlichten .Ebene ein- 
deutig (v eine ganze Zahl), oder auf  eino. Riemann'schen Fl~iche, wdche 
im Tunkte r ~ 0 und im Unendlichen einen ( n -  l)-fachen Windungs- 
punkt hat ( ve in  rationaler Bruch mit dem Nenner n)~ oder auf  einer 
Windungsfliiche yon unendlich hobo. Ordnung (v irrational). Wir werden 
in diesem Paragraphen LSsungen ableiten, we]che wesentlich yon 
zwei Variabeln abh~ngen und welche entweder in der schlichten Ebene, 
.oder auf do. genannten ~2-bl~ttrigen l~{emann'schen FlSzhe oder auf  einer 
Windungsfl~iche van u~en~ich hoher Ordnung eindeutig sin& Dabei 
soil es sich zun~chst um iiberall endliche ffunctionen handeln. 

1. Wir gehen yon derjenigen einfachen linearen Function yon Z 
aus, welche in einem Punkte Z" des Einheitskreises c~ wird, welche 
im Nullpnnkte 1 und im unendlich fernen Punkte 0 is% d. h. yon 

O) f = Z" 1 - - ~  

Wit erhalten hieraus nach dem i m w  3 sub 1 angegebenen u 
eine iiberalt endliche und in der schlichten Ebene eindentige L5sung. 
Wir haben nut die vorstehende specielle Function in Gleichung (13) 
pag. 334 einzutragen. Die entstehende Function bezeichnen wit mit no: 
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1 ~ e ikrc~ 
' f l  ' 

~ i , ]  cos ~ -- cos (~--~') 

Dabei haben wir gesetzt: 

(~) Z' = e ir ~ ( u  reell). 

Das Integral ist in der u-Ebene auf dem Wege (A) zu fiihren. 
Die reelle Axe, insbesondere also der Punkt a ~ - ~ - ( ~ - - r  soll 

dabei ausserhalb des durch (A) umschlossenen Gebietes licgen. Fassen 
wir jedoch cos a als Integrationsvariable auf, so liegt der Punkt 
cos a ~ cos ( c p -  r  des entsprechenden Weges in dcr 
cos a-Ebene.  Uebcrdies steht dann unter dem Integralzeichen eine 
eindeutige Function yon cos r Der Integrationsweg kann daher auf 
den Punkt cos a = cos (~- -ep ' )  zusammengezogen werden. Nach dem 
Cauchy'schen Satze erhalten wir: 

(4) Uo = d~ . . . .  (~-~') 

oder in rechtwinkligen Coordinaten x, y: 

(4') Uo = d~( . . . .  r 

Die einfache Function, zu welcher wir so gelangen, ist diejenige 
LSsung unserer Differentialgleichung, mit welcher man in der gewShn- 
lichen Optik fast ausschliesslich operirt. Sie besitzt folgende Eigen- 
schaften: Sie ist in der schlichten Ebene eindeutig, sie ist fiir alle end- 
lichen Werthe x, y endlich und stetig. Start des ausgezeichneten Punktes 
Z ~ Z' in der complexen Ebene haben wir hier nur mehr eine aus- 
gezeichnete Richtung q~ -~ u (,,Richtung der einfallenden Welle"). Die 
Function % stellt die ungestSrte Fertheilung des parallelen Lichtes in 
der unendlichen Ebene dar. 

2. Wir  suchen jetzt die zu u 0 analoge LSsung unserer Differential- 
gleichung auf der oben beschricbenen [~iemann'schen Fl'Sche mit ( n - -  1)- 
fachem Windungspunkte. Zu dem Zwecke gehen wir nicht yon der 
in der schlichten Ebene eindeutigen Function (1) aus, sondern you der 
zu (1) analogen Function auf unserer l~iemann'schen Fl~iche. Diese 
ergiebt sich sehr leicht durch confbrme Abbildung. Wit haben in (1) 

1 

nur Z zu ersetzen durch Z ~. Der Bequemlichkeit wegen mSgen wir 
1 

i hinzufltgen. Wir  be- auch Z '~ start Z' sehreiben und den Factor 

nutzen also ftir das Folgende als Ausgangsfunction: 
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(a) f == - -  1 

Naeh Gleiehung (13) pag. 334 erhalten wir als zugehSrige LSsung 
unserer Differentialgleichung 

(5) u ~ 2 ~ n f {  1 1  - "~i i 1 } ~ i k  . . . . .  d~g 
1 - -  e n 

2 ~ Y - n ~  sin -~ e ~'k . . . .  da 

COS -~ -- COS 

Das Integral ist auf dem Wege (A) zu fiihren; die Punkte a~___(ep-- r 
liegen ausserhalb des dureb den Integrationsweg eingeschlossenen Ge- 
bietes. Man sieht dieser Function sofort die folgenden Eigenschaften an: 

a) Sie geniigt unserer Differentialgleichung (wie alle Funetionen, 
welche aus Gleichung (]3) durch Eintragen einer beliebigen complexen 
Function f entstehen). 

b) Sie ist au[ tier n-bl~ittrigen t~iemann'schen Fliiche eindeutig. 
c) Sie ist f l i t  alle endlichen reellen Werthe yon r endlich und 

stetig. Wir untersuehen 
�9 d) ihr Verhalten im UnenaTichen. Wit wollcn als erstes Blatt  der 

Riemann'schen Fl~iche die Gesammthei~ derjenigen Punkte bezeichnen, 
fiir welehe Icp--~'l  ~ ~, als 2 te~, 3 te~, . . . n tee 131att die Gesammtheit 
aller fibrigen Punk~e. Wir behaupten dann: 

I m  Unendlichen des ersten Blattes wird u ~ uo, im Unendlichen 
aUer iibrigen Bliitter wird u ~ O. 

Zum Beweise betrachten wir die Figur 2. Ist l ~ - c p ' l  > :~, so 
liegt auf der Strecke 0 his ~ der reellen Axe kein singuliirer Punkt 
des Integrales. Wir kSnnen daher den Weg (A) fiber die reelle Axe 
hiniiberziehen, indem wit ihn aus dem Gebiete I durch den Punkt 0 
hindurch nach I I I  und durch den Punkt ~ naeh II ffihren. Er ver- 
liiaft dann lediglieh auf schraffirtem Gebiete, in welchem e ~k~~176 mit 
wachsendem r verschwindet. In diesem Falle versehwindet aueh lira u. 

Ist aber t c p - - r  :% so werden wit den Integrationsweg in 
~ihnlicher Weise deformiren, mfissen aber dann um denjenigen der 
Punkte a ~-- -4- (r ~ r welcher zwischen 0 und ~ f'~illt~ eine Schleife 
legen. Das Integral fiber diese Sehleife giebt nach dem Cauehy'sehen 
Satze geradezu u0, das Integral fiber den fibrigen Theil des Integrations- 
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weges verschwindet in der Grenze ffir r ~ ~ .  In diesem Falle geht 
also die Function u mit wachsendem r in u o iiber. Unsere Behauptung 
ist also bewiesen. 

Wir kSnnen diesem Resulta~ s anschauliche .Deu~ng geben. 
Wit  denken uns zun~chst n i~bereinander liegende schlichte Ebenen. 
in der ers~n Ebene stellen wit die L5sung u o unserer Differential- 
gleichung her,  in allen iibrigeu Bl~tern  die LSsung 0. Schneiden 
wir nun diese Ebenen l'~ngs eines vom Nullpunkte ausgehenden Halb- 
strahles auf und vereinigen sie wechselweise zu unserer Riemann'schen 
Fl~ehe, so ents~eh~ eine St5rung, welche den ursprfinglichen Zustand 
in at]en endlichen Punkten ab~nder~. Die StSrung ers~reck~ sich abet 
nicht in's Unendliche. Hier haben wir fortgese~z~ u ~ u o bez. u ~--0. 

Zwischen den Functionen u und u 0 besteht ferner folgende be- 
merkenswerthe Beziehung: 

e) Die symmetrische Function u 1 + ~e + " " " + u~ der Werthe 
yon u in den ,,fiber einander liegenden Pan]rten" des 1 ten, 2 ten,  , . . ~ten 
Blattes wird genau gleich %. Ueber einander llegende Punkte sind 
die folgenden: r, q~; r, ~ +  2~; . . .  r~ q~+ 2 ( n - - 1 ) z .  Die sym- 
metrische Function lautet daher: 

2 ~ i J  n n 

1 + 1 

Co~ - ~ -  o o~ ~ - ~" oo~ - ~ -  ~o~ ~ -  ~ ' +  ~ ~ + ' "  

' } 
�9 " + cos-e- -eos~--~ '+~(n--1)~  " 

Nun besteht die Identit~t: 

c o s a - - c o s ( ~ - - ~ ) = 2 ~ -  cos~ - -cos  cos~ e~ ~ -  + e ~  

�9 ( c o s ~ _  cos ~ - ~ ' + : (  ~ -  ')'~), 
aus welcher man durcb logari~mische Differentiation die folgende 
ableitet: 

sin ~ = ~ sin -~ I -1 
cos~ -- cos(~-- ~') ~ ~cos ~ - -  cos ~ - ~ ' +  cos -~'-- cos ~ - - ~ ' + ~  + "" 

�9 . +  ~ ~- -  ~ ' +  ~(~--~)~ 
COg ~ - -  ~OS 

Daher geht die reeh~e Seite vo~ Gleichung (6) direc~ fiber in den Aus- 
elruck ffir u o in Gleichung (2) - -  in Uebereinstimmung mit einer all- 
gemeinen Bemerkung auf pag. 320. 
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Die Function u, so kSnnen wir sagen, stellt die ~wegung einer 
r in der l~ich~ng q~ ~ auf unserer l~iemann'schen Fl~i&e einfallenden 

Zichtwelle dar. Sic hat an die Stelle yon u 0 bet allen denjenigen zwei. 
dimensionaten optisehen problemen zu treten, welehe ihrer Natm" nach 
nich~ zu einer in der schliehten Ebene, sondern za einer auf unserer 
n-bl~ttrigen Riemann'schen Fl~che eindeutigen Function Anlass geben, 
n~imlich bet dem Problem der Beugung an einem keilfSrmigen undurch- 
sichtigen KSrper yon ebenen Grenzit~chen. 

3. Naeh w 2 l~sst sieh jede L5sung yon Au ~ k~u ~ O, welche 
innerhalb eines Kreises vom Radius /~, endlich und stetig ist, in eine 

Reihe entwiekeln, welche nach den Functionen J~ (kr) cos m _ sin ~- ~o tbrt- 

schreite~, falls der Nullpunkt ein (n--1)-facher Windungspunkt ist. 
Da unsere Func~ionen u 0 uad u fiir alle Werthe r < co jener Bedingung 
geniigen, so mtissen sie dutch eine in der ganzen Ebene (mit Ausschluss 
des Unendlichfernen) convergente l~dhe dargestellt werden k5nnen. 
Solche Reihen wiesen grosse Analogie mit den Po~enzreihen der 
Potentialtheorie auf; wir leiten sle jetzt direct aus der t)o~,zentwic~lung 
unserer Ausgangsfunctio~ ab. 

Wollen wir zu dem Zwecke die Resultate des w 4 verwerthen, so 
miissen wir zwischen der Projection yore Stidpole und der yore Nord- 
pole unterscheiden. In dem mit~leren Gliede der Gleichung (5) ent- 
s~eht der :~weite Te~m bet der P~,ojection vom Siidpole ~us: 

1 

f ( Z )  1 ,  

wo Z denienigen Punkt bedeutet, welcher in elnen bestimm~en Pankt 
r, ~p tibergeht, der erste Term bet der Projection yore Nordpole aus 
derselben ]?unction 

1 

f(z ) = 

wo Z t derjenige Punkt ist, welcher in denselben Punkt r, g~ bet dieser 
Projection ~be~gefiihrt wird, Nach den Gleiehungen (14) und (15) 
yon pag. 335 und nach Gleiehung (3) haben wir: 

IZ l ]Z' l Izl= , , �9 

Beim Grenztibergange wird also gewiss tZ] < iZ']~ ]ZI] ~ ]Z']. Daher 
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miissen wir in der complexen Ebene f(Z) nach aufsteigenden, f(Zl) 
1 1 

( z ,~"  nach absteigenden Potenzen yon (z,)  " bez. yon ~ ]  entwicke]n. 
Es wird 

1 

+ . .  (7) f(Z) --[- f (Z,)  ~--- 7~ 
1 1 

�9 ( l + ( - b "  +")} x z /  
Diese Gleichung wollen wit reehts und links auf dem Wege (A) 
integriren*). Dann entsteht links, wie in diesem Paragraphen gezeigt, 
die Function u. Fiihren wir die Integration rechts gliedweise aus, so 
kSnnen wit alas Resultat der Zusammenstellung am Schlusse des w 4 
entnehmem Es wird aus: 

~_ Z,~m I ,~-(~o-r ~ ' ~  ~,~= 2~(~,-~) ~"~. 

= 2 ~ ~ cos ~ ( ~ -  ~') J~ (~ r), 

wiihrend aus dem constanten Gliede I gerade Jo(kr) wird. Wir finden 
daher ffir unsere Function u die bestiindig convergente Reihe 

.=.~'~,o,~ ~ c o s " ~ - ~ ' - -  = ~- f~r ~ > 
- I f i i r m =  

Fiir den sub 1 behandelten einfachsten Fall n : 1 kommt diese [~eihe 
bei Heine**) vor und dient bier geradezu zur Definition der Bessel'- 
schen Functionen. 

4. Es wird nun leicht sein, auch fiir eine WindungsflEche yon 
unendlict~ hoher Ordnungszahl die entsprechende Function anzugeben. 
Wir bilden zun~ichst jene Windungsfl~che conform auf die Z-Ebene 
ab, ersetzen also in der Function (l) Z dutch lg Z und auch Z' durch 
lg Z'. Demgem~iss tragen wir jetzt die folgende Function 

f__  1 lgZ 
lg Z' 

*) Wit meinen m[t dieser abgekfirzten Ausdrucksweise, class wit auf der 
rech~en und linken Seite der Gleichang (7) alle die genannten Operationen unseres 
allgemeinen u au~fiihren and dass wit als Integrationsweg flit die so 
entstehende Function yon a den Weg (A) ~v~hleu. 

*~).t.c. Gleichung (14b). 
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in Gleichung (13) pag. 334 ein. Es entsteht dann durch Integration 
auf dem Wege (A) 

1 o f  2a e i~:rc,~ ~ot~ 

eln Ausdrack, welcher auch aus (5) dutch den Grenzfibergang n ~-~ 
abgeleitet werden kann. 

Von dieser Function we.ist man, ebenso wie sub 2, die Eigen- 
schaften a), c) und d) nach. An die Stelle yon b) aber tritt hies: 

1S) ~ ie  tZunction ist eindeutig er,~t auf ein~r Brindungsfliiche yon 
unendlich vielen Bl~ttern. 

Wir kSnnen sch]iesslich aus dieser in q~ v61lig unperiodischen 
Function u' die obigen Functionen yon der -Per&de 2 ~ bez. 2 z n  zu~am- 
mensetzen and kommen so zu einer Uebertragung und Erweiterung 
der Eigenscha~t e). 

Bilden wir niimlich die Summe der Werthe yon u" in siimmtlichen 
ant der Windungsfi'~che fiber einande'v liegenden Punkten, d. h. die 
Summe yon k ~ - -  r bis k ~ -~- ~ der Werthe yon u' in den Punkten 
r, c2 -{- 2 k n ~ ,  so ents~Qht die auf der n-bliittx4gen Pliiche eindeutige 
Function u und insbesondere ffir n ~ 1 die Function uo. In der Thai 
finden wir aus der ! d e n t i ~  

COS -~ - -  COS ~ ~T~ . [ . ~  (2k~ ~)2 

-t-1 + 
dureh logarithmisehe Differentiation eine Beziehtmg zwischen 

sin ; : (cos ~7 -- 

und eiaer convergenten unendlichen Reihe, dutch welche die genannte 
Summe direc~ in den Ausdruck 5) bez. 2) fiir ~t bez. uo ii.bergefiihrt 

wird. 
Die Function u" stellt sozusagen die Beweg~ 9 ein~r in der t~ichtung 

~ cp" auf  unserer unendlieh-bl~ttrigen Windungsfliiche einfaIlenden 
Lichtwelle dar. Wir kSnnen dementspIechend das vorstehende Resultat 
auch folgendermassea aussprechen: 

Lassen wir auf unserer unendlich-vielbl~ittrigen Windungsfl:,iche 
unendlich viele Lichtstrahlen eini'allen~ deren Einfallsrichtungen sich 
je um 2 n g  unterscheiden, so wird die entstehende Lichtbewegung mit 
der Bewegung eines Lichtstrahls ant einer n-bl~ttrigen Windungst]~che 
bez. (ira Fatle n ~- 1) mit der ungestSrten Bewegung des Lichtstrahls 

in tier schlichtea Ebene identisch. 
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w  

LSsungen mit Unen6.lichkeitsstelle. 

Wir stellen in diesem Paragraphen LSsungen unserer Differential- 
gleichung auf, we]the an einer vorgeschriebenen Stelle x', y' unendlich 

1 werden~ wie lg ~ f l i t /~ - -0 ,  we/~ den Abstand des variabeln Punktes 

~, y yon dem Punkte x' y '  bedeu~et. Eine solche UnendlichkeitssteIle 
nennen wir einen -Pol und zwar einen elnfachen Pol. Wir leiten 
diese LSsungen nach der i m w  3 sub 2 skizzirten Methode aus der- 
selben Function f ab~ aus welcher im vorigen I'aragraphen die iiberall 
endliehen hSsungen flossen. Lasungen mit mehreren getrenn~en oder 
zusammenfallenden Polen kSnnen hinterher aus jenen einfachsfen 
LSsungen durch Summation bez. Differentiation nach den Coordinaten 
des Poles erhalten werden. 

1. Die in tier sehlichten Ebene eindeutige LSsung ergiebt sich 
aus der complexen ]J'unction 

z 
z" 

Die complexe Ebene beziehen wir durch stereo~aphische Projection 
veto Stidpol auf die Einheitskugel. Sind ~, ~, ~ bez. ~', if, ~' die 
Coordinaten der Bildpunkte yon Z bez. Z'~ so haben wir 

(2) Z =-- V-+-Y-' Z'---- -~--F~-" 

Aus dem zweidimensionalen Potential auf der Kugeloberfl~che entsteht 
eine r~umliche Kugelfunction 0 ten Grades, indem wir in den Ausdriicken 
(2) 0 und 0' an die Stelle yon 1 treten lassen 

[,o~ = ~ + ~-~ + ~ ,  q'~ = ~'~ + ~'~ + ; '  ~3. 
Dutch Inversion hinsichtlieh beider Variabelntripel en~steh~ eine 

Kugelfunction --,I f ,  wetche homogen veto - -  i t~= Grade sowohl in den 
@Q 

~, ~, ~ wie in den ~', if, ~" ist. Der Grad in den beiden Variabeln- 
tripeln wird nun welter successive m-real erniedrig~. Wir erreichen 
dieses dureh Integration nach z und i ,  indem wit start ~ und ~' die 
Integrationsvariabetn z und z" substituiren und unter den Integral- 
zeichen die Factorea (~--z)  . . . . .  1 ( ~ ' ~ ' ) - ' ~ - ~  hinzufi~gen. Mit 
wachsendem m lessen wir die Punkte ,~) ~, ~ and ~', 7" ~' gleichzeitig in 
den Nordpol tier Kugel hineinr~icken; genauer gesa~: wir machen die 
Substilution 
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(3) 

-~-  k x  k y  ~ 1 k~(x~'~'Y~) "--~. . ,  

~, = --~z'~ , ,~" = --~Y'---, ~" = 1 ~,(x'~.~,~-~ y'~) + . . .  

und verstehen unter x~ y, x'~ y' endliche, unter m eine in's Unendliehe 
wachsende Zahl. S~t t  der rechtwink]igen Coordinaten x , . .  ~ brauchen 
wit auch Polarcoordinaten r~ . . .~  welche folgendermassen definir~ sind: 

r2 _ ~ x 2  + y ~  e~ ~ ~_ x + i . u  

r' ~ = x '  2 -}- y" ~-, e.p' = ~i "+ j v " . q. 

Zum Zweeke des Grenziiberganges schreiben wir start der Variabeln 

z und z" bez. i k r c ~ s a  --i,~r'cosd Dannenfstehtdaszu(12) pag.334 

analoge Doppelintegral: 

1 ['*-~ ikrcosa .~-~.f d~z' ~-ikr'oosct' 1 
(5) ~ d a  ~ e _ _ "  1 - ~"~-r247176 

Das erste Integral soll fiber den Weg ( A ) ,  das zwei~e tiber (t~) gef/ihr~ 
werden; (letzteres allerdings mit einer unten anzugebenden Modi- 
fication, vgl. die Anm. auf pag. 350). Wir haben sogleich diejenigen 
numerischen Factoren hinzugeffigt, mit welehen diese Integrale nach 
der Verabcedung in w 4 versehen werden sollten. 

Bei der s~ereographischen Projection yore Nordpole entsteht in 
derselbea Weise das folgende Doppelintegral 

: j'da e -ooo ' e - , -  o,,- ' 
(6) ~ - ~ d  1 - ~'~- ~ -  ~ + ~ 

Die Summe beider schreiben wit in der Form 

U ~ : ~  , ' cos a ~ cos (~p-- ~'+a') ; 

Hier kSnnen wir noeh das Integral naeh r ausfiihren, wenn wit den 
Integranden als Function yon cos a auffassen. Der Weg (A) liisst sich 
n~mtich in der cos a-Ebene auf den einen Punkt cos ~ ~ cos (~ --  qr + a') 
zusammenziehen, wie in w 5 sub 1 auseinandergesetzt isL Wit erhalten 
daher nach dem Cauchy'se,hen Satz: 

__ 1 f dtz' e ikrc~165176 (7) ~ r _  ~d 

Diese Fanetion h~ngt nnr yon der geradlinigen En~fernung 

= f ( x  - x') ~ + (u - 'u') ~ 

M~themati~che .fi~aalen~ XL'VII. "~23 



350 A. 8OMUEaFE~.. 

der Punkte x,  y und x'~ y'  ab;  wir kSnnen sie n~mlich in die Form 
bringen*) 

1 f d  ( s )  v - - -  r e - -  

aus we]cher wir sehen, dass unsere Function U direct gleich der 
Bessel'schen Function 2 ter Art  mit dem Index 0 und dem Argumente 
k ~  wird. 

Wir  schliessen aus der Gleichung (8) sofort auf folgende Eigen- 
schaften unserer Function. 

a) Sie geniigt der JDifferentialg~eichung iX U + k 2 U ~  0 verm6ye 
ihrer Herlei~ung aus der complexen Function f. 

b) Sie ist in der schlichten ~bene eindeutig. 
c) Sie ist fiir alle endlichen Werthe yon x und y endlich and stetig, 

ausser in de~ _Pole x-~-x ' ,  y ~ y', wo sie logarithmisch unendlich 
wird (vg]. Oleichung (8), pag. ~r). Es ist uns also wirklich durch die 
i m w  3, 2 angegebene Modification unseres allgemeinen Verfahrens ge- 
lungen,  die Unendlichkeitsstelle im Endliche~ zurfickzuhalten. 

d) Sie verscI~windet im Unendlichen. Le~zteres folgt aus den be- 
kannten semiconvergenten Eatwicl~elungen**) der Bessel'schen Func- 
tionen ffir grosse Werthe des Argumentes,  oder hier noch einfacher 
daraus, dass der W e g  (B) ganz auf schraffirtem Gebiete geffihrt 
werden kann,  wo lim elk~r176 verschwindet. 

e) S~e iindert sich nicht, wean wit  die Coordinaten des variabeln 
_PunChes mit denen des Poles verta~sche~. Diese Eigenschaft entspricht 
dem Satze fiber die Vertauschung yon Parameter  und Argument  aus 
der Theorie der Abel'schen Functionen***). 

Unsere Function Uo(k/~ ) ist in der Optik immer dana anzuwenden, 
wenn es sieh um die exacte Beschrdbung einer zweidimensionalen Licht- 
bewegung handelt, welche dutch einen im F, ndliehen gdegenen leuchtenden 

*) Zum Beweise schreibe man erst ~ start rp '~  a', dann drficke man nach 
(4) die Po!arcoordinaten dutch rechtwinklige Coordinaten aus, ferner mache man 
~ v - - z ' ~ _ ~ c o s ~ ,  y - - y ' ~ t ~ s i n ~ ,  so class ~ denvon tier x-Axe ausgereeh- 
neten Gesichtswiokel bedeutet, unter dem der Punkt x, y yon x', y" aus erscheint. 
Endlich schreibe man y start l ~ -  ~. Dana ents~ht (8) aus (7). 

Die genauere Bestimmung des Integrationsweges soil nun dahin ge~roffen 
werden, class tier Weg in (8) direct der Weg (.B) sei. Dadurch i~t auch tier Weg 
in (7) zufolge der Gleichung --  d -~- 7 + ~ -- ~'  bestimmt. In (7) kOnnen wir 
also den Weg (~) direct nut dann benutzen, wenn der Punk~ x, y auf dem 
Halbstrahle ~ = ~" oder in seiner Umgebung lie~. Bei Variabilit~t des Punkte~ 
x, y ~nder~ sich der lntegrationsweg stetig mi~ tier Lage des Punktes. 

**), Vgl. H. Hankel: Cylinderfunctionen emter und zweiter Ar~. ]~ath. Ann. 
Bd.I,  w 

***) Vgl. F. Pockets: 1. e. p. 283, wo die entsprechende Eigenschaft ffir 
,,Green'sche Funcflonen" yon beliebigen begrenzten Gebieten ausgesprochen i~. 
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t~unkt (x', y') hervorgerufen w~rd. Allerdings benutzt man in der 
gewShnlichen Optik bei diesem Prob;eme nicht die Function Lr 0 selbst, 
sondern begnfigt sich unbewusst mit dem ersten Gliede ihrer semicon- 
vergenten Entw{ckelung, welches aa sich i~berhaupt keine LSsung 
unserer Differentialgleichung ist. 

2. Indem wir nun dazu fibergehen, die analoge -Function fiir 
u~sere l~iemann'sche Fl~iche mit (n--1)-fachem Windungspunkte auf  
zustellen, werden wir nicht you der in der schliehte~ Z-Ebene ein- 
deutigen Function (1) ausgehen, sondern, wie i m w  5 sub 2 yon der 
Function 

1 

f ' - -  1 

welche aus (1) dadurch entsteht~ dass wir unsere Riemann'sche Fl'~che 
hinsichtlich der Variabeln Z und Z' conform auf die Z- bez. Z'-Ebene 
abbilden. Diese Function be]~andeln wit genau so, wie im Vorher- 
gehenden die Function (1). "~Vir geben sogleich das Resultat in der 
definitiven Form an: 

f ~ 
, ' s ~ ,  ~ , Uo(k11') da 

a Cos cp - -  q~ (9)  U = ~ cos ~ - - ~ 

[R '~ - =  r 2 "4- r _ 2,'r' cos a],  

wo wit das urspriing~ich auftretende Doppelintegral dutch Einf~ihrung 
der Bessel'schen Function Go in. die Form eines einfachen Integrals 
gebracht haben. Der Integratiousweg ist der Weg (A). 

Wir haben uns zun~ichst davon zu iiberzeugen, dass diescs I~tegral 
im Allgemdnen eincn endlichen Werth hat. Da die Function Uo bier 
mit complexem Arg,~mente auftritt, ist es wichtig, ihr Verhalten in 
der compiexen Ebene zu kennen. Diesbeziiglieh bemerken wir: 1) die 
Function Uo(z ) ist im Punkte z-----0 der eomplexen z-Ebene verzweigt; 
sic vermehrt sich n~mlich um 2ziJo(z) bet Umkreisung desselben. 

8 2) Sie verhKlt sich im Unendlichen w i e -  .~ 

schwindet also im U~endlichen der positiven Halbebene (d. h. derjenigen 
Halhebene~ wo z einen positiven imagmiiren Bestanuthel hat). Ersteres 
fotgt ans Glelchung (6), pag. 339, letzteres aas den semiconvergenten 

Eatwiekelungen der Besselsehen Functionen*). 

") H. Hankel:  1. o. 
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Dem Verzweigungspunkte _R '~  0 entspricht in der a Ebene eine 
unendliche Anzahl yon Punktepaaren 

a ~ - + i a + 2 k ~  ~ ~ o o  bis + o c ,  a ~ a r c c o s  ~---~-j, 

yon denen fiir nns haupts~ichlich das auf der imaginiiren a-Axe gelegene 
Paar a ~---{-ia in Betraeht kommt. Desgleichen finder sich nattirlieh 
die reelle Axe der /t'-Ebene in unendlich vielen Exemplaren der 

,L 

l l !  

\" .D ,i/' 
\Ii ,'I 

' 1 I 
~t 

)r 

r i g .  4, 

a-Ebene wieder. Eines derselben haben wir ausgezeichnet. Es is~ der 
gebrochene Linienzug L ( - - ~ + i ~  ~ ,  0, i~, 0~ ~, ~e+ioo).  Der 
posi~iven R'-Halbebene entspricht das Innere des yon L nmschlossenen 
Gebietes. Beim Ueberschreiten yon L kommt man jedesmal in einen 
der nega~iven l~'-Halbebene entsprechenden Theil. 

Wir wo|len nun unsere obige Angabe tiber den Integrationsweg 
noch damn pri~eisiren, dass derselbe den Punkt a ~ ia  zur Linken, 
die auf der reellen Axe gelegenen singuliiren Punkte zur Rechten l~isst. 
Im Uebrigen kann er natiirlieh beliebig deformirt werden, nut darf er 
tiber die Punkte a ~ + ia ,  ~ ( ~ 9 ' )  + 2 k n ~  nicht hiniibergezogen 
werden. 

Der in Fig. 4 punktirt gezeiehnete Theil (CD) des Integrations- 
weges ea~spricht in der /~'-Ebene Punkten der negativen HaIbebene. 
Anfang und Ende des Integrationsweges sind roll ausgezeichnet, um 
anzudeuten, dass die zugehSrigen Punkte tier/~'-Ebene in der positiven 
Halbebene liegen. In den unendlich fernen Theilea des Integrations- 
weges versehwindet also die Function Uo(kl~" ). 

Wit ersehen daraus, dass das Integral (8) im Allgemeinen einen 
endlichen Werth besitz~; eine Ausnahme tritt nur ein in dem speeiellen 
~'alle r ~ r', ~ ~--<p'. Lassen wir n'~mlich r ~ r" werden~ so rticken 
die beiden Verzweigungspunkte a - ~ - +  ia  in den einen Punkt ~ ~ 0 
zusammen. Der Integrationsweg, welcher zwischen beiden Punkten 

-sozusagen eingepflockt ist, zieht dana nothgedrungen dureh den 
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Punkt r ~ 0 hiadurch. Deshalb braucht das Integral noch nicht 
unendlich zu werden. Lassen wir abet auch (p ~--q>' werden, so wird 

sin - 
der Factor n ~ in diesem .Punkte unendlich. Dann und a ( p - - c p  

C O S -  --- C O S - ~ - -  

nur dann wird des Integral unendlich. 
Um die ArC des Unendlichwerdens zu uatersuehen, bilden wir die 

symmetrische Function U~-~- U~-~ . . . .  n t- U,, der Werthe yon U in 
den iibereinander hegenden Punkt~n der FFs ]~abei bezeiehaen 
wir e wie friiher, als erstes Blurt die Gesammtheit de~jenigen Punk~e, 
in welehen Iq~--qf] < ~ ,  als 2 re* , , . .  n te~ Blatt alle tibrigen Pnnkte. 
U 1 bezieht sich ant des erste, U ~ . . .  U,, auf das 2 . . .  nte Blurt. Nach 
der i m w  5, pag. 344 angegebenen Reehnung wird nun 

Fassen wit diesen Ausdruek als ein integral in der complexen Ebene 
der Variabeln cos a ~uf; so k5nnen wit e~ nach dem Cauchy'schen 
Satze ausfiihrem Uer Integrand ist; n~mlich eino eindeutige F~mction 
yon cos r ~.ir erhalten: 

U 1 -]- U~ -~- . . . .  ~- U~ ~-- Uo(];l~) [/~2~--r: '~-r '~--2rr 'cos(r 

Die Function Uo(k~) wird fiir /~ ~ 0 nach Gleiehung (8), pag. 340 
logarifhmisch unendlich. Nun haben aber nach dem Vorhergehenden 
die Gr5ssen U ~ . . .  U~ sieher endliche Werthe. Des Unendlichwerden 
ist also lediglich auf Rechnung yon U~ zu setzen. Mithin wird die 
Function U im ersten Blatte an der Stelle r -~- r', ~ ~--- q~" unendlieh, 

1 wie lg ~ -  

Hiernach kSnnen wir yon unserer Function U Folgendes aus- 
s a g e ~ l  : 

a) Sie erfiillt die Differentia~gleichung A U + ]~2 U = O. 
b) Sie ist auf  unserer n-bliittrigen Windungsfl~iche dndeutig. 
c) Sie ist fib. afle end~ic]ten Wo'the yon x und y eneflich und stctig 

ausser im _Punkte x ~ x', y ~ y ,  wo sie einen einfach~n t)ol be~itzt. 
d) Sie versch,windct im Unendlichen. Wenn n~mlich r~--c~ wird, 

so rhcken die Punkte a ==-~-ia  auf der im~gin~ren Axe gleichfatls 
unendlich weir auseinander.--D~nn dfiffen wir den Integrationsweg in 
der Riehtung der posit4v im~n~ren  Axe beliebig weii verschieben, wobei 

~ betiebig klein wird. des Integral wegen des ~actors ~ ~ _  
COS -- ~ COS 

B 

e) 1)ie Function U bleib~ u~ge~n~er[, wenn wit  die ~olle des 
variabeh+ Pu~ktes und des Poles vertauschen. 
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f)  Die symmetrische Function U, + U 2 -~-. .  .-]- U~ der Werthe 
yon U in iibereinander Ziegenden Pun]zten der Ft~iche ist gleich der 
analogen eindeutigen Z6sung Uo (k R). 

Bemerken wit noch, dass eine vollkommene Uebereinstimmung in 
der Bildungsweise der Functionen u, uo des vorigen und der Functionen 
U, Uo dieses Paragraphen besteht. Die Function u, so kSnnen wir 
sagen, entstand aus der eindeutigen Lbsung u0, wenn wit in dieser 
die reelle GrSsse cos (cp--~p') dutch die complexe cos e~ ersetzten, den 

1 . r 
- -  SII~ - -  

Factor n n hinzufiigten und naeh ~ auf dem Wege (A) 
cos ~--- cos (~--~') 

integrirten. Genau auf dieselbe Weise entsteht die Function U aus 
der eindentigen Lbstmg Uo. 

Die Function U stellt eine Lichibewegung auf unserer Riemann'- 
sehen ~'Itiehe dar, welche ein im t)u~kte r', ~' befindlieher leuchtender 
_Punkt hervorrufl. Sie hat an die S~elle der Function U0 in solchen 
optischen Problemen zu ~reten, welche ihrer Natur nach zu Functionen 
Anlass geben, we]che mi~ ihren analy~ischen Fortsetznngen erst auf 
unserer ~-bliittrigen l~iemann'schen Fliiche eindeutig sind, nfimllch in 
dem Problem derBeugnng an einem kei]fSrmigen undurchsichtigen KSrper 
bet Vorhandensein eines im End|ichen gelegenen leuchtenden Punktes. 

3. Nach w 3 lassen sich a]]e LSsungen unserer Differentialgleichung, 
welche sieh im Innern eines Kreises bez. Kreisringes regular verhalten, 
in eine nach Bessel'schen Functionen i ter bez. 2 tr Art fortschreitende 
Reihe entwickeln. Wir wollen jetzt diese Entwickelungen f'tir unsere 
Function U wirklich aufstetlen. (Die Function U o brauchen wit night 
ausdriicklich zu behandeln, da sie nur einen speciellen Fall yon U 
darstellt). Und zwar werden wit sie direct aus der .Potenze~twickelung 
der com21exen Ausga~gsf~nction ableiten. Wir kommen dabei aller- 
dings nicht zu einer einheitfichen Entwickelung, wie bet der Function 
u des vorigen Paragraphen, sondern wir miissen zwe/ Gebide unter- 
scheiden, in denen verschiedene Entwickelungen gelten, n~mlich das 
Innere und das Aeussere des Kreises r ~ r'. 

Die Function U berechnet sich als Summe zweier Integrale, yon 
denen das eine bet der Projection der Function f yore Siidpole, das 
andere bet der Projection yore Nordpole erhalten wird (in derselben 
Weise, wie es ftir die Function Uo oben explicite ausgefiihrt ist vgl. 
(5) und (6), pug. 349). Dement~prechend betrachten wit mit Be- 
nutzung der Bezeichnungsweise aus w 5, 3 

(10) f(Z) + f (Z~) = ~ ~ + �9 

_ 5 )  I-- 1 ( Z  
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Hier besbehen zwisehen dem Rudiusvector r eines Panktes der 
x,y-Ebene und den Radienveetoren IZ], ]Z1] derjenigen Punkte der 
complexen Ebene, welche in den Punkt x, y bei der einen oder anderen 
Projection iibergehen, wie auf pug. 345 die Beziehungen: 

kr m ( l la) [Zt ~--- m-' l Z ' l  ~ 2-k~" 

Die entspreehende Gleiehung besteht zwisehen r" and !Z'I, n~mlich: 

(11b) ]Z't == k" i ,  
1) r < r'. Aus den Gleichungen ( l la )  und ( l lb )  folg~: 

tZl < ~Z'I and I Z , [ > ] Z ' l .  

In diesem Falle haben wlr fiir die Function (10) die folgende con- 
vergente Potenzentwickelung anzusetzen: 

1 2 1 1 

f ( Z ) - b f ( Z ~ ) = ~  {i +,,~] ~Z'] . . . .  ',~,' , ] I" 

Diese Gleichung integdrea*) wit links und rechts auf dem Wege (A) 
und (/~) nach a bez. a'. Dann entsteht links unsere Function U. 
Rechts ffihren wit die Integration g]iedweise aus. Der Zusammenstellung 
am Sehlusse des w 4 entnehmen vdr: es wird 

aus 1 

- - e  

e" ~ J~(kr)  U,~ (kr'), 

(~-~') J..(k~) g,~ (k+"), 
n ~ 

Jo(kr) v0(kr'). 
Wir erhalten somit: 

m ~ o  

1 ---~ Oj  [y, .  --__- ~ ,, m 

Wir kommen so zu ein~ fib" das ln~wre des Kreises r = r" geY~.~le~ 
.Fmtwickelung, wdche nach J~essd'schen ~'unctionen erster Art fortschreitet, 
in Uebereinstimmung mi~ dem allgemeinen Satze aus w 2, pag. 325. 

*) Ueber die Bedeutung dieser abgek/irzten Ausdrucksweise vgl. die Anm. 
auf pag. 3~t6. 
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Die Reihe erscheint dort nut in etwas anderer Form, indem J~(kr)  
n 

dori nich~ mit U=(kr') sondern mit 1 :J~(kr ' )  multiplicirt ist. Ver- 

gleieht man aber die far die Bessel'schen Functionen erster and zweiter Art 
angegebenen Grenzwerthe yon pag. 323 und 328 bei unendlich waehsen- 

dem lndex, so sieht man~ dass ,=~iim U, : ~, kleiner is~ als 1~ multiplieirt 

in eine yon v unabhangige Zahl. Unsere Reihe (12) eonvergirt daher 
immer dann~ wenn die Reihe (2) aus w 2 convergir~, d. h. im Innern 
des Kreises yore Radius r' und stellt hier wirklich die Function U dar. 

2. r > r'. Sehen wit f~ir den Augenblick nich~ r,  qo sondern 
r', r als den variablen Punkt an, so liefert uns die Reihe (12) gleich- 
zeitig eine Darstellung yon U(r', r durch Bessel'sche Functionen 
zweiter Art~ welche der Ableitung zufolge giiltig ist, sofern r' > r. 
Nun bleibt die Function /7 auf Grand ihrer ReciprocitKtseigenschaf~ e) 
unge~ndert, wenn wir r', r mit r, ~p vertauschen. Wir kommen dann 
zu der folgenden Reihe 

(13) U ( r ,  = V, (kr) cos 
t a r o  ~ 

P:  j ~.-----~ fib m >0 7 

I LT,,,---~ , ,  m=O 

welche fiir alle endlichen Punkte ausserhalb des Kreises r ~-- r' gilt. Es 
isi dieses eine Reihe yon der im w 2 sub 5 betrachteten Form, nur ist 
hier im allgemeinen Gliede J~ (kr') an die Stelle yon 1:  LT (kr') 

n n 

getreten. Nach unserer obigen Bemerkung fiber den Grenzwerth yon 
J ,  U~ bei unendlich wachsendem v wird dadurch die Convergenz der 
Reihe nut verbessert. Die Reihe (~3) convergir4 daher fiir alle Werthe 
or > r > r'. Dass eine solche Reihe die vorgelegte LSsung in dem- 
selben Gebiete wirklich darstellt, konnte im Allgemeinen nichl be- 
hauptet werden. Es fo]g~ bier aber, wegen der besonderen Reciproei~ts- 
eigenschaft yon U daraus, dass die Reihe (12) die Function U in dem 
Gebiete r < r" wirklich darstellt. 

Spalten wit die Reihen (12) und (13) nach Gleiehung (7), pag. 340 
in ihren reellen and imagin~ren Besta~dtheiI, so ergeben sich im 
einfachsten Falle n ~ 1, d. h. im Falle. der eindeutigen LSsung 
Uo(/~/~ ) die sogenannten Additionstheoreme der ~essel'sche~ Functionen 
Jo(kR) und K0(]z/~), wie sic yon H e i n e ,  jedoeh ohne Angabe ihres 
Gfi~tigkeitsbereiches, aafges~elit siad. Wir .bemerken noch, dass aueh 
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die entsprechenden Addit~mstheoreme der Kugel[unctionen anf demselben 
Wege entspringen, wens wit unser Verfahren vor Ausfiihrung des 
Grenziiberganges abbrechen. 

4. Es braucht kaum erw~hnt zu women, dass unser hnsatz auch 
die auf einer unendlich-viel.bl~ttrigen WindungsfMche eindeutige Func- 
tion mit einfachem Pole |iefert, in der Form 

Fii~ diese gelten malatis muta~dis gleichfalls die Eigensehaften 
a)--f)  yon pag. 353~ 354 und die bisher betrachteten LSsungen U 
kSnnen aus ihr riickwiirts aufgebaut werden. 

w  

6ral)hisoho .Boha~dlwlg dor oinfaohston mehrdoutigon LSsu~g. 
Dieser Paragraph verfolgt den doppelten Zweck, ein m5glichst 

klares Bild yon dem Verlauf unserer m~hrdeutigen LSsungen in einem 
speciell~n Falle zu geben und die Formeln zur numerischen Rechnang 
bereit zu stellen. 

Zur numerischen Reehnung eignen sich weder die DarsteUungen 
durch ein complexes Integral, noch die Reihen nach Bessel'schen Fune- 
tionen. Letztere convergiren allerdings im Falle der iiberall endlichen 
LSsungen, wie wir gesehen haben, ffir alle endlichen Punkte der 
x, y-Ebene. Die Convergenz versehlechtert sich jedoeh mit wachsenden 

k wie Werthea des Argumentes kr. Nun hedeutet physikaliseh ~ ,  

pag. 318 bemerkt~ die reciproke Wellenliinge der betreffenden Sehwingung. 
Die Coavergenz wird also immer dann sehtecht seine wenn der Ab- 
stand r yore Windungspunkte tier Riemann'~hen Fl~iche eine grSssere 
Anzahl yon Wellenliingen betr~gt. 

Fiir die optischen Auwendungen, wo (tie Wellenl~iage so ausser- 
ordentlich klein ist~ sind unsere convergente~ Reihen sicher nicht 
brauchbar. Fiir akustische oder Hertz~sche Schwingungen mSgen sie 
immerhin nli~zlich sein. Jedoch werden wir sogleieh divergente Reihen 
angeben, welehe ffir op~ische Zwecke ~ehr praktisch si~d. Dabei be- 
sehriinken wit uns aaf den eiafachsten und zugleich wichtigsten Fall 
derjenigen LSsung Us welche auf einer zweibliittrlgen Windungsfliiche 
eindeu~ig und /iberal| endlich ist. 

Zuniichst verwandeln wir das compIexe Integral (5)~ durch welches 
diese L6sung pag. 343 erkliirt wurde, in ein Integral auf reellem Wege. 
Dabei wollen wit zur Abkiirzung ~ -- r ~P setzen~ oder mit anderen 
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Worten, wir wolten die ,,Einfallsrichtung der Welle" ais x-Axe wi~hlen, 
so dass jetzt  r und ~p gewShnliche Polarcoordinaten bedeuten. Die 
Punkte,  fiir welche ]r < ~ bez. ]~Pl > ~r ist, bezeiclmen wir wie 
fr~iher als ersles bez. zweites Blatt. Naeh e) pag. 344 haben wir 

( i )  ~ ,  + u2 ---- Uo = e '~k~r176 

Ferner bereehnet man aus (5) pag. 343 

~b ]~  ikrco~a �9 a .  cos ~ / e  sm-~ a e  

(2) u~ ~ u~-=- - - g T - ~  ~ o ~ - - - ~  ' 

wobei fr < ~ a~genommen ist. Setzen wir voriibergehend 

X~-- ~ --u~ 
u o , 

so wird 

~7 -~- 7r cos . #~,(r sin ~ d a  

~?) -- 21~rcoa ~ ~ f e  2 i k r  co,ffi ~ a 
7~ cos ~ e sin ~ da. 

Wenn wir in dem zuletzt hingeschriebenen Integrale co s~  als Inte- 

gratlonsvariable ansehen uad den Integrationsweg, wie er sich fiir diese 
Variable aus dem Wege (A) der a-Ebene ergiebt,  in die imagin~re 

Axe der cos ~ - E b e n e  deformiren, so kfnnen wit es ausfiihren i es wird 

sm ~ da  ~ V ~ 7  " 

Mithin is~ 

_ _  ~ i~ d $ ' .  

o 

Integriren wir zwischen 0 und r, so kommt, da X ~ 0 f i i r r  = 0: 

T 

fe-~d~ 
und 

T 

2 e,.rcolv f e _ , §  ' r /~eos{, (3)  u~ - -  u2 = 
0 

Gleichung (1) we das Integral jetzt  auf reellem Wege genommen isr 
kSnnen wir auch so schreiben: 

0 

e, k reo .~  f e - i ~ d ~  ( 4 )  ~ ,  + . ,  ~ . .  . 

A 
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Aus Gleichung (3) und (4) folgen Ausdrticke ffJr u 1 und u~, welche 
zuniichst ftir t~'~ <~ x gelten, welche abet in elnander fibergehen, wean 
wir 7p rail lp-}-2~ vertausehen. Wir erhalten daher einen einheit- 
lichen Ausdruck ffir u, welcher sowohl im ersten wie im zweiten Blatte 
gilt, wenn wir die Beschr~inkung l~bi <~ ~ aufheben, n~mlich den 
folgenden: 

T 

(5) u = e ~ ~  - ' d ~ ,  2' ~ " 2 ~  cos-% 
//,~ , . 1  2 

Die Grgsse T ist positiv im ersten, negativ im zweiten Blatte. 
Auf Grand dieser Formel gelingt es nan, sich ein anschauliches 

Bild yon dem Verlaufe der Function u zu verschaffen and eine Zeich- 
�9 " o" hung zu entwerfen. Da Anschaaung sowohl wie Zelchnun~, die Func- 

tionsverhiiltnisse nur ungenau erfassen k5nnen, so werden wit uns 
bier mit Anniiherungswerthen begntigen diirfen, so jedoch, dass wir 
den begangenen Fehler genau abschiitzen kSnnen. Dementsprechend 
sotl fiir den ganzen ttest dieser Arbeit eine bestimmte Genauigkeit 
massgebend sein. Die GrSsse yon ~ kann beliebig vorgeschrieben sein. 
Alle ~folgenden Angaben machen nur den Anspruch richtig zu sein 
bis auf einen Fehler, welcher absolut genommen kleiner als ~ ist. 
Dabei wird eine abgeMirzte Ausdrucksweise gestattet sein. Wit werden 
sagen: u ist gleich einem gewissen Werthe, wo wit genauer sagen 
miissten: Die Differeaz zwischen dem angegebenen und dem wahren 
Werthe yon u ist absolut genommen kleiner als e. 

Angen~iherte ~erechnung yon u im zweiten Blatte. Es handelt 
sich zun~chst durum, Niiherungswerthe fiir das in (5) vorkommende 
Integral aufzufinden. Wic entwickeln dieses dutch n-malige partielle 
Integration in die folgende Reihe, wobei wit, da T i m  zweiten Blatte 
negativist ,  T ~ - - - -  ]TI setzen wollen: 

X - I T I  

(6) 1_!_ le-,§ ~_ & fe-'"d~ 

y~ ~i irl (~o ~ ~ § ~" l-~ . . . .  

+(_iy,_~1.3...2~-3 i ~.3...~____~-~_ fe_.,d~ 
(-2,)" !I'1 ~'-~ + ( -  1)" (~i)" 1~,' J'~" 

Liisst man n in's Unendliche wachsen, so wird die Reihe divergent. 
Man darf daher nur bis zu eiaem endlichen n gehen und muss das 
zuletzt hingeschriebene Restglied berficksichtigen. Dieses ist stets 
kleiner als das vorhergehende Glied, wie eine leichte Betrachtung 
zeigt, so dass die Reihe (6) als semiconvergent bezeiehnet werden kann. 
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Wir werden zur angen~herten Berechnung lediglich das erste 
Glied benutzen. Es ist dieses gestattet, wenn das zweite Glied bereits 

absolut genommen kleiner als ~ ist, d. h. wenn 

!e_i  T , 1 / 1 ~ 1 
E //~(2i)*ITI 3 ~ 4--~ITI - - ~  < ~- oder @~ < 2 / / ~ e .  

Denn dann ist auch der ganze Rest kleiner ats ,~ und der begangene 

Fehler kleiner als e. Es ist bequem, diese Bedingung durch eine 
noeh etwas sch~rfere zu ersetzen, niimlich durch 

1 
(7) 4~"~ < ~" 

Das untere Blatt zerlegt sich fiir unsere fernere Betraehtung in 
~wei Gebiete, je nachdem diese Ungleichung erfiillt ist oder nicht. Das- 
jenige Gebiet~ in dem sie nicht erffillt ist, nennen wir den ,, Uebergangs- 
streifen". Die Begrenzung des Uebergangsstreffens wird dutch die 
Glelchung gegeben: 

1 ~ oder r ( c o s r  8~re 81zr c o s ~  

2zt 
wo X ~--- -~- die WellenlKnge bedeutet. Die Grenzeurve ist eine _Parabel. 

In rechtwinkligen 0oordinaten x -~- r cos r  y ~-- r sin r lautet die 
Gleiehung n~mlich 

1 (S) y~ + 4 e ( x - - e )  = 0 ,  e = -  
16zt~' 

wo e die Enffernung des Brennpunktes yore Scheitel bedeu~e~. Der 
Seheitel liegt im Punkte x ~ e ,  y ~ O ,  der Brennpunkt x-~-0,  y ~ 0  
f'~llt mit dem Windungspunkte zusammen. Die Parabel umscbliesst 
den negativen Theil der x-Axe. Um bestimmte VerhKltnisse vor Augen 
zu haben, wollen wir vorlibergehend far X den ungef~ihren Wer~h der 
D-Linie 5.10-4ram, fiir 16z~ die Zahl 50 nehmen und die Genauigkeit 

1 1 
so bestimmen, dass ~ ~- ~ ist. Dann wird e "-~-~lo- ram. Die Parabel 

ist also Kusserst schmal*). 
In allen Punkten ausserhalb der Parabel ist die Ungleichung (7) 

erf~llt. Daher geniigt es, unter den in der Optik vorliegenden Vet- 

*) Wenn die Wellenl~nge oder die vorgeschriebene Genauigkeit grSsser 
(d. h. wenn ~t grSsser oder ~ kleiner) wird, nimmt die Paxabe[ etwa~ grSssere 
Dimensionen an. Daher rfihrt es, dass in den Figuren der Tafel das Uebergangs- 
gebiet ziemlich gross erscheint. Die Wellenl~nge musste bier mindestens gleich 
10m,n geuoramen werden, wenn die Zeichnung deutlich sein sollte. Als Genauig- 
keit wurde gew~hlt ~ ~ 2.10 -3, so dass sich e ~-- 10 mm bestimmte. 
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h~iltmissen fiir den weitaus grSssten Theil des zweiten Blattes, die 
Reihe (6) durch ihr erstes Glied zu ersetzen. 

Fiir u selbst ergi[~bt sigh dementspreehend aus (5) der folgende 
N~iherungswerth: 

2:g~r ~ i  

U ~  -- - ~  . . . .  

4~i cos ~: 2] 

2r~ir i~ 
oder 

(9) 
V ~  ~ 2 4 

4~ cos V 
2 

Diese Gleichung gilt mit der Genauigkeit ~ in aZlen ~unkten des 
zweiten 33tattes, welche nicht dem Uebergangsstreif~n angeh6ren. 

Angeniikerte _Berechnung yon u im ersten 131atte. Im ersten Blatte, 
wo T > 0 ist, kSnnen wir die Reihe (6) nicht direct verwenden. Wir 
haben aber naeh Gleiehung (1) pag. 358 

Wir grenzen uns auch im ersten Blatte ein Uebergangsgebiet ab, in- 
dem wir unsere Parabel an die entsprechenden Stellen des ersten Blattes 
fibertragen. In allen Punkten des Parabelgusseren kSnnen wit dann 
u, durch den Ngherungswertb aus Gleichung (9) ersetzen. Mithin 
erhalten wit ffir u die folgende angen~herte Darstellung: 

( 1 0 )  U = e " f "  7 4r t  cos  ~p ' 
2 

welche in alien _Punkte~ des ersten J31attes, die nicht dem Uebergangs- 
gebiete angeh6ren, giiltig ist. 

In den Uebergangsgebieten des ersten und zweiten Blattes dagegen 
miissen wir die exacte Formel (5) heranziehen. 

Wir wollen uns im Folgenden die Terminologie der Optik zu 
Nutze machen. Nun hat die Function u an sigh noch keine physi- 
kalisehe Bedeutung; sie entspricht den im w 1 eingefiihrten Hiilfs- 
functionen =, H, Z. Wir erhalten aber eine GrSsse, die wir als LiGht- 
sehwingung bezeichnen kSnnen und die den GrSssen X, Y, Z in w 1 
entsprieht, wenn wit bilden 

{ 2~tit 

(u) t,e u), 
wo t die Zeit, ~: die Sehwingungsdauer bedeutet. Von dem so ent- 
stehenden Schwingungszustande werden wir ein Bild bekommen, wenn 
wir seine Niveaucurven in verschiedenen Zeitpunkten Gonstruiren. Am 
einfaehsten gelingt5 dieses fiir die Knotenlinien, d. h. ftir diejenigen 
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Curven, in denen die Schwingung 0 ist. Wit fragen daher nach dem 
Verlwaf dieser Nulllinie~ im zweiten and ersten Blatte und zwar zu- 
n~ichst fiir die Zeit t ~ O. Dieselben sind dargestellt dureh die Glei- 
ehung ~ e (u) ~-- O. 

]m zweiten t~Zatte ausserhalb des Uebergangsgebietes hubert sie 
eine sehr einfache Gestalt. Ihre Gleichung lautet bier nach (9): 

(12) 

o er ? 

Sie bilden ela System concentrischer Kreise um den Winduagspunkt, 
ia welchem sich die Radien aufeinaader folgender Kreise am eine 
halbe Welleal~inge unterscheiden. Wir zeichnen diese Kreise (vgl. 
Fig. 1 d. Tar.), wobei wir jedoch jeden Kreis nut bis an das Ueber- 
gangsgebiet ausziehen diirfem Denn fiber den Verlauf der Nullcurven 
im Uebergaagsgebiet kSnnea wir auf Grund yon (9) nichts aussagen. 
(Es braueht kaum bemerkt zu werden, (lass in Wahrl~eit die ~Null- 
eurven keine exakten Kreise, senders transceadente Curven stud. 
Genau genommea kSnnen wit nut sagen: L~ngs aller jeaer Kreise 
ist der Werth yon ]u I kleiner als e.) 

Die Nullcurven im ersten •latte ausserhalb des Uebergangsgebietes 
berechnen sieh aus Gleiehung (10). Ihre Gleichung lau~et, wens wit 
im ersten Terme r cos ~ ~---x setzea, ffir t-~-0. 

2~rX ]//-~ 1 (2=r = 
( 1 3 )  cos  T - -  + = 0 

Der ers~e Term (%), ffir sieh gleich Null gesetzt, liefert ein System 
paralleler Geraden G, welche senkrecht zur x-Axe stehen und im Ab- 

stande .~ auf einander folgen. Es sind dieses einfaeh die Knotenliaien 

einer Schwingm~g, wie sie stattfiaden wiirde, wean der Windungs- 
punkt garnicht vorhandea wSre. Diese Geraden verzeiehaen wit in 

F ig .  2 d. Tar. Der zwei~ Term (u2) fiir sich gleich Null gesetzt, lieferg 
das besehriebene System concentrischer Kreise. Wir haben uns nun klar 
zu maehen, welehe ~ulleurven dem zusammengesetzten Ausdrucke 
% ~ u 2 -~- 0 entsprechen. Wir deakea uns zu dem Zwecke die Fig. 1 
auf das System tier Geraden G in Fig. 2 heraufgelegi und betrachten 
zun'~chst einea derjenigen Punkte _P~ in denen sich ein Kreis trod eme 
Gerade sehneiden. Dutch diesen muss aach Gleichung (13) auch die 
neu entstehende Nulleurve hindurchgehen. 

Ferner kann zwische:a zwei aufeinanderfolgenden Punkten /) in 
grosset Entferatmg veto Windungspunkte die Nullcurve nur weaig yon 
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I 

der Geraden G abweichen, da u~ wegen des Factors r --~ klein ist im 
Verh~]~niss zu u o. Die neue Nulllinie wird daher nur wenig nach 
derjenigen Seite hiniibergezogen, wo u 0 undue  dasselbe Vo~,zeichen 
haben und wird sich im Uebrigen um die Gerade G herumscht~ingeln, 
indem sie alle Punkte /), welche auf derselbeIl Geraden G liegen, der 
Reihe nach durchliiuf~. 

Es were abet mSgiich, d~ss die Nulllinien in grbsserer N~he an 
dem W'i~dungspunkte yon den betr. Geraden G soweit abgeleakt 
wfirden, das~ sie zwe~ Punkte t) verbinden, die ~rsprfingl~ch auf ver- 
sohiedenen Geraden G gelegen sin& Thats~r ist dieses nieh~ der 
FaIL Betrachten wir nEmlieh eine derjenigen Gerade~l G', welche in 
der Mitre zwischen zwei aufr Geraden G verlEuft. 
Auf diesen ha~ u 0 den Werth + 1 oder -- 1. Dagegen hat iu21 den 

Werth T '  wo & - - - ~  cosx z + u  ein echterBruchund l :Taach  

(7) kleiner uls 21/~, ~lso jedenfalls auch ein echter Bruch ist, sofern 
wir iiberhaupt nur eine verniinftige Genauigkeit vorschreiben. Mithin 
~st lust < 1 und u0---u2 kann liings der Geraden G" nirgends ver- 
schwJnden. Die entstehenden ~Nullcurven kSnnen also auch in geringerem 
Abstande vom Windungspunkte dis Geraden G' ni~gends kreuze~. 
Sie schliessen sich im Wesentliehen a~ den Yerlauf der Gerader~ G an 
indem sie aUe Punkte ~' der Reihe nach durchlaufen vnd fiihren 

und die s.~ch i~berdies yon bier J~longatzonen aus~ die kleiner sind als 

um so mehr abflachen~ je welter sich die Nulteurve yore Windungs2mnkte 
entfernt. Wir fiberdecken demnach in ~1~. 2 das obere Blurt mit einem 
solchen Systeme geschl~ingelter Curven, wobei wir jedoch jede Null- 
curve nur bis an den Ueberganossheffen heran ausziehen dfirfen. 

Was nua die Uebergangsgebiete betmfft, so miissen wit auf die 
exacte Formel (5) reeurrircL~. Hier kSnnen wit zun~hst die Schnitt- 
~u~kte des s mit der Axe unserer s leicht auffinden. 
Auf der Parabelaxe ist n~imlich ~P == + z, also T == 0. Die Schnitt- 
punkte sind daher gegeben dutch die Gleichung 

e~r Z Z (m~0 ,  1,2, .). 
~ r  = cos  ~ -  - ~  0 o d e r  r = ~ + ~ "- 

Diese Nullpunk~e (Q~) folgen einauder in dem eonstanten Abstande ~ 

,and zwar fi~det man im ersten und zweiten Blatte dieselben Punkte 
(2,~. In jedem dieser Punkte hat die bez. Nulleurve eine _Ecke. Es 
ist nicht sehwer~ die GrSsse dieser Ecke aus Gleichung (5) zu ermitteln. 
Fiir die '~!an~ente~ des halbert Wi~kels derselben ergiebt sieh die Formel 

~/~h + 
- ]/ ~------~ im ers~en, - - .  ] / -  , -  ira zwei~ell Bla~te. Die Eeken 
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sind also im ersten und zweiten Blatte nach der entgegengesetzten 
Seite geSffnet; ihr Winkel ni~hert sich mit wachsender Entf'eraung yore 
Windtmgspunkte mehr und mehr einem Fiachen. 

Nun miissen doch die in Q,~ zusammenstossenden Aeste der Null- 
curve in irgend eine der ausserhalb des Uebergangsgebietes bereits 
eruirten Nullcurven tibergehen. Wir stelien eine solche u 
zwischen den Ecken Q~ und den vorher gezeichneten aufeinander- 
folgenden Nullcurvenstiicken in Fig. 1 and 2 in willktirlicher Weise 
her, ohne u n s u m  die Gestalt der Verbindungslinien im Einzelnen zu 
kiimmern. Dadurch ist die Zeichnung des Niveaucurvensystems voll- 
st~ndig geworden. 

Beim Vergleich der Fig. 1 und 2 sieht man noch~ dass sieh die 
Nullcurven des einen Blattes stetig und mit stetiger Tangente in die 
des anderen Blattes fortse~zen. Die vorher genannten Ecken sind also 
nur scheinbare und nur dadurch entstanden, dass die Geraden ~ ~ ~r 
und ~p ~ --  ~ welche aus der l~iemann'schen Fli~che verschieden sind, 
in den Figuren zusammenf'~llen. 

Beschreiben wit nunmehr den Gesammtverlauf einer ]~ullcurve im 
ersten u.nd zweiten ~Blatte, wobei wit eine solehe herausgreifen mSgen, 
welche die Parabelaxen schneider. Wir beginnen im Unendlichen des 
ersten Blattes oberhalb tier Parabelaxe. Die Nutlcurve schmiegt sich 
zun~ichst der Geraden G unendlich nahe an, oscillirt dann um diese 
herum and zwar mit um so st'~rkeren Elongationen, je n~her sie dem 
Windtlngspunkte kommt. Beim Eintritt in den Uebergangsstreffen 
wird sie nach dem Windungspunkte hingezogen, bTaehdem sie die 
Parabelaxe in einem der Punkte Q~ geschnitten hat, tritt sie in 
alas zweife Blatt ein and uml~uft den Windungspunkt auf einem 
Kreise. Bei ihrem zweiten Eintritt in das Uebergangsgebiet entfernt 
sie sich etwas yore Windungspunkte und gelangt im Punkte Q,~ 
wieder in das erste Blurt zuriick, wo sie mit abnehmenden Oscilla- 
tioneu im Grossen und Oanzen der Richtang der Geraden G folgt 
und unferhalb der Parabelaxe sich in's Unendliche verl~aft. Diejenigen 
Nul]curven, welche die Parabelaxe nicht schneiden, zeigen einen 
einfacheren Vertauf, indem sie den Windungspunkf nicht um- 
kreisen. 

Dies der Schwingungszustand zur Zeit t ~--0. Wollen wir uns 
nun auch die AbMingiykeit desselben yon t veranschaulichen, wie sie 
durch die Formel (11) gegeben wird, so brauchen wir die Rechnung 
night yon neuem durchzufiihren. Wir haben uns vielmehr nut alas 
soeben gezeichnete Nullcurvensystem in der Richtung der abnehmen- 
den x wandern zu denken and kSnnen die Yer'~nderungen, welche mit 
einer einzelnen Nallcurve bei wachsendem t vor sich gehen, direct 
folgendermassen beschreiben: Zu Beginn der Zeit schneider unsere 
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Nulleurve die Einfallsrich~ung r im Unendliehen des ersten Blattes; 
sie erschein~ hier als eine gerade Linie G. Bei der Ann~herung an 
den Windungspunkt zeigt sie periodisch sich wiederholen de Verzerrungen, 
welche in den dem Windungspunkt zun~ehst gelegenen Theilen am 
st~rksten sind. In dem Momente, wo sie den Windungspunkt passirt, 
after die Yerzerrung in eine Spitze aus, die sich dann weiterhin in eine 
Schleife auftSsk Der im zweiten Blatt gelegene Theil der Schleife hat 
die Gestalt eines Kreises, w~hrend die beiden in's erste BlaSt hin~iber- 
reichenden Enden der Schleife sieh einer G-Geraden mehr oder minder 
ansebmiegen. Beim For~sehreiten wandert der Doppelpunkt auf der 
Parabelaxe yon dem Windungspunkte fort, w~hrend die Enden mehr 
und mehr die Gestalt einer zur Parabelaxe senkrechten Geraden aa- 
nehmen und die Rundung der Sehleife grSsser und grSsser wird. 

Alles, was Met fiber die Gestalt der Nullcurven gesa~ ist, gilt 
natiirlieh nut bei 13eschr~inkung auf die einmal festgesetzte Genauigkeit. 
Die Verh~ltnisse liegen hier abet insofern besonders g~instig, als wit 
das Gesagte, auch wenn man eine grSssere Genauigkei~ yon uns ver- 
langt, im Wesenflichen aufrecht erbalten kfnnem Wit milssen dann 
nur unser Uebergangsgebiet entsprechend vergrSssern und unsere 
numerisehen Aussagen auf einen entsprechend kleineren Theil der 
Riemann'sehen Fl~che besehrgnken. Wird allerdings eine absolute 
Genauigkeit vorgesehrieben, so ge|ten sie f~ir keinen im Endliehen 
gelegenen Theil der Fl~che mehr. 

Bemerken wir[noeh zum Schluss ausdrtteklich, dass der Schwingungs- 
zustand im ersten und zweiten Blatte einen wesentlieh verschledenen 
Charakter hat; w~bread wit die Lichtbewegung im ersten Blatte an- 
n~hernd mit einer ebenen Welle vergleiehen kSnnen, hat die Lieht- 
bewegung des zweiten BlaRes viel eher mi~ einer ;Kugdwelle Aehnlich- 
keit, welche yon dem Windungspunkte auszugehen seheint. Es ist 
beinahe so, als ob yon der Schwingungsenergie des ersten Blattes ein 
wenig durch den Windungspunkt hindurch in das zweite sickert und 
dort~ ~hnlieh wie ein Stein auf einer Wasserfl~che, ein System kreis- 
Fdrmiger Wellenringe erregt. 

Alle diese Dinge werden im n~chs~en Paragraphen reale Bedeutung 
gewinnen. 

w  

Anwendnng auf die Diffraction, 

Vqir behandeln in diesem Paragraphen das folgende einfachste 
Beugungsproblem: Es sei im Raume ein uaendlich dfinner, vollkommen 
undurchsichtiger, geradlinig begrenzter, ebener'Schirm S vorhanden, 
dessen Kante die z-Axe bildeh Man l~sst in einer zur Sehirmkante 
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senkrechten Ebene paralleles Lithe*) auffallen. Es soll in jedem Punkte 
des Raumes der Schwingungszustand ermittett werden. 

Wit  zerlegen mit Herrn Po inca r6** )  den Zus~and in zwei ein- 
fachere, aus denen sich jener umgekehrt zasammensetzen l~sst und 
charakterisiren diese in der Terminologie der electromagnetischen Licht- 
theorie folgendermassen: In dem einen Falte (a) ist die elecSrische, in 
dem anderen (b) die magnetische Schwing,ttng fiberall der z-Axe parallel 
geriehtet. Da die Maxwell'schen Gleichungen f[ir ein nichtleitendes 
Medium (in unserem Falle die Luft) vollkommen symmetriseh gebaut 
sind, so kSnnen wir die ersten Gleichungen des w 1 eben sowohl als 
Differentialgleichungen fiir den elek~isehen wie ffir den magnetischen 
Vector ansehen, In beiden F'~llen ergieb~ sich vermSge X =  0, 

Y - ~  0: ~ - g Z  0. Der Zustand ist also yon einer Coordinate (z) un- 
0 5  

abh~ngig und wird yon selbst zweidimensional. Die Differentialglei- 
ehungen ftir X ,  :Y, Z reduciren sich, wenn wir yon der Z-Componente 
zu der yon t unabh~ingigen Function Z ~ibergehen, auf 

(1~ ~z ~z-~z ~z~ + ~ -  + k~Z = O. 

Die Grenzbedingungen l~ugs S aber lauten in beiden F~lten ver- 
sehieden. Wenn wir den Schirm mit Herra Poincarg als vollkommenen 
Leiter voraussetzen, erhalten wir l~ings S 

Z = = O  im FaUe (a), 

(2) ~__z 0 (b) 

Wh- ffigen in beiden Fiilten die Bedingung hinzu, dass Z fiberall 
endlieh sein soil. 

Den vorstehenden Bedingungen kann man nun mit Hiilfe unserer 
mehrdeutigen LSsungen sehr leicht geniigen. Wir denken uns die 
xy-Ebene liing's S aufgeschnitten und eine zweite Ebene wechselweise 
daran befestigt. Ffir die so entsfehende zweibl~ttrige Riemann'sche 
Fl~che bildet S einen ,,natfirlichen Verzweigungsschnltt"; Verzweigungs- 
punk~ ist der Durchstossungspunk~ der Sehirmkante mit der xy-Ebene. 

*) Diese Ausdrucksweise bedarf der Erl~uterung. Wenn wir, wie fibhch, da~ 
Wort ,,paralleles Licht" durch die Function ~o yon pag. 342 erklSren, so mfissen 
wir genau genommen sagen: _Paralleles Licht ist bei Vorha~densein eines ~chirmes 
unm6g~ich. Denn in dem par~lleten Verlauf der Niveaulinien tritt eine dutch S 
hervorgerufene St6rung ein. Wir werden aber aus physikalischen Grfinden voraus- 
setzen dfirfen, dass die gestSrte Function ebenso wie uo fiberall endSch /st und 
eich im Onendlichen ~hnlich wie u, verh~lt. Mehr soil mR dem obigen Ausdruck 
,,paralletes Licht" nicht ausgesagt werden. 

**) Poincard: Sur Ia polarisation par diffraction, Acta Math. B. 16, w 1, 
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Die beiden Bliitter raSgen wit als phys~calisches Blurt and als Hill,s- 
blot* unterscheiden. Dos Azimuth 9 werde yon S aus gez:~at~, 
so dass ira physikalischen Blatte 0 < ~ < 2~ ,  im Hiilfsblatte 

2 ~ < cp < 0 sei. Wit  zieheu nun die zweiwerthige iiberal[ end- 
lithe LSsung u aus w 5 heran, welehe wir, am die Abh~ngigkeit yon 
der Einfallsrichtung ( p -  r hervortreten zt~ lassen~ u(~')schreiben 
raSgen and bJlden: 

Z =  u(cp') - -~ ( - - ,~ ' )  ira Palle {a), 
(3) z = u(§ + u ( -  ~ ' )  , ,  , ,  (b). 

Dana wird, wie aus Syraraetriebetrachtungen hervorgeht, fiir q~ ~== 0 
~' ~-- ~ 0. Ferner geniig~ und cp ~= 2 z  ira 1 alle (a) Z ~- 0, ira Falle (b) 3z o~p 

Z der Differentialgleichung (1) und der Bedingung iiberall endlich zu 
sein. Wir haben also in den Gleichungen (3) die LSsung unseres 
physicalischeu Problems vor uns. Die yon dera Schirrae S hervor- 
gerufenen iBr so kSnnen wlr sagen, sind weiter 
nichfs als ,,Interferenzerscheinungen~' zwische~ den WeZ~enbewegunge~ 
u(o?') und u(--  q~')~ yon denen die eine in der l~ichtung ~ ~ r des 
physicalischen, die andere in der Rieh~ung q~-- - -cp '  des Hiilfs- 
blattes einf~llt. 

W~hrend wir im voriger4 Puragraphen eine einzelne derartige 
Welle untersuchten, haben wir uns jetzt denjenigen Zustand klar Zu 
raachen~ der aus der Superposition yon zwei solchen Welien entsteht. 
Wir raarkh'en zu dera Zwecke zun~chst die Verti~ngerung der beid~n 
Einfallsriehtungen, d. h. die Halbstrahlen ~p~p ' -~  z~ und r ~= ~ ~'-~ zt. 
Man bezeichnet der~ ersteren in der Optik als Grenzlinie des geo- 
metrischen Schattens; wit wollen sagen : des georaetrischela Schattens 
erster Art. Den letz~eren nennea wir entsprechend Grenzlinie des 
georaetrischen Schatiens zweiter Art. 

Diese Bezeichnangen habe~a jedoch eine directe Bedentung nut 
in dem cxtreraen Falle der geometrisc]~en Optik, wo die Wellenl~nge 
geradezu gleich Null, unsere Coastartte k also unendlieh wird. In diesera 
Falle wird unsere Function u~ wie man aus Gleiehung (5), pug. 359 
unraittelbar ablies~, auf der einen Seite der Sehattengrenze gteich Null, 
auf der anderen Seite gleich der eindeutigen LSsang u0. Nut dieser 
Grenzfal| entspricht der landl~ufigen Ansicht yon der Natur des 
Lichtes~ nach welcher es hinter einera undurehsichtigen KSrper dunkel 
ist und seitlizh die Lichtbewe~mg so vor sich geht, als ob tier KSrper 
nicht vorhanden wiire, Fiir uns, die wit die Wellenl~nge als endliehe, 
wenn ouch kleine GrSsse vorausse~zen raiissen~ wird der Begriff 
,~chatten" iiberhaupt illusorisch und dos Wort ,Schattengrenze" be- 
deutet fiir mas nur eine Linie~ l~ngs welcher eine NKherungsforrael 
ihre Giiltigkeit verlier~, und dutch eine andere ersetzt werden muss. 

24* 



Wir sondern ferner zwei Uebergangsstreifen ~q~ und ~ je dutch 
eine Parabel ab, welche bez. die Schattengrenze erster und zweiter Art 
zur Axe hat und welche dutch die Gleichung (8), pug. 360 gegeben 
ist. Dabei bedeuteg ~ die bei der Berechnung tier Beugungserscheinungen 

" z xx 
\3, 

\ \~ 'i ,," ~z,, 

/ /  ~, r 2? z/ 

"//? ".q~"~" 

in (2, ~) 

in (~, 2) 

:Fig. 5. 

5' 

vorgeschriebene Genauigkei~, wie 
sie sieh etwa aus der Genauigkeit 
der Beobach~ungen ergieb~. ~) 

2)as ph~'ikaZische Bla#" zerlegt 
sich so in 5 Gebiete, die wlr der 
Reihe nach m[t (I, 1), (S~), (1, 2), 
(Sj), (2, 2) bezeiehnen. Die Be- 
zeichnungen (1, 1), ( 1 , 2 ) . . .  sind 
so gew~ihlts, dass sic an die Benen- 
nungen 1 tes und 2 tes Blatt des vorigen 
Paragraphen ankntipfen und an- 
geben, ob wir das betr. Gebiet zuta 
1 te'~ oder 2 tea Blatte der Function 
u(~o') bez. u ( ~  ~0') zu rechnen haben, 
wobei sieh z. B. in (1, 2) die erste 
Zahl aufu(~d), die zweite anf u(--qo') 

bezieht. Daraus folgt unmittelbar, welche AnnEherungsformeln wit in 
den verschiedenen Gebieten anzuwenden haben. Wit haben ~ml ich  
ftir u(q0") in den Gebieten (1, 1) und (1, 2) die Forme] (10), in dem 
Gebiete (2, 2) die Formel (9), f~ir u(- -cp ' )  dagegen in (1, 1)d ie  
Formel (10), in (1, 2) and (2, 2) die Forme] (9) yon pag. 361 zu be- 
nutzen. Gehen wir noch yon der Hfi]fsfanction Z zu der Schwingungs- 

/ - ~  ) 
eomponente Z-~--gte~e ~ Z tiber, so erhalten wir ft~rZ die folgen- 
den N~iherungsformeln : 

C~ k X - - u  ~ 

+ + 

:=4 e_,O8 6 0 8  

*) Der big. 5 liegen folgende Verh~ltnisse zu Grtmde: 2 ~ 5 .  i0 -~m= 
(D-Linie), ~---~3.10 - s .  Die Begrenzungsparabeln yon ~ und B2 werder, so 
tchmal, da~s sie nut noch angedeutet werden konnten. Der Abstaud ihrer Scheitet 

yore Windnngspunkte ~t dngefEhr e ~ ~lm~ Ffir da, s Gebiet S~' (vgl. long. 372) 300 " 
ergiebt sich e' ~ 1 m% 
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in (1, 1) 

2 cos - -  

Dabei gel~en die oberen Zeichen im Fallea), die un~eren im Falle b). 
An diese Formeln kniipfen sich einige interessante Bemerkungen an. 
Betrachten wir zun~hst das Gebiet (2, 2) (das Gebiet. des geo- 

,~e~ri, chen Schattens, wie man gewShnlich sagt). Die Lichtbewegung 
tri~gt bier durchaus den Charakter derjenigen, welche im vorigen 
Paragraphen als Wellenbewegung des zweiten Bla~tes beschriebea 
wurde. 

In der Sprache der geometrischen Optik*) wiirde man die Formel 
(2, 2) folgendermassen deafen: Von dem Windungspun]2e r-~-0 aus 
2flanzeu sich nach allen Seite~ innerhalb des Gebietes (2, 2)Straiten in 
der l~ichtung des t~adiusvector fort, gerade so als ob der Windungs- 
punkt ein leuchtender _Punkt w~re. 

Der Sehwingungszustand im einzeinen Strahle ist, wie bei einer 

der Term 6 ~ die Phase des Liehtas bestimmt. Die Amplitude des 

Lich~es nimm~ mit wachsendem r a b  wie 77 also in demselben Ver- 

hi~ltniss wie nach der Auffassung der geometrischen Optik das Licht 
eines leuchtenden Punktes in einem ebenen Problem. Die Amplitude 
ist im Allgemeinen sehr gering wegen des Factors ~/~, ~ie ~,echselt 
iiberdies mi~ tier Richtung des Strahles nach dem Gesetz 

cos ~ + ~" cos - - - ~  " 2 

So wi~rde die geometrische Optik sagen and ebenso fasst unser Auge 
die Sache auf, wie dean fiberhaupt unsere Sehnerven genau auf die Be- 
griffe der geometrischen Optik eingaspiel~ zu sein scheinem Ur~ser 
Auge schreibt die Strahlen wirklich einer Liehtquelle zu, welche in dem 
Windungspunkte suplxmirt wird, d. h. tier Schirrnraed erscheint, yore 
Gebiete des geometrischen Schattens aus gesd~n, a~s feine leuehtende 
Linie. Das ist natiirlich eine optische T~usehung. In Wahrheit giebt 
as im Wind~ngspunkte keine Unendlichkei~sstelle. Der Fehler riihrt 
daher, dass das Auge die analytische Fortse~zung der N~herungsformel 

*) Ich wende dieses Wort in etwas erweitertem Sinne auf jene ganze Be- 
~rachtun~'swei~e an, welehe den optischen Zustand in einzelne sich unabhii~gig 
fortpflaa~ende Strahlen zerlegk 
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(2, 2) fiber die Uebergangsparabel hinaus bildet, was nicht erlaubt ist. 
Das Auge sollte die analytische For~setzung nicht yon der ~u 
formal, sondern yon der exacten Formel bilden. 

u Standpunkte der geometrischen Optik ist die merkwiirdige 
Lichtvertheilung im Gebiete (2, 2) ein Ausnahmezustand, dessen Auf- 
treten man als Beugtmg bezeichnet. Wit kSnnen, wenn wir wollen, 
diesen Namen annehmen and sagen: Im geometrischen Sehatten be- 
finde~ sich gebeugtes Licht. 

Gehen wit nun zum Gebiete (], 2) fiber. Hier zerlegt sich unsere 
Niiherungsformel in 2 Terme. Der erste hat genau die Gestalt einer 
ebenen Welle; er kann auch so geschrieben werden: 

r + t) 2 cos 

Dieser Term stellt dasjenige Licht dar, welches wit erzeugen wollten, 
wenn wit sogenanntes paralleles Licht auf den Schirm auffallen liessen, 
welches wir aber nicht erzeagen konnten wegen der Anwesenheit des 
Sehirmes. Der zweite Term hat dieselbe Gestalt, wie Formel (2, 2). 

.Die geometrische Optik wiirde in diesem Gebiete yon zwei Lichtarten 
sprechen, yon einfallendem and yon gebeugtem Licht. Das erstere wtirde 
sie in Strahlen zerlegen, welche alle parallel laufen, das zweite in 
solche, welche im Windungs!ounkte convergiren. Ebenso sieht auch 
unser Auge die Sache an. Wenn es sieh auf Unendlieh accomodirr 
erkennt es nut das Licht des ersten Terms; wenn es sich auf den 
Windungspunkt aceomodirt, sieht es nur den zweiten Term and meint 
den Schirmrand leuchten zu sehen. Da sich in unserer Theorie die 
beiden Terme so glatt yon einander absondern, kSnnen wir sie auch 
mit besonderen Namen belegen und den ersten einfallendes, den zweiten 
gebeugtes Licht nennen. 

Im Gebiete (1, I) endlieh sonderfi sieh unsere N'~herungsformel in 
drei versehiedene Terme. Die beiden ersten haben die Gestalt yon ge- 
wShnlichem parallelen Lichte. Das parallele Lieht des ersten Termes 
hat die Einfallsrichtung q ) ~  q)', das des zweiten die Richtung 

~--- ~ ~'.  Die geometrische Optik wiirde den ersten Term als e/n- 
fallendes, den zweiten als r den dritten als gebeugtes Licht 
bezeichnen. Bei diem Sehvorgange sondern sich diese Terme ebenso 
yon einander ab, wie in unseren Pormdn. 

Im Grunde ist unsere Auffassung selbstvers~ndlich die, dass unsere 
Function ebenso wie der physikalische Zustand, den sie darstellt, etwas 
.Einheitliches is~, welches dutch die im Probleme liegenden Rand- 
bedingungen bestimmt-wird. Wenn wir einzelne Bestand~eile desselben 
herausgreifen and mit besonderen Numen belegen, so geschieht dieses 
n u r d e r  Bequemlichkeit wegen und dient kaum dem Versti~ndniss 
des Ganzen. 
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Die Formeln yon p. 368, 369 siad im Wesenfiichen genau diejenigea 
des I~terrn P o i n e a r g * ) .  Das Merkwiirdige dabei ist, dass bei Flerra 
Poinca% die urspriingliche Problemstellung eine ganz andere ist, wie 
bei uns, Er denkt sieh niimlich das Licht dutch eine Linse auf den 
Sehirmrand coneen~rirt, anstatt wie wit eine im Unendlichen ebeneWelle 
auffallen zu lassen. Ferner rechnet Herr Poincar6 yon Anfang an mit 
Niiherungsformeln, indem er hShere Potenzen yon /, vernachliisslgt. 
Dadurch geht aber das Criterium ftir den Giiltigkeitsbereich der 
N~iherungsformeln verloren und es entstehs die Schwierigkeit**), dass 

( sich wegen der Factored 1 , bez. ~ in der Scha~ten- 
COS q a -  q~ COS 2 

grenze erster bez. zwei~er Art Unendlichkeitssfellen ergeben, welche 
physikalisch unmSglich sind. Diese Schwierigkeit finder dutch unsere 
Theorie ihre vollstiindige Erledigung. Denn wit wissen, dass die Giiltig- 
keit der Poincars Formeln nur his an die Porabeln, nicht bis 
an die Parabelaxen heranreicht. 

Wir wenden uns schliesslich zu den Uebergangsstreifen, insbeson- 
dere zu dem Gebiete 21. Hier miissen wit auf die exacte Formel (5) 
yon pag. 359 recurriren. Um Anschluss an Kirchhoff's Optik zu gewinnen, 
wollen wir die Functionen einffihren: 

:g 3g 
ao 

x 

Die Gleichung (5), pag. 359 kSnnen wir auch so sehreiben 

(4) u = e ~ + ~  --1-- fe  -"+-:')d~" 

Bilden wit nun im Falle a) und b) die Function Z aus Gleichung (3) 
( 2rt i t  ) 

und weiterhin die Sehwingur, gseomponente Z ~ ~t e \e--;- Z , so 

erhalten wir : 

1 �9 V 0 

T , ~ y - s c o s - - - ~ , ~  / ' o_=  - -  ' "--K--" 

*) Poincar~: 1. c. p. 318. 
**) 1. c. p~g, 314, 
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Diese Gleichungen geben den exacten Ausdruck ffir den Schwingungs- 
zustand ~u einer be~iebigen Zeit und zwar natfirlich nicht nur in den 
Uebergangsstreifen, sondern in allen Pankbn der l~iemann'schen Fliche. 
Wir berechnen daraus den :Mittelwerth der Schwi~gungsenergie wdihrend 
tier Dauer einer Schwingung, die sog. ,,Intensitiit des Lichtes", d. h. 

Es ergieb~ sieh einfach 

(5) ~ ( ~ + ~ - ~ ) ,  ~ = M ( - - r , ) T M ( - - T ~ )  , ~ = ~ v ( - r , ) T ~ v ( - r ~ ) .  

Wir kSnnen diesen Ausdruck ffir den grSssten Theft des Uebergangs- 
sbeifens B 1 dutch einen einfacheren ersetzen, ohne die vorgeschriebene 
Genauigkei~ za beeintr~ehtigen. Zuniiehst sondern wit yon S~ den- 
jenigen Theil ab, der gleichzeitig zu S 2 gehBrt. In dem ~ibrig bleiben- 
den Theile (S 1 - - $ 2 )  kSnnen wir M ( - -  /'2) und 2V(--T2)dutch 
NKherungsformeln ersetzen. Entwickeln wit n~mlich das in (4) fnngirende 
Integral nach Gleiehung (6), pag. 359, so dfirfen wit die Entwiekelung 
mit dem ersten Gtiede abbreehen und erhalbn: 

~ ( - -  T ~ ) = 0 ,  l V ( - - r ~ ) =  "1 

l~'erner beschreiben wir ausser der Parabel, welche das Gebiet S 2 
begrenzt und welche der Genauigkeit e entspricht, eine zweite Parabel, 
welche der Genauigkeit e ~ entspricht~ und ein Gebie~ S e' begrer~zt. 
.Ihre Dimensionen sind naeh Gleiehung (8), pag. 360 bes~immt dnrch die 

GrSsse e' -~- j l6~**t" In allen Punlrbn, welehe ausserhalb dieser Parabel 
1 liegen, gilt die zu (7) pag. 360 analoge Ungleichung: ~ < e 2 oder 

1 2--F~( < e. Sondern wir yon S~ auch dieses Gebiet S 2' ab, so wird ia 

dem iibrig bleibenden Theile S a ~ S~' aueh 2~r(-- T~) fiir unsere Zweeke 
merklieh gleieh Null. Daher redueirt sieh der Ausdruck ftir die Intensit~ 
auf" den folgenden; 

(6) 2 ~ J =  M2( - T~) + _~"-(-- I'1), 
welcher in dem Gebiete S 1 ~ S 2" den wahren Werth his auf ei~en 
erlaubten 2'ehler richtig darstellt. 

Hiermit vergleichen wir den yon K i r e h h o f f*) gegebenen Aus druek: 

(7) c g '  =- M (u) + 
In diesem bedeute~ C eine unbestimmt bleibende Constante~ welche in 
die Maasseinheii tier Intensit~it aufgenommen wird und yon der wit 

*) Kirchhoff: Math. Optik, 7 t* Vorlestmg w 3. 
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absehen kSnnen. Die GrSsse u ist durch die Gleichung ( l l a ) b e i  
Kirchhoff definirt. Setzen wir darin, am auf die Bedingungen und 
Bezeichnungen unseres Problemes zu kommen: 

Zl ~ oc, x o = r cos (r - -  cp' + ~), ~1 = r sin (~ - -  cp' + ~t), 

so ergiebt sich 

w~.hrend bei uns ist: 

Z cos (~ -- ~'-p~)' 

T12 4 r n  q~ - -  r ~ c~ 2 " 

Diese beidea GrSssen werden ftir die Grenze des geometrischen Schattens 
erster ArC identisch. In der That, entwickelu wir sic naeh aufsteigenden 
Potenzen der GrSsse @ ~ r --  ~' + ~, welche man als Beugungswlnkel 
bezeiehnet, so erhalten wir die Reihen: 

+ ), 

welche bis auf Glieder 4 ter Ordnung exclusive iibereinstimmea. Wir 
schliessen daraus, dass wir in der Umgebung der 8chattengrenze ein 
yon Null verschiedenes endliches Gebiet abgrenzen kSnnen~ in welchem 
sieh die GrSssen T 1 und u um weniger als eine beliebige endliche 
GrSsse unterscheiden. Da die Ansdriicke (6) und (7) stetige Fuaetionen 
yon T l bez. yon u sind, so diirfen wir femer sagen: Wir kSnuen 
in der N~ihe der Schattengrenze ein yon Null verschiedenes Gebiet 
abgrenzen, in welchem der [Jnterschied zwischen der Kirchhoff'schen 
Formel and unserer Formel unterhalb der erlaubten Fehlergrenze liegt. 
Da endlich unsere Formel (6) yon der exaeten Formel in geniigender 
Entfernung] yore WindungspunMe (d. h. in solchen Punkten, die 
ausserhalb $2' liegen) slch um weniger als e unterscheidet, so fahren 
wit fort: Jg/e Kirchhoffsche Formel giebt den wahren Werth der 
Intensiffit 'in allen denjenigen _Pun~ten mit geniigender Genauigkeit 
wieder~ wel~he 1) geniigend nahe an der Scha#en9 feaze liegen und 
2) geniigend welt yon dem W~ndungspunkte entfernt sin& 

Wit  kommen somit zu dem merkwiirdigen Resultat~ dass wir die 
Ergebnisse der glter~n Beuguagstheorie in gewissem Umfange bestgtigen 
kSnnen, w~hrend wir die Method% durch welche sie abgeleitet werden, 
als ganz unzuliissig erkN~en miissen. Dabei finden sich aaeh die Be- 
dingungen, welche soeben fiir die Giiltigkeit der Kirchhoff'schen Formel 
angegeben warden, in der ~lteren Beugungstheorie vor, nut dass sic 
dort nicht wie hier numerisch priicisirt werden kSnnen. In der That 
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macht die ~iltere Beugungstheorie nur den Anspruch, die Beugungs- 
erscheinungen in unmittelbarer l~he der Schattengrenze and in sehr 
grosser Entfernung yore Schirmrande richtig darzustelllen. 

Das Giiltigkeitsgebiet der Kirchhoff'schen Formeln ist hiernach 
nur ein sehr kleines; ausserhalb desselben werden sie merklich falsch. 
Hier treten vielmehr die IJoincard'schen For~neln in ihr Recht. Indem 
unsere Theorie die einen und die anderen als jeweils geeigaete 
Approximationen .der exacten Formeln erscheiaen liisst, bildet sie die 
Brficke zwisehen jenen beiden Theorieen und weist beiden ihren be. 
schr~nkten Giiltigkei~sbereich zu. 

Die Frage nach der experimentellen ~est~itigung unserer Theorie 
kSnnen wit hiernach mit einem Worte erledigen. Einerseits haben 
sich die Kirchhoff'schen Formeln bei Beobachtungen unter kleinem 
Beagungswinkel vielfach bew~hrt; andererseits vergleicht Herr Poincard 
seine Formetn mit den unter grossen Beugungswinkeln aagestellten 
Beobachtungen yon G ouy und tindet im Wesentlichea eine Rest~tigung 
derselben. In  demselben Umfange, d. h. sowohl fiir l~leine als fiir grosse 
t~eugungswinkel wird also auch unsere Theorie dutch die Er['ahru~tg 
bestdtigt. 

Ganz besonders eignen sich zu einem Vergleich mit unserer Theorie 
die Beobaehtungen des Herrn Maey ,  welche sieh durch Einfachheil 
des Beobachtungsarrangements und durch Genauigkeit der auch quanti- 
tativ durehgefiihrten Messungen auszeichnen*). Hierauf, sowie auf 
weitere physikalische Consequenzen ge~lenke ieh an anderer Stelle ein- 
zugehen. Ferner hofl~ ich demn~ehst aueh sotehe LSsungen der 
Differentialgleichung A u  "Jr k~u ~ 0 mittheilen zu kSnnen, welche auf 
einer Riemann'schen Fliiche mit zwei im Endlichen gelegenen bez. mit 
unendlieh vielen Verzwelgungspunkten eindeutig sind. Diese wiirdeu 
dann eine exacte Behandlung solcher Beugungserseheinungen gestatten, 
wie sie dutch einen Spalt bez. durch ein Gitter hervorgerufen werden. 

G S / t i n g e n ,  im Sommer 1895. 

*) Vgl. Wiedemann's Annalen 49, I898. 


