
Ueber [tiemann'sche Formenschaaren auf  einem beliebigen 
algebraischen Gebilde. 

VI)II 

EItNST I~ITTER in Gi~tiingon. 

Einleitung. 

Eine lineare Differentialgleichung 

(1) d"y § P~ d' -~y  ~_ dy dz" d~Tz._,_ . . .  § p ,_ l~ -{ -  p,y ~- O, 

deren Coefficienten algebraische Funetionen eines bestimmten alge- 
braisehen Gebildes vom Geschlechte p sind, definirt uns eine gewisse 
Functionenschaar y,  deren s~immtliche Functionen sich aus irgend n 
linear unabhiingig ausgewiihlten Functionen Yl, Y~,.." Y- linear mit 
constanten Coefficienten zusammensetzen: 

Y = c l  Yl -{ -c2Y~-~"  " § c . y . .  
Die Funetionen Yt, Y,,, �9 �9 �9 Y, erleiden eine gewisse diseontinuirliche 
Gruppe linearer homogener Substitutionen, wenn die Variable z auf 
dem algebraischen Gebilde entweder gewisse ainguli~re Punkte umkreist 
oder Periodenwege besehreibt, die nicht auf Punkte zusammen- 
zuziehen sin& 

Setzt man 

(2) y =  q (q, d'*-'y ,~-~y q,,y) 

unter q,, q2, . . .  q, beliebige algebraische, unter q eine beliebige 
multiplieative Function des Gebildes verstanden, so geniigt auch Y 
einer linearen Differentialgleichung derselben Art und stellt ebenfalls 
eine sich linear substituirende Functionenschaar auf dem algebraischen 
Gebilde vor, und zwar eine solch% deren Substitutionen sieh yon den 
entsprechenden Substitutionen der Functionenschaar y nur durch 
simultane Multiplication aller Zweige mit bestimmten Constanten, den 
Multiplicatoren yon q, unterseheiden; umgekehrt, wenn die Substitu- 
tionen einer Functionenschaar Y yon denen einer Schaar y sich nur 

Mnthemati$cho Annalen, Xi',VII. | | 
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in der geschilderten Weise unterseheiden, h~ng~ sie mi~ y durch eine 
Gleichung yon der Form (2) zusammen. 

Alle Differentialgleichungen (1), we]che sich durch Transforma- 
tionen der Gestalt (2) in einander fiberffihren lassen, betrachten wir 
mit Riemann als zu einer ,,Classe" gehSrig und wollen sie untereinander 
,verwandt" nennen. Ebenso sprechen wit yon ,verwandten Func- 
~ionenseha~ren"~ oder yon einer ,Classe yon Functionenschaaren", 
indem wit alle Functionensehaaren zus~mmenfassen~ deren Substitu- 
tionen sich nut um simultane Multiplicationen aller Zweige mit Con- 
stanten unterscheiden. 

Riemann unternimmt in dem nachgelassenen Fragment: ,,Zwei 
allgemeine S~itze fiber lineare Differentialgleichungen mit algebraisehen 
Coeffieienten" (20. Febr. 1857) die Aufgabe, Functionenclassen der 
genannten Art genauer zu untersuchen. Er stell~ sich dabei, genau 
wie in seiner bertihmten Arbei~ fiber die ~P-Funetion, auf den Stand- 
punkt, nieht yea der Formel, tier Differentialgleiehung, auszugehen, 
sondern yon den charakteristisehen fanetionentheoretischen Eigen- 
schaften der Functionen. 

Indem auch wir die Riemann'sche Betrachtungsweise annehmen, 
werden wit ats gegeben ansehen: 

1) Ein bestimmtes algebraisehes Gebilde veto Geschleehte 10 nnd 
aus diesem eine endliehe Anzahl s yon singul~ren Punkten e~ (i~-1,2,...s). 

2) 2p lineare homogene Substitutionen yon n Variablen~ welche 
bestimm~en 2p unabhiingigen Periodenwegen entsprechen und s eben- 
solche Substitu~ionen~ welche den Umkreisungen der einzelnen singu- 
l~ren Punkte e, en~sprechen. 

Da das u einer Ftme~ionensehaar in einem Punkt~ ei durch 
Angabe der zugeh5rigen Substitution noch nich~ vSllig bes~immt ist, 
so geben wir aueh noch, nat0xlich in Einklang mit den Substitutions- 
coefficienten, die Exponenten der Schaar in jedem Punkte an, d. h. 
die Wurzeln der ,,determinirenden Fund~mentalgleichung" yon Fuchs. 

Den Beweis ffir die Existenz soleher Formenschaaren bei beliebig 
vorgegebener Gruppe wollen wit als durch Poincax6's Construction der 
,fonetions z6tafuehsiennes" erbraeht ansehen. Es handelt sich ftir reich 
in dieser Arbei~ nut datum, die Beziehungen zwischen den versehie- 
denen Functionenschaaren einer gegebenen Clause n~iher zu erforschen, 
wobei wit nut algebraische Hiilfsmittel heranzuziehen brauehen. 

Diese Untersuehung wird aber ffir die transcendenten Un~ex- 
suehungen, z. B. f[ir die Theorie der ,,homomorphen Functionea", wie 
ich nach Herrn Klein's Vorschlag die ,,fone~ions zgtafuchsiennes" yon 
Poinearg nennen will, in gleicher Weise die nothwendige Grundlage 
liefern, wie die Theorie tier multiplicativen Formen fEir die auto- 
morphen Funetionen. 
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Schon dieser Vergleich ~eigt tins die Nothwendigkeit, yon den 
Funetionen zur formentheoret,ischen Formulirung iiberzugehen, start 
der Fanctionensehaaren also Formenschaaren zu betraehten, welche 
sieh bei Uml~ufen linear substitairen, Dabei werden wir uns abet 
unbedingt auf die Theorie der multip]icativen Formen auf einem alge- 
braischen Gebilde stfitzea miissen, welche ich in Math. Ann. Bd. 44, 
1893 entwiekelt babe. Ieh will diese Arbeit, d~ ich sehr oft auf die- 
selbe hinzuweisen habe, kurz mit (44) eitiren. 

w  

D6finitionon. 

Wir denken uns die vorgelegte Riemann'sche Fl~che yon irgend 
einem niehtsinguliiren Pankte aus durch 2 Paare yon Riickkehrschmtten 
A~, B~ so in ein einfach zusammenh~ngendes Fl.~chenstiick verwandelt, 
dass sie sieh otme Zerreissung nach Art der Figur in (44), Seite 264 
in die Ebene ausbreiten l~st ,  und dass die 4p Ufer der Riickkehr- 
schnitte in der angedeuteten Weise aufeinaader folgen. 

Ferner ziehe ich yon der Ecke zwischen A~ und B~- noeh s Ein- 
schnitte naeh den s siDgnliire~a Punkten el, e 2 , . . ,  e~. 

Es sei z ]rgend eine m-wer~hlge a}gebr~isehe Function der Flfiche~ 
deren Unendlichkeitss~ellen cx) t, co~, . . .  oc,~ sowohl uatereinander, wie 
yon den Punkten el, e~ . . .  e, getrennt liegen mSgen. 

Ich spalte z in zwel theilerfremde ganze multiplicative Foemen 
z~ :z~, welehe als unabh~ingige Variable dienen sollen. Um das Ver- 
halten irgencl einer Form gegeniiher geschlossenen Wegen des Werth- 
systems z~, ~.2 vo]ls~ndig zu charakterisiren, ist es zweckm~ssig, auf tier 
Riemann'schen Fl~iche noch m weitere Schnitte naeh den Punkten 
z., ~ 0, el. h. co~, c o ~ , . . ,  co,. zu legen. Irgend einen auf dem alge- 
braischen Gebilde geschlosse~en Weg des Werthsystems zl~ ~2, hei 
welchem der Werth z~ flit sieh den Werth ze ~ 0 ]~-mal umkreist, 
kann ich mir zerlegen in einen geschlossenen Umlauf des Quotienten 

z ~ ~A mit fess Werthe yon z~ und in ~2 simal~ane Uml~ufe 
Z, 2 

yon z I und z~ um 0. Den Weg des Quotienten z zerlege ich welter 
in eine Aufeinanderfolge yon Periodenwegen ~1,, :B,, welche auf der 

zersehnittenen Fl~che yon einem Ufer A~- za A + bezw. yon :B~ naeh 

B~ + verlaufen, yon Umkreisungen der Punkte e~, die yon dem negativen 
Ufer des betreffenden Einsehnitts zum positiven gehen~ und in Um- 
kreisungen der m Punkte co, deren Gesammtzahl fi sein mSge. 

Es seien jeVz~ 
r r j ,  r r ,  . . .  rr,, 

n linear unabhiingige Zweige einer auf dem algebraischen Gebilde 
1 1 "  
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nur in den Punkten el, e_~ . . .  e, verzweigten Formenschaar TT yore 
Grade # in den multiplicativen Primformen, in zl, z._, gemessen also 

yore Grade -~. 

Wenn bei festgehaltenem Werthe yon z~ die Variable z einen 
Periodenweg .4~, / ~  oder eine Umkreisung eines Punktes e/ausftihrt, 
so soil das System TTI, TT~, . . . TT~ je eine bestimmte homogene lineare 
Subsfftution A~, B~, Si erfahren; wenn z einen der Punkte o ~ ,  oo.2,.. 
. . c~ ,  umkreist und z 2 festgehalten wird, mtissen sich alle Zweige 

- - 2 i z ~  
simnl~an mit e '~ multiplieiren, wenn anders die gormenschaar in 
den Punkten z~ ~ 0 unverzweigt seia sell. 

Eine solehe Formensehaar will ieh~ well die en~sprechenden Func- 
tionen zuers~ yon Riemann in der oben genannten naehgeiassenen 
Arbeit defnirt  und besproehen sind~ kurz als ,,Riemann'sche Formen- 
schaar" benennen. 

Die Substitutionen A ~  :Bk, S~ miissen, da ein UmIauf des z um den 
ganzen Rand der zerschnittenen F]~iehe sieh auf die Umkreisang eines 
beliebigen niehtsingul~ren Punktes zusammenziehen lfisst, der Relation 
geniigen: 

//1 A:-: B2 -LA1 -: - '  . . . 

In der Umgebung einer Stelle el mSge die Formensehaar, natfirlieh 
im Einklang mit den Coefficienten der betreffenden Substitution Si, die 
Exponenten 

besitzen; die Summe 
&1 "F ~i2 -1- " "" -F ~,i~ 

heisse ~i. 
Dann ist die Determinante der Substitution S~ gleich e ~ i .  
Dann folg~ aber aus der Fundamentalrelation der Substi~utionen, dass 

~ ~i --  n ganze b" eine Zahl 

sein muss. 
A n  irgend einer yon den Stellen el verschiedenen Stelle besitz~ 

die Formensehaar ganzzahlige Exponenten, yon denen keine zwei 
einander gleieh sind: 

Eine SfMle mit den Exponenten O, 1~2,  . . .  n - -  1 heisst eine 
,,gewghnliche Stelle ". 

Haben die Exponenten andere Werth% so heisst die SteIIe ein 
,,2feben~unkt" der Formenschaar nnd zwar vond e r  ~Multi~lieitiit 

2 
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Die Multiplieit~t eines Nebenpunktes kann positiv, nega~iv oder auch 
0 sein. 

Es wird aber vorausgesetz~, dass nut eine endtiehe Anzahl yon 
Nebenpunkten existiren und class die Exponenten in jedem Nebenpunkt 
endliche Werthe haben. Dann ist auch die Multiplicit~t jedes Neben- 
punktes eiae endliehe Zahl. 

Ein Nebenpunk~, dessen niederster Exponent 7 z = 0 is~ heisst 
ein ,,reiner ~ebenpunkt",  ein solcher mi~ ll > 0 ein/~-facher 2Vullpunkt 
und mi~ /l < 0 ein ( ~  l~)-facher Unendtichkeitspunkt der Formenschaar 
Unterscheiden sich die Exponenten eines Nullpunktes oder eines Un- 
endlichkeitspunktes jeder folgende yore vorhergehenden nur um eine 
Einheit, so heisst der Punkt ein ,~reinor ]~ullpunkt" bezw. eia , re iner  
Unendlichkeitspunkt ". 

Jeder beliebige Nebenl3unkt kann aufgefass$ werden a!s Combi- 
nation eines reinen Nebenpunktes mit einem reinen Nullpunkl oder 
einem reinen Unendhchkeitspunkt. 

Ein /-facher reiner Nullpunkt z~hl~ als Nullpunkt mit der Multi- 
plicitKt ul ,  ein /-facher reiner Unendlichkeitspunkt mit der Multi- 
plicitiit -- nl. 

w  

Bestimmtmg and Anzalfl dsr Nebenpuakto. 

Es seien Yt, Y2 die Werthe yon zl,  z~ m einem willkiirl~chen 
tliilfspunkt% und /) folgender Differentiat~onsprocess: 

8 

:,~ (zy) 

Diese DifferentiaL/on is~ zwar ton der Wahl des Hiilfspunk?~es abh~ngig, 
doch gelten einfache Formeln far den Uebergaag yon einem Hiilfspunkt 
y zu einem andern y'. Wenn niimlieh r den Grad einer Form /~' in 
z~ z 2 gemessen bedeute~, so ist: 

D~ F ~ D~ F + ( r - -  k ~- l ) \ (z~) :fi:y.) ] ,, s 

+ ( ~ -  k + l ) ( ~ - ~ + 2 ) - - - - - - ~ ,  ~ - : ~ +  . . .  \ (zy)(zy) ] z,y' 

Durch ein- and mehrmalige Anwendung des Symbols / )  auf eine 
~y 

Formenschaar 1~ erh~l~ man weitere Formenschaaren~ welche bei den 
Umliiufen der Variablen zt, z~ genau dieselben Subsiitutionen effahren~ 
wie I"[ selbst. Die Determinante 
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H,, D H , ,  . . . D"-IH, 
z y  *y 

H~, DH~, . . . D"-:  H 2 
*y  z y  

zy  *y  

oder kiirzer geschrieben 
{ D~l-fl ~ k = O ,  1 , . . . n - - 1  
~ [ h =  l , 2 , . . . n  

wird sich daher bei Uml~iufen der Variablen auf der Riemann'schen 
Fl~iche nut mit Cons~an~n multipliciren, ist also eine multip!icative 
Form der FlKche. 

Man sieht leicht, dass f~ir die Determinante der Htflfspunk~ y 
des Differen~iationsprocesses D keine besondere Rolle mehr spielt, denn 

z y  

die Determinante behalf dieselbe Gestalt, wenn man vermittelst der 
oben angegebenen Formel y' start y einf~ihrt. 

Es is~ das Verhulten der Determinante an den einzelnen Stellen 
tier ]gbene genauer zu untersuchen. Man fiadet ohne Schwierigkeit 
folgende Resultate: 

1) In eiaem gewiShnliehen Pan~e  ist die Determinante endlich 
and yon 0 versckieden. 

2) In einem p-faehen Nebenpunkte verschwindet die Determinante 
p-lath, wenn der Punkt nicht zugleich ein Verzweigungspunkt der 
F1Kche ist. 

3) In einem singul~ren Punkte mit der Exponentensumme Xi ver- 

schwinde~ die Determinante in der Ordnung , ~ -  n(ir 
O 

4) In einem v-bliittrigen Verzweigungspunkt tier Fl~ehe, weleher 
der Allgemeinheit halber zugleich #-facher Nebenpunkt tier ~'ormen- 
schaar sein m6ge, verschwindet die Determinante in z gemessen in 

~(~--t>(1 1) also auf der FIKehe gemessen in tier Ordnung ~ +  2 x ; - -  ' 

~(~-i) ( v -  1). der Ordnung e 2 

Hierbei is~ Versehwinden in negativer Ordnung als Unendlieh- 
werden aufzufassen. 

Vers~ehen wir jetz~ unter G(zl ,  z~) die Verzweigungsform der 
Fl~ehe, d.h. eine ganze multiplieafive Form yore Grade 2 p -  2 + 2m, 
welehe an den Verzweigangspunkten der Fl~he auf der Fl~he 
gemessen ( v -  1).faeh versehwindet, (44, S. 270) so hat der 
Ausdrack: 
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A _ ~ G ( z l ,  z~ ) ~ . D~H~I b - - ~ ( ) , l ~ . . . n - - 1  

folgende Eigenschaften: 
1) A ist eine multiplica~ive F~rm yore Grade nd  q - n ( n - - 1 ) ( p - - l ) .  

2) A versehwindet an einem Punkte el in der Ordnung 2i - -  n(n--1). 2 
3) A verschwindet an einem 0-faehen Nebeni0unkte in der Ord- 

nung 0- 
4) A ist an jedem andern punkte auf der Ftiiche unverzweigt~ 

endlich und yon 0 verschieden. 
Hieraus folg~ nun, da der Grad einer mult, iplica~iven Form gleich 

der Anzahl ihrer 0-Stellen is~, jede mit ih~er Multiplicitiit gereehnet, 
wenn jetzt O die Summe der Multil)lieit~ten aller Nebenpunkte bedeutet~ 
die fundamentale Gleichung: 

+ q 

oder 

n ( u -  1) 
O ~ n ~ - ~ - n ( n ~ l ) ( ~ - - l ) - -  ).~ ~, s - - - 5 - -  2 �9 

Verwandte Formenschaaren. 

Zwei Formenschaaren heissen , verwandt"  oder zur selben ,R/e-  
mann'schen Formenclasse" gehSrig, wenn ihre entsprechenden Sub- 
stitutionen sich hSchstens um simultane Multilalicationen aller Zweige 
mit Constanten unterscheidem 

Es thut jedoch der Allgemeinheit der Betxachtung keinen Abbruch~ 
wenn ich nur solche Formenschaaren vergleiche, welche in den Sub- 
stitufionen S~ genau iibereins~immen und weleM bei Uml~ufen um jeden 
yon den e~ verschiedenen Punkt sich genaa reproduciren. 

Denn wenn die Subs~itutionen Si nicht genau iibereinstimmen, 
sondern sich um simultane Multdplicationen mit Constanten un~r- 
scheiden, oder wenn die Zweige einer Formenschuar sich auch bei 
Umlauf um einen yon den e~ verschiedenen Punkt simultaa mit einer 
Constan~en multipliciren, so kann ich durch Multdplication mit ge- 
eigneten Potenzen yon multip]icat;iven Primformen bewirken, dass die 
Substitutionen Si genau gleich werden und dass die e~ die einzigen 
Verzweigungspunkte auf der Fl~che sind. 

Die entsprechendza J ~ x p ~  verwan~iter Formenschaaren a~ den 
Stellen e~ Minnen sich dan~ nur um ganze Zahlen ~nterscheiden. 

Bildet man die Fundamentalrelation der Substitutionen (S. 160) ffir 
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zwei in diesem Sinne verwandte Formenschaaren, so stimmen die 
linken Seiten der Relationen genau fiberein, da ja die simuRanen 
Multiplicationen, um welche die A~, / ~  sich uaterseheiden kSanen, 
mit allen Substitu~ionen vertausehbar sind und sieh daher ganz heraus- 
heben. Dann kSnnen abet auch die rechten Seiten nicht verschieden 
sein, und wir haben mithin den Satz: 

1)ie Grade verwandter Farmenschaaren "~nnen sich nu t  um ganze 
Zahlen unterscheiden. 

Alle die bisherigen Definitionen und Siitze gelten uneingeschr~nkt, 
welcher Art auch die einzelnen Substitutionen Si sein mSgen. Fiir 
die nun folgenden Betrachiungen wird es abet vielfaeh bequemer sein, 
zun~ichst den Fall auszuschliessen, dass mehrere Elementartheiler einer 
Substitution Si (vergl. Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Deter- 
minanten, Berl. S. B. I894, p. 31) dieselbe Nullstelle haben; d. h. wenn 
unter den Exponenten Ail, ~i2, ... s eines Punktes e~ solche existiren~ 
die sich nut um gauze Zahlen unterseheiden, soll immer nur dem 
grSssten dieser Exponenten ein Fundamentalzweig ohne logarithmische 
Glieder in der Entwicklung entspreehen. Welche Modifieationen unsere 
Si~tze in den ausgeschlossenen Ausnahmefiillen erfahren~ werden wir 
nachtr~glich leicht aussprechen kSnnen~ w~hrend die Berficksichtigung 
derselben yon vornherein zu mauehen Weitl~ufigkeiten in der Dar- 
stellung ffihren wlirde. 

Es soll jetzt ein bestSmmtes in der Classe vorkommendes Ex- 
ponentensystem 

2 , ,  ~,~, . . .  ~i~ (i~-~1,2,.. . 's) 
als ,iVormalexponentensystem" zu Grunde gelegt werden. 

Wenn dann die Exponenten irgend einer Formenschaar der Classe 
an tier Stelle e~ yon den entsprechenden ~Normalexponenten versehieden 
sind, so sage ich, die Formenschaar habe an der Stelle e~ einen 
,, 2r ", und unter der Multiplicit~t desselben versh~he ieh den 
Ueberschuss der Exponentensumme fiber die Summe der Normal- 
exponenten. 

Sind alle Exponenten an der Stelle e~ gr5sser als die entsprechen- 
den Normalexponenten, so soll e~ eine ,2~u~lstelle" heissen, und zwar 
eine /-fache, wenn / der kleinsie Uebersehuss eines Exponenten fiber 
den entsprechenden Normalexponenten ist; ist mindestens ein Exponent 
kleiner als der entspreehende Normalexponen~. so heisse die Stelle eine 
,,UnendliehkeY~teZle , und zwar yon der Multiplicit~t l, wenn der 
grSss~e Fehlbe~ag eines Exponenten gegen den entsprechenden Normal- 
exponenten gleich 1 ist. 

Ein ,,rei~cer _Nulllrunkt bezw. Ur~ndtiehkeitspwMct" liege vor, wenn 
lille Exponen~en um ein trod dieselbe Zahl grSsser bezw. kleiner sind, 
als die entspreehenden Normalexponenten; ein ,,reiner iVeben/lmnZ-t" 
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wenn mindestens eia Exponent gleich dem entspreehenden Normal- 
exponeaten and keiner kleiner als der entsprechende Normalexponent ist,, 

Naeh diesen Festsetzungen kann ich nun insbesondere yon . g a n z ~  
F~menschaar~"  der Clause sprechen, d. h. solchen, die nirgends 
Unendllehkeitsstellen besitzen. 

Jede nieht ganze Formensehaar der Classe kann ich jedenfalls 
dureh Multiplication mit multipficativen Primformen in eine ganze 
Formenscha~r der Classe verwandeln. Desgleichen kann ich jeden 
Nullpunkt einer Formensch~r durch Division mi~ einer Potenz der 
multiplicativen Primform beseitigen. 

Ferner will ich ftir die SubstihrLionen A~, t ~ ,  die sich ja bei 
den einzelnen Formenschaaren der Classe noeh um simuiLane Multi- 
plicationen mit Constunten unterscheiden kSnnen, ein System yon 
,:~ormalsubstitutionen" so festlegen, dass die Normalsnbstim~Ionen 
s'~mm~lieh die Determinante 1 haben. Diese Normirung der A, ,  /?~ 
enth~It natiirlich noch eine gewisse Willkiir, insofern ja die Deter- 
minante einer solchen Substitution gleich 1 bleibt, wenn man die Sub.. 
siltation noch rail einer simultaaen Multiplication mit einer nien 
Einheitswurzel combinirt. Im Uebrigen h~ingt diese Normirung auch 
yon der Auswahl der unabh:,ingigen Variablen ~l, z~ ab. 

Mit Beziehung auf die ausgew~ihlten Normalsubstitutionen sage 
ich, irgend eine Formenschaar besitze das ,]luZti~lieatorsystem" 

a~ ~ e ~ ,  fl~ ==-e ~ x ,  wenn ihre Substitu~ionen A~, ~ aus den 
entsprechenden Normalsubstitutionen durch Combination mit einer 
simultanen Multiplication aller Zweige mit a~, fix hervorgehen. 

Es gelten folgende evidenten Siitze: 
Sind l'I', H", . . . H~,I irgend n verwandfv Eormenschaaren van 

den Graden e~L~ o ~ o , . . ,  b~ und m#  den ~lultiplicatore~. a~  fl~ 
. ,, O.t ~ ( n l  a~, ~ ; . . .  e~ , ~., , so i~t die aus ihren Zweigen 9ebildete De~er- 

minante 
k ~ -  1~2 , . . .  n 

t l'I(~)i h ~ - - 1 , 2 , . . . n ,  

wenn sie nicht identisch verschwindet., eine multi~icative 2'orm veto 
Grade ~ -{- ~: -{- �9 �9 �9 -~- ~ ,  welche bei Umlauf  um e~ den Muttil~licator 

e ~ l~ings der Periodenwege A~. B~ die .Multipticatoren a'~ a ; . . .  a~ ") 

fl'~ ~ . . .  ~(~) aufweist. 
Zwischen irge~d n - ~ - 1  l~ormenschaaren der Classe besteht eine 

identische Relation der Gestalt 

unter e~o , of l,  . . .  ep, unverzweigte mu~ti2licative .Formen der .Flgche 
versta~den~ deren Grade und Maltiplic~torsysteme die Grade and 
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Muttiplicatorsysteme yon H,  H', . . .  Y[(~) zu ein und demselben Grad 
und Multiplicatorsystem erg~nzen. 

Die q9 sind n~mlich einfach den De~erminanten der Matrix 

k ~ 0, 1, 2 , . . .  n 
In?)! z ,= 

proportional. 
Wenn n Formenschaaren H', H", . . . 17 ~) der Classe so ausgewi~hlt 

sind, dass ihre Determinante 

lc ~ 1~ 2 , . . .  n 
I rT':' l h =  1 , 2 , . . . n  

nicht identisch verschwindet, so l?isst sich jede ~ormenschaar H der 
Classe in der Gestalt darstellen: 

worin opt, ~ o 2 , . . .  q~ unverzweigte multiplicative Formen yon den 
Graden 8 - - # t ,  ~ ~ # . ~ , . - .  ~ -  ~ und mi~ den Multiplicatoren 

a-~' ~ ;  a:"' fl,,, ; �9 �9 �9 ~;,), ~,} beaeuten. 

Um9ekehrt Ziefert jede derartige Darstellung eine Formenschaar der 
Classe. 

Es  giebt gewiss n ~'ormenschaaren der Classe, deren Determinante 
nicht identisch verschwindet, und dutch wdche +nan also alle Formen- 
sehaaren linear darstellen kann; z. B. unter H irgend eine beliebige 
Formenschaar der Classe verstanden~ die Sehaaren 

H,  DIT~ D 2 H ~ . . .  D~-IH.  

Hieraus folgt insbesondere der Satz: 
Jede Formensehaar 17 genii9t einer linearen Differential91eiehung 

n ter Ordnung: 

z y  ~ y  r.y z y  

worin epl , r �9 �9 . 9,, algebraische _Formen yon den Graden - - 2 m ~  
- - 4 m ,  . . . .  2rim sind, au f  deren n~ihere Natur  ich nieht eingehe. 

w  

Darstellung dor ganzen Formenschaaron dutch eine Basis. 

Ein System yon irgend n linear unabhiiagigen ganzen Formen- 
schaaren der Classe nenne ich eine ,e/Basis" der Classe. ~-  

Jede Formenschaar, die sich aus einer Basis mit Hiilfe ganzer 
multiplieativer Formen als Coefficienten zusammensetzt, ist eine ganze 
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Form der Classe; jede gemeinsame Nullste]le der C(~efficIen~en ist eine 
Nulls~elle der dargestellten Form. 

Aber das Umgekehrte, class jede ganze Formensehaar der Classe 
durch die Basis vermittelst ganzer multi]?lieativer Formen als Coef,~ 
ficienten darstellbar sei und dass jede Nullstelle der dargestellten 
Formenschaar zugleich eine gemeinsame Nullstelle aller Coeffieienten-. 
formen sei, - -  was beides auf dasselbe hinauskommt --~ ist im All- 
gemeinen nicht richfig. 

Eine Basis, welehe diese Eigenschaft hat, dass sich dureh sie alle 
ganzen Formensehaaren der Classe vermittelst ganzer Formen als Coei- 
fieienten darstellen, nenne ieh eine , ,_Minimalbasis';. 

Unter der ])eterminante einer ]3asis H', E " ' , . . .  ]'l(~) verstehe ieh 
die aus den ~ entsprechenden Zweigen der n Formenschaaren gebildete 
Determinante 

~ 1, 2, . . .  n 
2) = rrj, ~) 

h ~  1 , 2 , . . . u .  

Die Determinante versehwinde~ an den $telle~ er mindesteus in de~, 
Ordnung Z~ ~ ~11 -J- X~.~ .~- . . . .  ~ ~i~ und hat ~m Uebrigen keine Un- 
endlichkeitsstellen. Sie ist eine multiplicafive Form, welche bei Urn. 

lauf am ei den Multiplieator e ~ * ,  ]iings der Periodenwege A~, / ~  
die Multipliea~oren ~ a: . . . a~ "~, fl~ fl'~ . . . ~ )  erh~ilt. 

.D hat also die Gestalt 

= / - I / ~ ( z  e,) ~' . ~ (z~, z~), / )  
i ~ ] t  

tinter _~q eine unverzweigte ganze multiplieative Form vom Grade 

2, 

verstanden. 
Wenn man irgend eine ganze Formenschaar der Classe durch die 

Basis darstellt, so kSnnen als Nenner der Coefficientenformen nur die 
Primfactoren yon Fg auftreten. .[ch bezeiehne daher die Nullstellen 
yon /~'q(zl, z2) als die , A u s n a h m e p u n k t e "  der Basis, und zwar soll 
eine St~lle x ein ,, u-facher A u s n a h m e p s n k t "  heissen, wenn h'q daselbst, 
in Primformen gemessen, u-fach verschwindet. 

Die Natur eines Ausnahmepunk~s ist durch seine ,,YElementar. 
exponenten" charakterisirt,, welche in f01gender Weise zu definiren sind: 

Es sei zun~ehs~ x yon jeder der 8tellen ei versehieden. Dann 

bedeute ~ ~- g~ die Ordnu~g, in der die De~erminante l ~ l  k ~--- 1, 2, . . .n 
h== 1,2,... ~z 

an der Stelle x verschwindet, u2 die 0rdnung, in der alle ersten 
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Un~erde~rminan~en verschwinden, - -  wobei nicht ausgesch|ossen ist, 
dass einzelne derselben, nur nicht alle, in hSherer 0rdnung ver- 
schwinden - - ,  u 3 die Ordnung der zweiten Un~erdeterminanten u. s. w., 
endlieh x, die 0rdnung der ( v - - 1 ) t e n  Unterdeterminanten, w~ihrend 
die v~en Unterde~erminanten nicht mehr s~immtlich versehwinden 
mSgen. 

Die Differenzen 

welche silmmtlich positiv sind und den Ungleichungen 

~1 >= ~:=>" �9 > ~,,_, > ~, > 0 

genfigen, nenne ich, im Anschluss an den Weierstrass'schen Begriff 
der Elementartheiler, die ,, Elementarexponenten" der Stelle x. 

Wenn x mit ether der Stellen ei zusammenfii!l~, sind die Elementar- 
exponenten in gleicher Weise, nur statt vermittelst des Formenschema's 

I 
' - -  zu definiren. l l-f(~) i vielmehr vermittelsf des Sysfems I P 

I 
In der Untersuehung der Natur eines solchen Ausnahmepunktes 

kann ich reich kurz fassen, indem ich auf eine Note yon mir in Nr. 2 
der GStt. Nachr. veto Jahre 1895 verweisen kann. Ieh brauche nur 
anzugeben, welehe Modificationen des dor~ angegebenen Beweises da- 
dutch nothwendig werden, dass w i r e s  hier mit Formen, statt mit 
Funcfionen, zu thun haben, und dass wit you den darzustellenden 
Formen dasselbe functionentheoretische Verhalten verlangen, wie es 
die Basisformen besitzen. 

Man kann zuerst~ eine passende Anordnung der Basisschaaren 
W, I t " , . . .  H(~) vorausgesetzt, v Systeme yon Constanten 

~(,+~ ~(,§ .A~) ..A~ "+',  A(:+'~),.. A?) -41 "+~), A~'+~,...  A?); -~  , ~2 , . .  ;. 

auf eindeutige Weise so bestimmen, dass gleiehzeifig die v . n  Glei- 
chungen bestehen: 

l'[~' (,+~) (v+~)  .A(~+'~)rt('+~)~ ~ ~ --~{~)rt(~)~ ~. ~ - -0  ( x ,  x D + A ~  rtit (x~,xDT ~ ,,it ~ t , ~ . ~ + " - T ~  ,,it ~1,~2~-- , 

] l  ''T/~ X " " I  '4~ x ~ !  (v+2) ( ' ~ - 2 ) / ~  ~, (.'.') (n) ~,~, ~ - r - ~  it ~ ,, : ~ T A ~  fl~ ~.~ x D + . . . + A ~  flit (xt, x~ )~0 ,  

1-1(h')(xl,x2) "~( '+ l ) r r ( '+ l )  x (,+2) (~+-~) " A  (~)rr('):~ - ~ 0 T a ,  , t i t  ( D X 2 ) ' - ~ ,  ~'[h ( X D X 2 ) - J - ' ' ' T  , ' t i t  t . ~ l , ~ 2 ] =  

(h = 1 , 2 , . . .  n) .  

Man construire nun n -  v + 1 ganz multiplicative Formen 

A,'(~,, zD, ,ti'+1)(z~, ~D, Ai "+~' (z,, zD, . �9 A~')(z~, zD 

deren Grade und Multiplieatoren sich mit denen der Schaaren 

If', I1"('+I)~ l"I('+2),... ]'I'r 
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zu ein und demselben Grade und Multiplicatorsystem erg~irtzen, and 
welche an der Stelle z~ ~ x~, z., ~ x~ die Werthe tier Cons~nten 

1, A~ "~-~ A~ +~) A~ ~) besitzen. Die Conslxucti0n solcher Former+ 
is~ bei hiareiehend hoeh gew~hltem Grade immer mSglieh. 

In gleicher Weise construire man n - -  v -}- 1 ganze multipli- 
eati~e Formen 

deren Grade und Multiplieatoren sich mit denen yon 
IT" H(*+~), g(~+2)~ . . . l'p,~) 

erg~nzen and welche fiir z~ ~-~ x~, ~ ~ x~ die Werthe 

1 A~ ' ~ ) ,  ~f ~'+~) A(~ "~ 
besitzen u. s. w. 

Dann sind 

a]  (z,, z,)lT" + A~ "+~) (z,, z~) rf(,'+,) + . ~ , + ~  (~,, z,~, rr('+~)+ - - - + a~ ~) (z,~, =,~rr~") 
~-  r i z ,  x) 

"(z  z ~ H" • A (~+~) ;z z ~ H (~+a) ~ .~0+e)  tz ~ ) TT (*'+z) • - - + A~ ~*) (z~, ~ )  Yi (~) 

~,(z, x) 

p(~) ---_ --, ~ , ,  ~ - ~  t,~, ~ , ,  ~ ~ ,  *v ~, + � 9  + A~ ~) (z~, z,~ "~l~) 

P (z, x) 

wieder ganze Formenschaaren der Classe, und P'~ P", . . .  pl~) N(~+~) ~..- H(~) 
wieder eine Basis und zwar mit der De~erminante: 

/) (~, x)" 

Die Ordaung des Ausnahmepunk~es X is~ hierdurch um v eraiedrig~, 
und zwar so, dass jeder tier v Element~rexponenteta um 1 verkleinert 
ist,  woi'iir man den Be~veis in der genaanten Note in den GStt. Naehr. 
naehsehen mag. 

Dutch Wiederholung des gesehilder~en Verfahrens beweis~ man 
genau, wie an der genannten Stelle, den Satz: 

W e n n  e 1 ~ e ~ , . . ,  e~ die ~lementarexponenten der Stelle x s ind ~ naeh 

abnehmender Grgsse geordnet, so k6nnen die Darstdlungscoefficienten 
~ ,  ~..,, . . .  9~ einer ganzen :Formensehaar; 

an der S~Z~ x his zur  Ordnung e~ unvndlieh werden;  und  z w a r  ent- 

haZten die e l-fach unendlieh w e r ~ n d e n  Emtwiddungsglieder der 9~., ~P.~,... of, 
so v ide  willkiirliche Constanten linear und  homogen, als E, lementarexpo- 

nenten -~ ej sind~ die e~ - -  l - fach unendlieh werdenden Glieder neben 
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den schon gena~nten so viele neue willkiirliche Constanlen linear und 
mit den ersteren zusammengenommen homogen, als Elementarexponenten 
> e t - - 1  sind, die e I - - 2 - f a c h  unendlich werdenden Glieder so vide 
weitere willkiirliche ConsCanten, als Elementarexponenten ~ e I - - 2  
sind, u. s. w. 

JDie Gesammtzahl der willki&liclten Constanten in den unendlich 
werdenden 2~ntwicklungsgliedern ist 

el + e2 + �9 . .  + e,  = z ,  

d. h. gleich tier Multiplicit~t des Ausnahmepunktes. 
Der Satz bleibt auch richtig, wenn x mit einer der Stellen e~ 

zusammenfKllt; man hat beim Beweise nut start mit dem Formensystem 

He2 ) mit dem System - rr~--~) zu operiren. 
.21h 

t ~ ~z e 0 

w  

Speoiello Folgorungon. 

Die spiiteren Un~ersuehungen kSnnen wir so fiihren, dass nur 
zwei Speeialf'~lle des aufgestellten allgemeinen Satzes benutzt za 
werden brauehen, und ieh will diese beiden Speeialf'~lle daher noeh 
besonders her~rorheben. 

1) Einfacher Ausnahme~unkt : 

x 1 ~  1~ v ~  1~ e I =-- 1. 

Die ~Pi, cp.~ . . . .  r kSnnen an der SteUe a -~- x je  einfach unendlich 
werden mit Coefficienten a~ ~ a.z, . . .  a~, die in dem wohlbestimmten Ver- 
h~iltniss stehen miissen 

a 1 :c~ 2 : . . . : a n n A  a : A  2 : . . . : A n ,  

wo die A 1 , A 2 , . . .  A~ den nieh~ durehweg versehwindenden zu einer 
Zeile gehBrigen Unterdeterminanten der Determinante I~(~)(~ 1 ,  , x~)[ 
proportional sind. 

2) (n--1)- faeher  Ausnahmepu~kt mit n ~  l ,Elementarexoonenten: 

u ~ n - -  l ,  v ~ n ~  l~ e ~ e  2 . . . . .  e . _ t ~ l .  
Die ~ ,  ep~, . . .  q~. kSnnen an der ~tdle z = x je  einfach unendlich 
werden mit Coeffieienten al ~ a2 , . . . a~ , die der einzigen wohlbestimmten 
Gleichung geniigen miissen: 

alA~ + a~A~ + �9 �9 �9 + a , A ,  = O, 

wo die A I ,  A ~ , . . .  A~ den niehl durehweg Versehwindenden Gliedern 
einer Zeile der Determi~ante f Yl~)(x~, x,z) 1 proportional sind. 

Die Wiehtigkei~ dieser beiden speeielten Siitze, unmittelbar des 
ersten, beraht auf folgendem S~tz, dessen Rieh~igkeit ebenfalls aus 
den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen folgt: 
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Man  kann stets eine Basis finden, welche nut  einfache Ausnahme- 
~unkte besitzt. 

Denn indem man yon der Basis l'l', l'[", .~ . .  l'I(') zu der Basis 
p'~ p "  . . .  p(,), H(,+I), . . .  H(~) fibergeht, erniedrigt man die Multi- 
plicit~it des Ausnahmepunktes x um ~. Wi~hlt man dabei~ - -  was s~ets 
mSglich ist -- ,  die multiplieativen Formen A~'(zl, z~), A~"($I~ ~ ) ,  . .  

. .  A~) (z l ,~ )  so~ dass ihr Product na t  einfaehe Nullstellen besitzr 
die yon den Nullstellen der Form ,~(z~, z~) s~mmtlich verschieden 
sind, so hat man damit weder die Muttiplieit~t eines andern Ausnahme- 
punl~tes erhSht, ncch einen neuen mehrfachen Ausnahmelounkt ein- 
gefiihrL Durch Wiederholung des Veffahrens kann man schliesslich 
erreichen, dass nur einfache Ausnahmepunkte iibrig b]eiben. 

In dem specie~len Falle t~ ~ 0 kann man noch weifer gehen: 
Wenn p ~ 0 ist, kann man stets eine ]liinimalba~is, d. h. eine 

t~asis ohne Ausnahme~unkte finden. 
Wenn n~mlich Io-----0 is~ kann ich Ms unabh~ngige Variable a 

eine einwerthige Function des algebraischen Gebildes zu Grunde legen, 
d. h. in einer schlichten ~-Ebene operiren. Die Multiplicatoren kommen 
in Wegfall~ die ~l~ ~2, �9 . -  r  werden rationale Formen, T(z ,  x) 
geht in die Determinante (z~ x ) - ~ - z t x  ~ - - z ~ x  I iibe~. Die Nullstellen 
irgend einer g'anzen rationaten Form beliebigen Grades unterliegen 
ihrer Lage nach keiner Beschr~nkung. 

Wenn nun x eine Ausnahmestelle der Basis g'~ H", . . .  H(~) ist, 
so kann ich mindestens eine ganze Formenschaar yon dec Gestalt 
finden 

p ----_ A'(z~, z~) TT' -~ A'" (zj, z~TV' -t- - �9 ' ~b A (~) (z,, z.~) rl (~) 
(zx) 

in weleher nich~ alle Formen A', A", �9 �9 �9 A (~) bei z =-= x verschwinden. 
Diejenigen tier Formen, weiehe bet z ~ x versehwinden, kann ich 
geradezu dureh 0 ersetzen tmbescbade~ tier Eigeaschaf~ yon P~ eine 
ganze Formensehaar zu sein. Von den hiernach im Aus~ruck yon P 
noch iibrig bleibenden Schaaren ~l'~ H',  � 9  I'f (~) babe H (") den hSehsten 
Grad. Dann kann ich den Coefficienten A(~')(z~, ~ )  direct alw eine 
Constante, etwa 1 annehmen, und die tibrigen (~oefilcienten doch noeh 
als ganze rationale Formen so bestimmen, dass P bet x nicht unend- 
tich wird. Fiihre ich nun alas so gefandene P start H ~} in die Basis 
eta, so wird hierdurch die Determinante der Basis einfach durch (zx) 
dividir~, ohne dass neue Nalls~ellen eingefiihrt wiirden; durch Fort. 
selzung des Yeffahrens kann man also aUe Aasnahmepunkte be- 
seitigen, w. z. b. w. 
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w  

Einordnung der F~lle mit gaazzahligen Exponentendiff~renzen. 

Wit haben bei den BeCrachtungen fiber Basisdarstellungen bisher 
die F~ille ausgeschlossen, wo eine Substitution Si mehrere Elementar- 
theiler mit derselben Nullsielle besi~zt. 

Denn die Angabe tiber das Verhalten einer Basisdeterminante an 
der Stelle e~ beruht wesentlieh darauf 7 dass den Fundamentalzweigen 
einer Schaar 1-[', d. h. den Zweigen, welehe zu den Exponenten ~u, 
hi o , . . .  A~ gehSren, nut auch wieder die Fundamentalzweige einer 
~.ndern Formenschaar H" cogredient seia kSnnen. Dies ist abet aur 
dann richtig~ wenn die Substitution S~ nut solehe Transformat~onen 
in sich gestattet~ bei denen die Fundamentalzweige Fundamentalzweige 
bleiben~ und dies ist nur dana der Fall~ wena die Elementartheiler 
der charakteristischen Function yon Si lauter verschiedene Nullstellen 
haben. *) 

Es sei jetzt S eine solche der Substituiionen S~, deren eharakte- 
ristische Function mehrere Elementar~heiler mi~ derselben Nults~elIe cr 
und den Element~rexponenten ~ ,  e 2 . . . .  Q besitzen mSge. Wir 
brauchen die Aufmerksamkeit nut auf diejenigen ~ ~ ~ -~- E~ -~-... -}- ~q 
Fundamentalzweige yon If" zu richten, welehe diesen Elementartheilern 
en~sprechen, da bei einer Transformation yon S in sieh selbst diese 
Zweige sich nut untereinander substituiren kSnnen. Man kann dann 
diese e Fundamentalzweige so heraussuehen~ dass ihre Substitution die 
Gestalt hat: 

! 
I 

$1 

o 

0 0 

0 0 .  

0 

Hierin bedeutet das in der ~ e n  Zeile und vten Colonne stehende 
Feld ein Coefticientenschema yon e~ Zeilen und e~ Colonnen, n~mlich 

*) Ffir die Elernen~artheilert2neorie der linearen Substi~utionen vergteiehe 
man die pag. 164 eitirt~ Abhandlung yon Frobeniua. 
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!&!= 

a O 0 . . . O  

a a O . . . O  

O a a . . . O  

0 0 0 . . . ~  

O 0 0 . . . a  

0 

0 

0 

0 
t_g 

I 0 -I= 

0 0 0 . . , 0  

0 0 0 . . . 0  
0 0 0 . . , 0  

0 0 0 . . ~ 0  

Eine Substitution U, dureh wetche S in sich selbst transformirt wird: 
US U -1 = =  S, 

hat die allgemeine Gesfal~: 

! - - - I  . . . .  
U---- ! 

, 1 

und zwar sind in dem einzelnen~ aus t u Zeilen und e~ Colonnen be- 
stehenden Theilschema Ut,~ atle diejenigen Glieder, welche in eine~ 
Diagonalreihe stehen, einander gleieh and nur dann yon 0 versehieden, 
wenn die be~r. Diagonalreihe in der ersten Colonne and in der let~ten 
Zeile endigt, also z. B. 

t 
us,, 0 0 

tit tt t 
UI~ V g~t* V 

fiir ev = ,~ -~- 3; 

uu, 0 0 0 
o �9 U l  uz~ u~' 0 0 
t t t  t t  �9 U~u ~,u~ ~,uv 0 

fiir ~ = = 3 ;  ~ , ~ 4 ;  

0 0 

~ 0 

,11 t t  

M a t h e m a t i ~ c h e  A u n a l e u ,  X L ~ "  [ L  

0 
0 

f~r 
0 

12 
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Denl~en wir uns die Elemen~artheiler so geordnet~ dass 

r 

u~, ,  0 . . .  0 

u~,~, u~,~, . . .  0 

u ('z) u ( ' z - 9  u' 
P F  F P  " " " F I ~  

u'~,~ 0 . . . 0  0 . . . 0  1 
~ ; ,  ~; . . . .  o o . . . o  F , w e l l n  ~ ~), 

�9 t u ('~) ~ ( ~ -  ~) u' 0 0 

0 

0 
r 

~ v  

. . .  0 

~ ~  0 

0 . . . 0  
t u~, , . .  0 

u ( ' * - l )  . �9 . u ~ ,  
# v  

, wenn 9 ~ v. 

Die Fundamentalzweige yon ]-[' seien, den Etementar~heilern entsprechend 
in Gruppen (Hamburger'sche Untergruppen nach der in der Theorie 
der linearen Differen~ialgleichungen iiblichen Bezeichnung) eingetheilt: 

ihre Exponenten 

x(~,),Z(~), 2 , ) .  ~ )  2(~) 2(~). z ? ) , 2 2 q ) , . .  :(q) 

Dabei sind die Exponenten in jeder der Gruppen nach abnehmendem 
reellen Theil geordnet. 

Dureh die Transformation U gehen die-Zweige in 

fiber~ und zwar sind die 17 der Reihe nach lineare Combinationen 
folgender Zweige y: 
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y(o VOII 

y~i) VOI] ~i~),,,<~) ~ . .  , ~ i ~ ) , ~ ) ;  . . .  yi~>,~+ / 
Y~'~) V O l t  

~.?_,, vo~ 

r<:~!o,+, 
~/{x).e~V.) : t i t2)  ~(2)  a~(~) . ,~1(3} ,t](3t. q~(3) : ,~/(q).q,*(e~_ "/l(q) . =| 

! 

v o n  .v~, ~ y 2  ~ " ' �9 

~ ( 3 )  v o n  

Y(~) VO]3 1 w}-'.w2 ~" "~ ~ ,:~Z *~'~'~ ~ ' ' ' " , ? ~ a - - ~  ? " " " '71 ~,~'2 ~ ' ' ' ' ~ ' A ~ - - ~  

Y ( ~  r o l l  ~l (1) , x 1 ) .  ~g~) .~ j (m  ~d~) . ~(~)  ~,(3) ~1~) - ~,(q) ~ (q )  ~(~)  { 

/ 

11. S .  W ,  

Die Exponenten der Zw~ige Y werden danach im Allgemeinen kleiner 
sein Ms diejenigen der entsprechenden Zweige y, n~ixalich gleich dem 
niedrigsten Exponenten, den einer der Zweige y hat, aus denen sich 
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das betreffende Y zusammenseizt. Sind (~)l~, (~.)~ u. s. w. die Ex- 
ponenten der Y, so ist also: 

(i)i  die kleinsie der Zahlen i~'), i[z), . . .  i~q) } 

(i)~') ,, 7, i ~ ) 7 1 , : ) , . . ,  l?) 

(1)?) ,, ,, i ? )  , . . .  li~) 

(.~ ('-') 2(e) i(7) 
$2- -~1  ? 

(z )~2_. ,+ ,  ,, 7, 

( i ) ? )  

(x)~,  
--$~ 

" " ;~) '"" ;~) / ~ -~ '  

)js) ~ .. ~,(q) 

( 

(i)(~) i] "~) ~(z) 2(q} I 

( i t ) ( ~ )  . 

(x)~) ,, ,, 
�9 I 

U. B. W.  

Die Exponenten s t(1), ; m  t(1~), l(ql die Wurzeln der 

determinirenden Fundamentalgleichung der zu H geh~rigen l inearea 
Differentialgleiehung, will ieh die eigentlichen, die Zahlen 

(z ) i "  (z)~'), , ,,~ 

die modificirbn ]!Ixponenten yon ~ an der Stel]e e~ nennen. 
Um jetz t  wieder zur frfiheren Bezeichnung der Exponenten einer 

Stelle v~ zt~fiokzukehren ~ ~eien ~i~ ~ 2i~ ~ . �9 . &-~ die eigenflichen~ 



Riemann'sche Formensohaaren auf algebrais~hen Gebilden. 177 

(~)il, (~ ) i~ - . -  (;~),~ die modificirten Exponen~en~ wobei na~irlich die- 
jenigen E~ponenten, welehe zu Elementarthdlern mit lau~er versehie- 
denen Nutlstellen gehSren, mi~ den entsprechenden modificir~en Ex- 
ponenten ~ibereinsgimmen. 

Wenn nun die Zweige 1"I1' ~ H~' , . . .  l'l~ auch so ausgew~hl~ sind, 
dass sie gerade zu den Eponenten ~ ,  ~ , . . .  ~ gehSren, dass also 

ix,' ix~" ix'~ bei e~ endlich bleiben oder hiSch- 

stens logarithmisch unendlich werden (le~zteres nut in dem Falle, 
wenn mehrere gleiche Exponen~en vorkommen)~ so brauchen doeh die 
entspreehenden zu ether verwandten Formenschaar U" gebildeten Aus- 

ix;' ix~" rr;; 
driicke _P (ze~)~i~ , 1 ~ (ze , )~ .z , . . .  2 (ze~)~i~ ' selbst wenn TT" genau die- 

selben oder gr5ssere Exponenten 3.~, Z ~ , . . .  Z~, besitzt, wie I"V, bet 
e~ nich~ endlich zu bleiben. 

Erst die Ausdriicke 
ixl U2 "n'~ 

- -  . �9 . 

mfissen fiir alle Formenachaaren If, deren Exponen~en gr'Ssser oder 
gleich ~,~ ~.,.., ~.~, sind, endlich bleiben. 

Abet le~ztere Ausdrficke k5nnen auch noch dann endlich bleiben, 
wenn einzelae Exponenten kleiner sind als ~t~, 2 ~ , . .  ~ ,  wenn also 
1-f nach der fr~iheren Definition in Bezug auf ~i~, ~'e~ . .  ~t;~ als Nor- 
malexponen~en bet e/ eine Unendlichkeitsstelle besSsse; es diirfen eben 
nat die modifieirten Exponenten yon H nicht kleiner sein als (,~)~ 
( X ) ~ . .  (~)~. Das ffihrt uns darauf, f~h" die Definition des Unend- 
liehwerdens an ether Stelle e~ ~iberhaupt nicht die eigen~liehen, son- 
dern die modificirten Exponenten zu Grunde zu tegen. Wir sagen 
also~ naehdem wit ein System modifieirter Exponenten (~)~, (~),~,. .  
(~)~ als Normalsys~em festgelegt haben: 

Eine Formensehaar H heisst bei ~ ~ e~ eniaich~ wenn die Forme~ 

bei e~ hgchstens logarithmisch unendlich werden; e~ ist e'ine Unendlich~ 
keitsstdle, wenn mindeste~ns eine dieser ~ormen auch algebraisch unencb 
lich wird, eine ~ullstell 6 wenn atle ]Formen versehwinden. 

Hierbei sind unter l'lt, 1"I2,.. 11, solche n Zweige yon II ver- 
standen, deren Subs~itubton die zu Anfang dieses Paragraphen benutzte 
Normalform hat. 

Far die De~erminante ether Basis rl ' ,  W ' , . .  U r ergiebt sich der 
Satz: Die Determinante ether Basis verschwinde~ bet e~ mindestens in 
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der Ordnung (Z),-~-(Z)it ~-(2) ,2-~ ' ' - f -(2)~,~,  hat also den allge- 
meinen Ausdruck 

H T(ze3(~k ~'~ (zi, z.,) 

q = 8, + e~ + �9 �9 + 8.  -- ~ ' ( z ) , .  
i~1  

~ie Ausnahmepunkte der t~asis, einschliesslich der etwa in den Punk- 
lee ei liegendee, sind dutch die hrullstellen yon E 1 gegebee. 

Hier ordnet sich nun aueh die ari~hmetische Theorie der algebra- 
isehenI~unctionee ein, wie sie yon W e b e r  und D e d e k i n d * ) ,  Kron -  
ecker**)~ Hensel***)  unCersucht worden isr 

Alle zu einer vorgegebenen n-blgt~rigen Riemann'schen Flgche 
gehSrigen algebraischen Func~ionen und Formen kann man niimlich 
als n-gliedrige Formenschaaren in der schlichCen z-Ebene, also yon 
p -~-0  auffassen, deren Zweige bei geschlossenen Umliiufen yon z um 
gewisse Punkte der z-Ebene, n~mlieh um die Punkle z, fiber denen 
Verzweigungsstellen der Riemann'schen Flgche liegen, sich permutiren, 
d. h. eine specielle Art linearer Substitu~ionen erleiden. 

MSgen an einer S~elle ei ein vl- ~ v2-~. ,  vcblilt~riger Verzwei- 
gungspunkt der Riemann'schen Fliiche fiber einander liegen, ausserdem 
vietleicht r schlichte Bliitter, so dass 

v~ + v ~ + . .  + v q + r  ----- n 

ist. Man sagt dann yon irgend einer algebraischen Form, sie sei an 
der Stelle ei endlich, wenn ihre modifieirten Exponenten an der Stelle 
nich~ kleiner sind als 

1 2 v~-- 1 1 2 *,~--i 1 2 v q ~ l  O, ~ , ~ ,  ~,, ; 0 , - -  - , . .  . 0 , - - , - - , . -  

O; O; . . 0 .  

Legen wir also diese als Normalexponenten zu Grunde, so wird 

(z), = (z),, + (z)~ ~ + . .  + (~)~. = ~' 2-~ 4 - - F -  + �9 �9 + ~ - ~  ~-l.~ ; 

(2)i ist die halbe Gesamm~mulfipliei~ der an der Stelle ei fiber ein- 
ander liegenden Verzweigungspunk~e der Riemann'schen Fl~iche. 

Wir haben also folgende Saehlage: 
Wit  kSnnee alle algebraischee _Functionee und Formee der _Fl~che 

dutch eine J~asis ?l', IV'~. . ~I (~) yon ganzee a~gebraischen t~ormee ra- 
darstd~m. 

*) Crelle's Journal Bd. 92. 
**) gbenda Bd. 92. 

***) gbenda Bd. 109. 111. 
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_Die Determinante der Basis is~ ein Ausdr~k yon der Gestalt 

@ 

worin das Product ~iber alle Verzweigungspunkte der Fl~che zu er- 
strecken ist, und 2'~(z1~ z2) eine ganze rationale Eorm yore Grade 

q = a~ + a': - 9  . "  + a,, - -  (v, - 1 )  

ist, deren Nullstellen die Ausnahmesi, ellen der Basis sind. 
Da t o ~ - 0  ist, so ~'6nner~ wit stets eine .Minima~basis fin&n, dutch 

welche sieh alle ganzen algebraischen Formen linear mit ga~zen ratio- 
nate~ Coeffieienten darstellen lasses. Die Grade einer sotehen mfissen 
der Relation genfigen 

~ + a~ + . , .  + ~, ~ ~ (~,~-- 1). 

Die Summe auf der reehten Seite kSnnen wir dutch die BIRtterzahl 
n und das Geschleeht p der Riemann'schen F1Rche ausdrfieken. Wir 
bekommen so 

Anzahl der Ausnahmepunkte : q ~ ~ -~- ~ -b "" -~- ~ ~ n ~ p--~ 1. 
Minimalbasis: ~ ~- 6~ -~ �9 �9 -~- ~ ~ n -~.p - -  1. 

Die Determinante ist die Qaadratwur~el dessen~ was Weber~ Dedekind 
und Kroneeker ats Discriminaate der Basis bezeiehnen, das Product 

l'I(zei) - ~  ist die Quadratwurzel aus dem wesentlichen, .Fq(zl, z:) die- 
jenige aus dem ausserwesentlichen Theft der Discriminante, weleher 
ja in der That ein Quadrat ist. 

w  

l~eiproke Formenscha~ron. 

Es werde jetzt jedem der s singul~ren Punkte ei nine bestimmte 
Zahl ~i zugeordnet. Under r mSge irgend nine derjenigen multipli- 
cafiven Formen yore Grade 2 1 v -  2 verstanden werden, welche bei 
canoniseher Darstellung algebraisch sind (44 w 10), 

Ich nenne dann r,~ei Formensclumren ~ und ~ reciyro~ Formen- 
schaaren, wenn ~wischen ~ren e~tswevhenden Zweigen eine Identittit 
folgender Gestalt besteM : 

rr~Q1 + rr2Q~ §  �9 �9 -9 r r .g~ = ~[2@e~),~. r z.~). 



Damit zwei Formensehaaren auf einer Riemann'schen Flaehe in 
diesem Sinne reciprok zu einaader sind, ist, wie leieht zu sehen, noth- 
wendig und hinreichend, dass sieh ihre Grade d und ~" zu 

2 p  2 + . ~ , u ~  

erg~inzen, and dass sieh ihre entspreehenden Subs~itutionen yon eontra- 
gredienten Suhstitutionen nut am solehe Mul~iplicatoren un~erscheiden, 
die sieh zu den Multiplica~ren der rechts stehenden Form erg~nzen; 
tetztere sind dutch die Auswahl der unabhiingigen Variablen zt, ~ 
und der Zahlen ~ vollstiindig bestimmt, n~mlieh bei kanonischen Va- 
riablen zl, z~ (44, w 7) 

bei einem Umlauf S : 

bei einem Periodenweg A,:  

bei einem Periodenweg B~ : 

21•# i 

$ 

e a 

Bildet man zu 'allen Formenschaaren einer Classe die siimmtlichen 
reciproken Formenschaaren, so bilden die letzteren ebenfalls eine Classe, 
welche Jeh die ,,reciproke Classe" nennen will. Man hat dann den Satz: 

1st l'[ eine Formenschaar der einen Classe, Q eine .Formenschaar 
der reciproken Classe, so besteht eine Identitiit: 

]-fjQt + H2Q2 + - �9 + TI,,Q~ -~ 1 J 2 ( z e , ) ~ i .  V~(zl, z2), 

unter ~ eine unverzweig~e multiptieative Form yore Grade 6 + 6 ' - - Y , u i  

verstanden. 

Umgekehrt, wenn ei,~e solche ldentit~it besteht, geh6ren H und Q zu 
recil~'oken Classen. 

Wenn sich die Exponenten einer Formensehaar H bei e~ yon 
;t~l, ~ i ~ . . .  ~i, nur um ganze Zahlen unterscheiden kSnnen, so kSnnen 
sieh, wie leich~ zu sehen, die Exponen~en einer Formensehaar Q der 
reciproken Classe yon /~ ~ it~z, p~ -- ~2, �9 . .  ~ ~ ~ nut um ganze 
Zahlen un~erscheiden. Es mSge zuerst wieder der Fall des w aus- 
geschlossen sein. Wenn dann 2i~ 2~ ~ . . .  Z~ die Normalexponenten 
der einen Classe sind, so will ich als Nor~alexponenten fiir die reei- 
proke Classe die Zahlen Z~I ----- Iz,~Zil ,  Z ~ ' ~  # , - ; t ,~ ,  Z~n = ,~--~i~ 
festtegen. Damit ist zugleieh bestimmt, was man unter einer ganzen 
Formensehaar der Classe Q~ und was man unter einer Basis zu ver- 
stehen hat. Ieh behaupte jetzt: 
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Wen~ eine Basis der _Normendasse H gegeben ist, so kann man 
aus ihr stets au[ einfache Weiae eine Basis der reci~vroken ~'ormen- 
classe Q construiren. 

Man bilde niimlich die n ~ ersten Unterde~erminanten des Schemas: 

l-I/ r r / ' . . .  1-[i ~) 

rio.' r L " . . .  ]-l~ ~ 

mul~iplicire dieselben mig H_P( ,e i ' ) "  -'~' und bezeichne die so erhal- 
i - - 1  

tenen Formen mit: 

f4' Q ( ' ' ' '  Qi ~~ 
Q./ Q ( . . . Q ~ )  

r �9 ~ �9 

Fasst man dann die in einer Colonne stehenden Formen Qi ~), o~)~..~ , ~. Q~) 
als Zweige einer Formenschaar Q(k) auf, so bilden Q', Q", . . Q~) that- 
siichlich eine Basis der reciprokea Classe. 

Wenn die Determinante der Basis H', [ l " , . .  l'lt~l der ersten For- 
menclasse 

H P(zei)~ 2~ (zj, z2) 
i = l  

is~, so heisst di~ Deter-dnante der zur reciproken Formenclasse gehS. 
rigen Basis Q', Q" , . .  Q(~ 

H P(~e") "~'- ~' F~(~,, ~J'-',  
i = 1  

oder, wenn ich 

a h + z ~ + . . . + z L  = n , ~ - - z ~ = a l  
seize: 

F(~(~e,)  ~'~ F~ (~, z~) ~-~. 

Man siehf hieraus zugleich l?olgeades~ 
Jeder Ausnahmepunkt 8er Basis H', H " , . . .  l[ (~) ist ein Aus- 

nahmelounkt der Baa-is Q~, Q"~ . . .  Q(,,) yon ( n -  1)facher Multiplicit~it. 
Es erhebt sich dabei sofort die Frage, we]ches die Elementar- 

exponenten eines solchen Ausnahmepunktes in Bezug auf die Basis 
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~ ' ,  f ~ " , . . .  ~('~) sind, wenn seine Elementarexl)onenten in Bezi~g auf 
die Basis U'~ U " , . . .  r l  (~) bekannt sin& 

Zur Beantwortung dieser ]~'rage stiitze ieh reich auf folgenden 
Determinantensatz- 

Es werde m i t a  eine Determinante bezeichnet, die aus 

dem Schema 

@~1 t,s �9 f~n 

die u~-~ u : - ,  . . . u, t~ Colonne und die i~-~ i~-~ . . . i~J ~ Zeile enth~lt; 
die Gesammtdeterminante des Schemas sei A.  

Es seien ferner 
Air , AI2, . . . A~ 

A: ~, �9 . A ~  
g 

A~, A ~ A ~ 

die ersten Unterdeterminanten des Schemas der a~, und die Unter- 
determinanten des Schemas der A~' mSgen in entsprechender Weise~ 

�9 . X / ,  e wie bei den a~ mit A:".~'..,~. ,:, ~ bezeichnet werden. 

Dann besieht der Satz: 

A " ? '  ""~ = + ~ . . . .  �9 

, i  �9 / , r  t �9 �9 8 ~  �9 wo unter ~ ,  h , . . .  ~ - . ,  bezw. ~ ,  x ~ , . . ,  x~-t, dlejemgen Zahlen 
verstanden werden, welche man erh:,ilt, wenn man yon den Zahlen 
1 , 2 ~ . . . n  die Zahlen il,  i 2 , . . . i ~ ,  bezw. ~1~ ~ , , . . - ~ .  wegl~isst, 
und worin das Vorzeichen ~ yon der Reihenfo]ge der Zahlen i1' , i~'.. 

�9 p �9 

. .  i;~_~ bezw. ~lJ ~ 2 , - - .  x~-~ abh~g t .  

folg . . . .  Hieraus t ,  wenn ~:t, % , . . . ~  ej, e 2 , . . ,  dieselbe Bedeutung 
~ t  

fiir die Basis f~', ~ , . . . ~ l ~ )  haben, wie u~, ~ , . . . ,  el, s~ . . . .  ~, 
fiir die Basis lI'~ U " , . . .  H (~) (w 4): 

~ ;  ~ -  ~ _  ~ + ~  + (n  - -  ~ )  ~ 

W e n n  also v" l~lementarexponenten et, e ~ , . . ,  e, yon Nul l  ver- 
schieden sind,  so sind yon de~ .Elementarexloonente~ e~, e e , . . ,  die 
ersten n - - ~ ,  stimmtlicl~ gleich ~q, die folgenden v dagegen um ~,, ~,_~,. . 
. . ~ kleiner ats u~ 
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, ~  ~ X t - - -  ,E l . 

Wenn x speeiell ein einfacher Ausnahmepunkt ffir die Basis l]", 
U",  . . .  HI,) is~, so ist 

also 
El" = ~2' = . . . .  e~_~ = 1 ,  e;~ = 0 .  

x ist also fiir Q', Q " , . . .  Q(') zwar ein (l~ - -  1)faeher Ausnahmepunkt, 
doeh kSnnen die Zusammensetzungscoefficienten einer ganzen Formen- 
schaar Q an der Stelle x nur einfach unendlich werden, und zwar so~ 
dass die n Coefficienten des Unendlichwerdens nur einer einzigen h0- 
mogenen linearen Gleiehung zu geniigen brauehen. 

Des Genaaern liegt die Sache so: 

Wenn x ein einfaeher iusnahmepunkt  der Basis ]'1", U " ~ . , .  N<"t 
ist ,  so giebt es in dem Schema 

"1"I',' r r / ' . . ,  l-I~-) 
ri.,/ l - f , , " . , ,  rir~ "t 

rii< n;:  . . .  i-f,7,) 

mindes~ens eine Zeile, deren zut'ehSrige erste Unterdeterminanten ftir 
zl ~ xl ,  z2-----x2 nicht s~immtlich verschwinden. Das Verh~lt-niss der 
Werthe dieser Unterdeterminanten an der Stelle x ist wegen des Ver- 
schwindens der Gesamm6determinante ein wohlbes~immtes~ yon der 
Auswahl der Zeile unabh~ngiges, etwa 

Al :A2 : ' ' "  :A~.  

Andererseits giebt es wegen e~ = 0 in dem reciproken Schema: 

Q," Q ( ' . . .  Qi"~ 

~2'  Q~-" . .  �9 Q~') 
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mindestens eine Zeile, deren Glieder ffir z l ~ - - x l ,  z 2 ~ x  ~ nieht siimmt- 
lieh versehwinden, and diese Glieder stehen, wegen des Versehwindens 
der ( n - - l )  t~ Unterdeterminanten, an der Stelle z = x  in einem wohl- 
bestimmten~ yon der Auswahl der Zeile unabhangigen Verh~ltniss, 
niimlieh in genau demselben Verh~.Itniss 

A1 : A 2 : . �9 �9 : A , ,  

wie aus der Definition der ~2 unmi~telbar fo]gL 

Wir haben dann folgenden Satz: 

I n  einer ganzen  t~ormenschaar  : 

l - f  ~ g~ W q -  q~2 ~ ' "  - t -  " �9 �9 q -  ~ i f ( ~  

diir fen die ~ ~ ~o2,. . . ~ j e  e in fach unencllich werden mi t  Coefficienten 
al~ a 2, . . .  an,  welche in  dem Verhiilbaiss stehen: 

und  in  einer gar~zen l~ormensc],aar : 

= ~p~f~' + 7p., Q" + - �9 �9 + O~ Q(') 

diirfen die ~p~, ~ , . . .  ~/~ j e  einfach ~enendlich werden mi t  Coeffwienten 

#a, fl,., �9 . .  fin, welche dec Gleichung geniigen: 

A~fl~ + A~3.,  + �9 �9 �9 + A~fl,~ = O. 

Jede Formenschaar l'l l':isst sieh dureh If ' ,  1 - [" , . . .  17t~), jede For- 
mensehaar Q dureh i f ,  Q " ~ . . .  Q~) linear ausdriieken: 

17 ----- cp~iq" + rp~l-r" + �9 �9 �9 + ~ i f tn ) ,  

Bildet man den husdruek 

so erh~ilt man 

r 

Aus der Definition der f2', ~2", . . .  QIn) folgen aber die Identit~iten: 
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17i Q~ == .P(ze3".  -~'~(z 1, z2), 

o, wen  X 
i ~ l  

In Folge dessen ist 

H1 ~1 -+" 17-~ Q'-, + . . . .  + T'L, ~,~ 

i ~ 1  

Wenn IT und Q nich~ nut reciproken Classen ungehSren, sondern 
selbst reeiproke Formensehaaren im Sinne der Definition zu Anfang 
dieses Paragraphen sere sollen, so miissen die Prodaete .Fq(zt, ze). r ~/'t, 
.b-'q (zl, ze).  r g,.,, . . . .Fq (z~, Z~). q~,~- r jedes eine multip]icati~e 
Form (I),~_~ (z~, zz) sere, also r und ~/,,. ~.q (z~, z~) miissen reciproke 
multiplicative Formen seth. Wir haben also den Satz: 

/s t  
17 = ~ ~2' + ~)., Q" + �9 �9 �9 + q~,, 0('0 

~gend eine teormenschaar der C lasse H, so driick~ sich die r,u H re- 
ciproken Formenschaaren Q in der Gestalt aus: 

r ~, + q~*' fy. + . . .  + ~'~ 

unter opt" , q o ( , . . ,  e?',, multils Formen verstanden~ welche zu den 
~ormen 91, cpo., . . . q~ beziehungsweise reciprok si~d. (44, S. 3t2.) 

w  

F~lle mit ganzzahligen Exponente, ndifforenze~. 

Ziehen wir jetz~ auch die in w 6 besprochenen F~lle mit in die 
Betrachtung, so ~ndern sich die Angaben des l e ~ n  Paragraphen 
nur insofern, als an Stelle yon ~ti~, 2 i~ , . .~  ~ ;  ~ die modificirten 
Expone~Un (Z) , ,  (Z), .~, . . .  (Z),~; (Z), t~e~n. 

Als Normalexponenten ftir die Defini~ian tier ganzea Formen- 
schaaren sind sowohl in der C]asse der l'I, wie in der Classe der Q 
modifieirte Exponenten zu Grunde zu legen. 

Ich behaupte nun: 
Wenn (~t)i,, (Z)~2, . . .  (~)~ brauchbare modificirte Exponenten der 

Classe ]-I xind, so sind (Z')i~ ~- g~ - -  (~t)~, (Z')~2 ~ / t ~  - -  (Jr)i,2, �9 �9 
�9 . (Z')i~ ~ / L , -  (Z)i. gerade auch brauchbare modificirte/Exponenten 
fiir die reciprol~e Classe ~ .  
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Ieh will wieder, um unnii~ze Complieationen zu vermeiden, 
nut diejenigen Fundamenf~lzweige berficksichtigen, welehe zu Ele- 
mentartheilern der Substitution mit derselben Nullstelle gehSren, wie 
in w  

Dann hat die zu ~q eontragredien~e Substitution S '  eine ~hnliche 
Gestalt wie S: 

S, = 

o 

ooT 

- 0 

o 

I 

&, 

und ebenso natfirlich jede Substitution, die sieh yon der eontragre- 
dien~n um eine simul~ane Multiplication aller Zweige mit einer Con- 
stanten unterseheidet. 

Dabei hat das Theilsehema S~" die Gestalt: 

-JF~, - - ~ ,  --~-,3... ( - -1 )  " -~  �9 

0 +p, - - # . . .  (-:) ' ,-~. # 
o o + p .  �9 �9 ( - - i ) ' ~ - ~ .  # 

o o o . . .  + #  

Die Theilsubstitu~ion N~' nimmt die gewShnliche Normalform an, 
wenn man sie vermit~els~ der Substitution 

0 . . . .  O, O, O, 1 

0 O, O, ~ 1, 0 

o o, + 1 ,  + 1 ,  o 

0 ~ 1 ~  - -2 ,  - -1~  0 

t~nsformir~. 
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Sind also Yfl, ]'f2, -- : ~ Fandamentalzweige yon If, welche eine 
Hamburger'sche Untergruppe bitden, so sind die contragredienten 
Zweige 9~, ~.~, . . .  ~, ,  yon 9 zwar nicht selbst Fundamentalzweige 

yon 9 ,  wohl aber die 0ombinatioa: 

+ ~-~  + ~-~ ,  

- -  ( ~  _ ~ +  2 ~  _ ~ +  9 ,  _~), 

+ + 

Wenn HI, T [ 2 , . . .  ]'[,, an der be~reffenden Stelle die Exponenten 

(~[)([), (~t)(2 ~), . . .  ~rZ ~(~)j~, haben, so sind die Exponenten yon Q1, 9 2 , . . . ~  
- -  (~'~<') die Exponenten der Reihe nach ,u~ ~ (;t)?), ~ ~ (X)~*~ . . .  tt~ ~ j~, , 

der Fundamentalzweige yon fl dagegen diese|ben Zahlen in umge-- 
kehrter t~eihenfolge 

( z ' ) i  ") - -  , , -  ( x ) i : ' ,  

(Z)~ ~) ~ ~ ~ j , , - ~ ,  

( z ) i : )  _ -  v ,  - ( x ) i ' ) .  

In der That,  nut so sind sowohl die (4) wie die (~') nach ab- 
nehmender GrSsse des reellen Theils geordnet~ wie es bei einem Funda- 
men~alsystem der Fall sein muss. 

Ich behaupte nun: 

Wenn die 0 ~) modificirte ~x2onenten sind, d. h. dutch Uebergang 
zu einem ander~z iFundamentalsystem nicht mehr erniedrigt werde~ 
k6nnen, so sind auch die (~,') modificirte Exponenten, d. h. k6nnen 
ebenfalls nicht dutch Uebergang $u einem andern :Fundamentalsystem 
erniedrigt werden. 

Dami~ n~mlich ein System van Exponenten (X), die sich nur um 
ganze Zah]en unterseheiden, ein modificirtes Exponeniensystem sei, 
ist nothwendig und hinrelchend, dass die Gleichungen auf S. 176 auch 
richtig bleiben, wenn man rechts fiir die X die links stehenden (~t) 
selbst einsetzt. 
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D. h, in dem Schema 

x ~ e l  

(it~(q) 

miissen folgende Bedingungen erffillt seia: 
1) Die Zahlen jeder Colonne miissen nach abnehmendem reellea 

Theft geordnet sein. 
2) Schiebe ich die erste Colonne, oder die ersten zwei Colonnen, 

u. s. w.~ allgemein die ersten @--1)-Colonnen jede so welt 
nach unCen, dass sic mit der v~en Colonne auf derselben 
Zeile endigen~ so muss in den E~ ersten Zeilen immer die 
v te Zahl den kleinsten reellea Theil haben, unbeschadet 
der MSglichkeit, dass auch noch andere Zahlen derselben 
Zeile denselben kleinsten reellen Theil haben. 

Die Bedingung 2) ist dana und nur dann erffill~, wenn einerseits 
in dem hingesehriebenen Schema die Zahlen jeder Zeile nach zu- 
nehmendem reellen Theil, andererseits in dem Schema, welches man 
durch Herunterschieben der Colonnen bis auf die letzte Zeile erh~lt, 
die Zahlen jeder Zeile nach abnehmendem reellen Theil geordnet sin& 
Colonnea, welehe die gleiche Gliederzahl besitzen, miissen dabei aus 
denselben Zahlen bestehen. 

Und hieraus folg~ nun unmi~elbar der zu beweisende Satz. Denn 
das dem hingeschriebenen Schema der (~) enispreehende Schema der 
(~) erh~ilt man, indem man alle Colonnea bis auf die letzte Zeile 
herunterschiebt~ dann die Reihenfolge der Zeilen umkehrt und endlieh 

die (•)• dutch (Z')i:)_z+~ ~- y , -  (Z); ersetzt. 

Es ist dana sofort zu sehen~ dass das System tier (~.')~ genau 
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denselben Bedingaugen geniigt, wie das der (~)~ dass also die ().')~ 
wirklieh modifieirte Exponenten sind~ w. z. b. w. 

Wir kSnnen daher, wenn ()~),, (;~h'~, .~. (it),~ die bTormalexponenten 
der Classe I'T sind, ohae Weiteres 

als Normalexponen~en ffir die reciproke Classe annehmen, und es 
bleiben somit alle Entwieklungen des vorigen Paragraphen auch ffir 
die zuerss ausgeschlossenen F~lle bestehen, wenn man nur die 
~t~, it~, . . .  ~ ;  X~ iiberall dutch (X)~, (~ )~ , . . .  (~);~; (;~)~ ersetz~. 

w  

Ausdehnung des Riemann-Roch'schen Satzes. 

Ich verstehe je~zt unter einem ~,l~iemann'schen l~ormensystem" die 
Gesamm~eil derjenigen verwandten Formenschaaren, welche ein und 
denselben vorgegebenen Grad, und ein und dasselbe vorgegebene 
Multiplicatorsystem besitzen. Die Gesammtheit der zu den Schaaren 
eines Formensystems reciproken Schaaren ist natfirlich wieder ein 
Formensystem~ alas red1~-oke ~'ormensystem. 

Wir stellen uns die Frage: 
Welches ist die allgemei~ste .Formenschaar IT eines l~iemann'schen 

_~ormensystems, wdche nut  a~ vorgegebenen Stelte~ his ,~u je einer vor- 
gegebenen Ordnung unendlich werden darf, und wie vide willki~rliche 
Constanten entMilt eine deraz,tige l~ormenschaar? 

Zuerst stelle ich die etwas einfaehere Frage: 
Welches ist die allgemeinste ganze _~ormenschaar eines I~iemann'- 

sche~ Forraensystems, und wie vide willkiirliche Consta~ten enth~lt sie? 
Es sei H'~ 1 T ' , . . .  l'T(') eine Basis der Classe l-I" mit nur einfaehea 

Ausnahmel~unk~en; eine solche Basis kana man ja naeh w 5 s~e~s 
finden. Die Grade yon 1T~ YI" , . . .  E(~) seien 8j~ ~2 . . . .  ( ~  ihre den 
Periodenwegen Ax~/~ entsprechenden Mul~iplicatoren 

�9 t t  et 

ihre Determinaut~ 

e,) , 

q ~ ~ ~ ~ ~- . . . .  -t- ~. - - ~ '  
~ 1  

and die Ausnahmepunkte, die Nullstmllen yon /~q seien y'~ y " , . . ,  y(~). 
Eine gauze Formenschaar IT des Formensystems ~om Grade 

und mi~ den Muttiplicatoren a~, fl~ muss sich in der Ges~al~ darstelten: 
M a t h e m a ~ c h e  A n n a l ~ n .  X L ~ I L  1 ~  
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wobei ~ cp~, . . .  cp~ unverzwei~e muliiplieative Formen yon den 
Graden # - - d ~ ,  ~ - - ~  . . .  c~- -6 .  und mit den Multiplicatoren 

~ 6~ % 6~ ~ ~ sind~ welche nur an den Stellen ', " ~ fq) . . . . . .  y Y ~ . . . Y  . . ,  ~., ~ ,  ~'2, ,~(2), ~ ,  

je einfach unendlieh werden diirfen, aber mii Coefficienten: welche 
noch gewissen Bedingungen geniigen mtissen. 

Die Coefficienten des Unendlichwerdens yon ~0, an den Stellen 
y ~  y , . . . y (q)  seien a , ,  a ,  . . .  a (~) .  Die Bedingangen, denen diese 
Coefficienten unLerworfen sind, sind folgende: 

1) Die am Ende yon w 7 angegebenen: 

a~ :a~ : . . . :  ~:,~ ~ A ~  : A ~  : . . . : A '  

~ t "  : a ~ "  : �9 �9 - : ~ , 7  = A ~ " :  A ~ " :  �9 �9 �9 : A 2 ,  

A (q) 

2) diejenigen BedinguA~gen, die aus der Theorie der mul~iplieativen 
Formen ffir die UnendliehkeitssLellen jeder einze]nen Form ~, folgen 
(44, S. 315): 

~;~, ' (y , ' ,  y~') + , , "~ , ' ( y / ' ,  y~") + . . .  + ~(.~)r (yl ~), y~') - -  o, 
wo fiir q~ der Reihe nach die siimmr linear unabhgngigen ganzen 
zu q~ reciproken mul/fiplicativen Formen einzasetzen sind. 

]ch sere  gem/iss den Gteichungen 1) 

a I A I" a" " " ' " ~ " " 

: � 9  ~ A l t r  : f  ~'t I~' t r  * : t  : i  r t  

,~) _-- A~) ~(~) ~ )  _~ A~ ) ~(~) . . .  ,~) _-- A~),(~), 

so dass ich nut noch q unbekannte GrSssen a'~ a " , . . ,  a(~} habe. 
Diese sind nun noch den Bed~gungen 2) zu unterweffen: 

. . . .  a ( ~ ) ~ q )  , ,  (q~ y(~q)) (~') ,~ A ,  ,~, (y~, y~') + . " ~ "  (y~'. y,/') + . . .  + _~, ~ ,  ~y~ , = o, 

worin v = 1, 2 , . . .  n zu setzen und bei jedem v fiir ~ '  der Reihe 
nach sgmmtliche linear unabhgngigen zu q~ reciproken ganzen Formen 
einzusetzen sind. 

Sei a, die Anzahl der linear tmabh.~ngigen g a n z e n  Formen r 
a j  die Anzahl der linear unabhgngigen reciproken ganzen Formen ~pj, 
so sind also die ~ Coefficienten a', d ' , . . .  ,h) im Ga~zen a," q- a~'-]--.- -{- a~ 
homogeaea 1Luearen Gleichungen zu unterweffen. 
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Es mSgen 6" dieser Gleichungen dne  identisehe Folge der fibrigen 

dann sind q - - ~ ' - ~ - a '  der Coefiicienten a', a", . . .  a(q) will- se[ll ~ 

kiirlich. Da aber zu jeder tier Formen ~ noeh eine ganze Form 9,  
des betreffenden Grades und Multiplicatorsystemes hinzugefiigt werden 
kann,  ohne dass die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sich iindern, 
so enthalten die ep~ zusammen im Ganzen 

willkiirliche Constan~en linear und homogen. 
Nach dem Riemann-Roch'schen Satz ffir ganze multiplicative 

Formen (44, S. 314) ist abet: 

~, = a - -  #, - - /~  --{- 1 q- ~,'; 

also ist, mit Riicksich~ auf die Gleichung 

Die Zahl ~', die Anzahl derjenigen Gleichungen (2'), welche identisehe 
Folge der iibrigen sind, ist nun genauer zu charakterisiren, a' bedeutet 
die Anzahl derjenigen linear unabhiingigen linearen Verbindungen der 
al' -]- a2' "{- " " " -]- ~ Gleichungen (2'), welche identisch verschwinden, 
d. h. in welehen die Coefficienten yon a', a"~. . ,  a(q) jeder einzeln ver- 
sehwinden. Denkt man sich die a / q -  a2'-[- �9 " �9 a~ Gleiehungen (2') 
unr geschrieben, jede mit einer unbestimmten Constanten 
multilalicir~, alles addirt und die Coeffieienten sehliesslich ~ 0 gesetzt, 
so erh~lt man ~ Gleiehungen yon der Form: 

& '  q,/ (y/, y2') + A~" ~ ' ( y / ,  y~') + . . . + _ 4 / ,  ~;~ (y,, y~ ' )=O, 
Al'~p,'(y,", y=") + A~" ~" (Yt", Y~") + " "  + A ',/q),:(y,", y~") = O, 

~ i  ~) ~ / ( y l  ~) , ~i ~)) + Ai ') ~ '  (yl ~) , yl ~)) + . .  + A~ ) ~; (yl ~', y~)) = 0 
wo die ~1' "~- ~2" -~- " " " ~ a~ unbestimmten Multiplicatoren der Glei- 
ehangen (2") als willkiirliche Constaaten in den ganzen Formen 

p �9 r �9 1, ~2, �9 �9 �9 cp~ en~halten sin& 
a" is~ daher die Anzahl tier willktirlichen Cons~nten in denjenigen 

ganzen Formen ~I ,  ~ ,  . . .  r welche den obigen ~ Bedingungen 
geniigen. 

Wir ziehen nun die zu 17 reciproken ganzen Formenschaaren 9. 
13" 
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mit heran, 
die Form 

Die reciproken Formenschaaren fiberhaup~ haben naeh w 7 

~," ~, ~" ~,, ~ ~(,). + 

Wenn ~ eine ganze Formenschaar sein soll, so diirfen die Coefficienten 
in dieser Darstellung an den O-Stellen yon ~q nut einfach unendlich 
werden, d. h. ~1 ~ % . - "  r mtissen ganze Formen sein. Die Coeffi- 

~, '  
cienten des Unendlichwerdens von ~%-~-'' ~ ..-~q an der Stelle y,  

sind proportional mit 

qh'(Y(, YJ), r Y~'), " . " r Y~-')" 

Diese Gr'dssen mtissen als% wenn ~ eine ganze Formenschaar sein 
soll, nach S. 190 der Gleichung geniigen 

A , ' ~ (  (y,', y~') + A~'%'(y,', y.,') + . .  �9 --~ A;~pL(y,', y~') -~ O. 

Entsprechend an den Stellen y " , . . ,  y(q): 

A~ ~p~ ~y~ , y~")+ A: % (y~ , y~") -{ - . . .~  A, r (y~ , y.~ ) ~- O, 

Es gieb~ also so viele linear unabhiingige zu II reciproke ganze 
Formenschaaren, als es linear unabh~ngige ganze Formen qh'~ ~2",.'-q~,~ 
gieb~ die diesem Gleichungssystem geniigen~ d. h. da dieses Gleichungs- 
system mit demjenigen auf der le~zten Seite idefitisch ist: 

a' bedeutet die Anzahl der linear q~nabh~ngigen gan~en zu H 
reci)~roken 2"ormenschaaren. 

Und wir haben hiermi~ den Satz gewonnen: 
1)ie Anzahl der linear unabhiingigen ganzen Eormenschaa~'en 1-f 

eines gegebenen ~'ormensystems ist 

unter d die Anzah~ der linear uaabhangigen gan~en ~ormenschaaren 
des ~'edIyroken Formensystems verstanden. 

In Folge der Iden~i~iiten: 

-~- ~" ~ L Y ~  § 2p - -  d 2, 
i ~ 1  
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kann man dieselbe Gleichung auch in der genau reciproken Form 
schreiben 

= ~(~' - p +  1) - ~ ( z ) ,  + , , .  t$" 

Hiermit ist der yon mir in (44, S. 314) ftir ganze multiplicative 
Formen ausgesprochene Sa~z, die Erweiterung des bekannten Brill- 
NSther'schen Reciproci~ssatzes, auf Riemann'sche Formenschaaren 
ausgedehnt worden. 

Es ist nun auch eine Leichtigkei~ die knzahl der willkiirlichen 
Con stanten in einer Formenschaar mit vorgegebenen Unendlichkeitsste]len 
abzuz~hlen, und damit die Ausdehnung des allgemeinen Riemann- 
Roch'schen Satzes anzugeben. 

Es sei He ine  Formenschaar des gegebenen Formensystems~ welche 
an den ~ vorgegebenen Stellen x', x " , . . .  Xr ") unendlich werden daft; 
Stellen~ an denen mehrfaches Unendlichwerden gestattet ist, mSgen 
dabei so oft mitgez~hlt werden, als die betreffende Multiplicit~t 
angiebt. 

Es werde zur Abkfirzung 

f ,  = P ( z x ' )  .Pt ' zx")  . . . .  P(zx('~) 
gesetzt, und a~, b~ seien die ~ultiplicatoren yon f~. Es ist dann 
H .f, die allgemeinste ganze Formenschaar des Formensystems yore 
Grade ~ + e mit dem Multiplicatorsystem a~,~,~ b,,fl~. Die Anzahl 
der willkfirlichen Constanten in 1-[ ist daher 

~(a+ ~- .~+ l) - ~ ( &  + ,:', 

unter ~' die Anzahl aller linear unabhiingigen ganzen zu H .  f, reciproken 
Formenschaaren verstanden. 

Die letzteren sind also 
Q 
f ,  $ 

unter Q die allgemeinste zu H reciproke ganze Formenschaar ver- 
standen, deren sgmmtliche Zweige an sgmmtlichen ~ Nullstellen yon e 
verschwinden. 

Mithin bes~eht der Riemann-Roch~sche Satz ffir Formenschaaren 
mit Unendlichkeitsstellen : 

Die An~ahZ derjenigen ?inear u~abMingige~ Formenschaaren ]-f 
eines ~'ormensystems, welche an ~ vorgegebenen Stellen unendlich werden 
diirfen, ist 

+ ~'~ 
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unter ~' die Anzahl  aller derjenigen linear unabh~ngigen ganzen Sehaaren 
des recizvroken lXormensystems versta~den, wdehe an den s~immtlichen 
�9 ugelassenen Unendlichkeitsstellen versehwinden. 

w 10. 

Dio Coefficionten dor Unondlichkoitsstellon. 

In (44) habe ieh auf den dort aufgestellten Riemann-Roeh'sehen 
Sa~ eine Darst~llung der multiplicat-iven Formen durch Elementar- 
formen gegrtindet~ d. h. durch Formen, die nur an je einer einzlgen 
variabten Stelle unendlich werden. Eine ganz entspreehende Theorie 
l~st  sich jetzt mit Htilfe des verallgemeinerten l~iemann-Roch'sehen 
Satzes ftir die Riemann'schen Formenschaaren aufbauen. 

Bevor wir jedoch versuchenj eine Formenschaar~ welche an vor- 
gegebenen Stellen mit vorgegebenen Coefficienten unendlich wird~ 
wirklich darzustellen~ mtissen wir untersuehen~ ob wir tiberhaupt die 
Unendlichkeitsstellen und ihre Coefficienten ganz beliebig vorgeben 
dfirfen~ oder ob dieselben nicht etwa gewissen Relationen gentigen 
miissen. Ich will reich hierbei~ wie iiberhaupt bei den weiteren Ent- 
wicklungen in dieser Arbeit auf nut einfache Unendlichkeitsstellen 
beschr~nken. 

Eine Formenschaar l'l werde an den Stellen x', x", . . .  x(O je 
einfach unendlich. Um das Verhalten an einer dieser Stellen voll- 
st~udig zu charakterisiren, mtissen wir angeben, mit welchem Coef- 
ficienten jeder einzelne der Zweige Wl~ H 2 , . . .  1-I, an der Stelle un- 
endlich wird. Zu jeder Stelle x gehSren also n Coefficienten 71 ,72 , . . .  7, ,  
welche in der Weise definirt sein mSgen, dass die Entwicklung des 
Zweiges l'lt nach aufsteigenden Potenzen der Primform/~(zx) mit dem 
Gliede beginnt: 

? ~P (xy)l  ~ / " 

,T. t In diesem Sinne m5gen zu den Punkten x'. ' . . .  x (~) die Coefficienten 
�9 �9 �9 , � 9  , ,  . (~ )  . (~)  ~ )  

~'1,7~, �9 �9 �9 ~',; ~'1", 7~. , �9 �9 �9 7, ; �9 �9 �9 ,~ , ~2 . . . .  ~' gehSren. 
Welchen Retationen miissen diese Coefficienten geniigen? 
g(z  1, z~) sei irgend eine der zu l'l reciproken ganzen Formen- 

schaaren. Dann bes~ht eine identische Relation: 

Hlg t + l'f2g ~ + .  �9 �9 + H . g ,  ~ l l t)(zei) ~ .  r z~), 

worin O2r_~(zl, z2) eine, wenn wit der Bequemlichkeit halber im 
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Folgenden immer kanonische Variabeln zl,  z 2 zu Grunde legen, alge- 
braische Form vom Grade 2p ~ 2 ist. 

(P.~p_.. wird nur an den Stellen s  x", . . .  ai ~) je'einfach unendlich, 
und zwar an tier Stelle x(~) mit dem Coefficienten 

~,i~) gl (x?), x(1) ) + 7~),  (x?) , x?') + . . .  + 7<~) g ~x(~) , x(m 2 '~'2 z~ n k  1 2 J .  

Nun muss abet nach (44, S. 312) die Summe dieser Coefficienten an 
den e Stellen x', x " , . . ,  x(') gleich Null sein, und dies muss der Fall 
sein, welche der d linear unabhiingigen ganzen Formenschaaren 
g', g " , . . ,  g(~') wir auch benutzen, d. h.: 

.Die n e Coeffmienten der e Unendlichkeitsstellen der Eormer~chaar H 
miissen den a" linearen Relationen geniigen: 

. ,  ~ ~ ~ , ~" rx(~), x(1) ) = 0 , . .  

Wenn es v' linear unabhfingige lineare Combinationen der Schaaren 
g', g " , . . ,  g(~') giebt, deren siimmtliche Zweige an siimmtlichen Stellen 
x', x " , . . ,  x(') verschwinden, so sind yon diesen a '  Gleiehungen nur 
6" ~ ~' linear unabh~ingig, die 7~') enthalten also genau n.~ --  d ~ v' 

willkiirliehe Constanten linear und homogen. Ausserdem kann man 
aber ohne Aenderung der ~')  zu H noch eine beliebige ganze Formen- 

schaar desselben Formensystems hinzaffigen, welehe 

= n ( a - p +  1) - - ~ ,  (z), + 

willkfirliehe Constanten linear und homogen enthilt. Das giebt genau 

linear und homogen in 1"[ enthaltene willktirliche Cons~anbn, genau 
dieselbe Zahl, welehe der Riemann-Roeh'sehe Satz gieb$. 

Daraus folgt: 
.Die angegebenen l~elationen sind die einzigen, denen die Coeffici~ten 

~') der Unendliehkeitsstellen ~u geniigen brauchen. 

Van den willkiirliehen Constanten in einer an den Stellen x',x", .. .x(') 
unend~ieh werdenden 2'ormenschaar H ~ m m e n  n e -  a'-~-v" au f  die 
Coefficie~ten der Unendh'chkeitsstellen and a au f  die in IT enthaltenen 
ganzen ~ormenschaaren. 

Diese S~itze ermSgliehen uns nun die Construction der gesuehten 
,,Ele mentarformenschaaren". 
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w 11. 

Die Elementar formenscha~ren. 

Unter einer ,,~'lementarformenschaar erster A r t "  eines bestimmten 
Riemann'sehen Formensystems verstehe ieh eine Formensehaar 

A(+) (z,, z 2; x , ,  x~), 

wetehe sowohl in z I , z 2, wie in x~ ~ x 2 homogen ist, welche als Funct ion 
.yon zt , z 2 eine 2"ormenschaar des betreffenden lCiemann'schen Formen- 
systems ist, und  ausser an einer gewisse~ Anzahl  fester Stellen b', b ", . . . b'" ) 
n u t  an einer variablen Stelle x einfach unendlich wird,  und zwar  an 

letzterer so, dass nur  der kte Zweig h~ ~) mit  dem Coefficienten 1 unend- 
lich wird ,  die iibrigen Zweige abet endlich bleiben. 

An der Stelle x soll die En~wieklung des kten Zweiges nach 
Potenzen yon _P(zx) mit dem Gliede begianen: 

( r ("y~ ~ ++ ' l~( z x)-1. I - [  r(xe,)"' .  ~-~ ;  

Dies Glied ist aber, da die Primform in ihrem ers~en hrgumente yore 

Grade ~p--u in ihrem zweiten Argumente yore Grade - - u p + l  isi 

(m ~ Bl~itterzahl der Riemann'schen Fl~iche), wie man leich~ naeh- 
reehne~, in xl~ x 2 yore Grade des zum vorgeleg~en reciproken Formen- 
systems; dasselbe muss daher, wegen der vorausgesetzten Homogenei~4t 
in x l ,  x2, yon der Formenschaar iiberhaup~ gelten. Wir haben also 
den Satz: 

Wtihrend die 1~lementarformenschaar als Function ihres ersten 
Argumentpaares natiirlich yore Grade ~ des vorgelegten _~ormensystems 
H ist ,  ist sie als .Function ihres zweiten Argument~vaares vom Grade ~' 
des ~u l'I recilaroken Formensystems O... 

Es seien jetzt f ' ( z l ,  ~2), f " ( z t ,  z.)), +. .  f("~(z l, ~2) a linear unab- 
h~ngige ganze Formenschaaren des Systemes l-f (zt ,  z2) , und g" (x t ,  x2) , 
g " ( x l ,  x2) , . . . g(r x~) a" linear unabhiingige ganze Formen- 
schaaren des reciproken Systems ~(xl~ x~),-und irgend eine lineare 
Comblnation der f'~ f", . . .  f("J werde altgemein mit f (z~,  z~), eine 
solche der g', g " , . . ,  g(r mit g(xi~ x:)  bezeichnet. 

Die Coefficienten des Unendlichwerdens der n Zweige yon A <~) als 
Function yon zl, z~ an der Stelle b(') mSgen mit fit,, fl~,, . . .  ~+,, 
bezeichnet werden. Dieselben miissen dann naeh dem vorigen Para- 
graphen mit der Stelle x dutch die d Relationen verbunden sein: 
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O,,,a,' (bl ") , b~ (')) -=- - g ;  (x , ,  x , ) ,  

(1) ~ fl,.,g," (bl ") , b(~ ")) ~ - -  g~'" (x,,  x~), i -~ 1, 2 , . . .  n 

"~~ b~ ~) g~ ~ l, x~). 

Ieh behaupte: 
Diese Gleiehungen k5nnen bei variablem x nur dann immer mit 

einander vertr~iglich sein, wenn es keine lineare Combination g(x~, x~) 
der d Sehaaren g ,  g".~ . . .  g(O') giebt, deren siimmtliehe Zweige an 
s:,immtliehen Punkten b', b " , . . ,  b(") verschwinden. 

Denn dann mfisste nach unseren Gleiehungen der kte Zweig dieser 
linearen Combination aueh an der frei bewegliehen Stelle x verschwinden, 
d. h. er miisste identisch verschwinden, und dies wilre, da wir die 
Gruppe immer als transitiv, die Formenelasse also als irreducibel 
voraussetzen, nut so mSglieh sein, dass alle Zweige yon g(x l ,x~)  
identiseh verschw~inden. Es g~ibe also eine identiseh verschwindende 
lineare Combination der g'~ g", . . .  g(r entgegen der Voraussetzung, 
dass g', g " , . . ,  g(O'l als linear unabhi~ngig ausgewiihlt sind. 

Wir  miissen also die festen Unendlichkeitspunkte unserer JElementar- 
formenschaar nothwendig so auswgMen, dass keine ganze 1;'ormenschaar 
g(xl ,  x2) des rec~roken Systems an allen diesen _Punkten verschwindet. 

Eine solche Lage tier Punkte 5", b"~ . . ,  b (r will ich kurz ,,all- 
gemeine Lage" nennen. Ieh sage: 

Wenn nr" < 6" ist, so ist die Lage der Punkte gewiss nie atl- 
gemein~ wenn r' > ~' .-~-p-- 1 ist, so ist die Lage der Punkte gewiss 
immer allgemein, wie sie aueh liegen mSgen. 

Denn wenn nr" < a" ist, so sind die nr" Gleichungen 

�9 a -"  q,~') b(: )) -t- �9 �9 + ,~ ,~  ~ , ,  ----- a,g, (bl "), b~ ~)) + ~v, ~ , ,  �9 - -"~ (b? ~, ~(~)) 0 

gewiss dureh mindes~ens a ' - - n ~ "  linear unabh~ngige Systeme nieht 
durehweg verschwindender at, a~ . . . .  ao, 15sbar. 

Andererseits, seien die r" S~ellen s~immtlieh Nu]lstellen einer 
ganzen Formensehaar #, so kann ieh setzen 

g (x~, z~) = H / ) ( z  b~)  �9 h(x~, x~), 
Y = I  

wobei h(x~, x~) wieder eine ganze Formensehaar, allerdings yon einem 
andern Formensystem als g, ist, Ieh erhaRe nun aber gewiss wieder 
ganze Formenschaaren desselben Systems wie g, wenn ieh in vor- 
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Ausdruek H P (x b(')) durch irgend eine ganze multiplieative stehendem 

Form ~ yore selben Grade r" und yore selben Multiplica~orsystem 
ersetze. Also muss die gnzahl 6" der willkfirlichen Constanten in g 
mindestens gleich der Anzahl der willkfirlichen Constanten in einer 
ganzen multiplicativen Form yore Grade r' sein, also mindestens 
gleich r' --10-}- 1. Wit  haben also 

o ' ~ r ' ~ p - - ~ -  l ,  
r'<=a'+p-1. 

Wenn also r" ~ 6" -~- p - -  I isl, kann gewiss keine Schaar g an allen 
Stellen verschwinden, w. z. b. w. 

r t  

Es seien nun also die Stel|en b', b , . . .  bt,') so gewfihtt, dass sie 
allgemeine Lage haben. Es ist dann gewiss n . r ' ~  ft. Ich seize 
allgemein 

n r'--~ ff -+- ~'. 

Wenn Q ' >  0 ist, so sind die Coefficlenten ~?i~ in den festen 
Unendtichkeitspunkten bl~) dutch die Lage des Punk~es x nicht ein- 
deutig bestimmt, da die Anzahl der Unbekannten grSsser ist als die 
der Gleichungen. Man muss daher~ um vSllige Bestimmtheit zu haben, 
noch ~' weitere Bedingungen hinzuffigen, etwa p" lineare Gleichungen 
yon tier Form 

Dabei muss man abet die im iibrigen willkiirliehen Hiilfseonstanten 

B[~, B "  ~(e') ~, . . . . . .  so w~hlen, dass die Determinante der tinken Seiten 
des gesammten Systems der 6' + 0' Gleichungen yon Null verschieden 
ist~ was gewiss mSglich ist, da wegen der vorausgesetzten allgemeinen 
Lage der Punkte b', b " , . . ,  b(~') nicht alle d-reihigen D&erminanten der 
aus den Coeftleienten der linken Seiten der Gleichungen (1) gebild&en 
Matrix verschwinden. 

Dutch die bis jetz~ getroffenen Bestimmungen ist nun allerdings 
die Elementarschaar h (~) (zl, ~ ;  x~, x~) noeh nieht vollstiindig definir~ - -  
denn man kann unbeschadet der gegebenen Bediagungen noeh irgend 
eine lineare Combination der Schaaren f (z~, ze), f"  (z 1, z~),...f(r (zl, z2) 
mit beliebigen Formen r Grades yon xi~ x 2 als Coefficienten hinzu- 
ffigen--~ aber wir werden sehen, wie wit auch die noch willkfirlichen 
Formen yon xl,  x~ in A~ ~) annehmen mBgen, class die h (~) (z 1 , z~ ; x~, x~) 
doch sehon zur Darstelhmg einer beliebigen Formensehaar lT(zi~zz) 
dutch ihre Unendlichkeitsstellen br~uchbar sind; und noch mehr~ (ira 
n~ehsten Paragraphen), dass sie. gleichzeitig zur Dars~etlung einer 
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Formenschaar ~(xl ,  x2) des reciproken Syskems dutch ihre Uaendtlch- 
kei~sskellen brauchbar sind. 

Ich behaupte also zun~ichst: 
Fermittelst der de~nirten fi~Tementar/~rmensehaaren A(~) (zl, z~; x 1 , x~) 

und vermittelst irgend a linear unabMingiger ganzer Eormenschaaren 
f ' f i t ,  ~2), f"(zl ,  z2), �9 . .  f~ fit ,  z~) kann man die allgemei~ste _Rie- 
mann'sche JFormenschaar H (z~, z~) des vorliegen&n ~rmens?lstems dar- 
stellen, welche an ~ vorgegebenen Stellen x'~ x", . . . x  ~+') mi~ den vorgegebenen 

Coeffici . . . . . . . .  '" 71 "), (~+ 
end~ich wird. 

Ieh behaupte niimlich, die allgemeinste derartige Formenschaae ist 

rt' ^' (~, ~ ;  x~', z:') + 7j '~ ̂ '  ( z t  , ~.~; x(', x~') + �9 �9 

- .  + ~i +~ ̂ " (~,, z~; ~ ,  ~')) 
+ 7;  ^" (z,, ~ ;  x/, xd) + r?'A" if, ,  ~ ;  x / ' ,  x+") + . .  

-t- ~,, h<~(z,, z+; x(,  x~') -F 7~ h( )~z~, z+; x~ , x._") - t -  " �9 

�9 - + r~ ) h ~+) (z~, z,,; x? >, x~ +)) 

-47 ~qf'(z, ,  z~) -~- 7~f"(zt,  z~) - [ - . . .  + 7of(~)(z~, z,~). 

An den Stellen x', x '', . . .  x (+) werden die einzelnen Zweige der dar- 
gestellten Sehaar in der That in der verlangten Weise unendlieh. Es 
ist nur noch zu zeigen, (lass die Summe a~ den Stellen b'~ b+',.., b (~'~ 
endlich bleibt. Sei fl~*) tier Coefficient des Unendlichwerdens yon l'li 
an der Stelle b(*), so setzen sich diese Coefficientea aus den entsprechen- 

den Coefficienten ~ der verschiedenen Elemen~arschaaren 

A(~I (~,,, ~+; xl ~' , x~ ">) 
linear zusammen: 

~ i y  + 

Sie geniigen in Folge dessen einerse, its den a '  Gleichungen 

. ~  ~I "> g/ (~'), ~r = ~ rY  ,J; (x~, ~), ~"') , 
i, ~ k,  ~t 

~ ? ~ , "  (~?), ~ ' ) ) = ~ ( ~ ' e + "  (~i ~', ~'~), 
i, ~ k , ~  

~ a ( , )  e(o') ol(,) ___ ~ .(-) Ao') ix(t,) x(,,,)) e~ ~ ~ , b ~  " ) ) - ~ ~  ~ , 
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andererseits den O' Oleiehungen 

. O, 

f~ v 

la i i, v 

Naeh den Rela~ionen, denen die vorgegebenen Coeffieienten ~,~u)ge- 
nfigen miissen, ist aber aueh in jeder der ersten a '  Gleichungen die 
reehte Seite gleich 0. Da die Determinante der linken Seiten des 
Systems yon ( ~ ' +  ~') Gleichungen nicht verschwindet, so miissen daher 
alle Coefficienten /~) = 0 sein, was zu beweisen war. 

w 12. 

Die FAementarschaaren als Fanctionen der Unendlichkeitsstelle. 

Wir wollen jetzt die Natur der n zu einer Stelle x geh5rigen 
Etementarsehaaren 

^'(~, ~2; x~, x~), N ' (~ ,  ~2; x , ,  x~), . . .  h(")(z~, ~ ;  x ~  x~) 
als Funetionen des zweiten Argumentpaares xt~x  ~ untersuchen. 

Wir haben bereits im vorigen Paragraphen gesehen~ dass es 
Formen yon x t ~ $2 yore Grade 8' der reciproken Formenschaaren Q sin& 

Wie in (44, S. 329) bezeichne z~ ~), z~) bezw. x~)~ x~J denselben 
Punkt mit denselben homogenen Coordinaten, wie z~ z~ bezw. x~, x:~ 
aber naeh Ausfiihrung irgend eines auf der Riemann'schen Fl~ehe ge- 
sehlossenen Umlaufs. Zur Bequemliehkeit der Darstellung mSgen 
kanonische Variable zu Grunde geleg~ werden, d. h. solche~ ia welchen 
die lPormen r  die MaRiplicatoren 1 besitzen. 

Lassen wit ~ ,  ~ einen geschlossenen Umlauf z~, z~i ~'), z~') aus- 
ffihren, so erleiden die Zweige einer Elementarsehaar h (~ die zu diesem 
Umlauf gehSrige Substitution 8: 

A(,~)/~(~) Ax) {. t.~l , ~  ; xl, x2)'=--altAi~)(Zl, z:v; xl, x~) -'1-at~ h(~)(zl, z~; xl, x ~ ) + . .  

il ~.i~ , ~~ , 'X  1, X ~ ) = l Z 2 1 A I i ) ( ~ l ,  $2;  X l '  X2] Ji- g Aa)" 

A'2 ~i ~). g ) ;  x~, ~ (~ x~) ~- ~ & (~ . ~ ;  ~j , x2) + ~.~ A~ ~) (~,, ~2 ; x~, x2) + 

�9 �9 + ~.~ h~) ( z .  ~ ;  xl ,  ~2). 
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W~hrend At ~) an der S~elle x die Coefficienten 0~ 0 , . . .  1 ~ . . - 0  
hat~ hat die neue Formenschaar als Function yon ~i, ~ aufgefasst, 

die Coefficienten ~ ,  c ~ , .  �9 - e~.k -A(~(~ ~}, z~); ~t~l, x2) ist als Funct~ion 
yon zt~ ~2 zwar wieder eine sieh linear substituirende Formensehaar 
veto Grade ~, aber mi~ einem andern Substitu~ionensystem: nIim- 
lich wenn A(~)(zl, z2; x~, x2) die Substitution T erleidet, erleidet 

A(k) rA~) .(~.); xl ' x2 ) die ~ransformi rte Substitution B- 1 T S ~A(~)(z~ ~}, ~-~)i xl~ x_~) 
is~ uuch nicht selbs~ eine Elemen~arschaar des neuen Formensystems~ 
wohl aber is~ 

A~A'(z~'~) z ~ " ) ; x ~ , x ~ ) + A ~ A " ( ~ % ~  ~'0. ~ - " , "  - ^ ^ ( , o , ' - ( " )  ~ ( ~ ) . -  - 

eine Elementarschaar, deren k-ter Zweig mit dem Coefficienten 1 un- 
endlich wird, wenn man unter A~, die durch die Gesammtdeterminante 
dividirten Unterdeterminanten des Systems der a,~ verstehL 

Wit  wollen nun zusehen, wie sich die dutch einen Umlaut yon 
x~ ~ x~ zu erhaltenden neuen Formenschaaren 

^(~) (~,, ~ ;  x~% x ?  ~) 
an der Stelle x verhalten. 

Schreiben wir die Reihenentwickelungen der einzelnen Zweige yon 
A~) (z~, ~.,; x~, x~) an der Stelle x b in :  

A~)(z~, z~; x~, x~) ~ endlich, 

A~)(z~, z~; x~, x~) ~ endlieh, 

h~)(~l, - - ~  - ~ , 

so kSnnen wir diese Reihenentwicklungen nicht dazu benatzen, um 
an ihuen einen gesch[ossenen Um]a~f der Variablen xz, x~ auszufiihren, 
da wir hierbei nothwendig den Convergenzbereich der Reihen iiber- 
schreiten miissten. Wohl aber kSnnen wit einen simultanen Umlaut 
yon z~, z~ and x~, x~ ausfiihren, indem ~vir nur z~, ~ und x~, x~ immer 
hinreichend nahe bei einander bleiben lassen. 

dann, wenn a der Multiplicator des Products H P(xe')~'~ Man sieht 

tilngs des Weges is~ (lass die Zweige yon ,, ~ , ~., ~ , 
lich endlieh bleiben mir Ausnahme des kten,  dessert Coefficient sich 

aus 1 in a verwandett. A(~)(z~ ~, ~'~; x~ ), x(~ ~)) is~ nun als Function 
yon z ~ , ~  eine..Schaar des Syslems mit den Substituiionen S - ~ T S ~  
und zwar das afaehe einer Elementarschaar, also yon 
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^ A " /  Pc) ~(~). aA~h'(z(/'), z~); x~, x~) § a,-,~.,, ~z~ , ~ , x~ x~) § . .  

�9 �9 § aA~A(~(z~ "), z(~'); x~, x~) 

nur um eine ganze Formensehaar des Systems mit den Substi~utionen 
S- ~ T S  untersehieden. 

Ffihre ich nun z~ ~), z(~) l~ngs des durchlaufenen Weges wieder 
zurfick bis z~, z~, so ergibt sieh also, dass h(~)(z~ zz; x~ ~, x(~ )) yon 

nur um eine ganze Formenschaar des Systems mi~ den Substitutionen 
T uutersehieden sein kann. 

a A~ sind abet gerade die Coeffieienten derjenigen Substitution S', 
welehe die reeiproken Formen ~ beim Umlauf zl, ~2; z(~ "), z(s ~ erleiden. 
Wit bezeiehnen diese Coeffieienten dementsprechend mit a~ und wir 
haben also folgendes Verhalien der Elementarschaaren gegeniiber Urn- 
laufen einerseits yon z~, z~ andererseits yon x~ xe: 

[At ~) (zl ~), zi~); x .  ~ ) -  ~ ,  A,(~)(z. ~ ;  x,, x~)§  ~_ A~ (z,, ~ ,  
(1)} a A(~);z 

( ~ )  . 

�9 " § ~,+ h~(z~, z2; 

(2) 

Xl, ~2), 

Xt, X2) §  

Xl, ~2) §  

Xl,X2)- 

' A(n) �9 �9 + 1~,,~ (z,, z,; ~1, x 0 ,  

§ H~ ) (x,, x~) �9 f~'(z,, z~) § H~ ) (xx, x2).f~"(z,,~) -[-.. 

( x )  . f~a) �9 . +  H,~(x .  x~) (z .  ~) ,  

A,,C . . . .  (,) _(,1~,_ _, ^ ,r z x~) § ~.~A/'(~. z2; x ,  x 2 ) §  

-l- H:~(") (x,, x,).f~(zi," z~)§  H (~)~, "xk , ,x , ) . f~"(z, ,z~)§ 
(~) 

�9 . §  x:) .  #~  z~), 

�9 . + ~,;,.^?) (z,, z2; x,, x~), 

+ H., ( x ,  x~)-/i (#,, ~.~) + H.~ (x ,  x~) "t~ Oz, ~ )  + . .  
(x) 

.. + H~: (x I, x : ) .  ~')(z,, z:), 
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Die n~-Formen 8'ten Grades yon x~,x2:Ho~ h ~ g e n  davon ab~ 
wie man die in den Elementarschaaren A(')(~ z~; xt~ x~) noeh ent~ 
haltenen willkfirlichen l?unetionen yon z festlegt. 

Ich will bier fiber die Ar~ der Festlegung dieser willkfir]ichen 
Formen noch gar keine Voraussetzung machen; eine speeielle Art der 
FesUegung werden wit im nilchsten Paragraphen kennen lernen. 

Wie abet auch die wilikiirlichen Formen in den Elemeatarschaaren 
angenommen sein mSgen, immer kSnnen wir den fundamentalen Satz 
aussprechen: 

Fassen wit  in dem Formensystem : 

ho. . . . .  ~z~, z~; x~, x~), h~ (zl ,  ~.,.; x~, x~_), . . .  ^!:,I. (zl ,  ~ ;  x~, x~), 

die Formen je einer, etwa der k ten, Colonne a~s Zweige einer _Formen- 
schaar A(~)(zt, z.~; xl ,  x.~) auf~ die Formen je einer, etwa der iten~ Zeile 
als Zweige einer Eormenschaar h,(zl, ~:; x l, x~), so sired die JFormen- 
schaaren 

als l~unctionen yon zl , z., aufgefasst, zU der Stelle x gehi~rige .Elvmentar- 
schaare~ fiir die DarsteZlu~g der Schaaren Tl(z~, z2) , d~gegen die 
_~ormenschaaren 

Al(~t, ~ ;  x~, x2), - -  h2(z~, Z2; x ~ ,  x : ) ,  . . .  - -  A.(zt,  ~2; x i ,  x2), 

als ~'unetionen yon x I , x~ aufgefasst~ zu der $telle z gehSrige .Elementar- 
schaaren fiir die 1)arstellung der reci2rolcen Sehaaeen Q (x~, x~). 

Der erste Theil der Behauptung is4 einfach eine Recapitulation 
des Ergebnisses des vorigen Paragraphen; der zweite Theil is~ noch 
zu beweisen. 

In der That werden die F0rmensehaaren ~ A~(zl, z~; x~, x~) an 
der Stelle z als Funeti~nen yon x~,x~ in der Weise einer Elementar- 
sehaar unendlich, da alle Zweige ausser dem it~n endlich bleiben~ und 
die Entwieklung des iten Zweiges: 

1 - ~  P(xe*) ~' " (z~ ( ~ ) ~  + ~ ~ ( - ~ V  .e(~x) -~  - F  " "  �9 

sieh in eine Entwieklung der Gestalt 

umformen l~sst, 
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Es  seien z', z , . . .  z c') die Unendlichkeitsstelleu einer Formen- 

sehaar Q(x~, x~) und 7~', 7~' , ---7~' ;  ?( ' ,  7 ~ " , . - - 7 ~ ; - . -  g~), 7~), - .-  7(~ ~) 
ihre Coefficienten. Diese Coefficienten miissen nattirlieh den 6-Rela- 
tionen genfigen : 

Setzen wit nun 

~(XI~X2) ~ 

~-..~-07 ~ "~'(#)r~ s i \ t , Z (M)) ~ 0 ~ * �9 

i,# 

�9 --(~) . . . . .  
- -  ~,~ ^~ ~ z , ,  z ~ ;  x~ ,  x~)  - r ( ' h ( ~ ) ( z ~  ", z., ; x , ,  x~)  . . . .  

r ?  ) ̂ (~)~-(~ z?); x~), �9 " ~ n~l k ~1 ~ ~1 

~'2 .",2 \Wl~  Z2 ; X I ~  X 2 ) - " "  

�9 _ ~,?~ A? ) Cz? ), -('). 

^/" h(~:) [~ ," ,, V~ h~ )(zl', z2"; xl, x~) --  [ .... ~.i , Z~ ; Xl,X.,) -- �9 �9 
"~')^(~):"(') z~'); x~, x.,), 

so sind fi~, fl~, . . .  f2~ die Zweige einer Riemann'schen Formenschaar 
Q(x~, x~), d.h .  sie sind yore Grade d'  and erleiden bei Umlauf der 
Yariablea x~  x 2 die Sabstitutionen: 

~ (~i "), ~ ) )  = ~h ~(x~,  ~ )  § ~ ~(x~,  x~) + . . .  + ~;,  ~,(x~, x~), 

~ (xl ~), x7 ~) --- ~'~ ~(x~, x,) § ~ e~(x,, x:) + . . .  + ~;, e~(z~, ~ ) ,  

~ ( x ~  ), ~ ) )  = ~;1Q1 ~ ,  ~ )  + ~ 2 ( x , ,  x~) §  + ~ ,~ , (x~ ,  ~ ) .  

] n d e r  Tha~ folgt aus dem Verhalten der einzelnen Elementar- 
schaaxen, aus denen Q zusammengesetzt ist: 

Q~ (~?~, x(~ ~)) ---- ~ ; ~ ,  (x,, x~) + ~;.~ ~ (x,, x~) + - . .  + ~L Q.(~, x~), 

i,p id~ 

Hierin sind nun nach den Relationen, denen die 7~m geniigen miissen~ 
die Summen in der zweiten Zeile s'~mmflich Null,  und die rechte 
Seite reducirt sich also auf die erste Zeile, w. z. b. w. 

Es isr zweitens zu beweisen, dass die Schaar fl(x I ~x~) an den SteIlen 
z', z", . . ,  z(') in der verlangf~n Weise unendHch wird und dass sie an keiner 
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weiteren Stelle unendlich wird. Das Letzters is~ ha Gl, unde nut ein Special- 
fall des ers~en; denn ich brauche nur die beliebige weite~e Stelle als eine 
Stelle z(~+ z) mi~ den Coefficienten 7~+ ~) = 0, ~,~*+~) = 0 , . . .  7(,~+ ~) = 0 
zu den Stellen z', z", . . .  z(~) hinzuzuftigen. 

Ich beweise zuerst folgenden Hfllfssatz: 
Die Summe ist gan~ unabhh'ngig davon~ wie man die in d ~  

A(~)(z~, z~; x~, x~) enthaltenen willkiirlichen Formen yon x~, x: festlegt. 
Irgend zwei h (~ mit verschiedener *Festlegung der willkfirlichen 

Formen kSnnen sieh niimlich nut um einen Ausdruclr der Gestalt 

�9 �9 + J~)(x~, x~)f  ~ ( z ~  z~) 
unterscheiden~ die mi~ den verschiedenen A(~) gebildeten Summen 
Qx(xt, x~) also nur um einea husdruck 

und dieser Ausdruck ist naeh den z~visehen den 7~) bestehenden Re- 
lar identisch Null. 

Wir k5nnen nun, wie wir im nilchsten Paragraphen leicht zeigen 
kSnnen, die h(~)(~, z~; x~, ~ )  immer so einriehten, dass irgend eine 
bestimm~e Stelle ~ keine Unendliehkei.tsstelle fiir ^(~) als Form yon 
x t, x~ isr d.h. dass die im vorigen Paragraphen gegebene Definition 
yon A (~) nicht versagt, wenn x "in die Stelle ~ riick~. 

W~hlt man ~ speciell als sine der Stellen Z', z " , . . ,  z['~, g~+~), 
e~wa als ~(~), so werden alle Elementa~4~ormen mit Ausn~hme der- 
jenigen mi~ dem ersten Argumentpaar z(~ ~'), z~ ~') an der Stelle endlich 
bleiben and nut ~ ~ ~ , x~, x~) wird fiir x =-~ z(~) mit dem Coef- 
ficienten - -  I unendlich. Es wird also ~ (x~, x~) an der 8~elle z~'~ ~hat- 
siichlich mi~ dem Coefficien~en 7~'1 unendlich, wie verlangt, 

Nun ist abet die Summe *con der Fesflegung der willkfirlichen Formen 
in den einzetnen Elementarschaaren iiberhaup~ unabh~ngig; das Resultat 
bleibt also auch best~ehen, falls einzelne der Summanden als Formen yon 
xl~ xe an der S~elle ~ unendlich werden sol|ten. Die accessorischen Un- 
stefigkeiten der einzelnen Summanden heben sich eben gerade heraus. 

Dass aueh etwaige~ nich'~ dutch die Gruppe bedingte Verzweigungs- 
stellen der Element~rschaaren als FtmcbiQnen yon xi ,  x~ sich heraus- 
heben, folg~ schon aus der Be~raehtuag des Verhaltens tier Summe bei 
~mliiufen yon x~, x~. 

Die Summe wird also nur an den vorgegebenen Stellen in der 
vorgegebenen Weiss unendlich, besitz~ den riehtigen Grad and das 

M~.themati~che Ann~Ien, XL~II. 14 
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vorgesehriebene Verhalten gegeniiber geschlossenen Uml~ufen des 
Argumentpaares x~ x~. Sie kann sich also yon der gesuchten Formen- 
sehaar nur um eine ganze Formenschaar des gegebenen Grades und 
Mult~plicatorsystems untersche~den, und wir haben demnach den Satz: 

Z)ie Zweige der allgemeinsten .Formenschaar Q (x~ , x~) des reci- 
woken Systems, welche an den Stellen z', z", . . .  z(') mit den Coeffi- 

vienten ~'~ ~ �9 . �9 ~ ;  7~ , ~. , �9  �9 7~; . . . . . .  ~, ) unendlich 
wird, lassen sich in der GestaIt darstellen 

~ ( x , ,  ~c.~)~ --  ~q'h(~)(z/, ze'; x~, x.~) - -  7~"A~)(z/', z~"; x~, x.,) -- �9 �9 
. . . .  (~) ̂ (k)/'~(~) 

' - ~  ' ' "  x ~ )  - -  ~ . j ' h ~ ) ( z / ' ,  z ; ' ;  x ~ ,  x ~ )  - -  �9 �9 

7$A~ )(z/, G ,  xl ,  x:) "-(~) . . . . .  - -  "" - -  7 ~ n -  ~ z t ,  ~2  ; xl, x2) - -  "" 

+ 7~gi(x~, x~) q- r.)_g;(x~, x2) - F " "  q- 7~'g~e~(x,, x~.), 

unter g', g", . . . g~'~ irgend d s~ecidl ausgewghlte ganze ~brmenschaaren 
des reciproken Systems verstanden. 

Die Elementarschaaren A(zj, zo; xl ,  x~) sind daher sowohl f'tir die 
Darstellung der Schaaren TT(z~, z2) wie der reeiproken Schaaren 
Q (xt~ x2) brauchbar. Als Formen yon el, z2 sind sie selbsl Riemann'sche 
Formenschaaren des Systems H(zt, z~), dagegen als Formen yon x l , x  e 
sind sie im Allgemeinen nieht selbs~ Riemann'sehe Formenschaaren 
O(xl~ x~); erst ihre in richtiger Weise gebildeten Summen sind Rie- 
mann'sehe Formensehaaren. 

Indem ich die schon bei der Theorie der multiplieativen Formen 
yon mir angewandte Slorechweise aufnehme (Bd. 44 w 13), kann ieh 
Mso sagen: 

1)ie Sehaaren A(zl, z2; x l ,  x~) sind als lq'ormen yon zl, z 2 ~lementar- 
schaaren erster Ar t  des Systems der TT(z~,~.~), als z~ormen yon xl ,  x e 
~lementarschaaren zweiter Ar t  des Systems der !2(xl,  x~). 

Wir kSnnen nattirlich auch das System ~2 (x~, x2) als das urspriing- 
liehe ansehen und fiir dieses Elementarschaaren erster Art A (x l, x 2; z l, z~) 
constzuiren, welche dann fiir das System der l'T(z~ z:) im Allgemeinen 
Elementarschaaren zweiter Art sein werden. 

~,s stehen uns also immer ~wei Arten yon ~ n t a r s c h a a r e n  /iir 
die 1)arstellung eines Systems H ( ~  ~ )  ~ r  Ve~iigung ; die der erst~ 
Ar t  sind nothwendig ~iemann'sche ~ormenschaaren deaselben Systems~ 
die der aweiten Ar t  mi~:ssen nur dann nothwendig l~iemann'sche l~'ormen- 
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schaaren des Systems sein, wenn es in dem reci2roken System keine 
ganzen Formenschaaren gibt. 

Die L'lementarschaaren erster Art  sind Elvmentarsehaaren zweiter 
Art fiir das reciproke System und umgekehrt. 

Gibt es in dem betreffenden System keine ganzen _~'ormensehaare~, 
so sind die Elementarschaaren erster Art mit unter denjenigen zweiter 
Art enthalten; gibt es abet im recipro'7~a System keine ganzea Formen- 
schaaren, so sind die ~lementarsehaaren zweite~ Art des ersten Systems 
unter denen erster Art enthalten. Gibt es in kelnem ~ r  Selden revi- 
proken Systeme ganze ~ormensehaaren, so ist die Gesammthdt der 
Elementarschaaren erster Art  mit der Gesammtheit der .Elementar- 
sehaaren zweiter Art identisch. 

Es sei 

w 13. 

Normirung der Elomentarsehaaren. 

nr  = a + ~, ~ ~ 0, 

n r ' ~ - #  + ( ,  e ' ~ O  

gesetzt. 
Es seien u', C', . . .  ul~ r allgemein gelegene Punkte, d. h. yon 

solcher Lage, dass es keine ganze Formenschaar f(~l, z~) glebe, die an 
allen diesen Pankten verschwindet, und w', w"~ . . .  W (~'~ r" in dem 
Sinne allgemein gelegene Punkte, dass keine ganze Formenschaar 
g (xl, x~) des zu f(zl ,  ~2) reeiproken Systems an allen diesen Stel]en 
verschwindet. 

Unger der tiber die Lage der u', u", . . .  u(~) gemachten Vor- 
aussetzung verschwinden nicht alle ~-reihigen Determinan~n der 
nr-reihigen und 6-zeiligen Matrix 

17 (ul "~, u? ~) 

f/" .7  

f/) u7 )) 
worin f', f " , . . ,  f(o) irgend 6 linear unabh~nglge ganze Formen- 
schaaren f bedeuten, und nut eine Reihe der Matrix hingeschrieben 
ist~ aus der man alle [~eihen erh~R, wenu man i die Zahlen 1 bis n~ 
v die Zahlen 1 bis r durchlaufen l~s$. 

Dann lassen sich abet ~ Sys~eme yon je n r  GrSssen A/~, 
A ~  . .  �9 --,,A(et bestimmen~ so dass die Determinante: 

14.~ 
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t~" (~i ") , ~i ")) 

yon Null versehieden ist. 

A(.e} 
Es verschwinden dann auch nicht alle q-reihigen Determinanten 

der n r - r e i h i g e n  und Q-zeiligen Matrix 

i A!eJ 

Man kann in Folge dessen a linear unabh~ngige Systeme yon je 
n r  Zahlen : a~'~, a,'r �9 �9 �9 a~ ~ bestimmen, welche s~mmtlich den Q Glei- 
chungen geniigen: 

Z u i , A i ;  = O, 

~ ~ O. 
i 1 u 

Ich behaupte nunmehr: 
JEine ganze Formenschaar  f(~, ~), welche den a Gleichungen 

Z , i. / (~) 

aSf, (ul "), ~')) = O, 

• (o)., (,)~7)) 

ia, 

geniigt, muss nothwendig identisch verschwinden. 
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Denn setzt man 

f -'~ a,f" + a: f"  ~ . . . .  + a . f  ~'), 
so erh~.l~ man far die a Coefficienr a~, a ~ . . .  as folgende a linearen 
Gleichungen 

~.,~7 ' ~(~)'" (.7 ,,~.~) o,  � 9  o r -  a ~i~' l z  t ' t r  ~ 

�9 - + ~ . . . ~  - 7 . .  ~'~~ ~-~ ;~ ~') , ul "~) = o ,  

~'-'/ (a) ~,, 
O51Z " { ( ~ ) r '  ( ~ )  ~{2 '~) + a2~. ~ a,~ I, (Ul "), ug') + (Qv ti " " 

�9 . + , , . ~  , .~,  ~ , ug )) = 0, 

Wenn diese Gleiehungera mit) nicht durchweg verschwindenden al~ a , , . .  
..a~ vertr~iglieh sein sollen, so muss dne  die iden~isehe Folge der 
fibrigen sein~ d. h. es muss ~ GrSssen ~t, % , - - .  rzo geben, so dass 

( ~ , ;  + . ~ . ; ;  ~ . . . .  + ~ ' ) ~ "  ( .?) ,  ~")=o, 
7"~ v 

(~, a,, @ r162 a/~ + . . .  + ao f, =- 0 

is~. Setze ich nun zur Abkiirzang 
, , ,  ( a }  

t~lal, + t~2czir + . . . .  ~- a o ~ i v  ~--- ~ t , ,  

so genfigen die a~, nich~ nur den r Gleichungen 

~.~,~,~f l  (<~), u~ ~) = o ,  

~ '  a~fL")(ul ~) , u~ ")) = O, 
g~ 
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�9 _ , ,  . i n )  sondern wegen ihrer linearen Zusammensetzung aus den a,~, at , , . . . ,h  
auch den ~ Gleichungen: 

X ~ ,  AT. = O, 

A (-~ O. f f i ~  ~ 

Da aber die Debrminante dieses Gleiehungssystems yon Null ver- 
schieden ist~ so miissen s~mmtliehe ai~ gleich Null sein, was wegen 

�9 " - (~) das Ver- der linearen Unabh~ingigkeit der Systeme e~t~, ai,, . . .  ,iv 
schwinden der Zahlen al, a 2 , . . ,  aa naeh sich zieht, Die zur Bestim- 
mung der a t ,  a: ,  . . .  ao dienenden Gleichungen sind also linear un- 
abhgngig yon einander, und es miissen also alle al ,  a ~ , . . ,  ao gleich 
Null sein, d. h. die Formenschaar f muss identisch verschwinden. 

Ferner kann man den Satz aussprechen: 
Man kann au[ eindeutige Weise a linear unabI~'ngige ganze 

Formenschaaren f', f " , . . ,  f(o) dutch die Gleiehungen definiren: 

X , .,(h) l (v) 

f 2  ) (ul "), ug )) = o,  

~7, s ~"~"'t~) ~4"~) I ,  

Denn in den Bestimmungsgleiehungen fib die Zusammensetzungs- 
coeffieienten tier f(~) aus irgend welehen betiebigen a linear unab- 
hiingigen Schaaren f ist die Determinante der linken Seibn yon Null 
verschieden. 

Die 6 Sehaaren f '(~l,  ~2), f"(z~, ~ ) ,  . . .  f(a~(zl~ z~) bezeiehne ieh 
jetzt als die norm@ten ganzen ~-Temenlarschaaren des Systems H. 

Jede beliebige ganze Formenschaar f des Systems I'[ l~sst sich in 
ehafachster Weise dureh die normirten ganzen Elementarformen aus- 
drficken. 
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Es werde zur Abkiirzung gesetzt 

f , = A " ,  

f, r 
~ ,  i ~, 1 J 

z~v 

Dann ist 

f ( z l ,  z2) ~- A ' f ' ( z t ,  z2) 2r- A " f " ( z l ,  ~ )  -Jr- �9 "" A(") f(")(zl, z~). 

In gleicher Weise wie wir fiir das System rl  vermittelst der Ptmkf* 
. . . . . .  A (fl u,  *t ~ . . .  u(~) und passend ausg'ewiihlter Cons~anten .eli,, Ai~, . . . . . .  

' " a ~) die ganzen Elementarschaaren f ' ,  f", . . .  f(~ sowle  f Z i ~  ~ i v ~  " " " i v  

construir~ haben~ construiren wit fiir das reciproke System ~ ver- 
miitels$ tier Punkte w', w"~. �9 w (~') und passend gewiihlter Constanteu 

B ~ , / ~ / , ,  . . . / ~ )  sowie fl~, fl'i',, �9 �9 , ~I~ '~ die ~' ganzen Elementar- 
sehaarea g'~ g " , . . ,  g(~ welche in analoger Weise zur Darstellung 
aller ganzen Formenschaaren g verwendet werden kSnnen. 

Wir werden jetzt aueh die Elementarschaaren h (z~ z2; x~ x2) in 
bestimmter Weise zu nocmiren habea. Wit  gehen yon irgead drier irgead- 
wie construirtert Sehaar At~')(z~ z~ x~, x~) aus, welche als Form yon 
z~  z~ die bewegliche Unendlichkeitsstelle x und die festen Unendlich- 
keitsstellen w'~ w " , . . ,  w (/) hat,  und zwax so, dass die Coefficienten fl~, 
des Unendlichwerdens an diesen Stellen den ~' Retationen genfigen: 

2 t G  ----- o, 

2 ~ B ~'~') O. pr iv  i v  

~j v 

In der so definirten Sehaar A(k)(zl~ z~; xl, x~) sind noch a willkiirliche 
Formen yon x~  xe enthalten~ die wit auf folgende Weise eindeutig 
festlegen : 

Die Werthe der Zweige yon A(~(zj~ z~; x 1, x,) als Function von 
z an den Stellen st', u " ~ . . ,  u(r sind Formen 8"ten Grades yon x1~ x~  
ebenso die Summen: 
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~̂+t,,,+ (,) u(, ,); --~ A" 

.(O) Aqk) U~); X~) ~ IXt t ,  - i ,  ,,+ (u~ "), . x:,  A (.) 

Ich setze dana 

- -  A;" (x~, x~) f"(z~, z~) . . . . .  AL ~ x~) ~' ("+ (z,, z:), 

and bezeichne die so gewonnenen neuen Elementarformenschaaren als 
, , n o r m i r t e  l ~ T e m e n t a r s c h a a r e n " .  Dieselben habea die Eigenschaft: dass 
die a Summen: 

~ ;  A? ~"'~') + (')" x~), ~.~1 ~ ~ 2  ~ ~ 1 ~  

i v  

~,'; ^I~>(4 >'), u~); x,,  ~..), 
z y  

, • ( a )  ,,(+) i Or) 
+,, +,,+ tu+. , uP)+, x~, x+) 

+,p 

siimmtlieh verschwinden. 
Die normirten Elementarschaaren sind auch uls Formen yon xl, x 2 

dutch ihre Definition wohlbestimmt; denn irgend zwei in gleicher 
Weise normirte Elementarschaaren k5nnten sich nut  am eine ganze 
Formensehaar f ( z ~  z~) unterscheiden yon der Eigenschaf~, dass alle 
die a Summen 

X<<,,,,.,+., , , ,  

i I v $, ~" l~ y 

verschw~den,  und dann muss [ ( z  1, z2) selbst identisch verschwinden. 
Vermi+telst der normir~en Elementarschaaren 

K ( ~ ,  ~2; x~, x2), A " ( ~ ,  z~; x l ,  x~), . . .  A(n)(~l, ~ ;  xt ,  x~), 
sowie der normirten ganzen Etementarschaaren 

f ' (~ , ,  ~ ) ,  f" (z l ,  ~.D, �9 �9 �9 f(")(-~, ~)  
l~sst sich jetzt jede beliebige Formenschaar II  (z 1 ~ z2) n i t  nut  einfachen 
Unendlichkei~sstellen in einfaehster Weise zusammensetzen: 

r[(~l, z~) besitze die Unendlichkeitsstellen x', x " , . . ,  x++) n i t  den 
�9 #l t# t# 

Coefficienten 7 / ,  7~., . .  �9 7~; 7J , 7 - ,  �9 . .  7~; . .  �9 7~ ~), 7~ ~i , . . .  ~'~) und 
~$ s e i  



Riommaa'sche Formenscha~rea auf ulgebraisc2mn Gebild~n. 

~,'$ r~, (u7) , ~7  )) = .a", 

Dann ist 
t 

. . ~ -  

+ :~,,' A" (Zi, ~ ;  ~:~', X~')+ 
( ~ ,  z~) = �9 �9 + 
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~_ (o),-, ~ (,)4~)) A'o) 

r,"h" (z~, z~; x~", ~")  + .  �9 
fi')A' (z , ,  ~ ;  x~.), x(~.)), 

~ "  N' (z~, z~ ; x(' ,  x ( )  + �9 �9 

. .  + ~ ) ^ t ~ ( ~ , ,  z~; xl,) , xL.,), 

+ X'f ' (~,z .)  + A" f " ( z , ,  z:) + . . . .  ~- A(')f(~)(zl, z2). 

Wir untersuehen nunmehr das Verhalten der normirten Eloment;ar- 
schaaren h(zl,  z2; xl, x~) als Formen ihres zweiten Argumentpaares xl, x 2. 

Lassen wir xl~ X~_ irgend einen auf dem algebraischen Gebilde 
geschlossenen Umlauf x,, x~; x(~ ~), x(~ ~) ausfiihren, so geht h f~ (z~, zo; xl, x~) 
fiber in 

^'~ (z~, z~; x~ ~), x~ ~)) = .;~^'(z~, ~ ;  x~,x~) + ~;.~A"(~,, ~ ;  x~, x~) + . .  

�9 - + - A  A (~) (z~, ~ ;  ~ ,  x~) + 1"(~) (z~, ~ ) ,  

wobei f(~)(z~, z~) eine noeh yon x~ xl abh~n~ge Formenschaar [st~ 
die als Function yon z~ ~ z~ eine gauze Formenschaar des Systems Hist.  

W~il~-end aber x~ x~ seinen Umlauf ausfiihrt, muss fortw~hrend 
die Eigenschaft yon A erhalten bleiben~ dass die a Summen 

, ~0:)/ (~) u(,) x2 ) t~ivl~i t,~l ~ 2 ~ X 1, 

~ ; x~) 

verschwinden; es genfig~ also die links s~ehende Formenschaar diesen 
6 Gleichungen. De.nselben Gleichungen geniigen abet auch die rechts 
sLehenden Schaaren A', A " , . . .  h (~, also mfisste auch die ganze 
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Formensehaar f(~) (z,, z~) den a Gleichungen geniigen, woraus denn 
folg% dass f ( ' ) ( 6 ,  z~) identisch verschwindet. 

W i t  haben als den Satz: 
.Die n ~ normirten ~'lementarformen 

a, ' (z , ,  z~; x , ,  x~), A/'(z , ,  z~; x , ,  x ~ ) , . . ,  h?)(z~, z~; x, ,  x~), 

&'(z , ,  ~ ;  x , ,  x=), &"(z~, z o; x~, x ~ ) , . . ,  h~n)(z,, z~; x , ,  x~), 

A; (z,, ~2; x , ,  x2), M' (z , ,  z~; x~, z2) , . .  �9 A(:I%, z2; x, ,  x2), 

sind colonnenweise zusammengefasst Schaaren des Systems II(z l ,  z2) , 
zeilenweise zusammengef asst Schaaren des reciproken Systems der Q ( xj, x2). 

Was haben nun die 8tellen u', u " , . . ,  u(~) und w'~ w " , . . ,  w (~') fiir 
eine Bedeutung fiir die Schaaren A(z, ,  z2; xl ,  x2) als Function des 
zweiten Argumen~paares? Ich behaupte: 

An den Stdlen w', w " , . . ,  w (/) , welche fiir die A aTs lXunctionen 
yon zj, z 2 U~endlichkeitsstellen sind, verschwinden als _Punc~ionen yon 
x l , x  ~ die ~" Combinationen 

" w ? ) ,  

d ~(a')^(~)[~ w r  ) w~ ~)) 
k, "v 

identisch. 
Die Stellen w ,  w " , . . ,  wi:') spielen also ffir die n Schaaren 

AI, AI, �9 �9 �9 h ,  als Functionen yon xl ,  x~ dieselbe Rolle, wie die Stellen 
u', u " , . . .  ~(~) fiir die n Schaarea:h', h", . . .  A(~) als Functionen yon z, ,  z 2. 

Zum Beweise untersuche ioh zuerst die Natur der einzelnen Form 

m ~ (~)~ als Function yon z~  ze. Als solche wird sic h~ k) (z,, z2 ; ~ , ~ J 
nur an den Stellen w', w", . . .  w (~') unendlich etwa an der Stelle w(~ 
mit dem Coefflcienten ~(~.'). Diese Coefficienten genfigen einerseits 
den a' Gleichungen 

~ y  (~," ' w(#) = ~'~ g (w~ ~'), _ 0 
~,~ 

Y ~  7 ~ "  g" (w(~ m, w(~ ~*)) -'~ O, 
gt* 

7#, ~ ~. ~ ~ -~- 
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andererseits den ~' Gleiehungen 

i ,~  

~it~, -Oil~ 

i,,- 
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~ r ( k , , ) . B i r  - - .  B~,o ') 
~ i , u  ~,u - -  k , V "  

Irgend eine unserer Summen, etwa 

k~ v 

ist also ebenfalls eine Form yon zl~ z~, die nur an den Stellen 
w'~ w " , . . ,  w (~') unendlich wird mad zwar mit den Coeffieienten 

kt ~ 

Die Coeffieienten @~u genfigen, gem~iss ihrer Zusammensetzang aus 
den 71~')~ den a" Gleiehungen: 

g,' = o ,  
i,/.* 

a,~ g~~ (~4 ~) , w'~ ")) = o 

und den O' Gleichungen 

X B "  == 2~/~k,~ B "  ~ i #  i/~ k~'~ 

In diesen letz~eren Gleiehungen 
der Definition t i e r / ~  gleieh Null, 
den Gleiehungen gentigen: 

sind abet die reehten Seiten nach 
so dass also die Coffieienten ~,, 
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i.u 

o,,,g," (~y', ~p)) = o, 
ilz 

~ _(o')(w?) 

~ ' l ~ ,  .B~ = 0, 
i/z 

6i~ B ~  --~ O, 

Dies ist aber nur so mSglich, dass silmmffiche 8i, = 0 sind, dass also 

~ h(2) (~, ~; w(;) w~) 

eine ganze Formenschaar des Systems IT ist. Nun geniigt aber jeder 
Theil dieser Summe an den Stellen u', ~ " , . . .  u(~) den a zu diesen 
Stellen gehSrigen Rela~ionen, also auch die Summe. Eine ganze 
Formenschaar aber, welche diesen Relationen geniig~ muss identisch 
verschwinden~ also auch unsere Suture% womit der behauptete Sa~z 
bewiesen ist. 

Ferner behaupte ich: 
1)ie Stellen u ,  u", . . .  u(O sind die festen Unendlichkeitsstdlen der 

EZementarschaaren A~(zj, z2; x l, x~) als .Functionen yon x l ,  x2, und  
die Coefficienten ak~ tier Zweige einer solchen Schaar an den r SteZlen 
geni~gen den 0 l~elationen : 

~.~:,, .Ak~, -~- O ~ 

A(Q) 

(u', ~ ' ,  . . .  u~ r) sind offenbar die einzigen m5glichen Unendlichkeits- 
stellen yon Ai ~) als Function yon xl, x 2. Denn ffir keine andere Lage 
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dot Stelle x versagen die in der Definition yon At~)(~l,z~; x~, Xs) vor- 
kommenden Bestimmungen. Damit is~ der Beweis des zum vorigen 
Paragraphen henutzten Sas naehgeholt~ dass man h (k) (z~, z~; x 1 , x 2) 
so einrichten kann,  dass die Definition f'dr eine bes~immte abet beliehige 
Lage ~ der Stelle x nicht versagt; denn offenbar kann man es immer 
so einriehten, dass keiner der Punkte u ' ,  u " , . . ,  u(~) mit ~ zusammen- 
f~ll~: Man brauchr ja  nut  r D a -~-lo - -  1,  und alle Punkte ,a yon 
verschieden zu nehmen, um sieher allgemein gelegene Punkt;e u zu 
haben, die dieser Bedingung gentigen). 

Die Stellen u', u ' ,  . . .  u(~t spielen also fiir die Schaaren A; als 
Funcr yon x~, x~ dieselbe Rolle, wie die Stellen w'~ w", , . .  W ~') 
ffir die Schaaren h (~) als Fnnctionen yon zt~ z~. 

Zum Beweise benutzen wit den Umstand~ dass bereits nach dem 
vorigen Paragraphen die Schaaren h i ( z ~ ,  z~ ;  x ~ ,  x ~ )  als Functionen 
yon x~, x~ betrachte~ Elementarschaaren des Systems ~ (x~, x~) sind. 

Wir benutzen nun diese Elementarschaaren zur Herstellung einer 
Formenschaar ~(x~, x~) yon fo]genden Eigensehaften: 

Bei x ~ z solt nut  der ire Zweig uuendlich werden mit dem Coef- 
ficienten -- 1, und sonst sotlen nut bei u', u " , . . ,  u(r) Unendlichkeits- 
stellen liegen, deren Coefficien~en a ~ ,  ~ , . . . ~ , ~  ; ~ ,  ar~ , �9 �9 �9 a,,~.i . .  

�9 a[~, a e ~ , . . .  ~ folgenden a -]- ~ Retationen geniigen : 

k,. k,~ 

Z _ ~:(,,)/. .(o . ~,)~ f ( .~  z.~), 

Ferner sollen an den Stellen w', w " , . . ,  w (~) 
efffillt sein 

Z , ~i (Q) 

die a' G]eichungen 

(w?), ")) o, 

= o ,  

Man finder, da die Elementaxscha~xen A~(zl, z~; xl,  x~) yon selbst 
dem le~zten Oleichuugsystem g~niigen: 
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Z t 0'} "(~)" ;V~) 
~(x~, x~) ~ h~(~,, ~ ;  x ~ , x ~ ) +  a ~ , N t u ~  , . ~ .  , x l ,  �9 

~,~ 

Die . g ~  auf der rechten Seite dieser Darsbltung ist aber, welches auch 

der obere Index der Al. sein 

chungen Z 

m~g, gleieh Null, da die a~,.den Glei- 

ecs~ A s ,  -~- 0~ 

c~s, A;; 

Z a Ace) ~---0 

geniigen und also lineare Combinationen der a Systeme ai,~ ~ [ ~ , . .  

. .  a~J sir,d. 
Folglich is~ die gesuchte Schaar direot A~(z 1 , z 2; x I ,tx2) und diese hat 

daher an den Stellen ~g, u " ,  . . .  u (~) in der That das behauptete Verhalten. 
Die normirbr. Elementarformen h~S(zl~ z2; xl ,  x2) sind also sowohl 

flit die Schaarer, ]7(zl, z2) wie flit die Schaaxen ~(xl~ x2) normirte 
Elementafformen, and zwar haben die Punkb  ~', u"~ . . .  u(r) nebst 

�9 . " . . W ( r )  �9 ,, ~(0) sowie die Pankte w ' ,  w ,  . den Const~nten As, ,  As~, �9 
mit den" Const~nten B~',, B~",, . . .  B~e~ ) dieselbe Bedeutung ftir die 
Elementarschaaren A~(z l ,~ ;  xl, x2) als Func~ionen yon ~i, z2, wie 
w', w " , . . ,  w (':), 33~',, ~k'~,...B~e~ ) bezw. u', u", ...u(r~; A; , ,  A~ ,  ...A~e, ) 
ffir die Elementarsehaaren A, (zl, z~; x I , x~) als Functionen yon xl,  x 2. 

Das Verhalten der normirten Elementarformen sowohl als Former, 
yon zl,  ~ ,  wie yon x l ,  x ~ ist volls~ndig charakterisirt dutch Angabe 

" " " ~('~) sowie der Punkte u', u . . . .  ,g~) und der Cor,star,bn As, ,  A ~ ,  . . . .  s~, 

der Punkte ~' " w,  w , . . .  w(/) und der Constan~n 13'~, Bi~ , .  �9 �9 ~,s~r und 
zvmr folgendermassen : 

Die Schaar Ak@i, z2; x i ,  x~)  als Function yon z~, z 2 wird an der 
Stelle x nut  in ihrem kten  Zweige und zwar mit dem Coefficien~en 
-~-1 unendlich, sonst nur an den Stellen w' ,  w " ,  . . .  w (r') mit Coef- 
fieienten fl~., welche den ~' Relationen 

Z / ~ i , B L  ~ 0, 

iO, 

p~ ~ ~ -  0 
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gentlgen, und an den Stellen u', u " , . . ,  u(~) versehwinden aUe Combi- 
nationen 

Z a~, A~t ,(,~) u~,); x2), 

deren Coefficienten den e Relationen 

,~'~ r162 A/, ~ O, 

~ 0, A(O} 

genfigen. 
Die Schaar As(z~, z2; xj ,  x~) als Function yon x j , x ~  wird an der 

Stelle z nur in ihrem i~en Zweige und zwar mi~ dem Coeffident.en 
- - 1  unendlieh, sonst nut an den Stel[en ,g, u " , . . ,  u ~1 mit Coef- 
fieienten ak~ welehe den 0 Rela~ionen 

Z a~  AL 0, 

]~,  3" 

i t  geniigen~ und an den 8tellen w", w ~ . . .  w (~) ~erschwinden alle Combi- 
nationen 

._,Y/h. h~ (~, e,~; w? ~, w~)), 

deren Coefficienten den 0' Rela~ionen 

k ,  '1' 

gen~gen, 



Jede Formensehaar H ( ~ ,  z~) mit nur einfaehen Unendliehkeits- 
sLellen x', x , .  �9 �9 ~r und den Coeftlcienten ~,~, ~ , ~ , . . .  ~,,[; 7~ , Ye , �9 , 

" �9 7 ~ ' ;  �9 �9 �9 ~ ,  ~ '~) ,  �9 �9 �9 7 } ~ ,  hat,  wenn man die Abkfirzungen 

~.~ ~,; r~, (~.i '~, u?)) --- A', 

<~<; n~ (u?', ~')) = A", 

~ '  rT,(~i ~', ~))  _- ~o, 

einftihrL, die Darstellung: 

k,p 

and jede Formenschaar ~ ( x l ,  x 2 )  ~ welche nut  die einfachen Unend- 
~ v i f t~ 

tichkei~sstellen z', z , . . .  ~(') rail den Coefficienten ~ ~ , e , . . .  7,, ; ~'~ , 

7_~", �9 �9 �9 Y~'; - �9 �9 Y~'), 7~ '), �9 �9 �9 Y~) besitzt, hat,  nach Einf~hrung der Ab- 
kfirzungen 

2 ]  ' 
k~ V 

die Dars~ellung: 

~ ( x ~ ,  x2)  - ~  - ~ 7 ~  ~ t  ~ , . x , ,  g(~(x~, x~). 

]~iermi~ sind nunmehr alle die einzelnen.S'~tze, die ich in meiner 
hrbei t  in Bd. 44 der Math. Ann. tiber die Darstellung mulfiplicafiver 
Formen durch Elementarformen ausgesprochen babe, ftir solche Formen- 
schaaren verallgemeinert worden~ die bet geschlossenen Umliiufen der 
Variablen auf ether Riemann'schen Fliiche lineare Substitu~/onen der 
Zweige erleiden. 

Wie ich in jener Arbei~ fernerhin eine Anwendung der en~wickelten 
Theorie auf die Theorie der automorphen Formen gegeben habe~ durch 
welche s~ch aIle die Poincar~'schen ResulLa~e in atlgemeinster und 
dabei fiberraschend einfacher Weise ergeben, so l~ssL sich auch die jetzt 
en~wickelte Theorie auf die Poincarg'schen .fonctioas zgtafuchsiennes" 
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und Jonc t ions  zdtakleingennes" anwenden; macht  man  diese Poincard'- 
schen Ftmctionen homogen, so werden es ebea Formensehaaren, deren 
Zweige sich linear substituiren, wenn man die Variablen auf einem 
automorphen Fundamen~albereiche wandern 1Rsst, der dann an Stelle der 
Riemann'schen Fl~che t r i t t ,  auf die er conform abgebildet werden 
kann. Nach einem Vorschlage yon Herrn Klein will ich diese Formen- 
schaaren, die homogen gemachten Poincarg'schen ZetafuncLionen, als 
,homomorphe  Formen"  bezeichnen. 

Die Anwendung der in meiner vorliegenden Abhandlung ent- 
wiekelten Theorie auf die ]mmomorphen Formen soll der Gegenstand 
einer weiteren hieran sich anschliessenden Arbeit sein*). 

G f t t i n g e n  im April 1895. 

*) Diese A~ssicbt wird sich, wle wir zu unserem gr5ssten Bedauern mit- 
theilen mfissen, nicht erffillen. Unser gesch~tzter Mitarbeiter, Herr Dr. Ernst Rifler, 
der einen Ruf an die Cornell-University in Ithaca angenommen hatte, ist auf dem 
Wege dorthin in New-York am ~ September einer plf~zHehen Erkrankung am 
Typhus erlegen. Ein au~ffhrHcher Nekcolog wird im 4 ten Jahre~bericht der 
Deutsehen Mathematikervereinigung ~rerfffenflidht werden, t~ie~, theflen wit noeh 
mit, class sich in dem Nach[asse l~it~er's eine fas~ vollenclete Arbeit ,,Ueber hyper- 
geometrische Functionen mi~ einem l~ebenpunk~" gehmden ha~ we]ehe demn~chst 
in diesen Annalen publieir~ werden soll. Die mat;hematischen Annalon enthalten 
dana die s~mmtliehen functionentheoretischen Arbei~eu yon RiOter; eine Un~er- 
suchung fiber die Bewegung elek~rischer Theilehen nach dem Weber'schen Gese~z 
ist frfher in Bd. 37 yon Sehlfmileh's Zeitschrift pubHeir~ worden." 

Die Redac t iom 

Mathemati~che Anaalou, XL'VIL 15 


