Ueber Riemann’sche Formenschaaren auf einem beliebigen
algebraischen Gebilde.

Von

Ernst Rirrer in Gittingen.

Einleitung.

Kine lineare Differentialgleichung

n n—1
() T Sl p =0,
deren Coefficienten algebraische Functionen eines bestimmten alge-
braischen Gebildes vom Geschlechte p sind, definirt uns eine gewisse
Functionenschaar y, deren simmtliche Functionen sich aus irgend
linear unabhiingig ausgewihlten Functionen y,, 4,, ...y, linear mit
constanten Coefficienten zusammensetzen:

y=cy + ¥+ -+
Die Functionen y,, ¥,, . . . y. erleiden eine gewisse discontinuirliche
Gruppe linearer homogener Substitutionen, wenn die Variable z auf
dem algebraischen Gebilde entweder gewisse singulire Punkte umkreist
oder Periodenwege beschreibt, die nicht auf Punkte zusammen-
zuziehen sind.

Setzt man
dn-ly dﬂ-—?
(2) Y-_—Q(% &;;1 + 2 dz,,,.g‘i"""*"%:y)}
unter ¢,, ¢,, . .. ¢. beliebige algebraische, unter ¢ eine beliebige

multiplicative Function des Gebildes verstanden, so geniigt auch Y
einer linearen Differentialgleichung derselben Art und stellt ebenfalls
eine sich linear substituirende Functionenschaar auf dem algebraischen
Gebilde vor, und zwar eine solche, deren Substitutionen sich von den
entsprechenden Substitutionen der Functionenschaar y nur durch
simultane Multiplication aller Zweige mit bestimmten Constanten, den
Multiplicatoren von ¢, unterscheiden; umgekehrt, wenn die Substitu-
tionen einer Functionenschaar Y von denen einer Schaar y sich nur
Mathematicohe Annalen. XT.VIL. 1
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in der geschilderten Weise unterscheiden, hingt sie mit y durch eine
Gleichung von der Form (2) zusammen.

Alle Differentialgleichungen (1), welche sich durch Transforma-
tionen der Gestalt (2) in einander itberfilhren lassen, betrachten wir
mit Riemann als zu einer ,,Classe gehorig und wollen sie untereinander
,,verwandt“ nemnen. Ebenso sprechen wir von ,, verwandten Fune-
tionenschaaren®, oder von einer ,,Classe von Functionenschaaren®,
indem wir alle Functionenschaaren 2usammenfassen, deren Substitu-
tionen sich nur um simultane Multiplicationen aller Zweige mit Con-
stanten unterscheiden.

Riemann unternimmt in dem nachgelassenen Fragment: , Zwel
allgemeine Sétze iiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen
Coefficienten‘ (20. Febr. 1857) die Aufgabe, Functionenclassen der
genannten Art genauer zu untersuchen. Er stellt sich dabei, genau
wie in seiner beriihmten Arbeit iiber die P-Funclion, auf den Stand-
punkt, niecht von der Formel, der Differentialgleichung, auszugehen,
sondern von den charakteristischen functionentheoretischen Eigen-
schaften der Functionen.

Indem auch wir die Riemann’sche Betrachtungsweise annehmen,
werden wir als gegeben ansehen:

1) Ein bestimmtes algebraisches Gebilde vom Geschlechte p und
auf diesem eine endliche Anzahl s von singuliren Punkten ¢;(i=1,2,...5).

2) 2p lineare homogene Substitutionen von # Variablen, welche
bestimmten 2p unabhingigen Periodenwegen entsprechen und s eben-
solche Substitutionen, welche den Umkreisungen der einzelnen singu-
liren Punkte e; entsprechen.

Da das Verhalten einer Funchtionenschaar 1n einem Punkte e; durch
Angabe der zugehdrigen Substitution noch nicht vollig bestimmt ist,
so geben wir auch noch, natiirlich in Einklang mit den Substitutions-
coefficienten, die Kxponenten der Schaar in jedem Punkte an, d. h.
die Wurzeln der ,determinirenden Fundamentalgleichung” von Fuchs.

Den Beweis fiir die Existenz solcher Formenschaaren bei beliebig
vorgegebener Gruppe wollen wir als durch Poincaré’s Construction der
pfonctions zétafuchsiennes* erbracht ansehen. Es handelt sich fiir mich
in dieser Arbeit nur darum, die Beziehungen zwischen den verschie-
denen Functionenschaaren einer gegebenen Classe niber zu erforschen,
wobei wir nur algebraische Hiilfsmitte! heranzuziehen brauchen.

Diese Untersuchung wird aber fiir die transcendenten Unter-
suchungen, z. B. fiir die Theorie der ,homomorphen Functionen‘, wie
ich nach Herrn Klein’s Vorschlag die ,fonctions zétafuchsiennes” von
Poincaré nennen will, in gleicher Weise die nothwendige Grundlage
Liefern, wie die Theorie der multiplicativen Formen fiir die auto-

morphen Funetionen,
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Schon dieser Vergleich geigt uns die Nothwendigkeit, von den
Funetionen zur formentheoretischen Formulirung iiberzugehen, statt
der Functionenschaaren also Formenschaaren zu betrachten, welche
sich bet Umliufen linear substitmiren, Dabel werden wir uns aber
unbedingt auf die Theorie der multiplicativen Formen auf einem alge-
braischen Gebilde stiitzen miissen, welche ich in Math. Ann. Bd. 44,
1893 entwickelt habe. Ich will diese Arbeit, da ich sehr oft anf die-
selbe hinzuweisen habe, kurz mit (44) citiren.

§ 1.
Definitionen.

Wir denken uns die vorgelegte Riemann’sche Fliche von irgend
einem nichtsingulédren Punkte aus durch p Paare von Riickkehrschnitten
A, B, so in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick verwandelt,
dass sie sich ohne Zerreissung nach Art der Figur in (44), Seite 264
in die Ebene ausbreiten ldsst, und dass die 4p Ufer der Riickkehr-
schnitte in der angedeuteten Weise anfeinander folgen,

Ferner ziehe ich von der Ecke zwischen Aj’ ungd B; noch s Ein-
schnitte nach den s singuliiven Punkten e, &,...¢,.

Es sei z irgend eine m-werthige algebraische Function der Fliche,
deren Unendlichkeitsstellen co,, 00,, .. .00, sowohl untereinander, wie
vou den Punkten ¢,, ¢, ... ¢, getrennt liegen radgen.

Ich spalte z in zwej theilerfremde ganze multiplicative Formen
2, : 7,, welche als unabhiingige Variable dienen sollen. Um das Ver-
halten irgend einer Form gegeniiber geschlossenen Wegen des Werth-
systems z,, 2, vollstindig zu charakterisiren, ist es zweckmissig, auf der
Riemann’schen Fliche noch m weitere Schnitte nach den Punkten
2, =0, d. h. 00;, 00, ... 00, zu legen. Irgend einen auf dem alge-
braischen Gebilde geschlpsseyen Weg des Werthsystems z,, #,, bei
welchem der Werth 2, fiir sich den Werth 2, =0 g,-mal umkreist,
kann jch mir zerlegen in einen geschlossenen Umlauf des Quotienten

z =? mit festgehaltenem Werthe von 2z, und in g, simultane Umliufe

2
von z, und 2z, um 0. Den Weg des Quotienten z zerlege ich weiter

in eine Aufeinanderfolge von Periodenwegen A., B,, welche auf der
zerschnittenen Fliche von einem Ufer 47 zu A7, bezw. von B; nach
Bj verlaufen, von Unmkreisungen der Punkte ¢;, die von dem negativen
Ufer des betreffenden Einschnitts zum positiven gehen, und in Um-
kreisungen der m Punkte oo, deren Gesammtizahl g sein moge.
Es seien jetzt
m,m,... M,
% linear unabhingige Zweige einer auf dem algebraischen Gebilde
11#%
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nur in den Punkten e, e, ... ¢ verzweigten Formenschaar TT vom
Grade 4 in den multiplicativen Primformen, in #,, #, gemessen also

&
vom QGrade ﬁ-

Wenn bei festgehaltenem Werthe von 2z, die Variable z einen
Periodenweg A4,, B, oder eine Umkreisung eines Punktes ¢; ausfiihrt,
so soll das System TT,, TT,, ... T, je eine bestimmte homogene lineare
Substitution 4,, B,, S; erfahren; wenn 2z einen der Punkte oo,, 00,,..

. .00, umkreist und 2, festgehalten wird, miissen sich alle Zweige
E

—2ix
simultan mit ¢ ™ multipliciren, wenn anders die Formenschaar in

den Punkten z, = O unverzweigt sein soll.

Eine solche Formenschaar will ich, weil die entsprechenden Fune-
tionen zuerst von Riemann in der oben genannten nachgelassenen
Arbeit definirt und besprochen sind, kurz als ,,Riemann’sche Formen-
schaar® benennen.

Die Substitutionen A, B;, S; miissen, da ein Umlanf des £ um den
ganzen Rand der zerschnittenen Fliche sich auf die Umkreisung eines
beliebigen nichtsinguliren Punktes zusammenzichen lisst, der Relation
geniigen:

BiAT' BT Ay Bo AT By As . . By A BN A, 818, . S, = &0

In der Umgebung einer Stelle ¢; mbge die Formenschaar, natiirlich

im Einklang mit den Coefficienten der betreffenden Substitution S;, die

Exponenten
lzl; li‘.’} voee liu

) Riv -+ dig - F A
heisse 4;.

Dann ist die Determinante der Substitution S; gleich
Dann folgt aber aus der Fundamentalrelation der Substitutionen, dass
A; — nd eine ganze Zahl

i=1

besitzen; die Summe

2

sein muss.

An irgend einer von den Stellen ¢; verschiedenen Stelle besitzt
die Formenschaar ganzzahlige Exponenten, von denen keine zwei
einander gleich sind:

Zx<lz<23<"'<zn-

Eine Stelle mit den Exponenten 0, 1, 2, ... # — 1 heisst eine
wgewihnliche Stelle“,

Haben die Exponenten andere Werthe, so heisst die Stelle ein
» Nebenpunkt der Formenschaar und zwar von der Multiplicitil

e=L+bL+---+ lﬂ"’n(n:l)’

“
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Die Multiplicitit eines Nebenpunktes kann positiv, negativ oder auch
O sein,

Es wird aber vorausgesetzt, dass nur eing endliche Anzahl von
Nebenpunkten existiren und dass die Exponenten in jedexn Nebenpunkt
endliche Werthe haben. Dann ist auch die Multiplicitit jedes Neben-
punktes eine endliche Zahl.

Ein Nebenpunkt, dessen niederster Exponent I, = 0 ist, bheisst
ein ,,reiner Nebenpunki®, ein solcher mit I, > O ein I,-facher Nullpunkt
und mit I, < 0 ein (— I,)-facher Unendlichkestspunkt der Formenschaar
Unterscheiden sich die Exponenten eines Nullpunktes oder eines Us-
endlichkeitspunktes jeder folgende vom vorhergehenden nur um eine
Einheit, so heisst der Punkt ein ,,reiner Nullpunki bezw. ein ,, reiner
Unendlichkeitspunkt <,

Jeder beliebige Nebenpunkt kann aufgefasst werden als Combi-
nation eines reinen Nebenpunktes mit einem reinen Nullpunkt oder
einem reinen Unendlichkeitspunkt.

Ein Il-facher reiner Nullpunkt zihlt als Nullpunkt mit der Multi-
plicitit 2.1, ein I-facher reiner Unendlichkeitspunkt mit der Multi-
plicitit — nl.

§ 2
Bestimmung und Anzahl der Nebenpunkte.

Es seien y,, y, die Werthe von 2, 2, in einem willkiirlichen

Hislfspunkte, und I) folgender Dlﬁ’ereutlatlonsprocess
- + Y2 3"
wy (zy) )

Diese Differentiation ist ewar von der Wahl des Hiilfspunktes abhiingig,
doch gelten einfache Formeln fiir den Uebergang von einem Hilfspunkt
y zu einem andern y. Wenn nimlich » den Grad einer Form F in
sy, 2, gemessen bedentet, so ist:

D= s (B e—r (o) 2

+(5) e —E DO —b42) (G ) D

+(L-)(” “‘k“*’”""’((zﬁz;) F

Durch ein- und mehrmalige Anwendung des Symbols D auf eine

2y
Formenschaar TT erbilt man weitere Formenschaaren, welche bei den
Umléunfen der Variablen 2, #, genau dieselben Substitutionen erfahren,
wie TT selbst. Die Determinante
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m, DT,,... D110
5y

M, D,,... D111,

3y 2y
t

M., DM, ... D110,

I sy 3y

oder kiirzer geschrieben

Dkn’); ]u=0,l,...%—-1
W h=1,2,...m

wird sich daher bei Umliufen der Variablen auf der Riemann’schen
Fliche nur mit Constanten multipliciren, ist also eine multiplicative
Form der Fliche.

Man sieht leicht, dass fiir die Determinante der Hilfspunkf y
des Differentiationsprocesses D keine besondere Rolle mehr spielt, denn

3y
die Determinante behilt dieselbe Gestalt, wenn man vermittelst der
oben angegebenen Formel 4 statt y einfiihrt.

Es ist das Verhalten der Determinante an den einzelnen Stellen
der Ebene genauer zu untersuchen. Man findet ohne Schwierigkeit
folgende Resultate:

1) In einem gewohnlichen Punkte ist die Determinante endlich
und von O verschieden.

2) In einem ¢-fachen Nebenpunkte verschwindet die Determinante
o-fach, wenn der Punkt nicht zugleich ein Verzweigungspunkt der
Fliche ist.

3) In einem singuliren Punkte mif der Exponentensumme 4; ver-

'n(n——l)'

schwindet die Determinante in der Ordnung 2; — ——;

r

4) In einem v-blattrigen Verzweigungspunkt der Fliche, welcher
der Allgemeinheit halber zugleich o-facher Nebenpunkt der Formen-
schaar sein moge, verschwindet die Determinante in # gemessen in
der Ordnung %—]— n—m—?:i)(-’l; — 1) , also auf der Fliche gemessen in

—1
”m_(”z )('u—- 1).

Hierbei ist Verschwinden in negativer Ordnung als Unendlich-
werden aufzufassen.

Verstchen wir jetzt unter G(z,, 2,) die Verzweigungsform der
Fliche, d. h. eine ganze multiplicative Form vom Grade 2p — 2 4 2m,
welche an den Verzweigungspunkten der Fliche auf der Fliche
gemessen (v — 1)-fach verschwindet, (44, 5. 270) so hat der
Ausdrack:

der Ordnung o —
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n{n-—1}

A= Gz, 2,) 2—'1D"n;,] h=01...0—1
i h=12...n

folgende Eigenschaften:

1) A ist eine multiplicative Form vom Grade 26 + n(n—1)(p—1).

2) A verschwindet an einem Punkte ¢; in der Ordnung 2; — q—%—m—?‘——_l)

3} A verschwindet an einem g-fachen Nebenpunkte in der Ord-
nung o.

4) A ist an jedem andern Punkte auf der Fliche unverzweigt,
endlich und von O verschieden.

Hieraus folgt nun, da der Grad einer mulliplicativen Form gleich
der Anzahl ihrer O-Stellen ist, jede mit ihrer Multiplicitit gerechnet,
wenn jetzt o die Summe der Multiplicitiiten aller Nehenpunkte bedeutet,
die fundamentale Gleichung:

n&—}—n(n—l)(p—l)—g—}-s i;—

n(n—— -1)

oder
n(n—l)_

p=n0+nn—1)(p—1) —2}

=1

§ 3,
Verwandte Formenschaaren.

Zwei Formenschaaren heissen ,,verwandt® oder zur selben ,, Rie-
mann’schen Formenclasse** gehbrig, wenn ihre entsprechenden Sub-
stitutionen sich hochstens vm simultane Multiplicatjonen aller Zweige
mit Constanten unterscheiden.

Es thut jedoch der Allgemeinheit der Betrachtung keinen Abbruch,
wenn ich nur solche Formenschaaren vergleiche, welche in den Sub-
stitationen 8; genau iibereinstimmen und welche bei Umldufen um jeden
von den e; verschiedenen Punkt sich genau reproduciren.

Denn wenn die Substitutionen §; nicht genau tiibereinstimmen,
sondern sich um simultane Multiplicationen mit Constanten unter-
scheiden, oder wenn die Zweige einer Formenschaar sich auch bei
Umlauf um einen von den ¢; verschiedenen Punkt simultan mit einer
Constanten multipliciren, so kann ich dyrch Multiplication mit ge-
eigneten Potenzen von multiplicativen Primformen bewirken, dass die
Substitutionen S; genau gleich werden und dass die e; die einzigen
Verzweigungspunkte auf der Fliche sind.

Die entsprechenden Faxponenten verwandier Formenschaaren an den
Stellen ¢; konnen sich dann nur wmn ganze Zahlen unterscheiden.

Bildet man die Fundamentalrelation der Substitutionen (8. 160) fiir
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zwei in diesem Sinpe verwandte Formenschaaren, so stimmen die
linken Seiten der Relationen gepau iiberein, da ja die simultanen
Multiplicationen, um welche die 4,, B, sich unterscheiden kdunen,
mit allen Substitutionen vertauschbar sind und sich daher ganz heraus-
heben. Dann konnen aber auch die rechten Seiten nicht verschieden
sein, und wir haben mithin den Satz:

Die Grade verwandier Formenschaaren kinnen sich nur um gansze
Zahlen unterscheiden.

Alle die bisherigen Definitionen und Sitze gelten uneingeschrinkt,
welcher Art auch die einzelnen Substitutionen S; sein mdgen. Fiir
die nun folgenden Betrachtungen wird es aber vielfach bequemer sein,
zanichst den Fall auszuschliessen, dass mehrere Elementartheiler einer
Substitution S; (vergl. Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Deter-
minanten, Berl. S. B. 1894, p. 31) dieselbe Nullstelle haben; d. h. wenn
unter den Exponenten 4,5, 4;2, ... 4;, eines Punktes ¢; solche existiren,
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, soll immer nur dem
grossten dieser Exponenten ein Fundamentalzweig ohne logarithmische
Glieder in der Entwicklung entsprechen. Welche Modificationen unsere
Sitze in den ausgeschlossenen Ausnahmefillen erfabren, werden wir
nachtriglich leicht aussprechen kénnen, wihrend die Beriicksichtigung
derselben vonr vornherein zu manchen Weitldufigkeiten in der Dar-
stellung fithren wiirde.

Es soll jetzt ein bestimmtes in der Classe vorkommendes Ex-
ponentensystem

ity Aay oo Ain (i=1,2,...8)
als ,, Noymalexponentensystem* zu Grunde gelegt werden.

. Wenn dann die Exponenten irgend einer Formenschaar der Classe
an der Stelle ¢; von den entsprechenden Normalexponenten verschieden
sind, so sage ich, die Formenschaar habe an der Stelle ¢; einen
1 Nebenpunkt*, und unter der Multiplicitdt desselben verstehe ich den
Ueberschuss der Exponentensumme iiber die Summe der Normal-
expouenten.

Sind alle Exponenten an der Stelle ¢; grosser als die entsprechen-
den Normalexponenten, so soll ¢; eine ,, Nullstelle* heissen, und zwar
eine I-fache, wenn I der kleinste Ueberschuss eines Exponenten iiber
den entsprechenden Normalexponenten ist; ist mindestens ein Exponent
kleiner als der entsprechende Normalexponent, so heisse die Stelle eine
. Unendlichkeitsstelle’’, und zwar von der Multiplicitit I, wenn der
grosste Fehlbetrag eines Exponenten gegen den entsprechenden Normal-
exponenten gleich 7 ist.

Ein ,reiner Nullpunkt bezw. Unendlichkeitspunkt* liege vor, wenn
alle Exponenten um ein und dieselbe Zahl grosser bezw. kleiner sind,
als die entsprechenden Normalexponenten; ein ,,reiner Nebenpunli‘
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wenn mindestens ein Exponent gleich dem entsprechenden Normal-
exponenten und keiner kleiner als der entsprechende Normalexponent ist,

Nach diesen Festsetzungen kann ich nun inshesondere von ,,gansen
Formenschaaren® der Classe sprechen, d. h. solchen, die nirgends
Unendlichkeitsstellen besitzen.

Jede nicht ganze Formenschaar der Classe kann ich jedenfalls
darch Multiplication mit multiplicativen Primformen in eipe ganze
Formenschaar der Classe verwandeln, Desgleichen kann jch jeden
Nullpunkt einer Formenschaar durch Division mit einer Potenz der
multiplicativen Primform beseitigen.

Ferner will ich fiir die Substitutionen 4,, B,, die sich ja bei
den einzelnen Formenschaaren der Classe noch um simultane Multi-
plicationen mit Constanten unterscheiden kinnen, ein System von
» Normalsubstitutionen® so festlegen, dass die Normalsubstitutionen
simmtlich die Determinante 1 haben. Diese Normirung der 4,, B,
enthilt natiirlich noch eine gewisse Willkiir, insofern ja die Deter-
minante einer solchen Substitution gleich 1 bleibt, wenn man die Sub-
stitution noch mit einer simultanen Multiplication mit einer nten
Einheitswurzel combinirt, Im Uebrigen hingt diese Normirung auch
von der Auswahl der unabhidngigen Variablen 2z, 2, ab.

Mit Beziehung auf die ausgewihlten Normalsubstitutionen sage
ich, irgend eine Formenschaar besitze das ,, Multiplicatorsystem
ay=€""%, B, =¢"""* wenn ihre Substitutionen 4., B, aus den
entsprechenden Normalsubstitutionen durch Combination miv einer
simultanen Multiplication aller Zweige mit a., 8, hervorgehen.

Bs gelten folgende evidenten Sifze:

Sind TV, T, .. . T drgend n verwandie Formeunschaaren von
den Graden 6, 90,, ... 0, und mit den Multiplicatoren ey, B,
oy, Bl .. e, B, so ist die aus ihren Zweigen gebildete Deter-
minanie

e E=1,2...n

h=12_..n,

wenn sie nicht identisch verschwindet, eine multiplicative Form vom
Grade 8, -+ 8, - - - - + 8,, welche bei Umlauf uwm e; den Multiplicator

217!1 {n)

, lings der Pe/rwdmwege A,. B, die Multiplicatoren a, oy...ay",
BiBe ... BY aufweist.

Zwischen irgend n - 1 Formenschaaren der Classe besteht eine
identische Relation der Gestalt
(pon + 9’1.”' + . ...}_ ¢nn(”) =

unter @y, Py, - . - Pa unversweigte multiplicative Formen der Fliche
verstanden, deren Grade und Maltiplicatorsysteme die Grade und
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Maultiplicatorsysteme von TT, TT, ... TT® zu ein und demselben Grad

und Multiplicatorsystem erginzen,

Die ¢ sind n#mlich einfach den Determinanten der Matrix
I | E=10,1,2,...n
Bl k= 1,2,...n

proportional.
Wenn n Formenschaaren T, TT
sind, dass thre Delerminante

"

s« .. 1% der Classe so ausgewdihlt

E=1,2,...n

(k)
T r=1,2,...n

wicht identisch verschwindet, so lisst sich jede Formenschaar TT dev
Classe in der Gestalt darstellen:

M= 1T + g, 11" + - - - 4 @, T,

worin @,, @,, . . . p, unverzweigte multiplicative Formen von den
Graden 0 — 9, 0 —0,,...0 — 0, und mit den Multiplicatoren

a, B, « B e, B
-, '3; s e 7;?), 7;‘, bedeuten.
%" P %2 ﬁ" Cy {3::

Umgekehrt liefert jede derartige Darstellung eine Formenschaay der
Classe.

Es giebt gewiss n Formenschauren der Classe, deven Determinante
nicht identisch verschuwindet, und durch welche man also alle Formen-
schaaren linear darstellen kawn; z. B. unter TT irgend eine beliebige
Formenschaar der Classe verstanden, die Schaaren

M, DT, DO, ... DT
iy 3y zy

Hieraus folgt insbesondere der Satz:

Jede Formenschaar T1 geniigt einer linearen Differentialgleichung
nier Ordnung:

DT+ @, DT + g, D211 4 - - - - @, DTT + ,TT =0,
5y 2y 2y Y

wWOrin. @, @,, . . - @, algebraische Formen von den Graden — 2m,
—4m, -+ . —2nm sind, auf deren nihere Natur ich wicht eingehe.

§ 4.
Darstellung der ganzen Formenschaaren durch eine Basis.
Ein System von irgend » linear unabhiingigen ganzen Formen-
schaaren der Classe nenne ich eine ,, Basis* der Classe.™

Jede Formenschaar, die sich aus einer Basis mit Hiilfe ganzer
multiplicativer Formen als Coefficienten zusammeusetzt, ist eine ganze
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Form der Classe; jede gemeinsame Nullstelle der Coefficienten ist eine
Nullstelle der dargestellten Form.

Aber das Umgekehrte, dass jede ganze Formenschaar der Classe
durch die Basis vermittelst ganzer multiplicativer Formen als Coef+
ficienten darstellbar sel und dass jede Nulistelle der dargestellten
Formenschaar zugleich eine gemeinsame Nullstelle aller Coefficienten-
formen sei, — was beides auf dasselbe hinanskommt ——, ist im All-
gemeinen nicht richtig.

Eine Basis, welche diese Rigenschaft hat, dass sich durch sie alle
ganzen Formenschaaren der Classe vermittelst ganzer Formen als Coet-
ficienten darstellen, nenne ich eine ,, Minimalbasis®.

Unter der Determinante einer Basis TV, TI”, ... TT® verstehe ich
die aus den # entsprechenden Zweigen der n Formenschaaren gebildete
Determinante
- EF=12...2n

o h=12,...n.
Die Determinante verschwindet an den Stellen ¢; mindestens in der
Ordnung 4; = 4;1 + 4,3 -+ - - - + 4, und hat jm Uebrigen keine Un-
endlichkeitsstellen. Sie ist eine multiplicative Form, welche bei Um
Tk lings der Periodenwege 4., B,
y (m

die Multiplicatoren o, & ... &), ,ﬁ;’ ... B™ erhalt.
D hat also die Gestalt

= [ PGy B 2,

i==1

lauf nm ¢ den Multiplicator ¢

unter F, eine unverzweigte ganze multiplicative Form vom Grade

¢=8 48+ -+~ D4,

verstanden.

Wenn man irgend eine ganze Formenschaar der Classe durch die.
Basis darstellt, so konnen als Nenner der Coefficientenformen nur die
Primfactoren von F, auftreten. Ich bezeichne daher die Nullstellen
von Fy(z, 2,) als die ,, Ausnahmepunkic** der Basis, und zwar soll
eine Stelle 2 ein ,, ¥-facher Ausnahmepynkt* heissen, wenn F, daselbst,
in Primformen gemessen, x-fach verschwindet.

Die Natur eines Auysnahmeppnktes ist dureh seine ,,Elementar-
exponenten charakterisirt, welche in folgender Weise zu definiren sind:

Es sei zundchst z von jeder der Stellen ¢; verschieden Dann
=12,

h==1,2,.
an der Stelle # verschwindet, », die Ordnung, in der alle ersten

bedeute % =, die Ordnung, in der die Determinante |7} f
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Unterdeterminanten verschwinden, — wobei nicht ausgeschlossen ist,
dass einzelne derselben, nur nicht alle, in hoherer Ordnung ver-
schwinder —, %, die Ordnung der zweiten Unterdeterminanten u. s. w.,
endlich s, die Ordnung der (v — 1)ten Unterdeterminanten, wihrend
die wten Unterdeterminanten nicht mehr simmtlich verschwinden
mdgen.

Die Differenzen

By == Uy Ky Ey == Hy — Ky . e Syl == Hyg — Ky, & == Ay,
welche simmtlich positiv sind und den Ungleichungen

§Z5H2 2&Ha26>0

geniigen, nenne ich, im Anschluss an den Weiersirass’schen Begriff
der Elementartheiler, die ,, Elementarexponenten ¢ der Stelle z.

Wenn z mit einer der Stellen e; zusammenfillt, sind die Elementar-

exponenten in gleicher Weise, nur statt vermittelst des Formenschema’s
O
! zu definiren.

TP | vielmehr vermittelst des Systems 5
|2 (e

In der Untersuchung der Natur eines solehen Ausnahmepunktes
kann ich mich kurz fassen, indem ich auf eine Note von mir in Nr. 2
der Gott. Nachr. vom Jahre 1895 verweisen kann. Ich brauche nur
anzugeben, welche Modificationen des dort angegebenen Beweises da-
durch nothwendig werden, dass wir es hier mit Formen, statt mit
Functionen, zu thun haben, und dass wir von den darzustellenden
Formen dasselbe functionentheoretische Verhalten verlangen, wie es

die Basisformen besitzen.
Man kann zuerst, eiue passende Anordnung der Basisschaaren
T, T, . . . TI® vorausgesetzt, » Systeme von Constanten

2 2z b0 ( 2
AT ALY AP APTY ) APTR AP AT ACD AP

auf eindentige Weise so bestimmen, dass gleichzeitig die v.n Glei-
chungen bestehen:

nh’ (@, 2,) - AW‘X) TT;:"W (2, 2,) + A?_H) ngv+2) (@, 2)+ -+ Agn) Tl}f') (24, 25) =0,
T (&, 0,) - ASTOTITD (2, 28) + AL (2, 2,) 4 - -+ AP T (2, 2,) =0,

M)+ AT (4, )+ AT () -4 AT (3, ) =0
(h=1,2,...n).
Man construire nun # — » 4 1 ganz multiplicative Formen
Ay (2, 2), ATV (2, 2,), AT (5, ), A7, 5)
deren Grade und Multiplicatoren sich mit denen der Schaaren
T, Ie+n, 7648, . TI®
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zu ein und demselben Grade und Multiplicatorsystem erginzen, und
welche an der Stelle 2, = a,, 2, =1, die Werthe der Constanten
1, ATV, AU AP besitzen. Die Construetion solcher Formen
ist bei hinreichend hoch gewihltem Grade immer mbglich.
In gleicher Weise construire man #» — v - 1 ganze multipli-
cative Formen
4,7 (2, £,), AQ_H)(Z 2y), As ”1-~)(d“ Zy)s oo Aéﬂ)("""u ),
deren Grade und Multiplicatoren sich mit denen von
T, TIed), T2, | T
erginzen und welche fiir 2, = z,, 2, = x, die Werthe
1, A{;—H)’ A.;H_?), . A(2n)
besitzen u. s. w,
Dann sind

_ A nTT+ AP (2, ) TP L AP (5, ) TTOFD L Al (g oy TE
Pz, x) ’

Ay, )T 4 AP TG, gD 4 A0, IO - - Al 5, T
WU x4 R T ,

Pz )

AP (e, )T AT (g, g TIOTY L A0HD 4, ) TTOHD - - A (5,5 TV
= Pz, o ?

wieder ganze Formenschaaren der Classe, und P', P”,... PO, TTe4 | [ TH®
wieder eine Basis und zwar mit der Determinante:

i=s

A (2, 8) A% (2, 2) . .. AP (21, )
llP(Zez) .F Zn )) A ‘aPl(z;/., - %’

=1
Die Ordnung des Ausnahmepunkites z ist hierdurch um v erniedrigt,
und zwar so, dass jeder der v Elementarexponentep um 1 verkleinert
ist, wofiir man den Beweis in der genannten Note in den Gott. Nachr.
nachseben mag.

Durch Wiederholung des geschilderten Verfahrens beweist man
genau, wie an der genannten Stelle, den Satz:

Wenn e,, e,, - . . ¢, die Elementarexponenten der Stelle z sind, nach
abnehmender Grisse geordnet, so kimmen die Darstellungscoefficienten
Qyy By - . - P ciner ganzen Formenschaar;

M= '}"1”’ -~ ‘P'zn” + s, T
an der Stelle x© bis sur Ordnung e, unendlich werden; und zwar ent-
halten die e,-fach unendlich werdenden Entwicklungsglieder der @, @, ... @,
so0 wiele willkiirliche Constanten linear und homogen, als Elementarexpo-
nenten = ¢, sind, die e, — 1-fach unendlich werdenden Glieder neben
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den schon genanwien so wviele neue willkiirliche Constanien linear und
mit den ersteren zusammengenommen homogen , als Elementarexponenten
= e, — 1 sind, die e, — 2-fach wnendlich weydenden Glieder so viele
weitere willkitrliche Constanten, als Elementarexponenten > e, — 2
sind, u. s. .

Die Gesammizahl der willkiirlichen Constanten in den unendlich
werdenden Entwicklungsgliedern ist

a+et--+eo=nx
d. h. gleich der Multiplicitit des Ausnahmepunkies.
Der Satz bleibt auch richtig, wenn z mit einer der Stellen ¢;

zusammenfillt; man hat beim Beweise nur statt mit dems Formensystem
'n‘fk)

T mit dem System - A e
P (z ei) h

zu operiren.

§ 5.
Specielle Folgerungen.

Die spiteren Untersuchungen konnen wir so fithren, dass nur
zwel Specialfille des aufgestellten allgemeinen Satzes benutzt zu
werden brauchen, und ich will diese beiden Specialfille daher noch
besonders hervorheben.

1) Einfacher Ausnahmepunki:

#y=1,v=1,¢=1.
Die @, @y, . . . @, kinnen an der Stelle 2 = x je einfach unendlich

werden mit Coefficienten «,, «,, . . . @,, die in dem wohlbestimmien Ver-
hiiltwiss stehen miissen

0 1Oyt == At Ay 4,
wo die 4,, 4,,... 4, den nicht durchweg verschwindenden zu einer

i (2, ®,) 1

Zeile gehbrigen Unterdeterminanten der Determinante 'TT
proportional sind.

2) (n— 1)-facher Ausnahmepunki mit n—1 Elementarexponenten:

x=n—1, v=n—1, ¢,=¢,=--. =g, 1=1.
Die @, @,y ... . kinnen an der Siclle 2 =z je einfach unendlich
werden wit Coefficienten «,, @, ... 0., die der einzigen wohlbestimmien
Gleichung gentigen miissen:
oA, + e dy - a4, =0,

wo die 4,, 4,,... A, den nicht durchweg verschwindenden Gliedern
einer Zeile der Determinante | TT{"(x,, 2,) | proportional sind.

Die Wichtigkeit dieser beiden speciellen Sitze, unmittelbar des
ersten, bernht auf folgendem Satz, dessen Richtigkeit ebenfalls aus
den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen folgt:
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Man kawn stets eine Basis finden, welche nur einfache Ausnahme-
punkie besitat,

Denn indem man von der Basis T, 117, , . . 1T zn der Basis
P, P% ... PO, TICHY, (., TI® iibergeht, ernjedrigt man die Multi-
plicitit des Ausnahmepunktes xum ». Wihlt man dabei, — was stets
moglich ist —, die multiplicativen Formen 4,'(z,, 2,), 4,"(¢;, ), - -
.. A9(z,, 2,) so, dass ihr Product nur einfache Nullstellen besitat,
die von den Nullstellen der Form Fj(2, z,) simmtlich verschieden
sind, so hat man damit weder die Multiplicitit eines andern Ansnahme-
punktes erhtht, noch einen nenen mehrfachen Ausnahmepunkt ein-
gefithrt. Daurch Wiederholung des Verfahrens kann man schliesslich
erreichen, dass nur einfache Ausnahmepunkte tbrig bleiben,

In dem specigllen Falle p = O kann man noch weiter gehen:

Wenn p =0 ist, kann man steis eine Minimalbasis, d. h. ¢ine
Basis ohme Ausnahmepunkie finden.

Wenn nimlich p =0 ist, kann ich ale unabhingige Variable 2
eine einwerthige Function des algebraischen Gebildes zu Grande legen,
d. h. in einer schlichten 2-Ebene operiren. Die Multiplicatoren kommen
in Wegfall, die ¢, ¢,, . . . @, werden rationale Formen, P(z, z)
geht in die Determinante (2, x) = 2,4, — 2,2, iiber. Die Nullstellen
irgend einer ganzen rationalen Form beliebigen Grades unterliegen
ibrer Lage nach ketner Beschrinkung.

Wenn nun z eine Ausnahmestelle der Basis TT, TT", ... TT® ist,
so kann ich mindestens eine ganze Formenschaar von der Gestalt
finden

Pow ACna Tl 4 A7, )T 4 - o A% (5, )T
)

in welcher nicht alle Formen 4, 4", ... 4™ bel 7 = & verschwinden.
Diejenigen der Formen, welche bei & ==z verschwinden, kann ich
geradezu durch 0 ersetzen unbeschadet der Higenschaft von P, eine
ganze Formenschaar zu sein. Von den hiernach im Ausdruck von P
noch fibrig bleibenden Schaaren TT, 717, . . . TI® habe TT® den héchsten
Grad, Dann kann ich den Coefficienten AW (g, 2,) direct als eine
Constante, etwa 1 annebmen, und die ibrigen Qoefficienten doch noch
als ganze rationale Formen so bestimmen, dass P bei z nicht unend-
lich wird. FKibre ich nun das so gefundene P statt TT® in die Basis
ein, so wird hierdurch die Determinante der Basis einfach durch (¢x)
dividirt, ohne dass neue Nullstellen eingefithrt wiirden; durch Fort.
setzung des Verfahrens kann man also alle Ausnahmepunkte be-
seitigen, w. z, b. w.
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§ 6.

Einordnung der Fille mif ganzzahligen Exponentendifferenzen.

Wir haben bei den Betrachtungen iiber Basisdarstellungen bisher
die Fille ausgeschlossen, wo eine Substitution S; mehrere Elementar-
theller mit derselben Nullstelle besitzt.

Denn die Angabe fiber das Verhalten einer Basisdeterminante an
der Stelle ¢; beruht wesentlieh daranf, dass den Fundamentalzweigen
einer Schaar TT, d. h. den Zweigen, welche zu den Exponenten 1,,,
A2, ... 4;, gehdren, nar avnch wieder die Fundamentalzweige einer
andern Formenschaar TT” cogredient sein kdnnen. Dies ist aber nur
dann richtig, wenn die Substifution S; nur solche Transformationen
in sich gestattet, bei denen die Fundamentalzweige Fundamentalzweige
bleiben, und dies ist nur dann der Fall, wenn die Elementartheiler
der charakferistischen Function von S; lauter verschiedene Nullstellen
haben. ¥)

Es sei jetzt S eine solche der Substitutionen S;, deren charakte-
ristische Funetion mehrere Elementartheiler mit derselben Nullstelle «
und den Elementarexponenten &, &, ... & besitzen moge. Wir
brauchen die Aufmerksamkeit nur auf diejenigen e =¢ + &, .- ¢,
Fundamentalzweige von TT" zu richten, welche diesen Elementartheilern
entsprechen, da bei einer Transformation von S in sich selbst diese
Zweige sich nur untereinander substituiren kbnnen. Man kann dann
diese ¢ Fundamentalzweige so heraussuchen, dass ihre Substitution die
Gestalt hat:

sto . 1lo
iO‘SZ,‘ 0
s=| -1 ]

\ ! 1 H
T |
IR RREN S
L0l 0 S |

l ! i ' {

Hierin bedeutet das in der pten Zeile und »ten Colonne stehende
Feld ein Coefficientenschema von &, Zeilen und &, Colonnen, nimlich

¥} Fur die Elementartheilertheorie der linearen Substitutionen vergleiche
man die pag. 164 citirte Abhandlung von Frobenius.
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a 0 0...0 O 5 0 o

p L0 0 030‘”0
i-*———‘ O{le OO T
8 =t 0'=l000..,0
e M ot .

00 0...a 0

0 0 0...a « 060...0

Eine Substitution U, durch welche S in sich selbst transformirt wird:

USU—1=8,
bat die allgemeine Gestalt:

] T
1 Uy Us - & < Ohy
EAEN IS

-

| %

f
} Uy ng’l& . % ’ ‘ qu%

und zwar sind in dem einzelnen, aus &, Zeilen und & Colonnen be-
stehenden Theilschema U,, alle diejenigen Glieder, welche in einer
Diagonalreihe stehen, einander gleich und nur dann von O verschieden,
wenn die betr. Diagonalreihe in der ersten Colonne und in der letzten
Zeile endigt, also z. B.

upw OO0

Upw == u:.:,, u;,, {} fﬁr &y = &y == 3;
»”r 1, s

Upr Uyw Upy

W O 0 0

Uiy =1{up, uwyw 0 0} fir g,==3;¢&=4;
ey (&4 ’ O
Uyy Uuy Ugy
0 0 0
u,, O 0
uv -
Uj.v——'" ” B 0 fiir 6‘“7——4, 8,&3.
Ugy Uyx
FIr r’ ”
wy  Upy Uy

Mathematisoche Aunnalen, XLVII, 12
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Denken wir uns die Elementartheiler so geordnet, dass
6l -S4y

ist, so ist
tyy O ... 0
U Upy ... 0
U‘u'u = : : : i
(e z —-.l) ’1
u":) u,(‘: ce U
Uy O ..0 0...0
Upy Uy 0 © 0
Uiv=|" : : : © 1, wenn g <w,
L 0o
0 0 0
0 0 ... 0
U,, = Y -0 wenn g > v.
Uy Uyy -0 O
(2) (1) ,
Uy Wy e Uy

Die Fundamentalzweige von TT' seien, den Elementartheilern entsprechend
in Gruppen (Hamburger'sche Untergruppen nach der in der Theorie
der linearen Differentialgleichungen iiblichen Bezeichnung) eingetheilt:
el PN i B PR LPRRRE LIS T/ YD,
ihre Exponenten
A0, 20,00, a0 a0, .
Dabei sind die Exponenten in jeder der Gruppen nach abnehmendem

reellen Theil geordnet.
Durch die Transformation U gehefn die Zweige in

1 b . 2] 2] 2}, .
Y, ¥P,... Y05 TP, ¥P,... Y05, ; Y, Y@,... Y9

iiber, und zwar sind die Y der Reihe nach lineare Combinationen
folgender Zweige y:



Yy
1

1

Yo

7{t
Y

¥
¥

.

Y®

&8y

yo

g~

Y }

1

Y@
¥

3
Y®
Y@

Y®

&y

3
Ye(y)—a 1

3
Y;E, -)~ oH+2

Y@

&8y

Y@

&=l
Y(‘Sh
&g

Y&
&5
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von TR S I \
von ¥ uPyPs . u
£,
von yil,ylt, . oy B, yd, Ly g0,y Ly J
von yflz); y(lﬁ); e y{lq) ]
von YO0 v, 905 g0y
&8,
2) (2 2 : 5 .
von YO Y s U D YD Y YE D
von y; o, 4P, yD s yO, P, YD Ly gy
, Yo yu) 2[1)7 yl") y“) yﬁ)_!’_{_w J‘f";’tg";u ?,g-:») TR y(q)}g(m " Zlf) e
8y
von ygl), ygzl)’ . gll)-’ y(12)’: :(22), o yif)v y‘(l3), ?/éfi), . ‘yg)% . ./yiq)’y;ﬂ, s y(aql)
von y(\f)- I y§9] 1
von g2,y .y
E—Ey,
von YYD O g,
3
vOon y( y! ) 03__&2+£, . y(Q), y(q) JL:J) orbt h
2) p4(2). 3
von y(l )’y§) y( ), . yg;-—-s,—{-—z’ vt y( ’y(q) g")—sw}-?
E5—&
2} 402 . 3 3
von ¥y, . if)_ i Y2y, ... 3’23)—;.’ Yy, yg}_ .
2 ' ;
von Y5y 2 Y8, -ya(f)—sr{-l’ YU, y(—e,-)-m YD, Y,y (q-)—e,-i-x
2. 52
S Vo Y,y s yPiy®, .y gf-)—e,a-% YO Y9, .y PRTLEN YO U, Y 2,2
3P)

yon y(ll)’y(;) yﬂ] y(?) (2)"

u. 8. W.

(2) : y(‘3) ?/(3)

3) H

y(‘)) y(‘l) y‘ﬁ 7}

Die Exponenten der Zwgige ¥ werden danach im Allgemeinen kleiner
sein als diejenigen der entsprechenden Zweige y, nimlich gleich dem
niedrigsten Exponenten, den einer der Zweige y hat, ans denen sich

1o%
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das befreffende Y zusammensetzt.
ponenten der Y, so ist also:

(@
@
(A0

(b

(,1')(2)

b,
( ) 23— 241
(l)ff)

()

@

&—8)

(1)83-5»‘{‘1

g

&8

(l) «(Ezsl“f'ﬂ“

We

Die Exponenten A{", 2",

b

3

»

1

13

»

»”

»

2

£34

b s

23

»

”

22

»

»

Ernsr RiTres.

Sind (1),%, (&),

die kleinste der Zahlen (), 4, ... 20

1 2
AN, a3, .. A
A, 10, ... 19
2
AG L2
9 6
A o R,
1 2,
l(1 )’ lgz)—n-f-l’ . Ai?*‘x'“
t 2
10, 29, .. 29
{3
AL e
A3 L@
&— & &8
2 i3
AP A e A
AR A3 . A
e-8 7 Te—e &
1 2) 3
x(l )’ ;“(;.‘*'fl"i'l’ A;Lfl‘}‘" lgf‘)‘fl'*‘l
FIO I ACN A3 oL A
& 7 Ve ? & 7 BN
0. 8. W,
241) 1(2) ;L(q)

& )

u. s. w. die Ex-

?51)

EyEy;

E5—&,

T

&

s> die Wurzeln der

determinirenden Fundamentalglelchung der zu IT gehdrigen linearen
Differentialgleichung, will ich die eigentlichen, die Zahlen

B0, @, ...

(7}
@)

die modificirten Exponenten von TT an der Stelle ¢ nennen.
Um jetzt wieder zur fritheren Bezeichnung der Exponenten einer
Stelle ¢; zurfickaukehren, seien 4y, A;2, ... &, die eigentlichen,
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(Aivs (Aizy - - - (A)in die modificirien Exponenten, wobei natiirlick die-
jenigen Exponeuten, welche zu Elementartheilern mit lauter verschie-
denen Nullstellen gehoren, mit den entsprechenden modificirten Ex-
ponenten tibereinstimmen.

Wenn nun die Zweige TI,', T1., ... 1T, auch so ausgew#hlt sind,
dass sie gerade zu den Eponenten i;y, Az, ... %;, gehdren, dass also
> (?;‘32:;, 5 (zi)*w’ " p (2’31“ bei ¢; endlich bleiben oder hoeh-
stens logarithmisch unendlich werden (lefzteres nur in dem Falle,
wenn mehrere gleiche Exponenten vorkommen), so brauchen doch die
entsprechenden zu einer verwandten Formenschaar TT” gebildeten Aus-
driicke P (se)fir’ P(ze)s’ P (ze)lin
selben oder grossere Exponenten 2;1, ;2. ... 4;, besitzt, wie T1", bei
¢; nicht endlich zu bleiben.

Erst die Ausdriicke

M M T
P (zzi)il)n ' op (zgi)(z)é?’ _p(“i)kih,-n

, selbst wenn TT” genau die-

miissen fiir alle Formengchaaren 11, deren Exponenten grésser oder
gleieh 4,1, 4,2, 4;, sind, endlich bleiben.

Aber letztere Ausdriicke kbonnen auch noch dann endlich bleiben,
wenn einzelne Exponenten kleiner sind als 41, 4i2,.. 4, wenn also
T nach der fritheren Definition in Bezug auf 4;1, Aie, .. 4;, als Nor
malexponenten bei ¢; eine Unendlichkeitsstelle besdsse; es diirfen eben
nur die modificirten Exponenten von TT nicht kleiner sein als {4),
(A2, -« (A)in. Das fihrt uns darauf, fiir die Definition des Unend-
lichwerdens an einer Stelle ¢; iiberhauypt nicht die eigentlichen, son-
devn die modificirten Exponenter zu Grunde zu legen. Wir sagen
also, nachdem wir ein Systemn modificirter Exponenten (1)1, ()., .
{4);x als Normalsystem festgelegt haben:

Eine Formenschaor T heisst ber # = e; endlich, wewn die Formen

1T 1T, T
?('3}7:)_ ()1, ?6225) (Rizs + - - Placy) (A)in
bei e; hichstens logavithmisch unendlich werden; e; ist eine Unendlich-
Fkeitsstelle, wenn mindestens eine dieser Formen auch algebraisch unend-
lich wird, eine Nullstelle, wenn alle Formen verschwinden.

Hierbei sind unter TT), T1,, .. T, solche n» Zweige von TT ver-
standen, deren Substitution die zn Anfang dieses Paragraphen benutate
Normalform hat.

Fiir die Determinante einer Basis TT', TT”, . . TI® ergiebt sich der
Satz: Die Determinante einer Basis verschwindel bei e; mindestens in
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der Ordnung (A); = (A + Dz 4 - - + (A)in, hat also den allge-

meinen Ausdruck
=8 Z .
[T 2eey™ 7,0, 2)

¢== A

g =884+ 0= D
i=1
Die Ausnahmepunkte der Basis, einschliesslich der etwa in den Punk-
ten ¢ liegenden, sind durch die Nullstellen von F, gegeben.

Hier ordnet sich nun auch die arithmetische Theorie der algebra-
ischen Fumctionen ein, wie sie von Weber und Dedekind *), Kron-
scker **), Hensel***) untersucht worden ist.

Alle zu einer vorgegebenen n-blittrigen Riemann’schen Fliche
gehdrigen algebraischen Functionen und Formen kann man némlich
als n-gliedrige Formenschaaren in der schlichten z-Ebene, also von

= 0 auffassen, deren Zweige bei geschlossenen Umliufen von z um
gewisse Punkte der 2-Ebene, niimlich um die Punkte z, tiber denen
Verzweigungsstellen der Riemann’schen Fliche liegen, sich permutiren,
d. h, eine specielle Art linearer Substitutionen erleiden.

Mbogen an einer Stelle ¢; ein -, v,-, .. v,-blittriger Verzwei-
gungspunkt der Riemann’schen Fliche iiber einander liegen, ausserdem
vielleicht r schlichte Blitter, so dass

vt ve v b =0
ist. Man sagt dann von irgend einer algebraischen Form, sie sei an

der Stelle ¢; endlich, wenn ihre modificirten Exponenten an der Stelle
nicht kleiner sind als

T 2 pye—1_ 1 2 vp—1 0 1 2 vg—1
Y ! v YU 57 3y P Y 2e? vg! e
0; 0;..0.

Legen wir also diese als Normalexponenten zu Grunde, so wird
. \—1 — —

(@) = Wi+ Dot -+ F Bon= 257 257 - - 22,
(4) ist die halbe Gesammtmultiplicitit der an der Stelle ¢; iiber ein-
ander liegenden Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fliche.

Wir haben also folgende Sachlage:

Wir kinnen alle algebraischen Functionen und Formen der Fliche
duwrch eine Basis TI', TT”, . . TI® yon ganzen algebraischen Formen ra-
tional darstellen. )

#) Crelle’s Journal Bd. 92.
**) Ebenda Bd. 92.
#+x) Ebenda Bd. 109. 111.
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Die Determinante der Basis ist ein Ausdruck von der Gestalt
i=s v;—1

H(ze,-)ir Fy (2, 2,),

worin das Product tiber alle Verzweigungspunkte der Fliche zu er-
strecken ist, und F,(z,, z,) eine ganze rationale Form vom Grade
RS
=040+ 40— Dm—1
ist, deren Nullstellen die Ausnahmestellen der Basis sind.

Da p = 0 ist, so kinnen wir stets eine Minimalbasis finden, durch
welche sich alle ganzen algebraischen Formen linear mit gangen ratio-
nalen Coefficienten darstellen lassen. Die Grade eiper solchen miissen
der Relation geniigen

.,
0, + 6+ -+ 0, = §2U'i—‘ 1).
=1

Die Summe auf der rechien Seite konnen wir durch die Blitterzahl
»n und das Geschlecht p der Riemann’schen Fliche ausdriicken., Wir
bekommen so

Anzahl der Ausnahmepunkte: ¢ = 0,+0,+ .-+ 0, —n—p- L
Minimalbasis: o, +0+--+d8 =ntp-—1
Die Determinante ist die Quadratwurgel desser, was Weber, Dedekind
und Kronecker als Diseriminante der Basis bezeichnen, das Product

y—~1
TT(.ze,-)T ist die Quadratwurzel aus dem wesentlichen, F, (2, 2y) die-
jenige aus dem ausserwesentlichen Theil der Diseriminante, welcher
ja in der That ein Quadrat ist.

§ 1.
Reciproke Formenschaaren.

Es werde jetzt jedem der s singuliren Punkte e; eine bestimmte
Zahl y; zugeordnet. Unter ® mdge irgend eine derjenigen multipli-
cativen Formen vom Grade 2p —2 verstanden werden, welche bei
canonischer Darstellung algebraisch sind (44 § 10),

Ich nenne dann zwei Formenschaaren T und Q reciproke Formen-
schaaren, wenn zwischen threm enisprechenden Zweigen eine Identitil
folgender Gestalt besteht: )

Q4T+ -+ e — [ [ Play:. o, 2).

i=1
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Damit zwei Formenschaaren auf einer Riemann’schen Fliche in
diesem Sinne reciprok zu einander sind, ist, wie leicht zu sehen, noth-
wendig und hinreichend, dass sich ihre Grade ¢ und ' zu

2p—2+4 2 Wi
i==1
erginzen, und dass sich ihre entsprechenden Substitutionen von contra-
gredienten Substitutionen nur um solche Multiplicatoren unterscheiden,
die sich zu den Multiplicatoren der rechts stehenden Form erginzen;
letztere sind durch die Auswahl der unabhéngigen Variablen z,, 2,
und der Zablen g; vollstindig bestimmt, ndmlich bei kanonischen Va-
riablen 2,, 2, (44, § 1)
2inu;

bei einem Umlauf S: ¢

2 o T W, W)
bei einem Periodenweg 4,: ¢ ¢ s
’ & & ¢
. . . ~Z']ax<"llwa+"gwa+“+'uswas)

bei einem Periodenweg B,: ¢ * .

Bildet man zu-allen Formenschaaren einer Classe die simmtlichen
reciproken Formenschaaren, so bilden die letzteren ebenfalls eine Classe,
welche ich die ,,reciproke Classe* nennen will. Man hat dann den Satz:

Ist TV eine Formenschaar der einen Classe, Q eine Formenschaar
der reciproken Classe, so besteht eine Identitdit:

Qo+ M@+ - M= [ [Py ¥, 2),
=1

unter ¥ eine unverzweigte multiplicative Form vom Grade 6 -+ 6’——-2y ;
=1
verstanden.
Umgekehrt, wenn eine solche Identitit besteht, gehdren TT und Q zu
reciproken Classen.

Wenn sich die Exponenten einer Formenschaar TT bei ¢; von
A1, A2y .. o Ay nur um ganze Zahlen unterscheiden kdnnen, so ktnnen
sich, wie leicht zu sehen, die Exponenten einer Formenschaar Q der
reciproken Classe von g; — i3, ¢ — 42, - - . ; — %;, nUr UM ganze
Zahlen unterscheiden. Es moge zuerst wieder der Fall des § 6 aus-
geschlossen sein. Wenn dann 1;;, 4;2,...4;, die Normalexponenten
der einen Classe sind, so will ich als Normalexponenten fiir die reci-
proke Classe die Zahlen j; = p;—2i1, Aing== i — Aia, A}y — 0;— 4;y
festlegen. Damit ist zugleich bestimmt, was man unter einer ganzen
Formenschaar der Classe Q, und was man unter einer Basis zu ver-
stehen hat. Ich behaupte jetat:
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Wenn eine Basis der Formenclasse TT gegeben ist, so kann man
aus thr stets auf einfache Weise eine Basis der reciproken Formen-
classe Q construiren.

Man bilde nimlich die %? ersten Unterdeterminanten des Schemas:
PR P § 1
m, /...

P ,
M, T,., .o,
i—s

multiplicire dieselben mié l lP(ze,-)"“_z" und bezeichne die so erhal-
i—1
tenen Formen mit:

Q/ Q...
Q' Q...

Q Q...
Fasst man dann die in einer Colonne stehenden Formen QP), Qi , . Q)

als Zweige einer Formenschaar Q% auf, go bilden @, Q7, .. Q¥ that-
sidchlich eine Basis der reciproken Classe.

Wenn die Determinante der Basis TT, TT7, .. TI® der ersten For-
menclasse

i==g

[ ] Pee) 7,2, 2)

i=1

ist, so heisst die Determinante der zur reciproken Formenclasse gehd-
rigen Basis @, Q7, .. Q@

l l P(ze)"™ ™% Fy(z, 2,)" ",
oder, wenn ich -
B Bt oo Ey = mpy— &y = &

i=g

1_ P(zei)zi Fy(e,2,) .

i=

setze:

Man sieht hieraus zogleich Folgendes;

Jeder Ausnakmepunkt der Basis T, TT",.. . TI™ st ein Aus-
nahmepunkt der Basis ', Q7, ... Q» von (n — l)facher Multiplicitit.

Es erhebt sich dabei sofort die Frage, welches die Elementar-
exponenten eines solchen Ausnahmepunktes in Bezug auf die Basis
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Q, Q,...Q" sind, wenn seine Elementarexponenten in Bezug auf
die Basis TT', TT”, ... 7T bekannt sind.

Zur Beantwortung dieser Frage stiitze ich mich auf folgenden
Determinantensatz:

T 1Y

. . . . . .
Es werde mit « “# eine Determinante bezeichnet, die aus
.. ',u 2

dem Schema

2,

1 2 23
04y 0%, 0. 8y

1 2 n
w,t, @t ..l
al, o, ..t
n n k3

die %,-, #,-, ... %, Coloune und die 4,-, 4,-, ... 4, Zeile enthilt;
die Gesammtdeterminante des Schemas sei 4.
Es seien ferner
”
Aty 454
1 2
4, 42 ... A

1 2 n
AL, A2 Ar

die ersten Unterdeterminanten des Schemas der «* und die Unter-
determinanten des Schemas der 4* mégen in entsprechender Weise,

Wiy Huyan

. . . # .
wie bei den a* mit A,; P * bezeichnet werden.
ey

Dann besteht der Satz:
i‘n f‘z, e .‘Z‘u — + « ff:" .”'2'7 . "”'u-—‘u . ‘z_fuu-l
Hadage e dy — Tahdsee ety gy
. s s " ’, , * - .

wo unter 4, 4,,... 14—, bezw. x, x,,...%,_, diejenigen Zahlen
verstanden werden, welche man erhiélt, wenn man von den Zahlen
1,2,...n die Zahlen i, 4,,...4%, bezw. x,, %,,...x, weglisst,
und worin das Vorzeichen - von der Reihenfolge der Zahlen ¢, 4, .

v« fn_y, bezw. u,, %, ... x,_, abhingt.
Hieraus folgt, wenn x,’, %,’, ..., & & ,... dieselbe Bedeutung
fiir die Basis @, Q7,...Q® haben, wie i, %,,..., &, &,... &

fir die Basis TT, TT7,... 1™ (§ 4):
Ky = tn— pr + (0 — )%

»

8‘,‘ == xl - fp—pti.

Wenn also v  Elementarexponenten &, &, ...&, von Null ver-
schieden sind, so sind von den Elementorexponewten &, &, ... die
ersten n—v simmilich gleich =,, die folgenden v dagegen um &,, &, ,. .
. . & Kleiner als x,
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! . ’

81 ::82 =-;-:gn_yle’.—:é]—!—{z—*—.‘,._i_ey
’
Epmpfl == Ky — &y

En-viz = %y ~— & 4

Ea =% — &.

Wenn 2z speciell ein einfacher Ausnahmepunkt fiir die Basis T{,
", ... TI" igt, so ist

also

’

81-_'_:82:::.--=5,‘_1=::1, &y = U,

z ist also fiir Q, Q7,... Q" zwar ein (# — 1)facher Ausnahmepunkt,
doch kénnen die Zusammensetzungscoefficienten einer ganzen Formen-
schaar Q an der Stelle x nur einfach unendlich werden, und zwar so,
dass die n Coefficienten des Unendlichwerdens nur einer einzigen ho-
mogenen linearen Gleichung zu geniigen brauchen.

Des Genauern liegh die Sache so:
Wenn z ein einfacher Ausnahmepunkt der Basis 1T', 777, ... Ti®
ist, so giebt es in dem Schema
Tl'l' Tl'l" C. ﬂg")
m n,r... e

W, T ... T

mindestens eine Zeile, deren zugehdrige erste Unterdeterminanten fiir
2y == &y, 2, = %, nicht simmtlich verschwinden. Das Verhiliniss der
Werthe dieser Unterdeterminanten an der Stelle 2 ist wegen des Ver-
schwindens der Gesammtdeterminante ein wohlbestimmtes, von der
Aunswahl der Zeile unabhingiges, etwa

A1 :Az:"':An.
Andererseits giebt es wegen ¢, = O in dem reciproken Schema:

Q' 9 ...em
Q Q...

Q Q...om
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mindestens eine Zeile, deren Glieder fiir 2, ==, , #,=a, nicht simmt-
lich verschwinden, und diese Glieder stehen, wegen des Verschwindens
der (m— 1)ten Unterdeterminanten, an der Stelle z=2 in einem wohl-
bestimmten, von der Auswahl der Zeile unabhingigen Verhiltniss,
nimlich in genau demselben Verhiltniss

A A4, 4,,
wie aus der Definition der Q unmittelbar folgt.

Wir haben dann folgenden Satz:
In einer ganzen Formenschaar:

M=o, 1"+ ‘Pzn” + -4 @ 0T

diirfen die @,, @y, . . . @, je einfach unendlich werden mit Coefficienten
@y, Ogy o« Oy, Welche tn dem Verhiltniss stehen:

oty ety = A 14,0000 4,
und in emer ganzen Formenschaor:
Q= "/’29' + "PgQ” + Tt + 1/)1;9(”)

diirfen die ¥y, ¥y, ... ¥, je emfach unendlich werden mit Coefficienten
Bis Bos . .. Bu, welche der Gleichung geniigen:

A8+ 4,8, -+ 4. . = 0.

Jede Formenschaar TT lisst sich durch 11, TT”, ... TI®, jede For-
menschaar Q dureh @, Q7,... Q" linear ausdriicken:

M=l 4 @,T" + -+ 4 @, ",
Qo= gy Q -y, Q7 - 9, QU
Bildet man den Ausdruck

TT,QI + ]T292 T anm
so erhilt man

oty -, THQ + @y X TH% + -+ - + 9y 9, ) TP

T 2;1;’Q; + ¢, 11’22 4 %%211;-’ Qi

 Gathy DO + @uthy DT + - o @uthy DT,

3 H 4

Aus der Definition der @', Q", ... QU folgen aber die Identitéten:
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i=n Fe=g

Znﬁfﬁz? —~ [] Pzers. By(ey, =),

i=1

Zﬂfo = 0, wenn 7p§ l.

In Folge dessen ist
me + M, +--- 4+ 1.9,

= [] PG ey Fi(ery 2 - (094 ot + - + 9a¥).
t=s1

Wenn TT und Q nieht nur reciproken Classen angehoren, sondern
selbst reciproke Formenschaaren im Sinne der Deflnition zu Anfang
dieses Paragraphen sein sollen, sp miissen die Producte F,(z,,2,).9,.%,,
Fy(2y,2)) - @3- %yy oo« Fy(2),2) . @n . ¥n jedes eine multiplicative
Form ®;, 5 (2, 2,) sein, also g, und ¢, . F, (s, #,) miissen reciproke
multiplicative Formen sein. Wir haben also den Satz:

Ist

M=gp,Q + 0, + -+ 9, Q"

wgend emme Formenschaar der Classe TI, so driicken sich die zu TT re-
ciproken Formenschaaren Q in der (estalt aus:

9 oy Qs . P, .
Q-—-—-—F:;Q-{-EQ + - +—F;Q()’

unter @, @, . .. @ multiplicative Formen verstanden, welche zu den
Formen @, @,, ... p. bezichungsweise reciprok sind. (44, 8. 312.)

§ 8,
Fille mit ganzzahligen Exponentendifferenzen.

Ziehen wir jetzt auch die in § 6 besprochenen Fille mit in die
Betrachtung, so fndern sich die Angaben des letzten Paragraphen
nur insofern, als an Stelle von 1;1, 4;3,.., 4,3 4; die modificirten
Exponenten (2)i1y (A)iz, . .. (A)in; (4); treten.

Als Normalexponenten fiir die Definition der ganzen Formen-
schaaren sind sowohl in der Classe der TT, wie in der Classe der Q
modificirte Exponenten zu Grunde zn legen.

Ich behanpte nun:

Wenn (1)1, (Aiz, . - - (A)n brauchbare modificirte Exponenten der
Classe TT sind, so sind (M) = ;i — (D, (A)e = pe— (A)iz, - »
e o (A)in = s — (A)in gerade auch brauchbare modificirte Exponenten
fiir die reciproke Classe Q.
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Ich will wieder, uwm unniitze Complicationen zu vermeiden,
nur diejenigen Fundamentalzweige beriicksichtigen, welche zu Ele-
mentartheilern der Substitution mit derselben Nullstelle gehbren, wie
m § 6.

Dann hat die zu S contragrediente Substitution S’ eine &hknliche
Gestalt wie S:

slol-|-1o
8, 0

S — 1
00 -8

und ebenso natiirlich jede Substitution, die sich von der contragre-
dienten um eine simultane Multiplication aller Zweige mit einer Con-
stanten unterscheidet.

Dabei hat das Theilschema S, die Gestalt:

+B, —B, +B-- - (=17 B
0+, —f- (=178
S| =10 0 4p---(—=1)"°.8

0 0 0. 48

Die Theilsubstitution S, nimmt die gewdhnliche Normalform an,
wenn man sie vermittelst der Substitution

0. ...0, 0, 0, 1
0 0, 0, -1, 0
0 0, +1, +1, 0
0

~1, —2, -1, 0

— I;év-‘*’...(.-nw-* (3,52)’ (_.1‘)8r1(5*r2), (=1, 0

transformirt.
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Sind also TT;, T,, .. : TJ,, Fundamentalaweige von TT, welche eine
Hamburger'sche Untergroppe bilden, so sind die contragredienten
Zweige Q, Q,, ... Q,, von Q zwar nicht selbst Fundamentalzweige

von Q, wobl aber die Combination:

+Q,,

— Q15

+ Q2 -+ Qe -1,

—~ (Re,~31+29Q, 2+ Q, 1),

0 (2 + TR T D%+ +2,0).

Wenn 1T, TT,, . . . 7., an der betreffenden Stelle die Exponenten
(W), (A)(g"), ces (1)2? haben, so sind die Exponenten von Q;, Q,,...%,,
der Reihe nach g; — (), w; — (DY, ... g — (2.)‘;:’, die Exponenten
der Fundamentalzweige von Q dagegen dieselben Zahlen in umge-
kehrter Reihenfolge

].l 514)2 i — (l (E‘V)'
b Y
A = p — (W4,

(1)) = — @Y.

In der That, nur so sipd sowohl die (1) wie die (4') nach ab-
nehmender Grosse des reellen Theils geordnet, wie es bei einem Funda-
mentalsystem der Fall sein muss.

Ich behaupte nun:

Wenn die (1) modificirte Exponenten sind, d. k. durch Uebergang
zu emem andern Fundamentolsystem wicht wmehr erniedrigt werden
kimmen, so sind auch die (1) modificirte Exponenten, d. h. kinnen
ebenfalls wicht durch Uebergang 2u einem andern Fundamentalsystem
erniedrigt werden.

Damit némlich ein System von Exponenten (1), die sich nur um
ganze Zahlen unterscheiden, ein modificirtes Exponentensystem sei,
ist nothwendig und hinreichend, dass die Gleichungen auf 8. 176 auch
richtig bleiben, wenn man vechts fiir die 4 die links stehenden (1)
selbst einsetzt,
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D. h. in dem Schema

(P @p P - @,
MP @p @ @y,
@n @ @ @,
W&, (8, (B,
@ (@ 1w,
(A&, @,

(DS Ve,

(A9,

q

(),

miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1) Die Zahlen jeder Colonne miissen nach abnehmendem reellen
Theil geordnet sein,

2) Schiebe ick die erste Colonne, oder die ersten zwei Colonnen,
u. s. w., allgemein die ersten (v — 1)-Colonnen jede so weit
nach unten, dass sie mit der wten Colonne auf derselben
Zeile endigen, so muss in den ¢, ersten Zeilen immer die
vte Zahl den kleinsten reellen Theil haben, unbeschadet
der Mboglichkeit, dass auch noch andere Zahlen derselben
Zeile denselben kleinsten reellen Theil haben.

Die Bedingung 2) ist dann und nur dann erfiillt, wenn einerseits
in dem hingeschriebenen Schema die Zahlen jeder Zeile nach zu-
nehmendem reellen Theil, andererseits in dem Schema, welches man
durch Herunterschieben der Colonnen bis auf die letzte Zeile erhilt,
die Zahlen jeder Zeile nach abnehmendem reellen Theil geordnet sind.
Colonnen, welche die gleiche Gliederzahl besitzen, miissen dabei aus
denselben Zahlen bestehen.

Und hieraus folgt nun unmittelbar der zu beweisende Satz. Denn
das dem hingeschriebenen Schema der (1) entsprechende Schema der
() erhdlt man, indem man alle Colonnen bis auf die letzte Zeile
herunterschiebt, dann die Reihenfolge der Zeilen umkehrt und endlich

die (4); durch (X)_,1 = g, — (A), ersetat.
Es ist dann sofort zu sehen, dass das System der (1) gemau
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denselben Bedingungen geniigt, wie das der (1), dass also die (1))
wirklich modificirte Exponenten sind, w. z. b. w.

Wir kbnnen daher, wenn (1)1, (3)iz, .,.(4),, die Normalexponenten
der Classe TT sind, ohne Weiteres

(AYir =i — (A1, Qiz=thi — Az, . . + (A)in = i — (L)in
als Nor;nalexponenten fir die reciproke Classe annehmen, und es
bleiben somit alle Entwicklungen des vorigen Paragraphen auch fir

die zuerst ausgeschlossenen Fhlle bestehen, wenn man nur die
151 , l,‘g, e li"; 2.,' ﬁbemu durch (l)il 3 (2-);2, . (Z:‘;”; (l)z ersetzt.

§ 9.
Ausdehnung des Riemann-Roech’schen Satzes.

Ich verstehe jetzt unter einem ,, Riemanwn’schen Formensystem* die
Gesammtheit derjenigen verwandten Formenschaaren, welche ein und
denselben vorgegebenen Grad, und ein und dasselbe vorgegebene
Multiplicatorsystem besitzen. Die Gesammtheit der zu den Schaaren
eines Formensystems reciproken Schaaren ist natiirlich wieder ein
Formensystem, das reciproke Formensystem.

Wir stellen uns die Frage:

Welches ist die allgemeinste Formenschaar T1 eines Riemann’schen
Formensystems, welche nur an vorgegebenen Stellen bis zu je einer vor-
gegebenen Ordnung unendlich weyden darf, und wie viele willkiirliche
Constanten enthilt eine derartige Formenschaar?

Zuerst stelle ich die etwas einfachere Frage:

Welches ist die allgemeinste ganze Formenschaar eines Riemomy'-
schen Formensystems, und wie viele willkiirliche Constanien enthilt sie?

Es sei T, 17, ... TI® eine Basis der Classe TT mit nur einfachep
Ausnahmepunkten; eine solche Basis kann man ja nach § 5 stets
finder, Die Grade von TT, 1T, ...TI® seien 0, 8,, ... 08, ibre den
Periodenwegen A4,, B, entsprechenden Multiplicatoren

a:uﬁ’x, ax; ﬁ:, a(tn), J(ZZ),
ihre Determinante
1 l P(Z(fz} ‘Fy (2, 2,),

=1

g=0+ 8+ -+ —Z(zx
i=1
und die Ausnahmepunkte, die Nullstellen von F, seien ¥/, y",...y".
Eine ganze Formenschaar TT des Formensystems vom Grade 8
und mit den Multiplicatoren e, f, muss sich in der Gestalt darstellen:

Mathemativche Annalen. XLYIL 13
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M=+ @, + -+ 4 71,
wobel @, ¢,, . . . Q. unverzweigte multiplicative Formen von den
Graden 6 —4,, d —0,, ... 8 —d, und mit den Multiplicatoren
“” be, o 6"' £ —ai = sind, welche nur an den Stellen ¥, y",...4®
je emfa,ch unendlich wer den diirfen, aber mit Coefficienten, welche
noch gewissen Bedingungen gentigen miissen.

Die Coefficienten des Unendlichwerdens von ¢, an den Stellen
¥,y .. . Y@ seien a, ¢, ...al@. Die Bedingungen, denen diese
Coefficienten unterworfen sind, sind folgende:

1) Die am Ende von § 7 angegebenen:

’ r ’ ’
e e o, =A 4, - -: 4.,
alu a2r/ . a; —_ Aiu A.,” An”,

(@) ., g}, . Q). (9) [}
1q.0£2)."' .A A . .An),

2) diejenigen Bedingupgen, die aus der Theorie der multiplicativen
Formen fiir die Unendlichkeitsstellen jeder einzelnen Form ¢, folgen
(44, S. 315):

o @) (y's 9) + o o (0, 9 -+ AP gl (U7, o) =0,
wo fiir ¢, der Reihe nach die simmilichen hnear unabhingigen ganzen
zu ¢, reciproken mulfiplicativen Formen einzusetzen sind.

Ich setze gemiss den Gleichungen 1)

’=A_' 4 '—Ala, ...a,: =A7:0¢,,
_—Aﬂ 4 “2 ——-A”lx” "‘“,l’ =A,:’C{",

9} A(lq) &2 agq) — A(gq) &9 ... aff) — Agf) ) ,

so dass ieh nur noch ¢ unbekannte Grossen ', «”, ... ¢@ habe.

?

Diese sind nun noch den Bedingungen 2) zu unterwerfen:
@) @479 s 1)+ & A 9 ) A+ 1P AP o) (U9 = 0
worin »==1,2,...% zu setzen und bei jedem v fiir ¢, der Reihe
nach simmtliche linear unabhiingigen zu ¢, reciproken ganzen Formen
eingzusetzen sind.

Sei 6, die Anzahl der linear unabhiingigen ganzen Formen ¢,,
6, die Anzahl der linear unabhingigen reciproken ganzen Formen g,
so sind also die ¢ Coefficienten o', &”,...0% im Ganzen 6, 4-6, +---+ 64
homogenen linearen Gleichungen zu unterwerfen.
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Es mbgen ¢* dieser Gleichungen eine identische Folge der iibrigen
sein; dann sind Q—ZGJ - ¢ der Coefficienten o, &”, ... a@ will-

kiirlich. Da aber zu jeder der Formen g, noch eine ganze Form ¢,
des betreffenden Grades und Multiplicatorsystemes hinzugefiigt werden
kann, ohne dass die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sich indern,
so enthalten die ¢, zusammen im Ganzen

6=26,+q—26;+6’

willkiirliche Constanten linear und homogen.
Nach dem Riemann-Roch’schen Satz fiir ganze multiplicative
Formen (44, 8. 314) ist aber:

6,=0—0,—p-+1+40
also ist, mit Riicksicht auf die Gleichung

2 0, ==q va(}')i»
i=1

i=¢g @
6 =n@—p+1)— D 1)+

i=1
Die Zahl ¢', die Anzahl derjenigen Gleichungen (2), welche identische
Folge der iibrigen sind, ist nun genauer zu charakterisiren. ¢ bedeutet
die Anzahl derjenigen linear unabhingigen linearen Verbindungen der
6, + 6, + « - - 4 6, Gleichungen (2), welche identisch verschwinden,
d. L. in welchen die Coefficienten vou &, &”,. .. (@ jeder einzeln ver-
schwinden. Denkt man sich die 6, 6,4 - - - 6, Gleichungen (2"
untereinander geschrieben, jede mit einer unbestimmten Constanten
multiplicirt, alles addirt und die Coefficienten schliesslich = 0 gesetzt,
so erhilt man g Gleichungen von der Form:

A o/ @'y v ) + 4y @) (.%” ¥+ 4 Adiea (), ¥)) =0,
4,7 971’(?/1 Y+ 4,7 P, ?/1 2y ¥y ) e y: 907:(?/1”: ¥, )=0,

(y(q) y(Q))+ _A(q)q,:z (y(1Q),?/(9)) +---—{-—A£f) ®. (y(a) (9)) =0
wo dle 6, -+ 6, + - - - + ¢, unbestimmten Multiplicatoren der Glei-
chungen (27) als willkiirliche Constanten in den ganzen Formen
@, @5, . . . @, enthalten sind.

¢ ist daher die Anzahl der willkiirlicken Constanten in denjenigen
ganzen Formen ¢, @, ... ¢., welche den obigen g Bedingungen
gentigen,
Wir ziehen nun die zu TT reciproken ganzen Formenschaaren {2
13%
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mit heran, Die reciproken Formenschaaren iiberhaupt haben nach § 7
die Form

Q——q"Q—{— Q - rQW,
q

Wenn Q eine ganze Formenschaar sein soll, so diirfen die Coefficienten
in dieser Darstellung an den O-Stellen von ¥, nur einfach unendlich
werden, d. b, @, @, ... @, missen ganze Formen sein. Die Coeffi-
9 @, Pa

F,’ F, F,

cienten des Unendlichwerdens von an der Stelle ¥/,

sind proportional mit
O (U5 42)s @5 W5 92)s -« - Pulyyy ¥)-

Diese Grossen miissen also, wenn Q eine ganze Formenschaar sein
soll, nach S. 190 der Gleichung geniigen

A (s )+ 49 (0, 9) A+ -+ Aapi(y, 4) = 0.
Entsprechend an den Stellen 3", ... y@:

A7 @/ (" 9.")+ 49, Wy Fo Al e (w9 =0,

AP o) (7, o) + A @) 0, o) 4+ 4P (1, 9) = 0.

Es giebt also so viele linear unabhiingige zu TI reciproke ganze
Formenschaaren, als es linear unabbingige ganze Formen ¢, @,,...@,
giebt, die diesem Gleichungssystem geniigen, d. h. da dieses Glelchungs-
system mit demjenigen auf der letzten Seite identisch ist:

6 bedewtet die Anzahl der linear unabhingigen ganzen zu TI
reciproken Formenschaaren.

Und wir haben hiermit den Satz gewonnen:

Die Anzahl der linear unabhingigen gamzen Formenmschaaren T1
eines gegebenen Formensystems ist

¢ =n@—p+1)— D+,

=1

under & die Anzahl der linear unabhingigen ganzen Formenschaaren
des reciproken Formensystems verstanden.
In Folge der Identititen:
848 = Do+ 20— 2,
=1

(i + W) =ny;
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kann man dieselbe Gleichung auch in der genau reciproken Form
schreiben

1==8
0 = n(d —p4+1) _-2’41'),- -+ a.
i=1

Hiermit ist der von wir in (44, 8. 314) fiir ganze multiplicative
Formen ausgesprochene Satz, die Erweiterung des bekannten Brill-
Nother'schen Reciprocititssatzes, auf Riemann’sche Formenschaaren
ausgedehnt worden.

Bs ist nun auch eine Leichtigkeit, die Anzahl der willkiirlichen
Constanten in einer Formenschaar mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen
abzuzihlen, und damit die Ausdehnung des allgemeinen Riemann-
Roch’schen Satzes anzugeben.

Es sei TT eine Formenschaar des gegebenen Formensystems, welche
an den & vorgegebenen Stellen 2/, z”, ... %' unendlich werden darf;
Stellen, an denen mehrfaches Unendlichwerden gestattet ist, mogen
dabei so oft mitgeziihlt werden, als die betreffende Multiplicitat
angiebt.

Es werde zur Abkiirzung

fo = P(zzy P(zx") ... P(z2®)
gesetzt, und a,, b, selen die Multiplicatoren von f,. Ks ist dann
TT.f. die allgemeinste ganze Formenschaar des Formensystems vom
Grade 8 4 ¢ mit dem Multiplicatorsystem a.e., b.f.. Die Anzahl
der willkiirlichen Constanten in TT ist daher

n(@+e—p+1) — D (B + 7,

i==1

unter ¢’ die Anzahl aller linear unabhiingigen ganzen zu 7. f, reciproken
Formenschaaren verstanden.

Die letzteren sind also
Q

£’
unter Q die allgemeinste zu TT reciproke ganze Formenschaar ver-
standen, deren simmtliche Zweige an simmtlichen & Nullstellen von ¢
verschwinden.

Mithin besteht der Riemann-Roch'sche Satz fiir Formenschaaren
mit Unendlichkeitsstellen :

Die Anzahl derjenigen linear unabhingigen Formenschaaren TI
eines Formensystems, welche an & vorgegebenen Stellen unendlich werden
diirfen, ist )

w@+e—p+1) — D Wi+ 7,

i==1
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unter © die Anzahl aller derjenigen linear unabhingigen ganzen Schaaren
des reciproken Formensystems verstanden, welche an den simmntlichen
zugelassenen Unendlichkeitsstellen verschwinden.

§ 10.
Die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen.

In (44) habe ich auf den dort aufgestellten Riemann-Roch’schen
Satz eine Darstellung der multiplicativen Formen durch Elementar-
formen gegriindet, d. h. durch Formen, die nur an je einer einzigen
variablen Stelle unendlich werden. Kine ganz entsprechende Theorie
lasst sich jetzt mit Hiilfe des verallgemeinerten Riemann-Roch’schen
Satzes fiir die Riemann’schen Formenschaaren aufbauen.

Bevor wir jedoch versuchen, eine Formenschaar, welche an vor-
gegebenen Stellen mit vorgegebenen Coefficienten unendlich wird,
wirklich darzustellen, miissen wir untersuchen, ob wir iiberhaupt die
Unendlichkeitsstellen und ihre Coefficienten ganz beliebig vorgeben
diirfen, oder ob dieselben nicht etwa gewissen Relationen gentigen
miissen. JIch will mich hierbei, wie iiberhaupt bei den weiteren Ent-
wicklungen in dieser Arbeit auf nur einfache Unendlichkeitsstellen
beschrénken.

Eine Formenschaar TT werde an den Stellen &, ", ... z{ je
einfach unendlich. Um das Verhalten an einer dieser Stellen voll-
stindig zu charakterisiren, miissen wir angeben, mit welchem Coef-
ficienten jeder einzelne der Zweige TI,, TT,,... 1T, an der Stelle un-
endlich wird. Zu jeder Stelle 2 gehtren also n Coefficienten 7., 9,,... 74,
welche in der Weise definirt sein modgen, dass die Entwicklung des
Zweiges TI; nach aufsteigenden Potenzen der Primform P(zx) mit dem
Gliede beginnt:

i=¢ $
v -HP(xe,—)"" . (1%) i Pzz)-1,

i=1

In diesem Sinne mdgen zu den Punkten #'. 2, . .. 2 die Coefficienten

2 ’ , . { as
Y I A Y T S PR LY gehbren.

Welchen Relationen miissen diese Coefficienten geniigen?
g(#y, 2,) sei irgend eine der zu TI reciproken ganzen Formen-
schaaren. Dann besteht eine identische Relation:

i=n

Mg + gy 4 - -+ Mg = [ [Pleeits- 00ps(zy, 2),

=1

worin ®p, »(z,, 2,) eine, wenn wir der Bequemlichkeit halber im
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Folgenden immer kanonische Variabeln z,, 2, zu Grunde legen, alge-
braische Form vom Grade 2p — 2 ist.

®y,_s wird nur an den Stellen &, 2", . . . 2 je'einfach unendlich,
und zwar an der Stelle 2 mit dem Coefficienten

P00, 20) + 10050 ) -+ D, (@ 2)) .

Nun muss aber nach (44, S. 312) die Summe dieser Coefficienten an
den & Stellen 2/, 27, . . . 2 gleich Null sein, und dies muss der Fall
sein, welche der ¢ linear unabhingigen ganzen Formenschaaren
959", .-.9% wir auch benutzen, d. h.:

Die ne Coefficienten der ¢ Unendlichkeitsstellen der Formenschaor TT
wmiissen den & linearen Relationen gewiigen:

2’ ?Sv) gi' (xgv) , x!;)) =0, E’ 7,?) gi" (xgv} s xg')) =0,..
i

.. E’ YO g (20, 2y = 0.
FR

iy

Wenn es 7’ linear unabhiingige lineare Combinationen der Schaaren
95,89 ...9° giebt, deren simmtliche Zweige an simmtlichen Stellen
2, a”, ... z® verschwinden, so sind von diesen ¢’ Gleichungen nur
¢ — 7' linear unabhiingig, die »® enthalten also genau n.¢ — ¢ 4 ¢’
willkfivliche Constanten linear und homogen. Ausserdem kann man
aber ohne Aenderung der »(* zu TT noch eine beliebige ganze Formen-

schaar desselben Formensystems hinzufiigen, welche

6 =n@—p+1)— (h+o

willkiirliche Constanten linear und homogen enthilt. Das giebt genau
ne— 6 4+ 7 46 =n@te—ptl) — D @it 7
=1

linear und homogen in TT enthaltene willkiirliche Constanten, genau
dieselbe Zahl, welche der Riemann-Roch’sche Satz giebt.

Darans folgt:

Die angegebenen Relationen sind die einzigen, denen die Coefficienten
9 der Unendlichkeitsstellen zu gendigen brauchen.

Von den willkiirlichen Constanten in einer an den Stellen o',2”, ...«
unendlich werdenden Formenschaar T1 kommen ne — 6 + 7' auf die
Coefficienten. der Unendlichkeilsstellen und 6 auf die in 11 enthaltenen

gangen Formenschaaren.
Diese Sitze ermoglichen uns nun die Construction der gesuchten

,;Elementarformenschaaren®,
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§ 11
Die Elementarformenschaaren.

Unter einer ., Elementarformenschaar erster Art® eines bestimmien
Riemann'schen Formensystems versiche ich eine Formenschaar

AB (2, 2,5 2y, 2,),

welche sowohl in z,, z,, wie in z,, x, homogen ist, welche als Function
von 2y, 2, eine Formenschaar des betreffenden Riemanw'schen Formen-
systems ist, und ausser an einer gewissen Anzakl fester Stellen b',b",...b™)
nur an einer variablen Stelle z einfach unendlich wird, und zwar an
letsterer so, dass nur der kte Zweig N mit dem Coefficienten 1 unend-
lich wird, die 4brigen Zweige aber endlich bleiben.

An der Stelle x soll die Entwicklung des kten Zweiges nach
Potenzen von P(zz) mit dem Gliede beginnen:

f==s

H Plxe) (ﬁg};n) P(zay*.

=1

Dies Glied ist aber, da die Primform in ihrem ersten Argumente vom
Grade 2p —_zp_—i—_!
m

{m = Blitterzahl der Riemann’schen Fliche), wie man leicht nach-
rechnet, in 2,, z, vom Grade des zum vorgelegten reciproken Formen-
systems; dasselbe muss daher, wegen der vorausgesetzten Homogeneitit
in z,, #,, von der Formenschaar iiberhaupt gelten. Wir haben also
den Satz:

Wiéikwrend die Elementorformenschaar als Function hres ersten
Argumentpaares natiirlich vom Grade 0 des vorgelegien Formensystems
T ist, ist sie als Function ihres zweilen Argumentpaares vom Grade 0
des 2u T reciproken Formensystems Q.

Es seien jetzt ['(2, 2,), (2, &), - - . [ (2;, &) 6 linear unab-
hingige ganze Formenschaaren des Systemes T7(z,, 4,), und g'(z,, 2,),
g &, %), - . . g9 (z,, x,) 6’ linear unabhiingige ganze Formen-
schaaren des reciproken Systems Q(z,, 2,),-und irgend eine lineare
Combination der £, f”, ... f@ werde allgemein mit /(z,, 4,), eine
solche der ¢’, g7, ... g} mit g(z,, z,) bezeichnet.

Die Coefficienten des Unendlichwerdens der n Zweige von A® als
Function von 2, z, an der Stelle 5® mbgen mit 8,,, fa,, ... B4
bezeichnet werden. Dieselben miissen dann nach dem vorigen Para-
graphen mit der Stelle # durch die ¢’ Relationen verbunden sein:

ist

-2 . . .
, in jhrem zweiten Argumente vom Grade
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2, Borgi 00, 0) = —gi' (2,,2),
v

o” v ¥ ’” j oo ]
O oot @) =~ @m, =

S Bt 00, W) = — @, ).

Ich behaupte:

Diese Gleichungen konnen bei varigblem z nur daun immer mit
einander vertriglich sein, wenn es keine lineare Combination g{z,, z,)
der ¢’ Schaaren g, ¢g”, ... g7 giebt, deren simmtliche Zweige an
sammtlichen Punkten &, ", ... %) verschwinden.

Denn dann miisste nach unseren Gleichungen der kte Zweig dieser
linearen Combination auch an der frei beweglichen Stelle # verschwinden,
d. h. er miisste identisch verschwinden, und dies wire, da wir die
Gruppe immer als tramsitiv, die Formenclasse also als irreducibel
voraussetzen, nur so moglich sein, dass alle Zweige von g(z,, #,)
identisch verschwiinden. Es gibe also eine identisch verschwindende
lineare Combination der g°, g”, ... g©® entgegen der Voraussetzung,
dass g', ¢”,... ¢ als linear unabhiingig ausgewiihlt sind.

Wir miissen also die festen Unendlichkeitspunkte unserer Elementar-
formenschaar nothwendig so auswdihler, dass keine ganze Formenschaar
g(x,, x5) des reciproken Systems an allen diesen Punkten verschwindet.

Eine solche Lage der Punkte &, 87,...5¢) will ich kurz ,all-
gemeine Lage'’ nennen. Ich sage:

Wenn nr’ < ¢ ist, so ist die Lage der Punkte gewiss nie all-
gemein, wenn 7 > 6" -+ p — 1 ist, so ist die Lage der Punkte gewiss
immer allgemein, wie sie auch liegen mégen.

Denn wenn n# < 6" ist, so sind die n#" Gleichungen

a, 9 07, B8) + a, g7 (40, 85 4 -+ + aw gl (0, 87) =0
gewiss durch mindestens ¢’ — 2" linear unabhiingige Systeme nicht
durchweg verschwindender a,, a,, . .. as losbar.

Andererseits, seien die 7 Stellen simmitlich Nullstellen einer
ganzen Formenschaar g, so kann ich setzen

9z, &) =] [ Pab) - bz, ),
r=1
wobei & (z,, 2,) wieder gine ganze Formenschaar, allerdings von einem
andern Formensystem als g, ist, Ich erhalte nun aber gewiss wieder
ganze Formenschaaren desselben Systems wie g, wenn ich in vor-
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stehendem AusdruckH.P (b)) durch irgend eine ganze multiplicative
=1

Form ¢ vom selben Grade # und vom selben Multiplicatorsystem

ersetze. Also muss die Anzahl ¢ der willkiirlichen Constanten in g

mindestens gleich der Anzahl der willkiirlichen Constanten in einer

ganzen multiplicativen Form vom Grade # sein, also mindestens

gleich ¥ — p 4 1. Wir haben also

6’29”-——29«[— 11
<o +p—1.

Weunn also #' > ¢ 4 p — 1 ist, kann gewiss keine Schaar g an allen
Stellen verschwinden, w. z. b. w.

Es seien nun also die Stellen ¥, 5", ... 5" so gewihlt, dass sie
allgemeine Lage haben. Es ist dann gewiss n.7" > ¢. Ich setze
allgemein

ny = 6 < g,

Wenn @ > 0 ist, so sind die Coefficienten 8;, in den fesien
Unendlichkeitspunkten 5 durch die Lage des Punktes 2 nicht ein-
deutig bestimmt, da dise Anzahl der Unbekanuten grosser ist als die
der Gleichungen. Man muss daher, um vollige Bestimmtheit zu haben,
noch ¢ weitere Bedingungen hinzufiigen, etwa ¢  lineare Gleichungen
von der Form

@ D BuBi =0, D puBi=0,... > p,BY =0.

Dabei muss man aber die im tibrigen willkiirlichen Hiilfsconstanten

B/, B, ... B so wihlen, dass die Determinante der linken Seiten
des gesammten Systems der ¢’ -+ ¢" Gleichungen von Null verschieden
ist, was gewiss moglich ist, da wegen der vorausgesetzten allgemeinen
Lage der Punkte ¥, %", ...b0") nicht alle ¢"-reihigen Determinanten der
aus den Coefficienten der linken Seiten der Gleichungen (1) gebildeten
Maitrix verschwinden.

Durch die bis jetzt getroffenen Bestimmungen ist nun allerdings
die Elementarschaar A® (s, , 2,5 «,, z,) noch nicht vollstindig definirt —
denn man kann unbeschadet der gegebenen Bedingungen noch irgend
eine lineare Combination der Schaaren f' (2,, 2,), 7 (21, Zo),---[ @) (2, 25)
mit beliebigen Formen d¢’-ten Grades von x;, x, als Coefficienten hinzu-
fiigen —, aber wir werden sehen, wie wir auch die noch willkiirlichen
Formen von z,, #, in A® annehmen mbgen, dass die A®(z,, 2,5 z,, 2,)
doch schon zur Darstellung einer beliebigen Formenschaar TT(z,, 2,)
durch ihre Unendlichkeitsstellen brauchbar sind; und noch mehr, (im
nichsten Paragraphen), dass sie- gleiehzeitig zur Darstellung einer
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Formenschaar Q(z,, #,) des reciproken Systems durch ikre Unendlich-
keitsstellen brauchbar sind.

Ich behaupte also zunichst:

Vermittelst der definirten Elementarformenschaaren A® (z,, 2,; x,, %,)
und vermittelst irgend o linear unabhingiger ganser Formenschaaren
F2,2), (2, 2), ...[9 (2, 2,) kann man die allgemeinste Eie-
manw'sche Formenschaar T1(8,, 2,) des vorliegenden Formensystems dar-
stellen , welche an & vorgegebenen Stellen &, 27, ... 2 mit den vorgegebenen
Coefficienten y/, ¥y ..+ Va5 72725« Va3 eoe P05 98,0y un-
endlich wird.

Ich behaupte ndmlich, die allgemeinste derartige Formenschaar ist

N (g e 2,8y N (g, 20"+ -
ot 7N (21, 255 27, )
+ 2 N (2, 295 &), ) F 7' N (25 205 2", 2") + - -
Tz, 2;) = e A (2, 2,5 2, 21"

4+ 72 A (zy, 2,5 ), le) + vn N2y, 205 2,7 257y 4 -
_} },(5) Afn)(z” 2,3 xﬁ”, x\e))

+ 7 ey @) vl (2, 2) - 7o Oz, 20)-
An den Stellen 2, 2", ... 2® werden die einzelnen Zweige der dar-
gestellten Schaar in der That in der verlangten Weise unendlich. Es
ist nur noch zu zeigen, dass die Summe an den Stellen ¥, ", ... 5¢")
endlich bleibt. Sei 8 der Coefficient des Unendlichwerdens von TT;
an der Stelle ), so setzen sich diese Coefficienten aus den entsprechen-
den Coefficienten ﬁf:f‘ der verschiedenen Elementarschaaren
A® (2, 2,5 2, &)

linear zusammen:

§v) — Ri yku) ﬁk,,u

Ly -
k4
Sie geniigen in Folge dessen einerseits den ¢’ Gleichungen

E,ﬂ(y)-]‘ b(“’)’ b(’)) — E’ y(#)qk ,v(l.u)’ .’Z(u))
inv

S a g 0, o) =2y£"’gk" (@, 2%,
J &t

iv

S804 (08, 1) — S0l o, o)
& u

LY
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andererseits den ¢’ Gleichungen

> 8B, =0,
Z'ﬁﬁ" B, =0,

[

E' Y BE) = 0.

Nach den Relationen, denen die vorgegebenen Coefficienten p{’ ge-
niigen miissen, ist aber auch in jeder der ersten ¢’ Gleichungen die
rechte Seite gleich 0. Da die Determinante der linken Seiten des
Systems von (6"} ¢") Gleichungen nicht verschwindet, so miissen daher

alle Coefficienten g = 0 sein, was zu beweisen war.

§ 12.
Die Elementarschaaren als Functionen der Unendlichkeitsstelle.

Wir wollen jetzt die Natur der # zu einer Stelle z gehdrigen

Elementarschaaren
Nz, 225 @5 @), N2y 205 205 %), - o A2, 255 45 2,)

als Functionen des zweiten Argumentpaares #,, z, untersuchen.

Wir haben bereits im vorigen Paragraphen gesehen, dass es
Formen von z,, 2, vom Grade 6" der reciproken Formenschaaren Q sind.

Wie in (44, 8. 329) bezeichne 29, 2(* bezw. {4, 2{*) denselben
Punkt mit denselben homogenen Coordinaten, wie 2, 2, bezw. z,, z,,
aber nach Ausfiihrung irgend eines auf der Riemann’schen Fliche ge-
schlossenen Umlaufs. Zur Bequemlichkeit der Darstellung mbgen
kanonische Variable zu Grunde gelegt werden, d. h. solche, in welchen
die Formen ®;,_; die Multiplicatoren 1 besitzen.

Lassen wir 2, z, einen geschlossenen Umlauf 2, 2,5 2{¥, 2 aus-
fithren, so erleiden die Zweige einer Elementarschaar A® die zu diesem
Umlauf gehorige Substitution S:

AP, o5 @y, 2) = ND(oy, 253 3y, @) + ay N (24, 205 24 25) + - -
S Qflu/\gak)@u o5 Xy, Z,),

NP, 285 oy, ) = g AP (24, 255 215 Bo) + @0 NP (2, 243 5y, 25) 4+
. A wa N (e, 25 7, B),

(& ¥ b3 (k)
A,,"(zﬁ ): ""g‘)i Zyy -"72)="“MAg )(zu Zy3 Ty, o) -+ etz N2 (2, 2,5 Ty, L) - -
{x
o 2l N (2, 205 24, T).
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Wihrend A® an der Stelle 2 die Coefficienten 0,0,---1,.--0
hat, hat die neue Formenschaar als Function von 2, 2, aufgefasst,
die Coefficienten a1, @sx, - + » @x -AP (&, 2575 2,, z,) ist als Function
von #,, #, zwar wieder eine sich linear substitnirende Formenschaar
vom Grade &, aber mit eingm andern Substitutionensystem: nim-
lich wenn A®W(z, 2,; 2, x,) die Substitution 7 erleidet, erleidet
A® (9,47 ; 2, 2,) die transformirte Substitution S~ * 7§ AW, 2%; 2, 2,)
ist amch nicht selbst eine Elementarschaar des neuen Formengystems,
wohl aber ist

Aut N (o, 27520, 20) + Aua N (0 575 20, 80) - -+ - Aes A0, 805 2, 2,)
eine Flementarschaar, deren k-ter Zweig mit dem Coefficienten 1 un-
endlich wird, wenn man unter Ay; die durch die Gesammtdeterminante
dividirten Unterdeterminanten des Systems der o;; versteht.

Wir wollen nun zusehen, wie sich die durch einen Umlauf von
Z,, Z, 2zu erhaltenden neuen Formenschaaren

AP (51 y @33 x(lx)’ z)

an der Stelle z verhalten.

Schreiben wir die Reihenentwickelungen der einzelnen Zweige von
A® (g, 2,5 x,, 2,) an der Stelle # hin:

A(lk)(z1 1725 Ty, -1'9) = endlich,
A (51 2 B3 &y, By) == endlxeh

=3 . 6 1
Nz, 23 @, 2) __II P(zeyi-(5EY) ™ P(22)~t + endlich,
z—-—l
AP(z,, 2,3 »,, 2,) = endlich,
so konnen wir diese Reihenentwicklungen nicht dazu benutzen, um
an ihnen einen geschlossenen Umlanf der Variablen z,, #, auszufiihren,
da wir hierbei nothwendig den Convergenzbereich der Reihen tber-
schreiten miissten. Wohl aber konnen wir einen simultanen Umlauf
von 2, 7, und z,, %, ausfiithren, indem wir nur #,, 7, und z,, z, immer
hinreichend nahe bel einander bleiben lassen.

Man sieht dann, wenn « der Multiplicator des Produets l l P(ze)s
i==1
lings des Weges ist, dass die Zweige von AP (e, 207; 2%, 20") simmt-

lich endlich bleiben mit Ausnahme des kten, dessen Coefficient sich

aus 1 in « verwandelt. AW(s¥, 2875 17, x&") ist nun als Funetion

von 2,4, eine.Schaar des Systems mit den Substitutionen S-17'S,
und zwar das afache einer Elementarschaar, also von
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. sy }
ahiN (@, 85 2y, 1) + e AN, 2575 2y, @) + -
1]
RS A A® (zﬁ"’, 255 Zyy 2y)

nur um eine ganze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen

8- 17T'S unterschieden,

Fihre ich nun 2{”, 2 lings des durchlaufenen Weges wieder

zuriick bis #,, 2,, so ergibt sich also, dass A% (g, 2,; oY, z§’) von
aPulN (2, 255 2y, @) + el (2, 25 Ty, %) + - -
cob aA A (g, 25 2y, 2y)
nur um eine ganze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen
7 unterschieden sein kann.
aAy; sind aber gerade die Coefficienten derjenigen Substitution S,
welche die reciproken Formen Q beim Umlauf z,, 2,; 2%, 28 erleiden.
Wir bezeichnen diese Coefficienten dementsprechend mit «f; und wir
haben also folgendes Verhalten der Elementarschaaren gegeniiber Um-
laufen einerseits von z,, #,, andererseits von z,, z,:
@8 ), ® . ® .
N7 (20, 2275 2y, @y) = ayy N7(24, 255 24, %) gy N7 (2, 255 2y, % + -
%
s A 24, 805 24, 2)
(F) ;%) (), i (k) . ., ] .
N7 (21, 8875 2, 3y) == 0gy N2, 235 By @)+ tie A2 (24,205 4, ) -+
1) , ot asn AB (a2,
+ a2n An'(215255 24, 2,),

¥ ¥ (
M)(ﬁgx), -‘3-(:)5 Lyy 9’/'2)-‘-"“7&1/\5 )(zu Zy3 &gy L)+ a,,gl\bk)(z,,zﬁ; ANNE SR

k
\ ‘ ‘+057m/\(n)(51,52; xi,xg).

N Az, zzgxg"), &) =ai A (2, 233 Tyy %) -+ 012N (24, 255 2y, %) 4
e “l,nAgn)(zu 223 By, Tn),

+ HEY (2, Z,) fi (81, 20) + HEE (4, @) i (21 82) = -
s HES (g, @) - 7 (24, 24),

N (2 203280,05) = s N (21, 25 2, 2,) + N2y, 295 7y, 22) -
o aé,,/\i-")(z“ y3 @y y By),

+ HR (@, 2)-fi (21, 2) + HE (2,25) - 7" (21,2,) + - -
'+Hg’2(x1: Z,) 'fim(zb 25,

(2)

AP (20,2032, 85 = a1 N (81 223 Byy Bg) F €N (24 23 Ty Bp) -+
-+ %’h/\gn)(zu Zy3 &1y Ta),

+ H3 (@, @) - Fi (1, 2) + HE3 (2, 20) fi (80, 22) + -+
v .- +H£fg (24, &) ‘ﬁ"a}(‘-’n y),
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Die n6-Formen d&'ten Grades von %, 2, : H;; hingen davon ab,
wie man die in den Elementarschaaren A®(z,, 2,5 , 2,) noch ent-
haltenen willktirlichen Functionen von z festlegt.

Ich will hier iber die Art der Festlegung dieser willkiirlichen
Formen noch gar keine Voraussetzung machen; eine specielle Art der
Festlegung werden wir im n#chsten Paragraphen kennen lernen.

Wie aber auch die wilikiirlichen Formen in den Elementarschaaren
angenommen sein mogen, immer kénnen wir den fundamentalen Satz
aussprechen:

Fassen wir in dem Formensystem :

’t . g . . (n}) .
A (s 295 20, @), N (25 295 45 253, -0 N2y, 295 3y, 1),

I . 7y . (n} .
A (21, 205 24, Z0), N(2y, 25 @y, o), o0 N (24, 205 24, ),

As (B y 25 @y, @), No(21; 225 %4, @), - /\ﬁ,")(z“ 235 %15 L),
die Formen je einer, etwa der kien, Colonne als Zweige einer Formen-
schaar N (z,, 2,5 z,, x,) auf, die Formen je einer, etwa der iten, Zeile
als Zweige ciner Tormenschaar N (2, 2,5 %y, ,), $0 Sind die Formen-
schaaren

N gy, 255 @y, @), N'(2y, 223 @y, %), -0 AP (2y, 205 @y, @),
als Functionen von 2,, z, aufgefasst, zu der Stelle x gehirige Elementar-

schaaren fir die Darstellung der Schaaven Ti(zy, 2,), dagegen die
Formenschaaren

— N (8ys 205 By @), — N2y, 805 245 %)y o - — M8y 25 24, @),

als Functionen von x,, x, aufgefasst, au der Stelle 2 gehirige Elementar-
schaaren fir die Darstellung der reciproken Schaaren Q (z,, ,)-

Der erste Theil der Behauptung ist einfach eine Recapitulation
des Ergebnisses des vorigen Paragraphen; der zweite Theil ist noch
zu beweisen.

In der That werden die Formenschaaren — A;(2,, 2,; 2,, 2,) an
der Stelle z als Functionen von z,, #, in der Weise einer Elementar-
schaar unendlich, da alle Zweige ausser dem ¢ten endlich bleiben, und
die Entwicklung des sten Zweiges:

o 1 Vi, P(Zy - _
,1_:! Pz - (Fom @) P(zm)

sich in eine Entwicklung der Gestalt

f==g

+ [ 2y Geg) pwey+---

¢e=1

nmformen lisst,
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Es seien 2,2°, ... 2® die Unendlichkeitsstellen einer Formen-

’ ’ ., ” ” 17N { ()
schaar Q(z;, #,) Wnd 7/, )y « .73 22 ¥ s e Vs - GO Vs L e

ihre Coefficienten. Diese Coefficienten miissen natiirlich den o‘-Rela-
tionen geniigen:

7L, (0, ) = 0, S pf! (e, ) = 0, -
iy ip
. E] 7'9") fi(a) (z(li‘)’ z%u]) = (),
iu

Setzen wir nun
YRS Y
— 2 N2, 2y 2y, @) — N (2 875 2y, ) — -
%
74&] A(l)(z§8), zé", Zy, Zy),
3] ’ v, A (R N
— /N (B, 85 2, ) — 9, § (8, 2,5 @y, @) — - -
%
Qu(y, ;) = S UG S A

G E
— v M )(Zl;zza xu“’?)""?’ A()<51 ) 8y ‘} Tyy By) — +
k) ()
R yn)AL)(zli) 2‘2)5 %y, &),
so sind Q,, Q,, ... die Zweige einer Riemann’schen Formenschaar

Q(x,, z,), d.b. sie sind vom Grade ¢’ und erleiden bei Umlauf der
Variablen 2, 2, die Substitutionen:

Q (@), &) = ey @ (&, Ba) + a2 Q(@y, @) + -+ -+ o Q2 T,
Q, (wx , a87) = “21 Qi (@1, 7)) + @ D2y, @) + - -+ + a (B, 7))

Q. (20 287} = a1 Q (21, ;) 4 @2 Qe (), Z) + -+ - + 2/ (2, 2,)-
In der That folgt aus dem Verhalten der einzelnen Elementar-
schaaren, aus denen Q zusammengesetzt ist:

Ql(-’”m: ag’) = a1 (2, &) + 2 (®y, Tp) + -+ @ Qul@y, 20)s
— ey, 2) - D PF 40 — W () ) _S_, PO, ) —

(72 EN")
oo — HE (2, 2,) - 2 PEOLO(AP
i

Hierin sind nun nach den Relationen, denen die ) geniigen miissen,
die Summen in der zweiten Zeile simmtlich Null, und die rechte
Seite reducirt sich also anf die erste Zeile, w. z. b. w.

Es ist zweitens zu beweisen, dass die Schaar Q(z,,z,) an den Stellen
#,2”,...2% in der verlangten Weise unendlich wird und dass sie an keiner
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weiteren Stelle unendlich wird. Das Letstere ist jm Grunde nur ein Special-
fall des ersten; denn ich brauche nur die beliebige weitere Stelle als eine
Stelle z(e+2 mit den Coefficienten pe+V = 0, pe+N =0, ... y+0 =0
zu den Stellen 2, 27, . . . 2 hinzuzuftigen.

Ich beweise zuerst folgenden Hitlfssatz:

Die Summe ist ganz unabhingig devon, wiec man die in den
A® (g, 2,5 x,, %,) enthaltenen willkiiylichen Formen von x,, 2, festlegt.

Irgend zwei A® mit verschiedener "Festlegung der willkiirlichen
Formen konnen sich nimlich nur um einen Ausdruck der Gestalt

f( )<~u 2y &y, Xp) = 5 (%, @) [ (21, 85) + hm(x“ 2" (245 29) 4+ -
-+ ke (24, xz)fm (215 2,)

unterscheiden, die mit den verschiedenem A® gebildeten Summen
Qi (,, 2,) also nur um einen Ausdruck

— B (@, @y) Z Pf G, 28) — h )y, 2) S’% (8, ) —
— kY (2, 2,) 2, %mfi( A", A",

M
und dieser Ausdruck ist nach den zwischen den p¥) bestehenden Re-
lationen identisch Null.

Wir konnen nun, wie wir im nichsten Paragraphen leicht ezeigen
konnen, die A®(z,, 2,5 2,, ,) immer so einrichten, dass irgend eine
bestimmte Stelle £ keine Unendlichkeifsstelle fiir A® als Form von
®,, &, ist, d.h. dass die im vorigen Paragraphen gegebene Definition
von A® nicht versagt, wenn « in die Stelle ¢ riickt.

Wihlt man ¢ speciell als eine der Stellen ¢, 2", ... 2, g+,
etwa als 2@, so werden alle Elementarformen mit Ausnahme der-
jenigen mit dem ersten Argumentpaar z‘{", 29 an der Stelle endlich
bleiben und nur AP (2, 25 ,, 4,) wird fir z = 2% mit dem Coef-
ficienten — 1 unendlich. Es wird also Q (2, z,) an der Stelle 24 that-
séichlich mit dem Coefficienten »{ unendlich, wie verlangt,

Nun ist aber die Summe von der Festlegnng der willkiirlichen Formen
in den einzelnen Rlementarschaaren tiberhaupt unabhiingig; das Resultat
bleibt also auch bestehen, falls einzelne der Summanden als Formen von
z,, Z, an der Stelle £ unendlich werden soliten. Die accessorischen Un-
stetigkeiten der einzelnen Summanden heben sich eben gerade heraus.

Dass auch etwaige, nicht durch die Gruppe bedingte Verzweigungs-
stellen der Elementarschaaren als Funchignen von z,, #, sich heraus-
heben, folgh schon aus der Betrachtung des Verhaltens der Summe bei
Umliufen von z,, z,.

Die Summe wird also nur an den vorgegebenen Stellen in der
vorgegebenen Weise unendlich, besitzt den richtigen Grad und das

Mathematische Annalen, XLVII, 14
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vorgeschriehene Verhalten gegeniiber geschlossenen Umldufen des
Argumentpaares z,, #,. Sie kann sich also von der gesuchten Formen-
schaar nur um eine ganze Formenschaar des gegebenen Grades und
Multiplicatorsystems unterscheiden, und wir haben demnach den Satz:

Die Zweige der allgemeinsten Formenschaar Q(z,xz,) des reci-

proken Systems, welche an den Stellen 7, 2", ... 2® wmit den Coeffi-

Centen P, Py's o oo Va3 P a ¥aTs o e Vs oo P g9 L 98 unendlich

wird, lassen sich in der Gestalt darstellen
r A R) ’ ., 70 p (k) ” ”,
Qu(@y, B = — v/ A"(2), 255 %, @) — p MO (2)7, 275 =y, 2,) — - -
%
T y(IE) A )(5(18>7 zg); Ty, %)
IA(k) ’ ‘. »” A(k) ’” R
— N (8, 85 @y, o) — v N, 85wy, 25) —

i3
R - XTI A

(%) I IR Ak ” ",
» (215 255 By, By) — ?n/\n)(zx P23 By, Xy) — -

g ¢
— PN, 5 @y, @)

+ 195 (15 %) + v 05 (g, ) 4 - - - ?"lggﬂ(xn Z3),
unter g', g7, . . . g9 irgend 6 speciell ausgewdiihlie gonze Formenschaaren
des reciproken Systems wverstanden.

Die Elementarschaaren A(z,, 2,; 2, #,) sind daher sowohl fiir die
Darstellung der Schaaren Ti(z,, z,) wie der reciproken Schaaren
Q(#,, 2,) brauchbar. Als Formen von #,, #, sind sie selbst Riemann’sche
Formenschaaren des Systems TT(s,, #,), dagegen als Formen von z,,z,
sind sie im Allgemeinen nicht selbst Riemann’sche Formenschaaren
Q(x,, ,); erst ihre in richtiger Weise gebildeten Summen sind Rie-
mann’sche Formenschaaren.

Indem ich die schon bei der Theorie der multiplicativen Formen
von mir angewandte Sprechweise aufnehme (Bd. 44 § 13), kann ich
also sagen:

Die Schaaren N(z,, 2,3 %,, %,) sind als Formen von z,, 2, Elementar-
schaaren erster Avt des Systems der Ti(zy, 2,), als Formen von z,, z,
Elementarschaaren zweiter Art des Systems der Q(z,, z,).

Wir konnen natiirlich auch das System Q(z,, #,) als das urspriing-
liche ansehen und fiir dieses Elementarschaaren erster Art A(z,, 2,3 2,,2,)
construiren, welche dann fiir das System der TT(z,, 2,) im Allgemeinen
Elementarschaaren zweiter Art sein werden.

Es stehen uns also immer zwei Avten von Elementarschaaren fiir
die Darstellung eines Systems T1(2,, 2,) 2ur Verfiigung; die der ersten
Art sind nothwendig Riemann’sche Formenschaaren desselben Systems,
die der mweiten Art miissen nur dann nothwendig Riemann’sche Formen-

— ¥al
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schuaren des Systems sein, wenn es in dem reciproken System keine
ganzen Formenschaaren gibt.

Die Elementarschaaren erster Art sind Elementarschaayen zweiter
Art fir das reciproke System wnd wmgekehrt.

Gibt es in dem betreffenden System keine ganzen Formenschaaren,
so sind die Elementarschaaren erster Art mit unter denjenigen zweiter
Art enthalten; gibt es aber im reciproken System keine ganzen Formen-
schaaren, so sind die Elementarschaaren sweiter Art des ersten Systems
unter denen erster Art enthalten. Gibt es in Leinem der beiden reci-
proken Systeme ganze Formenschaaren, so ist die Gesammiheit der
Elementarschaaren erster Art mit der Gesammiheit der Elementar-
schaaren zweiter Art identisch.

§ 13
Normirung der Elementarschaaren.
Es sel
=040, 0>0
nr'=¢ +¢, ¢>0
gesetzt,

Es seien o, ”, ... u® »r allgemein gelegene Punkte, d. h. von
solcher Lage, dass es keine ganze Formenschaar f(z,, 2z,) giebt, die an
allen diesen Punkten verschwindet, und «', 0", ... w®) # in dem
Sinne allgemein gelegene Punkte, dass keine ganze Formenschagr
g (%, x,) des zu f(z, &) reciproken Systems an allen diesen Stellen
verschwindet.

Unter der iiber die Lage der o', «”, ... u(? gemachten Vor-
aussetzung verschwinden nicht alle 6-rveihigen Determinanten der
nr-reihigen und 6-zeiligen Matrix

,[ 7w, (v))]

£, ud” i=1,2,...n,
z j’ v=1,2,...7,
|
l

f(ﬂ) (uM w))

worin f',f", ... f@ irgend ¢ linear unabhingige ganze Formen-
schaaren [ bedeuten, und nur eine Reihe der Matrix hingeschrieben
ist, aus der man alle Reihen erhiilt, wenn man ¢ die Zahlen 1 bis #,
v die Zahlen 1 bis r durchlanfen lisst.
Dann lassen sich aber ¢ Systeme von je nr Grossen 4.5,
Afy ... A% bestimmen, so dass die Determinante:
14%
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i i, )
! ﬁ, (?Av), uszv) H
O (ul?, o)
| Ai,'v
I H
| .
| .
! .
|48
Es verschwinden dann auch nicht alle g-reihigen Determinanten
der nr-reihigen und g—zeiligen Matrix

o
;i.
!
g

Man kann in Folge dessen 6 linear unabhiingige Systeme von je
nr Zahlen: &, afy, ... &9 bestimmen, welche simmtlich den o Glei-

chungen geniigen:
Dl andi, =0,

Y

2 0 Ay = O,

i

von Null verschieden ist.

i

2 aivASJ) == 0.
Ich behaupte nunmehr:
Eine ganse Formenschaar f(2y, 2,), welche den 6 Gleichungen

ST, filul?, ) =,

0Ly

2 azvfz (“m -(2")) =0,

i“v
.

S A, ) = 0.

iy

geniigt, muss nothwendig identisch verschwinden.
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Denn setzt man
F=of + af" + -+ af®,
so erhilt man fur die o Coefficienten g,, a,, ... @, folgende ¢ linearen
Gleichungen

r '_1 ,
ay S ety 1 () o) -y ) s £, o) -

L34 iy
S o,
s ae O el £, ud) =0,
iy
3 o 1 0 ) + 0y ) ), o) +
LY EAY
%2 ai £ (), W) = 0,

LYy

’ _7 ot
0 3 2 ), W) 4 a DTl G, ) + -

o w

-
- Fa Z txw’]‘“) M, u%”)) = (),

Wenn diese Gleichungen mib nicht durchweg verschwindenden ¢, a,, ..
..a; vertriglich sein sollen, so muss eine die identische Folge der
tibrigen sein, d. h. es muss 6 Grossen o, @,, ... #; geben, so dass

2 (al aw + “‘ﬂx _f_ + Uy “ia))f (uW)’ u(")) = 07

Z (al 0:‘”, + oy “zv —i'_ + o.',,a“'))f," . W) (v)> = O

2 (“1 ailv - Oy o, R S ai’?)fiw) (u‘xw) “(21’\) =0
LY
ist. Setze ich nun zur Abkiirzung
o iy + eyl e b el =@,
so geniigen die «;, nicht nur den ¢ Gleichungen

D wfi W, ) =0,

z,v

> anfi (W, i) =0,
t 1

]
.

-

‘?‘9 oy, ) ,
D, o fi(u”, uf’) = 0,
iy
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sondern wegen ihrer linearen Zusammensetzung aus den e;,, &, .. a9

auch den g Gleichungen:
2 o Aiy =0,

i,v

2 oy A7, =0,

i
.

.

2 a;, A9 = 0.

v i,

Da aber die Determinante dieses Gleichungssystems von Null ver-
schieden ist, so miissen simmtliche «;, gleich Null sein, was wegen
der linearen Unabhingigkeit der Systeme «/,, @), ... «'? das Ver-
schwinden der Zahlen «,, «,, ... a, nach sich zieht, Die zur Bestim-
mung der a,, @, ... s dienenden Gleichungen sind also linear un-
abhiingig von einander, und es miissen also alle a,, ,, ... a, gleich
Null sein, d. h. die Formenschaar f muss identisch verschwinden.

Ferner kann man den Satz aussprechen:

Man kann auf eindeutige Weise ¢ linear unabhingige gonze
Formenschaaren £',1", ... £ durch die Gleichungen definiren:

27 ' ook
, Civ ti( )(ugv)} ’leg)) = U)

i,

w ok
2 iy £t @, ) = 0,

i

Z’ Bl ) 0
ey 1, ( ul),w )= 1,

2, ¥

ST 50l ) = 0.

Denn in den Bestimmungsgleichungen fiir die Zusammensetzungs-
coefficienten der f® aus irgend welchen beliebigen ¢ linear unab-
hingigen Schaaren f ist die Determinante der linken Seiten von Null
verschieden.

Die ¢ Schaaren 1'(2,, 2,), £7(2,, £,), - . . £ {2, 2,) bezeichne ich
jetzt als die normirten ganzen Elemeniarschaaren des Systems TI.

Jede beliebige ganze Formenschaar f des Systems TT lisst sich in
einfachster Weise durch die normirten ganzen Elementarformen ans-
driicken,
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Es werde zur Abkiirzung gesetzt

S, i, w) = 4,

LY

g, ) = 4,
5

2

IR

(), ) = 4.
Dann ist
flay, 2y) = A'f'(e, ) + A" (2, 2) + - - 49 f(a)(zn ).

In gleicher Weise wie wir fiir das System TT vermittelst der Punkte
W, o’ ... u" und passend ausgewihlter Constanten 4,, 4,7, ... AQ
sowie @, & , ... ai}:) die ganzen Elementarschaaren f/, {7, ... f@
construirt haben, construiren wir fiir das reciproke System Q ver-
mittelst der Punkte o, o0”, . . . w'" und passend gewahlter Constanten

'y By o .. B sowie B, By ... B die 6" ganzen Elementar-
schaaren g’, g”,...g®, welche in analoger Weise zor Darstellung
aller ganzen Formenschaaren g verwendet werden kbnnen.

Wir werden jetzt auch die Elementarschaaren A(z,, 2,; ;, %,) in
bestimmter Weise zu noymiren haben. Wir gehen von irgend einer irgend-
wie construirten Schaar A¥{z,, 2,; #,, 2,) aus, welche als Form von
Z,, #, die bewegliche Unendlichkeitsstelle z und die festen Unendlich-
keitsstellen o/, ", ... w hat, und zwar so, dass die Coefficienten §;,
des Unendlichwerdens an diesen Stellen den ¢' Relationen geniigen:

ﬁivB'zv = O;
13
23 f, =0,

¥

> BB =0.

LY
In der so definirten Schaar A® (¢, 2,; #,, ,) sind noch ¢ willkiirliche
Formen von &,, z, enthalten, die wir auf folgende Weise eindentig
festlegen:

Die Werthe der Zweige von A®(z,, 2,; z,, Z,) als Function von

z an den Stellen o, 4, ... u¢) sind Formen 0 ten Grades von z,, @,,
ebenso die Summen:
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_S_, aly NP s @y, 2,) = Ai(a,, 2,),

(R

_5_, aiy NP, uls 2, @) = AL (2, ),

o ¥

-

k (
E aﬁ‘,’,’ AP (W, us @y, 2,) = AP (%, 3,).

Ich setze da,nn
A® (g, 2,5 @), @) = NB(2,, 2,5 2y, 2,) — A (&, 7,) ' (2, 2,)
u , )
— Ay (@, )T (245 25) — -+ -+ ~— Ag')(x“ %)f(" (815 2),

und bezeichne die so gewonnenen neuen Elementarformenschaaren als
» normirte Elementarschaaren®. Dieselben haben die Eigenschaft, dass
die ¢ Summen:

& [£4
E afy N, w5 2, 23),

iy

k
e NP, uds 2y, @),

%
_S_, af'i)/% Mo, s @1, 2)

sammtlich verschwinden.

Die normirten Elementarschaaren sind auch als Formen von 2, 2,
durch ihre Definition wohlbestimmt; denn irgend zwei in gleicher
Weise normirte Elementarschaaren konuten sich nur um eine ganze
Formenschaar f(g,, #,) unterscheiden von der Eigenschaft, dass alle
die 6 Summen

2, o, F,(4, ), Z e F (s u), . Z (U u)
G 4 LY

verschwinden, und dann muss f(z,, 2,) selbst identisch verschwinden,
Vermittelst der normirten Elementarschaaren

N2y, 295 21, 23), N (21, 225 2y, )y « - - A (2, 2,5 @y, @),
sowie der normirten ganzen Elementarschaaren

£'(2y, 22), 17 (21, 8), - - - £9 (2, 23)
lasst sich jetzt jede beliebige Formenschaar TT(2;, 2,) mit nur einfachen
Unendlichkeitsstellen in einfachster Weise zusammensefzen:

T (2,, #,) besitze die Unendlichkeitsstellen 27, 2", ... z/¢ mit den

Coefficienten 7y, 7, ... yu; 715 9" oo 205 - 20, A7, ... 9 und

es sel
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2 ey TT; (u(’) H “g/)) = Al:

ER

Z’ af, (W, ud") = 47,

[R5

ST, o) = 47

i, 7

Dann ist
N (2, o5 2, 2+ 9N (2, 205 2", ") + -
< YON (21, 25 2D, 2,
v N (o, 205 B w8 ) vy N (2, 25 27, 2, -
(2, 7)) = ) o YONT (3, 25 22, 7)),

+ 7AW (2, 255 1), 2) + vi A2y, 2,3 N R
b PONM (2, 2,5 2D, 2,
+ A (2y2) + A (24, 7)) + - - - -+ AOEO (5, ).
Wir untersuchen nunmehr das Verhalten der normirten Elementar-
i)
schaaren A(z,, 2,; %, 2,) als Formen ihres zweiten Argumentpaares z,, Z,.
1 %) Ty Iy ) & S ! 1Y 1s &2
Lassen wir x;, %, irgend einen auf dem algebraischen Gebilde
geschlossenen Umlauf z,, 2,3 i, «§ ausfithren, so geht A® (g, 2,; 2, 2,)
fiber in
)
Nz, 205 27, 28 = a1 (2, 2 By &y, %e) F a8y, 805 2y, 8,) L -
ol NP (2, 85 24, %) + (2, 2,),
wobei f®*(z ,2,) eine noch von z,, z, abhingige Formenschaar ist
A 11 % 13 Lo g1g ist,
die als Funetion von #,, 2, eine ganve Formenschaar des Systems TT ist.
19 % g Y

Wihvend aber z,, z, seinen Umlauf ausfithrt, muss fortwihrend
die Eigenschaft von A erhalten bleiben, dass die 6 Summen

(X
D‘” Ak (ulﬂ7 "3 )3 Ly, x‘))a

L,V

s

2 afy AP (%?,, '“(;1 Zy, ,),

i,

dONBM 0,
2 TN (! ) U Xy, xz)
&7
verschwinden; es gentigt also die links stehende Formenschaar diesen
6 Gleichungen. Denselben Gleichungen geniigen aber auch die rechts
stehenden Schaaren A, A, ... A™, also miisste auch die ganze
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Formenschaar f®(z,, 2,) den 6 Gleichungen geniigen, woraus denn
folgt, dass f*)(2,, #,) identisch verschwindet.
Wir haben als den Satz:

Die n* normirten Elementarformen
. . ” . (n) . N
AN (2ry 205 245 %), N(2y) 205 24, @), -« - A (2y, 295 2y, %),

A (25 2,5 By, T9), N (21 525 %y, @), - - AP (21, 295 %y, %),

- - .

N (215 205 21, @), N (21, 205 2y, @), - 0 N (@, 25 @4, 25),
sind  colonmenweise zusammengefasst Schaaren des Systems T(z,, 2,),
zeilenweise zusammengefasst Schaaren des reciproken Systems der Q(x,, z,).

Was haben nun die Stellen o, #”, . ..« und o', w", . . . w) fiir
eine Bedeutung fiir die Schaaren A(z, 2,; 2,, x,) als Function des
zweiten Argumentpaares? Ich behaupte:

An den Stellen w', w”, ... w", welche fiir die N als Functionen
von 2y, 2, Unendlichkeitsstellen sind, verschwinden als Functionen von
Z,, %, die 6 Combinationen

2, B> Am(zxwzy wi? y W m)
kv
E By N (2, 205 21, wd),
kv

(@) Al
2, ﬁkaw)/\g )(31: £y3 w\;)’ %(v))
kv

identisch.

Die Stellen o, w”, ... wt) spielen also fir die n Schaaren
A, A, ... A, als Functionen von z,, x, dieselve Rolle, wie die Stellen
w, u”,.. .u) fiir die # Schaaren’A’, A”, ... A® als Functionen von z,, z,.

Zum Beweise untersuche ich zuerst die Natur der einzelnen Form
A9 (2, 2,; w, w") als Function von 2, #,. Als solche wird sie
pur an den Stellen o', w”, ... @) unendlich etwa an der Stelle w
mit dem Coefficienten p&”. Diese Coefficienten geniigen einerseits
den 6" Gleichungen

Zy(k,ng (w(u) gm) =0,

i

kv) o () (u
2; ?ip” 1” » W2 )) == 0,
G

El E, ‘
Q’Suﬂ (ﬂ}.(w%u), wfz#)) — O,

np
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andererseits den ¢ Gleichungen
7 ks ’ ’
S Q’gﬂﬂ-Biy = -Bk,w
inu
Ny ik, o
" T:uﬂBiﬂ Blc vy
i,u

¥

N ) (&,
‘> Eu")B\") . BE).
z,ﬂ
Irgend eine unserer Summen, etwa
g »
N\ *) ), @)
ﬁk,y Ai (zia 22, W1 ,wz )

ist also ebenfalls eine Form von 2, #,, die nur an dem Stellen
w'y w’y . .. w") unendlich wird und zwar mit den Coefficienten

; tk, %)
ai‘u = 2; ﬁk,w Viu -
kv

Die Coefficienten &;, geniigen, gemiss ibhrer Zusammensetzong aus
k ’
den p%* , den ¢’ Gleichungen:

Sows (W, ) =0,

iu

E’ Singl (W, i) =0,

Y

2-&,‘55‘” (wf?, wf?) =0
und den o Gleichungen

> BB =2,’ﬁk + BL,,
Zﬁiﬂﬁi;; 2 By» Bis,

61#5(9, ﬂ]cv ;(!:Qv)'
2B = 2
In diesen letzteren G]elchungen sind aber die rechten Seiten nach

der Definition der f, gleich Null, so dass also die Cofficienten 9;,
den Gleichungen geniigen:
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§; d\i‘ugz', (w?‘); wéﬂ)) = Or
in

2; 3:'#8‘:'" (wgm’ wgu)) =0,
7

3 {0’ { 1)
E; 6iygio)(w1m, wgu) =0
in

D) 8w Bl =0,
in

Zailfv Bi’;b =0,
Ty .

Do, BY —0.
in

Dies ist aber nur so moglich, dass simmtliche d;, = O sind, dass also

Zﬂl‘v A% (215 233 wy” , w5")

kv
eine ganze Formenschaar des Systems TT ist. Nun geniigt aber jeder
Theil dieser Summe an den Stellen «, %", ... « den 6 zu diesen
Stellen gehdrigen Relationen, also auch die Summe. Eine ganze
Formenschaar aber, welche diesen Relationen gentigt, muss identisch
verschwinden, also auch unsere Summe, womit der behauptete Satz
bewiesen ist.

Ferner behaupte ich:

Die Stellen w', u”, ... u" sind die festen Unendlichkeitsstellen der
Elementarschaaren N{z,, z,; x,, ) als Functionen von z,, x,, und
die Coefficienten ey, der Zweige einer solchen Schaar an den v Siellen
gendigen den o Relationen :

2 oy Ay = 0)

kv
,
E; Gy Apy = O,
kv
E’ @
Cry Ak,, = 0.
kv

(, u’, ... u" sind offenbar die einzigen médglichen Unendlichkeits-
stellen von A/ als Function von z,, #,. Denn fiir keine andere Lage
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der Stelle z versagen die in der Definition von A® (2, 2,; 2,, #,) vor-
kommenden Bestimmungen. Damit ist der Beweis des zum vorigen
Paragraphen benufzten Satzes nachgeholt, dass man AW (2, 2,; 2,, z,)
so einrichten kann, dass die Definition fiir eine bestimmte aber beliebige
Lage ¢ der Stelle # nicht versagt; denn offenbar kann man es immer
so einrichten, dass keiner der Punkte o', »”, ... u® mit { zusammen-
fallt: Man braucht ja nur # > 6 4 p — 1, und alle Punkte « von §
verschieden zu nehmen, um sicher allgemein gelegene Punkie w zu
haben, die dieser Bedinguang geniigen).

Die Stellen «, 4", ... 4l spielen also fiir die Schaaren A; als
Functionen von z,, z, dieselbe Rolle, wie die Stellen w', »”, , .. ")
fiir die Schaaren A™ als Functionep von 2z, 2,.

Zum Beweise benutzen wir den Umstand, dass bereits nach dem
vorigen Paragraphen die Schaaren A;(2,, 2,; ,, ,) als Functionen
von #,, %, betrachtet Elementarschaaren des Systems Q(z,, z,) sind.

Wir benutzen nun diese Elementarschaaren zur Herstellung einer
Formenschaar Q(z,, 2,) von folgenden Eigensehaften:

Bei 2 = # soll nur der ¢te Zweig upendlich Werden mit dem Caef-
ficienten — 1, und sonst sollen nur bei o', «”, . .. u® Uuendhchkejts-
stellen liegen, deren Coefficienten e, @, . . . @n1} @y, oy, -+ - azj . .
«. By, Oy .. . O folgenden 6 4 @ Relatlonen geniigen :

2 o B (u(’) g)) = fi’ (f"“ ?v’-g‘), 2 ary Aiy = 0,

kv kv

2 ; 2934 fk” (u&ﬂ7 u(}") = fiu (3'1 7 z‘l)! : ; “k’uAk“y = 07
kv . X, ¥ .

E’ (a) (u(v) lgz).) — fi(a](gl , 22:)7 Z’ ahAgﬂ —
kyy ¥ X

Ferner sollen an den Stellen o', »", ... w die ¢ Gleichungen
erfiillt sein
2 b 2l ulf) =0,

£

D By (), wl) =0,

L84

709 (o, w8 = 0.
kv

Man findet, da die Blementarschaaren A;(2, 2,5 @, «,) von selbst
dem letzten Gleichungsystem geniigen:
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Qzy, 2,) == Ni(2y, 2,5 &y, Zy) +2“Lv/\k(“1 , ud 5 Ly, xo)

Die 2 auf der rechten Seite dieser Darstellung ist aber, welches auch

ke
der obere Index der A; sein mag, gleich Null, da die ag, -den Glei-
chungen
D wndiy =0,
kv
Do, 4l =0,
kY
2 Qpy A%?f =0
kv

geniigen und also lineare Combinationen der 6 Systeme az,, o5y, ..
.. &) sind.

Folglich ist die gesuchte Schaar direct A;(2,, 2,5 2,}z,) und diese hat
daher an den Stellen ', «”, ...« in der That das behauptete Verhalten.

Die normirten Elementarformen AX(2,, 2,3 «,, 2,) sind also sowohl
fiir die Schaaren TI(z,, #,) wie fiir die Schaaren Q(z,, 2,) normirte
Elementarformen, und zwar haben die Punkte «, «”, ...u") nebst
den Constanten Af,, AL, .. . A sowie die Punkte w, w ... w"
mit den Constanten By,, Bk,,, ... B&) dieselbe Bedeutung fiir die
Elementarschaaren A*(z, 2,; z,, z,) als Functionen von 2z, 2, wie
w,w”,...w", B, Bl ...B& vezw. o, u", ... u"; AL, A, .. A8
fur die Elementarschaaren ANz, 255 xg) als Functlonen von Zy, &,.

Das Verhalten der normirten Elementarformen sowohl als Formen
von 2z, %,, wie von &,, &, ist vollstindig charakterisirt durch Angabe
der Punkte #, «”, ... u" und der Constanten Af,, 4{,,... A%, sowie
der Punkte «/, w”, ...w") und der Constanten By,, By, .. . B, und
zwar folgendermassen:

Die Schaar A*(z,, &,; ,, 2,) als Function von 2z, 2, wird an der
Stelle z nur in jhrem kten Zweige und zwar mit dem Coefficienten
-+ 1 unendlich, sonst nur an den Stellen ', w", ... w¢) mit Coef-
ficienten f§;,, welche den ¢ Relationen

Zﬁ”&; =0,
213,-73,-’; =0,

Zﬁiv‘Bi’g:) =0
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gentigen, und an den Stellen o, %", ...« verschwinden alle Combi-
nationen

Z“W AL('M(;): u?- 3 Ty, 132),

(34

deren Coefficienten den ¢ Relationen

2! aivA:',v = 0;
i,
2. iy £ i,al' == 0;
WY

2 Qin Agg) =

ae i
geniigen.

Die Schaar A;(z,, %,; #,, ,) als Funetion von «,, 2, wird an der
Stelle #z nur in ihrem iten Zweige und zwar mit dem Coefficienten
— 1 unendlich, sonst nur an den Stellen o), ", ...« mit Coef-
ficienten @z,, welche den g Relationen

21 ;
oy Agy = 0,

kv
Z wgy Ay =0,
kv
_S_’a,wA;};’ =1
kv

gentigen, und an den Btellen ', w”, , .. w') verschwinden alle Combi-
rationen

Zﬂk”l\ﬂzl"'zv w(1>: wg”);

deren Coefficienten den o Relationen

Zﬂkak’v = Oa
ZﬁlvBlr =

27 )

ﬁlﬂ' Bfkgv =
kv

gentigen,



220 Erxgr Rirree.

Jede Formenschaar TT(7,, #,) mit nur einfachen Unendlichkeits-
stellen 27, 27, ...« und den Coefficienten p,, 2., .. . 743 7,5 P2 « »

P yﬁ", y(’) .. 79 hat, wenn man die Abkiirzungen

Sle M, o) = 4,

iv

ST L, ) =

i

-

> ol Tl o) = A
3,

einfiihrt, die Darstellung:
(2, 2) ”"Z WON ey, 2,5 2, ) + 2 AP 1B (g, 2,);
ku

und jede Formenschaar Q(z,, 2,), welche nur die einfachen Unend-

lichkeitsstellen 2, 27, . . . 2¢) mit den Coefficienten ¢, 3., .. . 7.3 »”,

PO PR LIPS 7 besitat, hat, nach Einfiihrung der Ab-

kiirzungen
2 i, % f?, wl) — B

2 61.1: Q ( ) 3 h)\] = "$

2 ‘3(0 10, (w?”, w-(g”j — B9
die Darstellung:

Qzy, @) == “Zﬂ’iu)/\ (zgm’ a8 5 &y, -'”z) + ZB(JJ- gw(x“ z,).
7

i

Hiermit sind nunmehr alle die einzelnen-Sitze, die ich in meiner
Arbeit in Bd. 44 der Math. Ann. fiber die Darstellung multiplicativer
Formen durch Elementarformen ansgesprochen habe, fiir solche Formen-
schaaren verallgemeinert worden, die bei geschlossenen Umlsufen der
Variablen auf einer Riemann’schen Fliche lineare Substitutionen der
Zweige erleiden.

Wie ich in jener Arbeit fernerhin eine Anwendung der entwickelten
Theorie auf die Theorie der automorphen Formen gegeben habe, durch
welche sich alle die Poincaré’schen Resnliate in allgemeinster und
dabei iiberraschend einfacher Weise ergeben, so lisst sich auch die jetzt
entwickelte Theorie auf die Poincaré’schen ,fonctions zétafuchsiennes*
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und ,fonetions zétakleindennes® anwenden; macht man diese Poincaré'-
schen Functionen homogen, so werden es eben Formenschaaren, deren
Zweige sich linear substituiren, wenn man die Variablen auf einem
automorphen Fundamentalbereiche wandern lisst, der dann an Stelle der
Riemann'schen Fliche tritt, auf die er conform abgebildet werden
kann. Nach einem Vorschlage von Herrn Klein will ich diese Formen-
schaaren, die homogen gemachten Poincaré’schen Zetafunctionen, als
»homomorphe Formen® bezeichnen.

Die Anwendung der in meiner vorliegenden Abhandlung ent-
wickelten Theorie auf die homomorphen Formen soll der Gegenstand
einer weiteren hieran sich anschliessenden Arbeit sein¥).

Gottingen im April 1895.

#) Diese Aunssicht wird sich, wie wir zu unserem grossten Bedauern mit-
theilen miissen, nicht erfiillen. Unser geschitzter Mitarbeiter, Herr Dr. Ernst Ritter,
der einen Ruf an die Corpell-University in Ithaca angenommen hatte, ist anf dem
Wege dorthin in New-York am 23. September einer plotzlichen Erkrankung am
Typhus erlegen. Ein ausfihrlicher Nekrolog wird im 4%» Jahresbericht der
Deutschen Mathematikervereinigung verdffentlicht werden. Hier theilen wir noch
wit, dass sich in dem Nachlasse Ritter’s eine fast vollendete Arbeit ,Ueber hyper-
geometrische Functionen mit einem Nebenpunkie* gefunden hat, welche demnichst
in diesen Annalen publicirt werden soll. Die mathematischen Annalen enthalten
dann die simmtlichen functionentheoretischen Arbeiten ven Ritter; eine Unter-
suchung iiber die Bewegung elektrischer Theilchen nach dem Weber'schen Geset:
ist frilher in Bd. 37 vor Schldmileh’s Zeitschrift publicirt worden.*

Die Redaction,

Mathematische Aunnalen. XLVIL 15



