Ueber die numerische Auflosung von Differentialgleichungen.
Von

C. Runee in Hannover.

Die numerische Berechnung irgend einer Lisung einer gegebenen
Differentialgleichung, deren analytische Losung man nicht kennt, hat,
wie es scheint, die Aufmerksamkeit der Mathematiker bisher wenig
in Anspruch genommen, wenn man von der Berechnung der speciellen
Stérungen absieht, wo besondere Umstinde die Rechnung auf Quadra-
turen zuriickzuftthren erlauben. Es scheint nicht bekannt zu sein,
dass sich die Methoden fiir die numerische Berechnung von Integralen
verallgemejnern lassen, so dass sie mit Zhnlichem Erfolge auf jede
beliebige Differentialgleichung angewendet werden kbnnen. Ich habe
im Folgenden eine Verallgemeinerung der bekannten Simpson’schen
Regel gegeben, deren Anwendung mir besonders brauchbar scheint,
womit ich aber nicht sagen will, dass nicht auch die andern Methoden
mechanischer Quadratur brauchbare Verallgemeinerungen geben kénnen.

Euler bemerkt in seiner Introductio, dass man eine Losung einer

Differentialgleichung Z—% = f(zy) niherungsweise berechnen konne,

indem man ausgehend von einem Werthepaar x,y, zundchst fiir eine
kleine Aenderung Az von z die zugehbrige Aenderung Ay von y gleich
f(%yy,) Az nimmt. In dem neuen so gefundenen Punkte 2, = 7, + Az,
¥, = Y, + Ay berechnet man von Neuem die einer kleinen Aenderung
Az von z entsprechende Aenderung von y, indem man sie gleich
f(w,y,)Ax setzt. Indem man so fortfihrt, erhdlt man eine gebrochene
Linie, die beliebig genau mit einer Losung der Differentialgleichung
iibereinstimmt, wenn nur die einzelnen Aenderungen von z und y
hinreichend klein sind. Es hat spiter Cauchy hierftir den strengen
Beweis geliefert unter gewissen Voraussetzungen, auf die ich hier nicht
niher eingehen will. Dieses Euler'sche Verfahren besitzt nur einen
geringen Grad von Genauigkeit, wie man sofort einsieht, wenn man

es anf die Berechnung eines Integrals f f(z) dz anwendet, das ja
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auch als die Ldsung einer Differentialgleichung :}zl‘,% = f(x) aufgefasst

werden kann. Das Euler'sche Verfahren wiirde niimlich den Niaherungs-

werth

[(re) (g —20) + () (@2 —2) + - - -
ergeben, dessen Abweichung vom wahren Werth, wie man geometrisclh
unmittelbar erkennt, im Allgemeinen eine Grisse derselben Ordnung
wie die Intervalle z; — x,, @, — #,... ist. Viel besser ist bekanntlich
der Niherungswerth

£ (B2 ay —ag) 4+ F (BE2) @, —a) - -
oder anch der Niherupgswerth

1(xo) ‘;:i(_z_”l) (2, _ z,) + f(xx);"‘f(xz) @ —2) + - -,

deren Abweichungen vom wahren Werth von der zweiten Ordnung
gegen die Grosse der Intervalle sind. Der erste stellt sich geometrisch
als die Summe der Tangententrapeze dar, das heisst, der Trapeze, die
oben von der iiber dem Mittelpunkt des Intervalls beriihrenden Tan-
gente begrenzt sind. Der zweite Niherungswerth ist die Summe der
Sehnentrapeze d. h. der Trapeze, die oben von den zwei benachbarte
Punkte verbindenden Sehnen begrenzt sind. Bezeichnet man den
ersten Niherungswerth mit NV,, den zweiten mit N,, so stellt

N+ (N,—N,)

einen noch besseren Niherungswerth dar, dessen geometrische Be-
deuntung die Summe der Parabelstreifen ist, d. h. Streifen, oben begrenzt
von Parabelbdgen, die je drei Punkte mit der Curve gemein haben,
die drei Punkte, deren Abscissen die beiden Endpunkte und die Mitte
des Intervalls sind, Dieser Naherungswerth ist es, den die,,Simpson’sche
Regel* liefert, und seine Abweichung vom wahren Werth ist von der
vierten Ordnung gegen die Grdsse der Intervalle.

Eine #hnliche Ueberlegung fihrt nun.auch fiir die Differential-
gleichungen zu einer wesentlichen Verbesserung des Euler’schen Ver-
fahrens. Ich will mich zuniichst anf Differentialgleichungen erster
Ordnung beschréinken.

Statt
(1) Ay =f(zyy) Az u. s, w.
ist es schon viel besser wenn man
@) By =1(2 + 5 8, ¥y + 3 F @) Az) Az

u, 8. w.
setzt. Diese Art der Berechnung entspricht dem aus der Summe der
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Tangententrapeze gebildeten Niherungswerthe eines Integrals und deckt
sich vollig damit, wenn f(xy) von y unabhiingig vorausgesetzt wird.
Oder man kann der Summe der Sehnentrapeze entsprechend setzen:

f@o¥o) + f(@o+ Az, 9o+ F(@oygo) D)
= 5 < Ax

u. 8 w.

®) Ay

Vergleicht man nimlich den wahren Werth von Ay, den man sich
ja in eine nach Potenzen von Az fortschreitende Reihe entwickelt
denken kann, mit den von den Niherungsverfahren gelieferten Werthen,
die man ebenfalls nach Potenzen von Az entwickelt, so erkennt man,
dass bei dem primitiven von Euler gegebenen Verfahren der Unter-
schied der beiden Werthe von Ay von der zweiten Ordnung, bei den
andern beiden Verfahren dagegen von der dritten Ordnung ist.
Fiir den wahren Werth von Ay ist ndmlich

Ay =Dz + (fi+HNEE
F (fo A+ 2fuf + fuf* + LAHAD) 55+

wo f, und f, die partiellen Differentialquotienten erster Ordnung von
f@Y), fi1 fia [y diejenigen zweiter' Ordnung nach der bekannten Schreib-
weise bedeuten,

Die Niherungsverfahren dagegen liefern fir Ay:

W) A, V
@ Az + (AHANAS T (fut2hal+ial) 58 + )

@ FAz+ (F+HNAE 4 (fut2fal+af 5+,

Wenn man nach der Analogie der Simpson’schen Regel die letaten
beiden Naherungswerthe so combinirt, dass man za (2) den dritten
Theil des Uunterschiedes zwischen (2) und (3) addirt, so erhdlt man
den neuen Niherungswerth

FAT 4 (fiHif) B2 + (Fut 2fuf+huf ) 58+

der in dem Falle, wo f(zy) von y unabhbiingig ist, wo also f; = 0,
zwar auch in dem Oliede dritber Ordnung mit dem wahren Werthe
iibereinstimmt, aber in dem hier betrachteten allgemeinen Falle nicht.
Die Analogie der Simpson’schen Regel kann also in dieser Form nicht
festgehalten werden, Aber man kann jhr eine andere Form geben.
An die Stelle des Niherungswerthes (3) soll ein anderer treten, der
ebenfalls in das Sehnentrapes tibergeht, wenn f(zy) von y unab-
hingig ist.
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Es sei nidmlich der Niherungswerth von Ay gleich

Aly + A‘l’y
2 ?

wo A'y = f(x,9,) A und A"y mit A’y durch die Gleichungen
A"y = fley+ Az, g+ 4" y) A,
A"y = f@+ Bz, yo+8"y) Az

zusammenhéngt. Dieser Niherungswerth giebt nach Potenzen von
Az entwickelt, die Reihe
Azt

(3a) faz+ (f+AN S
+ (fu2fuf +inf+2h A+ AN) S+ -

Der Unterschied zwischen (3a) und (2) ist nun
[3(F + 26nf + Fuf) + Ll H10)] B3 4 - .

Und wenn man nun den dritten Theil dieses Unterschiedes zu (2)
hinzufligt, so erhilt man einen neuen Niherungswerth

Ax?

@ fAz+ (f, +fof) 5
+ (Fut2faf+ fult+ LG +HLD) A + -+,

der auch in den Gliedern dritter Ordnung noch mit der Entwicklung
des wahren Werthes iibereinstimmt.
Was sonst noch fir die practische Anwendung zu bemerken ist,
lésst sich besser an einem Beispiele ausfithren.
Es sei die Differentialgleichung
dy __y—=
dz y+x
gegeben und die Losung gesucht, die fir x =0 y =1 ergiebt. Man
kann diese Losung analytisch angeben, Mit Polarcoordinaten geschrieben
wird nimlich die Differentialgleichung die Form erhalten

woraus,, wenn fiir r=1 ¢ "—"275 sein soll, sich ergiebt

Durch diese Formel kann man unser Verfahren controliren.
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fley) =47

Dem Tangententrapez entsprechend Dem Sehnentrapez entsprechend

x y x } y
0 1 0 | 1
Az=0.1 f0,1)Az=0.1 |Az=0.2 £(0, ) Ax=0.2
0.1 1.1 0.2 1.2
pz=0.2|f(0.1,1.1) Ax=0.167 £(0.2, 1.2) Ax=0,148
0.2 1.167 1,143
£(0.2,1.143) Az == 0 .140

==0.170.

f(0,1)+f(g.2, 1.148) Am=0.2-]-20.140

Wir erhalten also dem Tangententrapez entsprechend:

y =1, 167,
dem Sehnentrapez entsprechend: .
?/ = 1 . ]70.

Ein Drittel der Differenz ist zu dem ersten Werth zu addiren, so dass
wir demnach

y==1,6168
zu setzen haben. .Wenn man sich die Reihenfolge der Operationen
gemerkt hat, wird man nicht Alles so ausfihrlich binzuschreiben
brauchen, wie hier geschehen ist. Ich will noch zwei weitere Schritte
rechnen, die nunmehr obne Erliuterung verstindlich sein werden

@ y x

0.2 1.168 0.2 1.168
0.15 0.106 0.3 0. 212 %~

0.3 1.274 0.5 1.38

0.3 0,170 0,140

0.5 1. 338 Tangententrapez 1.3508
1.341 Sehnentrapez 0.134 <

0,003 0.346

0.173

1 841

0.5 1.839 0.6 2.839
0.25 0.114 g_é 0, 228 <~

0.75 1.453 I 1.567

0.5 0,180 0.110

1 1.499 Tangententrapes 1.449
1.499 Sehnentrapez 0.092 ¢

0.320

0,160
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Die Schritte sind grésser gemacht als der erste. Die nahe Ueberein-
stimmung zwischen den beiden Werthen, die dem Tangententrapez
und dem Sehnentrapez entsprechen, verbiirgt, dass der Fehler uicht
wesentlich grosser als die Einheit der dritten Stelle sein wird.
In der That findet man ans der Formel
7
r=¢’ (p,

dass fiir =1 9 zwischen 1.498 und 1. 499 liegt.
Bei allen drei Schritten ist % < 1. Darnach ist # als unabhingige

Variable gewihlt. Wird %,5 1 so muss man 2z und y ihre Rollen

vertauschen lassen. Die Genauigkeit des Verfahrens beruht nimlich
darauf, dass die Entwicklung von Ay nach Potenzen von Az conver-

girt. Nzhert man sich nun einer Stelle; wo Z—g unendlich wird, so

wird die Convergenz schwicher und hért an der Stelle selbst ganz auf.
Diese Schwierigkeit wird aber dadurch beseitigt, dass man immer die
schneller sich #ndernde Coordinate zur Unabhiingigen macht.

Das Verfahren lisst sich ohne Schwierigkeit auch auf Differential-
gleichungen hoherer Ordnung anwenden, Ich will es nur fir Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung hinschreiben. Jede Differential-
gleichung n** Ordnung kann man bekanntlich anch als ein System
von % simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben,
indem man fiir die »—1 ersten Differentialquotienten besondere Buch-
staben schreibt, Ich will mein Verfahren gleich fiir ein System von
simultanen Differentialgleichungen aussprechen, weil dabei seine Sym-
metrie besser hervortritt. Es sei gegeben

g‘g =f (SC Y Z),
% = g(xys).
Wir konnen dies System als eine Richtungsvorschrift im Raume auf-
fassen, analog der Differentialgleichung erster Ordnung, die als eine
Richtungsvorschrift in der Ebene gelten kann, und kbnnen nun ihnlich
wie oben, von einem Punkte ausgehend, Naherungswerthe berechnen,
Nach dem Euler'schen Verfahren wiirde man setzen

) By ={flxys)dz, As=g(xys)daz,
wenn @ zur unabhiingigen Verinderlichen gewshit ist. Dem Tangenten-
trapez éntsprechend wiirde man setzen

By=f(z+ias, y+3f0z, s+1igAz)Aa,
Az:—.g(a&.{-%Am, y—l-%an:, z+%gAw)Ax.
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Und dem Sehnentrapez entsprechend wiirde man setzen
Ny=Ff &y bz, ANy =Ffa+bz, y+A'y, 2402z,
A"y=f@+Az, y+ A"y, 2+ A"2)Ax,
Nz=g(y, 8)Az, Nz =gxtAz, y+Ay, 24+ 02)Ax,
A"z = glzt+Az, y+ 4"y, 24+ A" 2)Ax,
Ay = él—y:g&/,

__ANzA-4A"2

Az z

Wenn man diese beiden Systeme von Néherungswerthen nach der
Analogie der Simpson’schen Regel combinirt, so lisst sich zeigen, dass
die resultirenden Naherungswerthe von Ay und Az nach Potenzen
von Az entwickelt in den Gliedern erster, zweiter und dritter Ordnung
.mit den Entwicklungen, der wabren Werthe fibereinstimmen, Man
kann sich davon durch directe Entwicklung iiberzeugen. KEs ist aber
wiinschenswerth den Beweis so anzuordnen, dass er sich ohne Schwierig-
keit auch fiir den Fall von Differentialgleichungen »'** Ordnung ver-
allgemeinern ldsst.
Es ist

fa+ bz, y+ By, e+A2) =f + Az + rdy + f;82
4 1 (i1 A2+ fr Ay + fia B8+ 2 Dy
+2fpDyDe+t2fDalz)+ -

Wenn man hier fir Ay und Az ihre wahren Werthe, nach Potenzen
von Az entwickelt, einsetzt:

Ay=rfho+ (i +AF+HADT + -
A =gha+ (91+92f+939)%f+ EER

go erhilt man eine Entwicklung von f(z+ Az, y+ Ay, 24 Az) nach
Potenzen vou Az.

fle+Ae, y+Ay, s+ 88 =f+ (fithl+hi9)Ae
+3h(fithf +H9)A°

+'21'f3(91+.92f+939)Ax2

o 2 (Fu - Ful "+ a8+ 2f1of -2l 9

+2f139) 0%
+ Glieder hoherer Ordnung.
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Der Einfachheit wegen mdgen U uud V fiir die beiden Ausdriicke

U= f{fi + -f + [,9) + (9, + 9./ + 9:9),
Vowo fiy + foof? + f3292 4 2fof + 2f1sf9 4 21139

geschrieben werden, so dass
FE+B2,y+By, s+ 8s)=f+ (f, +1f+,9) B2+ USE + VA 4.

Wenn man die Entwicklung fir den dem Sehnentrapez entsprechenden
Niherungswerth machen will, so ist

12+ e+ Bz, y+ Ay 2+ 8°)
zu bilden, wo
By = f(w+B2, y+ B, £+ 9B5) Az = [Az+ (f, +f.f+19) B+,
A's =g(z+02,y+0z, 2 +9B2) Dz =g Az +(9,+9./+9.9) Br*+ -~
Folglich ergiebt sich fir den Naherungswerth von Ay die Entwicklung

. Ax? 3
faz+ (+HhAHH)E + TS+ VEE+--

For den Niherungswerth der dem Tangententrapez entspricht, hat man

flz+ 3Bz, y+ 37Dz, 2+ ;9 A) Az

T 3
=Bz + (A HHDE+VE + -,
Zieht man diesen von jenem ab, so erhdlt man
Ax? Ax?
U+V5 +---.
Und der dritte Theil dieser Differenz zu dem letzten addirt giebt
2 Axd
[As+ (h+Af+HNE+USE +VET+ -

Die hingeschriebenen Glieder stimmen smmtlich mit den entsprechen-
den Gliedern des wahren Werthes von Ay tiberein. Denn es ist

d=
Ay — J fe+ Az, y+ Ay, 8+ 82) Az = fAz + (f,+fof+9) A
Az Ax?
+UE5+Veist -

Das gleiche gilt von dem Niherungswerth von As. Der Beweis ist
derselbe, nur dass y und s, so wie f und g ihre Rollen vertauschen.

Zu der practischen Benutzung des Verfahrens ist nur noch zu
bemerken, dass man am Besten digjenige Variable zur Unabhingigen
macht, von der man die convergentesten Reihenentwicklungen ver-
mutbet. Man wird also im Allgemeinen die unabhingige Variable
wechseln, wenn die Differentialquotienten gross werden.
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Als Beispiel will ich die Differentialgleichung behandeln, welche
die Gestalt eines Tropfens oder einer Blase bestimmt und analytisch
bisher nicht hat geldst werden kdnnen.

Es ist hier bekanntlich die mittlere Krimmung eine lineare Func-
tion der senkrechten Coordinate. Bei richtiger Annahme der horizontalen
Coordinatenebene kann also die mittlere Kriimmung der senkrechten
Coordinate proportional gesetzt werden. Der Tropfen soll auf einer
horizontalen Grundlage ruhen. Er wird dann eine Symmetrieachse
besitzen, die zur s-Axe genommen wird mit der positiven Richtung
abwirts. Bei einer Blase, die von unten gegen eine horizontale Fliche
driickt, wird ebenso die Symmetrieaxe zur z-Axe gemacht aber mit der
positiven Richtung nach oben. Die Differentialgleichung lautet dann:

i N
2=’?}_‘(K|+K2);

wo K, und K, die beiden Hauptkriimmungen und @ eine von der
Natur der Flussigkeit abhiugige Constante (von der Dimension einer
Lénge) bedeuten. Der eine Hauptkrlimmungsradius ist bei einer
Rotationsfliche immer gleich der Liénge der Normalen zwischen der
Fliche und der Rotationsaxe.

Der andere Hauptkriimmungsradius ist gleich dem der Meridian-
curve. Bezeichnet » den Abstand eines Punktes von der z-Axe, s die
Bogenlinge uud ¢ den Winkel, den die Meridiancurve dort mit der
Horizontalebene bildet, so hat man also

Ze=a (5745

Statt %‘: kann man auch schreiben fﬁﬂ_w) oder ‘ﬂ%c‘of-"—) , da ja

g; = cos @ g; = sin ¢ ist Es ldsst sich daher die Differentialglei-

chung durch eins der beiden folgenden Systeme von simultanen Dif-
ferentialgleichungen ersetzen:

dz t ar t
o, } , LA
. ode

d(sing) __ 2z sing

Tdr a’ r?

Wenn |tan | < 1 ist, werde ich das erste System, wenn ltan o> 1,
das zweite gebrauchen, Alle Tropfen und Blasen haben in der
Rotationsaxe eine horizontale Tangentialebene. Ich beschriinke mich
daher auf diesen FKall, dass fiir y = O auch ¢ =0 ist. Dann folgt

fir r =@ ==0, da hier = '"”’ d(—';i;z) ist, dass 2(809) __ 25 _ d(sing)

d(cosp) __

. 810 (p
dr a‘l +

dr at dr !
dass mithin die Krﬁmm\mg in der Rotationsaxe gleich (—:; ist. Je mach
dem fir den Werth vou # in der Rotationsaxe angenommenen Werthe
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erhilt man andere und andere Lisungen der Differentialgleichung. Es
wiirde geniigen fiir einen festen Werth von @ die Schaar der Losungen
za berechnen. Denn da ¢ die Dimension einer Linge hat, so wiirde
irgend eine Losung je nach der Wahl der Lingeneinheit jedem be-
liehigen Werthe von a entsprechen. Ks ist daher keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn ich @ = 1 annehme.

Sei nun zum Beispiel fiir » =0 2 =1, so wiirde sich die Rech-

nung so gestalten:

»
)
g &
= olc> oo © 5 & olo otco .
s bl == S bl
Lol wl e Wik bo = ~ ol o I Y
g g ]
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Der nichste Sehritt in derselben Weise ausgefilhrt

Werthen

bringt uns zn den
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r z sin @ tan ¢
0.6 1.2145 0.6614 0.8819
Und da bei dem niichsten Schritt tan ¢ erheblich grisser als 1 werden
wiirde, so ziehe ich es vor, schon jetzt 2 zur unabhingigen Verinder-
lichen zu machen und das zweite System von simultanen Differential-
gleichungen

ar _ cot
gz — v 9,
d (eos p) - sin ¢
dr —2z+ r
zu Grunde zu legen:
s g 3
Man kann auch cos ¢ zur “ + © @ E
unabhiingigen Verinderlichen a0 1 i
machen, Dann berechnet man p o
S it 2 ™= -
aus der Aenderung von co8 @ 3 - 2
zuerst die von # und daraus die Sl e s
Aenderung von 7, Geht man ( 1
80 zwei S'chritte-weiter ulftd l5sst sig8E g1 8 28
cos @ beim zweiten Schritt Null 3 & s s afN
. . o O (=4
werden, so ergiebt sich l T 979
7 2 cos @ 2 19
™ Q>
0.8169 1.6565 0.0000. I
Die vierte Decimale ist nicht ]
mehr zuverldssig. Auch habe . e 218 8ls 2
ich bei der Rechnung mich des v SR BR ZR A
Rechenschiebers bedient, wo- — e _°o° <°I2°
durch bei der Grosse der Schritte [ 4]+ | & 3
die vierte Stelle fehlerhaft wer- P9l Rl
den kann. Mit halb so grossen ! '
Schritten lieferte die Rechnung slg 3
- - -]
r s cos @ 812 o
0.8180 1.6h68 O.0000 2z EEIEN 2
. ’ sl 22 JB & s
woraus ich schliessen zu diirfen g las sle aflcs 3
glaube, dass fiir den Rand des l !
Tropfens oder der Blase & | =
a 0w
=0.818, #=1,657 22
mit der Genauigkeit von einer 2% E 3
Einheit der dritten Decimalen « |8 8] &% S
gesetzt werden kann. ’ oz 2 —
- = S f= ©
Man kann dbrigens auch . 218 3D 3 3
. . . : o O v it b= t~
mathematisch die Genanigkeit S ol sls 8 s

Mathemalische Annalen, XLVI. 12
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des Verfahrens bestimmen. Ich glaube indessen, dass ein practischer
Rechner sich meistens mit der geringeren Sicherheit begniigen wird,
die er aus der Uebereinstimmung seiner Resultate fiir grossere und
kleinere Schritte gewinnt,

Die Werthe von tan ¢ oder cot g, die zu gegebenen Werthen
von sin ¢ oder cos ¢ gehdren, kann man aus einer Tabelle entnehmen.
Ich habe zuerst die Coordinaten- und Tangenten-Tafeln von C. Ditt-
mann benutzt. Sie sind fiir diesen Zweek nicht besonders geeignet,
und ich habe mir deshalb selbst eine kleine Tabelle angelegt, die fiir

die Zablen u=0.001 bis 0.710 die Werthe von o auf vier
— U

Decimalen genau angiebt. Die Tabelle lisst sich auf drei Quartseiten

schreiben, aus denen ohne umzublittern sogleich der Werth von tan @

entnommen wird, wenn sin ¢ gegeben ist, oder von cot ¢, wenn cos @
gegeben ist.

Potsdam, im September 1894,



