
Zurtickfflhrung einer beliebigen algebraischen O]eichung auf 
due Kette yon Gleichungen. 

Von 

O. H6LD~R in GSttinger. 

Die vorliegende Arbeit bpzweckt die Verallgemeinerung des folgen- 
den 8stzes, welcher das Fundament des Abel ' schen Beweises i'fir die 
Nieh~uf_l~sb_~rk_e~t_..~r~ g!~emeinea Gleichungen yon hSherem als dem 

Wenn eine Gleichung darch Wurzelzeichen aufgelSst werden kann, 
so verm~g man stets der AuflSsuag eine solche Form zu geben, dass 
die s~mmtlichen vorkommendea Raclicale rationale Functionea der 
Wurzela der gegebenen Gleichung sind. 

&bel*) geh~ dabei yon der Voraussetzung aus, da~s die Coeffi- 
cienten der Gteichung rationale Fanctionen yon irgend welchen un- 
abhEngigeu Ver~nderlichen sind, und nimmt keine R~icksich~ auf die 
Natur der in die Rechnung eingehenden Coastanten. 

Will man die letzteren beachten, was selbstverst~ndlich unum- 
ggngl/eh ist, wenn man Gleiehungea mit eons~an~n Coefficien~ea mlt 
in den Kreis der Betxaehtung ziehen will**), so muss der Ausspmch 
des Sa~zes etwa~ modifieirg werden. 

Es muss zuers~ ein Raiionalit.$fsbereieh im Sinne des Herru 
K r o n e e k e r  ~**) definirt werden, dem die Coeffieienten der gegebenen 
Gleiehtmg angehSren. Wie Herr K r o n e c k e r  ausgefilhr~ ha~j'), laute~ 
da~n die Behaupttmg dahin, da.ss die Hfilfs~Sssen, d.h. die Radicale, 

*) VergL Abel's Werke II. Ausg., I. Bd. p. 72 his 75. 
*~) Den Un~r~td.ed zwi~chen Gleiehu~gen mi~ cons~an~n und solchen mit 

variabeln Coe~clenteu hebt Abet ~usdrs i~ einer na~hgelasseaen Abhand- 
lung hervor: Werke Bd. II, p. 219, 

~**) C~. Grundz~g~ einer arithmet~chen Theorie der alge~ora~chen Gr~ssen, 
Berlin 1882. p. a b~ 5. 

t) Cf. Monat~berichte der Berl Acad. Sitzung der phys.-math. Classe yore 
3. M[~z 1879, 1 ~. 208. 
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aus den Wurzela der gegebenea Gleichaug and ~ ~ / ~ J ~ .  
wurze~n sieh rational zusammensetzen. Es versteht sigh dabei yea 
selbst~ dam die den yon vornherein gegebenen Ratioaali~berelch 
angeh5renden GrSssen in die iusdrfieke n i t  eimgehea kSma~u. 

Man muss also Eiaheitswarzela n i t  herbeiziehen i die~ le~.zteren 
sind nleht inner  in den Wurzeln der urspritngliehen Gleichung rational. 
Darin lieg~ ein M ~ t a n d .  

Es empilehlt sieh deswegen, start der huflSsang eiaer Gleiehtmg 
durch Wurzelzeiehen, d. h. statt ihrer ]~duction auf reine Gleiehangen, 
zun~chst nur die Reduction auf gewShnliche Abel'sche Gleichungeu 
yon Primzahlg'md vorzunehmen. Ich folge hJerin einem Vorschl~, 
den Herr F. Klein mix im miindlichen Verkehr gemaeht hat. Wenn 
eine Gleichung sich flberhaupt auf elne solche Kette Ahel 'scher 
G!eich~ungen zur~ckftlhren ~t, sO kana man es d a ' - ~ - i - - ~ - e i ~ a ,  
dass die Wurzeln der Hilfsgleichungen in den Wurz~ln der ursprtlng- 
lichen Gleichung rational stud, ohne da~s man Eiaheitswurzeln ein- 
zufllhren nSthig ]~tte. Man beschrii~kt sieh also dana auf solche 
Irratioaa]it~ten, welche im Siane yon Herin F. Klein*) zu den 
,,nat~rlichen" geh5ren. Es warden bei dieser Betrachtang~weiso die 
Glelchungen der Galois'schen Methode directer zugRnglich. 

Die Reduction jeder einzelnen der erhaltenen Abel'schen Glei- 
chungen yon Primzahlgrad auf eine reine Gleichung ist daan jedesmal 
besonders auszuffihren nach vorhergegangener Adjunction einer Ein- 
heitswurzel. 

Bei den nach dem gew~Imlichen Sprachgebrauch nichtauflSsbarea 
Gleichungen kann man run ~illulich verfahren: Man fahrt eine ~olche 
Gleiehung zuerst auf ehte Kette yon einfachen Gleichungen, d.h. yon 
Gleichungen mit einfacher G alois'se~her Gruppe, zu~ck. Die Reduction ! 
einer jeden solchen einf~tchen Gleichang a~ff eine Normalgleichung mit 
derselben Gruppe ist dann eine zweite Aufgabe, welche ffir sich be- 
handelt werden kann uad z. B. bei den Gleichung,ea f~ften Grade~ 
ausffikrlich behandelt women ist. Bei der LSsung tier ersten Aufgs 
kommt man mit den natfirlicheu Irratioaalit~ten aus. 

Man wird dabei allgemein folgendermassen verfahren: Man stcllt 
zunYmhst eine ~mf~c],e ttillfsgleichung aaf, deren Ccefiicienten dem 
ursl)riingl/ch gegebenea Rationalithtsbereich angehSren. Wean man 
nun siimmtlicl~e Warzeln dieser Hiilfsgleichung adjua~rt ,  ~o emtsteht 
ein neuer Rationalit~t~bcrcich. Dieser wird zu Grund gelegt ffir eine 
zwcite l=[filfsgleichung, welche auch eine einfache Gruppe haben soil 

*) Klein,  Vorles~nge~ fiber da~ Icomeder und die Aufl~uag dot Glei- 
Omngen vora 5 ~ Grade, Leipzig 1~84, p. 157. Den Gegen~tz zu den Batlir- 
lichen IrrationaLit~ten bilden die ~ e n .  
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Naehher wird die Gesammtheit der Wurzdn der zweifen H~lfsgteiehung 
noch dagu adjungirt und so fortgefahren. Wean man schliessLich die 
Wurzeln der letzten Hlilfagleichung adjun~rt ha~ so sollen die Wurzeln 
der ursprtinglichen Gleichung nunmehr aUe rational geworden sein. 

Mma kann nan fragen~ welches die Gruppen der Hfilfsgleichungen 
seizr warden, in wie wait diese Grnppen bestimmt sind, wie gross die 
gahl der Htilfsgleiehungen sein muss, and wie deren Wurzeln, die 
HfllfsgrSssen, beschaJ~en sein mfissen. 

Es wird sich zeigen, dass durch die Gruppe der urspr~nglich ge- 
gebenen Gleichung gewisse vollstgnd/g bestimmte einfache Oruppen, 
die .Faetor~upl~en, gegeben sind. Diese le~eren Gruppen miissen 
unf~r den G al o is'schen Gruppen der H~Ifsgleichungen jedenfalls vor- 
kommen. Jade yon den Faetor~ppen ist anvermeidlich, aueh wenn 
man in der Wahl der HillfsgrSssea aus dam Gebiet der nattirlichen 
Irrationalit~ten heraustritt. Es er~ebt sich hieraus ein Minimum f~r 
die Anzahl der l-liflfsgleiehungen. Ausserdem gilt der Satz, dass, 
wenn die Zahl der Hiilfsgleiehungen mSglichst klein ist~ die Hfilfs- 
gr~ssen yon selbst alle rational werden in den Wurzeln der ursprfing- 
lichen Gleiehung. 

Den Sehliissel zur Behandlung der erw'2hnten Fragen bildet ein 
yon l~terrn C. J o r d a n  aufgestellter 8atz*). Es bedurfte nut einer 
weiteren Ausf~rung des J o r d an'schen Resultats. Diese Ausfiihrang 
erh/il~ ein besonderes Interesse dutch die Bedeutang der Saehe ffir die 
Behandlang der hSheren Gleiehungen und dureh alas Hervortreten 
eines bis jetzt nieht hinreie~aend gew[irdig~en gruppentheoretischon 
Begr/ffs, niianlich des Begriffs der Faetorg~p_pe. 

Der Znsammenhang des Ganzen'~ha~ es mi~ sich gebrach~, dass 
viel Bekanntes yon Neuem entwickel't worden isL Es werden im 
Folgenden nur die elementarsten ~uulppentheoretisehen Begriffe und 
die Fandamentaleigensehaft der G a I oi s' sehen Gruppe einer Gleichung 
vorauagesetzt werc~en. 

Die Arbei$ zerf'gll~ in cinch rein gruppentheoretisohen und eiuen 
algebraischen Theft. 

L Gruppentheoretischer TheiL 

w  

Die defl~irenden Eigenschaften der GruppezL 

Die in diesem Theil entwickelten S~'tze gelten f[ir alle Gruppen, 
die aus einer e~d/ic]~-~ Anzahl yon Operationen bestehen. Die Ar~ 

�9 ) VergL C. Jordan, Trait~ de8 substitutions et des 6quations alg~briques, 
Par~ 1870~ p. 269 und 270. 
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der Opemtionen L~t dabei ghiehgllltig. Rs wird nut die Gruppea- 
eigensehaft v o r a ~ t z t ,  welche in die folgenden Bestimm~mgen zu- 
sammengefasst werdea kama'): 

1) Je zwei Operationen sollen in bestimmter Aufein~aderfolge 
zusammengesetzt (multiplieirt) eine eindeutig be~immte Operation er- 
geben, welche gleichfalls derselben Gesammtheit angehSrL 

2) F ~  die Zusamm~t:zung der Operationen soil dan associative 
Gesetz gelten, w-2hrend das commutative nicht erfilllt zu sein braucht. 

3) Aus jeder der beiden die Operationen A, 13, C enthaltenden 
symbolisehen Gleiehungen 

A B  ~ A C ,  B A  ~- C A  

soil gesehlossen werden kSnnen, dass 

B ~ = C  
ist. 

Eine Folge dieser Bestimmungen ira Zusammenhang mit der 
Endliehkeit der Operationenzahl ist es, dass eine sogenannte /dm,disc/~ 
Operation J vorhanden ist, und zwar eine einzig% welehe alle anderen 
bei tier Multiplication unver~,udert l~t~ und dass zu jeder Operation 
A eine eindeutig bestimmte umgekehrte Operation A -x sieh finder, 
so dass 

A A ' :  ~ A - I A ~  J 
ist. 

w  

Ausgezeielmete Untergrupl~n. 

Wenn die Operationen 

B,/~I,/~ . . . .  

eine .Untergruppe" der Ge~mmtgruppe bilden~ so bilden auch die 
.uait HiIlfe der Operation A transformirten" 0perationen 

A - I B A ,  A-~.BIA,  A - I B 2 A  . . . .  

eine Grupp% welche selbst als au8 der ersten Untergruppe transformirt 
bezeiehaet wird. 

Eine Untergruppe, welehe identisch ist mit den s~anmtliehen aus 
ikr transformirten, ist nach einem Ausdruek des Herrn Klein eine 
auage.~ehnete~ naeh Herrn KSnig (Math. Anualen Bd. 21) eine in- 
~ariar~ Untergruppe. Nach der Rlteren Ausdrueksweise nennt man 
eine ~ solehe Untergruppe ,,mit den s.~mmflichen Operationen der Ge- 
sammtgruppe vertauschbar." Wenn n~mlieh A eine beliebige Operation 

*) Hinsiehtlieh der Gruppeudefinition vergi, aueh Dy ek, Gruppentheoretiseho 
Studien, Math. Ann. Bd. XX. 



tier Gesammtgruppe, und ~ eine Operation der Untergruppe bedeutet, 
so sind die Producte A ~  und J~A beziehungsweise in den Formen 
~B'A and A2~" darstellbav, wo B" und B" passend gew~hlte Opera- 
tionen der Untergruppe bedeuten. 

Eine ausgezeiehnete Untergruppe l~eisst a~sge~eicknvtr fMaxir~al- 
untergruFse, falls es keine unffassendere sie enthaltende ausgezeiehnete 
Untergmppe der Gesammtgruppe giebt. 

w  

Die Faetoren der Zusammensetzung. 

Von besonderer Wichtigkeit ist eine yon Herrn C. J o r d a n  ein- 
geffhrte Reihe. Wenn nRmlich G eine beliebige Gruppe bedeutet, 
so bitde man eine Reihe yon Gruppen 

t p t  G, G,  G ~ . . . J  

demrt, dass jede Gmppe dieser Folge eine ausgezeichnete Maximal- 
untergrappe der vorhergehenden bedeutet, und die letzte, mit J be- 
zelchnete Gruppe nur die ideatische Operation enthRlt. Man nennt 
jede sotehe Reihe t~eihe do. Zusammensetzung. Weun nun die Gruppen 
der Reihe respective 

Operationen enthalten, ~o sind 

-~,-, -~.~ , . . .  

die Z~hlen, weIche Herr C. J o r d a n  als Factorer do" Co~positio,~ in 
die Theorie eingeffihrt hat. Diese Faetoren siad abgesehen yon ihrer 
Aufeinanderfolge v511ig bestimmt trotz der MSglichkeit die Reihe tier 
Zusammensetzung abzu'~ndern*). 

Diese Theorie yon den Factoren der Zusammensetzung muss aber 
dahin vertieft werden, dass die Factoren als Gru~en aufgefasst werden. 

Es wird im n'~ehsten Paragraphen gezeigt wexden, dass durch 
das Verh~ltn~ss einer Gruppe zu eiuer in ihr ausgezeichnet enthaltenen 
Unterg'ruppe stets eine neue Gruppe yon im Allgemeinen anderen 
Operationen definirt s Diese letztere Gruppe ist v~llig bestimmt 
yon dem abstracten Standpunkt aus. weleher yon dem Inhalt der 
Operationen absieht und nur deren gegenseitige Verknfipfung betrachtet, 
weloher deshalb auch eindeufig auf einander beziehbare (hdoedrisch 
~a~u~l~) Oruppen als identisch auffasst*~). 

*) Vergl. Jordan, Traitd des substitutions etc. !o. 42. 
*~) Vergl. die Arbeit de~ Herrn Dyck in den Math. Ann. Bd. XX. 
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I ~  dn.rch eine 6raptm and eine in ~ ~ b n e ~  Q t h ~ e  
Unl~,'8~ppe dehi.,.~ O, uo~mt,, 

Wean die S~n~le  
.B, .B,, .R,, . . .  

die Operationen irgend einer U~tergruppe H bedeuten, so ksun man 
die s~mmtliehen Operatiouen tier Gesammtgruppe G in dora Schema 

/L ~ , ,  /~, - - -  

B, B , & B, , S, B~ , . . .  

& B ,  S~B,, S . N ,  . . .  

S . .~B ,  S._~B,,  S._~B.. . . .  

darstellen, wo die Operationen 

passend aus der Gesammtheit ausgew'~hlt sin& Dieses Schema find~t 
sieh schon bei Cauchy*).  Dasselbe dient zum Beweis daf~tr, da~ 
die Anzahl m tier Operationen /~, d. h. die Ordnung der Ulitergrup.pe t 
stets ein Theiler yon der Gesammtzahl der Operationen~ d. h. yon der 
Ordnung der Gesammtgruppe ist. 

Wenn nun die Untergruppe eine ausgezeichnete ist~ so gilt der 
SaL% dass zwei beliebige Operationen aus zwei bestimmten Horizontal- 
reihen des gegebenen Schemas in bestimmter Aufeinanderfolge zu- 
sammengesetzt eine Operation einer vSllig bestimmten Horizontalreihe 
geben m(Issem Wenn n~m]ieh /~, v, 0, a vier belleblge Indices be- 
deuten, so ist immer 

wo der Index x nur yon Fund v ~bhrmgig ist. 
Damit ist eine Zusammensetzung der H0rizontalreihen definirl. 

Man erhKlt so neue Operationen~ welche gleiehfalls eine Gruppe bilden. 
Diese vollst~udig bestimmte Gruppe ist es, welche in die Betrachtung 
eingefShrt werden soil Man kSnnte sie den Qtwt/e~ge~ der Gruppen 
G und H nennen~ dieselbe soll im Folgenden mit 

Gill 
bezeiehnet werden. 

*) Cauchy: Exercices d'aaMyse et de physique mathdmatique, Tome HI. 
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Die Ausfflhrangen des vorhergehenden Paragral0hen kSnnen auch 
so ausgedritckt werden: Es mSgen zwei Operationen der Gesammt- 
gruppe G als b ~ u ~ v ~  bezeichnet werden, wenn sie in einander fiber- 
gefahrt werden kSnnen dutch Multiplication mit einer Operation der 
ausgezeichneten Untergruppe H. Wegen der Vertauschbarkeit der 
Gruppe H mit den Operationen der Gesammtgruppe hraucht man in 
dieser Definition die Multiplication rechts und links night zu unter- 
scheide~. Aus demselben Grand folgt, dass Aequivalentes mit Aequi- 
valentem mu]tiplicirt Aequivalentes giebt. Theilt man also die Opera- 
tionen der GesammtgTuppe G in Classen ein, indem man ~quivMente 
Operationen in dieselbe Classe setzt und nicht~quivalente Operationen 
in verschiedene Classen, so erhElt man eine Zusammensetzung der 
Classen, fiir welche die Gruppeneigenschaft besteht. Je ~n Operationen 
der urspranglichen Gruppe G entspricht eine bestimmte Operation der 
neuen Gruppe. Die Zusammensetzung der Operationen ist bei beiden 
Gruppen eine entsprechende, d. h. es besteht zwischen den letzteren 
ein Isomorp/dsmus. Dieser Isomorphismus heisst meroedrisel~, well 
einer Operation der zweiten Gruppe mehrere Operationen der ersten 
en~sprechen. 

Aus diesem Isomorphismus kann Fo]gendes geschlossen werden: 
Wenn gewisse yon den defmirten Class~n eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Classengruppe G[H bilden, so bilden die diesen Classen 
a~gehSrenden Operationen der urspr'~inglichen Gruppe G eine aus- 
gezeichnete Unter~oTuppe H" der letzteren. Ausserdem enth~lt die 
Gruppe H' die Gruppe H m sich, denn die Operationcn yon H slnd 
diejenigen~ welehe mit der Ident~t~t in dieselbe C]asse gehSren. 

Wenn jetzt H eine ausgezeichnete .MasimaZunterg'ruppc yon G 
bedeutet, go ka~n eine Gruppe so wie die Gruppe H" nicht vorhanden 
sein, es hat desshalb in dlesem besonderen Fall such die Gruppe G I H 
keine ausgezeichnete Untergruppe, ausgenommen die Identit~t und die 
Gruppe G[H selhst; die Gruppe GtH ist also dann einfach. D~eser 
Schluss kann umgedreht werden: Wenn die Gruppe G[H einfach ist, 
so ist die ausgezeiehnete UntergTuppe Heine ausgezeiehnete MarJmal- 
untergruppe. 

In allen F~llen ist die Ordnung der Gruppe G gleich dem Product 
der Ordnungen der Gruppen G[H und H. Man kann such sagen, 
dass die Gruppe G in zwei Factoren gespalten werde.*) Die Factoren 
spielen dabei eine verschiedene Rolle. Als erster Factor mbge daher 

*) Vergl. Dyck, Gruppentheoret/sche Studien, Math. Ann. Bd. XX~ p. I4. 
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stets die Grupl~ Gill a u f g e f ~  werd~, welche &r  Gmpl~ G i~morl~ 
ist, als zweiter Factor die Gruppe H~ welche eiae ausge~iehnet~ 
Uatergruppe yon G i ~  Den Ausgangspunkt hildete b i~  die a~- 
gezeichnete Untergruppe, man h~tte abet auch yam ~ e a  
Isomorphismus ausgehen k~nnen*). 

Zu der Aufgabe, eine Gruppe in zwei k~ctoren zu spalten~ ka,  a 
man sich die umgekehrte stellen: Gegeben zwei Gruppen als Faetore~, 
aus denselben eine Gruppe als Product zusammen~_:'~etzem Di~e Auf. 
gube l~sst manchma| mehrere LS~ungen zu, ich hoffe dieselbe bei eider 
anderen Gelegenheit zu behandeln. 

w 

Zerleguag eider 8rupt~ in FaetorgrapI~W 

Wenn nun eine beliebige Gruppe G gegeben i~,  so spaltet man 
dieselbe zun~chst in zwei Factoren, f~lls sie nicht etwa schon einfach 
ist. Es kann natSrlich sein, dass diese Spattung auf verschiedene 
Weisen m~lich ist, in cliesem Fall w~hlt man i~gend eine Art aw. 
Nun spaltet man jeden der Factoren, wofem er nieht ei~fach ist, yon 
Neuem und f~hrt so fort, bis man nur noch einfache Gruppen hat. 
Diese einfachen Gruppvn siad dann die f r~e r  erw~hnten Factor- 
gruppen. Man gelangt so zugleich zum Begriff eines Products aus 
mehreren Gruppen. 

Man erh-21t diese einfachen Factorgruppen auch a~s der Reihe 
der Zu~ammensetztmg (s. w 3). Wenn n~mlieh 

t ,  t,v G , G , G , G  , . ' . J  
eine Reihe der Zusammensetzung filr die Gruppe G vor~tellt, so siad 
die Gruppen 

GIG', G']G", G"tG" , . . .  
alle einfach und es sind dies die Gruppen~ am welehe es ~ich h~ndelt~ 
Eine n~here Ueberlegung zeigt, dass man so aus den verschiedenen 
Reihen der Zusammensetzung die~elben Aggregate eiafacher Gruppen 
erh'~ilt, wie dutch das im Anfang des Paragraphen aaseiaandergesetzte 
Verfahren, welches verschiedener Ab~nderungen fvahig sein kanm 
muss nur im Folgenden noch gezeigt werden~ da~s diese Aggregate 
einfa~her G ruppen alle identisch ~iad, d. h. dass atle Reihen der Zu- 
sammensetzung, abgesehen yon der Reihenfolge, dieselben Factor- 
gruppen ergeben. 

Diese Factorgruppea tretea bei Herrn Dyck**)schon auf, es f~hlt 

*) VergL Dyck, Gruppentheoret. Studien, die~e Ann. Bd. XX, p. 14. 
**) Ueber regul'~r verzweigte Riemana'sche Fl~chea und die dutch $i~ 

definirten Irrationalit~ten. InauguraldJs~rtation, Mfiachen 1~79. po f~fL 
VergL auch Dyck, ~Ma~h. Ann. Bd. 17, p. 486. 

~ a ~ h e m ~ t ~ c h e  A n n u l e t ,  X X X I V .  3 
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abet deft der Satz, dass diese Gruppen vollst~dig bestimmt sind trotz 
der MJgliehkeit die gerlegung auf versehiedene Arten vorzunehmen. 
In den Werken der H.tL J o r d a n  und N e t t o  kommen die Grul~pen 
nieht vet, sondem es shad die Faetoren der Zusammensetzung als 
reine Zahlea aufgefasst. Far die Zahlea ist der entsprechende Satz 
yon Herra J o r d a n  bewiesen worden. Diesen Beweis yon der ,Con- 
stanz der Faetoren der Zusammenset~mag" hat Herr N e t t o  erheblieh 
vereinfaeht*). Man wird im FoIgenden uaschwer eine Modification 
des yon Herrn Ne t t o  beaatztea Gedankenganges erkennen. 

w  

Die Gruppe G besitze zwei vo~ dnander verschiedene ausgezeichnete 
Maximalmatergruppen H mad H'. Die diesen beiden Gruppen gemein- 
samen Operationen bilden die Gruppe F, und da eine Operation der 
letzteren Gruppe mit irgend einer Operation der Gesamm~n'uppe trans- 
formirt eine Operation sowohl yea H als yon H" ergeben muss~ so ist 
die Gruppe 1 r in der Gesammtgruppe and also ouch in den Gruppen H 
und H' aasgezeidmet enthalten. 

Die 0perationen A, A'~ A", . . .  der Gruppe H und ~ ~ ' ,  ~"~ . . .  
der Gruppe H" sollen auf alle mJglichen Arten zusammengesetzt werden. 
Wofem nun eine so zusammengesetzte Operation, z. B. A B B ' A "  
mit einer beliebigen Operation C der Gesammtgruppe G transformirt 
wird~ so er l~ t  man 

(C-' a C') (0-'  ~ C) (C-1 ~ '  C) (C -1A' C), 
also eine Operation, welehe selbst aas den Operationen yon H and H" sieh 
zusammensetzea lgsst. Die dutch die Zusammensetzmag der Opera~ionen 
yon H and H' gehildefe Gruppe ist also eine ausgeze/chnete Unter- 
gruppe der Gesaramtgruppe. Die neue Gruppe miisste aber aueh um- 
fa~sender sein als jede der beiden Gruppen H und H'. Dies ist aber, 
weil die letzteren Gruppen aasgezeiehnete Maximaluntergruppen sind, 
nur dann mJg/ie/a, wean die frag/iehe neue Gruppe mi~ der Gesamm~- 
gruppe identiseh ist. 

Ieh definite jetzt einen Aequivalenzbegriff~ indem ieh zwei Opera- 
tionen der Gruppe (~ dann als gquivalent bezeiehne, wenn die eine 
dieser Opemtionen aus tier andern sieh dureh Multiplication mi~ einer 
Operation der Gruppe F erhalten lgsst. 

Dadureh werden die Operationen in verschiedene Classen vertJaeilt. 
Die Gruppe H enth~lt die ganze Oruppe Fund wird also jede Classe 
yon Operationen ganz enthalten, yon weleher sie ~iberhaup~ eiaen 

*) Cf. Iffetto, Sabstitutionentheorie und ihre Anwenduug auf die Algebra, 
Leipzig 1882, p. 87~90. 
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Theil euth~t. Da~elhe gilt yon der Gruppe H'. Aede dieser Gruppen 
karm also als at~ eiaer Anzahl yon C ~ n  bestehead bctrachtet 
werden. Da die Classen sieh wie die Opemtlonea selbst rmsammen- 
se~en, so er'~heinen die Gruppen G~ H, H' zugleieh als Gmppen 

~lr ,  HIL . ' I t  
yon Operatlonsolassea, welehe letzteren Gruppea zur Abk/trzuag ,nit 
Go, He, He' bezeichnet werden m5gea. 

Die isomorphe Beziehung zwischen den neuen und den urslarttng- 
lichen Gruppen (vergl. w 5) ]~-sst erkennen, das~ die Gruppe G e dutch 
Zusammensetzung der Operafionen yon H o und H o" muss erzeu~ werdea 
k~nnen, und dass die beiden letzteren Gmppen ausgezeielmete Maximal. 
un~ergruppen der Gruppe G o sin& Da die beiden Gmppen H und 14" 
nur diejenigen Operationen gemeinsam eathalten, welche z~  Gruppe F 
geh5ren, so habea die Gruppen Hound H~" nut die idenfische Classe 
gemein. 

w 
Es mSgen mit ~q, B 1 , $2, . . .  die Operationen der Classengruppe He, 

mit T, Ti,  T 2 . . . .  die Opemfionen der Gruppe Ha" bezeielmet werden. 
Das Product 

T-* S-* T 

kann nun in die beiden Formen 

( r - ,  s -* T ) S, T -~ (S - '  r S) 

gesetzt werden, yon welehen die erste zur Ansehauung bring't, dass 
das Product der Gruppe He angehSrt, die zweite, dass dasselbe auch 
in der Gruppe H o' enthalten is~. Es muss also das Product T-~,~-~T,~ 
gleich der identischen Operation der Grappe G o sein, woraus fclgt, da~s 

TS == ST 

ist. Es sind die ~,mmtlichaa Operationen S mit den m~mmttic/len 
Opemtionen T vertauschbar. 

Man kann also die Operationen der Gruppe Go, welehe sich alle 
aus den Operationen S and T zusammensetzen lassen, in die Form 

s,r~ 
bdngen. Diese letztere Darstellung der Operationen i~t ausserdem 
eindeutig. W-~re n'~mlich 

s,r~ = 8,,~,, 
so wSxde daraus 

S;~ Z, = r,,r~ -1 
folgen; die in diesen beiden Formen dargeste]lte Operation mSsste also 
in den Gruppen H o und H 0' gleichzeifig evthalten sein, folglieh *nit 
der identischen Operation flbereinsfimmen, 

$* 



Die Formel S , T  e liefert also jede Opera~ioa der Gruppe G O ein- 
real, undes  ist zugleich 

(S,r~) (S~ro) ~- (Z.Z~) (r~r,). 
Es soll jetzt ein neuer Aequivaienzbegriff definirt werden: Zwei 

0peratdonen der Gruppe G o sollen in dieselbe Classe kommen, wenn 
die vine mit einer Operation S" der Gruppe H o multiplicir~ der zweit~n 
gleich wird. Jede solche Clause wird daml durch eine bestimmte 
Operation T charakt~risirt, und die so gebildete Gruppe Go:H o ist 
identiseh mit der Gruppe der Operafionen T, d. h. mit der Gruppe Ho'. 

Die Gruppe G o ist das Product der Gruppen Go:H o und Ho, d. h. 
der (3rappen H o' und H o. Der vorliegende Fall ist der denkbar ein- 
fachste der Producthildung, indem die Operationen der heiden product- 
bildenden Gruppen zugleich dem Product angehSren und als ver- 
tauschbar und yon einander unabh~n~g erscheinen. Es wiirde vielteicht 
niitzlieh sein, fiir diesen Fall einen Ausdruck zu besitzen und ein 
solches Product etwa alas direc~e zu nennen. Das directe Product ist 
dutch seine beiden Factoren eindeutig bestimmt, dabei kommt es auch 
auf die Reihenfolge der Factoren nicht an. Der Begriff des directen 
Products kann sofort auf den Fall mehrerer Factoren ausgedehnt 
werden. Herr Dyck*) nennt eine Gruppe, welche so beschaffen ist 
wie ira vorliegenden Fall Go, vine ,,eigentlich zerfaIlende". 

w 

Die zuletzt ausgeffihrte Eintheilung der 0perafionen der Gruppe G O 
in Classen ist niehts Anderes als vine Eintheilung der frfiher ein- 
gvfiihrten Classen in Classen zweiter Art. Diese neue Eiatheilung 
hltte auch mit einem Schritt gemacht werdvn kSnnen. 

Bedeuten C und C1 zwei Operationen der urspriinglichen Gruppe G, 
so werden dieselben dana einer und derselben Classe zweiter Art zu- 
zuweisen sein, wenn das Product U -1 Q einer derjenigen Classen erster 
Art angeh5rt, aus welchen die Gruppe H o besteht, d. h. also dann~ 
wean C -1 C I vine Operation der Gruppe H ist. 

Demnach ist die Gruppe G H identisch mit der Grappe Go I H0, 
yon welcher letzteren be~viesen ist, dass sie mit der Gruppe Ho' ~ d. h. 
mit H'Ii'~ holoedrisch isomorph ist~ 

Es kann somit das Resultat so ausgesproc]~en werden: Wenn 
elne Gru!~lae G zwei vev'schieclene ausgez~ichnete ~laximalun~rgruTpen H 
umt H" beo~zt, und die die.sen beiden letzteren GruTpen gemeinscha[tliche 
Grulq~e mit F bezeichnet wird~ so sind die Gruppen G[H und tt'[r und 

*) Vergl. Dyek: Ueber reg~l~ix verzweigte Riemann'sdne FIRchen etc. 
p. r und Mat Ann. Bd. 17, p. 482. 
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dk Gr~ffea G tf u~d H!r ~dr/sd, ~ ;  ~ Gr~ 
G r/st alas d/r~e Product der Gr~ppen H lr H'In 

Aus der Einfaehheit tier Gruppen G~H und G]I4" folgt augleich 
aach die Einfachheit der Gruppen H'II" und H r ;  e~ i~t also r else 
ausgezeiehnete MaximMuntergrupl~ yon H und H'. 

w 10. 

Beweis der eindeuti~en Bes~mmtlteit der F~ctolWruptmlL 

Jetzt sou der Bewei~ darer gefllhrt werden, da~ jene Fa~tor- 
gruppea vollst~ndig bestimmt sin& Fiir die ktei~sten Ordnungen ist 
der Satz selbstverst~dlich. Es wird des~halb vorzusgesetzt, da~ der 
Satz richtig ist ~r Grappen, deren Ordnung kleiner oder gleich N 
ist, und gezeigt, dass er daun auch gelton muss ffir Gruppen derea 
Ordaung die Zahl 2n nicht fibersteigt. 

Zu diesem Zweck nehme man an, d~s die Gruppe G, deren 
Ordnung ~ 2n ist, mehrere Reihea der Zustmmeneetzung zulaam% 
darunter die beidea folgenden; 

1) G, H, K . . . .  I ,  
2) G, H', K', . . .  1. 

Yon den Groppen H und H" mSge zua~hst angenommen werden, dass 
sie verschiedea seiea; die deaselben gemein.same Gruppe m~ge F 
heissen. Man kann dana die Reihea 

3) G , H  r . . . .  I ,  
4) G, H ' , r , . . . ~  

bilden, welche yon dora mit F bezeichneten Glied an fibereinstimmea 
und welche beide Reihen der Zus~tmmeasetzung /'fir die (;rnppe G 
sin& Die Reihen 3) und 4) geben vermSge des zuletzt bewi~enen 
Satzes dieselben Factoren. Well abet die Reihen 

H, K, . . .  I ,  
H,F, . . . I  

zagleich Reihen dot Zusammensetznng fitr die Gruppe H aiad, deren 
Ordnung < n ist, so mfissen nach Vorausse~ung die beiden letzten 
Reihen, und also auch die Reihen I) and 3) dieselben F~ -~torgruppen 
liefern. Dasselbe gilt far 2) und 4) and desshMb ergebea auch die 
Reihen I) und 2) abgesehen yon der Reihenfolge dieselben Grappem 
SoUten die Gruppen H und H' zasammenfallea, so wllrde die Ueber- 
einstimmung der aus den l~ihen 1) und 2) sich ergebenden Factor~ 
gruppen daraus unmittelbar folgen, class der Satz ftir die Gruppe H 
schon als bewiesen zu betrachten ist. I ) a~ t  ist aber alles gezeigt. 
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Es kann na~rtich auch eine und dleselbe Grul)pe mehrmals auf- 
tretan, sic muss dann in beiden ReAhen gleich oft vorkommom 

Die defiuir~n einfaehen Fac~rgruppen sind also in der That Ms 
wesentliche Bestandtheile der Gruppe aazusehem 

w 1L 

Die hier entwickelte Auffassung l~sst noch andere S~Lze in einem 
neuen Licht erscheinen. Ausser der Re,he der Zusammensetzung 
definiren die Herren J o r d a n  und N e t t o  noch die ttauptreihe: 

G, ~,, G~, . . .  L 
Dieselbe ist dutch folgende Bes6mmungen gegeben: 
l) Jede Gruppe der Reihe ist ein Theft der vorangehenden und 

zugleich in der Gesammtgruppe aasgezeichnet enthalten. 
2) Es is~ nieht mSglich zwisehen zwei aufeinandeffolgenden 

Gruppen elne neue so einzuschieben, dass dieselbe elne Untergruppe 
der vorangohenden is~ die folgende enth~l~ und in der Gesammt- 
gruppe ausgozeichnet enthalten is~. 

3) Die letzte Gruppe besteht nur aus der identischen Operation. 

Wofern nun #, ~1, P2 . . . . .  1 die Ordnungen der Gruppen be- 

deuten) so hal Herr C. J or d an auch fiir die Quoi~enten ~ ~--~-~ .. 

welche gauze Zahlen sind, bewiesen, dass dieselben abgesehen yon 
der Reihenfolge vollkommen bestimmt sind, t~otzdem man die Haupt- 
reihe uater Umst~nden aaf mehrere Ar~n bilden kann. Aaeh der 
Satz yon dor Consfanz dieser Zahlfactoren l~sst sieh auf die Gruppen 

a l a , ,  a ,  la~, . . .  
iibertragen. 

Aus einer Hauptre/he karm nun eine Reihe der Zusammensetzung 
abgeleitet werden, indem man zwischen den Gr~ppen der ers~eren 
nSthigenfalls weiLere Gruppen einschiebL Wenn auf diese Weise 

eine der gahlen ~ ~J --~ ~ ~ . . .  in ein Product ze~teg~ wird~ so wird 

dieselbe, wie Herr C. J o r d a n  bewiesen hat*), in ein Product gleicher 
Factoren zerlegt. 

Dieser Satz kann nnnmehr so ausgesprochen werden: 
Jede der aus der Hau~reihe abge],eiteten G-ruppen 

Gin, ,  a, iG~, . . . ,  

wdche nicht dnfach ist, ste~ sich als directes _Product yon raehreren 
urder einander holoedri~ch isomer2h(m dnfachen Grwtoen dar. 

*) Trait~ des substitutions etc. 1 ~. 48. 
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F ~  die ~ yon den ~ t e n  Grappen i~t die~r ~ in 
~nderer Form in dem Werke des Herru Netto*) az~gespm~ez~ 

Die zuletzt ohne Beweis aasge~procheuen ~ w~rden im 
Folgenden nicht gebraucht werden. 

If .  Algebraiseher ThelL 

w ~ .  

Die constituirenden Eigen~]xa~en der Gleichuns~gruppe. 

Es sei eine Gleichung 
F(x) = 0 

yore n ~ Grad vorgelegt. Ein gegebener Rationalit~tsbereich (~) bride 
f~r das Folgende die Grundlage; es mi lan  demselben ~aat(lriich die 
Coefficienten der Gleichung angehSren. Die Wurzeln der Gleichung 
mSgen ~t~ ~ ,  - - -  ~- genaaut werdem Diese GrSssen ~ sollell alle 
yon einander verschieden sein~ w~hrend im Uebrigen die Glelchung 
keiner Besehr'~kung unterliegt~ insbesondere auch redudbel sein daft. 

Es exi~tirt nun immer eine Gruppe r yon Vertauschunge~a der 
Gr'dssen ~, so dabs der folgende Satz gilt: 

Ei~e ratiormle Fur~tion yon ~ ,  ~:, . . .  ~ hat dann u~ul m4r 
dann einen rationalen Werth, w e ~  ~e bd den Vertau~unge~ der 
Gruppe [" numo'isch wn~riindert ble~. 

Was als rational zu betrachten ist, wild dutch dea gegebenen 
Bereich (r) bestimmt, dem auch die Coeffidenten der rationalen Func- 
tionen yon ~L, ~2, " '"  ~ angehSren miissea, 

Die Gruppe ~" i~ die der Gleichung F(z)~ffi 0 zugehSrende 
Galois'~che Gruppe**). 

w 13. 

Eine Vertauschung S, welche jede rationalo Function von ~ ,  ~ , . . . ~  
mit rationMem Werth numerisch unge~tndert l~st, muss d~r Galois'~clmn 

Grippe r sngeh~n. 

Man kaun n~mlich rationale Functionen der GrSa~n ~ bilden, 
die bei einer beliebig gegebenen Substitutionsgruppe unver~dert 
bleiben und bei allen anderen Vert~uzchungeu sich ~indern. Bildet 
man nun eine Function, welche nut fur die Substitutionen yon r in- 
variant ist, so muss diese einen rationalen Werth haben~ sie k~n 

*) VergL p. 95, Lehrza~ XXI, Zu~tz IV. 
| Galois Werke p. 37. Es ist zu bemerken d~s ~ a. O. die Permu- 

tationen zur Dars~ung benutzt sind usd ~da~elb~t ni~t gezeigt i~t, da~ di~ 
zugehSrigen Subst~tutionen eine Gruppe bilden. Vergt. in dicer Hin~icht C. Jor- 
d&n, Trait~ des zul~itutions etc. p. ~8 .  



40 O. H~vz~.. 

also auch dareh die Substitution S nieht ge~nder~ werden. Somit 
muss dieae Vertausehmag S aueh tier Galois 'sehen Grappe an- 
gehSren.*) 

Dureh dieses Verhalten sind also die Substitutionen der Gruppe 1" 
bestimmt. Die Gru~'pe sethst i.st somit durch ihre eharaMeristische 
2~igenschaft eindeutig defmirt. 

w 14. 
Uober numori~he Unveriudorlichkeit im 6ogensatz zar formoUen. 

Es handelt sieh hier immex urn die numerische Unver~derlichkeit 
n ichtum die formelle. Wenn die rationale Function ~(~1, ~-, . - - ~ )  
numeriseh unver-ander~ bleiben soil, falls an die Stelle yon ~1~ ~ . . . .  ~ 
dieselben Gr5ssen in der neuen Reihenfolge ~,, ~ , . .  ~ gesetzt 
werden~ 80 besag~ diess, dass verm6ge der Werthe der Wurzeln ~ die 
Gleiehung 

besteht. Dabei muss man sieh ffir die Function cp einen ganz be- 
stimmten Ausdruck gegeben denken. Wenn die Vertauschung 

( i~, i.~ . . . .  ~, 

eine beliebige ist, so gilt keineswegs fiir jeden dem Ausdruck q9 (ll, ~2,... ~) 
numeriseh gleiehen~ abet formell yon demselben verschiedenen Aus- 
druek qJ (i3, ~2, �9 .- i , )  die entzpreehende Gleiehang 

o ( f ,  ~ , . . .  ~,) = V Cf,,, f ~ , . .  �9 f,.). 
Dagegen kman das letztere allerdings behaupter werden, wenn die in 
Frage stehende Vertausehung der GrSssen + der Galoi+'schen Gruppe 
der Gleichung angeh5rt. 

hngenommen niimlieh, das+ ffir irgend zwei Functionen cp und 
die Differenz 

~(+~, i s , .  - .  ~ )  - -  r  +~, . . .  ++) 
den Werth Null, also eiaen dora Rationalit~t,sbereieh angeh5rigen 
Werth besitzt, so wird diesetbe sieh nielat ~adern, wenn man irgend 
eine Vert~usehtmg der Grappe in ihr vomimmt. 

Es ist also aueh, wema die Vertausehu~g der Grappe angeh5r~, 
~ 0 ( f , , ,  ~ , . . .  ~ )  - -  V ( i ~ ,  f ~ , .  �9 �9 f ~ )  ---- o .  

Wen~ nun die Fmaefionen ~p bei der Vertausehung 

�9 ) CL 5. g,. Serret~ Coats d'at~bre sup~rieure emqui~ae ddition, P~rls 
1~5, T. lI, p. 642. 
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unge~adert bleibt, so folgt, ~ auch die Y ~ e t i a n ,  ha  r 
Vertausehung unge~mdert bleibt. Wean abet die F ~ t i u n  ~ slch ha 
eine Function Z(~, ~ . ~.) mit numeriseh alxderem Werth ~udert~ 
so ~der t  sieh aueh die FuaetSon #~ in eine F ~ c t ~ n ,  die mit I den- 
selben Werth hat  

Man kann demaach auch sagen, dass die in den Woa--~ha ~a .--  
rationale ~r~sse 9~ bei der Vertauschung im einen Fall unver~ndert 
bleibe, im andern Fall in die Gri~se ~ iibergehe. Man kunn yon der 
Art der Darstellung einer in den Wurzeln rationMen G~ese abstrahiren; 
es izt abet dana nothwendig, da~ man ~icla auf die Verta~hunge~) 
der Galois 'schen Gxuppe der Gleichung be~chr~nkt. 

% 

15. 

Es gehe der Ausdruck 9(~x, ~z,- - �9 ~,) dutch else Vertausehung S 
in den Aasdruek r ~ . . . .  ~.) iiber, und ebenso gehe der dem 
Ausdruek r numerisch gleiehe Ausdruek ip~(~j, ~ . , . ,  . 6,) durch die 
Ve~ung T in ~, (~, ~ .... ~.) ~ber. Dio zweite Vertauschung 
T m~ge nun jedenfalls der Galois'schea Gruppe emgehSren. Dana 
wird der Ausdruck ~0~ dutch dieselbe Vertauschung T in einen dem 
Ausdruek ~,, numerLseh gleichen Ausdruck ~2(~,, ~:,. �9 �9 ~.) ilber- 
gehen. Dana aber wird der letzte Ausdruek vermSg~e der Vertau,chung 
S T  direct sus ep(~, ~ .~ . . .  ~.) hervorgehen. 

Dabei verstehe ieh a ~  dan Zeiehen S T  so, dass zum Zweek der 
Zusammense'tzaag der Vertausohungen S and T die links ~tehende 
Vertauschung S zuerst vorgenommea wird. 

Es folgt aus dem Vorhergehenden der Satz: Wenn die in den 
Wurzeha rationale GrSsse g dutch die tier Gleichungsgrappe angeh~rende 
Vertausehung S in die GrSsse 9, fibergeht, und die GrSsse 9t dutch 
die gleich~alls der Gruppe angehSrende Verta~chung T in die GrSssegz, 
so geht die GrSsse 9 in g~ fiber dutch die Vertauschung ST, 

Man erh~It aus diesem Satz dan Corollsr: 
Die Ge~mmtheit der Vertausehungen der GaZois'scl~,n Grupl~ , 

v~elehe eine GrSsse numeriseh unge';hldert Ia.ssen, bildet immer eiue 
Gruppe. 

Es gilt dieas durehaus nieht immer yon der Gesaanmtheit 
Vertauschungen, welche eine Function numerisela tmge~ndert la~sen*). 

�9 ) Weft in die~em Ptmkt ~choa gefehlt worden i~t, mug ein Bekpi~ ]Mer 
Plain fiaden: Es werde die Gleichtmg 

x'-~ + x'-~ + .-- +x-t-  ~ . -o  
b e ~ t e t  and 



Es ist also gestattet,  mit den in den Wm-zeln der Ghiehung 
rationalen GrSssen hins ieht l ich  tier Vertauschtmgen tier Gleichun~- 
gruppe ganz ebenso zu verfahren, als ob es sich um Funcfionen yon 
unabh~mgigen Ver~nderlichen handelte. 

w 16. 

C o n ~ - ~ e  Werthe. 

Insbesondere kann man die Betrachtangen /ibertragen, welche bel 
Functionen yon unabh'~ngigen Ver~nderIiehen ~ber die .conjugir~en" 
Funetlonen angestellt werden kSnnen. Es sei gl eine in den Wurzetn 
der gegebenen Gleichung F ( x ) ~  0 rationale GrSsse, welche vermSge 
tier Vertausehungen der Gruppe F der Gleichung die versehiedenen 
Werthe 

gl ,  g2, �9 �9 . g~ 

mad nut diese a~zunehmen i~hig ish Wenn nun S eine Vertauschung 
bedeutet, welehe die GrSsse gt numerisch unver'~adert l:~sst, and T 
eine Vertausehung, welche gl in g~ fiberfiihrt~ so wird die Yertausehung 
T - ~ S T  die GrSsse g~ unver-~ndert lassen. Bei n~herer Ueberlegaxng 
ergiebt sich hieraus, dass die Gruppe derjenigen Vertauschangen yon F, 
welehe die GrSsse gz unver'2ndert l~sst, aus tier Gruppe H tier Ver- 
tauschangen yon !', welehe gt unver~indert l~sst, dutch Transformation 
hervorgebt. Entsprechendes gilt yea den fibrigen GrSssen g,  und man 
erkennt zugleich, class man in den Gruppen, welche g~, g~, . . .  gx 
unver~ndert laasen, auch alle Grappen besitzi, welche aus der Gruppe H 
durch Transformation erhalten werden kSnnen. Die Ordnung einer 
jeden yon diesen Gruppen ist der ~t~ Theil der Ordnung der Gruppe ['. 

Jede Vertauschung der Wurzela ~ der Gleichung 

iw(x) ~ 0, 

welehe in der Gruppe I" der Gleichung enthalten ist, ergiebt in den 
GrSasen gl~ g~., ' ' .  g~, ausgeffihrt eine Vertauschung der letzteren. 
Dabei wird das Product zweier Vertausehungen der GrSssen ~ dem in 
derselben Aufeinanderfolge gebildeten Product der entsprechenden Ver- 

geset~t. Die Gesammtheit tier u der CxrSssen ~l, ~z, .-- ~ -1 ,  welche 
den Ausdruck ~t " ~-~  numerisch unge~mdert lassen, briden niemals e~ne Gruppe, 
wenn n ~ 5 ist 

Der yen Herrn SSderberg gegebene neue Beweis Fur d~  Galois'sche 
Fundamentaltheorem ist falsch (vergl. Deduktien af nSdv~ndiga ech ~lr~ckl~ga 
vilkoret fSr raSjligheten af algebraiska eqvat.ieners solution reed radikaler, gp~la 
Universitets Ar~aSft 1886 und Act, a ~[athemat2ca 11 : 3, p. 297). Der gauze 
Beweis beruht auf der stillsehweigendend eingeffihrten Annahme, class die Ge- 
sammtheit der Subs~itationen, we]che eine Fanc~on der Wurzela numeriseh un- 
ge~.adert [a~zen, eine Gruppe bride. 
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tausehengea der ar6ssee 9 eatspreehe~. Sirmtliehe Vertausehuagea 
der GrS~sen 9, welehe man ~us diese Weise erhtlt~ k e ~ ,  b~den 
also eine Gruppe G. Diese Gruppe ist tier Gruppe F isomerph. Jeder 
Vertanschung yon F entsprieht eine Vertausehung yon G. Einer Yer- 
taaschung der Gruppe G kSanea abet mehre~ Veriau~r~hungea der 
Gruppe F entspreche~ in diese~ Fall ist der I s o m o ~ a n  m ~ .  

w 17. 
F~r das Folgende ist der Fall yon besonderer Widatigkeit, ia 

welchem die Gruppe H yon Vertau~hungea der Gr~sen ~, ~ r  welche 9* 
sich nicht ~ndert, in der Gruppe I" ausgezeichnet enthalten ist. I~ 
ist dann auch H die Gruppe der Vertauschangen yon F, welche y~ 
unge~ndert lassen, ebenso g~ . . . .  g~. Jede Vertausehung der GrS~a ~ 
welche eine der GrSssea g unge'Tmdcrt ~ t ,  l~sst alle ungeaVmdert. 

Zwei Vertauschungen ,S und 2' der Gleichungsgruppe werden die- 
selbe Vertauschung der Gr~z~sen g nach sieh ziehen, wenn die Ver- 
tausehung S --I T die GrSssen 9 ~nge~ndert l~st, d. h. wean S -~ T der 
Gruppe H angehSrt. 

Wenn also die Vertausehungen der Gruppe F in tier frliher aas- 
geffihrtea Weise in Cla.ssen eingetheilt werden mit H/life der ausge- 
zeiehneten Untergruppe H, so kommen sotehe Vertnusehungen in die- 
setbe Classe und nut ~olehe, denen die~elbe Vert~usehung der GrS~sen # 
entsprieht. 

Es folgt daraus, dass die Gruppe G yon Vertau~chungen der 
GrSssen gj, g2 . . . .  g~ in diesem Fall mit der Gruppe F H holoedrisch 
isomorph ist. Vom abstracten Standpunkte aus, sind dies~ Gruppen 
also als identi~ch zu bet~htem 

w 18. 

Adj~mction einer nat~rlichen Irratio~dits 

B~ je~zt ist dcr in w t2 eingcf6hrte Ra~ionali~ber~ich ($) durch- 
aus festgehalten worden. Es ib~ ffir die Theorie wesentlich, daas man 
in der Auffassung yon dem, was als ra~onal ge/~en sol/, eine Aende~ 
rung eintreten lassen kanm Man kann den Rationalit~t~bereieh er- 
weitern, in den Rationalit~tsbereich (r'), indem man h~gend welche 
Irrationalit~ten ,,adjungdrt". F~ kann dann durch diese Adjuactioa die 
Gruppe e~ue andere werden. 

Zun~chst mSge nun irgend eine in dea Wv~zeln ~ tier Gleiehaug 
rationale Grbsse gi adjungirt werden. Naeh der Adjunctlon sei i" die 
Gruppe der Gleichung. Was frfiher als rational betrachtet wurde~ i~t 
es jetzt a fortior~ Die rationalen Functionen yon ~1, ~,  ". �9 ~ ,  deren 
Werth mad deren Coefllcienten dem alten Bereich (r) angehSren, mtiasea 
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somit alle auch bei den Vertauschungen der neuen Orappe unge~ndert 
bleilmn. Also muss (w 13) die Gruppe 1-" in der Grappe r enthalten sein. 

Die GrSsse gl ist darstellbar darch einen in ~l, ~.~, �9 - �9 ~ rationalen 
Ausdrack, dessen Coefficienten dem Rationaliigtsbemich (v) a~gehSren. 
Diejenlgen Vertauschungen der Gruppe t-, bei welchen dieser Ausdrack 
numeriseh ungegndert bleibt, bilden ehle nieht noLhwendig ausgezeich- 
nero Untergrappe H. Da nun der Werth dieses Ausdrucks im neuen 
Rationalit~tsbereich (r') hegt, und die Coefficienten desselben zugleich 
dem Bereieh (r') mit angehSrea, so mtissen die Vertauschungen der 
neuen Cvruppe F' unter den Vertauschungen yon H aufCreten. 

Es ist noch zu zeigen, dass auch alle Vertauschungen der Gruppe 
H in der Gruppe F' vorkommen. Zu diesem Zweck beweist man 
(Vergl. w 13), dass jede Vertauschung yon H alle Functionen der 
Wurzeln unver'~ndert l'~sst, welche nunmehr einen rationalen Werth 
besitzen. In die Coefficienten dieser rationalen Functionen muss man 
aber jetzt aueh die GrSsse g~ mit hineinnehmen. Es k5nnen also die 
rationalen Functionen der Wurzeln, we]che nun in Betracht kommen~ 
iu die Form 

z(gl;  ~1, ~ ,  �9 �9 �9 ~ )  

gesetzt werden, wo jetzt die Coefficientea der Function Z dem alten 
Rationalitiitsbereich (r) angehSren. Soll der Werth der Function im 
neuen Rationalitgt~bereich (r') liegen, so ist 

z(g , ;  ~,, ~ , . . .  ~,,) = ,o(g,) ,  
wo jetzt alle Coefficientea dem Bereich (r) angehSren. In dieser Glei- 
chung daft nun zwischen den GrSssea ~ (Vergl. w 14) jede Vertaaschung 
der Grappe i" vorgenommen werden; diese Vertauschung ist aber auch 
innerhalb tier GrSsse gl auszufiihren. Ieh touche jetzt eine der Gruppe 
H a~gehSrende Verlauschung. Diese gndert die GrSsse gl nicht. Es 
�9 :indert sich also die reehte Seite der letzten Gleiehung gar nicht~ und 
auf der liakea Seite wird dasselbe Resultat erhal~en, wie wean man 
die GrSssen ~l, ~z, �9 �9 �9 g~ mLr in so weii uater einander vertauscht hStte, 
als sie explieite im Ausdruek auftreten. Es is~ dazait gezei~, dass ein 
in den Wurzela rationaler Ausdrack, dessen Werth rational ist und 
dessert Coeffieienten rational siad, niemaIs durch eine Substitution der 
Gruppe H ge~dert  werden kann, wobei der Begriff des Rationaten 
jetzt dutch den Bereieh (r') fixirt ist. Es ist also die Gruppe H in 
tier Grapl~e f '  enthalfen und es folg, t daraus in Verbindung mit dem 
friiher bewiesenen, dass diese beiden Gruppen ideatiseh sind. 

Durc]~ die Adjunvtion dcr in den Wurzdn der Glzichung ~,ationalen 
Gr~sse g~ wird also itie G'rttlrpe der GZeic]~ung auf d~,~jenige'a Theit 
i]~rer Substitutionen reduvirt, wdcher die Gr~sse gl ungedmle~ l~st~). 

�9 ) Cf. C. Jordan Tra/tfi des ~nbs~ih~tio~ etc. p. 261. 
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Wenn also die GrSsse g, nieht dem urspriingliehea ILalio~atiffa~- 
bereich angehSrt, so wird naeh der Adjanction die Ordnung tier 
Gruppe wirklich kleiner sein, somit die Gleichung eia eLafaeJaeres Pro- 
blem darstellen. 

w 19. 

Die 6hichn~g f~r ~ie ~ l j ~ h ~  Irrationaljt~t 

Es fragt sich abe.r, dutch was fdr eine G]eiehung nun die G ~ s e  
gt be~timmt wird. Die Werthe, welche diese (;r~s~e ver~aSge der Ver- 
muschungen der Gruppe r ~nnimmt, s~en 

g~, g~ . . . .  g, .  
Es wird dann die Gleichung 

( z  - -  g , )  ( z  - -  9 : ) - .  �9 ( x  - g,,) , =  O,  

welehe zur Abk[irzung mit 
f ( z )  =- 0 

bezeichnet werden mSge, dutch die Gr5sse gl befriedib4 werden. Die 
Coefficientea der Gleichung sind rationale Functionen der GrlJssvn 
und werden durch die Ver.~uschungen der Gruppc 1" nicht gc'~n<tert, 
sind also GrSssen des Bereichs (r). Die Gleichung ist ouch irredu- 
cibel. Wean n-~mheh irgend einc Function f,.(x), dercn Coefficientcn 
dem Bereich (r) angehSren, fiir x ~ g~ ver~chwindet, no kana man in 
der Gleichung 

f , ( a l )  = 0 

die Substitutionen der Gruppe r ausfiihren, woraus dann folgt, dan, 
ouch 

L. (g~) . . . . .  /: (g,) = 0 
ist. 

Um die Gruppe der Gleichung 
f ( x )  =-  0 

zu finden, be~aehte man eine rationale Function der GrS~ea 
g~, g:, �9 . . g~. 

Diese Function ist zug!eich einr rationale Function yon ~j, ~ , . . .  ~ ;  
die Caefficienten gehSren in ~iden F~llen dem ur~prfinglichea Kationa- 
lit~tsbereieh an. Die fragliche Function wird nun einen rationalen 
Werth haben oder nicht, je nachdem die Sabstitutionen d ~  Grnppe r 
sie nnver~ndert la~sen oder nicht. Die Wirkung jeder dieser ~ubsti- 
tutionen der Gr5ssen ~ a~af die Function kommt einer Vertau~chung 
der GrSssen g gleieh. Die Gesammtheit der so entstehenden Ver- 
tausehungen der GrSssen gl, g~, �9 �9 �9 g~ bildet die frfiher mit G bezeich- 
nete Gruppe. Diese Gruppe wird somit die der Glcichung f (x) ,~  0 
zugehSrige sein.*) 

�9 ) ~/ergl. z. B. F. Klein Vorle~unge~ fiber dos Iko~aeder etc. pag. 8~. 
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Wenn insbesondere die Veriausahungen der Gruppe F, welche die 
GrSsse g~ nicht ~udarn, eine ausye~eivhneiv Untergruppe Hder  Gruppe 
t" bilden, so ist die Gruppe der Gleichung f ( x ) ~  0 holoedriseh is~ 
morph mit de rmi t  dem Symbol [-JH bezeicbn~eten Gruppe. 

w  

Ue~r die ~ h ~ t i o n  oiner Glei~hung m~t zusan~ongosot~r Gruppo. 

Die  A~gab% die Wurzeh einer G]eichung yon der Gruppe F zu 
besthnmen, ~ n  also in zwei Schritte zerlegt werden, wenn die 
Gruppe eine ausgezeichnete UntergTuppe H besitzt. Es ist zuerst eine 
Gleichung yon der Gruppe r i b  zu bilden, und indem man nun eine 
Warzel der letzteren Gleichung als rational bekannt annimm~, hat man 
zur Bestimmung der gesuchten Warzeln noch die ursprfingliche Glei- 
chung, welche jetzt die Gruppe H besitzt. 

Ich betraehte ~oeh den speeiellen Fall~ in welchem die Gruppe F 
als das directe Product der Gruppen Fi l l  und H sieh darsCellt. Man 
kann in diesem Fall (Vergl. w 8) aus den einzelnen Classen der Sub- 
stitntionen yon F, welche die Gruppe I'{H eonsfituiren, je eine Sub- 
stitution so ausw~hlen, dass die Gesammtheit der ausgew'2hlten Sub- 
stitutionen eine in F ausgezeichaete Untergruppe H' bildet. Die Gruppen 
H und H' haben dann ausser der Identit~it keine Substitution gemein. 

Man kann nun in diesem Fall ausser der GrSsse gt~ welche bei 
den Substitutionen der Gruppe H unge-~ndert bhiht, eine zweite in den 
Gleichungswurzeln rationale Gr~sse g" einffihren, welche bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe H' und nut bei diesen ungeKnder~ bleibt. Aua 
den GrSssen gl und g' kana man jetzt eine neue 

ag 1 -{- bg" 
linear zasammensetzen~ welche die Eigenschaft hat dureh jade Substi- 
tution tier Gruppe T, ausser der identischen, ge~ndert zu werden. Die 
Adjanction dieser linearen Function reducirt die Gruppe der ursl)riing- 
lichen Gleichung auf die Iden~it~t. Die Wuxzeln der vorgegebenen 
Gleiehung sind also in gl und 9" rational.*) 

Man hat also in diesem besonderen Fall eine Wurzel einer Gtei- 
ehung yon der Grul~pe ['l H oder H" zu bestimmen, dana, unter Fest- 
ha]tung des ursprtinglichen Rationalit~tsbereichs, eine Wurzel einer 
Gleichung yon dex Gruppe J" l H' oder H zu bestimmen~ ans den beiden 
so gewonnenen Irrationalit~ten kann man dann die Wurzeln der ge- 
gebenen Gteiehang unmittelhar zusammensetzen. 

Far eine Ghichung mit beliebiger Gruppe [" gewinnt man dureh 

*) Hiadchflich des Verh-~ltnisses der ~ei :[rrationalif&hea gt. g' and agj .Jr b] 
vergL ~mch Kneser ,  Math. ~ Bd. 30 1~ 179. ~ 
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Wiedarholung des san Anfeag dieses Parsgmphem a u m i n a n d ~ ~  
Verf.z~rens das R e . t a t :  Jede Gleichung l ~ t  sieh mff ~ Kette va_u 
Gleichungen mit einfaehen Gruppen znriiekfllhren. Die dabei 
tenden Gruppen sind die fr~her defmirten Factorgruppeu der Grappe r .  
Die Wurzeln dot H~Ifsgleichungen sind rala'onal in den W ~  der 
urspr~nglichen Gleichung. 

w 21. 

Adjeaetion aeeesserLseher Irr~onalitlten. 

Die wesentlichste Aufgabe ist jetzt die, zu beweisen, das, diese 
einfa~hen Grupl~n unvermeidlich*) sind and sich auch nicht umgehea 
]assen, wenn man als Hfils ,,accessorische" Irrationalit~ten ein- 
filhrt, d. h. solche, welche sich nicht aus den Wurzeln der gegebenen 
Gleichung rational zusammensetzen. 

Zu diesem Ziel f~hrt der schoa einmal citirte Satz yon Herrn C. 
Jordan**). Ich reproducire denselben hier mit sammt dem Beweise, 
indem ich ihn zugleich in der Richtung vervoilsffmdig% welche durch 
den frfiher gewonnenen gruppentheoretischen Begr~df gegeben ist: 

W ~ m  d.~ Gruppe G ~ner Glzichung F(z)  ~ 0 l ~  der A a ~  
der siimmt~d~n Wurzdn eb~r zwelten Gleichu,uj ~(x)  ~ 0 s&gh auf di~ 

G" reducirt, so re&~irt sich auch die CrruF~e L~ ~ "  ~wdtea 
G l ~ h u ~  bei der Adjunctkm der ~ ' m n v t l ~  Wurzdn &~" e r ~  Gld- 
ehung auf eine Grup~ 6~'; G' und (~' sind ausgezdrchnegr Untergru_ppen 
yon G bexiehungsweise (9. 1)abel si~d die durch die ~jmbole G I G" umt 
@ t C~' darge~ellA~a Gruppen holoedrisch iso~wrph. 

Der Rationalit~tsbereieh ffir die beiden Gleichungen F(x)  =~ 0 und 
~(x) ~ 0 wird ursprtinglich Ms ein und derselbe voratmgesetzt 

w 

Zum Beweis bilde man eine rationale Function g~ der Wurzaela 
~t, ~' . , ,---~ der ersten Gtdchang, so da~s die~e Function bei den 
Vertauschungen der Gruppe G" sich nicht ~ndert mad bei allen anderen 
Vertauschungen eine Aenderung ibxcs Werths erffahrt. Die Coefflcienten 
der Function sollen dem ursprilnglichen Ratlonalit~tsbereich angehSren, 
der wieder mit (z) bezeichnet werden mSge. Es ist dann nach Vor- 
aussetzung 

*) Dies iat auch die Verallgemeinerung der yon Galois ausge~ro~he~en 
Thateache, da~s eine Gleichnng mit einfacher Grappe dutch Trandormation nicht 
auf Gleichungen mit kleineren Gruppen reducirt werden kazan. VergL den 
r~hmten Brief an Chevalier in den Galols'schen Werken p. 25: ,,on aur~ 
bean transformer cette dquation" etc. 

**) Tta~t~ des cubit, etc. pg. 269, 270. 
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w e n n  9,, ~ . . . .  ~ die Wurzela de, Gleiehung .~ ~= 0 bedeuten. Nun 
soll~n g , , . q ,~ . . ,  g,  die s~.mmf2lichen numerisch verschiedenen Werthe 
bedeuten, welehe die GrSsse gl durch die in der Grappe G enthalt~ea 
Vert~uschungen der GrSssen ~ erhalten ka~_n. Die Gruppe G' enth~lt 
also den ~t~ Theft der Substitutlonen der Gruppe G. Fernez seien 
cp,, ~ . . . .  ~, die sgmmtlichen numeriseh verschiedenen Werthe) welche 
die GrSsse ~P1 vermSge der (~ruppe (~ yon Vertausehungen der GrSssen 

erh~lt. Sowohl die z GrSssen g,  als auch die l GrSssen ~ sind 
Wurzeln eJner irreducibeln Gleichung. Diese beiden irreducibeln Glei- 
ehungen haben die eine Wurzel 9~ ~ ~J jedenfalls gemeinsam, die- 
selben mfissen also vollst~dig ~ibereinstimmen. Es werden also die 
G~ssen gl, g~ - -- g~ mit den GrSssen 9j ,  ~ ,  �9 - - c2, abgesehen yon 
der Ordntmg zusammenfallen~ woraus zugleich folgt, dass ~ ~--l ist. 

Die GrSssen ~ ,  ~2, - - �9 ~ sind rationale Funetionen der GrSssea 
Yt, ~ . . . .  ~,~ und der GrSssen des Bereichs (r). Es sind also die 
GrSssen gz, g~ �9 �9 �9 g~ alle rational~ nachdem man der ersten Gteichung 
die s~mmtlichen GrSssen ~/ adjung~r~ hat. Es fblgt daraus~ dass die 
GrSssen g~ aufgefasst als Functionen der GrSssen ~) hei den Ver- 
tausehungen der Gruppe ungegndert bleiben, welche nach der Adjunc- 
tion der Gleiehung ~(x)  -~-0 zugehSrt, d. h. bei den Vertauschungea 
der Gruppe G'. Andererseits bildet die Gesammtheit der Substitutionen 
der Grappe G, welche die GrSsse gz nmnerisch unge'~ndert lassen, eine 
Grupp% welche aus G" dutch Transformation hervorgeht, welche also 
aueh mit (~" dieselbe Ordnung haben muss. Diese transformir~ GrupI~e 
muss zugleich die Gruppe G" selbst enthalten, ist also mi~ der letz- 
~ren identisch. Dasselbe gil~ fiir die Gruppen, welehe die libfigea 
GrSssen g unge~ndert lassen, woraus folgt, dass ~ '  eine aasgezeichnete 
Untergmppe der Gruppe Gis t .  

Die Gruppe der irredueiheln Gleichung f (x ) -~-0 ,  welcher die 
GrSsse g~ gen~ig~, ist also (s. w 19) mit der Gruppe G l G '  holoedrisch 
isomorph. 

Nun sei ~ die Gesammtheit der in der Gruppe ~ enthaltenen Ver- 
tausehungen der Gf6ssen ~ welche die Function 

~ ( ~ ,  ~.~,... ~ )  
ung~ndert  lassen. Da die Gr'6sse ~ Wurzel eiuer irreducibeln Ghi- 
chung vom ~ ( ~ )  Grad ist~ wird nach w 16 und w 19 die Gruppe 
den u t'~ Theil der Suhstitutionen der Gruppe ~ enthalten. Die Ad- 
junction der GrSsse ~ oder, was dasselbe ist, 91 wird also die Gruppe 

der Gldehung ~---~ 0 auf den ~t~o Theft ihrer Substitutionen redu- 
ciren (w 18). 

Die GrSsse g~ ist in den GrSssen ~i, ~-~ �9 - �9 ~ rationM. Wenn 
man also die letzteren GrSssen der Gleichung ~ ~ 0 adjungir~ so wird 
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dieselbe elne Gruppe erhalten, welche eine Untergruppe der Gruppe 
ist, falls sie nieht mi t  dieser zamammenf'allt. Die Grnppe •" ist also 
in der Gruppe ~ enthalte~ 

Man hat also das Resultat: Die Oruppe der Gleicbung ~ - -  0 wird 
dutch die Adjunction der s~mmtliehea Wurzeln tier Gleichuag ~ ~ 0 
mindeP~ens auf den z ~ Theil r~u~rt~ wenn die Gruppe der Gteichung 
F ~ 0 dutch die Adjunction der Wurzeln tier andereu geaau aaf den 
x '~ Theil reducirt wirch Dieser Se.hluss kann aber umgekehrt werdea~ 
indem man die Gte~chungen ~ ~= 0 und ~ ~ 0 in dem Ausspruch d~- 
selben vertauseht. Es folgt daraus~ dass anch die Gruppe der Gleichung 
�9 ~ ~ 0 dutch die Adjunetion der Wurzeln der andern genau auf den 
z L~ Theil reducirt wird. Nach der Adjnnefion ist C~" die Gruppe, diese 
muss also mit ~ ,  d. h. mit der Gesammt~heit der Substitutionen yon (~ 
welche die Function ~pj (~1, T/~ . . . .  ~ )  unver~ndert 1 ~ ,  vollst~dig 
zusammenfallen. 

Die Gruppe t~' ist nun eine ausgezeichnete Unte%~'uppe yon (:~ 
aus demselben Grund, aus dem G" in G ausgezeichnet enthaIten ist. 
Die irreducible Gleichung, welcher die GrSsse r genilgt, hat also naeh 
w 19 eine Gruppe, welche der mit dem Symbol @i (~' bezeichneten 
holoedrisch isomorph ist. 

Diese Gleiehung ist aber mit der Gleichung f (x )~  0 idenfiseh. 
Die Gmppen GIG" und C~I (~' sind demnaeh holoedtisch isomorpL 

Wenn insbesondere die Gruppe (~ einfach ist, so muss bei der Ad- 
junction, falls iiberhaupt eine Reduction clef Gruppen eintreten ~o11, 
die Gruppe C~ sich auf die Identit~t reduciren. Es ist d a ~  die Gruppe 
G i G'  mit der Gruppe @ selbst holoedrisch isomorph. Die s~mmtlichen 
Wurzelu der zweiten Gleichung 0" (") ~ 0 sind in die~em Fall rational 
in den Wur~ln der ersten Gleichnng/~(x) -~ 0.*) 

w 

LSsung des ira Eingang gestellten P-robl~ma 

Nun kann man zur Beantwortung der in der Einleitung aufge- 
woffenen Frage schreiten; dieselbe soil gleich etwas allgemeiner gefasat 
werden. 

E s s e i  eine Gleichung ~ ( x ) ~  0 vorgeleg~, deren Coefficienten 
einem gegebenen Rationalit~tsbereich (r) angehSren. S~t t  nun die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung direct zu besfimmen~ kann man 
folgenderma-~sen verfabxen: Man s~llt zuerst eine Hfilfsgleichung 
-~1 ( x ) ~  0 auf, deren Coeflicienten auch dem ]~tionalit~tsbereich (r) 
angehSren, und yon welcher eine oder mehrere Wurzeln sp'2~r als 

*) VgL C. Jordan a a. O. p. 270, Nr. 380 Corollaire ll. 
M~themati~ehe Anaaleu. XXXIV. 4 
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H~/lfsgrSssen gebraucht werden. Dann stellt man elne zweite H~lfs- 
gleiehung 2'~ (z) ~ 0 auf, deren Coefficienten in den eingef~hrten H~fs- 
grSssen rational sind und uimmt eine oder mehrere Wurzeln dieser 
neuen Hfilfsgleichung zu den ttfflf~rSssen hinzu. So f-ahrt man fort; 
schlieaslich soil es mSglich sein, die s.~nmflichen Wurzeln der vorge- 
legten Gleichung F ~ 0 in den allm~hlig eingeffihrten HSlfsgrSssen 
rational auazud~cken. 

Es is~ zu bemerken, dass die GrSssen des ursprfinglichen Rationali- 
t~tsbereichs (r) mit in die Ausdrficke eingehen, ohne dass dies fiberall 
besonders hinzugeffi~ ist. 

Von den Hillfsgleichungen mSge jetzt gar nichts weiter voraus- 
gesetzt werden, als dass dieselben keine mehrfachen Wurzeln besitzen. 
Dassetbe werde auch yon tier Glelchung ~ ' ( x ) ~  0 selbst ange- 
nommen. 

~4. 

Die Gruppe tier gegebenen Gteichung ~'(z) ~ 0 werde mit F be- 
zeiehnet. Dabei wird der gegebene Rationalit'~tsbereich (r) zu Grund 
gelegt. Hinsiehtlich tier fiir die Hfilfsgleiehungen zu Grund zu legendea 
Rationalit~tabereiehe ist noch eine gewisse Willk~rlichkeit vorhanden. 
Die Coefficienten der Gleiehung F~(x) -~ 0 sollen nlimlich in gewissen 
yon den Wurzeln der Gleichung/;'1 (x) ~ 0 rational sein, und man kann 
nun zum Zweck der Betrachtung der Gleiehung _F~ ~ 0 entweder ~ur 
diese Wurzeln oder aUe Wurzeln der Gleiehung F 1 -----0 adjungiren. 
Es ist aber aueh ~icht ausgesehlossen, dass die Coefficienten der Glei- 
chung 2' 2 ~ 0 noch dem Bereich (v) selbst angehSren, und dass die 
dureh dJe GleieMng F, •ffi 0 eingeffihrten HfilfsgrSssen erst spKter ge+ 
braueht werden. In diesem Fall ist far die Betraeh~mg der Gleiehung 
/~  ~---0 zun~chst keine Erweiterang des Ratienali~tsbereichs erforder- 
lich. Die a]lgemeinste Auffassung wird desshalb die im Folgenden ge- 
w~hlte sein. 

Ffir jede Htilfsgleichung JF, (x) ~--- 0 werde irgend ein Rationalit~ts+ 
bereich (r,) besonders eingeffihrt, nur so, dass die s'~nmtlichen Gr~ssen 
des Bereichs (r,) rational sind in den GrSssen des Bereichs (~) und den 
Wurzeln der ]~iilfsgleichungen, welche der Gleichung F,  ~ 0 voran- 
gehen; natfirlich muss der Bereieh (r,) die Coefficienten yon .~, um- 
fassen, undes wird ausserdem angenommen, dass die urspriinglich als 
rational betrachteten GrSssen des Sereichs (~) s~mmtlich im Bereich 
(r,) enthalten seien. 

w 
Unter dieser Varaussetzung mSgen die Gruppen 

G, G, G,--- 
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den G leichungen 

F,  = o ,  . . . .  
~ngel~Sre~ 

Jede dieser Gleiehuagen, wdel~ keine dnfadae Grapl~ hat, wird 
in der fr'uher angegebenen Welse ~w 20) dureh eine KeRe yon einf~he~ 
Gleiehungen ersetzL Man erhBlt dadureh eine neue Fdge voa Glei- 
ehungeat 

o ,  = o , t-, = .  o . . . .  / , - - o ,  

welche ztu~ammen mit der Reihe der zugeordneten R~tionatiti~bereiehe 
(Vg]. w 19 und w 20) dieselben Eigenselaaften aufweist wie die vor~- 
gehende Reihe, wobei aber die den Ietzten Gleiehungen zugehSrigen 
Gruppen 

GI, G~., G~ . . . .  Go 

alle einfaeh sin& Die frl~heren Gleiehungen ~;  ~ 0 treten unter diesen 
Gleichungen [, ~ 0 mit auf, nur erscheioen ni~ jetzt ah mit neueu 
Rationalit~tsbereichen versehen. 

Die einfa~hen Gruppeax 

sind niehts Anderes ~ts die Gesammtheit der Faetorgrappen des Ag- 
gregatz 

f , ,  r : ,  r~, . . .  
Es kann dabei eine der Gruppen aueh mehrmats vorkommen, die~lbe 
muss dann un~r den Gruppeu G~ G:~ . . .  G~ genau ebenso oft anf- 
treten, als sie in dem Aggregat 

r , ,  r:,, r , ,  . . .  
ats Factor eathalten ist. 

w 

Jetzt m~ge ia der Fesflegung der I~tionalit~t~bereiehe eine Aen- 
derung eintreten: 

RationsJit~tsbereieh f~r die erste Glelehang ,f~ -~ 0 ist und bhibt 
der Bereich (r). Der zweiten Gleichung f~ ~ 0 sollea abet jetzt die 
s~mmttichen Wurzeln der Gleiehung fl "~ 0 adjungirt werden, wofem 
diese Wurzeln nicht iiberhaupt sehon alle zum Rationali~tsbereieh der 
zweit~n Gleiehung gehSren. Es kann nun der S~tz angewendet werden, 
dass bei der Adjunetion der s~mmtliehen Wurzeln eiaer Gleieh~ag die 
Gruppe sich auf eine ausgezeielanete Untergruppe redaeirt (Vgl. w 21 
und w 2"2). Allerdings war friJ2ter vorauzgeset~t worden, d~ss tier [{~- 
tionali~bereieh tier Gleiehtmg, deren Wurzehl adjangirt wcrdet b fiber- 
einstimme mit dem ~tionalitBtsbereieh der Gleiehung, weleher jene 
Wurzeln adjangirt werden, gs hat jedoeh keine Sehwierigkeit, ftlr den 
Augenbllek den der Gleiehung fz •ffi 0 zugehSrigen Rationalitgtsbereieh 

4 a 
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aueh als Bereieh fiat die Gteiehung fl ----- 0 anzusehen, denn die Coe~- 
eienten yon It gehSren zum Bereie'h (r) mad sind desshalb aueh in dem 
andera Rationalit~Lsbereieh en~altmn. Wenn also die Gruppe Gz der 
Ghiehung f2 = 0 sieh dutch die gemaehte Adjunetion fiberhaupt redn. 
cirt, so redueir~ sie sieh auf eine auagezeiehnete Unimrgrulape; die 
Gruppe Gz sollte abet einfach sein, dleselbe redueir~ sieh also in dem 
angenommenen Fall auf die Identit~t. Es sind also dann alle Wurzeln 
der Gleiehung f_o ~ 0 rational in den GrSssen des Bereiehz (r) mad in 
den WurzeIn der ersten Gleiehung ft ~ 0; man kann also die G/ei- 
ehung f2 = 0 unbesehadet der Eigensehaf~en des Gleiehungssystems 
weglassen. 

Ganz in derselben Weise kann man nun die s~mratliehen Wurzeln 
tier Gleiehung/'1 ~ 0 der Reihe naeh jeder der Gleiehungen 

f ~ = o ,  f ~ = O ,  . . .  

adjmagLren. Fa gilt dabei immer der Satz, dass eine solche Adjunction 
die Gruppe der betreffenden Gleiehung entweder unver.2ndert l~sst, oder 
auf die Identitat redueirt. Ist letzteres z. B. bei der Gleichung f, ----- 0 
der Fall, so sind deren Wurzeln GrSssen des so erweiterten Ra~ona- 
lit~tsbereichs der Gleiehung~ diese Wurzeln siud also jedenfal]s rational 
in den GrSssen des Bereiehs (1:) mad in den Wurzeln der Gleichungen 
[~ ---~ 0, wo v ---~ 1, 2, . . .  r - -  1. Man kann in diesem Fall die Glei 
chung f.  = 0 uabesehadet der Eigenschaften des Gleichuvgssystems 
weglassen. 

Man s so eine Reihe yon Glelchungen 

f x ( x )  : O, f~,:Cx) --~ 0 . . . .  
mit den Gruppen 

G1, G~, . . . .  
Dabei be~tehen dieselben Eigensehaften wie vorher, nur is~ in dieser 
Reihe der Rationalit~tsbereieh der zweiimn Gleiehung dutch die sKmmt- 
lichen Gr'6ssen gebildet, welehe aus den GrSssen des Bereiehs (r) und 
den Wurzeln der ersten Gleichang rational zusammengese~t werden 
kSnnen, und dieser RationalitEtsbereieh ist auch in den andern, den 
nachfolgenden Gleichungen zugeh~Srigen Rationali~tsbereiehen mit ent- 
halten. Die neue Reihe entstand aus der Reihe 

f, = o ,  f ~ = o ,  f3 = o ,  . . .  f ,  = o  
dutch Aendemng der Rafionalitatsbereiehe mad eventuelle Weglassung 
einzelner Gleiehungen. 

w 27. 

Nun adjuugire man die sllmmtliehen Wurzeln der Gleichung 
s  = 0 



den sYm~ntlichen Gleichungen der gefundenea neuen Reihe voa der 
dritten an and wiederhole genan dieselbe Bet.,lu,~tm~g. 

I )u r~  Fortsstr~g dieses Verfahrens erbglt man schliesslich eiae 
Gleichuagakette 

ft(x) ~=0, f~,,(x)-- O,/~, ,(x)--  O , . . .  [~, , (x)  - -  0 

yon folg~aden gigensch__aften: 
Dcr Ration~'~tsbexeich der e~ten Gleichuag ist dcr Bemich (r~ 

Der Rationalit~,tsbereich jeder anderea Gleichang i~t dutch die Ge- 
sammtheit der GrSssea gegeben, welche in den Wurzeln der voraa- 
gehenden Gleichungen and den ~ n  des Bexeichs (r) rational sind. 
Die Gmppen 

der Gleichungen siad alle einfach. Mit H~llfe der ~ m t l i c h e n  Wur- 
zeln aller dieser Gieichungen lassen sich die ff~umtlichea Wur~la der 
urspr'tinglich gegebenea Gleichang F(x) ,~  0 rational au'sd~cken, 

Dabei bilden die Gleichungcn dieser letztea Kette dneu Thcii der 
Gleichungea 

i'1 , = o ,  5 , = o ,  . . .  fo 

w 

Es mSgen jetzt dcr Gleiehung/7(x) == 0, WeiGher ur~pritnglich dcr 
Ration'Mitgtsbercieh (r) zukommt, die "sYunmtlichea Wurzdn der Glei- 
chung ft ~ 0 adjtmgirt werdcn. Die Grupr, e der Gleichung 2~',~ 0 
war F ~ nach der Adjunction sei dieselbe r ' .  Entweder ist nun r '  mit 
F identise_h, oder, wenn wirklich eine Reduction eintritt, ist die mit 
r~,g" bezeiehnete Gruppe holoedrisch isomorph mit der Gruppe Gt der 
Gleichuug fl ~ 0 (Vgl. den Schluss yon w ~2), so class a'lso die Gruppe r 
sich im abstracten Sinne als Product der Gruppen G 1 und I'" dar~tcltL 
In diesem Fall sind die s~mmtllcheu Warzeln der Gldchung f~ ~ 0 
rational in den Wurzeln der Gleichung 2 ' (x )m 0. 

Nachdem diese Adjunction vollzogen ist, sollen alle Wurzeln dcr 
Gleichung f~(x) ~-0 noch aasserdem der Gleichu~g F(z) ~, 0 adjun- 
girt werden. ~Nach dieser Adjunction 8el F" die Gruppe. F.~ ist dann 
entweder r"  mit r" identisch, oder es steUt sich die Grappe r '  dar al~ 
Product der Gruppen G~ mad F", in wdchem Fall die War.In dot 
Gleichung fp~ ~ 0 alle rational sind in den Wurzela dcr Glcichu~g 
2' -~- 0 und denen der Gleichang ft m 0. 

Man ~jungirt  jetzt ausserdem noch die s~mtlichen Wurzeln der 
Glcichung f~ ~ 0 and ~ so fort. Es gilt allgemein: Wenn bd der 
Adjunction der Wur~ln der Gleichung f~,~ == 0 eine Redaction dcr 
Gruppc elntritt, so sind die Warzeln dieser Gleichung rational in den 
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W ~  dex Gleichung E@)~ 0 and den Wurzeln der Gle~chungen 
f~, ~ 0, welche der Gleichung f~, ~ 0 vorangehen; zugleich spaltet sich 
in diesem Fall die Grnppe, welche tier Gleichung F~-0 vor dieser 
Adjunetion zukam, in ein Product, dessert erster Factor der Gruppo 
der Gleichaug [~ ~-0 holoedrisch isomorph ist, und dessert zweiter 

Factor die Gruppe ist~ die nach der Adjunction der Gleichung F~ 0 
zugeh~r~ 

Da man dutch die genannte Folge yon Adjunctionen schliesslich 
dazu gelangen muss, die Warzeln der Gleichung _F ~- 0 rational aus- 
zudrficken, so muss die Gruppe dieser Gleichung schliesslich auf die 
Identi~t reducirt werden. 

Es folgt daraus, dass die Gruppe f als Product eines Theils der 
Grul?pon 

darstellbar ist. 
Wenn somi~ ~ die Anzahl der einfachen Factorgruppen der Gruppe 

!" bedeutet ~ so ist 
r~. 

E~ kann nur dann 
r-~-Q 

sein, wenn bei jeder der in diesem Paragraphen erwRhnten Adjunc- 
tionen wirklich eine Reduction der Gruploe eintrit~. Wie eine genauere 
Ueberlegung zeigt, sind dann alle Wurzeln der s~immtliehen Glei- 
chtmgen f~,, ~ 0 rational ia den Wurzela der ursprUnglich gegebenen 
Gleichung. 

w 29. 

Ich gehe jetzt zu den Gleichungen 

= o ,  F . @ )  . . .  

zuriick. Zur Gleichung ~ ~--0 gehSrte die Gruppe I',. Die s~mmt- 
lichen Gruppen I-,, 1"2, . . .  geben zusammen die einfachen Factoren 

G,, G~ . . . .  Go. 
Ein Theil dieser letzteren Gruppen constituirt die Reihe 

Die Gesammtheit der ~ einfachen Faetoren der der Gleichung F(x)  ~ 0 
zugehiSrigen Gruppe I" muss in der letzten Reihe enthalten sein. Es 
mfissen also auch die si'mamtlichen einfachen Factoren der Gruppe F 
in der Gesammtheit der einfachen Factoren des Aggregats I't, F2, r~ . . . .  
ent~alten sein. 

Zwischen den Zahlen ~, r ,  0 besteht die Beziehung 



Ich bctrachte jetzt den Fall # , - # ,  d. h. den Fall, in wehhem 
die einfachen Fa~torea dex Grappe t" mit den eild~hen Factorea de~ 
Aggregat~ I'1, I'~, I ' a , . . .  abgeaehen van der O~tnung Ilhea~ein~meal. 
Die Anmfiune # m # zieht die heidea F o l g e r ~ a  aa~h ~cJ~, dan 
r ~ O and # ~ r ist. Die erste diesex Bedingungen bringt e~ mit filch, 
class die Wurzela dermit f , ,  - ,  0 be~Achnet~n Gl~Achungea OrgL w 28) 
in den Wurzela der Gleichung F * - 0  rational ~iad. Aus der Glei- 
chung a ~ r folgt, da~ bei den in w 26 and w 27 vorgeaommene~a 
Aenderangen der Ratioaatitiitsbexeiche keine einzige yon dee mit 

f~ ~ o ,  f , . ~ o  . . . .  f , - - o  

bezeichaeten Gleichuagen in Wegfall kommexi daft. Daa System der 
letzteren Gleichungea i~t a l~  in die~m Fall i d e n ~  mit dem S y r i a  

5 ~ 0 ,  f~,,,~O, f~,~,O, . . .  f~ , . -O .  

In diesem System treten also auch die Gleiehungen 

~', = o ,  ~ ' : - - o  . . . .  

auf, denn diese mflssen naeh w 25 in dem andera System auftreten. 
Also sind auch die Wurzela der Gleichungen F , - ~  0 im augenomme~ 
hen Fall alle rational in denen der Gleichung -~',~ 0. 

w 
$chlu~ergeb~. 

Ich fasse jetzt da~ Resul~t zuz~mmen: 
Als gegeben wird vo~usgesetzt eine Gleichung F(x) ~- 0 und dazu 

ein Rationalit~t~bereieh (v), dem die Coeflieienten der Gleiehung az~- 
geh5ren. Die der Gleichung zugehSrige Gruppe hei~so r. Die Glei- 
chang sei jetzt auf eiae Kette yon tlfilfsgleiehungea 

.F, ffi o ,  . ~ , =  o ,  F~ - o ,  . . .  

zuriickgefiihrt, so das~ also die sRmmtlichen Wurz~In der Gleichung 
F(x) ~ 0 sich aus den Grbs~en des Bereichs (r) und den Wurzeln der 
Htllfsgleichungea yon der ersten his zur letzten rational zusammen- 
setzen. Die ttitlfsgleichungen bilden eine Kette, sofera die Coefficientea 
einer jeden rationM shad in den Wurzeln der vorangehenden ]]tllfs- 
gleichungen und den GrSssen des Bereichs (r). Der RafionalitRtsbereich 
der Gleichung F 1 ~ 0 ist der Bereich (1:). Der Rationalit~'t~bereich 
ffir die Gleichung F .  ~-- 0 enthMt deren Coefficienten, umfasst den Be- 
reich (~) und ist in dem Rationalit~tsbereich enthMten, der ass dem 
Bereich (r) und den Wurzetn der Gleichungen 

FI.=o, F ~ O ,  . . .  F , _ , ~ o  
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z~mmeng~1~z~ weden kann; im Uebrlgen daft derselbe beliebig ge- 
w~t we~len. 

Unter diese~u V o ~ t z u n g e n  k ~ n  der folgende Satz ausgesp~ochen 
werde~. 

Die Gruppen der IIRlfsgleichungen ea~hal~en in ihrer Gea~nmthei~ 
das Aggregat der @ ebafachen Fac~orgruppen der Gruppe F. P~r die 
ZahI der einfachen Fac~oren~ welche die Gruppen der H~lfsgldehungen 
zusammen aafwdsen~ ~ also damJ~ e~n M~u~mam gegeben. Wean 
ferner jene Zahl das Minimum ~ nicht 5ber~rifl~ so sind die s~mmt- 
lichen Warzela allex H~Ifsgleichungen ratSoaal in den Warzeln dar 
gegebenen Gleiehung ~(z)--~ 0 und den GrSssen des Bereiehs (r). 

Setzt man yon Anfaug an versus, dass die Hfilfsgleichungen dn- 
faNne Grappen besitzen~ so ~st @ die Minimalzahl der nothwendigen 
Hfilfsgleichunge~ Wenn ausserdem die Zahl der ll~Ifsgleiehungen die 
Minimal',~hl nicht ~ibertrifft~ so sind die Warheln derselben sRmmtlich 
natfirliche Irra~ionali~it~n. 

Man kann einen ~hnlichen, nicht ganz so einfachen Satz formu- 
Iiren~ falls durch die Ke~te dcr Hfilfsgleichtmgen nut eine einz~ge 
Wumel der Gleichung iv(x)-~-0 bestimm~ werden soil. 

S~ut~gar~ den 10. Oc~ber 1888. 


