
Ueber die P o l a r - H e x a e d c r  bei den Fl~chen dri t ter  Orduung. 

Von 

L, CR~:~oxA in Rom. 

(Am 19. Septvmbcr 1877 der N~t~rf0rscherversammlu~ig in Mfinc|~ca vorgclegi~.) 

Weglll 
(1) z, + x~ -t" x3 + x, + x~ + x,, = ,~ 

so folgt aus der Identit~t: 

(x, + x~ + x:,+ x ,+  x~ + x~) : ix, + x~ + x~): + (z, + x~ + x~: 
- (z ,+x~+z~i !z,+x~+x~)I 

- -  (x, z -x  •  "~ + ( x , + x ~ + x ~ )  3 

- = x , 3 +  x:~ + z3s + x(~ + x:, 3 + x~:' 
.4:- 3 (x2.-~-x3) (x~,"~Xt) (xl + x~ -{- 3 (x4-~- x:, ) (X~ + x~.) (x~-~ x4) , 

daas man die Gteichuag: 
(2) x, ~ + x: 3 + x~ 3 + x4~ + x~:~ + x6 :~ = 0 

in jede der zehn Formen setzen kann: 

(3) ( z 2 + ~ ) ( x ~ + z , )  (x,-i-x~) + (z4 + x~) (x~-f-x~) (x~-i x,) = O, 

welche den Combinationen (123)(456) etc. entsprechen, 
Die Fl:4che dritter Ordnung also, welche dutch die Gleiehtmg (2) 

dargestellt ist, besitzt als dreifaclhe Tangentenebenen folgende fi~nfzdm: 
z , + x 2 = 0  , x , + x ~ - - O ,  . . . .  , x ~ 4 - x ~ = 0 .  

Dieselben lassen sich za zt/~n paaren conjugirter Trieder gruppiren 
und schneiden sich in den fiinf~ehrt Geraden: 

x , + z . = O ,  x 3 - ~ - x ~ = O ,  x ~ + z ~ = 0 ,  
x ~ + x ~ = 0 ,  x~-~- x~ ~ O ,  x~ + x a - - O ,  

yon denen jedesmal drei in einer der fflnfzeha Ebenen liegen. 



Die sechs Ebenen 

bildea ein voll~t~adiges Hexaedvr, dessen paarweis gegeniiberstehende 
swanzig Ecken die Schei~el der soeben genann~:en zwanzig Trieder 
sin& Diese zwanzig Scheitel sind also zu vier und vier auf fiinfzehn 
Geraden gelegen (den Kanten des Hexaeders), und dutch jede dieser 
Geraden geht eine der dreifacben Tangentialebenen. Durch die n'~m- 
lichen Kanten verlaufen noch ffinfzehn weitere Ebenen: 

x l - - x : = = O ,  x , - - x 3 - ~ O ,  . . . . .  , x s - -x6- -~O,  

welche, zusammen mit den dreifachen Tangentenebenen, die yon den 
Fl~hen des Hexaeders eingeschtossenen Winkel harmonisch theilem 
Diese fitnfzehn neuen Ebenen verlaufen zu flrei und drei dutch zwanz:ig, 
paarweise conjugirte, gerade Linien und schneiden sich tiberdies zu 
sechs und sechs in fiinfzehn Pankten; diese zwanzig Geraden und 
diese ffiafzehn Punk~e sind den Ecken und den Kaaten des Hexaeders 
einzeln zugeordnet*). 

Das Hexaeder ist polar, das heisst, es geh5rt zur Classe der 
_Polsed~flache, die Hr. Reye  entdeckt und in einer kbhandlung: Geo- 
metr~cher JBeweis des Sylvester'sd~en Satzes etc.**) (Nr. 15), beschrie- 
ben hat. In der That, man weiss, dass yon den Scheiteln zweier con- 
jugirter Trieder jeder der Pol ist ffir einen Polarkegel, dessen Mittel- 
punkt der andere Scheitel ist. Abet unser Hexaeder besitzt fiberdies 
die Eigenschaft, dass man es unmittelbar construiren kann, wenn~man 
yon den 27 Geraden der Fliiche dritter Ordaung solche ffinfzehn kenn~, 
welche nach s einer 1)o210dsec]~ llbrig bleiben. 

Nun bilden die 27 Geraden sechsun'ddreissig Doppelsechse. Daher 
existiren fill" eine allgemeine Fl~che drit~er Ordnung 36 Hexaeder~ 
die dem yon den Ebenen xt.----O , x ~ - O ,  � 9  x~ ~ 0  gebildeten 
analog sind, und jedes Hexaeder gehSrt zu einer Doppelseehs. Das 
heisst, die 36 Doppelsechse geben die LSsung des folgenden Problems: 
man will die Gleichung der allge~n~inen Fliiche drifter Ordnung unter 
der Bedingung (1) auf die Form (2) tra~sformiren. 

Siad P = = 0 ,  Q = = 0 ,  /~-- -0 ,  S ~ 0 ,  T ~ - 0 ,  U ~ - 0  die Ebenen 
zweier r Trieder, so dass also: 

(4) PQ~ + k s r y =  o 
die Gleiehung der Fl~che ist, und will man das Polar-fIexaeder finden, 
dem die Scheitel der beiden Trieder angehSren, so hat man einfach: 

*) Vgh meine Abhandlung: Teoremi stereometrici dai qaali ai dedu- 
r le propriet& dell'esagrammo di Pa~,l (R, Accademia dei Lincei, Roma~ 
a Apra ~S77). 

~) Journal f~r r. n. a. Mathematik, Bd. 78. 



Ueber die Polar..Hxe~d.er: bei den PL~he~ dritter Orda~.: 

F ~ p P ~  Q ' ~ q Q ,  1 V ~ r R ,  

S ' = s S  , T ' = t T ,  U'---~t~U~ 

zu sefzea und nan p ,  q, . - -  in der Art zu be~timmen, dass identiseh 

(5) 2 ' +  q ' +  t ~ ' +  S ' +  r ' +  U ' = O  

ist, w~hrend die Gleiehtmg der Flee.be folgeade wird: 
P ' Q ' R ' + S ' T ' U ' ~ - O .  

Es sei zu dem Zweeke: 

r =- a P  + ~g + r + d S ,  

U = a ' 2 + b ' q + ~ B + d ' S ;  

dann bestimmen sieh die Coeffieie~,tea p ,  q, --.  durch die Gleiehungea: 

p + t a + u a ' = O ,  

q + t b + u b ' = = O ,  

( a )  r + tc + u~;' = O, 

s - J - t d q - - u d ~ O ,  " 

k p q r  + s tu  ~ 0 , 

Eliminirt man hier p,  q, ~, s, so erh~lt maa eine cubischc G~eichung 
in t yon deren Wurzeln jede eiae LSsung des Problems liefert. Dean 

{ x, ~ (J" + l ( - -  P ' ,  z.. = lC' + F -- Q', x:+ = P" + g ' - -  '%  

(7) z 4 = 1 " +  U ' - -  S ' ,  Z ~ -  U" q. S" - -  "F , x~ ~ , ~ '  + "l" -- [:" 

wird eins der gesuchten Hexaeder sein. 
Ein Paar conjugirter Trieder gehSrt also zu drd ver~hiede~en 

Hexaedem. In der That,  zwei Doppelseehse habea entweder se~t,r 
oder vier gerade JAaiea gemeia. Nenat man ann ~,ei Doppel~eeh~ 
asso~Hrt, wenn sie sexhs Gerade gemeia haben, so intjede Doppel~eeh~ 
za zwanzixd Dopt~tseehsea 0~reiirg, die unter eiaaader wieder paar- 
weise associirt sin& Drei Doppel~echse, die paarweise assoeiirt ~iad, 
eathalten zasammea 18 gerade Linden; die neua ~brigea ger'ade~ 
Lhaien gehSrea einem Paar conjugirter Trieder an, und dieses fit~det 
sieh also in drei Hexaedern, welche den drei associirtea Doppdseehsen 
entsprechen. Man hat in dieser Weise 120 Tripet paarweise a~socih-ter 
Doppelsechse, welehe zu der~ 12~ Pam, en oAmjugirter Trieder zugehSrea. 

Die Formela (7) zeigen, da~ die gbeaen x~, x:, :%, x4, x~, x~ 
den andera ~P, Q, /~, S, T, U einzela entspreehea 'and das~ die 
Trieder x lx:x .  J and /)Q/~ mit Bezug auf die Ebene x 1 -{-x~ + x  z =~0 
perspeetiv~ch siad. VermSge der Identit~t (5) ode~r (1)materseheidet 
sich diese Ebene aieht yon X~ + x~ + x~ ~-~ O; man hat ~ nur zetm 
solehe Ebenen e~. Es fotgt a l~ ,  da~ bei zwei associirt~a Hexae&.,.r~, 
verm5ge der gemeinsamen eonjagirte~t Trieder~ die ~itenfl~ehem pa~r- 



L. ~ Ueber die Polar-Hexaeder bei den l ~ e n  drifter Ordnung. 

weise zusammengeordnet sin& Und aus den Gleiehungen (6) sehliess~ 
man, &~s die drei Ebenen: 

q I Q + ~ I R - - p l P f f i = O ,  

wetehe den drei Wurzeln der cubischen Gleiehung ffir ~ : ~ entsprechen, 
ein Bfisehel bilden: eine Bemerkung, die selbstvers~iadlich ebenso f~r 
die anderen Tripel zusammengeh5riger Seitenfl~ehen der drei associirten 
Hexaeder gilt. 

Unsere Hexaeder f~hren jetzt f~ir die aUgemeine Fl~.ehe dritter 
Ordnung, auf der die 27 Geraden bekannt sein sollen, zu einer Con- 
strue•on des Sylvester'schen Pentaeders. In der That~ be~rach~en 
wir zwei Hexaeder, die zwei beliebigea Doppelsechsen entsprechen. 
Die Developpable drifter Classe~ welche die sechs Ebenen des ersten 
Hexaeders zu Tangentenebenen hat, und die analoge Developpable, 
welche die Ebenen des anderen Hexaeders berfihr~, haben naeh einem 
Theorem des Hrn. Reye fi~nf gemeinsame Tangentenebenen~ und diese 
eben sind die Sei~enfl'~ahen des Sylvester 'sehen Pentaeders. Man 
f~hrt die Constraetion dieser Ebenen auf diejenige der ffinf isolirten 
Sehnittpmakte zweier ebener Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt 
zur~ek, yon denen jede dutch den Doppelptmkt der anderen hindureh- 
l~uft. 


