
Ueber die Zahl z.*) 

Von 

~F. LINDE~ANN ill F r e ibu rg  i. Br.  

Bei der Vergeblichkeit der so ausserordentlich zahlreichen Ver- 
suehe**), die Quadratur des Kreises mit Cirkel und Lineal auszufiihren, 
h~ilt man allgemein die LSsung der bezeichneten Aufgabe fiir un- 
mSglich; es fehlte aber bisher ein Beweis dieser UnmSglichkeit; nur 
die Irrationalitilt yon z und yon ~ ist festgestellt. Jede mit Cirkel 
und Lineal ausfiihrbare Construction l~sst sich mittelst algebraischer 
Einkleidung zuriickfiihren auf die LSsung yon linearen und quadra- 
tischen Gleichungen, also such auf die LSsung einer Reihe yon quadra- 
tischen Gleichungen~ deren erste rationale Zahlen zu Coefficienten hat, 
w~ihrend die Coefficienten jeder folgenden nur solche irrationale Zahlen 
enthalten, die durch AuflSsung der vorhergehenden Gleichungen ein- 
geftthrt sind. Die Schlussgleichung wird also durch wiederholtes 
Quadriren iibergeftthrt werden kSnnen in eine Gleichung geraden 
Grades, deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Man wird sonach 
die UnmSglichkeit tier Quadratur des Kreises darthun, wenn man 
nachweist, dass die Zahl ~ iiberhaupt nicht Wurzd  einer algebraischen 
Gleiehung irgend welehen Grades mit rationalen Coeffieienten sein kann. 
Den daftir nSthigen Beweis zu erbringen, ist im Folgenden versucht 
worden. 

Die wesentliche Grundlage der Untersuchung bilden die Rela- 
tionen zwischen gewissen bestimmten Integralen, welche Herr Her -  
mi te  angewandt hat***), um den transcendenten Charakter der Zahl e 
festzustellen. In w 1 sind deshalb die betreffenden Formeln zusammen- 
gestellt; w 2 und w 3 geben die Anwendung dieser Forme]n zum Be- 
weise des erwi~hnten Satzes; w 4 enth~il~ weitere Verallgemeinerungen. 

*) Vergl. eine Mittheilung des Hrn. W e i e r s t r a s s  an die Berliner Akademie, 
yore 22, Juni 1882. 

**) Man sehe die Artikel Cyclometrie, Quadratur und Rectification in K l fig e l ' s  
mathematischen WSrterbuche. 

***) Sur la fonction exponentielle, Paris 1874 (auch Comptes rendus, 
t. LXXVII, 1873). 
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w  

Die H e r m i t e ' s c h e n  Formeln. 

Es sei 
t ( z )  ---- ( ~  - -  ~ o )  ( g  - -  g , )  " "  " ( z  - -  g.) ;  

mit Z midge irgend eine der yon einander verschiedenen GrSsse.n 
~l, g 2 , ' ' "  z. bezeichnet werden; dann bestehen zwischen den be- 
stimmten ln~egralen 

z 

i 1 / -e-'fm(z) dg 
f ~  

*o 
folgende Relationen: 

~o ~-~0(~o go) o 1 m+, , + O(g,, go) + �9 . -  + O (g., go) ~" 
m m m ? 

(1) ~'m+, = O(go, ~,) o~ + o (g , ,  ~,) ~'~ + . . .  + o (g . ,  g,) C ,  
�9 �9 ~ �9 * . �9 �9 ~ �9 �9 . �9 . �9 , �9 ~ �9 �9 ~ 

" = e(go,  g-) o ~+1 q -  O ( ~ ,  ~.) ~ ~ - k  ' �9 �9 -t- 0 ( ~ ,  ~.) *" 

Die Function O(z, ~) ist eine ganze Function n t~ Grades ihrer 
beiden Argumente; in ihr sind die Coeffieienten der Potenzen yon 
g und ~ ganze symmetrische Functionen der n - [ - 1  Grbssen ~ und 
enthalten ausserdem nur ganze gahlen, sodass sie selbst ganze Zahlen 
sind, sobald dies mit den Coefficienten der _Potenzen yon r in [(z) der 
_~'all ist; sie sind ganze Func~ionen n ~" Grades yon m; auf ihr Bildungs- 
gesetz kommt es im Folgenden ~ieh~ welter an, es muss nut noeh be- 
merk~ werden, dass ihre Determinante folgender Relation geniigt: 

0 (go, go) O (g~, go) " �9 �9 O (g., go) 
O(go, g,) O(g,,  g, )  . .  �9 e ( ~ . ,  z,)  = ~ ,  

�9 . ~ . . . . .  * . ~ . 

O(go,~.)  O ( g , , ~ . ) - . .  O(z . , ~ . )  
W O r m  

1 1 . . .  1 

~ o  ~1 �9 �9 " ~ n  

~ ~  ~o2 ~l 2 . . .  Z. 2 
�9 �9 �9 �9 �9 �9 . 

n n I '~  

~ o  ~ 1  " " " ~ n  

Dureh die angegebenen Gleichungen sind die Iutegrale ~+~ zu- 

riickgeffihrt auf die Integral e ~ .  Dutch wiederholte Anwendung der- 

selben finde~ man also Formeln yon der Gestalt: 
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(1 a) 

und man hat 

~,,] = Ao~;'  + A1~1' + "" �9 + A .  tz", 

t 1 = B .~ lo  + B~tt~ + . . . + t:l.eV~, 

t : =  Lot,  ~  ,1 + . . . q -  L t";  

A o A I . . .  A,, 

(2) /3 o Bj . . .  B .  ~ a ~ ( m - l l .  
�9 �9 �9 , �9 , 

L o L I . - .  L .  

Um endlieh die Integrale  ~l / auszuwerthen,  werden neue ganze 
Funetiofien �9 (z, ~) eingefiihrt, welehe den Funet ionen O(z,  ~) analog 
gebildet sind, insbesondere hinsiehtlieh ihrer Coeffieienten ebenfalts 
die bei den O hervorgehobene Eigensehaf~ zeigen und wiederum der 
Bedingung 

O(~o, ~o) r  %) " �9 r  Zo) 
O(Zo, zl) O(z~, z~) �9 �9  O ( z . ,  zt) = ~ 

r z .)  O(z~, ~.) �9 �9 �9 r  z . )  

geniigen. Aus ihnen setzen sich die dutch folgende Gleichungen 
definirten GrSssen A, 13, . �9 �9 h zusammen: 

A -~- A o O ( Z  , Zo) + A r O ( Z ,  z , )  --1- �9 �9 �9 -[- A . O ( Z ,  z . ) ,  

(3) B = B o O ( Z ,  ~o) + Bt o ( z ,  ~,) + . .  �9 + B , r  ~,.), 
. . . . . . . . . . . . .  �9 . �9 �9 . o . 

A = L o O ( Z  , zo) + L , O ( Z ,  z , )  + .  �9 �9 + L , O ( Z ,  ~,,). 

Bezeichnet man endlich mit Ao, B o, 
stanten fiir den Fall ,  dass Z durch z o 

die bestimmten Integrale  t i schliesslich 
m 

�9 �9 �9 Ao die Werthe dieser Con- 
ersetzt wird, so hat man fiir 

folgende Formeln: 

t ~ ~ ~-~oA o - -  e--ZA, 

1 

a m ~--- e-*OBo - -  e - - z B ,  
�9 ~ �9 ~ �9 �9 ~ ~ 

t ~  ~ -  e- '~  - -  e - Z ^ .  

Hierin bedeute~ Z irgend eine der GrSssen zl,  z 2 , . . . z , ;  setzen 
wir insbesondere Z ~  zk, so mSgen die dann ents~ehenden Wer~ho 
yon A, B, �9 �9 �9 A mit  Ak, B~, �9 �9 �9 Ak bezeiehne~ werden,  und es werdo 

I t  ~ ] m Z=%; ~f l ] ,~  

gesetzlb; dann ist aueh 
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(4) 

Die Determinante 
dureh 

(5) 

F .  LINDEMANN. 

0 - - -  z o 

T, == e A o --- e - ' k  A , ,  

1 

. . . . .  �9 , ~ . 

T ~ ~ e-Z~ - -  e - ' k A k .  k 

der  Coe f f i e ien ten  A~ B ,  �9 �9 �9 

A o A, - - .  A .  

B o B I . - .  B ,  = ~ - , .  

A o A, " - "  A .  

ist hier gegeben 

w  

Ueber die symmetrischen Functionen der Gr~ssen " e ~ 

Wir bemerken,  class die in w 1. zusammengestellten Relationen 
unabh~ngig davon bestehen~ ob die GrSssen z, zo, zl ,  �9 �9  z~ reel] oder 
complex sind, denn sie beruhen einfaeh auf identischen Umformungen; 
aueh kann der bei Berechnung der Integrale T ' gew~ihlte Integrations- 

k 

weg ein beliebiger sein; es muss nur der unendlieh ferne Punkt  der 
z-Ebene ausgesehlossen bleiben. 

Wir  nehmen an, dass die symmetrisehen Functionen der z~ reelle 
oder complexe ganze Zahlen seien; auch unter _No, ~ t ,  " '  ", N~ ver- 
stehen wir reelle oder complexe ganze Zahlen. Zun~chst werde ein 
System yon Gleichungen abgeleitet, zu denen eine l~elation der Form 

_%e + 2 V ~ e " +  �9 +_,V.e ~" 0 (6) '~ �9 �9 ~--- 

Veranlassung giebt. 
Wi r  multipliciren die in (4) enthaltenen Gleiehungen 

T ~ = e-*~ - -  e -~' AI, 

(7) T ~ : e - ' ~  - -  e - "  A2, 
�9 , �9 . . . . .  

0 - - ~ n  ~ ~ e-'~ - -  e A~, 

bez. mit 2~rie " , . . . ,  2V, e "~, dann ergiebt sieh dureh Addition 

�9 , 0 "~'r Zre 0 e T1.s165 '2 0 e ~ N , - [ - .  �9 �9 -[- e T,,N,, 

- - .  + + �9 �9 �9 + Ao 

- -  (A, N~ n t- A 2 N.~ --[- �9 �9 �9 + A,, N, , ) .  

In  Folge yon ( ~  muss daher die Gleiehung bestehen 
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e" CN~ + . , .  + e~".~+"~ = - -  (AoiVo + A~N, + . . .  + A,~,,). 

Analoge Gleichungen werden sich ergeben, wenn man A durch B~...,A 
ersetzt; man wird also zu folgendem Systeme yon n qt_ 1 Gleiehungen 
gefiihrt: 

AoNo -l-" A ,N,  -[- - . .  -l- A~N.  -~- a, 

(8) BoNo -I- B, N, -l- " ' "  -I- B . N .  = #, 
�9 . . . . .  . .  , �9 ~ �9 , , 

AoNo + A ~ N ,  + . . .  + A , N ,  : z, 
w o  

z I 0 *: 0 "aT 0 / ~  - - , = e  % N , + e  % ~ + . . . + e ' " , ~ .  ,,, 

�9 j 1 z~ 1 aT 1.s n 

�9 , . . . . . .  . �9 . . . . . . 

Z - = '  . . . .  " " N  
- -  e r l l N 1 - - [ - -  e ~ ] 2 - 1 ~ ' 2 " 3 f - ' ' ' ' 3 l - e Z n ~ l n  n "  

Dies sind die Formeln, aus welehen Herr H e r m i t e  das Trans- 
seendentsein der Zahl e direct ableite~, indem er annimm~, dass die 
zl selbs~ ganze Zahlen sind. Ftir unsern Zweek sollen die Gleiehungen 
dadureh vereinfacht werden, dass N~ = N 2 . . . . .  N .  genommen 
wird; es soll [brner im Folgenden immer z o ~ 0 gesetzt werden. Man 
hat dann an Stelle yon ( 8 ) :  

N o A o + N , ( A , + - . . + A ) = - -  N,  (e+' ~ ~ + . . . + e*;',~ , 

�9 x 1 . e ,  n 1"~ N oB o + N , ( B t + . . . + B . ) : -  N t ( e  ~ h + ' "  + ~/,), 
(9) . . . . . . . . . . .  ** . . . . . . . . . .  

�9 n e *  n n '~  �9 N oA o + N  t ( A , + -  . + A . ) - - - - - - -  N x ( e " 7 , + . . . - t -  n.) 

Hier stehen links ganze Funetiotfen def GrSssen #t, #2~ "" "~ z, 
mit ganzzahligen Coeffieienten. Vertauseht malt in ihnen #~ mi~ at, 
so vertauseht sieh naeh (7) aueh Ai mit Ak. Die linke Seite der ersten 
Gleiehung ist also eine symmetrisehe Function der Wurzeln gi, folglieh 
selbst eine ganze ZahL 

Dutch Vertausehung yon z I mit z2 geht Bi in F~ tiber und um- 
gekehrt, sobald i yon 1 und 2 versehieden ist; dagegen vertausch~ 
sieh gleiehzeitig B 1 mit F 2 und B 2 mit 1-1: es vertauschen sich also 
die linken Seiten der zweiten und dritten Gleiehung unter einander. 
Analoges gilt bei beliebigen Vertausehungen der zi; also: Die linken 
Seiten der n letzten Gleichungen des Systems (9) sind Wurzeln einer 
algebraischen Gleiehung yon der ~'orm 

(10) V" -{- 21/1 V --x -{- . .  �9 -1-- 21/, = 0 

mit ganzzahligen "Coefficienten M~. 
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Wir lassen jetzt  die Zahl m unendlich gross werden. Bezeichnet 
M' das Maximum des absoluten Betrages yon f(z) fiir die Werthe yon 
z, welche sich auf dem beim Integrale i gew~ihlten Integrationswege 

~ t  

befinden, und ist l '  die L~nge dieses Weges, M o' das Maximum des ab- 
s21uten Betrages yon c--' ( z -  zi) -1 l~ngs dieses Weges, so hat man 

M', m. Mo'" l' abs ~i < . . . . . . . . . . . .  
m =  1 . 2 . 3 - .  �9 (m-- 1) 

u  man also unter M, M0, 1 die grSssten derjenigen Zahlen 
M', Mo', t', welche bet den verschiedenen ]ntegralen e~,, vorkommen, 
wenn man die obere Grenze Z nach einander dutch zl, z 2 , . . . ~ z ,  
ersetzt und dem Index i alle mSglichen Werthe beilegt, und setzt man 
noch M o / ~ / ~ ,  so besteht fiir alle Integrale ~/i die Ungleichung: 

k 

M m. E 
a b s ~  i - 2 . 3 . : . ( m - - 1 ) '  

wo E und M bestimmte endliche yon m unabhiingige Zahlen bedeuten. 
Es kann also die rechte Seite der ersten unter den Gleichungen 

(9) und somit die ganze Zahl N O Ao + N1 (A1 + A2 + �9 �9 �9 A,) beliebig 
klein gemacht werden, dadurch dass man m hinreichend gross w~ihlt. 
Das ist, aber nut  mSglich, wenn' es eine endliche ganze Zahl m' giebt 
der Art~ dass die Gleichung 

_N oA o+2V, (A ,  + A  2 + . . . + A , ) = O  

genau erfiillt ist ffir alle ganzzahligen Werthe yon m, welche nicht 
kleiner als m' sind. 

Ebenso ergiebt sich, dass die rechten Seiten der iibrigen Glei- 
chungen (9) gleich Null werden fiir m ~--- oe, dass also auch die linken 
Seiten, d. i. die Wurzeln yon (10), beliebig klein werden fiir hin- 
reichend grosse Werthe yon m. Dasselbe gilt folglich yon den Coef- 
fieienten Mi dieser Gleichung; da letztere abet ganze Zahlen sind, so 
miissen sie schon fiir hinreichend grosse endliche Werthe yon m genau 
gleieh Null seth; hieraus folgt,  dass auch die Wurzeln yon (10) fiir 
dieselben Werthe yon m s~immtlich verschwinden. Wir sind also zu 
folgendem Resultate gekommen: SoE eine Gleichung yon der Form 

(11) + N ,  ~ = 0 

bestehen, so muss es eine bestimmte positive ganze Zahl m' geben der 
Art ,  dass fiir alle ganz~ahligen Werthe yon m,  die nicht kleiner als m' 
sind, das [olgende System yon Gleichungen besteht: 

AoN o --{- (A, -l- �9 �9 �9 -]- A,,)N, : 0, 

(12) BoN o -~. (B, + . . .  --}-- B,,)N, : O, 
�9 ~ o , , , , , , . , , 

Ao + + . . .  + A.)N, = o. 
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Hieraus wiirde wetter folgen, dass die Determinante der GrSssen 
A, B, . - . ,  h verschwinde, da ihre aus zwei parallellen Reihen zu 
bildenden zweireihigen Unterdeterminanten s~immtlich Null sein miissten. 
Die Determinante ist aber nach (5) gleich (~,,,, kann also, da die ~ yon 
einander verschiedcn vorausgesetzt wurden, niemals Null seth. Damit 
ist gezeigt, dass die Annahme ether Relation yon der Form (11) zu 
einem Widerspruche fiihrt, und wir haben den Satz gewonnen: 

Sind zl ,  . . . ,  ~ die yon Nul l  und yon einander verschiedenen 
Wurzeln  ether algebraischen Gleichung yon der Form 

(13) z~ + sl z~-I -t- " " �9 -t- s~ ~--- 0, 

wo die s~ reelle oder complexe ganze Zahlen bezeichnen, und ist die Discrimi- 
uante dieser Gleichung yon Nul l  verschieden, so kann eine lRelation yon 
der Form (11) nicht bestehen, falls die Nt  reelle oder eomplexe ganze~ 
yon Nul l  versehiedene Zahlen bedeuten. 

Ebensowenig ist eine R e l a t ~  yon der Form 

(14) N O -[- N, (e ~*' -[- e "~ -[- �9 �9 �9 -~- e ~ ' )  = 0 

m5glich, wenn r eine ganze Zahl bedeutet. Denn die Gr5ssen r z l ,  
r z 2 , . . . ,  r z ,  sind ebenfalls yon einander und yon Null verschiedene 
Wurzeln einer Gleichung yon der Form (13), sobald dies mit zl, z2,. . .z,  
der Fall ist; es lassen sich also auf (14) dieselben Schliisse wie auf 
(11) anwenden, und es folgt: 

Unter den gemachten Voraussetzungen kann keine der symmetrischen 
-~tnctionen 

gleich einer rationalen.Zahl seth. 
Untersuchen wir wetter, ob zwischen diesen symmetrischen Func- 

tionen eine lineare Gleichung mit ganzzahligen Coeffieienten N o also 
eine Gleichung yon der Gestalt 

�9 . .  N �9 + 

bestehen kann,  wo s irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Die 
ns  GrSssen ~ ,  2&,  �9 , �9 sz~, mSgen zur Abkiirzung mit  zl , ~2, " �9 ' z , ,  
bezeichnet werden, so dass ~ + ,  ~ 2 ~ ,  zi+~, ~ 3~ ,  etc. Dieselben 
sind Wurzeln einer Gleichung ns  ten Grades mit ganzzahligen Coeff i -  
cienten yon der Form (13). Aus (16) wiirde sieh also, wie aus (6), 
ein System yon n s  -~- 1 Gleiehungen yon der Gestalt (8) ergeben. Um 
dieselben einfach schreiben zu kSnnen, ftihren wir start der (n-I-1) 2 
GrSssen A~, S~, . . .  Ai jetzt (ns  ~ 1) 2 GrSssen A ein, die mit zwei 
Indices versehen sein mSgen, und zwar so, dass der erste Index die- 
jenige Unterscheidung bewirkt, welche friiher dutch Wahl  def.  wr -  
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schiedenen Buehstaben A, B , . . . h  angedeutet war, (lass also die 
folgenden zu (4) analogen Gleichungen bestehen (indem z 0 -----0): 

i 
~k----- Aio- -e-~kAik ,  flir i , k  gleich 0, 1 , 2 , . . . , n s .  

S~att (8) haben wit  dann: 

iVoAoo + 2VI  Ao, , + . . . .  - - - - % ,  

(17) . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  

wo die reehten Seiten gegeben sind dureh 

e "  __ 

Alle hier vorkommenden Summen ~nd fiber i yon i ~ 1 bis i ~  n 
zu nehmen. 

P Auf den linken Seiten des Systems (17) stehen wieder ganze t uuc- 
tionen der zi mit ganzzahligen Coefficienten. Vertauscht man & mit 
zk (wo i, k ~ n), so vertauseht sich gleichzeitig zi+~n mit zk+~,, folglich 

auch Ao,~ mit Ao, k und Ao, i+rn mit Ao, k+,.~ 

ferner, wenn der erste Index yon Null verschieden is[: 

Ak,~+~. mit A~,~+~. fiir l~/~,  i 

A~,k+,-= mit Ak, i+rn und A~,~-,~ mit Ak, k+~. 

Die linke Seite der ersten unter den Gleiehungen (17) ist sonach 
wieder eine ganze Zahl; die linken Seiten der iibrigen Gleichungen 
sind Wurzeln einer algebraisehen Gleichung yore Grade ns  und yon 
der Form (10); Auf alle vorkommenden ganzen Zahlen lassen sich 
f'~ir m ~ ~ die bei (9) und (10) gemachten Sehliisse i ibertragen. 
Es folgt also i dass ftir hinreiehend grosse endliche Werthe der ganzen 
Zahl m die linken Seiten der Gleiehungen (17) genau gleich Null sein 
milssen. Daraus wiirde weiter fotgen, dass fiir dieselben Werthe yon 
m alle (s -~-1)- re ih igen Determinanten genau versehwinden, welche 
aus den (s -[- 1) (ns -.[- 1) Coefficienten der _N~ in (17) in bekannter 
Weise zu bilden sind. Dann mfissto' auch die (ns-[-l)-reihige Deter- 
minante der A~k selbst gleieh Null sein; diese aber ist naeh (5) gleich 
der 2 m  tr Potenz yon d, wenn man in der Determinante d (vergl. w 1) 
z 0 -----0 maeh~ und den Index n dutch ns ersetzt. 

Es ist~ d gleich dem Produete aller Difi'crenzen -{-(pz,~ ~ qz,)~ 
welehe entstehen, wenn man den Indices i~ k alle Werthe 1~ 2 , . . . n ,  
den.  Zahlen s q alle Werthe 0~ 1~ 2, . . . ,  s beilegt (ausgenommen 
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p-----q-~O). Es kann also d nur Null sein~ wenn zwischen zwei Wurzeln 
z~, z~ eine Relation der Form pz~ ~ qzk ~ 0 besteht. Nimmt man eine 
solche an, so wtirden die Gleichung (13) und die Gleiehung 

eine gemeinsame Wurzel zi zulassen, somit beide reducibel sein. Legen 
wir also der Gleichung (13) die Bedingung der Irredueibilit~it auf, so 
kann ~ sicher night verschwinden, wiihrend wir eben sahen, dass in 
Folge yon (16) und (17) ~ ~ 0 sein mttsste. Folglich: 

Sind zl ,  z2, " ' "  z~ die Wurzdn  ether irreducibeln Gleichung yon 
der _Form (1.3) mit ganzzahligen Coeffieienten s,, so kann zwischen den 
symmetrischen _Funetionen (15) keine lineare G leichung mit rationalen, 
yon _Null versehiedenen Coefficienten bestehen. 

w  

Anwendung auf Untorsuchung der Zahl ~. 

Die gewonnenen Siitze lassen sich tibertragen auf die "symmetrischen 
Functionen 

(18) 

wo wieder r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Setzen wir zuniichs~ 
vorausi dass die Zahlen, welche hier als Exponenten yon e auftreten, 
siimmtlieh yon Null und yon einander verschieden seien. Die An- 
nahme ether linearen Beziehung mit rationalen Coefficienten N~ zwischen 
den GrSssen (18)wfirde dann zu einem Gleichungssysteme fiihren, 
welches zu (17) ganz analog ist, und dessert UnmSglichkeit in ganz 
derselben Weise dargethan werden kann. 

]st die gemachte Voraussetzung nicht erffillt, so nehmen wit zu- 
nlichst an, dass in ether der Fun~tionen (18), sagen wir Xe z, mehrere 
der Exponenten Z einander gleich seien, und betrachten eine Relation 
yon der Gestalt 

(19) 0 --~ _N O -~- _NI ~ eZ. 

Jetzt werden sich die sammtlichen GrSssen Z in meh'rere Gruppen 

z , , z , ' , z A . . . ;  z ,z2',zA .... ; . . .  

zerlegen, der Art, (lass die GrSssen jed.er Gruppe Wurzeln einer irre- 
ducibeln Gleichung mit rationalen Coefficienten' si, nd und sich bet 
u der ~ nur unter einander ver~auschen. Es war 
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aber bei Behandlung der in w 2. supponirten Gleichungen (ll)~ (14), 
(16) allein massgebend~ dass in jeder einzelnen Summe nur solehe 
Exponenten yon e vorkamen, die sich unter einander vertauschen bei 
den Vertauschungen der ~i. Wir werden daher jetzt unmittelbar auf 
die UnmSglichkeit einer Relation yon der Gestalt 

schliessen diirfen; und in dieser ist die Relation (19) als besonderer 
Fall enthalten. 

Sollte ferner eine der GrSssen Z gleich Null seiIl, so wtirde dies 
einer Aenderung des numerisehen Werthes der Zahl N O ";iquivalent 
sein, das gesultat also nicht beeinflussen; es sei denn, dass alle uuf 
der rechten Seite yon (19) vorkommenden Exponenten gleichzeitig 
verschw~nden. Wenn die zl Wurzeln einer irreducibeln Gleichung 
sind, wird dies nur eintreten kSnnen fiir die Exponenten der Func- 
tionen 

( 2 0 )  e Z - -  - e ~ ( ~ ' + ~ + ' ' ' + ~ - )  

falls in (13) der Coefficient sl yon z "-~ gleieh Null ist. Dieser Fall 
giebt im Folgcnden immer eine Ausnahme und sell nieht jedesmal 
wieder hervorgehoben werden. 

Betraehtet man weiter eine lineare Relation, in der mehrere der 
Funetionen (18) vorkommen, so wird man es beim Auftreten gleieher 
Exponenten wieder so einriehten, dass jede Zahl Ni multiplieirt er- 
scheint in eine Suture% in deren Gliedern die Exponenten yon e 
Wurzeln einer einzigen irredueibeln Gleiehung sind~ und die bei Ge- 
legenheit yon (19) gemaehten Bemerkungen wiederholen. Als Special- 
fall erhJilt man dann wieder die zu Anfang dieses Paragraphen be- 
sproehene Relation, we jede Zahl Ni in eine der symmetrisehen Fune- 
tionen (18) multiplieirt ist. - -  Schliesslieh gelangen wir so zu folgende n 
Siitzen : 

Es kann keine der symmetrisehen Funetionen (18) gleich einer 
rationalen Zahl sein, ausgenommen eine Function (20) falls in (13) s 1 
verschwindet. Und allgemeiner: Zwischen den Functionen (18) kann 
keine lineare Relation mit rationalen Coefficienten bestehen, ausgenommen 
den Fall, we s I in (13) gleieh Null ist, in welchem Falle eine solche 
Function tier Gr6ssen (20) gleich einer rationalen Zahl ist. 

Nun ist die erste Reihe ~er GrSssen (18) identiseh mit der Reihe 
der Coeffieienten Mi derjenigen algebraischen Gleiehung n ten Grades 

(21) V" - -  M~ V~-~-~ M 2 V "-~ . . . . . .  {- M~ =- O, 

welehe yon den Zahlen e *i bdriedigt wird. Wir wissen also, dass 
diese Coeffieienten Mi nieht gleich rationalen Zuhlen sind, ausgenommen 
M, ffir .s I == O~ und dass zwischen ihnen keiae lineare Relation mit 
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rationalen Coeffieienten Start hat. Eine solche aber w[lrde nothwendig 
erfiill~ sein mfissen, wenn eine der Wurzeln yon (21), d. i. der 

GrSssen e *i, gleich einer rationalen Zahl wiire. Also: 
Ist Z Wurzel einer irreducibeln algebraischen Gleichung yon der 

Form (13), so kann e z nicht gleich einer rationalen Zahl sein. 
Es ist aber die Bedingung e,,V~ ~ _ 1 erfiillt, also kann ~ / / - -  1 

nicht Wurzel einer irreducibeln Gleichung der Form (13) sein. Auf 
letztere Form kann jede Gleichung mit rationalen Coefficienten leicht 
gebracht werden, indem man ~oz start z als Unbekannte auffasst, unter 
p eine passend gew~ihlte ganze Zahl verstanden. Es folgt so der in der 
Einleitung hervorgehobene Satz: 

Die Ludo lph ' sche  Zahl ~ kann nicht Wurzel einer algebraischen 
Gleichung mit rationalen (reellen oder complexen) Coefficienten sein. 

w  

Verallgemeinerung der gewonnenen Resultate. 

Im Vorstehenden sind alle Schliisse nur so weir durchgefiihrt~ 
als es nSthig oder niitzlich schien, um zu dem zuletzt ausgesprochenen 
Satze zu gelangen. Dieselben sind aber sofort einer weiteren Ver- 
allgemeinerung f~hig, welche dann eine bemerkenswerthe Anwendung 
auf die Untersuchung der natiirlichen Logarithmen gestattet. 

Es seien Z1, Z2, Z3, . . .  irgend welche ganze Functionen der 
GrSssen z~ mit ganzzahligen Coefficienten. Die yon einander ver- 
schiedenen Werthe, welche Zk durch Vertauschungen der z~ annimmt, 
mSgen mit Zk', Zk", Z k ' " , . . .  bezeichnet werden. Dieselben sind 
dann Wurzeln einer irreducibeln Gleichung mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten, in welcher der Coefficient der hSchsten Potenz der Unbe- 
kannten gleich Eins ist. Nach den zu Anfang yon w 3. gemachten 
ErSrterungen lassen sich auf die GrSssen 

(22) ~ e Z ~ ,  ~ e Z , ,  . . .  

wieder die analogen Sehliisse anwenden, wenn 

e zk = eZk + ezk ' + eZ~ '' + � 9  

gesetzt wird. Es kann daher keine ttelation yon der Gestalt bestehen: 

(23) o = + eZ, + N, + . . . .  

Auf die Form der reehten Seite kann jede ganze Function der 
Grtissen (22) sofort gebraeht werden; also folgt als Corollar, dass 
keine ganze Funcaon der Gr6ssen (22), insbesondere der Gr6ssen Ms 
in (21), writhe rationale Coefficienten hat, verschwinden kann. 
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Uns kommt es mehr auf andere Folgerungen an. Es ergiebt sich 
n~mlich, dass die als unm6glich naehgewiesenen l~elationcn auch noch 
unm6glich sind, wenn man unter den Ni beliebige algebraischc Irrational- 
zahlen versteht. In der That, schreiben wir (23) in der Form 

N 0 - - V - - - - 0 ,  

und bezeichnen wir mit No', No" , �9 . . ,  V', V"  �9 �9 �9 die GrSssen, welche 
aus N o bez. V entstehen, falls man die -Ni mit allen GrSssen ver- 
tauscht, die mit den Ni zusammen Wurzeln aigebraischer Gleichungen 
mit rationalen Coefficienten sind, so wtirde auch die Gleichung 

(No - v )  (No' - v ' )  (No" - v " )  . . . .  o 

erfiillt sein mtissen, wo links eine ganze Function der Zahlen (22) mit 
rationalen Coeffieienten steht, also gerade wieder ein Ausdruck wie 
(23), yon dem wir wissen, dass er nieht versehwinden kann. Ins- 
besondere ergiebt sieh: .Es kann keine ganze Function der M~ mit 
algebraisch irrationalen Coeffieienten verschwinden, ausgenommen (ira 
Falle 27z I -~-0) eine solehe Function yon M~ allei,. 

Eine derartige Relation aber wtirde nach (21) erfiillt sein, wenn 

e *i eine algebraisch irrationale Zahl w~re. Hebt man noch, wie am 
Schlusse yon w 3., die der Gleichung (13) zun~chst auferlegte Be- 
schr~inkung auf, so folgt also: 

Is t  z eine rationale Zahl  ( ~  O) oder algcbraisch irrational, so ist 
e" eine transscendente Zahl. 

Und dureh Umkehrung: 
Der natiirliche Logarithmus einer rationalen Zahl (die Einheit 

ausgenommen) oder einer algebraisch irrationalen Zahl  ist stets eine 
transscendente Zahl. 

Aueh bier haben wir die Ueberlegungen specieller gefasst als 
nSthig w~re, da wir zun~ichst die ausgesproehenen speciellen S~itze 
im Auge hatten. Man kann indessen Alles (mit Rticksieht auf die 
Er5rterungen zu Anfang von w 3.) in folgendem aUgemeinen Theoreme 
zusammenfassen: 

Ist  eine t~eihe algebraischer , yon einander verschiedener Gleichungen 
yon der Form (13) ft--~-O, f2 ~ 0 , . . . ,  f~ ~ 0 mit beliebigen ganz- 
~ahligen Coefficienten geyeben , sind diesclbcn s~immtlich irreducibcl, und 
be~eichnet man mit Z o Zi', Zi", �9 �9 �9 die Wurzeln der Gleichung fi -~- O, 
mit  -Nk beliebige rationale oder algebraisch irrationale Zahlen (die nicht 
s~immtlich gleieh Null  sind), so kann eine Gleichung der Form 

(24) No -~- N,  ~ e Z ,  -~- N ,  ~ eZ. 2C . . . ~- _N, ~ eZ~= O 

r, icht bestehen; es sei denn, dass eine der ganzen Functionen fi einfaCh 
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mit  z identiseh ist, etwa fl ~ z ,  in welchem Fal le  die Gleichung (24) 
mi~qlich w i rd  fi~r N.~ = N.~ . . . . .  IV~ = O, N t = --  _N O . 

Dieser Satz wiederum fiihrt zu folgendem Resultate: 
Versteht m a n  unter den zl beliebige rationale oder algebraisch irra- 

tionale~ yon einander verschiedene Zahlen ,  und  unter den N i  ebensolche 
Zahlen,  die nieht sgimmtlieh gleich Nu l l  s ind,  so kann  keine Gleichung 
der F o r m  bestehen : 

Bildet man n~mlich das Product aller Ausdrficke, welche aus der 
rechten Seite dadurch entstehen,  dass man die N~ auf alle Weisen 
unter einander vertauscht ,  die zi aber mit  denjenigen GrSssen ver- 
tauscht,  die mit  ihnen zusammen Wurzeln irreducibler Gleichungen 
sind, so ist dieses Product  eben ein Ausdruck,  wie er auf der rechten 
Seite yon (23)bez.  (24) erscheint;  es kann also keiner seiner Factoren 
verschwinden. An der paarweisen Verschiedenheit der z~, die beim 
Beweise vorausgesetzt wird~ muss festgehalten we rden ;  denn w~ire 
z. B. ~1 ~ z.~, so w~ire die Relation 

erfiillt, sobald N t ~ -  N 2 . 
Eine genauere Darlegung der hier nur angedeuteten Beweise be- 

halte ich mir  fiir eine~spiitere VerSffentlichung vor. 

F r e i b u r g  i. Br . ,  hpril  und Juni 1882. 

Anmerkung .  Litteraturnachweise fiber die Zahl u finder man aueh in 
Ba l t ze r ' s  Elementen der Mathematik (Aritbmetik, w 31.~ Planimetrie, w 13.). 
Den '~lteren Beweisen ffir die [rrationalit~t yon ~ hat Herr H e r m i t e  einen 
neuen hinzugefiigt: B o r c h a r d t ' s  Journal, Bd. 76, p. 34:2, 1873. 


