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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit will zu einer geometrischen Einfithrung in
die allgemeine Theorie der Schwarz’schen s-Function einen Beitrag
liefern. Ihr Gegenstand ist im Wesentlichen das Studium der conformen
Abbildung, welche die genannte Function von der Ebene des Argumentes
entwirft; die hierbei angewandten Methoden werden zumeist einen rein
geometrischen Charakter, oft in elementarer Einfachheit, tragen. Der
sich darbietende Stoff erwies sich zu umfangreich, um die Betrach-
tungen schon jetzt zum vélligen Abschluss za fiihren, doch erschien
ein lingeres Hinausschieben einer ersten Verbffentlichung aus manchen
Griinden unthunlich. Die Anregung zu diesen Untersuchungen ver-
danke ich den Vorlesungen des Herrn Prof. Klein tiber ,,Ausgewahlte
Capitel aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung®,
die derselbe in den Jahren 1890 — 91 an der Universitit Gottingen ge-
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halten hat. Soweit ich im Folgenden auf dieselben Bezng zu nehmen
habe, werde ich dies durch den in Klammern hinzugefiigten Hinweis
(K) andeuten.™)

I. Theil.
Historischer Riickblick nebst Disposition der Abhandlung.
§ 1.

Allgemeine Eigenschaften der s-Funmction. Ihre conforme Abbildung
fiir reelle oder imaginire Exponenten i, u, v.

abe
z| des unbeschrinkt ver-

YT

indérlichen Argumentes z soll hier definirt sein durch die folgende

symmetrische Differentialgleichung 3. Ordnung**):

Die Schwarz’sche Function s

ass dis\ 2

2 _ 3 da# | _ 1

ds 2| ds (t—a)(z—b)(g—0)

de dz
1= (a— b(a—c) ( —c)(b ) 1~—v“ {e—a)(e—b)
[= + P 4 )

In ihr bezeichnen «, b, ¢ die ,,singulﬁren Punkte* in der #- Ebene,
4, u, v die sogenannten ,,Exponenten®, von denen wir sogleich niher
sprechen werden. Bezeichnet man den Ausdruck auf der linken Seite,
die ,,Schwarz’sche Differentialinvariante’’, mit Hrn. Klein durch das
Symbol [s],, so konnen wir die letzte Gleichung in die abgekiirzte
Form setzen: [s].== R(¢), unter R(#) die angefiihrte rationale Function
von £ verstanden, Der Zusammenhang der s-Function mit der hyper-
geometrischen Reihe und der Riemann’schen P-Function, die ihrer-
seits einer bestimmten Differentialgleichung 2. Ordnung mit rationalen
Coefficienten geniigen, ist bekannt genug, sodass wir nicht darauf

*) Nach dem Abschluss dieser Arbeit ist inzwischen die Abhandlung von
E. 8tudy tiber ,,Sphirische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und ellip-
tische Functionen% im XX. Bande der Abhandlungen der mathem.-physikal. Classe
der Kgl, Siichs, Gesellschaft der Wissenschaften erachienen, Freilich verlangt unsere
Fragestellung von vornherein einen anderen Standpunkt in der sphirischen Tri-
gonometrie, indem fiir uns insbesondere stets die ,,Dreiecksfliche’* im Mittelpunkte
des Interesses steht, withrend bei Study nach dem Vorgange von Mbius
das allgemeine Dreieck als Gebilde dreier grosster Kreise der Kugel erscheint,
welches durch Festlegung des Drehungssinnes in den Seiten und Winkeln niher
definirt ist. Gleichwohl ist die Beziehung beider Arbeiten an manchen Punkten
unverkennbar, (Vgl. anch den im ersten Hefte dieses Annalenbandes erschienenen
Aufsatz von Hrn.Schoenflies: Ueber Kreishogendreiecke und Kreisbogenvierecke.)

**) Dieselbe ist in dieser Form zuerst von Hrn, Klein aufgestellt worden,
Ann. 12, p. 170, 1876; an sie kniipft spiiter Papperitz an, Ann, 25, p. 214, 1884,

11*
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einzugehen brauchen.*) Vielmehr wollen wir in wenigen Sitzen die
wesentlichen Eigenschaften der s-Function zusammenstellen, soweit
sie fiir uns in Betracht kommen:

1. Aus einer gegebenen Particularlisung s, stellt sich das allgemeine

Integral s der obigen Differentialgleichung in der Form s = ;‘:"_’::g
0

dar, d. h. als allgemeinste gebrochene lineare Fumction wvom s, Die
Differentialgleichung definirt eine ganze Functionsschaar, von der eine
bestimmte Funection in der Gesammtheit ihrer analytischen Fortsetzungen
nur ein einzelnes Individuum vorstellt.

2. Unter den Particularlisungen befinden sich drei ausgezeichnete,
welche sich im Allgemeinen (d. h. jedenfalls fiir nicht ganzzahlige A, u, v)
fiir die Umgebung der singuldren Punkte a resp. b, ¢ in die Geftalt
setzen lassen:

So=(2 — a)* - P,(# — a),

s = (2 — by Pz — b),

S = (2 — ¢) - Py(# — o);
P,, P,, P, bedeuten Potenzreihen, in denen das constante Glied nicht
verschwindet. Mit Ausnahme der Punkte a, &, ¢ verhilt sich die
einzelne Function der Schaar in allen Punkten der z- Ebene unverzweigt.

3. Umliuft die Variable z in ihrer Ebene den Punkt o oder b, ¢,
s0 erleidet die beliebige Particularlisung s, bestimmie lincare Substitu-
tionen, die wir als die Fundamentalsubstitutionen A, B, T bezeichnen.

Nun lédsst sich ein Umlaufsweg, der die Punkte a, b, ¢ gemeinsam
umschliesst, einmal in die Aufeinanderfolge der einzelnen Umkreisung

der Punkte a, &, ¢ zerlegen, andererseits
/’—4—\“ 4 ﬂ, sich {iber das Unendliche auf einen Punkt

—— e zusammenziehen. Dies ergiebt fiir die

C:///\i;\@ Fundamentalsubstitutionen die wichtige Be-

N BN .  ziehung, dass ihre successive Anwendung

S\ /  zur Identitit fithrt. Dieses Resultat sei

Fig. 1. durch die symbolische Gleichung ABI = 1.
ausgedriickt, in der wir die Zusammenstellung ABI von links nach
rechts lesen wollen.

Die Sitze unter 1 und 2 geniigen geradezn, um umgekehrt die
s-Function in der Weise der Riemann’schen Einfiihrung der P- Function
vollstindig zu hestivamen.

Nun hat Hr. Schwarz nach dem Vorgange Riemann’s bemerkt,
dass die s- Function fiir reelle Werthe der Grissen A%, u?, v* die positive

*) Vergl. z. B. Schellenberg, Diss. G6ttingen 1892: Neue Behandlung der
hypergeometrischen Function anf Grund ihrer Darstellung durch das bestimmte
Integral, pag. 5.
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Halbebene des Argumentes s auf ein von 3 Kreisbogen begrenstes Flichen-
stiick abbildet, wie sogleich niher anzugeben ist. *) Bei dieser Fassung
des Satzes ist vorausgesetzt, dass die singuliren Punkte a, b, ¢ der
¢-Ebene durch eine geeignete lineare Transformation auf die Axe des
Reellen transformirt sind, etwa in die Punkte O, 1, oc, was stets
moglich ist. Hr, Schwarz hat diesen Gedanken vor allem in der
wichtigen, fiir dieses ganze Untersuchungsgebiet grundlegenden Arbeit
ausgefiihrt: ,, Ucber diejenigen Falle, in welchen die Gaussische hyper-
geometrische Reihe eime algebraische Function thres vierten Elementes
darstellt.**) Sind im Besonderen die Grossen A%, u? »? positiv, so
wird das Abbild der Halbebene # durch ein Kreisbogendreieck mit den
Ecken a,, b,, ¢, gegeben, welches im Innern wie auf den Seiten mit
Ausnahme der 3 Ecken keinen Windungspunkt enthilt. In den Ecken

ay, by, ¢, aber, welche den Punkten P
// / /////////

a,b, ¢ der z-Ebene entsprechen,

bilden die Kreisbogen entspr. die : b : 2-Ebene
Winkel Az, px, vm; es kdnnen
demnach hier Windungspunkte be-
liebig hoher Ordnung auftreten.
6+ Ebene

Ist jedoch ecine oder mehrere der
Grissen A% ulv negativ, so geht die
den sugehdrigen singuldren Punkien a,b,c entsprechende Ecke des Dreiecks
verloren, indem die begrenzenden Kreisbogen sich nicht mehr schneiden.
Alsdann windet sich die Dreiecksfliche zwischen diesen beiden Kreisen
immerfort herum, gleichsam als ein unendliches Band sich selbst un-
endlich oft {iberdeckend. Doch unterlisst es Hr. Schwarz von allen
diesen Kreisbogendreiecken eine anschauliche geometrische Vorstellung
zu geben. In diesem Sinne werden wir im Anschluss an eine Arbeit
des Hrn. Klein**¥) eine erste Ergénzung der bisherigen Theorie geben,
indem wir die Dreiecke bei gegebenen reellen oder imaginiren Werthen
der Exponenten 4, g, v wirklich zu construiren unternshmen und in
die verschiedenen moglichen Gestalten eine unmittelbare klare Einsicht

*) Man sehe das erste Auftreten dieser Abbildung in Riemann’s posthumer
Minimalflichenarbeit, Ges, Werke 1. Aufl.,, 1876, pag. 283 (zuerst 1867 verbifent-
licht), sowie 1. ¢. pag. 417; sodann Schwarz: ,Ueber einige Abbildungsauf-
gaben*, (1869) Ges. Abh, II, pag. 78—80, ,Abbildung der Oberfliche eines
Tetraeders auf die Oberfiiche einer Kugel®, (1868) Ges. Abh. II, pag. 100 —101,
,Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung Aw =0 ete.”, (1870)
Ges. Abh, II, pag. 144—45, ,Bestimmung einer spec. Minimalfidche®, (1871)
Ges. Abh. I, pag. 26.

#%) Crelle’s Journal, Bd. 75 (1873), pag. 202—335, Ges. Abh. II, pag. 211—259
und 172174,

sa»)  Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe“, Ann. Bd. 37,
pag. 579 ff. 1890.
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gewibren. Wie wir sogleich an dieser Stelle hervorheben wollen,
werden wir fiir unsere Darstellung einmal in bekannter Weise uns dey
stereographischen Uebertragung der Ebene auf die Kugeloberfliche be-
dienen, die auch den Betrachtungen des Hrn. Schwarz zu Grunde liegt;
hat derselbe doch geradezu den Buchstaben s zur Bezeichnung unserer
Function gewihlt als Abkiirzung fiir ,sphiirische Function%, —Wir
gewinnen hierdurch den Vortheil, das unendlich Weite anschaulich zu
beherrschen, indem wir dessen Sonderstellung aufheben. Unsere von
den 3 Kreisbogen begrenzten Bereiche werden wir in leicht verstind-
licher Erweiterung der Bezeichnung der Elementargeometrie dem-
entsprechend als allgemeine sphirische Dreiecke™) bezeichnen. Zweitens
wird es uns moglich sein, von den Anschauungen der projectiven (hyper-
bolischen) Maassbestimmung, wie sie von den Herren Cayley und
Klein entwickelt ist**), Gebrauch zu machen, indem wir die Kugel
der Variabeln s als Fundamentalgebilde zu Grunde legen. Es sei dann
allgemein der Abstand zweier Punkie wie der Winkel zweier Ebenen

definirt als % log DV, wo DV das Doppelverhiltniss bedeutet, welches

die beiden Punkte resp. Ebenen mit den reellen oder imaginiren Ele-
menten ihres Trigers bilden, die der Fundamentalfiiiche angehdren
(d. h. mit den Schnittpunkten der Verbindungslinie der beiden Punkte
mit der Kugel resp. den Tangentialebenen durch die Schnittgerade der
beiden Ebenen an die Kugel). Bieten doch diese fiir Strecken und
Winkel definirten Maassverhiltnisse den wesentlichen Vortheil dar, bei
projectiven Transformationen des Raumes, welche die Fundamental-
kugel in sich iiberfithren, unveréindert erhalten zu bleiben. Wir werden
iibrigens, wenn von solchen nicht- Euklidischen Entfernungen oder
Winkeln die Rede ist, es ausdriicklich hervorheben, falls nicht von
vornherein eine andere Auffassung ausgeschlossen ist.

Doch wollen wir der Arbeit des Hrn. Schwarz noch die folgenden
Sitze entnehmen: Das einzelne Dreieck reprisentirt nur einen einzelnen
whweigt einer s-Function: die Gesammifunction wird uns erst durch
die fortgesetzte symmetrische Wiederholung, die ,,Spiegelung®***) des Aus-
gangsdreiecks an seinen begrensenden Kreisbogen und der neuen Dreiecke
an thren freien Seiten, vor Augen gefiihrt, ein Process, dem in der
Ebene des Argumentes die analoge Aneinanderreihung der Halbebenen

*) Im Gegensatze zu Mobius, der die Linienwige dreier Bogen grosster
Kreise als allgemeines sphirisches Dreieck bezeichmet, vgl. Ges. Werke II,
p. 1—54, p. 71—88,

*) Cayley, Sixth memoir upon Quantics, Phil. Transactions t. 149, 1859.
Collected mathem. Papers 11, p. 561. — Klein, Angal, Bd. 4, pag. 573 ff., 1871;
Bd. 6, pag. 112 ff,, 1873,

***) Crelle's Journal, Bd. 75, pag. 316; Ges, Abh. II, pag. 238; sowie Klein-
Fricke, ellipt, Modulfunctionen, 1890, I, pag. 85 f,
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um die Punkte a, b, ¢ entspricht. Wir werden hierauf sogleich noch
zurlickkommen. Im Allgemeinen werden hierbei die Ebenen des Argu-
mentes und der Function in Riemann’scher Anschauung unendlich oft
fiberdeckt zu denken sein, wenn wir eben den Gesammtverlanf der
s-Function iiberblicken wollen. Jedes andere Individuum der Functionen-

schaar %%’3:—% ferner erhalten wir in seiner Abbildung durch eine

lineare Substitution der Variabeln s, welche die Eckpunkte a,, b,, ¢
des Ausgangsdreiecks in irgend drei andere Punkte transformirt.
Demgemdiss sind alle Dreiecke fiir uns gleichwerthig, die i directer
Mibius' scher Kreisverwandischaft zu einander stehen.

§ 2,
Allgemeines Abbildungsprineip, insbesondere fiir die s-Function mit
complexen Exponenten. Gegeniiberstellung des ,Fundamentalbereiches*
und seines ,Kernes.

Die Schwarz’schen Betrachtungen sind nun, weit iiber die néchsten
Ziele des Verfassers hinaus, die Grundlage zu einer neuen Theorie geworden,
die darauf binauslduft, die allgemeine Differentialgleichung 3. Ordg.:
(4], = f(#), wo f eine rationale oder algebraische Function bezeichnen
mdge, geometrisch zu behandeln.*) Anstatt ndmlich das conforme
Abbild der Ebene des Argumentes im einzelnen Falle von den ana-
lytischen Entwickelungen aus zu studiren, kann man umgekehrt dasselbe
zum Ausgangspunkt wihlen und geradezu als Definition der betreffenden
Function an die Spitze der Untersuchung stellen. Diese Gedanken
gruppiren sich um den Begriff des ,Fundamentalbereiches*, wie der-
selbe von Hrn, Klein in seiner Arbeit: ,Neue Beitrige zur Rie-
mann’schen Functionentheorie im 21. Bde, der Math. Annal. (1882)
in allgemein umfassender Weise eingefiibrt ist. Unter demselben haben
wir einen von Stiicken irgend welcher Curven begrenzten Bereich
einer ,,Riemann’schen Mannigfaltigkeit® zu verstehen, die zv je zwelen
durch ein bestimmtes analytisches Gesetz punktweise einander zu-
geordnet sind. Wir wollen nicht niéiher darauf eingehen, wie diese
allgemeine Definition zu specialisiren ist, welche Bedingungen ein
solcher Bereich zu erfillen hat, um ,brauchbar‘ zu sein, in welcher
Weise wir uns aus ihm eine geschlossene Mannigfaltigkeit hergestellt
denken kbnnen u. dergl.**) Vielmehr wollen wir sogleich zu unserem
Dreiecksfalle zuriickgehen, um uns an ihm die Verhéltnisse im Einzeluen

*#) Man sehe Klein, Math, Ann. Bd. 40, pag. 138 (1892).
*#) Vgl Klein: ,Ueber den Begriff des functionentheoretischen Funda-

mentalbereichs “, Ann, 40, pag. 130 ff. (1892).
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klar zu machen. Es sei als Aunsgangsdreieck das Dreieck a,b,¢; der
Fig. 3 gew#hlt, welches uns das Abbild der positiven Halbebene vor-
stellen moge. Indem wir dasselbe an einer seiner 3 Seiten z. B. an
@b, spiegeln, erhalten wir in dem
schraffirten Dreiecke a,b,c, eine Ab-
bildung der negativen Halbebene. Dem

7
//// Viereck a, ¢, b, ¢,” entspricht demnach die
%% %anze lvon b tber ¢ und dasR Urﬁmdliche
A 2. bis @ lings der Axe der Reellen ein-
) 7/ " geschnittene Ebene des Ar tes .
///////////////"//////// geschnittene Ebene des Argumente
z,' A 7

Allemal zwei Punkte der gleichnamigen
Seiten ¢,b, und ¢,’b, resp. ¢,a, und
¢, @, werden nun einander zugeordnet
sein, indem sie demselben (aber auf
verschiedenen Ufern des Schnittes gelegenen) Argumentwerth 2z ent-
sprechen. Indem man von dem Punkte X des einen Ufers in der ein~
geschnittenen 2- Ebene durch eine posi-
tive (resp. negative) Umkreisung des
FEEFEEES Panktes @ oder b zu dem gegeniiber-
liegenden Punkte X' des anderen Ufers
gelangt, so ergiebt sich, dass die Zu-
ordnung der genannten Kreishogenpaare durch die Fundamentalsubstitu-
tionen A und B geleistet wird. Fiigen wir in unserer Figur 3 anch noch
die Spiegelung des Ausgangsdreiecks an den Seiten @, ¢, und b, ¢, hinzu,
so konnen wir fiir die beiden neuwen Dreiecke a,¢,d,” und b,¢ 0, die
analoge Betrachtung wie soeben durchfithren. Es werden die beiden
Halbebenen des Argumentes jetzt lings der Strecke ac bezw. ca zu-
sammenhéingen, wobei die letzte Strecke sich iiher den Unendlichkeits-
punkt hiniiberzieht. Zu den Substitutionen A und B gesellt sich dann,
wie leicht zu iibersehen ist, noch die dritte Fundamentalsubstitution [
hinzu, der Umkreisung des Argumentes # um den Punkt ¢ entsprechend.
In unserem Falle reeller Werthe 4, g, » haben die Fundamental-
substitutionen speciell elliptischen Charaker.®) In der Figur 3 erhalten
wir zugleich eine unmittelbare geometrische Anschauung unserer sym-
bolischen GI. ABI' = 1. Durch die Anwendung der 3 Substitutionen
ABT in irgend einer cyklischen Reihenfolge gehen nimlich die Dreiecke
by ab,, ¢, a ¢y, a)'b, ¢, successive in einander iiber, sodass wir schliess-
lich zum ersten Dreieck zuriickgelangen. Im speciellen Falle enthilt
die Gl. ABI = 1 den schon lingst bekannten Satz**), dass bei der
successiven Drehung der Kugel durch die doppelten Winkel eines ge-

2
Fig. 3.

Fig. 4.

?) Vgl Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen, Bd. I, 1890, pag. 165,
**) Man sehe z. B, Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1853, Art. 280
u. 3¢8; Thomson u. Tait, Natural Philosophy, Cambridge 1886, I, Ari. 95,
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wohnlichen sphérischen Dreiecks um die zu seinen Ecken gehérenden
Durchmesser der Kugel die letztere in sich selbst ibergefiihrt wird.

Wir sind nun zu dem Punkte gekommen, um das Ziel unserer
eigenen Untersuchung angeben zu knnen. Ist einmal die erneute Durch-
arbeitung der geometrischen Theorie fiir reelle und rein imagindre Werthe
A, w, v eine Hauptaufgabe dieser Arbeit, so gilt es ferner die genannten Be-
trachtungen fir complexe Werthe der Grissen A, g, v 2u verallgemeinern,
insbesondere auch wn digsen Fillen den Fundamentalbereich der s-Func-
tion zu construiven, d. h. denjenigen Bercich der s-Ebene, welcher als
Abbild der sweckméssig eingeschnitienen Ebene des Arguments zu gelten hat.
Wie sich von selbst versteht, wird es sich jetzt nicht mehr empfehlen,
die Abbildung der einzelnen Halbebene fiir sich zu betrachten. Bevor
wir jedoch in die Einzelheiten niher eindringen, wird "es zweckmissig
sein, uns in Kiirze mehr schematisch als streng einen Ueberblick iiber
diese Abbildung zu schaffen.

Erinnern wir uns zunichst, dass unter den Particularlosungen der
Differentialgleichung 3. Ordnung fiir die s-Function drei ausgezeichnete
vorhanden sind, die in der Néhe der singuliren Stellen @, b, ¢ sich
entsprechend verhalten wie (z—a)!, (z2—b)%, (#—¢)*, d. h. wie eine
Potenz mit complexen Exponenten. Indem nun die allgemeine Ldsung
der Differentialgleichung sich als gebrochene, lineare Function dieser
ausgezeichneten Losungen darstellen ldsst, so folgt, dass eine gerad-
linige Fortschreitungsrichtung von einem singuliren Punkte in der
Ebene des Argumentes durch eine beliebige s-Function der Schaar in
der unmittelbaren Nihe des eutsprechenden Punktes der Ebene der
Funetion sich einer logarithmischen Spirale anschmiegen wird, dass
aber umgekehrt eine geradlinige Forischreitungsrichtung in der Ebewe
der Function von dem letztgenannten Punkte eine spiralige Curvenendigung
i den singuldren Punkien der 2-Ebene bedingt.*) Wollen wir dahex
eine einfache Gestalt des Fundamentalbereiches wiinschen, so werden wix
jedenfalls dem Einschnitt der #-Ebene in der Nihe der singuldren
Punkte bestimmte spiralige Endigungen geben miissen (K).

Die Verallgemeinerung der Betrachtung des speciellen Falles reeller
A, w, v legt nun die folgende Vermuthung nabe: Es diirfle moglich sein
die z-Ebene so mit einem Einschnitt in der soeben eharakterisirter
Weise von einem der singulirven Punkte zw den beiden anderen hin m
versehen, dass dic Abbildung dieser eingeschnitienen Ebene wiederum eis
Kreisbogenviereck darstellt, dessen Seiten paarweise cinander sugeordne
sind, jedoch runmmehr durch loxodromische Substitutionen, deren eine
Figpunkt jedenfalls in der den beiden Seiten gemeinsamen Ecke liegt. **

*¥) Man sehe pag. 1751 dieser Arbeit.
#*) Das Auftreten rein imaginfirer Werthe der Exponenten sei zuniichst aus
geschlossen,
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Man sehe die schematischen Figuren 5 und 6. In betreff der Winkel
dieser Vierecke wird zu sagen sein, dass dexr Winkel der Ecke g, gleichr
24 x, der Ecke b, = 2u’w und die Summe der Winkel in den Eckerr
¢, und ¢, gleich 22"z betragen wird, woselbst 1, u’, »* die reellerr
Theile der Exponenten 4, g, » bezeichnen mdgen. Diese Vierecke
werden wir dann geradezu als eine Verallgemeinerung der sphirischer
Dreiecke ansehen kénnen (K). Wie nun im Falle reeller Exponenten
2, u, v die zweiten Fixpunkte der Fundamentalsubstitutionen A und B
(vesp. ) in den zweiten Schnittpunkten der zugeordneten Kreishoger

Tig. 6.

liegen, so werden wir auch im allgemeinen Falle complexer Exponenten
die gleiche Annahme in den Figuren zu bevorzugen suchen; doch ist
dieselbe keineswegs eine nothwendige Forderung. Die solcherweise
specialisirten Figuren werden wir dann ,, Normalvierecke* nennen.

Es sei noch erwihnt, dass man die Zerschneidung der z-Ebene
auch in anderer, iibrigens mehr symmetrischer Weise vorgenommen
denken kann, indem man von einem beliebigen Punkte O aus nach
den Punkten @, b, ¢ hin Schnitte legt, die sich wieder in der Néhe
der letztgenannten Punkte in bestimmter Weise spiralig zu winden
haben (Fig. 7). Man wird erwarten konnen, dass bei geeigneter
Einrichtung dieser Schnitte die Abbildung ein Kreisbogensechseclk

Fig, 8.

a, 0, b, 0, ¢, Oy liefern wird, dessen Winkel in den Ecken a,, b,, ¢, gleich
24z, 2u'm, 2v’% sind, wihrend die Summe der Winkel der Ecken
0., Og, O,, gerade 2x betriigt (Fig. 8). Die in den Ecken gy, by, ¢,
zusammenstossenden Kreisbogen werden, wie die Figur durch Pfeile
angiebt, mittels loxodromischer Substitutionen einander zugeordnet sein.
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Auch hier ist wieder der ,, Normalfall“ denkbar, dass die einander ent-
sprechenden Kreisbogen sich in den zweiten Fixpunkten der zugehdrigen
Fundamentalsubstitutionen schneiden. Die Kreisbogenvierecke ergeben
sich, wie leicht zu sehen, als Specialfall der eben geschilderten Bereiche,
wenn der Punkt O in einen der singuliren Punkte a, b, ¢ selbst
hineinriickt (X).

Wir wollen noch einmal ausdriicklich hervorheben, dass unsere
bisherigen Angaben zunichst nur den Werth einer schematischen Ueber-
sicht besitzen.

Was den Fall betrifft, dass einer oder mehrere der Exponenten
A, @, v rein imaginir werden, wihrend die tibrigen complex sind, so
wird derselbe in analoger Weise eine besondere Behandlung erfahren
miissen, wie auf pag. 165 im Falle reeller Werthe 42, p?, »? angegeben
ist. Gerade der nichste Theil dieser Arbeit wird der Aufklirung der
besonderen Stellung der Abbildung fiir rein imaginire Exponenten
gewidmet sein,

Eine weitere Bemerkung bezieht sich auf die Gleichung ABI = 1.
Zunpichst ist leicht zn iibersehen, wie die Sitze der pag. 168 sich auf die all-
gemeineren Figureu 6 und 8 tibertragen. Es kommt dabei statt des Principes
der Symmetrie das ,, Princip der analytischen Fortseteung® in Anwendung,
wie dasselbe in allgemeiner Fassung zuerst von Herrn Klein in der
schon genannten Arbeit Math. Ann. 21 entwickelt ist. Nach demselben
haben wir einfach den ersten Bereich vermdge einer der Fundamental-
substitutionen, welche die Zuordnung der Seiten vermitteln, zu repro-
duciren, um von der Fortsetzung der Abbildung ein Bild zu gewinnen.
Wir wollen im Einzelnen diese einfachen Verhiiltnisse nicht weiter
ausfithren, Indem die Aufeinanderfolge linearer Substitutionen allemal
wieder eine lineare Substitution ergiebt, so lisst sieh die linke Seite der
symbolischen Gleichung AB[ =1 sofort durch eine einzige Substitution
darstellen; die Vergleichung ihrer Coefficienten mit denen der Identitiit
filhrt dann in extenso zu 3 Gleichungen (da es ja nur auf das Ver-
hiltniss der Coefficienten in einer linearen Substitution ankommt),
Dieselben erweisen sich, wie wir sehen werden, fiir den Fall des
gewdhnlichen sphirischen Dreiecks identisch mit den 3 Fundamental-
relationen der gewdhulichen sphérischen Trigonometrie. Im allge-
meinen Falle complexer Exponenten 4, p, » wird dann die Gleichung
ABl =1 uus als Ausgangspunkt dienen, um die Formeln der sphirischen
Trigonometrie auch fiir complexe Werthe der Argumente geometriscl
anschaulich zu deuten. *)

Denken wir uns nun die Figuren auf der Kugel gezeichnet, sc

*) Das beziigliche Resultat ist bereits in den Gottinger Nachrichten von
Jabre 1891, p. 188—190 (abgedruckt in den Math, Ann. Bd. 39, 1891, p. 598—600
von mir angegeben,
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werden wir neben den Flichen der Fundamentalbereiche die 3 Ver-
bindungsgeraden der Fixpunktpaare der Fundawmentalsubstitutionen alg
wesentlich erkennen, Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir das
Gebilde dieser 3 Geraden als ,,Kern* der Figur bezeichnen und den
Fundamentalbereichen selbst gegeniiberstellen (K). Demgemiss wird auch
unsere spitere Untersuchung dem Kern ein besonderes Capitel widmen,
[m Falle eines gewdhnlichen sphirischen Dreiecks stellt der ,,Kern¢,
wie sofort zu sehen, gerade die 3 Kanten des zugehdrigen riumlichen
Dreikants dar, die sich im Mittelpunkt der Kugel schneiden.

Ip Riicksicht auf unsere geometrischen Entwickelungen den Kern
betreffend kommen aus der Theorie der s-Function insonderheit die
folgenden Sitze in Betracht®):

1. Wenn die Exponenten 4, p, v der Gleichung geniigen

fidptv=2n+1,
wo n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet und von den doppelten Vorzeichen
Jje ein beliebiges auszuwdhlen ist, danm ist es allemal moglich, einen geeignet
ausgewdhlien Zweig der s- Function durch ein gewGhnliches (unbestimmies)
Integral darzustellen. Dann haben aber die drei Fundamentalsubstitu-
tionen A, B, [ einen Fixpunkt gemeinsam, d.h. die drei Geraden des
Kernes schneiden sich auf der Kugel in einem Punkte.

2. ,, Verwandte s-Functionen® sind solche, deren Exponenten sich
um ganze Zahlen unterscheiden, die eine gerade Summe haben. Wie
wir sehen werden, gehidren die zugehdrigen Fundamentalbereiche dem-
selben Kern an, sodass wir geradezu sagen kénnen: Verwandfe s-Func-
tionen sind diejenigen, deven Fundamentalbereiche denselben Kern besitzen.
Im Falle reeller 4, g, » wissen wir dann zugleiclr, dass die Funda-
mentalbereiche stets von Bogen derselben Kreise begrenzt werden.*¥)
An der letzteren Definition werden wir insbesondere festhalten, wenn
es gilt, den Begriff der verwandten Functionen auch auf die Fille
ganzzahliger 4, u, v zu iibertragen.

§ 3.
Disposition der folgenden Untersuchungen.

Nun ist es von vornherein klar, dass der analytischen Ent-
wicklung der angegebenen Abbildung auf Grund einer anderweitig
gegebenen Definition der s-Function sich nicht geringe Schwierigkeiten
entgegenstellen werden. Man wird daher umgekehrt auf rein geo-
metrischem Wege die allgemeinen Fundamentalbereiche darzustellen

*) Auf gewisse Fille eines unbestimmten Kernes und die damit in Zusam-
menhang stehenden Modificationen, welche die folgenden Sitze fiir ganzzahlige
Wer'the der Grdssen 1, u,v etwa erleiden, sei an dieser Stelle nur eben hin-
gewiesen.

**) Man sehe Papperitz, Math. Ann, Bd. 25, 1886, pag. 218.
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erstreben. Vor allem ist der Nachweis zu fiihren, wie man fir jede
beliebige Auswahl complexer Exponenten 4, u, v in der That den Funda-
mentalbereich, sei es als Kreisbogenviereck oder in aligemeinerer Gestalt,
construiren kann. Ist dies gelungen, dann wird man geradezu die
geometrische Figur als Definition der s-Function vermige der Forderung
jhrer Abbildung auf die z-Ebene an die Spitze der Untersuchung
stellen kénnen und solcherweise eine neue Einfithrang in die Theorie
der s-Funetion (und damit der hypergeometrischen Function) gewinnen,
welche in mancher Beziehung wesentliche Vortheile bieten diirfte,
wie am Schlusse der Arbeit niher angegeben wird. Hierbei werden
die von den Herren Schwarz und Neumann entwickelten Existenz-
sitze in Anwendung kommen; betreffs der Angabe weiterer Einzel-
heiten sei auf die Arbeit des Herrn Ritter*) verwiesen, dessen
in § 2 gegebene Betrachtungen sich unmittelbar auf unsere Figuren
specialisiren lassen.

Man wird sich nun keineswegs dariiber tduschen diirfen, dass diese
geometrische Methode ihre eigenartigen Schwierigkeiten besitzt gerade
in der Mannigfaltigkeit der Figuren, die es zu beherrschen gilt. Schon
der gewdhnliche Fall reeller 4, u, v wird uns mit den verschiedensten
Gestalten von Dreiecken bekannt machen und uns in den ganzen
Reichthum der neuen geometrischen Anschauungen einen Einblick
gewithren. Umgekehrt diirfte in dieser Vielseitigkeit an und far sich
ein wesentliches Moment des Interesses, auch in rein geometrischer
Hinsicht, zu erblicken sein,

Indem wir das bisher Gesagte nochmals iiberblicken, gewinnen
wir folgende Disposition upserer geometrischen Untersuchungen:

Zunichst werden wir im folgenden zweiten Theile unserer Arbeit
fiir den einfacheren Fall die geometrische Theorie wvollstindig durch-
fiihren, dass in der Ebene des Arguments nur zwer singulire Punkie
a und b vorhanden sind. Die bier in Frage kommende abbildende
Function %, die gleichfalls einer Differentialgleichung 3. Ordnung der
Form [5), = R(#) (s. pag. 167) geniigh, wird durch #==2* gegeben,
woselbst unter 24 eine im allgemeinen complexe Grosse zu verstehen
ist. Diese Betrachtungen werden uns vor allem in die singulire Stellupg,
welche das Auftreten rein imaginirer Exponenten bietet, einen klaren
Einblick verschaffen und uns zugleich als Muster unserer allgemeineren
Untersuchung dienen kdnnen.

Sodann werden wir uns im dritten Theile mit dem ,,Kern‘ der
Fundamentalbereiche fiir die Schwar#’sche s-Function beschiftigen und
dessen Bigenschaften und Construction bei gegebenen complexen Werthen

*) , Die eindeutigen antomorphen Formen vom Geschlechte Null®, Math,
Ann. Bd. 41, 1893, pag. 1ff.
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der Exponenten 1, w, v allgemein entwickeln. Die letztere kommt
insbesondere auf die interessante Aufgabe zurfick: Zu zwei gegebenen
Punktepaaren dev Kugel ein drittes au finden, welches mit ersteren vor.
gegebene Doppelverhdltnisse bildet. Als Anhang wird sich die geome-
trische Deutung der Fundamentalformeln der sphirischen T'rigonometrie
fiir complexe Argumente ergeben.

Schliesslich werden wir im vierten Theile fiir reelle oder imaginiire
Exponenten 4, u, v die Construction der sphérischen Dreiecke vollstindig
durchfihren, sodann im fiinften Theile einige Erliuterungen geben be-
treffs der wirklichen Construction der Fundamentalbereiche fiir complexe
Exponenten 1, u, v; endlich werden wir 9m sechsten Theile fiir den p.172
erwihnten speciellen Fall, dass die Geraden des Kernes sich auf der
Kugel in einem Punkte schneiden, die Fundamentalbereiche in Gestalt
geradlinig begrenater Normalvierecke allgemein darzustellen lehren.

In dem ganzen Verlauf der Untersuchungen aber werden wir ins-
besondere stets die geometrische Theorie der verwandien s- Functionen
hervortreten lagsen.

IL. Theil.

Der Fall zweier singuliirer Punkte in der Ebene des Argumentes.

§ 4.

Einander entsprechende Curvenschaaren in der conformen Abbildung
der Potenz mit complexen Exponenten.

Wir beginnen jetst sogleich damit, die geometrische Theorie des
einfachen Falles zu entwickeln, in dem die Zahl der singuléiren Punkte
in der z-Ebene gleich 2 ist. Da die abbildende Function sich beson-
ders einfach gestaltet, so wollen wir hier mit ihrer analytischen Dar-
stellung, nicht mit den Fundamentalbereichen beginnen. Die jene
Function definirende Differentialgleichung 3. Ordnung (7], = R(?), auf
die wir bereits pag. 173 dieser Arbeit hingewiesen baben, nimmt im
Falle zweier singulirer Punkte @ und b die einfache Gestalt an:

1 1—12 a—b , 1—2* b—a
(1) = (r—a)(z—b) { T z—a T3 z—-b}
oder

1— 22 a—b}
[’73; = 2 * (z~(a)’ (z)_b)v
indem die den Punkten ¢ und b zugehdrigen Exponenten einander
gleich genommen werden miissen, da andernfalls der Punkt oo als
singulérer Punkt hinzukommen wirde. Verlegen wir die Punkte a
und b durch geeignete lineare Substitution der Variabeln z in die Punkte
0 und oo, so erhalten wir die folgende Gleichung: -



Beitréige zur gcometrischen Theorie der Schwarz'schen s-Function. 175

1—2 1
() =5~ - o

Dieselbe lésst leicht die Particularlésung 7, =2#* erkennen, aus der sich das

allgemeine Integral in der Form ;L'%"-i——g mit drei wesentlichen Con-
[

stanten ergiebt. Im Falle sweier singulirer Punkte wird daher die
abbildende Function allgemein durch dic gebrochene lineare Function der
Potenz der Unabhingigen mil dem complexen Exponenten 1 gegeben.

Wir wollen zunichst der Abbildung der Function 7, — 2* einige
Worte widmen, da dieselbe nicht hinreichend bekannt sein diirfte. Die
Constanten sind bereits so normirt, dass der Nullpunkt und der Un-
endlichkeitspunkt beider Ebenen sich entsprechen, indem wir bhier un-
beschadet der Allgemeinheit den reellen Theil 4" der Grisse A==24"4-¢{4”
als positiv voraussetzen dirfen. Wir wollen unser Augenmerk be-
sonders darauf richten, welches Curvensystem in der %-Ebene dem
Orthogonalsystem des vom Nullpunkt der z-Ebene auslaufenden Strahlen-
biischels und des concentrischen Kreisbiischels um denselben Punkt ent-
spricht. Wir gehen zu dem Zweck von 7, == #* zu der logarithmirten
Form der Gleichung log 5, == 4 log # tiber. Indem wir dann nach
einander die Abbildung: o =logs, @ =A1.0, n==¢* betrachten, findet
man das Resultat: Dem genannten Orthogonalsystem der z- Ebene ent-
spricht ein aus zwei Schaaren ,,congruenter® logarithmischer Spiralen
bestehendes Orthogonalsystem , von denen die eine Schaar im positiven, die
andere tm negativen Sinne sich windet.*) Aus dem Umstande, dass ein
beliebiger Punkt der z-Ebene einmal dem Punkte % == 2*, dann jedoch,
indem wir in der z-Ebene einen Umlauf um den Nullpunkt aus-
gefibrt denken, dem Punkte 7’ = ?i#% . 2% — ¢?i7? . 4 entspricht,
folgern wir sofort die analytische Gleichungsform der beiden Loxo-
dromenschaaren in der s-Ebene. Dieselben sind einfach die Bahn-
curven der beiden loxodromischen Substitutionen®*):

I. ﬂr=e2in2v.n,
II. ¥ =ée7.q,

wobei die Curven I den concentrischen Kreisen, die Curven II den
Strahlen der z-Ebene entsprechen.

Wir geben nun der besseren Uebersicht wegen wieder dureh stereo-
graphische Projection zur Kugeldarstellung der complexen Variabeln %
und # Gber und wollen unsere geometrische Beschreibung so einrichten,
dass eine lineare Substitution der Variabeln nichts Wesentliches &ndert.

*) Man sehe Fig. 39 pag. 168 der Ellipt, Modulfunctionen von Klein-Fricke,
1. Bd. 1893,
*#) Vgl Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen, Bd. I, 1890, pag. 168, 172,
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Indem auch umgekehrt # sich als Potenzfunction von  mit complexen
1

Exponenten, z = 1;5, darstellt, so erhalten wir den allgemeinen Satz:

Den hyperbolischen und elliptischen Kreisschaaren [nach Steiners
Terminologie*®)] der Punkte A und B in der w-Ebene oder der Punkte a
und b in der z-Ebene entspricht allemal ein aus swei Loxodromenschaar €yt
sestehendes Orthogonalsystem ¥*) der anderen Ebene, die ihre Asymptoters-
vunkte in den Punkten o und b, resp. A und B, haben. (A uwnd B
illen die den Punkien @, b der s-Ebene entsprechenden Punkte der
n-Ebene bezeichnen.)

Es sei bemerkt, dass die Conformitit der Abbildung iiberall be-
vahrt iet, mit Ausnahme in den Punktepaaren 4, B und ¢, b. Dort
:ntspricht einem Winkel @ in der 2-Ebene ein Winkel ¢ . 4’ in
»-Ebene.

Es bleibt nur noch ein Wort zn sagen fiir den Fall, dass 2 reell
»der imagindr wird, In beiden Fillen entsprechen den beiden Kreis-
schaaren der ecinen Kugel die beiden Kreisschaaren der anderen;
wahrend jedoch bei reellem 4 jedesmal die elliptischen und die hyper-
solischen Kreisschaaren der beiden Kugeln beziehungsweise zusammen-
jeordnet sind, ist das Entsprechen fiir imaginires 4 ein kreuzweises,
ndem die elliptische Kreisschaar der einen Kugel der hyperholischen
ler anderen entspricht. Es ist gut, diese Resultate durch continuirliche
\béinderung des Werthes 2 in ihrer Beziehung zn einander sich klar
w machen.

§ 5.

Jer Fundamentalbereich der einfachen Potenz fiir einen reellen, imaginfiren
und complexen Exponenten. Das Meridian- und Breitencurvenprineip.

Es wird uns nach diesen Vorbemerkungen ein Leichtes sein, die
u der Function n = #* gehirenden Fundamentalberciche, die sich als
1bbild der zweckmissig eingeschnittenen z-Ebene darstellen, zu studiren.
Jenken wir uns zunichst einmal die letatere lings eines Kreisbogens
er elliptischen Schaar von q nach b eingeschnitten. Den Ufern dieses

*) Unter einer elliptischen Kreisschaar verstehen wir die Gesammtheit aller
urch 2 feste Punkte gehende Kreise, indem diese auf ihrer gomeinsamen Centrale
ine elliptische Involution bestimmen; unter einer hyperbolischen die Gesammtheit
er zu ersteren orthogonalen Kreise, die also auf ibrer Centrale eine hyperbolische
avolution bestimmen., Vgl. Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen, Bd. I, 1890,
ag. 165, Anm,

**) Vgl. Figur 41 der Modulfunctionen pag. 172; sowie Holzmiller, Zeit-
shrift fir Math. und Physik von Schlomilch, 1871, pag. 201f: ,,Ueber logarith-
sche Doppelspiralen®,
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Schnittes entsprechen dann im allgemeinen Falle eines complexen
zwei logarithmische Spiralen der Schaar II, die im Falle eines reellen
4 in 2 Kreisbogen des elliptischen Biischels, im Falle eines rein
imagindren 1 in unendlich oft zu durchlanfende Kreise des hyper-
bolischen Btischels tibergehen. Allemal schliessen die beiden Curven
einen Streifen der 7-Kugel
zwischen sich ein, wie es
durch die Figuren 9—11 an-
gedeutet ist. In Fig. 11 haben
wir uns ein zwischen den bei-
den Kreisen sich unendlich off
windendes Band zu denken.
Den Punkten @ und b der z-
Kugel entsprechen die Punkte
4 und B der 4-Kugel in den
Figuren 9 und 10, in der Figur 11 dagegen hat man bei Anniberung
an die Punkte ¢ und & sich unendlich oft um die #-Kugel 2n
bewegen, ohne je ein Abbild dieser Punkte, die Schnitte der be-
grenzenden Kreise, zu erreichen. Auf der z-Kugel gelangt man nun
von dem einzelnen Punkte des einen Ufers zu dem gegeniiberliegenden
Punkte des anderen Ufers des Einschnittes, indem man ldngs der Kreise
der hyperbolischen Schaar einen Umlauf macht. Entsprechende Punkte
der Begrenzungen der Figuren 9—11 werden daher durch eine elliptischs,
loxodromische resp. hyperbolische Substitution einander zugeordnet,
deren Bahncurven eben die Curvenschaar I liefert. Es ist dies in den
Figuren durch die quergestellten Pfeile angedentet. Hierdurch werden
die genannten Figuren zu Fundamentalbereichen in dem pag. 7 all-
gemein angegebenen Sinne. Der ,, Kern® derselben wird einfach durch
die riumliche Verbindungslinie 4B gegeben, welche die innere Axe
der Fundamentalsubstitution darstellt.

Allerdings werden in den Fillen eines reellen oder complexen Ex-
ponenten 4 keineswegs stets solche einfachen Verhiltnisse vorliegen, wie
in den Figuren 911 gezeichnet sind. Da in Fig. 9 der Winkel, den die
beiden Kreisbogen mit einander bilden, 24'x betrigt, so werden in den
Punkten 4 und B im aligemeinen Windungspunkte von beliebig hoher
Ordnung liegen, indem der Fundamentalbereich sich so oft um die
ganze Kugel heriiberzieht, als die grosste ganze Zahl in A’ angiebt.
Das Analoge findet auch im Falle der Fig. 10 in Riicksicht auf den
reellen Theil 4’ des complexen Exponenten statt, wie leicht zu iber-
sehen ist. Hierbei wird der Bereich- fir complexes 4 sich bereits
fiir einen Werth 4’ < 1 beliebig oft selbst iiberdecken kdnnen, wenn

nur das Verhiltniss %— hinreichend gross ist. Ein Theil eines solchen

Mathematische Amnslem, XLIV, 12
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Fundamentalbereiches ist zur Fixirung der Anschauung in Fig.. 1_2 dar-
gestellt (K). Nun steht aber nichts im Wege, die weit comPhCU’t‘_*re“
Gestalten des Bereiches ins Auge zn fassen, in denen die ]etzt.en beiden
Vorkommnisse gleichzeitig sich finden. Es ist dann schwierig, wenn
nicht ganz unmdglich, sich stets anschaulich klar den
gesammien Fundamentalbeveich vorzustellen. [Doch kann
man sich leicht ein Stick des lefeteren darstellen, Ma,r}
braucht némlich fiir einen gegebenen Exponenten 4 nur zwel
benachbarte loxodromische Bahncurven der zugehorigen
Fundamentalsubstitution zu zeichnen, auf einer derselben
zwei sich entsprechende Punkte anzugeben und von diesen orthogonal
zur anderen Loxodrome zu gehen. Dann wird ein Flachenstreifen be-
stimmt, der ein Stiick des genannten Fundamentalbereiches darstellt und
von zwel Kiementen der Randcurven des letzteren und von zwei die End-
punkte desselben einander zuordnenden Bahneurven der Fundamentalsub-
stitution begrenzt wird. Von diesem Flichenstreifen aus kann man be-
liebig weit die Gestalt des Fundamentalbereiches fortsetzen. Doch werden
wir sogleich in einfacherer Weise den Fundamentalbereich fiir beliebiges 4
construiren.] Wir sehen ferner, dass in den Fillen eines reellen oder
imaginiren Exponenten d. h. der Figuren9 und 11 der Fundamentalbereich
eine symmetrische Gestalt (im Sinne der Symmetrie in Bezug auf einen
Kreis) besitzt, d. h. durch einen Kreis des elliptischen resp. hyperbolischen
Biischels in zwei beziiglich dieses Kreises symmetrische Hilften zerlegt
werden kann, deren jede einer Halbebene des Argumentes z entspricht.
Haben wir bisher im Falle des complexen Exponenten 4 als Schniti-
linie der zEbene die einfachere Curve, dagegen als Begrenzung des
Fundamentalbereiches der %-Ebene die complicirtere Curve gewihlt, so
werden wir jetzt wiinschen, gerade umgekebrt vorzugehen, wenn wir
tiberhaupt die Theorie anf geometrischer Grundlage entwickeln wollen,
wobei wir doch den Fundamen-
talbereich zum Ausgangspunkt
wihlen miissen. Da bietet sich
nun, sofern wir A zunichst all-
gemein complex denken, der
doppelte Weg dar, entweder eine
Loxodrome der einen oder der
anderen ausgezeichneten Schaar
in der z-Ebene als Schnittlinie zu
wihlen. Im einen Falle werden
Fig. 13 und 14, . den beiden Ufern des Schnittes

zwel Kreisbogen des elliptischen Biischels, im anderen Falle zwei
Kreisbogen des hyperbolischen Biischels entsprechen, welch letztere
wieder unendlich oft umlaufend zu denken sind (Figur 13u. 14). Jedesmal .

°B
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wird ein bestimmtes Flichenstiick der.s-Kugel eingeschlossen. Indem
wir von einem beliebigen Punkte auf dem einen Ufer des Schuittes in
der z-Ebene wieder durch Umlaufen eines Kreises des hyperbolischen
Biischels dér Punkte @ und b zu dem gegentiberliegenden Punkte des
anderen Ufers gelangen, ergiebt sich die Zuordnung der begrenzenden
Kreisbogen jenes Flichenstiickes mittels der Lozodromen der Schaar I.
Hierdurch wird den Figuren 13 und 14 wieder der Charakter der
Fundamentalbereiche verlichen, Das wesentliche Resultat, welches wir
dieser Betrachtung entnehmen, ist das folgende: Im allgemeinen Falle.
eines complexen Lvist es sowohl moglich eine Kreissichel wie ein unend-
liches Kreisband, beidemal mit loxodromischer Zuordnung der Rinder,
als Fundamentalbereich zu. wihlen. Dies ist die in Aussicht gestellte ein-
fachere Construction. Im ersteren Falle betriigt insbesondere der nicht-
Euklidische Winkel, unter dem die Ebenen der beiden Kreise sich
schneiden, 24'%w, im letzteren 24"x4.*) Diese - Fundamentalbereiche
werden wir als allgemeine sphdrische ,,Zweiecke bezeichnen kdnnen,
Wir haben uns nur noch klar zu machen, wie die beiden Dar-
gtellungen des Fundamentalbereiches Fig. 13 u. 14 sich in den Grenz-
fillen eines reellen resp. imaginiren Exponenten verhalten. Im Falle
des reellen Exponenten bietet die zweite Darstellung (Fig. 14) ein
singuléres Vorkommniss, wihrend die erste (Fig. 13) von der anfangs
betrachteten (Fig. 9) nicht verschieden ist. Gerade umgekehrt ist es im
Falle eines imaginiren Exponenten. In den als singulir bezeichneten Fillen
geht néimlich die entsprechende loxodromische Zerschneidung der s-Ebene
iiber in die lings eines hyperbolischen Kreises der Punkte a und b, indem
die Loxodrome eine unendlich kleine Steighthe erhilt, der zugehorige
Fundamentalbereich dagegen im Falle eines reellen 4 in ein unendlich
schmales Kreishand, im Falle eines imaginiiren 42 in eine unendlich
schmale Kreissichel. Diese singuléiren’ Formen der Fundamentalbereiche,
die als Grenzfille ihre sehr gute Bedeutung haben, sind, unmittelbar
genommen, natiirlich unbrauchbar. Im Falle reeller oder imagindrer
Exponenten ist daher nur die Zerschneidung der #-Ebene lings eines
elliptischen Kreisbogens ezuliissig, die zu der Kreissichel mit elliptischer
oder dem Kreisband mit hyperbolischer Zuordnung der Rdnder fiihrt.
Wir werden uns leicht auch direct davon iiberzeugen konnen, dass
im Falle complexer Exponenten die Zweiecke der Sichelform und der Kreis-
bandform dquivalent sind, indem wir geradezu das eine in das andere
durch Ausfithrung , erlaubter Abiinderung® des Bereiches tiberfiihren
kénnen. Gehen wir z. B. von der Sichel mit loxodromischer Zuordnung
der Rinder aus: Wir konnen dann durch Bogen der hyperbolischen
Kreise dieselbe in unendlich viele Kreishogenvierecke zerlegt denken

*) Vgl die Bemerkungen auf Seite 166 dieser Arbeit,
12%*
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der Art, dass allemal je zwei gegeniiberliegende Ecken der Vierecke z. B,
zx,yy’, 24 u.s. w. durch die loxodromische Fundamentalsubstitution
einander zugeordnet sind. Diese Stiicke werden, je niher man den Punkten
A und B kommt, fur die . Anschaunng kleiner und kleiner, Dann
konnen wir z, B. von dem schraffirten
Stitcke (Fig. 15) ausgehen und an dieses
die oben und unten anstossenden Stiicke
beiderseits durch’einmalige Anwendung
der loxodromischen Fundamentalsubsti-
tution (resp. ihrer Umkehrung) aun-
setzen, darauf die zweitfolgenden
Stiicke durch zweimalige Anwendung
derselben Substitution u.s.f, Solcher-
weise erhalten wir schliesslich gus der
Kreissichel das unendliche Kreisband
mit loxodromischer Zuordnung der
Rinder, Die durch die hler angewandte Methode gelieferte Einsicht
von der Gleichberechtigung der Sichelform und der Bandform werden
wir allgemein als Meridian- und Breitencurvenprincip bezeichnen, indem
die Begrenzungen der beiden Arten der Beresiche sich wie-die Meridiane
und Breitenkreise zu einander verhalten.

Um nun die Gesammtheit aller sphirischen Zwelecke besser iiber-
sehen zu konnen, werden wir die Begriffe des ,reducirten Bereiches*
und der ,mit einander verwandten Bereiche* einfilhren, die uns im Falle
dreier singulirer Punkte moch wesentliche Dienste leisten werden.
Unter einem ,,reducirten Zweiecke* verstehen wir einen solchen Funda-
mentalbercich, dessen Exponent A in seinem reellen Theile X' wnicht grosser
als 1 ist. Ferner nennen wir ,,mit einander verwandte Bweiecke* allemal
swes solche Fundamentalbereiche, welche su demselben Kern gehoren, und
deren Exponenten in ihrer Summe oder Differenz ganze Zahlen ergeben.

Zu der Gesammtheit aller mit einander verwandten Bereiche ge-
horen demnach stets swei reducirte Zweiecke, deren Exponenten 4
und 1 — 2, betragen, woselbst der reelle Theil 4, Z 1 ist, mit der
einzigen Ausnahme ganzzahliger Exponenten, von denen wir sogleich
noch sprechen werden, Haben wir ein erstes reducirtes Zweieck in der
Form der Sichel, wie in Figur 13, construirt, so wird das zweite reducirte
Zweieck durch den nicht schraffirtéh Theil der -Kugel mit derselben
Zuordnung der Randpunkte gegeben, (Ist der reelle Theil des com-
plexen Exponenten A fiir das erste reducirte Zweieck speclell gleich 1,
so wird das zweite reducirte Zweieck durch die unmittelbar mcht
brauchbare unendlich schmale Sichel gegeben, die man durch den
dquivalenten Bereich des umendlichen Kreisbandes ersetzen wird.)
Von den reducirten Zweiecken der Sichelform aus steigen wir nin zu
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allen verwandten Bereichen auf, indem wir in jedem der Zweiecke eine
beliebige Zahl von Vollkugeln lings eines ganz auf dem-Zweiecke ver-
lanfenden, sich nicht selbst tiberkreuzenden Verzweigungsschnittes von
A nach B anhiingen. Liegt dagegen das reducirte Zweieck in der
Form des unendlichen Kreisbandes mit bestimmter Zuordnung der Seiten
vor, wie in Figur 14, (wobei dann reelle Exponenten natiirlich aus-
geschlossen sind), so werden wir alle mit ihm verwandten Bereiche,
* ingbesondere auch das zweite reducirte Zweieck, erhalten, indem wir
die Punkte des einen Kreises jetzt denjenfgen Ponkten des anderen
Kreises zuordnen, die von den frither den ersteren entsprechenden
Punkten um eine beliebige Zahl voller Kreisperipherien in einem oder
anderem Umlaufssinne entfernt sind. Offenbar ist wegen der Einfach-
heit des hiermit geschilderten Processes in Betracht der Verwandtschaft
die Form des unendlichen Kreisbandes.vielleicht jener der Sichel vor-
zuziehen, indem fiir alle verwandten Bereiche die Fliche der Funda-
mentalbereiche ihrer Gestalt nach dieselbe ist. )

Wir haben nun dem Vorstehenden noch zwei Bemerkungen hin-
zuzufiigen, welche die besonderen Fille der Fundamentalberejche be-
treffen sollen, dass der Exponent A gleich einer ganzen Zahl (insbesondere
gleich O) oder aber oo gross geworden ist.

Was den ersten Fall betrifft, so ist der Fundamentalbereich fiir
A =0 von zwei sich beriihrenden Kreisen begrenzt, d. h. dis Punkte
4 und B sind zusammengefallen. Die zugehdrige Fundamentalsubsti-
tution hat parabolischen Charakter und die abbildende Function wird
abgesehen von den Constanten durch 7 = log 2 gegeben (Fall der
parabolischen Sichel). Der Fall 4 = O ist iiberdies der einzige, in dem
die Fundamentalsubstitution parabolisch wird wnd demmach ein Loga~
rithmus aufiritt, Verwandte Bereiche gehOren zu der parabolischen
Sichel nicht.

Die Fille ganzzakhger von O verschiedener Werthe des Exponenten A
ergeben zwar in der algebraischen Summe ihres Exponenten mit 4 =0
ganze Zahlen, jedoch gehoren ihre Fundamentalberciche einem anderen
Kern an. Sie bilden fiir sich eine einzige Gesammiheit verwandler
_Bereiche. Das eingige zu ihnen gehorende reducirte Zweieck wird, durch
die Vollkugel dargestellt, die lings eines die gefremnten Punkte A
und B verbindenden Kreisbogens eingeschnitten ist.

Endlich wollen wir den zweiten Grenzfall betrachten, dass der
Exponent A wunendlich gross geworden ist. Wir kinnen uns denken,
dass wir in einem beliebigen reducirten Zweieck der Sichelform lings
eines Verzwewungsschmttes von A nach B mcht mehr eine endliche,
sondern eine unendliche Zahl von Vollkugeln angehangt hitten. Dann
entsteht ein Bereich, der sich uach beiden Seiten unablissig um die
Punkte 4 und B Wmdet ohne je begrenzende Kreisbogen zu haben.
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Die abbildende Function wird, wieder abgesehen von den Constanten,
durch 7 = ¢- dargestellt (d. h. durch die zu der obigen Function
n = log # inversen Function). -Die singuldren Punkte ¢ und & in der
Ebene des Argymentes sind fir diesen Fall in einen Punkt zusammen-
geriickt.

g 6.

Anwendung des Meridian- und Breitencurvenprincips auf die Funda-
mentalbereiche im Falle einer grosseren Zahl singuldrer Punkte,

Das Meridian- und Breitencurvenprineip wird uns nun leicht auch
in den Fillen einer grosseren Anzahl singulirer Punkte eine Einsicht
in das Wesen der umendlichen Kreisbdnder und ibre Beziehing zu den
gewbhnlichen Ecken gewahren, wenn wir auch nicht mehr in gleich
leichter Weise die zugehdrigen Functionen und insbesondere die Zer-
schneidung der z-Ebene zu beherrschen vermégen. Wir beschriinken
uns auf den Fall dreier singulirer Punkte, fiir den wir einige Beispiele
behandeln. Nehmen wir an, es sei uns ein
Normalviereck a,b,c,¢,’ mit loxodromischer
Zuordnung der Seitenpaare gegeben; dassetbe
ist in Fig. 16 der Einfachheit halber gerad-
linig begrenzt gedacht. Wir theilen dann
den Bereich wieder in Vierecke durch hyper-
bolische Kreise der zu den Fixpunkten @,d,
der Substitution A gehdrenden Schaar, soweit
die Seiten @,¢, und a,c, reichen, sodass die
Punkte #, z'; y,¥4’; 2,2 u.s. w. durch die
Substitution A einander entsprechen, ebenso in analoger Weise durch
hyperbolische Kreise der zu den Fixpunkten &, b, gehdrenden Schaar,
soweit die Seiten ¢, b, und ¢,’b; reichen. Dann ist es leicht, wieder
dureh Verlegung der ginzelnen Kreisbogenvierecke zu einem von vier
Kreisen begrenzten Bereich iiberzugehen, von denen je 2, die sich
nicht schneiden, durch die loxodromische Substitution A resp. B einander
punktweise zugeordnet sind. Jedoch sind jetet die den Punkien a und b
der Ebene des Argumentes entsprechenden Ecken verloren gegamgen; statt
dessen windet sich der Bereich, sich selbst iiberdeckend, jedesmal swischen
den sich nicht schneidenden Kreisen unendlich oft herum.*)

Fig, 16.

*) Die im Texte angegebene Umwandlung der einen Fignr in die andere ist
natiirlicR nur dann ohne weiteres (d. b. bei Vermeidung negativ zu rechnender
Bereichstiicke, wovon wir hier nicht weiter sprechen wollen) moglich, weun keine
zwei gegeniiberliogenden Kreise der hyperbolischen Schaaren sich schneiden. Wohl
aher kaun man stets ein gewisses, hinreichend klein gewiihltes Stiick in der Ecke
ay (oder b) des urspriinglichen Bereiches in ein « Kreishand iberfilhren. Dasg
Apaloge gilt fiir das Folgende des Textes.
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In gleicher Weise konnen wir auch von einem Normalsechseck

ausgehen, welches wir wieder geradlinig begrenzt annehmen wollen.
Wir verwandeln dann an demselben jede der Ecken g,b,¢, in ein
unendliches Kreisband, wie es in
der Figur 17 ausgefiibrt ist. Wir
erhalten schliesslich den schraffirten
Bereich der Fig. 17, der drei Ecken
0., O, O, aufweist, in denen die
Summe der drei Winkel nach wie
vor 2=z betrigt, und ausserdem in
drei unendliche Kreisbinder auslduft,
deren begrenzende Seiten durch die
loxodromischen Fundamentalsubsti-
tutionen einander zugeordnet sind. Fig. 17.
Ja, es wird sogar, allgemein gesprochen, moglich sein, fiir complexe
Werthe der 4, g, » z. B, einen durchaus brauchbaren von vier Kreis-
bogen begrenzten Bereich zu construiren, dessen simmtliche Ecken
verloren gegangen sind, indem die betr. Kreisbogen in vier unendliche
Kreisbéinder auslaufen. (Vgl. z. B, Fig. 83a)) Wie im Falle eines
imaginiiren Exponenten jedoch der Fundamentalbereich in der Néhe einer
von elliptischen Kreishogen gebildeten Ecke unendlich schmal werden
d. h. sich auf einen Kreisbogen zusammenziehen wiirde, so gilt hier
das Analoge im Falle eines reellen Exponenten, indem das zugehtrige
unendliche Kreisband unendlich schmal ausfillt.

Wir wollen noch bemerken, dass auch die Figuren 16 und 17 die
Bezeichnung ,, Normalvierecke (oder Normalvierseite) verdienen, da
die begrenzenden Kreise den hyperbolischen Bischeln der Fizpunktpaare
angehdren. Natiirlich kann man diese Specialisirung, d. h. die Be-
schrinkung auf Kreise des Btschels, auch fallen lassen.

1. Theil.

Ueber den Kern der Fundamentalbereiche im Falle dreier
singulirer Punkte.

§ 7.
Neue Veranschaulichung der loxodromischen Substitutionen.
Wir wenden uns jetzt zu der geometrischen Theorie der Schwarz-
schen s-Function, und zwar werden wir unsere Betrachtung zuniichst

dem Kern widmen, den wir dem Fundamentalbereiche gegentiberstellen
wollten. Wir definiren den Kern als das Gebilde der drei inneren
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Azen der Fundamentalsubstitutionen A, B, I.*) Gerade in der besonderen
Untersuchung des Kernes, die auch sonst manches schone Resultat lefert,
diirfte ein nicht zu unterschitzendes Moment fiir die geometrische Rin-
fihrung in die Theorie der Sehwarz’schen s-Function begriindet liegen,

Vorerst wollen wir in einer Vorbetrachtung eine neue und
interessante geometrische Veranschaulichung der loxodromischen Suk.
stitutionen der complexen Variabeln auf der Kugel kennen lernen,
von der wir sogleich Gebrauch zu machen haben.

Wenn eine elliptische Substitution der auf der Kugel gedeuteten
Variabeln # mit ihrem Exponenten 24’mi#**) vorliegt, und man legt
durch die innere Axe d. b, die Verbindungslinie der Fixpunkte der-
selben zwei Ebenen & und &, die den (nicht-Euklidischen) Winkel 1’z
mit einander bilden, so entsprechen sich allemal zwei solche Raum.
punkte @ und @', die sich als Spiegelbilder eines dritten Raunmpunktes
R in Bezug aof die beiden Ebenen darstellen. Hierbei wollen wir
allgemein unter dem Spiegelbilde eines Raum-
punktes R in Beziehung auf eine gegebene
Ebene, mag letztere im ibrigen die Kugel
schneiden oder nicht, denjenigen Punkt ¢
verstehen, der auf der Verbindungslinie des
Punktes E und des Poles der Ebene liegt und
(nicht- Euklidisch) gerade so weit auf der an-
deren Seite der Ebene von dieser entfernt ist,
wie der Punkt B auf seiner Seite. Projectiv
genommen besagt dies, dass der Punkt R mit
seinem Spiegelbilde harmoniseh liegt zu der Ebene und deren Pol;
zugleich leuchtet ein, dass man ebensogut von der Spiegelung an
dem Pol der Ebene reden konnte, indem man unter dem Spiegelbilde
eines Punktes R in Beziechung auf einen zweiten denjenigen Punkt @
ihrer Verbindungslinie versteht, der um dieselbe Strecke auf der anderen
Seite von dem spiegelnden Punkte entfernt liegt als der Punkt R auf
seiner Seite. Spiegelung an einem Punkte ist identisch mit der Spiegelung
an seiner Polarcbene. Ist der Punkt R speciell ein Kugelpunkt, so wird
sein Spiegelpunkt der zweite Schnittpunkt der Verbindungslinie von R
und dem Pol der spiegelnden Ebene mit der Kugeloberfliche sein.

Fig. 18,

*) Unter der , inneren Axe** einer Substitution sei die Verbindungslinie der
Fizpunkte verstanden, unter der ,3usseren Axe* die conjugirte Polare der ersteren.
**) Unter dem ,, Exponenten** einer Substitution wollen wir hier die Grosse ¢
in der Normalform verstehen:
z:"—di=e(p ‘Z""!Yt.
& — oy g — oy
dieselbe stimmt natfirlich nur bis auf den Factor 24 mit dem beziiglichen ,,Ex-
ponenten der s-Function* iberein.
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Aus dem hiermit ausgesprochenen Satze ergiebt sich nun leicht die
folgende Deutung der elliptischen Substitution, sowie der zugehdrigen
Drehung des Gesammtraumes: Errichlet man in einem belichigen
Punkte der inneren Axe auf thr zwei senkrechie (die Kugel schneidende)
Gerade q, und q,, die den Winkel X' w mit einander bilden, so gehen allemal
zwet solche Raumpunkie in einander iiber, welche aus einem beliebigen
dritten Punkte durch halbe (nicht- Euklidische) Drehungen wm die beiden
Senkrechten entstehen.*) Dieser Uebergang von einem Raumpunkt zu
dem ihm entsprechenden ist ndmlich identisch mit der Aufeinanderfolge
der vier Spiegelungen an der Ebene der beiden Senkrechten, an den
Ebenen durch jede der letzteren und die innere Aze und wiederum an
der ersten Ebene und erweist sich somit direct aus der geometrischen
Figur als gleichwerthig mit der oben geschilderten Construction mittels
zweier Spiegelungen.

Diesen Sitzen stehen in ganz analoger Weise die beiden folgenden
gegeniiber: Bei einer vorliegenden hyperbolischen Substitution wit den
Exponenten 24”x (wo 4" reell ist) entsprechen sich allemal zwei solche
Raumpunkte @ und @', welche die
Spiegelpunkte eines dritten Raum-
punktes B in Beziehung auf zwel
heliebige, sich unter dem Winkel
i4”m lings der Husseren Axe schnei-
dende Ebenen £ und & darstellen, —
diese beiden Ebenen mogen iibrigens
ausserhalb der Kugel verlaufen oder
dieselbe schneiden. Und die Folgerung
aus diesem Satz: Bei dey hyperbolischen
Substitution gehen stets  dicjenigen
beiden Punkte des Raumes in einander
iiber , welche aus einem dritten Punkte
durch halbe Drehungen wm zwei beliebige Senkrechte g, und g, (welche
die Kugel schneiden) entstanden sind, dic im Abstande t4" auf der
inneren Axe in einer beliebigen durch dieselbe gelegten Ebene errichict
wurden.

Da nun jede Schraubenbewegung des nicht-Euklidischen Raumes
mit dem complexen Exponenten 2(4' 4 4”¢)im sich als die Aufeinan-
derfolge einer elliptischen Substitution mit dem Exponenten 2ii'z
und einer hyperbolischen Substitution mit dem Exponenten — 24"x
betrachten lisst, welche dieselben Axen haben und iiberdies mit
einander vertauschbar sind, so kommt man sofort zu dem allgemeinen

Fig 19.

*) Definition: Eine Gerade steht auf einer Ebene im nicht-Euklidischen Sinne
senkrecht, wenn sie durch den Pol derselben hindurchgeht, und auf einer anderen
Geraden, wenn sie die conjugirte Polare derselben triff,
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Satze, auf den wir hinaus wollten: Errichiet man auf der inneren
Aze der Schraubenbewegung irgend zwei die Kugel schneidende Senk-
rechte g, und g,, so dass der Abstand ihrer
beiden Fusspunkte gleich ¢ A"m, dagegen der
Winkel der durch sie und die inmere Axe ge-
legten Ebenen gleich A’ m wird, dann gehen gerade
2wei solche Punkte @ und Q' des Raumes durch
die eugehirige Collineation in eimander ber,
welche durch eine halbe Drehung wm diese beiden
Senkrechten aus einem dritten Raumpunkte R
hervorgegangen sind. Mit anderen Worten: Man
kann jede (nicht- Euklidische) Schraubenbewegung
auf mannigfache Art durch zwei Rotationen von der Periode 2 ersetzen.™)

Alle diese Sitze gewinnen im iibrigen eine einfache Anschaulich-
keit, wenn man durch eine geeignete Substitution dafiir sorgt, dass die
innere Axe durch den Mittelpunkt der Kugel geht,

§ 8.

Betrachtung dreier Schraubenbewegungen, deren Aufeinanderfolge die

Identitét erzeugt.
Gehen wir nun zu der Betrachtung der Aufeinanderfolge dreier
loxodromischer Substitutionen der Variabeln 2 fiber.
b4 Gegeben seien die zu einander windschiefen inneren
Axen der Substitutionen, welche wir mit I, I1, I1I
bezeichnen wollen. Man construire alsdann die drei
e inneren kiirzesten Abstinde 1, 2, 3, die im Sinne
! 7\ der nicht- Euklidischen Geometrie zu je zweien der
/ Geraden I, II, III gehoren.**) Fasst man nun
bei jeder der Geraden diejenige Schraubenbewegung
ins Auge, welche sich in Bezug auf den oben aus-
\ gesprochenen Satz als die Aufeinanderfolge zweier

Fig. 20.

halben Drehungen um die zugehirigen hiirzesten Ab-
stiimde darstellt, so evkennt man sofort, dass die Auf-
einanderfolge dieser 3 Schraubenbewegungen um die
Awxen 1,11, I11 zur Identitdt fihrt. Denn bezeichnet man mit R,S,7 in

*) Es sei auf einige Arbeiten des Herrn Wiener hingewiesen (Sichsische
Berichte, 1890 p. 13, 71, 245 und ‘424 ff), woselbst ganz analoge Betrachtungen
fiir'den Euklidischen Raum durchgefiihrt werden; man vgl z. B. p. 22, sowie p. 4394,
Wie Herr Wiener erwihnt, hat bereits Halphen diese Methoden fiir die Schrauben-
bewegung des gewShnlichen Raumes' benutzt in Nouv. Ann, de Math, III. Série,
I, 1882, p.296—299. Ferner sehe man auch Study, Von den Bewegungen und
Umlegungen, Ann. Bd. 39, 1891, p. 469.

**) Vergl.Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie 11, 1, 1891, p. 508,
sowie auch Wedekind, Studien im binéiren Werthgebiet, Karlsruhe 1876, p. 9off.

Fig. 21,



Beitriige zur geometrischen Theorie der Schwarz'schen s-Function. 187

symbolischer Weise entspr. die Operationen der halben Drehungen um die
3 kiirdesten Abstéinde 1, 2, 3, so gelten fiir dieselben die Beziehungen
RER=1, 88=1, T'T =1, welche bedeuten, dass jede der genannten
Operationen zweimal ausgefilhrt die Identitdt ergiebt. Die genannten
drei Schraubenbewegungen um die Axen I, IT, III werden nun dar-
gestellt durch die Symbole ST, TR, RS, deren Aufeinanderfolge den
geltenden Relationen gemiss in der That die Identitit erzengt.®) Diese
drei Substitutionen werden wir in der Folge die Fundamentalsubstitu-
tionen des Kernes der Geraden I, IT, IIT nennen und sie mit A, B, T
entspr. bezeichnen. Wir kénnen als Ergiinzung des obigen Satzes noch
hinzufiigen: Allemal solche drei Punmlte des Rawmes gehen durch die
Fundamentalsubstitutionen in einander tiber, die durch 8 halbe Drehungen
um die Geraden 1, 2, 3 aus einem beliebigen Raumpunkie entstanden
zu denken sind.

Da nun die Geraden I, II, IIT ihrerseits die kiirzesten Absténde
je zweier der Geraden 1, 2, 3 liefern, so behalten die aufgestellten
Siitze ihre volle Giiltigkeit, wenn man in ihnen die Geraden I, IT, IIT
mit den Geraden 1,2, 3 vertauscht. Hierin offenbart sich die Verall-
gemeinerung derjenigen elementaren Betrachtungen der gewdhanlichen
sphérischen Trigonometrie, welche sich auf das Polardreieck zn einem
gegebenen Dreieck beziehen. Dementsprechend wollen wir das Gebilde
1, 2, 3 den Polarkern des gegebenen Kernes I, II, II] nennen.
Ersichtlich gilt der Satz: Der Polarkern des Folarkernes ist der
urspriingliche Kern. Wir werden spiter auf diese Verhiltnisse noch
wiederholt zuriickkommen.

Wir filhren nun einige einfache Bezeichnungen ein, denen, wie
bisher, wieder die nicht-Euklidische Massbestimmung zu Grunde liegt.
Zundchst fassen wir je einen von den zwei Sehnittpunkten der Geraden
I, II, I1IT mit der Kugel besonders ins Auge, der spiter bei der
Aufstellung der Normalformen fiir die loxodromischen Substitutionen
in den Zihler zu stehen kommen soll. Wir nennen diese 3 aus-
gezeichneten Punkte a,, &,, ¢;. In entsprechender Weise wihlen wir
bei den Geraden 1, 2, 3 drei Punkte e,, f;, ; aus. Die auf den
Geraden I, II, III durch die kiirzesten Abstinde abgeschnittenen
Lingen setzen wir nun gleich ¢4"%, ig" =z, ¢v"n, die auf den Geraden
1, 2, 3 abgeschnittenen Liingen gleich ¢1"z, im” =, in” z, und zwar
mbgen diese Grossen ein posifives oder negatives Vorzeichen besitzen,
je nachdem in Riicksicht auf die cyklische Rejhenfolge I, 3, II, 1,
1II, 2 entspr. die Richtung vom Schnittpunkte einer dieser Geraden
mit der voranstehenden Geraden zum Schnitbtpunkte mit der folgenden

#) Eine Verallgemeinerung dieser Betrachtungen ergiebt z. B. den Satz:
Jede beliebige Schranbenbewegung kann in die Aufeinanderfolge dreier Schrauben-
bewegungen um drei vorgegebene Axen zerlegt werden.
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Geraden auf den zu ersterer gehdrenden ansgewihlten Schnittpunkt
hinweist oder von ihm abweist; es ist also z. B. 41"z positiv oder
negativ, je nachdem die Richtung vom Punkte (2 I) zum Punkte (I 3)
auf den Punkt g, hinweist oder von ihm abweist, Weiter bezeichnen wir
den Winkel, durch welchen man die durch eine der Geraden I, IT, 11T
und die vorhergehende der Geraden 1, 2, 3 gelegte Ebene im positiven
Sinne um die erste Gerade drehen muss, bis sie mit der durch diese und
die nachfolgende der Geraden 1, 2, 3 gelegten Ebene zusammenfillt, mit
Am,p'm, v n; hierbei soll unter der positiven Drehungsrichtung die-
jenige verstanden werden, die sich fiir einen im Punkte @, oder b, ¢,
auf der Kugel stehenden Beobachter als mit dem Drehungssinne des
Ubrzeigers iibereinstimmend erweist. In ganz entsprechender Weise
filbren wir in Bezug auf die Geraden 1, 2, 3 und die zugehdrigen
Punkte o, B,, 7, die Winkelbezeichnungen I'mw, m'm, 'z ein. Wie
man sofort sieht, sind diese Winkel nur bis auf ganze Vielfache von
m bestimmt; diese Mehrdeutigkeit wird auch in unseren Schlussformeln
sich wieder geltend machen. Im ibrigen werden wir sogleich hierauf
noch einzugehen haben; zum Zweck dieser spiteren Betrachtung ist
auch die Definition der Grossen A’, i” ete. mit der angegebenen Ge-
nauigkeit vorgenommen worden. Setzt man nun:

A=X 42 I =1 441"

p=u'+4in” | m=m'+im”

v=2v 4+’ | n=n"+in",
so kann man den soeben aufgestellten Satz in der einfachen Form
aussprechen: Fiihrt man um die Geraden I, II, 11T nach einander
drei nicht- Euklidische Schraubenbewegungen aus, deren Exponenten
beaw. gegeben sind durch 2iwmi, 2uwxi, 2vmi, so gelangen die Punkte
des Gesammitraumes wieder in thre Anfangslage zuriick. Der analoge
Satz gilt natiirlich fiir die Aufeinanderfolge der drei nicht- Euklidischen
Schraubenbewegungen um die Axen 1, 2, 3 mit den Exponenten
2lni, 2mni, 2nmi. —

Wir konnen nun den an die einfache Figur 21 angekniipften Be-~
trachtungen noch eine Erweiterung geben, indem wir auch die Polaren
I', II', IIT" der Geraden I, II, ITI, d. h, die Husseren Axen der
Schraubenbewegungen A, B, I, und die Polaren 1/, 2/, 8 der Geraden
1,2,3, d.h. die #usseren kiirzesten Abstinde der Geraden I 11, 111,
in Betracht ziehen. Die Geraden 1, 2, 3 resp. 1, 2, 3’ enthalten
dann zugleich die kiirzesten Abstiinde je zweier der Geraden I, II', 11T,
wihrend umgekehrt die Geraden I', II', III' wiederum die susseren
kiirzesten Abstinde je zweier Geraden des Tripels 1°, 2/, 8’ bilden.
Auf jeder der 12 Geraden liegen ferner 4 Schnittpunkte, die zu je
zweien sich involutorisch entsprechen, und zwar bilden die Schnitt-



Beitrige zur geometrischen Theorie der Schwarz’schen s-Function, 189

punkte der Geraden mit der Kugel die Doppelpunkte der Involution,
die daher fiir die 6 die Kugel schneidenden Geraden hyperbolischen
Charakter, fiir die ibrigen 6 ausserhalb der Kugel verlaufenden Geraden
elliptischen Charakter besitzt. Der kiirzeste Abstand 72" zum Beispiel,
d. h. der Abstand der inneren beiden Punkte der Geraden I, findet sich
wieder als Abstand der beiden #Husseren Punkte derselben Geraden
oder als Winkel, welchen die Polarebenen dieser beiden inneren oder
dieser beiden #Husseren Puvkie mit einander bilden, also z. B. als
Winkel der Ebenen (I’ 2”) und (I’ 3"). Entsprechendes gilt natiirlich
fiir alle iibrigen Grossen.

_ § 9.
Specialisirung der Resultate fiir den Fall dreier elliptischer oder
hyperboliseher Substitutionen.

Es diirfte interessant sein, diese Beziehungen zu specialisiren fiir
den Fall, dass die 3 Geraden I, II, III sich in einem Punkte (inner-
halb, ausserhalb oder auf der Kugel) schmeiden oder in einer Ebene
liegen, der Art, dass wir es mit drei elliptischen oder drei hyperbolischen
Fundamentalsubstitutionen zu thun haben. Im letzteren Falle z. B.
werden wir die folgenden Figuren in der Ebene der Geraden I I],

Fig. 22.

IIT erhalten, je nachdem die drei Schnittpunkte P, ¢, B der Geraden
I, IT, ITI simmtlich innerhalb oder simmtlich ausserhalb der Kugel
liegen. Die Verbindungslinien der Punkte P, @, R mit dem Pol der
Zeichenebene geben fiir Fig. 22 die Geraden 1,2, 3, fiir Fig. 23 die
Geraden 1’, 2’, 8'; die Verbindungslinien der Punkte U, ¥V, W mit
dem gleichen Pol dagegen fiir Fig. 22 wie 23 die Geraden I', IT', I1T
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Es ist nun gemiiss den Bemerkungen auf pag. 187 ein Leichtes, zu
jedem beliebigen Punkte der Kugeloberfliche die beiden anderen sofort
anzugeben, in die er durch die zu unserem Kern gehorigen linearen Sub-
stitutionen iibergeht. Verbindet man z. B. in Fig. 22 einen beliebigen
Punkt X der Kugeloberfliche mit den Punkten P, ¢, R und bezeichnet die
zweiten Schnittpunkte dieser Verbindungsgeraden und der Kugel mit
Y,, Y,, Y,, so geht durch die Substitution A der Punkt ¥, in Y, durch B
Y,in Y,, durch [ Y, in ¥, dber. In der Fig. 23 erfordert die analoge
Construction dreier einander entsprechender Punkte Y|, ¥,, ¥, den im
Aligemeinen ridumlichen Linienzung des Sechsecks Y, X, Y, X, Y, X,
deren Seiten, wie die Figur es zeigt, durch je einen der Schnittpunkte
im Innern des Kreises gehen. Diese Constructionen lassen sich in sehr
einfacher Weise auf den allgemeinen Fall dreier Schraubenbewegungen
ibertragen, wenn man sich erinnert, dass jede Schraubenbewegung in
die Aufeinanderfolge einer Drehung und einer Verschiebung zerlegt
werden kann. An Stelle des rdumlichen Sechsecks der Fig. 23 tritt
dann ein rdumliches, der Kugel einbeschriebenes Zwolfeck, dessen ab-
wechselnde Ecken den Gang des betreffenden Kugelpunktes angeben.

Wenn wir nun den aus unseren spiteren Betrachtungen folgenden
allgemeinen Satz hier vorweg nehmen, dass bei 3 vorgegebenen Geraden
I, IT, IT1, die wir als innere Axen dreier Schraubenbewegungen des
Raumes anzusehen haben, die Exponenten der zugehdrigen Substitu-
tionen im Allgemeinen bis auf ganze Vielfache von 2x7 eindeutig be-
stimmt sind, falls ihre Aufeinanderfolge die Identitit erzeugen soll,
so kionnen wir aus unseren Betrachtungen sofort den Satz folgern:
Die Bedingung, dass die drei Geraden I, I1, III sich in einem Punkte
immerhalb oder ausserhalb der Kugel schueiden, oder in einer Ebene
liegen und dann sich in 3 Punkten, die simmilich innerhald oder
sdmmtlich ausserhalb der Kugel liegen, schmeiden, ist wicht nur hin-
reichend, sondern auch wnothwendig, damit wir es mit drei elliptischen
resp. drei hyperbolischen Substitutionen 2w thun haben, welche hinter
etnander angewandt die Identitit erzeugen.®)

Dieser letzte Satz lisst sich sehr leicht auch direct nachweisen:
Bei einer einfachen Drehung des wicht- Euklidischen Raumes z. B.,
wie er durch eine elliptische Substitution gegeben wird, bleiben die
Punkte der inneren Axe unverindert in ihrer Lage; jeder andere
Raumpunkt beschreibt in einer zu dieser Axe senkrechten Ebene um
den Schnittpunkt beider einen nicht- Euklidischen Kreis. Sollen nun
zwei elliptische Drehungen sich wieder zu einer solchen zusammen-
sefzen, so muss zum wenigsten auch ein Punkt im Innern der Kugel
nach beiden Drehungen an seine Ausgangsstelle zuriickgekommen sein.

*) Vgl. Klein, Ann. 9, 1876, p. 186 — 187,
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Dieser Punkt hat bei den beiden Drehungen Bogen zweier Kreise be-
gchrieben, die sich in 2 Punkten schneiden. Dureh diese Kreise ldsst
sich daher eine nicht- Euklidische Kugel legen. Verbindet man den
Mittelpunkt dieser Kugel mit den Mittelpunkten der beiden Kreise, so
werden, wie leicht zu sehen ist, diese Verbindungslinien auf den Ebenen
der Kreise senkrecht stehen und mfissen daher mit den beiden ersten
Drehungsaxen zusammenfallen. Folglich schneiden sich dieselben in
einem Punkte, durch den dann auch die dritte Axe hindurchgeht.*)
In ganz analoger Weise werden wir auch den Beweis im Falle
dreier hyperbolischer Substitutionen fithren kbnnen, indem wir mutatis
mutandis an Stelle der inneren die Husseren Axen der Collineation
treten lassen. Haben wir aber zunéichst die Nothwendigkeit der Be-
dingung erwiesen, dass die inneren Axen in einer Ebene liegen miissen,
damit die Gleichung ABT = 1 fiir 3 hyperbolische Substitutionen gilt,
so zeigt eine einfache Specialbetrachtung leicht, dass ausserdem noch
die Schnittpunkte der drei inneren Axen simmtlich innerhalb oder
simmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sein miissen. Denn falls einer
der Schnittpunkte innerhalb, die beiden anderen aber ausserhalb der
Kugel liegen, oder zwei innerhalb und der dritte ausserhalb (Fig, 24
u. 25), so kann man bei beliebiger Wahl der Bewegungsrichtungen

Fig. 25.

in den inneren Axen stets einen Fixpunkt der Substitutionen angeben,
der unmdglich nach der Aufeinanderfolge der Substitutionen A, B, [
in cyklischer Reihenfolge an seine Ausgangsstelle zurlickgelangt sein
kann, *¥)

Werfen wir nun noch einen Blick auf die Schranbenbewegungen,

*) Dieser Beweis bedient sich der gewdhnlichen Beweismethode, wie sie
von Lobatcheffsky und Bolyai in ihren Entwicklungen der hyperbolischen
Geometrie (,,absolute Geometrie') angewandt ist; insbesondere sind bekanntlich
alle Lehrsiitze, die nicht das Paralislaxiom, wohl aber z. B, die Congruenzsitze
zu jhrem Beweise bedtirfen, in der Euklidischen wie in der nicht-Euklidischen
Geometrie in gleicher Weise giltig.

**) Als Uebergangsfall der soeben behandelten ergiebt sich der Fall dreier para-
bolischer Substitutionen, dessen Kern durch drei sich in einem Punkie schneidende
Tangenten der Kugel gegeben wird.
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die zu den Axen 1, 2, 3, dem Polarkern, im Falle dreier elliptischer
oder dreier hyperbolischer Substitutionen gehéren, so finden wir die
folgende interessante Beziehung:

1. Der Fall dreier elliptischer Substitutionen, deren imnere Axen
sich 3m Innern der Kugel schneiden, entspricht sich selbst, d. h. die
eugehirigen Substitutionen des Polarkernes, deren Aufeinayderfolge die
Identitit erzeugt, haben cbenfalls elliptischen Charakter derselben Art,
d. h. ihre inneren Azen schueiden sich gleichfalls im Innern der Kugel.

2. Im Falle dreier elliptischen Substitutionen, deren innere Aaxen
sich ausserhalb der Kugel schneiden, sind die zugehirigen Substitutioner
des Polarkernes von hyperbolischem Charakier, jedoch liegen die Schnitt-
punkte der inneren Azen derselben sdmmilich im Inmern der Kugel-
Ebenso gilt die Umkehrung.

3. Der Foll dreier hyperbolischer Substitutionen, deren innere Axere
sich simmtlich ausserhald der Kugel treffen, entspricht wieder sich selbst,
d. h. die zugehirigen Substitutionen des Polarkernes haben hyperbolischere
Charakier derselben Art.*)

Bisher haben wir nur von den Specialfillen gesprochen, in denen
die 3 Fundamentalsubstitutionen entweder simmtlich elliptisch oder
simmtlich hyperbolisch waren. Die Figuren 24 und 25 geben uns
nun sogleich Anlass, awch die Specialfille ins Auge zu fassen, dass
eine der Substitutionen elliptisch, die beiden anderen aber hyperboliscte
oder eine hyperbolisch, die beiden anderen aber elliptisch sind. Die
gegenseitige Lage der inneren Axen in diesen Fillen wird ndmlich
direct durch den Polarkern der genannten Figuren gegeben. Es ist
kaum nbthig, diese einfachen Verhiltnisse noch niher auszufiibren
die zu den Geraden der Figuren 24 und 25 selbst, d. h. zu dem Polar-
kern unserer Specialfille gehdrenden Fundamentalsubstitutionen sind
durch 3 Substitutionsexponenten charakterisirt, deren imaginire Be-
standtheile bis auf beliebige Vielfache von 2x¢ entspr. glelch wi, i, O
sind. Allgemein gilt der Satz:

Schneiden sich 2 der inneren Azen ausserhalb in einem Punkie, so
hat die ew ihrem kiirzesten Abstand sugehirige Fundamentalsubstitutiors
des Polarkernes hyperbolischen Charakter.

Schmeiden sich 2 der inneren Axen inmerhald der Kugel, so hc€
die zu threm Liirzesten Abstande sugehorige Fundamentalsubstitution des
Polarkernes elliptischen Charakter.

*) Von dem Specialfalle, dass die 3 inneren Azen sich auf der Kugel in
sinem Punkie schueiden, zugleich dem Uebergangsfall vou 1 uud 2, werden wir
spater noch ausfibrlich handeln, Wir erkenren schon jetzt, dass dann die zwa-
gohdrigen Fundamentalsubstitutionen keineswegs ohne Weiteres eindeutig bestimm ¢
sind, allemal jedoch eine Auswahl derselben 3 elliptische Substitutionen darstell e,
vgl. pag. 172 und pag. 195 u, 196,
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§ 10.
Die in der Gleichung ABI = 1 enthaltenen “Relationen als Doppel-
verhéltnissheziehungen der 6 Fixpunkte.

Wir gehen nun dazu iber, in der Betrachtung des Kernes und
seiner Fundamentalsubstitutionen den rein geometrischen Weg zu ver-
lassen und uns der algebraischen Rechnung zu bedienen. Unser nichstes
Ziel wird die Aufstellung gewisser Doppelverhiltnissgleichungen bilden,
welche die Fizxpunkie der Substitutionen mit jhren KExzponenten ver-
kntipfen. Sie stellen in entwickelter Form den Ausdruck der Bedingung
ABI =1 dar, welche 3 unabbiingige Relationen in sich birgt. Es
seien 3 loxodromische Substitutionen®) gegeben in der Form:

A) % = e?int g,
s —b 2imp . 58— by
2T u.

B) s’_b2=e s — by’
§ =6 piny ST G,

) s — ¢y £ 8 — Cy

Wir haben das Coordinatensystem der Einfachheit halber der Art an-
genommen, dags die Fixpunkte ¢, und a, der Substitution A zum Null-
und Unendlichkeitspunkt gewihlt sind. Wir benutzen nun den Ansatz
ABlN=1 in der Form AB = r-!, d. h. die Aufeinanderfolge der
Substitutionen A und B soll gleichwerthig mit der inversen Substitution [
sein, HEin beliebiger Punkt s, wird nach der Aniwendung der Sub-
stitutionen A und B in einen Punkt s, iibergegangen sein, der sich
aus der folgenden Gleichung ergiebt:
, pirh
I) :0'_ 2; = ghink . :2”:1 i :z__ Z:
Zu demselben Punkte muss man gelangen, wenn man auf s, die Sub-
stitution I'—! anwendet. Wir haben daher die weitere Gleichung:
so--c, —opey S0 — €

H) 8 — cz_ e ‘a—G
Wir geben nun s, nach einander die speciellen Werthe e—2i71.p,.
e~2ind . b, ¢, und ¢, Dies fithrt uns zu folgenden Gleichungen:

~2ind ~2im2
1) b,-—c,_e__m.m. ey — ¢ 8, == ¢~ %7l . p,
b —ec, —2ini 4 ) ’
e G € ‘by—oe So == 0y
— 2472 = p—2imd
2) b= ggimy, by (S =G
- z
by—c, 8—2””'~b1—c,,’ sosz- ’

* Die Grossen i, g, », um beliebige ganze Zahlen vermehrt, lassen unsere
Ausgangsformel unverindert, doch haben wh die beiden Gruppen der Auswahl
dieser Groesen einander gegeniberzustellen, fir welche die Summen 1+ g o
sich um eine ungerade ganze Zahl unterscheiden. Wir werden diesen Umstand
in unseren Endformeln klar hervortrete:n seben.

Mathematische Annalen. XLIV. 13
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2ind
e —b 25du -6 — b — .
3) c,—bg=e’ " 2l o g’ (8 ¢, 8 =1¢),
2i7a N
@ —b _ oin e cC— by _ ’
4) c'—“,—b,—e inu T, (89 == €5 8o ==0Cy).

Zwischen diesen Gleichungen muss nothwendig eine Beziehung
bestchen, da der Ansatz ABI = 1 nur 3 Gleichungen umfasst; man
erkennt, dass in der That die Gleichungen 1 und 2, sowie 3 und 4,

beiderseits durch einander dividirt zu demselben Resultate flihren.

Fasst man in diesen Gleichungen die Quotienten 2, 22 % 2t als
By B b b,

Uunbekannte auf, so fiihrt die direcie Auflosung der ersteren zu der wn
Aussicht gesteliten Formelgruppe, in der.wir zugleich in Riicksicht auf
die Annahme @, = 0, g, = oo filr die genannten Quotienten ihre
Doppelverhéltniss - Ausdriicke einfiihren:

[} — ¢
B-’ =D V(ai agc].b]) == WM_)’

—iA + ein(v——y)

e—mi._'_ e i (uty)
e‘“lie_i”(“+’) A

%21 = D V(a,a,¢,b)) =

— i izt (u4v
& e 4 )
B DV (ayayeby) = TR gty
8—iﬂl+ ein(,u—v)
EET) + ein(,u.Jr )

Z——: biad .D V(a, GQCQbQ) =

Und zwar ist in diesen Formeln, wie sich aus ihrer Ableitung ergiebt,
entweder stefs das positive oder stels das negative Zeichen zu wdihlen ;
wir kommen sogleich hieranf noch zuriick. Hierzu tritt noch die
Gleichung : :

IL g_: g—’: = DV (aya,c,b)) - DV(aya,0,b,) = ¢4,

die sich aus der oben angegebenen, zunichst fiir ¢?#4 quadratischem
Identitdt ergiebt, nachdem man die Wurzel %2 =1, d. h. 1 gleich
einer ganzen Zahl, abgesondert hat. (Die Wurzel ¢2¢7% = 1 bedeutet,
geometrisch, dass man drei Operationen, deren Aufeinanderfolge die
Identitst erzeugf, auch erhilt, wenn man um jede der Axen eine be-
liebige Zahl voller Umdrehungen ausfithrt. Von diesem trivialen Falle
sehen wir natiirlich weiterhin ab.) '

Man kann den Gleichungen I durch Ersetzung der Exponential-
grossen durch goniometrische Functionen leicht auch die folgende, be-
gonders fiir reelle 4, u, » bequeme Gestalt geben:

cos(——-———"tw—{—l-n)
cos(:id;”—_—ﬂ'-n)

I'. DV(a a,6b) = e i7t. u. 8. W.
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Diese Formeln entsprechen den positiven Zeichen der Formelgruppe I;
ihnen gegentiber stehen die den negativen Zeichen entsprechenden, in
denen die Cosinunsfunctionen durch Sinusfunctionen ersetzt sind.*)

Es ist ersichtlich, dass wir durch cyklische Vertauschung der
Buchstaben noch weitere analoge Gleichungen erhalten, die wir nicht
anfiihren wollen.

Machen wir pun sogleich einige Anwendungen der gefundenen
Beziehungen. Das wesentliche Resultat, welches wir der Formel-
gruppe 1I entnehmen, ist zunichst der Satz, dessen wir bereits auf
pag. 190 Erwihnung thaten:

Bei drei gegebenen Geraden I, IT, 11T (welche natiirlich die Kugel
schneiden miissen) sind die Exponenten der zugehdrigen lozodromischen
Substitutionen, deren Aufeinanderfolge die Identitit erzeugt, bis auf ganze
Vielfache von 2mi, eindeutig bestimm.

Weiter aber gestatten die Gleichungen z. B. bei gegebenen Fix-
punkten die Exponenten und bei gegebenen Werthen der 4, g, v und
drei gegebenen Fizxpunkten die tibrigen Fixpunkte in einfachster Weise
wirklich zu berechnen; gemiss des doppelten Vorzeichens der Formeln I
ist die Losung der zweiten Aufgabe zweiwerthig. Betreffs der genauen
Unterscheidung der beiden Vorzeichen wird man aus der Betrachtung
specieller zu dem Kern zugehbriger Fundamentalbereiche leicht er-
kennen, dass nur die eine Auswahl der Grissen 1, g, v den Funda-
mentalbereichen entspricht, nimlich diejenige, welche zu den Cosinus-
formeln fiihrt; wir werden daher diese Auswahl anch zu bevorzugen
haben, (Die Gleichungen I mit positivem Vorzeichen erhilt man
iibrigens aus den Gleichungen I mit negativem Vorzeichen, indem man
4 oder y oder v um 1 vermehrt; beide Gleichungsgruppen bleiben un-
verindert, wenn man die Grossen 2, y, v um ganze Zahlen vermehrt,
deren Summe gerade ist.) Die letzten Gedanken hingen aufs Kngste
mit der Theorie der verwandten s-Functionen zusammen **); wir werden
geradezu als geometrische Definition aufstellen, solche s- Functionen
mit einander verwandt zu nennen, deren Fundamentalbereiche zu dem-
selben Kern gehfren. Wir werden hierauf spiter noch eingehend zurlick-
kommen.

Man erkennt weiter aus der Formelgruppe 1’ den Satz: Ist
+ A4 utv in irgend einer Auswahl der Vorzeichen fiir den Fall

*) Fidr reelle Werthe der Grossen i, g, » wird man diese Formel leicht
mit der Form der Doppelverhiiltnisse von 4 Kugelpunkten in Beziehung setzen
konnen, wie sie Hr, Wedekind in seinen ,Beitriigen zur geometrischen Inter-
pretation bindrer Formen*‘ angiebt (Diss. Erlangen, 1875, pag. 12). Man ver-
gleiche auch die beziiglichen Formeln in der bereits genannten Arbeit Riemanns,
Ges. Werke 1876, pag. 68, sowie Papperitz, Ann. 256, 1885, pag, 217.

**) Papperitz, Ann. 25, 1885, pag. 212 ff,; Ann. 26, 1886, pag, 97 ff.

13*
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der Giiltigheil der Cosinusformeln gleich einer ungeraden Zahl (fir den
Fall der Giiltigkeit der Sinusformeln gleich einer geraden Zahl), so
schneiden sich die tnneren Axen I, II, III stets in einem Punkie
auf der Kugelfliche und umgekehrt. Der Beweis ergiebt sich daraus,
dass jedenfalls eines der Doppelverhdltnisse bei der angegebener
Voraussetzung O oder oo wird. Hieraus folgt aber, dass zwei 'der
Axen I, II, ITI durch einen Punkt der Kugelfliche gehen miissen,
welcher dann auch der dritten Axe angehdrt. Auch dieser Satz findet
seine gute Anwendung in der Theorie der hypergeometrischen Function,
indem aus der Bedingung 44 4+ g 4 » =22 4 1 (wo » eine ganze
Zahl bezeichnet) auf die Moglichkeit geschlossen wird, einen geeignet
ausgewihlten Zweig der s-Function durch ein einfaches unbestimmtes
Integral darzustellen®) Dieser Specialfall wird uns besonders spitexr
noch beschiftigen; es ist gerade derjenige, dessen Fundamentalbereiche
wir aveh im Falle complexer 4, u, v in dieser Arbeit bis zu Ende
behandeln werden.

8 11.

Die geometrische Deutung der Grundformeln der sphérischer Trigono-
metrie fiir complexe Argumente.

Wir wollen nun einen Kxcuts einschalten, der die in Aussicht
gestellte geometrische Deutung der sphirischen Formeln fir complexre
Argumente zum Gegenstande haben soll. Wir werden zu dem Zwecke
zwei verschiedene Wege einschlagen: Der erste schliesst sich eng am
die aufgestellten Doppelverbilinissformeln an. Wir kniipfen wiedex
an Fig. 21 an, fir die wir die Vertheilung der Werthe # auf der Kugel
so gewiihlt denken, dass @, = 0, @, == 00, dagegen p; = 1, undQ
in Folge dessen y, = — 1 wird, was stets mdglich ist, Dann gilt

DV (a,a,b,b,y) = ;—;i= ()%

da b, =51— ist. Weiter ergiebt sich:
2

1—d

DV (ypbay) = 1__1:3:

wo n’ und {n” gemiss pag. 187 u. 188 definirt sind. Wir haben uns hiexr

einer sehr ecinfachen projectiven Interpretation der Doppelverhiilinisse
von 3 Kugelpunkten bedient.**) Sind némlich irgend 4 Punkte p, q, 7, s

— :L_ einm o= i giin'Fin )rz’

*) Vgl pag. 172.

**) Dieselbe diirfte in mancher Beziehung einfacher sein als die von Hrg_
Wedekind 1 c. gegebene Definition, Aus ibr folgen z. B. sofort die von ih
1o seinen ,,8fudien im binfiren Werthgebiet* (Habilitationssehrift, Karlsruhe 187 153
mit Hilfe der Begriffe ,Moment und Comoment* zweier Geraden abgelsitete xy
Formen des Doppelverhiiltnisses von 4 Kugelpunkten,
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auf der Kugel gegeben, so kann man allgemein das Doppelverhidltniss
derselben darstellen in der Form /9 = ¢/@+i9"); in derselben bedeutet
@’ den mit richtigen Vorzeichen genommenen nicht-Euklidischen
Winkel der beiden Ebenen, welche die Raumgerade (p, ¢) mit den
Punkten s und » verbinden, und ¢¢"” den nicht- Euklidischen Winkel
der beiden Ebenen, welche die Polare der Geraden (p, ¢) mit denselben
Punkten verbinden. Der Bewels hierfiir ergiebt sich direct aus der
Substitutionsformel:

2D _ g, 2P

F—q= % Ty
fir 2=5 und 2" =r.

Aus der Gleichung

D -V(yl Va2 b1 a,) == T—_F—%! = _|- ei(n4-in") 7
folgt nun, indem Wir das doppelte Vorzeichen in den Werth von #

’VLTI:

hineinnehmen, b, == - - tg -+ Setzen wir diesen Werth in die erste

Doppelverhaltmssglemhung der vorigen Seite ein und bemerken zu-

gleich, dass:
DV (ayayc,by)

.D V(a1 azb] b2) = DV(a‘a,c,b,)

ist, so erhalten wir unter Benutzung der Gleichungen I' folgendes
Schlussergebniss:

cos(u+ vt1 ) cos(J:i—.& =)

_tgz’_‘_’i +

2 u -y — pv~41

co( n) cos( -——2-—_-..75)
oder:

nm
— e Z®
1—tg o8 » 7z ~}- COB (w7 - CO8 A=
T hm cos nmw = sip pw-8in iz )
1+t g

Dies aber ist die bekannte Cosinusformel der sphérischen Trigono-
metrie, jelzt aber fiir complexe Argumente gedeutet, In analoger Weise
werden wir durch cyklische Vertauschung der Buchstaben die Formeln
fir coslm, cos mm ableiten kinnen; aus ihnen folgen alsdann be-
kanntlich alle anderen Formeln der sphirischen Trigonometrie durch
rein algebraische Rechnung. Im iibrigen wiirden wir noch auf eine
Vorzeichenbestimmung in obiger Formel eingehen kdnnen, da ja die
Grossen 4, g, v nur bis auf ganze Zahlen bestimmt sind. Doch kbunen
wir dies hier iibergehen, da die folgende iiberdies iibersichtlichere Ab-
leitung der Formeln der sphirischen Trigonometrie jede Zweideutigkeit
ausschliessen diirfte,
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Wir wollen zundchst eine Ableitung der Fundamentalformeln des
gewishnlichen sphérischen Dreiecks vorausschicken, deren Grundge-
danken wir dann auf unsere allgemeine Frage iibertragen wollen
(K). Wir bedienen uns der Darstellung und Zusammensetzung der
linearen Substitutionen in der Quaternionenform, welche der Drehung
der Kugel um ihren Mittelpunkt entsprechen, wie sie z. B, von
Herrn Klein in seinen Vorlesungen iiber das Ikosaeder pag. 32ff.
angegeben werden. *) Die lineare Sub.stitution d'er Variablen # wird dort
in der Gestalt dargestellt: 2" = %—%%:_;%32 mit der Bedingung
a4 b 4 ¢ -} d2 = 1; dieselbe ist daher bestimmt durch die vier
Grosser a, b, ¢, d, die wir die ,, Fuler’schen Parameter nennen, Die
Aufeinanderfolge zweier Drehungen mit den Parametern g, b, ¢, d und
o, ¥, ¢, d° kann durch eine einzige Drehung ersetzt werden, deren
Parameter a”, 3", ¢, 4" durch die Rodrigues'schen Formeln gegeben
werden:

" = (ad -+ a’d) — (be’ — b'c),
b = (bd' 4 b'd) — (ca’ — ¢'a),
¢ =(cd" 4 ¢'d) — (ab — a'b),
d"=—aa —bb —ce ~ dd’.

Wir geben nun dem vorliegenden sphirischen Dreieck L MN auf der
Kugel, die durch die Gleichung £ -+ 5* 4 {2 =1 in rechtwinkligen
Coordinaten gegeben sei, speciell die in nebenstehender Figur angegebene
Lage gegen das Coordinatensystem, sodass die
Ecke L die Coordinaten 0, 0, 1,
» M, 5 0, sin nx, cos nx,
w N oy ' sin m sin Az,
sinmz cosdx, cosmm
7 besitat,

Wir benutzen jetzt den Satz, dass die
Aufeinanderfolge dreier Drehungen A, B, T
um die Kanten des zum Dreieck gehdrenden
Dreikants entspr. durch die doppelten Winkel
2in, 2um, 2vxw des Dreiecks zur Identitit

fihrt, und zwar wieder in der Form AB = !, Die den einzelnen
Drehungen zugehorigen Euler'schen Parameter ergeben sich wie
folgt:¥*)

fir A als: =<0, b =0, ¢=sin Ax, d = cos im;

Fig. 26.

*) 1884, Besonders sei anf die Litteraturangabe L. ¢. p. 86, Anm. hingewiesen.
**) Gemies Formel 12 pag. 34 der Vorles. tiber dag Ikosaeder.
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fir Bals: @ =0, ¥ =sinnzsin pz, ¢’ = cos nx sin gx,
d' = cos pm;
fiir [ als: @” = sin mmsin Az sin v®, b = sin mx cos Az sin v,
¢" = cos mu sin vx, d” =— cos v;
Setzt man diese Werthe in die Zusammensetzungsformeln von Rodrigues
ein, so bekommen wir sofort die Grundformeln der sphérischen Trigono-
metrie: ™)
1) " =1¥Y¢; oder:
sin m# sin v 7 = sin n 7w sin pw;
2) b =0'd; oder:
sin s 8in v = sin N sin wor;
8) ¢"=cd Jc'd; oder:
sin nw ctg mx — sin Axw ctg umw = cos nx cos Am; Tangenssatz,
4) 4" = —cc' +dd’; oder:
— €08 ¥t = — cos %7 sin u 7 sin Aw -+ cos px cos 4 x; Cosinsusatz.
Kehren wir nun zu unserer gllgemeinen Auf-
gabe zuriick. Die zweite Methode, die wir jetet ein-
schlagen, wm die Formeln der sphiirischen Trigono-
metrie fiir complexe Argumente zu deuten, knipft 8
direct an das geometrische Gebilde des Kernes =~
und Polarkernes an; die Schunittpunkte der Ge-
raden I, II, III, sowie 1, 2, 3 mit der Kugel
selen mit

@y Ggy Bybyy €10y vESD. 00y, BBy, ¥1¥2 /
bezeichnet, wie die Figur 27 es angiebt. Wir 4 \
b
27,

Sinussatz,

konnen dann zunichst die Formelgruppe I fiir

a”

die Doppelverhiltnisse dieser Punkte aufstellen: ¥ig.
) (a1 a1 By) = — 1, | (Bbyeye) =—1, | (e, 0) = — 1,
(810,71 90) = — 1, | G by py00) = — 1, | (616,8,8,) = — 1.

Dieselben besagen, dass die Geraden 1, 2, 3 die kilrzesten Abstinde
je zweier der Geraden I, II, IIT enthalten und umgekehrt. Hierzu
figen wir als Definitionsgleichungen der Grossen A=, gz, vz; la,
mzx, nw die zweite Formelgruppe:

(aya,7,87) = 27, CAAANE A
IL (b1 by oy p) = €47, (B3 By@y0y) = €77,
(c16y Broty) = €77, (P172bp0y) = €77,

*) Vgl. Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1858, Art. 524, 526,

529; sowie Papperitz, Untersuchungen iber algebraische Transformation der

hypergeometrischen Functionen, Habilitationsschrift, Leip2ig 1886, p. 20ff. Ann. 27,
1887, p. 232, ~
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Hierdurch sind die genannten Grdssen nicht wie bisher nur bis auf
ganze Vielfache von =, sondern bis auf ganze Vielfache von 2z bestimmt.
Die Formelgruppen I und II geben uns 12 Gleichungen fiir die 12 Schnitt-
puncte, von denen der Natur der Sache nach drei willkiirlich angenom-
men werden konnen. Man erKennt daher leicht, dass die Formeln I
und II uns drei Relationen zwischen den Grossen A=, u=, vx; Iz, mr,
nx liefern miissen, die dann zu den trigonometrischen Formeln hinfiihrqn.
Die directe Elimination gelingt in der That; doch ziehen wir es vor,
genau so vorzugehen, wie eben beim Dreieck.

Wir fiihren zuerst wieder die mdglichst giinstige Werthevertheilung
der complexen Variabeln s auf der Kugel ein, indem wir g, =0,
@y =00, y; = -+ 1 setzen. Mit Hiilfe der Formelgruppen I und II
findet man durch einfache Ausrechnung:

,=—1, (aus' (81027 72) = — 1) )
ﬂ] = ﬁ2 [E-g— e'—-ilﬂ, (a,us (ﬁiﬂzal a?) o= — 1 und

(@1 a4, 7:6;) = 3”") '

b, = blt—-—ztg %Z, (aus (bbp,7) = — 1 und
(7172b20y) = €i7),

¢ = e*”“.ictg’%’f, (aus (B1Bya,¢,) = e"'”’),

¢ = — he=27  tg BF, (avs (B B¢y 0) = — 1).

Unsere weitere Rechnung kniipft natiirlich an den Ansatz AB=1[—1
an, und zwar werden wir zunichst wieder darauf ausgehen, die Sub-
stitutionen A, B, [ in der Normalform dargustellen:

s __(@4ic)s — (b —1a)

T (b+ia)s+(d —i0)

mit der Bedingung a? -4 ¢* 4+ d*= 1. Da wir es mit loxo-
dromischen Substitutionen zu thun haben, so werden die Grossen
a, b, ¢, d selbst wieder complexe Werthe annehmen, sodass die Coef-
ficienten der Substitutionen ,,doppelcomplex? sind. Fiir die Zusammen-
setzung zweier Substitutionen der Normalform gelten nach wie vor die
Formeln von Rodrigues. Es ergiebt sich unter Beriicksichtigung der
fr die Grossen by, by, ¢,, ¢, gefundenen Werthe:

Fiir die Substitution A:

8

&= eila;f
e—iln
ist zu setzen;
il —ikn RIE SR P
[ ~— €
a=0,b=0,¢c= == gin 1, d—-——-—+ = ¢os Am.

21
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Fiir die Substitution B:

§—b _ éFT(s—by)
§— b p—iuA(g __p,)

oder:
JONEY [b,e"‘“”" — b.,e"’“‘] — by, . [emirm  gun]
s [e 07— 7] 1 (b, 4 — b, e 7

ist zu setzen:

a6 =0, b= —sinpumsin nm, ¢ = — sin uw cos nx, d ==cos px,
Fiir die Substitution I:
S—¢ _ &'"(s—~c)
§— G T (5—¢p)
oder:

& s[c,e—‘"” _ cgeiwz] — ¢y [e—ivn _ eivn]
s[e—-ivn . eivn] + [61 . P . e—ivﬂ}

1st zu setzen:

a” = — gin vz sin Ax gin mx, b= — sin v« cos Az sin mx,

1”7

¢ = —sinvrwcosmm, d’ ==cosvm.

Indem man berticksichtigt', dass fiir die inverse Substitution von I’
nur die Grosse d” ihr Vorzeichen zu wechseln hat, findet man dann
aus den Formeln von Rodrigues nach Einftihrung der gefundenen Werthe
fiir die vorkommenden Grdssen:

) +a"=+be, 3) +c"=cd +c'd,
2) +b =b4d, 4) Fad'=—c¢c¢' +dd,

oder, da wir der nothwendigen Symmetrie der Endformeln wegen nur
das obere Vorzeichen zu beriicksichtigen haben:

lu 2 gin v7 sin Mo == sin ux sin v  (Sinussatz),

3) —sinvmcosmm = sin Aw cos pw — sin px cos nx cos Ax
oder unter Beriicksichtignng von 1:

— sin nwetgma =sin Axctgpm-— cosnm cos Ax  (Tangenssatz),
4) — cosvm = sin Az sin gmw cos nw - cos wx cos Ax  (Cosinussatz),

Wir erkennen sofort, diese Formeln stimmen bis auf die Vorzeichen
mit den. Fundamentalformeln der gewihnlichen sphérischen Trigonometrie
tiberen. Es wire uns ein Leichtes, z. B. durch andere Definition der
Grossen 4, p, v volle Uebereinstimmung zu erzielen. Doch bieten nunsere
Formeln in der erhaltenen Form einen wesentlichen Vorzug, indem sie
gestatten, in ihnen die Grossen Az, yx, v« mit den Grossen Iz, ma,
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na direct zu vertauschen ohne Aenderung der Vorzeichen.*) Bekannt.-
lich gilt dies nicht fiir die Formeln der gewbhnlichen sphérischen
Trigonometrie. Der Grund liegt darin, dass in dem Polardreieck nicht
einfach die Winkel und Seiten des urspriinglichen Dreiecks vertauscht
sind, wihrend in unserem allgemeinen Falle der Fig. 27 die Geraden-
tripel X, 11, I11 und 1, 2, 3 vollig gleichwerthig erscheinen.

§ 12.
Construction des Kernes fiir gegebene Werthe 4, u, ».

Wir wollen nun weiter zu der Aufgabe iibergehen, fiir gegebene
complexe Grossen Aw, um, vr die inneren Axen der zugehirigen drei
Schraubenbewegungen, deren Aufeinanderfolge die Identitit erzeugt,
geometrisch zu construiren. Die Methode, die wir in der Losung dieser
Aufgabe befolgen, wird darin bestehen, dass wir in der Zahlenebene
der Variablen s, dem stereographischen Abbild unserer Kugelfliche,
die 6 Fixpunkte a,a,b,b,¢,c, der Fundamentalsubstitutionen zu zeichnen
lehren. Wir haben die gleiche Aufgabe bereits pag. 35 algebraisch
gelost und gesehen, dass zu drei gegebenen Expouenten allemal zwei
verschiedene Geradentripel Z, 11, I1I construirt werden konnen, welche
den Bedingungen geniigen; von diesen wird einer den Cosinusformeln,
der andere den Sinusformeln fiir die gleiche Auswahl der Werthe 4, u,1-
entsprechen. Wir kommen auf diese Zweideutigkeit noch am Schlusse
dieses Paragraphen zuriick. Wir haben natiirlich alle Geradentripel als
identisch anzusehen, welche durch eine lineare Transformation der Kugel
in sich in einander tibergefiihrt werden konnen. Gerade dieser letzte Punkt
entspricht dem Umstande, dass wir bei der Ausfiihrung der gevmetrischen
Construction drei der sechs Fixpunkte beliebig wihlen bez. eine andere
gleichwerthige Annahme machen konnen. Da die reellen Bestand-

*) Man vgl. z. B. Stolz: ,,Usber eine analytische Entwicklung der Grund-
formeln der sphirischen Trigonometrie etc. (Schldmileh’s Zeitschrift, Bd. XV,
1871, pag. 175). — Dag von mir gefundene allgemeine Resultat ist in aller Kiirze
bereits in den Gottinger Nachrichten vom Jahre 1891, pag. 188, sowie in den Matlx_
Ann. Bd. 39, 1891, p. 598 ver&ffentlicht worden. Es sei an dieser Stelle auch him-
gewiesen auf die Behandlung der trigonometrischen Formeln in der nicht-
Euklidischen Geometrie, z. B. Lobatcheffsky, Ges. Werke (Kasan 1883, 1886)
Bd. 1I, pag. 577, 586, 630, sowie Frischauf ,absolute Geometrie nach J. Bolyai‘<
1872, pag. 51ff.,, von peuerer Litteratur sei nur Clebsch-Lindemann, ,,Vor_
lesungen iiber Geometrie* II, 1 pag. 480ff, und 519 erwihnt.

Unsere specielle Fragestellung erlaubt hier nicht, den analogen Sitzen, dig
bei anderer Maassbestimmung im Raume sich unseren Entwicklungen zur Seite
stellen, weiter nachzugehen, Dass diesolben mir jedoch keineswegs entgangey,
sind, wie Herr Study in seiner Arbeit in den Abh. der Sichs. Gesellschaft dey.
Wissensch. Bd. XX, 1893, pag. 229 meint, scheint doch wohl selbstverstindlich,
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theile ', w', v’ der Grossen 4, g, » nur bis auf ganze Zahlen in Be-
tracht kommen, so wollen wir in diesem Abschnitt gleich von vorn-
herein voraussetzen, dass sie simmtlich kleiner als 1 sein mdgen. Die
Werthe der Grossen Az, ux, vx mbgen ferner geometrisch durch die
Punkte e*7¢, ex7i, ¢#¢ der complexen Zahlen-
ebene gegeben sein, deren Abweichung gleich

Az, p'n, v = und deren Abstand vom Null- i ¢

punkt gleich e 47 = L, e #'% =M,

7" = N,ist (Fig. 28). 7ot
Eine besondere Betrachtung wiirden die ™7 0 Y

Fille ganzzahliger Werthe der Griossen 4, u, v
erfordern, fiir welche die zugehirigen Funda-
mentalsubstitutionen entweder parabolischen
Charakier tragen oder die Identitit darstellen.
Da diese Fille sich sehr leicht iiberblicken Fig. 28.

lassen, s0 wollen wir ithnen zuniichst einige Worte widmen, wobel wir
uns auf die Angabe der Resultate beschrinken. Von den drei Grossen
A, @, v mbgen entweder alle drei oder zwei oder nur eine ganzzahlig sein.

a) Sind alle drei Ezponenten ganzzohlig, so ist der Fall von
vornherein als unmoglich ausgeschlossen, dass eine der Fundamental-
substitutionen parabolisch ist, die beiden anderen die Identitdt bilden.
Es bleiben daher nur die folgenden Moglichkeiten fibrig:

1. Einmal seien alle drei Substitutionen parabolisch; dann
wird der Kern von drei sich in einem Punkte ausserhalb der
Kugel schneidenden Tangenten der Kugel gebildet, die beliebig
angenommen werden konnen.

2. Oder aber alle drei Substitutionen sind Identititen; dann
ist der Kern der Geradenm I, II, III (selbst bei Festlegung .der
Punkte a,, b, ¢;) vollig unbestimmt.

3. Oder endlich es sind zwei Substitutionen, etwa B und T,
parabolisch, und die dritte A ist gleich der ldentitit. Dann fallen
die Geraden II, III in eine Tangente der Kugel zusammen,
wihrend die dritte Gerade I vollig unbestimmt ist. Zugleich ist die
parabolische Substitution B zu der 'parabolischen Substitution I
invers,

b) Sind nur zwei Exponenten ganzzahlig, z. B. w und v, so ist
von vornherein wieder ausgeschlossen, dass nur eine der Fundamental-
substitutionen B und [ parabolischen Charakter besitzt, wihrend die
andere die Identitdt darstellt, oder dass beide Fundamentalsubstitutionen
B und I Identititen darstellen. Es bleibt allein der nicht weiter
singulire Fall iibrig, dass beide Fundamentalsubstitutionen B und I
parabolischen Charakter tragen, Der Kern wird ausser von der die
Kugel schneidenden Geraden I von zwel Tangenten IT und IIT der
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Kugel gebildet. (Falls auch der dritte Exponent 1 reell ist, werden
die drei Geraden I, II, III natiirlich durch einen Punkt gehen.)

c) Ist schliesslich nur ein Exponent ganszahlig, etwa A, so kann zu
ihm entweder eine identische oder eine parabolische Substitution gehren.

1. Im ersten Falle folgt dann weiter, dass die Substitutionen B
und I nothwendig wieder zu einander invers sein miissen; im Kern
sind daher die beiden Geraden ITI und III zusammengefallen, wihrend
die Gerade I vollig wunbestimmt ist.

2. Im letzten Falle dagegen wird im Kern die Gerade I von
einer Tangente der Kugel und die Geraden I und III von zwei
festen, die Kugel schneidenden Geraden dargestellt. (Sind die Ex-
ponenten p und v {liberdies ebenfalls reell oder gilt allgemein die
Bedingung + 4 4~ g4 v = 2n 4 1, so werden sich die drei
Geraden I, II, IIT natiirlich wieder in einem Punkte schneiden.)

Da alle die genannten speciellen Kerne sehr leicht fiir gegebene
Werthe 4, u, » zu construiren sind, so wollen wir sie bei der folgen-
den Darstellung der Construction des Kernes fiir allgemeine Werthe
der Grossen 4, p, v nicht weiter beriicksichtigen, um nicht unsere
Betrachtungen dementsprechend unndthig modificiren zu miissen. Doch
baben wir um so lieber die besonderen Fille angefithrt, als sie sogleich
bei der Betrachtung der Fundamentalbereiche wieder hervortreten werden.

Wie wird sich nun die Construction der sechs Fixpunkle itn dem
allgemeinen Falle gestalien, in dem uns drei complexe Werthe der
‘Grissen i, g, v vorliegen? Unsere Zeichnungen, die wir in praxi in
der s-Ebene ausfilhren, wollen wir zugleich stets auf die Kugel durch
stereographische Projection tibertragen denken. Wie wir vorab be-
merken wollen, werden wir unsere Aufgabe auf die folgende ein-
fache Hulfsaufgabe suriickfiihren: Es seien geometrisch die Fizpunkte,
sowie die Exponenten zweier Substitutionen B und C gegeben; die Fix-
punkte derjenigen dritten Substitution A= zu finden, welche die gegebenen
Substitutionen ersetzt, sodass die symbolische Gleichung gilt: BC == A1
oder ABC ==1. Wir erkennen, wir kénnen unmittelbar die Figur 21
auf diese Hiilfsaufgabe anwenden, wenn wir die inneren Axen der
Substitutionen B und C z. B. als die Geraden II, IIT wihlen. Die
Losung unserer Hiilfsaufgabe iibersieht sich dann leicht: Man findet
zunichst das Schnittpunktepaar der Geraden (2) mit der Kugel als
gemeinsames harmonisches Punktepaar zu den Schnittpunktepaaren der
Geraden (IT) und (ITI). (Wir haben die Bezeichnungen der Geraden
in Klammern gesetzt, da dieselben keineswegs mit den gleich bezeich-
neten Geraden unserer Hauptaufgabe iibereinstimmen.) Die Schnitt-
punktepaare der Geraden (1) und (3) sind durch die gegebenen Ex-
ponenten der Substitutionen B und C leicht den Betrachtungen auf
pag. 186 . gemiiss aus dem Schnittpunktepaare der Geraden(2) zu finden.
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Das zu letzterem Paar gemeinsam harmonische Paar stellt dann die ge-
suchten Fizpunkte der Substitution A4 dar.*) — Wir gehen nun su
unserer Hauptaufgabe zuriick.

Es ist zundchst klar, dass wir die Schnittpunkte der Kugel mit
den Theilgebilden der Geraden I, 2,3 oder II,3,1 oder II1,1,2 in
ibhrer Lage zu einander, insbesondere was ibre Doppelverhiltnisse be-
trifft, sofort geometrisch construiren kénnen. Um z. B. die betreffenden

ﬂ'

Fig, 29a, b, c.

Punkte des Gebildes der.Geraden III, 1,2 zu bestimmen, wihlen wir
die Punkte 0, oo der complexen Zahlenebene als Schnittpunkte der
Geraden III, die Punkte 4~ 1 als Schnittpunkte der Geraden 1. Dann
liefern uns sofort die Punkte —+ ¢'*7 die Schnittpunkte der Geraden 2.
Analog finden wir die Schniftpunkte fiir die beiden anderen Theil-
gebilde, wie in den Figuren 29, b, ¢ angegeben ist; in ihnen haben
wir die Bezeichnungen der Schnittpunkte in einer beliebigen zu-
lissigen Auswahl hinzugesetzt. Gehen wir nun von dem in solcher
Weise bestimmten Theilgebilde der Geraden I, 2, 3 in der s-Ebene
aus; es bleiben dann zu ihm noch die Schuittpunkte der Geraden 1
mit der Kugel zu construiren. Alsdann werden die Schnittpunktepaare
der Geraden II und III durch die Bedingung leicht gefunden werden
kdnnen, dass jedes derselben gleichzeitig harmonisch liegt zu den Schnitt-
punktepaaren der Geraden 1, 2 bezw, 1, 3. Die Doppelverhiltnisse der
Schnittpunkte von 1 wmit den Schnittpunkten von 2 bezw. 3 sind
uns aber geometrisch, wie gezeigt ist, durch die Figuren 29, b, ¢
gegeben. Unsere Aufgabe erweist sich daher mit der folgenden, all-
gemein interessanten identisch: FEin Punkfepaar in der s-Ebene zu
finden, welches mit swei gegebenen Pumktcpaarem wvorgegebene Doppel-
verhiltnisse bildet. Wie wird pun die Losung fiir diese Aufgabe ver-

*) Man kann auch leicht die Hilfsaufgabe mit der folgenden identificiren:
Auf der Kugel ist durch swei einander entsprechende Punkictripel p, q, r und
¥, ', v" eine projective Beziehung festgelegt; es gilt, die Doppelpunkte der letsteren
2u construtren. Man hat einfach zu dem Zweck drel in geeigneter Weise ausgewihlte
Punkte der Kugel durch die Substitutionen B~* und C in drei neue Punkie zu trans-
formiren, Die Doppelpunkte der durch diese beiden Punktetripel bestimmten pro-
jectiven Beziehung stellen dann die gesuchten Doppelpunkte der Substitution 4 dar.
Vgl. die Losung jener Aufgabe bei Wedekind, Diss. Erlangen (1875) pag. 30.
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laufen?*) Wir argumentiren folgendermassen: Fithrt man um gje
Gerade 2 eine Schraubenbewegung B aus, die den Punkt e, in dep
Punkt «, iberfihrt und dann eine Schraubenbewegung €' um die
Gerade 3, welche & in a, iberfihrt, so ist a, an seine Ausgangs-
stelle zuriickgekommen. Mit anderen Worten: Durch die Aufeinander-
folge der Substitutionen B und C ist auf der Kugel eine projective
Beziehung ihrer Punkte hergestellt, deren einer Doppelpunkt vom
Punkte e, geliefert wird. Nun sind aber die genannten beiden Sub-
stitotionen B und C durch die Figuren 29, lg, ¢ vollstindig geometrisch
bekannt. Damit ist die Hauptaufgabe auf die Hilfsaufgabe zuriick-
gefihrt, deren geometrische Losung oben bereits durchgefiihrt ist. Mit
dem Punkte a, ist natiirlich sofort der Punkt «, gegeben. Wir wollen
es tibergehen, die Construction in einer Figur auszufiihren, da ja eine
solche keinerlei Schwierigkeit mehr bietet, wenn sie auch ziemlich
complicirt sich gestaltet.

Es bleibt nur noch ein Wort zu sagen iiber die Auswahl des
Punktes @, unter den beiden Fixpunkten de¥ Substitution 4, sowie
tiber die Willkiir in der Bezeichnung der Schuittpunkte «, a8, 8,7,7,
in den Figuren 29a, b, c. Was den ersten Punkt betrifft, so zeigt eine
einfache Betrachtung, dass die Gebilde der Geraden I, I, IIT, welche
man durch die eine oder andere Auswahl des Punktes «, unter den
Fixpunkten der Substitution A erhdlt, sich nur um eine halbe Drehung
um die Axe I unterscheiden und daher gleichwerthig sind. Was aber die
Willkiir in der Bezeichnung der Punktepaare «, a, 3, 8,7, der Figuren
29, a, b, ¢ angeht, so ist unschwer zu erkennen, dass man bel einer
geraden Anzahl von Vertauschungen der Bezeichnung jedes Paaves zu
derselben Construction der Fixpunkte der Substitution 4 und damit
des Gebildes I, 11, 111, bei einer ungeraden Anzahl von Vertauschungen
dagegen (z. B. bei der Vertauschung der Bezeichnungen p, und y, in
Fig.29,b) zu anderen Fixpunkten der Substitution 4 und damit zu einem
zweiten, von dem ersten verschiedenen Gebilde der Geraden I, I, I11
gefithrt wird. Wir bekommen fiir gegebene Werthe 4, u, v demnach geo-
metrisch immer swei Kerne, von denen aber, sobald wir die Werthe der
Exponenten A, u, v bestimmt. fixirt denken, nur der eine fumctionentheo-
retisch fiir uns in Betracht kommt.**) Dies Resultat erweist sich vollig

*) Fiir den speciellen Fall, dass das gesuchte Punktepaar zu den beiden ge-
gebenen gemeinsam harmonisch gelegen sein soll, ist eine einfache Construction
nach der Mittheilung des Herrn Klein von Herrn Wedekind in seiner Diss,
{Erlangen 1875) pag. 31ff. angegeben. Wir haben diese Construction ja bereits
anzuwenden Gelegenheit gehabt. — Interessant ist insbesondere der Specialfall,
dass je zwei der drei Punktepaare ein reelles Doppelverhiltniss darbieten; der-
selbe fiihrt ingbesondere auf solche Geradengebilde 1, 2, 3, wie sie zu dem Kern
reeller oder rein imagindrer 4, w, » gehdren (Wedekind, 1. c. pag. 25).

#*) Vergl. pag. 222 und pag, 172 Nr. 2.
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in Uebereinstimmung mit der Bemerkung zu Anfang dieses' Paragraphen,
dass die Losung der Constructionsaufgabe zweiwerthig sein muss. Wohl
aber fithrt die richtig verstandene Aufgabe der p. 206 natiirlich nur zu
einer Losung,
§ 18.
Ueberblick iiber die Gesammtheit aller iiberhaupt méglichen Kerne.

Wir fiigen den bisherigen Betrachtungen des Kernes noch einige
Bitze hinzu, die uns einen Ueberblick iiber die 6-fach unendliche
Manpnigfaltigkeit aller iiberhaupt mdglichen Kerne gestatten. Der
einzelne Kern ist durch die Punkte @,, b,, ¢, und die gegebenen
Werthe Az, pn, vx vollstindig (allerdings zweideutig) bestimmt. Um-
gekehrt sind durch den Kern ja auch die Grossen iz, uz, vx be-
stimmt, abgesehen von der Vieldeutigkeit dieser Werthe, die stets
beim einzelnen Kern vorhanden ist.*) Richten wir nun unser Augen-
merk auf diejenigen Punkte, die aus den Fixpunkten a, bezw. b,
oder ¢; durch die Fundamentalsubstitutionen B bezw. I oder A her-
vorgehen; wir wollen dieselben mit a,, b,, ¢, bezeichnen, indem
sie leicht aus den Punkten a,, b,, ¢, erhalten werden, wenn wir ent-
sprechend um die drei Geraden des Polarkernes halbe Umdrehungen
ausfithren. Man {ibersieht sofort, dass der einzelne Kern auch durch
die Punkte a,, b, ¢;; a,, by, ¢, vollstindig (und zwar eindeutig) be-
stimmt ist, indem z B. die Substitution A durch die sich entsprechen-
den Punktepaare b, ¢; und b, ¢,” und den Fixpunkt @, bestimmt, und
damit dann auch ihr zweiter Fixpunkt @, zu construiren ist, Letzteres
filhrt zu der allgemeinen Aufgabe: Auf der Kugel ist eine projective
Begichung gegeben, deren einer Doppelpunkt bekannt ist; den zweiten
Doppelpunkt zu construiren. Ich habe die folgende, einfache Liosung
gefunden: Man lege in dem obigen Beispiel durch die Punkte @, , ¢, &,
und die Punkte a,, ¢;, b,” je einen Kreis; der zweite Schnittpunkt
dieser Kreise sei der Punkt P. Dann lege man durch P, &, b,’ und
andererseits 2, ¢,, ¢,” wiederum je einen Kreis. Der zweite Schnittpunks
der letzteren ist der gesuchte Punkt a,.

Es gelten nun die folgenden Sitze:

Wiihlt man bei festgehaltenen Punkten ay, by, ¢, die Punkte a,’, b, ¢,
bezw. irgendwie auf drei Kreisbogen der zu den Punkten by ¢y, ¢, ay, a4b,
gehirenden elliptischen Kreisschaar, so haben die reellen Bestandtheile
¥, u', v’ der sugehirigen Grissen A, u, v stets denselben Werth.

Wiaikit man bei festgehaltenen Punkten aq, by, ¢, die Punkte a,', by, ¢,
bezw. irgendwie auf drei Kreisen der analogen hyperbolischen Kreis-
schaar, so haben die imaginiren Bestandtheile 14", ip”, tv" der Grissen
A, p, v stets denselben Werth.

*) Vergl. pag. 187 und 188, sowie pag, 199 uud 200.
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Der Beweis dieser Sitze stiitzt sich bei passend gewihlter specieller
Lage der Punkte a, b, ¢; auf die Siitze der Elementargeometrie der Ebege
von der Gleichheit der Periphberiewinkel iiber demselben Bogen und
dem geometrischen Ort aller Punkte, deren Verbindungslinien mit zwei
festen Punkten dasselbe Verhiltniss zeigen.

Die beiden Lisungen der Construction des Kernes bei gegebenen
Werthen 1, u, v unterscheiden sich in der Weise, dass die Punkte
ay, by, ¢, bei festgehaltenen Punkten ay, by, ¢, wohl auf denselben
hyperbolischen Kreisen, doch auf ,,complementéren (d. h. sich zu einem
vollen Kreise erginzenden) elliptischen Kreisbogen liegen.

Die Punkte a,, b,, ¢, gewinnen iibrigens besonders deswegen fiir
uns an Interesse, weil sie die vierten Eckpunkte unserer Fundamental-
bereiche in der Vierecksform darstellen.

In wiefern die pag. 203 u. 204 ff. behandelten Fille eines unbestimmten
Kernes hier zur Geltung kommen, ist leicht zu erkennen. Bei dem
Kern a, 1 des vorigen Paragraphen sind insbesondere die Punkte a,, b,’, ¢,
entspr. in die Punkte a,, b, ¢;, bei dem Kern ¢, 1 die Punkte b, und ¢,
in die Punkte b, und ¢, gefallen, wihrend a, von a, getrennt liegt,
Jedoch sei auch auf den Kern g, 3 hingewiesen, bei dem es nicht
moglich ist, wie hier stillschweigend angenommen ist, die Fixpunkte
a,, b, ¢, als von einander getrennte Punkte auszuwihlen.

IV. Theil

Ueber die geometrische Natur der allgemeinen Kreisbogen-
dreiecke.

§ 14,

Allgemeine Construction der Kreishogendreiecke bei gegebenen reellen
Exponenten A, u, ».

Wir wenden uns zu einem neuen Haupttheile unserer Unter-
suchungen. Derselbe beschiftigt sich mit den von Kreisbogen be-
grenzten Flichen, die zu dem Kern der Geraden I, I1, I11, als Funda-
mentalbereiche der zugehdrigen s-Function zu construiren sind. Um uns
bestimmter ausdriicken zu kbnnen, beschrinken wir uns zunichst aof
den Fall reeller 4, g, v, in dem die Geraden I, II, III des Kernes sich,
wie wir wissen, in einem Punkte ausserhalb, innerhalb oder auf der
Kugel schneiden. Hier legen wir uns die Frage vor: Wie werden die von
drei Kreisbogen begrenzten, einfach zusammenhingenden Flichen, die
wir ,,sphérische Dreiecke” im weiteren Sinne neunen konnen, ganz all-
gemein aussehen, deren Ecken in drei Schnittpunkten der Geraden
I, I1, ITT wit der Kugel liegen und deren Seitenebenen sich in den-
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selben drei Geraden schneiden? Wir werden uns hier natiirlich von
vornherein auf solche Dreiecke zu beschrinken haben, bei denen
Windungspunkte irgend welcher Ordnung weder im Innern noch auf
den Seiten mit Ausnahme der drei Eckpunkte
vorkommen. Die nebenstehende Figur mdge
jedoch ein einfaches Beispiel eines Dreiecks
mit einem Windungspunkte erster Ordnung
im Innern geben.

Offenbar kbnnen wir sofort den ganz all-
gemeinen, fiir alle Dreiecke geltenden Satz
aufstellen: Die Winkel in den Ecken des
Dreecks miissen allemal mit den pag. 18T u.188
am Kern definivten veellen Grissen X w, u'x, v'x
bis auf ganze Vielfache von = dibereinstimmen. Denn denken wir uns
die drei Symmetriedreiecke eines vorliegenden, beliebig gestalteten
Dreiecks in Bezug auf die begrenzenden Kreisbogen hinzugefiigt, so
kann man stets um die drer Kanten des zum urspriinglichen Dreieck
gehorenden Dreikants, d. h. um die drei Geraden des Kernes, nach
einander Drehungen ausfiihren, welche die Symmetriedreiecke successive
in einander iiberfilhren und demnach in ihrer Aufeinanderfolge die
Identitit erzeugen (vergl. pag. 168). Auf welche Weise kinnen wir nun
Kreisbogendreiecke der hier in Betracht kommenden Art mit belicbig vor-
gegebenen Winkeln Az, wx, v wirklich construiren? In der Beantwortung
dieser Frage wollen wir unser Augenmerk zugleich darauf richten, wie oft
in den construirten Dreiecken sich die Seiten selbst itherschlagen, d. h.
wie oft dieselben eine volle Kreisperipherie umspannen. Wir treffen in dem
Betracht die Bestimmung, dass wir bei einer Seite, welche gerade eine
ganze Zahl von Kreisperipherieen umliuft, die letzte Umspannung nieht
als Ueberschlagung rechnen wollen, In unseren Figuren werden wir uns,
wie bisher, der stereographischen Projection der Kugelfliche auf die
Ebene bedienen. Unsere Betrachtungen schliessen sich im iibrigen eng an
die schon erwihnte Arbeit des Herrn Klein Ann.37, 1890, pag.579f. an,

Man sollte nun vielleicht erwarten, dass wir die Construction der
Kreisbogendreiecke jetzt direct auf der Construction des einzelnen
Kernes bei gegebenen Werthen 4, p, v aufbauen wiirden, Ks wiirde
dieses auch sehr gut mbglich sein. Gleichwohl ziehen wir es vor, hier
independent vorzugehen, da wir auf solche Weise sogleich einen Ueber-
blick iiber die Gesammtheit aller {berhaupt mdglichen Kreisbogen-
dreiecke gewinnen. Erst in einem der spiteren Paragraphen werden dann
die bisherigen Betrachtungen des Kernes zu ihrer vollen Geltung kommen.

Zunschst ist es einleuchtend, dass wir die drei Ecken des zu
construirenden Dreiecks willkiirlich wihlen konnen, indem wir ja alle
diejenigen Dreiecke als gleichwerthig fiir uns anzusehen haben, die

Fig. 80.

Mathematische Annalen, XLIV. 14
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durch eine lineare Transformation der Kugel in sich in einander ther—
gefithrt werden konnen. Unsere Methode wird nun darin bestehen,
dass wir von einem bestimmien Ausgangsdreiecke ans durch einere
continuirlichen geometrischen Process, der einer arithmetischen Zerlegungs
der Werthe A%, um, vz entspricht, das verlangte Dreieck aufbauen.
Wir werden zugleich erkennen, dass wir auf solche Weise fiir jedes
Werthetripel 4, p, v stels ein und nur ein Dreieck erhalten, so dass
wir die Berechtigung gewinnen, den geometrischen Process geradezu
zur Definition unserer Dreiecke an die Spitze zu stellen. Moge es
gestattet sein, hier eine Bemerkung allgemeiner Art einzuschalten.

Wenn es auch wohl kaum zweifelhaft sein kann, dass die von uns
dargestellten Kreisbogendreiecke die Gesammtheit aller Kreishogen -
dreiecke erschdpfen, die einfach znsammenhingende Bereiche ohne
Windungspunkte im Innern und auf den Seiten mit Ausnahme der
Ecken darstellen, d. h. dass es ausser den von uns construirten Kreis—
bogendreiecken keine anderen der genannten Eigenschaft giebt, so ist
jedenfalls ein zwingender Nachweis fiir diese Behauptung iberhaupt
zu fithren unmbglich. Denn wie soll man zeigen, dass irgend
ein geometrisches Gebilde von gewissen HEigenschaften nicht anders
zu denken moglich ist, als das gerade vorliegende Beispiel zeigt,
da doch jeder derartige Beweisgang an eine bestimmte und klare
Vorstellung ankniipfen muss? Auch ein functionentheoretischer Beweis,
der etwa sagt: Jedes Kreisbogendreieck der genannten Art muss mam
doch auf die Halbebene abbilden kidnnen, dies fiihrt uns aber zu der
bestimmten Differentialgleichung [s]. = E(#), welche umgekehrt nur
eine s-Fanction fiir gegebene Werthe 4, u, » definirt und also anch
nur ein Kreisbogendreieck (abgesehen von einer linearen Transforma-
tion) als moglich zuldsst (vergl. Klein, Aun, 37, p. 579 (1890)), auch
dieser Beweis ist fiir den hier vorliegenden Gesichtspunkt nicht als
zwingend anzusehen. Denn derselbe legt in der Benutzung des Rie-
mann’schen Existenzsatzes wieder bestimmte geometrische Vorstellungen
za Grunde. Letzterer kann aber keineswegs verwandt werden, um umge -
kehrt den Schluss za machen, dass es nun auch keine anderen Gebilde gielbt
als bei seiner Begriindung allgemein vorschweben. Im tibnigen hat diese
ganze Frage ja mebr philosophische als rein mathematische Bedeutung. —

Es selen nun die Grissen L, u, v, die wir stefs als positiv voraus-
setzen wollen, der Art geordnet, dass 4 > p > v ist, was die Allgemein -
heit nicht beschrinkt. Wir setzen dann:

1) A=f+y, p=y+e, v=a+8p.
Hieraus ergiebt sich sofort:

- 1— -
@) a=u+; ' ﬂ=v+2 3 y="+‘2° v,

Wir haben nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem A <y -+ 2
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oder 4 > u + v ist. Im ersteren Falle sind die Zahlen ¢, §, y simmt-
lich positiv oder gleich O, im letzteren Falle ist § und p positiv, e
dagegen negativ, dagegen niemals eine der Grossen -
gleich 0.

Wir behandeln zunichst den ersten Fall:
igp+wv.

Als Ausgangsdreieck unserer Betrachtung wihlen
wir ein Dreieck mit drei Winkeln gleich 0, wie es
die nebenstehende Figur giebt. Unser geometrischer
Process I wird nun darin bestehen, dass wir die
Fliche dieses Dreiecks iiber die drei Seiten hinaus unter Festhaltung
der Ecken in bestimmter Weise wachsen lassen der Art, dass die
Begrenzungen stets wieder von Kreishogen gebildet werden. Die
Figuren 32.—34 mogen das Wachsthum der Fliche tber die Seite L .M

- Fig. 81.

Fig. 38, Fig. 34.

hinaus veranschaulichen. Der Kreisbogen LM wird immer weiter
nach aussen hinausgeschoben; wir kénnen uns etwa denken, dass bei
14%
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der Darstellung auf der Kugel die Ebene der Seite LM um die gerade
Verbindungslinie der Punkte L und M sich dreht und hierbei gje
Fliche des Dreiecks LM N gleichsam wie eine diinne Membran mit
sich zieht und ausspannt. Bei weiterer und weiterer Drehung wird
die Membran sich dann, wie iber die ganze Kugel, so tiber die yur.
spriingliche Fliche des Ausgangsdreiecks hiniiberschieben, vielleicht
auch noch zum zweiten, dritten Male u. s. w., indem sie sich up
die Punkte L und M herumwindet. Es hat nun durchaus kejne
Schwierigkeit, sodann in gleicher Weise eine Ausdehnung des Aus-
gangsdreiecks tiber die Seite L M und M N vorzunehmen. — Nyp
erkennt man, dass bei dem Wachsen der Fliche z. B. lings der Seite
LM der Winkel an der Ecke N unveréndert bleibt und nur dje
Winkel L und M und zwar stets um dieselben Betriige zunehmen,
Werfen wir daher einen Bliek auf die Formeln (1), so kommen wir
zu folgendem Endresultat: Um in unserem ersten Falle das Dreieck
mit den Winkeln Ax, um, v zu construiren, werden wir in unserem
Ausgangsdreieck LM N die Seite MN wum den Winkel ax, die Seite
LN um den Winkel Bz, dic Seite LM um den Winkel yx nach
aussen zu drehen haben. Die Anschanung zeigt zugleich, dass in den
Dreiecken dieser ersten Art sich keiné Dreiecksseite iiberschlagen wird.

Wir wenden uns nun 24 dem zweiten Falle: 4 > y 4 v,

Wir setzen: A=p 4 v+ 2je|, g =g, v = v, indem wir mit
|a| den absoluten Betrag von o bezeichnen. Als Ausgangsdreieck
wihlen wir wieder ein Dreieck, dessen simmtliche Winkel gleich 0
sind; dasselbe mdge jedoch von drei Halb-
kreisen begrenzt sein, wie Figur 35 zeigt.
Wir gelangen jetzt in zwei Schritten zum
allgemeinen Dreieck mit den Winkeln 1z, us,
, vx. Zundchst construiren wir ein Dreieck mit

den Winkeln 4, w=2|a|x, p,x=0, v,z=0.
! Wir halten in dem Ausgangsdreieck die Ecken

e i L und M fest, lassen die Ecke N sich jedoch
. im positiven Sibne auf dem Kreise der Seite
M N bewegen, so dass die Seite LN sich um L drebht und hierbei die
Membran der Dreiecksfliche mit sich ziebt (Fig. 36). Man sieht, dieser
Process II lisst sich beliebig fortsetzen. Die Ecke N des Dreiecks wird
sich mit ihrem Zipfel schliesslich iiber die Fliche des Ausgangsdreiecks
hinitberschieben (Fig. 37), bei nochmaligem Umlauf des Punktes N zum
zweiten Male u. s. f. Hierbei nimmt allein die Grosse des Winkels L
continuirlich zu. Hat man in solcher Weise das Dreieck mit den Winkeln
Mr=2|alm, pjx =0, v,x =0 construirt, so steht mnichis im
Wege, jetst in einem sweiten Schritte moch die Seiten L N und LM
dieses Dreiecks durch den Process I wm den Winkel um resp. vx
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nach aussen hinauszuschicben. So erhalten wir leicht das gewiinschte
Dreieck zweiter Art mit den Winkeln in, px, v,

Wie verhilt es sich nun in dem schliesslich gefundenen Dreieck
mit der Ueberschlagung der Seiten? Offenbar ist sofort ersichtlich,
dass der zweite Schritt die Seiten LM und LN sich niemals tber-
schlagen lésst. Andererseits wird die erste Seite M N sich einmal
iiberschlagen haben, sobald der Winkel 4, = grisser als m geworden
ist. Wir erhalten daher das Resultat: Die Seite M N wird sich so oft
iiberschlagen, als die Zahl E(E—lﬁléi—})==E(1:—”—§£t—l) angiebt,
wobei das Symbol E die grosste ganze Zahl bezeichnet, welche von
dem Klammerausdruck {iberschritten wird. Wenn wir die Bedeutung
des Symbols E noch dahin modificiren, dass es die grisste ganze
positive Zahl bezeichnen soll, welche von dem beigesetzten Klammer-
ausdruck iiberschritten wird, so konnen wir die Betrachtung der
Falle I uwnd II unter Verzicht auf die Bedingung 4 > g > »
schliesslich in dem allgemeinen Satze zusammenfassen, der genau
das von Herrn Klein gefundene Resultat darstellt: Es dst bei vorge-
gebenen Grossen Ax, um, vx allemal moglich, das zugehirige Dreieck

ou construiren. In demselben diberschldgt sich die dem beliebigen Winkel

Axm gegeniiberliegende Seite so oft, als das Symbol E (1—————“ “;v—H)

angiebt. Jedoch wird diese Zahl hichstens
fiir eine der Dreiecksseiten griosser als
Null sein.

Es ist nun leicht zu iibersehen, dass
man auch im Falle II die Dreiecke aus
dem Ausgangsdreieck des Falles I unter
Festhaltung der Hcken aufbanen kann.
Jedoch wird man nicht mehr einen con-
tinuirlichen Process durchfiihren kénnen,
sondern man wird neben der Anwendung
des geometrischen Processes I lings
cines von dem Eckpunkte L nach der Gegenseite M N gezogenen
Verzweigungsschnittes E Kugelkalotten anhfingen miissen Azp=),

Fig. 8.



214 Fr. Scamrixa,

deren Begrenzungskreis mit dem Kreis der Seite M N zusammenfillt,
Die Aphingung einer solchen Kalotte wird durch die Figur 38 erldutert;
der Bereich ist im Unendlicken geschlossen zu denken, indem er
sich tiber die ganze Kugel heriiberzieht. Diese Betrachtungen finden
ihren Ausdruck in dem Satze: Alle Dreiecke mit denselben Ecken,
welche dieselbe Zahl der Ueberschlagungen der einen Seite besitzen , bilden
ein Continuum, d. h. man kann von einem beliebigen Dreieck unter ihnen
zu jedem anderen durch einen continuirlichen geometrischen Process
(bei Festhaltung der Ecken) gelangen, der nur durch Dreiecke dieser
Schaar hindurchfthrt. Diese letate Eigenschaft bestebt andererseits
niemals fir zwei Dreiecke, bei denen die gleiche Seite in verschiedener
Zah! oder aber verschiedene Seiten sich iiberschlagen.

Der letste Grund fiir das Aufireten der verschiedenen Continua der
Dreiecke mit denselben Ecken ist darin zu suchen, dass 2. B. das Dreieck
mit den Winkeln =,0,0 (oder allgemeiner m-+(6 1), 67, T) als Grens-
fall swei verschiedenen Continuis angehdrt und somit sprungweise den Ueber-
gang zwischen Dreiecken verschiedener Continua vermittelt (Fig. 39, 40)

Dieser sprungweise Uebergang erklirt sich weiter aus dem Umstande, dass
nach der fiir die Dreiecke zweiter Art angegebenen Methode construirt das
Dreieck mit den Winkeln x, 0, O durch die Figur 41
gegeben wird, also durch ein Dreieck mit zwei
susammenfallenden Bcken.

Die zu den Figuren 39, 40 gehdrenden Funda-
mentalbereiche der Exponenten 1==1+4-64-7, p=og,
v=r1 sind natiirlich functionentheoretisch unbrauch-
bar, da dieselben durch eine Einschniirung am Punkte
L in zwei Sticke zerfallen (vgl. Fig.52). Es ist inter-

Fig. 41, essant niher zu verfolgen, was aus der Abbildung
des spharischen Dreiecks auf die positive Halbebene (oder auf das
Innere eines Kreises) in diesen Grenzfillen wird, wenn man sich den-
selben continuirlich von brauchbaren Dreiecken aus nihert.

Man wird die Figuren 39 und 40 einerseits, Figur 41 andererseits
natfirlich nur in dem Sinne noch kreisverwandt (nach Mobius) nennen
kdnnen, wenn man Substitutionen mit oo hohem Exponenten zulsisst.
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§ 15.

Das Auftreten zusammenfallender oder sich beriihrender Begrenzungs-
kreise des Dreiecks,

Es bleibt noch ein Wort zu sagen dber das Auftreten ganseahliger
Werthe der Grossen 4, u, ».

Offenbar kann der einzelne Exponent 4, u, v nur dann ganzzablig
sein, wenn die beiden die entsprechende Dreiecksecke einschliessenden
Kreisperipherieen entweder zusammenfallen oder sich beriihren, und
umgekehrt, Indem wir uns einen Gesammtiiberblick Gber die geo-
metrische Gestalt der Dreiecke mit ganzzahligen Werthen 4, w, »
zu geben vorbehalten, wollen wir hier vorerst die Frage erbrtern, wie
wir von vornherein bei gegebenen Werthen 4, u, v entscheiden kénnen,
ob fir einen gamzsahligen Exzponenten die sugehirige Ecke von 2 zu-
sammenfallenden oder wom 2 sich beriihrenden Kreisen gebildet wird.
Diese Frage ist deswegen von besonderer Wichtigkeit, weil im letzteren
Falle die auf pag. 164 fiir die betreffende Particularldsung unserer
Differentialgleichung allgemein angegebene Potenzentwickelung nicht
mehr in unverinderter Form gilt, vielmehr dann auf der rechten
Seite ein logarithmisches Glied auftritt.

Betrachten wir zunichst auf Grund unserer auf pag. 210 £ an-
gegebenen Methode der Construction des sphiirischen Dreiecks fiir ge-
gebene Werthe 4, p, v, wann die Begrenzung des letzeren nur einer
Kreisperipherie, wann sie nur zwei Kreisperipherieen angehdren wird,

Eine Kreisperipherie, die also durch die Punkte L, M, N be-
stimmt ist, kann offenbar nur bei den Dreiecken erster Art eintreten,
und zwar werden allgemein, wie sofort zu iibersehen ist, die Grdssen
A, ¢, v die Form haben miissen

A=14m+n, u=1+1+n v=1+m+]
woselbst I, m, n positive ganze Zahlen einschliesslich der Null be-
seichnen. Die Grossen A, g, v miissen daher gamee Zaklen von wn-
gerader Summe sein, fiir die iiberdies die Bedingung A < u + v,
p<v+ 4, v<i+p gilt (vergl. Schwarz, Ges. Abh. II. pag. 259).

Wamn aber werden wenigstens fir eine Ecke, 8. B. fiir die Ecke I, die
beiden zugehirigen Kreisperipherieen der Begrenzung zusammenfallen?
Was zunichst wieder die Dreiecke erster Art betrifft, so werden EhY
Grossen 4, u, v sich alsdann in der Form darstellen lassen miissen:

1) d=l4p4+q u=it+ete v—=z+r+te

woselbst jetzt p und g ganze Zahlen bezeichnen, wihrend ¢ eine be-
liebige positive Zahl ist. — Bei den Dreiecken zweiter Art dagegen
kann natiirich nur von der dem grossten Exponenten zugehorigen
BEcke L (Fig. 87) in dem angegebenen Sinpne die Rede sein. Wir
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wollen zunichst ausschliessen, dass die beiden iibrigen Ecken M und
N zusammengefallen sind. Dann milssen die Grossen 4, y, v die
folgende Darstellung zeigen:

2) A=2a|+2u+p+¢ v=u+p, vi=p+4¢

mit der Bedingung, dass 2 |e| 4 2u, =2m -4 1 d. h. eine ungerade
positive ganze Zahl ist. Hier hat 2 |a| die auf pag. 52 angegebene
Bedeutung; p und g bezeichnen wieder ganze Zahlen, w, mag iiber-
dies der Gleichung O <C u, < 1 geniigen. — Fallen endlich die beiden
Eckpunkte M und N unserer sphirischen Dreiecke des Falles II zu-
sammen (vgl. Fig. 41), so mtissen die Grossen 4, p, » die folgende
Zerlegung gestatten:

8) i=2n+1+p+yq, p=p+9, v=9g—97,
woselbst #n, p, ¢ wieder ganze Zahlen und d eine beliebige Zahl be-
deutet. Nun erkennt man leicht, wieder in Riicksicht auf die all-
gemeine Methode der Construetion der sphiirischen Dreiecke, dass
auch umgekehrt die Darstellungsformen 1, 2 oder 3 eine hinreichende
Bedingung bilden, um auf das Lusammenfallen der die Ecke L bildenden
Krelsperlpherleen zu schliessen; zugleich werden im Falle 3 stets die
Ecken M und N des Dreiecks zusammenfallen. — Indem wir die in der
Darstellung 1, 2, 3 liegenden Bedingungen in aligemeiner Form zu-
sammenfassen, gewinnen wir den wichtigen Satz: Die beiden die be-
licbige Ecke L bildenden Kreisbogen werden denselben Kreisperipherieen
angehoren, falls A eine ganze Zahl und

; A—u+4v=2n-+1 (Darstellungsform 1 und 2)

oaer

A—u—v=2n-+ 1 (Darstellungsform 3)
d. h. gleich einer gangen positiven ungeraden Zahl ist, wober wir zu-
gleich u > v voraussetzen. Letztere Einschrinkung ergiebt sich als
nothwendig, um die erste Bedingung allein fiir die zu dem grdssten
Exponenten zugehorige Ecke eines Dreiecks zweiter Art giiltig zu
wissen. ¥)
Dem letzten Satze kdnnen wir nun sogleich noch die folgende
wichtige Ergéinzung zur Seite stellen: Ist der Exponent 1 eine ganze
- Zahl, dagegen weder
h—p v =204 1 (fir g > )

noch A—pup—v=2n+1,

so gehiren nothwendig die beiden die Ecke L bildenden Bogen awei sich
beriikrenden Kreisen an, d. h, die Ecke L ist eine wesentlich singuliire

) *) Vgl. Sehwarz. Ges. Abh. IL. pag. 256, insbesondere auch fiir das Folgende,
sowie Schellenberg, Diss. Gottingen 1892, pag. 65, woselbst dieselben Be-
dingungen bei der analytischen Untersuchung betr. das Wegfallen der Logarithmen
hervortreten.
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Stelle fur die s-Function (nach der Bezeichnung von Weierstrass).
Indem die zu der Ecke L zugehdrige Fundamentalsubstitution dann
parabolischen Charakter trigt, wollen wir die Ecke im vorliegenden
Falle als parabolische Ecke bezeichnen.

§ 16.
Theorie der ,reducirten” und ,verwandten Dreiecke fiir reelle, nicht
ganzzahlige Exponenten,

Die Gesammtheit aller Dreiecke, in denen kein Winkel grdsser
als 27 und keine 2 Winkel grisser als = sind, wollen wir weiterhin
als ,reducirte Dreiecke” bezeichnen.*) Dieselben gehdren, abgesehen
von einer cyklischen Vertauschung in der Bezeichnung der Ecken
a,b¢,, in dem frither festgesetzten Sinne offenbar 2 Continuis an,
Wie viel reducirte Dreiecke wird es nun bei einem beliebigen Kerne der
Geraden I, II, III geben, wenn wir die Wahl der Dreiecksecken
unter den Iigpunkien a,a,b bycic, freistellen? Um nicht immerfort
unsere allgemeinen Betrachtungen durch Zusitze begrenzen zu miissen,
wollen wir vor der Hand ganzzahlige Werthe der Exponenten aus-
schliessen, indem wir die zu ihnen gehdrigen Dreiecke fiir eine be-
sondere Betrachtung uns vorbehalten.

Wir haben die 3 Félle des Kernes zu unterscheiden, dass die
Geraden I, II, III sich entweder im Inmern der Kugel oder im
Aeusseren derselben oder auf der Kugel in einem Pumkie schneiden.
Die beiden ersten IFille sind morphologisch dadurch unterschieden, dass
die 3 Schnittkreise der durch je 2 der Geraden I, II, IIT gelegten

Fig. 42,

Ebenen mit der Kugel einen imaginéiren oder einen reellen gemein-
samen Orthogonalkreis besitzen (Fig. 42, 43). Im letzten Falle da-
¥) Vergl. die etwas abweichende Definition des rgducirten Dreiecks bei

Hrn. Schwarz, 1872, Ges. Abh. II. pag. 286--236, sowie bei Hrn. Klein,
1890, Anpn. 37, pag. 580.
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gegen gehen die genannten 3 Schnittkreise durch einen Punkt, den-
geﬁ)en wird man gern ins Unendliche transformiren, wodurch in der
s-Ebene die 3 Kreise in gerade Linien fibergehen (Fig. 44, a, b.),

Fig, 44, a. b,

Wir wollen nun zunichst die fiir die Figuren 42 —44 gemeinsam
geltenden Beziehungen in Worten beschreiben und dann durch weitere
Figuren fiir die einzelnen Fille erldutern. Wir sagen: Zu jeder Auswahl
der 3 Ecken gehbren vier reducirte Dreiecke, von denen drei zu dem
vierten Dreieck in der Beziehung der , Aussendreiecke® zum , Grund-
dreieck stehen; in jedem Aussendreieck ist allemal einer der Winkel
grisser als w. Je zwei ,complementire Auswahlen der 3 Ecken liefern
zu einander ,,symmetrische” Dreiecke, d. h. Dreiecke mit denselben
Winkeln, jedoch mit verschiedener Aufeinanderfolge der 3 Ecken bei
bestimmter Umlaufsrichtung der Begrenzung. Indem wir symmetrische
Dreiecke nicht als verschieden ansehen — dieselben stehen in indirecter
M&bius’scher Kreisverwandtschaft —, werden wir demnach 4 Grund-
dreiecke in jedem Kern auswihlen kinnen; von diesen 4 Dreiecken
stehen 3 zu dem vierten in der Beziehung der ,Nebendreiecke® zum
»Hauptdreieck’; doch ist diese letate Unterscheidung, besonders fir den
Fall der Figur 42, weniger von principieller Bedeutung. In den
Figuren 42 —44 ist allemal das Dreieck a,b ¢, als Hauptdreieck ge-
wihlt worden, die an seine drei Seiten anstossenden Nebendreiecke
8 by 65 ay6by; by¢ a, sind durch Schraffirang hervorgehoben. In der
Figur 43 iberdecken sich diese drei Nebendreiecke gemeinsam in dem
Dreieck a,b,¢,, Die Summe der Winkel des Hauptdreiecks a, b,¢, der
Figuren 42 —44 ist entsprechend > =, < = oder gleich =, wie leicht
zu {ibersehen ist.

Bezeichnen wir die Winkel eines Grunddreiecks z. B. des Haupt-
dreiecks eines Kernes mit Agw, gy, vym, so werden dic Winkel der
16 dberhaupt vorhandenen reducirten Dreiecke desselben durch die folgende
Tabelle, wieder unter Fortlassung des Factors T, gegeben:
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aybe; oder
Ay bycy

ay b oder agbyeq oder agbye; oder

Ecken:
as by a, b6, a bacy

Grunddreiecke: oy Moy % 1—2g, 1—pg, vy | 1—2¢, oy 1—¥¢ | Ao, 1~ 0y 1%

2o, 1—tho, 1—wq | 1-Ag, o, 1~y | Aoy 1—ptgy 1o [ 1—2g, 14p0s %o

o

Aussendreiecke: =24, 2—pg, 1=y | Ao, 14-pg 1—w | 1529, 1—ug, 79 | 1—20 g, 149,

1—Rgy 1—p, 2"“"01 Aoy oy 2—wg | g, 2—po, ¥y | 2—Noy Hoy %o

Nun gilt es, von den verschiedenen mbpglichen Gestalten dieser
Dreiecke sich eine Anschauung zu bilden. Am einfachsten ist der Fall
der Figur 42, in dem die Nebendreiecke nicht wesentlich vom Haupt-
dreieck verschieden sind; eines der Aussendreiecke wird beispielsweise
durch Fig. 45 gegeben. (In den Ecken der Dreiecke wird allemal die

Grosse der Winkel in Beziehung auf die Tabelle angegeben.) Im Falle
der Figur 43 sei eines der morphologisch gleichwerthigen Aussen-
dreiecke des Hauptdreiecks durch Fig. 46, eines der Aussendreiecke
des Nebendreiecks a,b,¢,, welches dem zweiten Aussendreieck wieder
morphologisch gleichwerthig ist, durch Fig. 47, das dritte Aussen-
dreieck des Nebendreiecks aber durch
Fig. 48 gegeben. In letzterem iiber-
schléigt sich die Seite a,b, einmal; die
Figur ist daber etwas verzerrt gezeichnet
worden. Nun kommt schliesslich noch
der Uebergangsfall der Fig. 44, a, b.
Auch an ihr werden wir siimmtliche
16 reducirten Dreiecke aufzeigen kinnen,
jedoch ist allemal von je zweien der zu
einander symmetrischen Dreiecke eines
zu einem unbrauchbaren Bereich ausgeartet. Eines der Aussendreiecke

Fig. 48.
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des Hauptdreiecks @,b, ¢, giebt Fig. 49, woselbst die Seite b, ¢, sich
iiber den Unendlichkeitspunkt heriiberzieht; eines der Aussendreiecke

Fig. 52.

des Nebendreiecks @ b,c,, welches dem zweiten wieder morphologisch
gleichwerthig ist, giebt Fig. 50, das dritte zugehdrige Aussendreieck
endlich Fig. 51. Das zu letzterem symmetrische Dreieck, welches der
urspriinglichen Auswahl der Ecken a,b,¢, entspricht, ist in 2 Zweiecke
ausgeartet, wie sie Fig. 52 darstellt.

Wir werden jetzt wiinschen, ein unmittelbares algebraisches Kri-
terium zu besitzen, um bei gegebenen Werthen 2, g, » (die wir,
wie schon gesagt, stets als positive Grossen voraussetzen) einmal sofort
m erkennen, wann fiberhaupt ein Bereich sich geradlinig begrenzen
lésst, und ferner welche Mcken hierbei in den Unendlichkeitspunks
fallen. Den Betrachtungen des Kernes auf pag. 1951, 196 gemiss ergiebt
sich sofort, dass wir nur dann und stets dann ein geradliniges Dreieck
haben werden, wenn A+ u -+ v oder A4~y —v oder A — p — v (oder
emer der durch cyklische Vertauschung entstehenden Ausdriicke) eine
posttive ungerade Zahl vorstellt. — Gehen wir nun der Reihe nach die
einzelnen reducirten Dreiecke durch, die wir soeben angefiihrt haben,
80 ergeben sich die weiteren Sitze, die wir hernach anf die allgemeinen
geradlinig begrenzten Dreiecke tibertragen werden:

Ist fiir ein reducirtes Dreieck A4 g v =232n 4 1, so liegen
alle Ecken im Eundlichen (Bedingung A).

Ist fiir ein reducivtes Dreieck A + p—ve=2n-+ 1, so liegt nur
die Kcke N im Unendlichen (Bedingung B).

st fiir ein reducirtes Dreieck 4 — @ — v = 2% - 1, so liegen die
Ecken M wnd N im Unendlichen (Bedingung C).
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Natiirlich gestatten die beiden letzten Sitze die cyklische Ver-
tauschung der Buchstaben A4, , v und L, M, N.

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir dic Gesammi-
heit aller derjenigen Dreiecke betrachien, die zw demselben Kern ge-
horen und daher von Bogen derselben Kreise begrenzt werden. Wie
bereits frither erwihnt wurde, nennt man diese Dreiecke mit einander
ywerwandtt, die zu ihnen gehbrenden Functionen aber ,werwandtet
s-Functionen. Wir konnen offenbar bei einem beliebig vorgege-
benen Dreieck mit den Winkeln Az, ux, vor die auf den Seiten 210f.
geschilderten geometrischen Processe auch riickwiirts vornehmen, in-
dem wir einmal an derjenigen Ecke, welche einer sich etwa iiber-
schlagenden Seite gegeniiberliegt, so viele Kugelkalotten als mbglich
,,polar abnehmen, andererseits die sich nicht iiberschlagenden Seiten,
so viele Male als moglich, um den Winkel x zuriickdrehen, d. h. Kugel-
kalotten ,Jateral® abnehmen. Man erkennt, dass wir auf solche Weise
stets nur zu Dreiecken gelangen, die mit dem Ausgangsdreieck ver-
wandt sind; schliesslich werden wir zu einem vreducirten Dreieck
(welches in besonderen Féllen auch ein ausgeartetes Dreieck darstellen
kann) gefiibrt. Jeder Schritt, den wir ausfilhren (die Abnahme resp.
Hinzufiigung einer Kalotte), vermindert resp. vermehrt, wie man
sofort erkennt, die Summe der 3 Winkel jedesmal um 2z. Dies fuhrt
uns mit Riicksicht auf die Tabelle pag. 219 zu dem Satze: Stefs dann
und nur dann sind (ber Ausschluss gamezahliger Werthe 4, u, v) 2wes
beliebige Dreiecke mit einander verwandt, wenn die mit bestimmten Vor-
zeichen versehenen Winkel der beiden Dreiecke sich entsprechend um
gamze Vielfache von x unterscheiden, deren Summe ein gerades Vielfaches
von st

Je nachdem die Summe der ganzen in A, u, v enthaltenen Zahlen
gerade oder ungerade ist, ist die soeben geschilderte Reduction eines be-
liebigen Dreiecks eindeutig oder dreideutig, entsprechend dem Umstande,
dass zu jedem Grunddreieck 3 Aussendreiecke gehdren. Um dies klar ein-
zusehen, beriicksichtige man, dass man z. B, von dem reducirten Dreieck

Fig. 58, a, b.

der Figur 53a (mit den Winkeln im, gz, vx) zum nicht reducirten
Dreiecke Fig. 53b (mit den Winkeln 4z, (u + 1) =, (v + 1) @) ge:
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langen kann, indem man die Seiten LM und-LN in Fig. 53a um
den Winkel # hinausdreht und dann in L eine Kalotte abtrennt,
Analog kommt man von dem Dreieck, welches von dem nicht schraf-
firten Theil der Ebene Fig. 53 b dargestellt wird, zu dem neuen Drejeck,
dessen Winkel an der Ecke L um 2z vermehrt ist, indem man an
den Seiten LM und LN eine Kalotte lateral anhingt, dagegen dann
an der Seite M N eine Kalotte lateral abtrennt.

Es ist im fibrigen nach dem Vorstehenden nicht schwer, um-
gekehrt alle 2u einem bestimmien Kern gehirenden verwandten Dreiecke
aus seinen 16 reducirten Dreiecken mittels der geometrischen Processe
der lateralen und polaren Anhéngung von Kugelkalotten aunfzubauen.#)
Auf jedes der 16 reducirten Dreiecke baut sich somit eine unendliche
(abziihlbare) Menge verwandter Bereiche auf. Von besonderem Interesse
ist wieder der allgemeine Fall geradlinig begrenzter Dreiecke.

Die niihere Betrachtung, wie man von den reducirten Bereichen
zu den allgemeinen Bereichen aufsteigt, fiihrt uns hier zu der in
Aussicht gestellten Erweiterung der Sitze pag. 220, die jetzt allgemein
lautet:

Ist fiir ein sphdrisches Dreieck

At o+ v=2n-41 (Bedingung A)
A4 p —v=2n+ 1 (Bedingung B)

A—u —v=2n4 1 (Bedingung C),

so kann man dasselbe stets durch geeignete Transformation in ein gerad-
lindg begrenstes Dreieck verwandeln, und swar werden dabei im ersten
Falle alle 3 Ecken des Dreiecks im Endlichen liegen, im zweiten Falle
dagegen wird die Ecke N, im dritten Falle werden die Ecken M und
N ins Unendliche geriickt sein. Wieder kann man natiirlich cyklische
Vertanschungen der Buchstaben eintreten lassen; es sei dabei bemerkt,
dass zwei der genannten Bedingungen nur dann gleichzeitig gelten
kbnnen, wenn ganzzahlige Werthe der Grossen 4, w, » auftreten, die
wir hier einstweilen ausgeschlossen haben.

Aus der Theorie der verwandten Dreiecke folgt zugleich, dass
irgend 2 Dreiecke, welche zu je einem der beiden gemiss pag. 204 ff
fiir gegebene Werthe der 4, p, » sich ergebenden Kerne gehoren, sich
in ihrer mit richtigen Vorzeichen genommenen algebraischen Winkel-
summe um ein ungerades Vielfache von = unterscheiden, wihrend die
sich entsprechenden Winkel um ganze Vielfache von =z differiren.
Werfen wir schliesslich an dieser Stelle nochmals einen Riickblick auf
die Bestimmung der Grissen Aw, pm, »m am Gebilde des Kernes,

oder

oder

*) Ein solcher Weg ist in der Darstellung des Hrn. Klein befolgt, Ann. 87,
1890, p. 679 ff.
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wie dieselbe auf pag. 187 u.188 gegeben ist, so werden wir durch Betrach-
tung specieller Dreiecke leicht finden, dass fiir die Werthe der Winkel
Am, um, ve eines Dreiecks LM N, dessen Ecken die Punkte o,b, ¢,
darstellen mdgen, in der Formelgruppe pag. 194 stets die oberen Vor-
zeichen (d. h. die Cosinusformeln) zu wihlen sind (je nachdem man
jedoch bei einer Umlaufung der Dreiecksbegrenzung, die Fliche linker
Hand lassend, die 3 Ecken LM N in dieser oder in der umgekehrten
Reihenfolge antrifft, sind die Winkel des Dreiecks positiv oder negativ
in Rechnung zu bringen). Die Endformeln pag. 201 itbertragen sich
auf unsere Dreiecke, indem man fiir die Grossen Iz, mz, na die
um m vermehrten Werthe der 3 Seiten des Dreiecks einsetat.

§ 17.

Endgiiltige Betrachtung der Kreisbogendreiecke fiir ganzzahlige
Exponenten.

Es eriibrigt noch, wie wir uns vornahmen, die Dreiecke fiir ganz-
zahlige Exponenten 4, g, ¥ im Zusammenhange zu betrachten. Mogen
nun alle drei Exponenten, zwei oder nur einer derselben ganzzahlig
sein, stets wird sich zeigen, dass wir nicht mehr 16 reducirte Dreiecke
als von einander verschieden an dem einzelnen Kern zu unterscheiden
haben. Ja, es wird sogar in einigen Fillen eintreten, dass gar nicht
einmal alle 16 in der Tabelle pag. 219 genannten Exponententripel
zu Dreiecken desselben Kernes fithren, sondern zu Dreiecken szweier ver-
schiedener Kerne. (Dann ist also der einzelne Kern durch die Expo-
nenten 4, w, v allein nicht festgelegt.) Hierbei zeigt sich, dass gerade
die Dreiecke, welche bei dem einen Kern unbrauchbar sind, bei dem
andern brauchbar sind und umgekehrt, und somit treten 2 getrennte
Schaaren mit einander verwandter Dreiecke auf. Wir wollen sogleich
die einzelnen moglichen Fille nach einander besprechen. Hierbei werden
besonders die speciellen Betrachtungen des Kernes auf pag.203u.204 zur
unmittelbaren Anwendung gelangen; auf sie sei allemal am Schlusse
der folgenden Kille hingewiesen.

a) Sind alle drei Exponenten 4, w, v ganze Zahlen, so haben wir
die zwei Falle zu unterscheiden, dass thre Summe gerade oder wun-
gerade 1st,

1) Im ersten Falle haben wir es nur mit einer Gesammitheit mit
einander verwandter Dreiecke zu thun. Diese leitet sich ab von dem
reducirten Dreieck, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind (Fig.31).
Es giebt ausserdem an dem Kern dieses Dreiecks noch drei weitere
reducirte Dreiecke, entsprechend mit den Winkeln 0, =, n; =, 7, 27;
0,0, 2z (Fig. 38). Von ihnen haben wir die beiden letzten als
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Aussendreiecke anzusehen. Man iibersieht zugleich sofort, dass stets
auch in dem allgemeinen Dreieck der Verwandtschaft drei parabolische
Ecken auftreten werden (Kern @, 1 pag. 203). -
2) Im sweifen Falle leiten sich simmtliche moglichen Dreiecke
von den beiden reducirten Dreiecken mit den Winkeln 0, 0, = resp.
7, , = ab. Das erste Dreieck giebt Fig. 41, das
zweite Dreieck erhilt man leicht aus Fig. 31, indem
man die einzelnen Seiten nach dem Process [ je um den

Winkel % nach aussen dreht (Fig. 54). Indem diese

beiden Dreiecke zu ganz verschiedenen Kernen ge-
héren, die tibrigens beide unbestimmt sind, so haben
wir daher swei von einander getrennte Schaaren wver-
wandter Dreiecke, die sich wie folgt von einander sondern und fir
sich charakterisiren lassen:

Haben wir ein Dreieck erster Art, d. h. ein Dreieck, fiir welches
jeder Exponent kleiner als die Summe der beiden anderen ist, so ge-
hiren die 3 begrenzenden Bogen derselben Kreisperipherie an und eine
parabolische Ecke tritt nicht auf. Ausser dem Dreiecke =z, =, % giebt
es weiter kein reducirtes Dreieck (Kern g, 2 pag. 203).

Haben wir ein Dreieck zweiter Art, d. b, ein Dreieck, fiir welches
der grosste Exponent grosser als die Summe der beiden anderen ist,
so gehoren nur die Kreisbogen der

\\\ \ \\\\\:‘ zu dem grissten Exponenten zugehd-
N i Y \\\\

Fig. 54.

rigen Kcke einer einzigen Peripherie
an, wihrend die beiden anderen Ecken
zusammenfallen und parabolischen
Charakter tragen. Neben dem Dreieck
0, 0, = (Fig. 41 u. Fig. bba) tritt noch das Dreieck 0, =, 2=
(Pig. 55b) als reducirtes Dreieck auf (Kern a, 3 pag. 203).

Natiirlich lisst sich dem einzelnen Dreieck in beiden Fillen stets
eine geradlinige Begrenzung geben.

b) Sind nur swei der Exponenten A, p, v ganze Zahlen, etwa
A und g, so haben wir es im einzelnen Falle stets nur mit einer
Gesammiheit mit einander verwandter Bereiche zu thun,
die sich von dem reducirten Dreieck 0, 0, v,» mit
wohlbestimmtem Kern ableiten lassen, woselbst 0 <7< 1
sei (Fig. 56). Insgesammt wird man geméss der Tabelle
pag.219 drei Grunddreiecke und zu ihnen 5 Aussendrei-
ecke als von einander verschiedene reducirte Dreiecke
finden; die beziiglichen Figuren derselben ergeben sich
unmittelbar als Grenzfille der Figuren 43 und 46 —48 der Seiten 217u.219
(vgl. auch Fig. 36 u. 37). Es besitzen also die Ecken L und M des
allgemeinen Dreiecks parabolischen Charakter. (Geradlinige Bereiche

Fig. 55, a, b.

¥ig. 56.
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sind hier ausgeschlossen, da fiir dieselben eine der Bedingungen
4+ At pd-v=2n41 gelten misste, die auch fiir den dritten
Exponenten eine ganze Zahl verlangen wiirde.) (Kern b pag. 203.)

¢) Ist nur einer der Exponenten eine ganze Zahl, z. B. 4, so wollen
wir von vornherein die beiden Fille auseinander halten, dass eine der
Bedingungen fiir die Moglichkeit geradliniger Begrenzung (4= 4 + g +»
= 2n 4 1) erfiillt wird oder nicht.

1) Im leteteren Falle zeigt die nihere Betrachtung, dass die Ge-
sammtheit aller verwandten Dreiecke sich von einem reducirten Dreiecke
0, pem, vy mit wohlbestimmtem Xern ab- T
leiten lisst, woselbst 0 <py<<1 und 0 < vy <<l 7‘“'/,/;///\’»35 -
sei (Fig. 57). Wir haben insgesammt 14 ver- \%/ \\
schiedene reducirte Dreiecke gemiiss der Tabelle A /
pag. 219 zu unterscheiden, indem die Dreiecke ~
T, X — W, vy und w, p,®, T — vy® in
letzterer doppelt auftreten., Alle diese Dreiecke Fig. 57.
ergeben sich wieder in einfachster Weise aus Fig. 57 als’ Grenzfille der
Figuren 43 und 46—48 der Seiten 217 und 219, Es tritt stets eine para-
bolische Ecke L auf.

2) Dagegen in dem besonderen Falle, dass sich geradlinige Be-
grenzung einfiithren lisst, sondern sich die reducirten Dreiecke der
Tabelle pag. 219 wieder in 2 Gruppen, die verschiedenen
Kernen angehdren und demnach zu verschiedenen
Schaaren verwandter Dreiecke fiihren, P

Die eine Gesammiheit verwandier Dreiecke leitet sich
von dem Dreieck 0, gz, v,7 mit wohlbestimmtern Kern
ab, woselbst 0 << p, <1, 0 < vy < 1 und g 4 v, =1
sei. (Fig. 58). Diesem Grunddreieck gesellen sich nur vier reducirte
Dreiecke zu, die simmtlich den Charakter von Aussendreiecken haben.

/

TN

Fig. 56.

Fig. 59a, b,

lhre Winkel sind in Riicksicht auf die Beziehung g, 4+ v, = 1 beziig-
lich gleich: -
0, @+ pwm, g, (Fig. 59a)
0, x —uym, 2w — puym
und:
{n, 2w — o, @y,
w, ®— wyn, ® 4+ gy (Fig. 59b).

Mathematische Annalen, XLIV. 15
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Die Ecke L besitzt stets parabolischen Charakter (Kern ¢, 2,
pag. 204).

Die zweite Gesammiheit verwandter Dreiecke baut sich auf dem
Grunddreiecke 7, # — go7, v, & mit unbestimmtem Kern auf, woselbst
wieder 0 <py <1, 0y, <1l und gy + v, =1 ist (Fig. 60).

Fig. 61a, b.
Fig. 60.

Ausserdem gehort hierher noch ein zweites Grunddreieck =, g, 7, z— v, =
und ein Aussendreieck 2z, = — g, 7, p, 7 (Fig. 61a oder b). Die
in der Ecke I zusammenstossenden Seiten fallen allemal in eine
Peripherie zusammen (Kern ¢, 1, pag. 204).

Als Kriterium fiir das Auftreten des einen oder anderen Falles gilt
gemiiss unserer Sitze auf pag. 216: Die Kreisbogen des Kernes ¢, 1
komamen zur Begrenzung des sphdrischen Dreiecks in Anwendung, wenn

A—pdv=2n+1

(fiir w > v) ist; andernfalls treten die Kreisbogen des Kernes ¢, 2 eim.

Geben wir schliesslich noch darauf acht, welche Ecken bei Ein-
fithrung geradliniger Begrenzung der Dreiecke ins Unendliche fallen,
so ergeben sich leicht die folgenden Sitze:

Fiiy die Dreiecke des Kernes ¢, 2 gilt:

Die Ecke L liegt stets im Unendlichen.

Ist 24+ 4 4 v=2x 4 1 (Bedingung A), so liegt nur die Ecke L
im Unendlichen. (Es gilt dann auch stets ¢ 4 » — 4 = 2n 4+ 1 (Be-
dingung B).)

Ist dagegen p —v— A4 =2n-31 (resp. v — g — A =2n 4 1)
(Bedingung C), so liegt ausser der Ecke L noch die Ecke NV (resp. M)
im Unendlichen. (Es gilt dann wieder stets auch 4 4+ p — v =25 41
fir g > v resp. A + v — u=2n 4 1 fiir v > u (Bedingung B).)

Fiir die Dreiecke des Kernes ¢, 1 gilt:

Die Ecke L liegt stets im Endlichen.

Ist nun 2 — g — v=2n+4 1 (Bedingung C), so miissen nach
dem Satz pag. 216 die Ecken M und N des Dreiecks zusammenfallen,
sie werden daher beide im Endlichen oder beide im Unendlichen liegen,
je nachdem man den einen oder den anderen Schnittpunkt der beiden
begrenzenden Kreisperipherieen in's Unendliche transformirt hat. (In
diesem Falle ist auch 4 - g + »=2n -+ 1, d. h, die Bedingung A
giiltig.)
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Ist dagegen 4 — g - » = 25 4 1 fiir g > v (Bedingung B), so
liegt eine der Ecken M oder N im Unendlichen; es ist wiederum gleich,
welche von beiden man ins Unendliche transformiren will.

§ 18.
Grenzfille der Kreishogendreiecke fiir unendlich grosse Exponenten.

Interessanter noch als die sphirischen Dreiecke fiir ganzzablige
Exponenten sind jene Grenzfille der Dreiecke, die au unendlich grossen
Exponenten gehiren.

Bekannt ist in diesem Sinne die Abbildung durch den Quotienten
zweier linear unabhingiger Particularlosungen der allgemeinen Bessel-
schen Differentialgleichung, die ja einen Grenzfall der gewdhulichen
Differentialgleichung der Riemann’schen P-Function darstellt. Wir
wollen diese specielle s-Function weiterhin mit B(#) bezeichnen; dieselbe
lisst sich fiir unsere Zwecke am besten definiren, indem wir von dem
Quotienten zweier zusammengehoriger allgemeiner Kugelfunctionen aus-
gehen, der eine s-Function fir reelle 4, u, v mit zwei gleichen Ex-
ponenten darstellt. Lassen wir diese gleichen Exponenten ins Unendliche
wachsen, so erhalten wir die zugehbrige Function B, Hiernach ergiebt
sich leicht das sphirische Dreieck, welches die Abbildung der Halb-
ebene des Argumentes fiir die Function B darstellt. Wir gehen von
einem sphérischen Dreieck der ersten Art aus, in dem zwei Winkel
einander gleich sind (es sei etwa umw=wvx), der dritte Winkel aber einen
beliebig grossen Werth besitzt, und lassen die Kreisbogenseite M N
sich nach dem Process I immerfort nach aussen um die Eckpunkte
M und N drehen. Wir erhalten dann als Grenzfall ein sphé#risches
Dreieck, wie es beispielsweise fiir einen Werth von
A < 2 Fig. 62 darstellt. Die dritte Seite des Dreiecks
ist natiirlich jetzt verloren gegangen, dementsprechend
haben wir uns in den Punkten M und N Windungspunkte
beliebig hoher Ordnung zu denken. Diein L zusamwmen-
stossenden Kreisbogen konnen wir gern immer geradlinig
wihlen, (Uehrigens besitzt das Dreieck Fig. 62 stets eine Symmetrielinie,
welche durch die Halbirungslinie des Winkels Az gegeben wird.) Aus
der Theorie der Bessel’schen Function ist zugleich bekannt, dass in der
Ebene des Argumentes die beiden singuliren Punkte b und ¢ zusam-
mengefallen sind. *)

Wenn wir nun die in den vorangehenden Paragraphen gegebene
geometrische Theorie der sphérischen Dreiecke iiberblicken, so sehen
wir, dass keineswegs das Dreieck Fig. 62 das Einzige ist, zu dem

*) Alle diese Gedanken finden sich n#her ausgefiibrt in Olbricht, Disser-
tation, Leipzig 1887; abgedruckt in den Acta Leopoldina Bd, 52.

16¥
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wir fiir oo hohe Exponenten gefiihrt werden. Indem unsere Aunfgabe
hier npicht darin besteht, die zugehGrigen Functionen analytisch im
Einzelnen niher zu studiren, begniigen wir uns, die betreffenden
geometrischen Figuren zusammenzustellen und die zu ihnen gehdrendey
Abbildungsaufgaben, soweit es unmittelbar moglich ist, auf bekannte
Fille zuriickzufithren. Wir theilen die Figuren ein, je nachdem in
allen drei, in zwei oder in einer Ecke ein Windungspunkt unendlich
hoher Ordnung liegt. Indem wir noch weiter singuliire Fille, dass z. B,
zwei Ecken des Dreiecks zusammenfallen oder zwei Kreisperipherieen der
Begrenzung sich beriihren oder sich decken, der Einfachheit halber bei
Seite lassen, zumal sie keine geometrische Schwierigkeit weiter bieten,
stellen wir die folgenden charakteristischen Figuren zusammen, in

Fig. 63a—e,

denen wir die Begrenzung sogleich geradlinig gewihlt haben. Diese
~ Figuren sind wohl an und fiir sich verstindlich, ein unendlich hoher
Windungspunkt oder eine unendliche Ueberschlagung einer Seite sind
durch Pfeilspitzen angedeutet. In Fig. 63a sind alle drei Exponenten
unendlich, in Fig. 63b, ¢ sind nur zwei Exponenten, in Fig. 634, e
ist nur ein Exponent unendlich geworden. Inshesondere haben wir
z. B. die l'ig, 632 entstehen zu denken, indem wir in einem bhe-
lichigen Dreieck mit den Winkeln 4,7, g,%, v,x lings L M und LN
oo viele Kugelkalotten lateral anhingen, sodass sich die Winkel der
Dreiecke als limes 4,7 + mx + nw, gy 4 mz, vy + nx fir m=oo
und # = oo ergeben; das Analoge gilt fiir die fibrigen Figuren. Das
ist dberhaupt das allgemeine Princip, welches den Figuren zu Grunde
liegt, dass die geometrischen Processe der lateralen und polaren An-
hingung von Kugelkalotten bei jedem vorliegenden sphdrischen Dreieck
sich auch in unendlicher Wiederholung anwenden lassen; hierbei ist
nur zu beachten, dass wenigstens eine der Dreiecksseiten erhalten
bleiben muss, da andernfalls von einer Abbildung des Dreiecks auf die

Halbebene nicht weiter die Rede sein kann.
In den Figuren 63a—e sind die nicht oo grossen Winkel kleiner
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als w, die sich nicht unendlich oft iiberschlagenden Seiten kleiner als
eine volle Peripherie gewéhlt worden; diese Figuren stellen demnach ,,zun
Theil reducirte Dreiecke® vor. Hs ist dementsprechend natiirlich sehr
wohl noch mdglieh, in Fig. 63a beliebige Kugelkalotten an M N lateral
oder in L polar, ebenso in Fig. 63b (wie entspr. in Fig. 62) Kugelkalotten
in M (oder in N) polar und an NL (resp. ML) lateral oder statt
dessen gleichzeitig an ML und N L solche lateral, endlich in Fig. 63d
Kugelkalotten an M L lateral anzuhingen.

Die Fille der Figuren 63¢, d, e lassen sich nun sehr einfach analytisch
erledigen. Indem wir das sphdrische Dreieck Fig. 63¢ an der sich oo oft
iiberschlagenden Seite durch Spiegelung symmetrisch wiederholt denken,
wobei die Ecke L die neue Ecke L’ ergeben moge, fiihrt uns dasselbe
zu dem pag. 181 behandelten elementaren Bereiche und findet solcher-
weise von selbst seine Erledigung. Die Punkte o, b, ¢ der Ebene des
Argumentes # fallen fiir die Fig. 63e zusammen. Das Dreieck Fig. 63d
liefert ferner mit seinem symmetrischen Dreiecke an der sich oo oft
{iberschlagenden Seite zusammen den Bereich des Bessel'schen Quotien-
ten B, wie wir ihn bereits in Fig. 62 uns nahe gefiihrt haben; dem-
entsprechend wird, wie die nihere Ueberlegung leicht zeigt, die
Abbildung des sphérischen Dreiecks auf die Halbebene (abgesehen von
bestimmten Constanten, die wir auch in den folgenden Fillen fortlassen
wollen) durch die Function B;, geliefert, — mit dem unteren Index
sei die Grosse des nicht co gewordenen Exponenten angegeben, —

1

wenn man in ihr das Argument ¢ durch & = #° ersetzt. Die Punkte
a und ¢ der Ebene des Argumentes fallen fiir die Fig. 63d zusammen.
Analog werden wir auch die 2u dem sphdrischen Dreieck der Fig. 63c
gehorige s-Function auf den Bessel'schen Quotienten B zurtickfiihren
kénnen, indem wir gleichfalls jenes Dreieck symmetrisch wiederholt
denken, wodurch die neue Ecke L' entsteht. Man iibersieht dann
zunichst, dass man die drei Punkte L, M, L
durch lineare Substitution stets in die Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreiecks transformiren
kann. Demzufolge erhilt man durch Hinzu-
fiigung des symmetrischen Dreiecks die Fig. 64,
die als ein gleichseitiges Dreieck zu charakteri-
siren ist, in dem lings seiner drei Seiten je
oo viele Kugelkalotten lateral angehingt sind.
Verbindet man nun in Figur 64 den Mittel-
punkt O des gleichseitigen Dreiecks mit den
Ecken L, M, L/, so zerfillt der ganze Bereich in drei congruente Be-
reiche, die wieder mit der Figur 62 sich gleichwerthig zeigen. Hieraus
folgt, dass die Abbildung des sphirischen Dreiecks Fig. 63c auf die

Fig. 64,
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Halbebene z durch die Function s= B, (¢") (abgesehen von den Con-
5

3

stanten) geliefert wird, woselbst z* fiir das Argument 2z’ einzusetzen
ist. Durch letetere Punction wird dann der Bereich der Fig. 64 auf die
Vollebene 2z abgebildet, ein gewiss interegssantes Resultat. Die Punkte
@, b, ¢ der Ebene des Argumentes z fallen fir Fig. 63¢ wieder zu-
sammen.

Die Bereiche der Figuren 63a, b lassen sich allgemein nicht auf
die Abbildung durch den Bessel'schen Quotienten zuriickfithren. Fig.63 b
stellt nur dann den Bereich Fig. 62 einer Bessel’'schen Function selbst
dar, wenn die geradlinigen Seiten M L und N L gleich sind; Fig. 63a
ldsst sich in zwei Dreiecke der Fig. 62 zerlegen, wenn bei der speciellen
stets zu erreichenden Lage der Fig. 63a, in der neben der geradlinigen
Begrenzung die Ecken L M N ein gleichschenkliges Dreieck bestimmen,

die gerade Verbindungslinie von L mit der Mitte von M N gleich @

ist. In letzterem Falle wird, wieder von den Constanten abgesehen,
die das Dreieck Fig. 63a auf die Halbebene 2 abbildende Function durch
s=B, (¢'), wo 2 =4#% zu setzen ist, gegeben., Doch diirfte es be-
2

sonders interessant sein, die abbildende Function im allgemeinen Falle
der Figurex 63a, b zu studiren. Jedenfalls werden, wie in den be-
trachteten Specialfillen, fir Fig. 63a die den drei Eckpunkten ent-
sprechenden Punkte, fir Fig. 63b die den Eckpunkten M und N ent-
sprechenden Punkte in der Ebene des Argumentes ¢ zusammenfallen,

§ 19.
Die Dreiecke fiir theils imaginéire, theils reelle Exponenten.

Gehen wir nun dazu iiber, die Fundamentaldreiecke fiir den Fall
zu construiren, dass einer, zwei oder alle drev Grossen 4, w, v tmagindr
(d. k. rein imagindr) sind, wihrend die #brigen reclle Werthe haben. In
allen diesen Fillen werden wir gleichfalls mit Dreiecken, d. h. mit der
Abbildung der positiven oder der negativen Hilfte der Ebene des
Argumentes, ausreichen; jedoch gehen die den imaginiren Exponenten
entsprechenden Ecken, wie wir von frither wissen, verloren.*)

Wie wir auf pag. 189ff. erkannten, ist der Kern fiir drei imagindre
Grossem A, g, v dadurch ausgezeichnet, dass die inneren Axen der
Substitutionen in einer Ebene liegen und ikre Schaittpunkte simmtlich
innerhalb oder simmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sind, Es ergiebt

*) 8chwarz, 1873, Ges. Abh, II, pag. 283.
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sich unmittelbar, dass, rein morphologisch betrachtet, drei Lagen dieser
Axen in ihrer Ebene mdglich sind, wie sie die nachfolgenden Figuren

Y
./
: #
< ] z
)iig
e
Fig. 65. \
a /]

¥ig. 66a, b.

wiedergeben. In der ersten wird durch die Verbindungsebenen je zweier
der dusseren Axen die Kugel in drei Kalotten und einen dreifach zusam-
menhiingenden Bereich zerlegt, im zweiten Falle dagegen in zwei
Ringgebiete und zwei Kalotten, im dritten endlich schneiden die ge-
nannten Ebenen die reelle Kugel iiberhaupt nicht, Es stellt sich heraus,
dass unter den beiden Losungen der Construction des Kernes fiir
gegebene imaginire Exponenten 4, u, v allemal eine den Typus der
Fig. 65 besitzt, die andere dagegen den Typus der Fig. 66a oder 66b.
(Die letzten beiden Figuren unterscheiden sich algebraisch darin, dass
fir L < M < N < 1%¥) im Falle Fig. 66a M N > L, im Falle Fig. 66b
M N < L ist.) Fiir uns kommt hier nur der Kern der Fig. 65 in Betracht,
indem die Kerne der Fig. 66a, b zu Fundamentalbereichen gehéren, fiir
welche die Summe der reellen (ganzzahligen) Theile der zugehdrigen
Grossen A, w, v eine ungerade Zahl darstellt, daher niemals gleich O
gein kann.

Denken wir uns die conjugirten Polaren der Geraden I, II, 111 fiir
Fig. 65 construirt, so werden ihre Verbindungsebenen wie gesagt einen
dreifach zusammenhingenden Bereich auf der Kugel ausschneiden,
Aus demselben werden wir sehr leicht uns ein einfach zusammen-
béngendes Flichenstiick bilden, indem wir das
schraffirte Gebiet zwischen den drei Kreisen nicht
auf der anderen Seite der Kugel wieder zusammen-
hingen, sondern zwischen je zweien der drei
Kreise in ein unendliches Band auslaufen lassen,
das sich immerfort um die Kugel herumwindet.
Dieses Flichenstick, das von drei sich unendlich )
oft iiberschlagenden Kreisbogen begrenztwird, ist unser g o
gesuchtes Dreieck (Fig. 67). Wir konnen dasselbe
ansehen als ein Dreieck (oder als ein Dreiseit, wenn wir lieber wollen)
mit drei rein imaginiiren (nicht-Euklidischen) Winkeln ii"x, dg"n,

*) Vgl pag. 203 dieser Arbeit.
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iv"x, indem die Ebenen der Kreise gerade unter den genannten
Winkeln gegen einander geneigt sind. Die Figur 68 giebt unser
Dreieck um einen Umlauf in der Richtung des einen Kreisbandes
vermehrt; es sei ausdriicklich be-
merkt, dass jedes Kreisinnere der
Figur 67 durch das gegeniiberliegende
Kreisband unendlich oft {iberdeckt
wird. Wir sehen die Analogie dieses
Falles mit den Betrachtungen der
Zweiecke auf pag. 178 1f,, an denen wir
die Eigenschaft der Fundamentalbe-
reiche, in ein unendliches Kreisband auszulaufen, genau studirt haben.
Gemiss unserer Construction des Kernes pag. 202ff. sind wir sicher: Wir
erhalten fiir e beliebiges Werthetripel 4", ip”, iv" stets einen wund
nur einen hierher gehirenden Kern und also auch mur ein sugehiriges
Dreieck mit drei imagindren Winkeln. Dem letzteren liegt jedoch, wie
leieht zu sehen, allemal ein ,,symmetrisches* Dreieck gegeniiber. Zugleich
ist ersichtlich, dass wir dem pag. 168 iiber das gewthnliche sphirische
Dreieck ausgesprochenen Satze, der sich auf die beziiglich der drei
Seiten symmetrischen Dreiecke bezieht und die geometrische Veran-
schaulichung der Formel AB{ = 1 darstellt, auch auf Dreiecke mit
rein imaginéiren Winkeln iibertragen konnen. Wir fiigen noch den Satz
hinzu: Die mit unserem Dreieck mit drei rein imagindren Winkeln ver-
wandten Fundamentalbereiche, deren Exponenten in thren reellen Theilen
nothwendig ganze Zahlen mit einer geraden Summe darstellen, gehiren
2u loxodromischen Fundamenialsubstitutionen; dieselben sind daher an
dieser Stelle zu iibergehen.

Ebenso einfach, wie der vorige Fall, erledigen sich die Fiille, in
denen einer der Exponenten 4, w, v reel, die beiden anderen imaginir
oder aber swei reell und der dritte imaginir sind. Die Fille, dass

P itberdies die reellen Exponenten ganzzahlige Werthe

’ "%,  haben, werden wir am Schlusse dieses Paragraphen
f \ besonders behandeln; sie bleiben also hier vor-
" liufig ausgeschlossen. Die Construction des Kernes
fiihrt uns zu den Geradengebilden I, IT, III, die
wir auf pag. 192 betrachtet haben, und zwar sind
beide Losungen der Construction fiir jeden Fall
i von derselben Art, unterscheiden sich jedoch
. / wieder in oft erwihnter Weise darin, dass fiir die
RN zugehbrigen Fundamentalbereiche die Exponenten

Trig, 69, um ganze Zahlen differiren, deren Summe ungerade

ist. Die Polarkerne wurden in diesen Fillen durch die ebenen Figuren
24, 25 gegeben.

Fig. 68.

-
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L Ist 2. B. 4 reell (und positiv), aber w und v rein imagingr, so
kommt die Figur 69 in Anwendung. Wir denken uns wieder 1 auf
den kleinsten positiven Rest 4, modulo 2 reducirt und suchen zun#chst
das sphirische Dreieck fiir die reducirten Exponenten 4,, tu”, iv” zu
construiren. Dieses wird sofort durch die Ebenen, die man durch die
Gerade I und die conjugirten Polaren von I und III legen kannm,
auf der Kugel ausgeschnitten. Wir erhalten, wie leicht zu iibersehen
ist, einen Bereich, der von zwei sich schneidenden Kreisen und einem
ausserhalb beider verlaufenden Kreise begrenet wird, d. h. ein Dreieck
mit den Winkeln 4,7, u”®¢, v” 2 ¢, welches an Stelle der Ecken B
und C in zwei unendliche Kreisbéinder auslaufend zu denken ist. "In

diesem Dreieck haben wir dann nur noch 5—’%’ Kalotten, deren Be-

grenzung die Kreisperipherie &, bildet, lings eines Veraweigungssehnittes
vom Punkte L nach einem beliebigen Punkte der Gegenseite polar
anzuhingen, um zum allgemeinen Bereiche ]
mit den Winkeln Az, p"mi, v"ni aufzusteigen, e A
wie wir nicht weiter auszufiihren brauchen. N ‘ ;

1. In derselben Weise tritt Fig. 70 fir |
den Fall eines imagindren A, aber reeller (und
positiver) w und » in ibr Recht. BEs sei p" >/
vorausgesetzt; wir fiihren dann die folgende
arithmetische Reduction aus: Zunfichst sub-
trahiren wir von beiden Grdssen p’ und »°
die grosste ganze in 2" enthaltene Zahl und T
darauf von dem Rest des g’ noch so oft als Tig. 10
méglich die Zahl 2, Es mdgen die reducirten Werthe §1”, g, v, bleiben.
Das zu ihnen gehdrige Dreieck wird von den Ebenen durch die Ge-
raden II, ITI und die conjugirte Polare von I auf der Kugel aus-
geschnitten, wie Fig. 70 zeigt; dasselbe stellt ein von zwei auseinander
liegenden und einem beide schneidenden Kreise begrenztes Dreieck
mit den Winkeln 4"z, py7, vymw dar, dessen eine Ecke L verloren
gegangen und dementsprechend durch ein unendliches Kreishand ersetzt
ist. Von dem reducirten Dreieck steigen wir durch polare Anhangung
von Kugelkalotten lings eines Verzweigungsschnittes von M nach einem
beliebigen Punkte der Gegenséite, sowie durch laterale Anhingung
von Kugelkalotten lings der Seite M N in bekannter Weise zum all-
gemeinen Dreieck mit den Winkeln ¢4"%, p'x, v’z auf.

In wie weit in den beiden Fillen I und UI von Ueberschlagungen
der Seiten die Rede sein kann, ist dem Gesagten gemiss von selbst
einleuchtend. Die Zahl der angehiingten Kreisscheiben (Kugelkalotten)
kann man an dem fertigen Bereiche sofort=aus der Zahl der Ueber-
deckungen des Zwejecks mit dem Winkel 2)n der Fig. 69 oder der
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beiden Zweiecke mit den Winkeln g, 7 und »,’z der Fig. 70 ablesen.
Zugleich ist klar, wie die Theorie der ,,verwandten® Bereiche in diesen
Fillen sich gestaltet, Auch hier werden allemal, wenn man simmt-
liche Verwandte aufzéhlen will, Fundamentalbereiche fiir complexe
Exponenten hinzukommen, wenn nidmlich im ersten Falle die Expo-
menten g und », im zweiten Falle der Exponent 4 um ganze Zahlen
vermehrt sind; wir lassen solche Bereiche natiirlich hier wieder bei
Seite. Soweit in der Schaar der verwandien Bereiche letztere micht zu
complexen Exponenten gehiren, ergeben sich dieselben ohme Schwierigkeit
aus dem Vorstechenden. Ein Blick anf die Tabelle pag. 219, die ganz
allgemein auch fiir complexe Werthe der Exponenten 4, g, v gilt,
belehrt uns, dass im Falle I zwei reducirte Dreiecke, dagegen im
Falle II sechs reducirte Dreiecke miglich sind, die nicht zu com-
plexen Exponenten gehéren. Auf jedem derselben baut sich in der
angegebenen Weise direct die Gesammtheit der zugehdrigen ver-
wandten Dreiecke auf. Die nebenstehenden Figuren, die wir statt

Fig. 72 a, b,

weiterer, die Anschauung doch nicht ersetzender Sitze geben, mogen
die charakteristischen Formen dieser reducirten Dreiecke darstellen,
die wieder in zwel resp. ein unendliches Kreisband auslaufend zu
denken sind. Denselben liegt entsprechend derselbe Kern zu Grunde,
wie den Figuren 69 und 70; die Winkelbezeichnungen in den Ecken
(obne den Factor =) geben ihre Beziehung zu diesen Figuren niher an.

8 20.

Die Dreiecke fiir theils imaginéire, theils aber ganzzahlige oder
unendlich grosse Exponenten.

Es bleibt noch die Bemerkung hinzuzufiigen, welche sich auf das
Auftreten gamazahliger FEaxponenten beziehen sollte. Wir haben hier
wieder die beiden auf pag. 232ff. angegebenen Fille neben einander zu
betrachten.
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1. Es scien zwei Exponenten rein tmagindr, der dritte Exponent
aber ganzzahlig. Dann treten die auf pag. 204 angegebenen Kerne ¢, 1
und ¢, 2 in ibr Recht, und wir haben demgemiiss die nebenstehenden
Figuren 73 und 74 fir einen Kern ¢, 1 und Fig. 75 fiir einen Kern ¢, 2

zu unterscheiden, woselbst allemal eines der reducirten Dreiecke durch
Schraffirung hervorgehoben ist. Der charakteristische Unterschied der-
selben ist, dass die beiden Kreise der Ecke L in den Figuren 73 u. 74
sich beriihren, in der Figur 75 dagegen zusammengefallen sind.

Nehmen wir sogleich Riicksicht auf die Gesammtheit aller ver-
wandten Dreiecke, soweit sie nicht zn complexen Ezponenten gehoren,
dann gilt fiir die Figuren 73—75 der einfache Satz:

1) Ist 2 eine ungerade gamee Zahl, und sind die imagindren Expo-
nenten w wnd v einander enigegengesetst gleich, dann tritt stets die
Kreisbegrenzung der Fig. 75 ein, d. h, die Kreisperipherieen der Ecke L
fallen zusammen.

2) Ist dagegen A cine ungerade ganze Zahl, und sind die Exponenten
uwund v nicht entgegengesetzt gleich, dann tritt die Kreisbegrenzung der
Fig. T4 ein,

3) Ist endlich A eine gerade ganze Zahl, so tritt allemal die Kreis-
begrenzung der Fig. 73 ein.

Die letzten beiden Fille haben das Gemeinsame, dass die Ecke L
parabolischen Charakter besitzt.

II. Wenn ein Exponent rein imagindr, die beiden anderen aber
reell sind, konnen ganzzahlige Exponenten insofern auftreten, als ent-
weder die reellen Exponenten beide oder nur einer von ihnen ganz-
zablig sind.

Im ersten Folle tritt der Kern b pag. 203 ein; die zugehdrigen
sphirischen Dreiecke zeigen nur in dem Sinne einen von den all-
gemeinen Figuren 70 und 72a, b verschiedenen Charakter, als die
Kreisperipherieen in den beiden Ecken L und M sich beriihren, d. h.
es werden stets zwei parabolische Fcken auftreien.
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Ist dagegen nur einer der beiden reellen Exzponenten &. B. u ganz-
zohlig, so kann der Kern ¢, 1 natiirlich nicht in Frage kommen. Es
ist daher allein eine zu dem Kern ¢, 2 gehbrige Kreishegrenzung

" mbglich, wie sie aus Fig. 70 entsteht, wenn die Kreise der Ecke M
sich beriibren (Fig. 76). Die Theorie der verwandten Bereiche bietet
dann weiter keine Besonderheit dar; es gilt allgemein, dass die dem

ganzzahligen Exponenten entsprechende Ecke

; . parabolischen Charalter trigt, —

P : Endih kdnnen auch hier bei den Drei-

’ A ' ecken mit unendlichen Kreisbndern bestimmte

Grenzfille fiir co grosse Werthe der Expo-

nenten auftreten. "Wir kbnnen uns dieselben
in der zweifachen Weise entstehen denken,
einmal, indem wir in hekannter Weise die

Processe der lateralen oder polaren An-

hiangung der Kugelkalotten in unendlicher

Wiederholung anwenden, dann jedoch auch,

indem wir z.B. in Fig. 67 die hyperbolischen

Kreise sich aof einen Punkt zusammen-
ziehen lassen. Wir begniigen uns wieder damit, die beziiglichen Figuren

hinzustellen, die, soweit es geht, geradlinig begrenzt bezeichnet sind.

Die Figuren 77a, b sind aus Fig. 67, die Figuren 77¢,d aus Fig. 69,

die Fig. 77e aus Fig. 70 in leicht ersichtlicher Weise entstanden zu

......

Fig. TTa—e,

denken. Es sei bemerkt, dass das Dreieck 77d an seiner geradlinigen
Seite gespiegelt, einen speciellen- Fall der Fig. 77a liefert, an der
Kreisperipherie dagegen gespiegelt, einen speciellen Fall der Fig. 77e
darstellt, u. s, w. Auch ist leicht zu iibersehen, in welchen speciellen
Fillen sich die Figuren 77a—e auf die Abbildung durch Bessel'sche
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Quotienten B zuriickfithren lassen. (F ir die Figur 77b fallen noth-
wendig alle drei singuliiren Punkte @, &, ¢ in der Ebene des Argu-
mentes, fiir die ibrigen Figuren nur zwei derselben zusammen.)

V. Theil,
Discussion der Fundamentalbereiche fiir complexe Exponenten,
§ 21,

Allgemeine Betrachtung dieser Bereiche.

Wir sind vunmehr vor die Frage gestellt, wie sich der Funda-
mentalbereich in dem allgemeinen Falle gestaltet, @ welchem einer
oder mehrere der Exponenten A, u, v complex sind. Indem ich mir fiir
eine spitere Arbeit vorbehalte, im einzelnen auf diese aligemeine Theorie
einzugehen, insbesondere, was den Nachweis auf Grund rein geo-
metrischer Betrachtungen betrifft, dass zu jedem belichigen Werthe-
tripel 4, w, v sich der zugehorige Fundamentalbereich in einfacher
Gestalt construiren lisst, werde ich mich im folgenden darauf be-
schriinken einige Gesichtspunkte hervorzuheben, die uns bei dem
weiteren Bindringen in die Theprie zu leiten haben, und die sich
aufdringenden Fragen, die der niheren Untersuchung bediirfen, zu
formuliren. Im letzten Theile dieser Arbeit wollen wir jedoch, um ein.
Beispiel der Untersuchung zu geben, die Construction der Fundamental-
bereiche fiir den Fall vollstindig durchfithren, dass die Geraden I,
II, III des Kernes sich auf der Kugel schneiden.

Wir werden uns vorerst zweckmissig auf die Darstellung der
Fundamentalbereiche als von vier Kreishogen begrenater Flichenstiicke
beschrinken (Fundamentalvierseite). Die Frage, ob iiberhaupt eine
solche Darstellung fiir beliebige Werthe 1, u, v allemal mdglich ist,
lassen wir hier bei Seite. Der Beweis hierfiir
wird eben erst aus der speciellen geometrischen
Theorie erwachsen konnen. Ein solches Kreis-
hogenviereck sei in einem einfachen Falle durch
Fig. 78 gegeben. Je zwei der Seiten sind
durch die loxodromischen Fundamentalsubstitu-
tionen in bekannter Weise- einander zuzu-
ordnen; die Winkel des Vierecks in. den
Ecken g, und b, betragen dementsprechend 24’ w, 2"z, wihrend die
Summe der Winkel in den Ecken ¢, und ¢, in Uebereinstimmung mit
der Beziehung ABI == 1 gleich 2v'w sein muss. Wir haben schon-
friber die Bedeutung dieser Bereiche, ein Abbild der zweckmissig
eingeschnittenen Vollebene des Argumentes der s-Function zu geben,
kennen gelernt und auch gesehen , Wie dieselben als Verallgemeinerung
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der Dreiecksflichen im Falle reeller 1, g, » zu gelten haben, Auch
hatten wir die Normalvierecke als zur Untersuchung besonders ge-
eignet hingestellt, d. h. diejenigen Vierecke, deren einander zugeordnete
Kreisbogen sich (ev. in ihrer Verlingerung) im zweiten Fizpunkt der
Fundamentalsubstitution schneiden.

Wir wollen nun zunéchst einen bemerkenswerthen Satz aufstellen,
dessen Uebertragung auf die zu einer grisseren Zahl singulidrer Punkte
gehorenden Fundamentalbereiche von selbst hervorleuchtet. Die Zuord-
nung je zweier Seiten unseres Vierecks, z. B. von a,¢, und a;¢,” wird
ausser durch die aufeinander bezogenen Eckpunkte erst durch ein
drittes sich entsprechendes Punktepaar, etwa die Punkte . d und d’
festgelegt sein. Nun kdnnen wir offenbar die Punkte d und ¢’ ganz
beliebig auf den Seiten a,c¢, und @,c,” wihlen; das Gleiche gilt fiir die
Zuordpung der Seiten b ¢, und by¢,. Dies fiihrt uns zu dem Satze:
Jedes uns (als Flichenstiick) gegebene Kreisbogenviereck — selbst ein
solches, das als Normalviereck unbrauchbar sein kann, wie die neben-
stehende Figur im Beispiel zeigen moge, —
stellt uns eine zweifach unendliche Mannigfaltighkeit
verschiedener brauchbarer Fundamentalbereiche vor,
die durch die verschieden migliche Zuordnung jedes
Seitenpaares sich unterscheiden. Zugleich erkennen
wir sofort,*die zugehtrigen Exponenten 4, w, v
werden in allen Fillen in ibren reellen Theilen
tibereinstimmen. In Rticksicht auf unsere Sitze pag. 207 schliessen -
wir, dass die dort definirten Punkte @,” und b, sich fiir diese Gesammt-
heit auf den betr. Kreisbogen der durch die Punkte b, ¢, bezw. ¢ a,
gehenden elliptischen Schaar bewegen werden, wihrend der Punkt ¢,
festliegt, d. h. dass D V(a,d, ¢, ¢c,) = const. ist,

Eine wichtige Frage in der Theorie unserer Fundamentalbereiche
fiir complexe 4, g, » ist vor allem wieder die, wie viel Continua die-
selben bei fesgehaltenen Eckpunkten a,b,¢,, iiberhaupt bilden. Werden
insbesondere vielleicht die verschiedenen Continua im Falle reeller
4, u, v durch das Gebiet der complexen 4, u, » hindurch mit einander
zusammenhingen ? .

Die Methode, die einzuschlagen ist, um die (esammtheit aller
Fundamentalbereiche zu beherrschen, kann eine sehr verschiedene
sein, sei es dass man durch continuirliche Processe, Variation der
Begrenzung u. dgl., von den Vierecken fiir reelle Agv zu den all-
gemeineren Bereichen aufsteigt, sei es dass man direct fiir den einzelnen
beliebig ausgew#blten Kern die zugehtrigen Fundamentalbereiche studirt,
sei es schliesslich, dass man rein morphologisch vorgeht und zu den
verschiedensten Lagen vou 4 Kreisen die zugehbrigen Vierecke auf-
sucht, die von Bogen derselben begrenzt werden. Da es eben wesentlich

Fig. 9.
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darauf ankommt, die 6-fach unendliche Mannigfaltigkeit der tber-
haupt moglichen Fille in ihrer Gesammtheit tibersichtlich zu be-
herrschen, so scheint der letzte Weg besondere Vortheile zu bieten,
Natiirlich werden schliesslich auch die Fundamentalbereiche fiir den Fall,
dass einer oder zwei der Exponenten ganzzahlig sind, wihrend die
iibrigen Exponenten complexe Werthe haben, eine specielle Betrachtung
erfordern, wie denn andererseits sich auch Grenzfille der Fundawmental-
bereiche fiir co hohe Exponenten ergeben werden.

§ 22,
Ueber die allgemeine Theorie der verwandten Bereiche.

Wir wollen nun noch einige Worte der Theorie der verwandien
Bereiche widmen. Dieser Begriff solite, wie wir bereits pag. 172 an-
gaben, alle diejenigen Bereiche umfassen, die allgemein gesprochen zu
demselben Kern gehdren. Zundchst erkennen wir, dass wir die Defi-
nition der reducirten Bereiche, die wir pag. 217 im Dreiecksfalle gaben,
auch auf complexe 1, u, v fiibertragen konnen, sofern wir nur alles
das, was dort von den reellen Exponenten gesagt ist, jetzt auf die
reellen Theile der Exponenten 4, g, v beziehen. Wir wollen iibrigens
der Einfachheit halber stets annehmen, dass die reellen Theile der
Gréssen 4, u, v positiv seien, was die Allgemeinheit nicht beschrinkt.
Unter einem reducirten Viereck haben wir dementsprechend allgemein
einen solchen Bereich zu verstehen, dessen zugehorige Exponenten Ay, wy, v,
in shren vcellen Theilen einzeln nicht grosser als 2, noch eu eweien grisser
als 1 sind. In diesen Vierecken werden daher die Winkel an den einfachen
Ecken, wie die Summen der Winkel an den verdoppelten Ecken nicht
grosser als 4z und zu zweien nicht grosser als 2w sein. (Der Um-
stand, dass nur die reellen Theile der Exponenten 4, g, v reducirt
werden, entspricht durchaus der einfachen Beziehung, dass man bei einer
elliptischen Substitution, die ja eine Drehung der Kugel durch einen
bestimmten Winkel darstellt, ohne Aenderung des Resultates der
Transformation beliebig viele volle Umdrehungen hinzunehmen kann,
die hyperbolischen Substitutionen dagegen stets in sich eindeutig be-
stimmt sind.) Der zu einer beliebigen Auswahl 4, g, » gehbrende
reducirte Fundamentalbereich A4, w,, v, wird insbesondere wiederum
eindeutig oder dreideutig sein, je nachdem die Summe der ganzen in den
reellen Theilen enthaltenen Zahlen gerade oder ungerade ist.

Die folgenden Figuren (s. pag. 240), die einige besonders interessante
Formen reducirter Normalvierecke darstellen, mdgen dazu dienen, einen
ersten Einblick in die iiberaus grosse Mannigfaltigkeit der moglichen Ge-
staltungen zu geben. In diesen Figuren sind jedesmal die Kreishogen a, ¢,
und g, ¢,’, sowie b, ¢, und b, ¢, einander punktweise zugeordnet zu denken.
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Wir werden ferner auch die weiteren Bezeichnungen des Dreiecks-
falles auf unsere Vierecke iibertragen konnen. Insbesondere werden wir
von einem Aussenwviereck zu einem Grundviereck reden konnen, und zwar

Fig. 81a, b.

werden wir oft gleichsam in einer Figur eines der Aussenvierecke mit
seinem Grundviereck zusammen erhalten, indem das eine von dem
Inneren, das andere von dem Aeusseren des Linienzuges der 4 Kreis-
bogen dargestellt wird, wie in Fig. 78. Wir erkennen zugleich, von
den 3 zn einem Grundviereck gehdrenden Aussenvierecken wird gerade
dasjenige zu bevorzugen sein, dessen Winkelsumme an den verdoppelten
Ecken grosser, als jeder der Winkel an den beiden anderen Ecken ist.
Wir wollen aber bedenken, dass man ja auch eine andere Verdoppelung
der Ecken auswiblen kann, d. h. dass man vielleicht statt ¢,” auch den
Punkt a, oder b, als vierte Ecke des Fundamentalbereiches hinzunehmen
kann.*) Bolcherweise erhélt man, allgemein gesprochen, 3 verschiedene -
dquivalente Formen des Grundvierecks, zu deren jeder eines der 3 Aussen-
vierecke in der angegebenen Weise gehdrt. Doch miissen wir aus-
driicklich betonen, dass diese Beziehungen nur im Allgemeinen gelten ;
einfachie Beispiele zeigen, dass einmal nicht immer alle drei Formen
des Grundvierecks (wenigstens als Normalvierecke) moglich sind **) und

*) Vgl pag. 208.
**) indem negative Flichenstiicke des Bereiches hier einstweilen von der
Betrachtung ausgeschlossen bleiben, vgl. pag. 182 dieser Arbeit.
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andererseits auch die Aussenvierecke keineswegs stets die angegebene
einfache Lage zum Grundviereck zu haben brauchen. So stehen z. B.
die Figuren 81b und 8la zu einander in dem Verh#ltniss des Aussen-
vierecks zu seinem Grundviereck, den Exponenten 1 — 4, 1 — g,
2 —v und 4, p, v entsprechend.

Doch gehen wir noch einen kleinen Schritt weiter; wir kbnnen
unmittelbar auch die Tabelle pag. 219 auf den Fall complexer 4, u, v
iibertragen, indem wir unter den genannten Werthetripeln allemal die
complexen Exponenten verstehen, die zu der bestimmten Auswahl der
3 Ecken a@,b,c, unter den Fizpunkten der Substitution gehdren. Nun
ist es leicht, die Theorie der verwandien Bereiche niher zu charakteri-
siren. Unsere Aufgabe, die Fundamentalbereiche fiir complexe 4, p, v
zu geichnen, wird sich ndmlich in die 2 Schritte zerlegen lassen, dass
wir gundchst es unternchmen, die Gesammiheit der reducirten Bereiche
2w tiberblicken, und dann von ihnen aus zu den allgemeinen Bereichen
aufsteigen. Auf jedem einzelnen reducirten Bereiche wird sich, genau
wie im Dreiecksfalle, eine unendliche (abzihlbare) Mannigfaltigkeit
,,verwandter Bereiche* aufbauen lassen. Die Gesammtheit aller mit
dem vorliegenden reducirten Bereiche verwandten Bereiche wird indess
erst erschopft, wenn man noch die librigen reducirten Bereiche, die
zu jeder sonst noch mdglichen Auswahl der drei Eckpunkte unter den
Fixpunkten des Kernes gehoren, sammt den auf ihnen sich aufbauenden
allgemeinen Bereichen hinzufiigt.

Wir wollen doch ankniipfend an die einfache Kigur 78 die geometri-
schen Processe in ihren Grundgedanken uns klar machen, die bei der Bildung
der verwandien Bereiche aus dem reducirten Bereich amguwwenden sind.
Dieselben werden in der Anhingung von Kugelkalotten, resp. Voll-
kugeln bestehen, in genau entsprechender Weise, wie wir es im Falle der
Dreiecke kennen lernten. Im Einzelnen kommen folgende Schritte in
Anwendung:

1) Die (polare) Anhingung einer Vollkugel lings eines durchaus
anf der Fliche verlaufenden Verzwelgungsschnittes von ¢; nach ¢,

2) Die (polare) Anhingung je einer Kugelkalotte lings eines
Verzweigungsschnittes von a, nach einem Punkte der Seite b,¢, vesp.
b,¢,’; die Kalotten werden begrenzt von den Periphericen der zu den
letztgenannten Seiten gehérenden Kreise. Analog haben wir die (polare)
Aphingung im Punkte b,.

3) Die (laterale) Anhingung je einer Kugelkalotte an die Seiten
a,¢, und g ¢, (oder an die Seiten byc, und b;¢,). Dieser Process
lisst sich in jedem Falle ersetzen durch Anhéngung einer Vollkugel
nur an einer der genannten Seiten und ist im Uebrigen mit dem
Hinausdrehen der Seiten um den Winkel # resp. 2z in dem frither
gegebenen Sinne identisch.

Mathematigohe Annalen, XLIV, 16
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4) Die (laterale) Anhiingung einer Vollkugel lings eines Ver-
zweigungsschnittes von @, nach b,.

Wir haben hier die Bezeichnungen ,,lateral® und ,,polar® in der-
selben Bedeutung gebraucht, wie sie in dem analogen Process bei den
Dreiecken angewandt sind; sie unterscheiden sich wesentlich darin,
dass im ersten Falle zwei Exponenten um je 1, im zweiten ein Exponent
um 2 vermehrt wird. In dem Beispiel unserer Figur 78 begegnet keiner
der genannten geometrischen Processe einer Schwierigkeit. Im Uebrigen
sind fiir die Moglichkeit der Anwendung der einzelnen Processe folgende
Bedingungen hinreichend und nothwendig: Der Process 1 und 4 ist
stets dann und nur dann anwendbar, wenn der genannte Verzweigungs-
schnitt so gezogen werden kann, dass er auf die einfache Kugel tiber-
tragen sich nicht selbst {iberkreuzt; der Process 2 dagegen, wenn die
betr. Verzweigungsschnitte ebenfalls die soeben genannte Bedingung
erfilllen und tiberdies die Kreisperipherieen der Seiten b,¢, und ¢,
(resp. ay¢; und a@,¢,) nicht durchkreuzen. Wie inshesondere die
Processe 1—4 zusammen vorkommen werden, wollen wir hier nicht
weiter erdrtern; jedoch sei auf das durchgefiihrte Beispiel der gerad-
linig begrenzten Vierecke pag. 245 ff. hingewiesen.

Schon aus dem Process 3 folgt, dass keineswegs die Kreisbogen-
vierecke fiir ein complexes Werthetripel 4, w, v immer eindeutig be-
stimmt sind, vielmehr werden mehrere dquivalente Bereiche auftreten
konnen, die indessen durch sogenannte erlaubte Abinderung in ein-
ander iberzufiihren sind. (Besonders interessant und fiir Fille einer
hoheren Zahl singulirer Punkte von Wichtigkeit ist ferner die Be-
merkung, dass in manchen Fillen eines Dreiecks man in einem der
Eckpunkte keine Kalotte polar anhiingen kann, die von dem Kreis
der Gegenseite begrenzt wird, wohl aber bei der Spiegelung des Dreiecks
an dieser Seite eine Vollkugel lings eines Verzweigungsschnittes, der

Fig. 82 a, b,

die beiden entsprechenden Kcken verbindet, wie das Beispiel der
symmetrischen Figur 82a zeigt, in der dieser Verzweigungsschnitt
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von der Ecke ¢, zur Ecke ¢, laufend angedeutet ist. Jedoch kdnnen
wir fiir diesen Fall, wie aus der Drejeckstheorie folgt, in anderer Weise
zu einem #quivalenten erweiterten Bereiche aufsteigen, ohne vorherige
Spiegelung des Dreiecks. Derselbe wird durch Fig. 82b gegeben.)

§ 23.
Ueber die Fundamentalvierecke mit unendlichen Kreisbindern.

Sei es nunmehr gestattet, noch einmal auf diejenige Darstellung der
Fundamentalbereiche zuriickzugreifen, die gleichfalls von 4 Kreisbogen
begrenzt werden, jedoch in ein oder mehrere unendliche Kreisbinder
mit verloren gegangenen Icken auslaufen, wie wir es auf pag. 182
angedeutet haben. Wir wollen uns auch hier auf kurze Angaben be-
schriinken, die immerhin einen Einblick nach dieser Richtung hin geben.
Ganz allgemein kommen typische Formen der Fundamentalbereiche in
Betracht, wie sie in den nachfolgenden Figuren ausgefiihrt sind; in

Fig. 83 a,b, ¢, d,e.

denselben ist die Zuordnung der Seiten durch befiederte Pfeile in be-
kannter Weise angedeutet. Specielle Beispiele zu ihnen allen kénnen
wir den auf pag. 230 ff, behandelten Fillen fiir einen oder mehrere
imaginire, sonst aber reelle Exponenten entnehmen, wenn wir die
dort gegebenen Figuren an einem der begrenzenden Kreisbogen ge-
spiegelt denken. Wir werden auch hier, wie leicht ersichtlich,
nNormalvierecke unter den allgemeineren Formen auszeichnen; die-
selben sind dadurch zu definiren, dass die einander zugeordneten, sich
nicht schneidenden Kreishogen dem hyperbolischen Kreisbiischel, die
sich schneidenden dem elliptischen Kreisbiischel der betr. Substitutions-
fixpunkte angehdren. Auch auf die Fundamentalbereiche Fig. 83a—e
wenden wir nun unser Princip an, die Zuordnung jedes Seitenpaares
auf mannigfach verschiedene Weise zu treffen. So werden wir beispiels-
16*
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weise in Fig. 83a 3 willkiirlich ausgewéhlte Punkte der Peripherie =,
3 beliebigen Punkten der Peripherie z, zuordnen kdnnen; analog in
allen iibrigen Fillen. Nur die Beschrinkung miissen wir uns dabei
vor Augen halten, dass je 2 ausgewihlte Punkte der einen Seite stets
dieselbe Zahl voller Peripherieen von einander entfernt sein miissen,
wie die ihnen entsprechenden Punkte der zugeordneten Seite. Ueber-
dies miissen die 3 Punkte der Peripherie x, (Fig. 83a) gerade im um-
gekehrten Sinne aufeinander folgen, wie die entsprechenden Punkte
der Peripherie m,. Denn anderenfalls werden die Fixpunkte der die
Zuorduung vermittelnden Substitution ausserhalb des Kreisinneren von
m, und 7, fallen*) und, wenn man den Bereich nach den Anschauungen
der Analysis situs zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit zusammen-
biegen wiirde, wiirde dieselbe eine Doppelfliche darstellen, was hier
auszuschliessen ist. Alle diese Verh#linisse finden ganz analog auch
im einfachen Falle z2weier singuliren Punkte statt; an Fig. 14 (pag. 178)
ankniipfend kann man sich dieselben leicht klar machen. Wir wiirden
bei der ,,Doppelflickenzuordnung® der Begrenzungen dieser Figur den
Bereich gewisgermassen als ein oo breites Mobius’sches Blatt an-
sehen kOnnen. **)

Werden insbesondere die durch verschiedene Zuordnung der be-
grenzenden Kreisbogen sich ergebenden Fundamentalbereiche functionen-
theoretisch simmtlich von einander verschieden sein? Wir wollen diese
Frage hier nicht weiter untersuchen; jedenfalls erschopft die 6-fach
unendliche Mannigfaltigkeit aller Figuren von demselben morpholo-
gischen Charakter, die sich bei beliebiger zulissiger Zuordnung der
Kanten ergeben, keineswegs die Gresammtheit der {iberbaupt mdglichen
Fundamentalbereiche fiir beliebige 1, u, », da gewiss schon reelle 4, g, »
ausgeschlossen sind. Jedoch scheinen die Darstellungen des Funda-
mentalbereichs in den neuen Formen in mancher Hinsicht besonders
zweckm#ssig zu sein. Es sei iibrigens bemerkt, dass wir im Falle loxo-
dromischer Zusammenordnung zweier Kanten nach dem Princip der
erlaubten Abinderang stets mit leichter Miihe durch Anwendung des
umgekehrten Processes der pag. 182 das unendliche Kreisband in eine
loxodromische Ecke der gewbhnlichen Form verwandeln konnen.

Wir wollen nur noch ein Wort iiber die Methode, wie die Theorie
der verwandten Bereiche sich in den neuen Formen darstellt, hinzu-
figen. Einmal kdnnen wir, beispielsweise in Fig. 83a, bei einer be-
stimmt angenommenen Zuordnung der Seitenpaare jetzt die 3 zur
Zuordnung benutzten Punkte der einen Begrenzung, z. B. der Seite
n,, durch 3 andere Punkte derselben Seite ersetzen, die um eine

*) whhrend sie im anderen Falle sich auf die letzteren vertheilen,

¥%) Zur leichteren Auschauung denke man sich die ebene Figur 14 stereo-
graphisch anf die Kugel ibertragen.
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volle jeweils in demselben Sinne gerechnete Peripherie von den bis-
herigen abstehen. Durch diesen Process werden wir, wie eine leichte
Ueberlegung zeigt, 2 der Exponenten 1, u, » gerade um die Einheit
vermehren. (Insbesondere erhalten wir auf diese Weise verwandte
Bereiche zu den Fundamentalbereichen fiir imaginire 4, g, ».) Ferner
sei auf die folgenden Figuren hingewiesen, welche mit der Fig. 83d

Fig. 84 a, b.

verwandte Bereiche darstellen; das angewandte geometrische Verfahren
ist von selbst aus den Figuren einleuchtend.

Wir sehen, eine ungeahnte Fiille der mannigfaltigsten Gestalten
unserer Fundamentalbereiche tritt uns entgegen. Es gilt das sich
bietende Material zu sichten, die einzelnen Formen exaet und iiber-
sichtlich zu behandeln, um so schliesslich das Ziel der ganzen Unter-
suchung zu erreichen, die Fundamentalbereiche im allgemeinen Falle
complexer 4, w, v vollig zu beherrschen.

VI. Theil.

Die Fundamentalbereiche fiir complexe Exponenten unter der
Bedingung + 14+ u-4v=2n-} 1
§ 24.
Construction der reducirten Bereiche.

Um ein bestimmtes Beispiel der Construction der Fundamental-
bereiche fiir complexe Exponenten jedenfalls bis zu Ende durchzufiihren
und an ihm eine gewiss allgemein niitzliche Methode zu zeigen, wollen
wir den Fall auswihlen, dass die 3 Axen I, 11, III des Kernes sich auf
der Kugel in einem Punkte schmeiden. Wir wissen bereits, derselbe um-
fasst diejenigen Fundamentalbereiche, deren zugehorige Exponenten die
Bedingung 4+ 1+ u +v=2n 4 1 erfilllen. Wie uns ferner aus
dem ersten Theile bekannt, beruht die ausgezeichnete Stellung dieses
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Falles fiir die Theorie der s-Function darin, dass eine zweckmissig
ausgewihlte Particularlosung ihrer Differentialgleichung 3. Ordnung
sich durch ein einfaches unbestimmtes Integral darstellen ldsst. Aus
unserer geometrischen Untersuchung wird insbesondere hervorgehen, dass
wir die zugehtrigen Fundamentalbereiche stets als Normalvierecke wihlen
konnen, die wir dann durch Verlegung des Schnittpunktes der Axen
I, II, IIT in’s Unendliche- gern geradlinig begrenzen kbnnen. Dem
Falle, dass einer der Exponenten reell ganzzahlig ist, werden wir am
Schlusse eine Specialbetrachtung widmen. (Zwei Exponenten kénnen
nicht ganzzahlig sein, ohne dass geméss der Bedingung 4 4 ~- g +»
= 2n - 1 auch der dritte Exponent ganzzahlig ist, wodurch wir auf
die fritheren Dreiecksconstructionen zuriickkommen.)

Unsere Aufgabe werden wir uns in die zwei Schritte zerlegen,
zunichst alle reducirten Bereiche zu construiren und dann von iknen
aus durch die geometrischen Processe der Anhéingung von Kugel-
kalotten und Vollkugeln zu der Gesammthett der verwandten Bereiche auf-
zusteigen. Die Methode, deren wir uns bedienen, wird darin bestehen,
alle morphologisch méglichen Gestaltungsformen aufzusuchen und direct
durch Figuren anschaulich darzustellen. Wir legen den allgemeinen
Satz zu Grunde: Wenn in einem bestimmien Beispiel unserer Figuren
geometrische Operationen moglich sind, so sind sie auch in allen den
Figuren moglich, die morphologisch von diesem Beispiel wicht verschieden
sind. Hierbei betrachten wir soleche Fundamentalbereiche als morpho-
logisch gleichwerthig, die sich in einfacher Weise durch continuirliche
Veriinderung der Begrenzung in einander iiberfithren lassen, ohne dass
man nothig hat durch irgendwie singulidre Bereiche hindurchzugehen.
Die begrenzenden Kreisperipherieen solcher gleichwerthigen Figuren
sollen insbesondere die einfache Gesammtkugel in derselben Weise und
in derselben Anordnung in einzelne Gebiete zerlegen. — Aus der so
durchgefithrten Betrachtung wird dann hervorgehen, dass dieselbe von
selbst alle Fille eines beliebigen, nur an die obige Bedingung gebundenen
Werthetripels &, w, v erschipft.

Wir wissen, zu jedem Kern gehdren 16 verschiedene reducirte
Bereiche, die sich zu 4 Grundvierecken und je 3 Aussenvierecken zu
einem jeden derselben gruppiren. Insbesondere wollen wir, wie wir
bereits pag. 240 sagten, jedesmal gerade dasjenige Aussenviereck zu
seinem Grundviereck hinzunehmen, welches der Verdoppelung der betr.
Ecke entsprechend ist. Indem ganz allgemein gesprochen bei dieser
Verabredung jedes Grundviereck (oder wenigstens die ihm entsprechen-
den Kreisbogen) der verschiedenen Verdoppelung der Ecke gemiss drei-
mal auftritt, erbalten wir solcherweise auch alle 12 verschiedenen Aussen-
vierecke. Zugleich kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
die reellen Theile der Gréssen 4, g, v stets positiv annehmen.
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Wir denken uns der Einfachheit der Zeichnungen wegen den ge-
meinsamen Schnittpunkt der Axen zumeist sogleich ins Unendliche trans-
formirt. Wihlen wir dann als Eckpunkte der Fundamentalbereiche
zunichst die drei im Endlichen gelegenen Fixpunkte @, b,¢, der Funda-
mentalsubstitutionen aus. Der vierte Eckpunkt, z B. ¢,’, wird noch ganz
beliebig in der Ebene liegen kounen, der Thatsache entsprechend,
dass durch Angabe der inneren Axen in unserem Falle noch keineswegs
(auch nicht bis auf Vielfache voller Umdrehungen) die drei Fundamental-
substitutionen eindeutig bestimmt sind, sondern noch eine zweifach un-
endliche Moglichkeit offen bleibt. Durch die Punkte a,b,¢,¢,” wird jedoch
eine bestimmte Auswahl der Fundamentalsubstitutionen festgelegt sein.
Wir verbinden nun die Punkte ¢, und b, mit ¢, und ¢,” geradlinig und be-
kommen so einen vierseitigen geschlossenen Linienzug. Wie werden wir
an ihm den zugehbrigen Fundamentalbereich erkennen? Wir tiberlegen
uns zunichst, welche verschiedenen Formen dieses Linienviereck iiberhaupt
darstellen kann, Ks ist leicht zu erkennen, indem wir den Punkt ¢,
beliebig in der Ebene wandern lassen, dass es morphologisch, mit
Riicksickt auf die Bezeichnung der Eckpunkte, nur die wier werschie-
denen Typen geben kann, wie sie Fig, 85 a—d darstellen, deren

Fig. 85 a, b, c, d.

charakteristische Unterschiede von selbst einleuchten. (Giebt es doch
morphologisch tiberhaupt nur eine Lage von vier Geraden der Ebene.)
Allerdings konnte man, wenn man will, die Fig. 86d noch in zwei zer-
legen, je nachdem die sich nicht kreuzenden Linien @, ¢, und b, ¢,” iber
die Punkte ¢,, ¢, hinaus oder iiber die Punkte a,, b, hinaus verlingert
sich in einem Punkte schneiden. Doch fiihren dieselben im Folgenden
zu keinen wesentlich verschiedenen Formen, sodass wir dieselben zu-
sammen behandeln wollen. In den Figuren 85a,b, ¢ umgrenzen
die Linienziige sogleich brauchbare Fundamentalbereiche. Wir wollen
ferner bemerken, dass die Typen Fig. 85 a, b auch Beispiele fiir reelle
Werthe der i, g, » d. h. symmetrische Normalvierecke zulassen. Wir
kinnen die Figuren daher auch fiir complexe 4, g, v als erledigt an-
sehen, indem alle geometrischen Processe, die an ihnen zur Construction
der iibrigen zu dem Kern gehdrenden reducirten Bereiche, sowie aller
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verwandten Bereiche vorzunehmen sind, genau in derselben Weise
auszufihren moglich sind, wie in den entsprechenden Beispielen
reeller 4, g, v. Ueber den Fall 85d werden wir sogleich noch Niheres
bemerken. Es zeigt sich, dass hier alle reducirten Falle aufgezihlt
sind, fir welche A, + wy + vy =1 dst.*)

Wir werden jetzt wiinschen ein algebraisches Kriterium zu be-
sitzen, vermdge dessen wir sofort bei gegebenen Exponenten i, g, v,
mit der Bedingung 4,4 g, 4 vy=1 zu entscheiden vermdgen, ob zu ihm
der Typus der Figuren 85 a,b oder der Typus der Figuren 85¢,d gehort,
Nun ergiebt sich sofort als unterscheidendes Merkmal, dass die Punkte
¢,¢, im ersten Falle auf verschiedenen Seiten der geraden Verbindungs-
linie ayb,, im letzten Falle dagegen auf derselben Seite liegen. Hieraus
gewinnen wir leicht die gesuchte algebraische Relation, Es seien
a,a, und b, als die Punkte O, 0o, 1 der complexen s-Ebene gewihlt.
Dann ist gemiss der Formeln auf pag. 194

—tna 7 (v—u)

¢y= D V{a,ay6,b) = feTEJT:I_i_;mZIT
und . .
e = ¢ e2im‘t P Mjl)_
2 1 e—zn2+ezn(,u—v)’

oder unter Benutzung der Bedingung, dass hier 4,4p,+v,=1 ist,

6 == 1_82;’-’5'“;
| _ o 2ins

o — 1 ——e':‘“'"
1 — g2ine?

Der Abstand der Punkte ¢, und ¢, von der Verbindungslinie a,b,
wird nun mit Riicksicht auf die Vorzeichen durch den imaginiren Theil
der obigen Ausdriicke gegeben. Wenden wir die Weierstrass’sche Be-
zeichnung des reellen Theiles einer complexen Function mit dem
Buchstaben ® an, so erbalten wir hiernach das einfache Resultat,
welches von der speciellen Werthevertheilung in der s-Ebene vollig
unabhingig ist:

Je nachdem der Quotient & (i c’,)) y wenn wir fir ¢, und ¢, die ge-
fundenen Ausdriicke emgesetzt haben, negatiw oder wositiv ist, liegt
entsprechend der symmetrische Foll der Figuren 85 a, b oder der um-
symmetrische Fall der Figuren 85 ¢, d vor. Wir haben hier die Bezeich-
nung ,,Symmetrie* in morphologischem Sinne gebraucht. Der Ueber-
gangsfall, dass jener Quotient gleich O oder oo ist, kann beliebig dem
symmetrischen oder unsymmetrischen Falle zugerechnet werden, und
ist geometrisch dadurch ausgezeichnet, dass ¢, auf der Verbmdungs~
linie a,b, selbst liegt.

*) v. pag. 266 dieser Arbeit.
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Gehen wir nun zu den iibrigen Formen der reducirten Fundamental-
bereiche iiber. Der nicht schraffirte Theil der Ebene in Fig. 85¢ stellt
uns direct das gewiinschte Aussenviereck zu dem Grundviereck dar.
Doch wie steht es mit dem Typus der Figur 85d? Auch hier kinnen
wir sofort das entsprechende Aussenviereck angeben. In der Figur ist
der bezeichnete Winkel ¢, grosser als der Winkel ¢,, das Aussen-
viereck wird daher durch die nebenstehende
Figur 86 gegeben. Wie aber verhilt es sich
mit dem zugehdrigen Grundviereck?

Wir wollen kurz anfithren, in welchem
Sinne auch dieses direct durch den Linienzug
der Figur 85d gegeben wird. Wir haben ein-
fach das schraffirte Dreieck der Figur 85d als
negativ , das nicht schraffirte Dreieck als positiv
aufezufassen.  Wir haben hier ein Beispiel einer Erweiterung des
Begriffes eines Fundamentalbereiches, der in mancher Beziehung von
Nutzen sein kann.*) (Es ist insbesondere interessant, 'die zugehdrige
Zerschneidung der Ebene des Argumentes sich klar zu machen, Dort
werden die Schnitte sich iberkreuzen, und es ist ein bestimmter Theil
der Ebene als dreifach iiberdeckt anzusehen, gleichsam als wire eine
Falte oder eine Tasche in der Ebene vorhanden.) Den Beweis der
Brauchbarkeit dieses Bereiches fithren wir, indem wir einfach den
negativen Theil durch einmalige oder mehrmalige Anwendung der
Substitution A—! nach dem Princip der erlaubten Ab#inderung auf den

Fig. 86.

Fig. 87 &, b.

positiven Theil abtragen, wie die Figur 87a es angiebt. **) Man kommt
dann schliesslich zu einem aus drei getrennten Stiicken bestehenden,

*) Vgl. pag. 240 dieser Arbeit, sowie Poincaré, Acta Mathematica Bd. I,
1882, pag. 18. )

*%) Durch die erste Anwendung der Substitution A1 geht das Dreieck ¢’ b R
in das Dreieck ¢,b, R’ tiber, es wird also noch ein Theil des negativen Bereiches
in Gestalt des Dreiecks P@Qb, iiber den positiven Theil hinausragen. Durch die
zweite Anwendung derselben Substitution wird dieses Dreieck P b, dann in das
Dreieck P'Q'b" transformirt und so fort.
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vollig positiven #quivalenten Bereich, den man leicht mit Hiilfe der
Substitution A selbst in den zusammenhingenden Bereich der Figur 87b
tiberfithrt. Doch wollen wir den Uebergang zu der Figur 87b noch
in einer einfacheren, iibersichtlicheren Weise vornehmen.

Wir stellen , ankniipfend an die Figur 854, eine einfache elementar-
geometrische Befrachtung an, um die Punkie 3, und a,” zu finden.
Durch die Punkte @,b,¢; denken wir uns den Kreis beschrieben und
dann diejenige Substitution ausgefiihrt, welche als Fixpunkte die Punkte
a; und oo hat und den Punkt ¢, in den Punkt ¢, iiberfiihrt. Durch
' dieselbe geht der Punkt &, in einen neuen
Punkt b, tiber, der auf der Strecke b, ¢, ge-
legen sein muss, da Winkel a,¢d, gleich
Winkel a,¢)b, ist, Indem nun durch die
Substitution A~ der Punkt ¢,” in den Punkt ¢,
iibergehen soll, so wird der Puukt &," hier-
bei auf a,b, liegen. Das Viereck «,b,¢,b,
ist dann dem aus einem positiven nnd einem
negativen Stlicke bestehenden urspriinglichen
Bereiche a,¢,b,¢c,” dquivalent; dasselbe wird fiir
sich gezeichnet durch die Figur 87b gegeben.

Fithrt man die analoge Betrachtung fiir
die Verdoppelung des Punktes @, mit 'der
Substitution B aus, so erkennt man, die dritte Form des Grundvierecks
wird stets wieder den Typus der Figur 85d aufweisen. Auch gilt dieses
Verhiltniss umgekehrt. Wir haben daher den Satz: Jedes Grundviereck
der Form Figur 85d kann durch ein dgquivalentes Viereck der Form
Figur 85c ersetet werden. Jedes Grundviereck der Form Figur 85¢ hat
als dguivalente Vierecke bei der Verdoppelumg der anderen Ecken zwes
Vierecke der Form Figur 854.

Nun sind wir am Ziele, insofern wir iberblicken, dass man in
jedem Falle ein brauchbares Normalviereck, sowohl fiir das Grund-
viereck, wie fiir die Aussenvierecke erhilt, und somit sind wir mit
der Construction aller reducirten Bereiche, deren Ecken simmtlich im
Endlichen gelegen sind, zu Ende gekommen. Es sind dies die siimmt-
lichen Fille 4, + g, + v, = 1 bezw. 3.

Wir wenden uns nun weiter zu den Bereichen, fiir die eine oder
‘zweil der Kcken in dem unendlich fernen Punkte der Ebene liegen
(werden uns aber durchaus auf rein positive Bereiche beschriinken, so
interessant es ist, gerade Bereiche mit theilweise negativem Gebiete zn
betrachten). Die neuen Bereiche werdenr unms fiir den einzelnen Kern
noch die iibrigen drei Grundvierecke und ihre Aussenvierecke liefern
miissen. Und zwar wollen wir die Félle der Figuren 85 ¢, d einfach
durch die beziiglichen Figuren erledigen; es stellt sich heraus, dass (bei

Fig. 88.
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der gewihlten Verdoppelung der Ecken) genau wie im Falle reeller
A, w, v entweder die Ecken ¢, und ¢, oder aber die Ecken ¢, und b, im
Unendlichen liegen. Bezeichnen wir die Exponenten des Grundvierecks,
dessen Ecken simmtlich im Endlichen liegen, mit 4,, g,, v,, so werden
die iibrigen drei Grundvierecke nach der Tabelle pag.219 durch die
Exponenten :

1) A, L— gy, 11—,

2) 1-—14,, ) -y,

3) 1—4, 1—up,, v,
gegeben sein, zu denen dann die entsprechenden Aussenvierecke hinzu-
kommen.

Figr den Fall der Figur 85 ¢ stellt Figur 89 a,b das Grundviereck 3

mit seinem Aussenviereck, Figur 89¢ und eine ihr entsprechende Figur

Fig. 89 &, b, c.

das Aussenviereck zu dem Grundviereck 2 resp. 1 dar. Die Grund-
vierecke 1 und 2 selbst werden bei der angenommenen Verdoppelung
der Ecken nicht durch positive Bereiche darstellbar sein.

Fiir den Fall der Figur 85d stellen Figur 90 a, b in den schraf-
firten Theilen der Ebene die Grundvierecke 1 und 2 und in den

Fig. 90 a, b, c.

nicht schraffirten Theilen die zugehtrigen Aussenvierecke dar; Figur90e¢
dagegen das Aussenviereck zu dem Grundviereck 3, wihrend letzteres
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gelbst wiederum bei der angenommenen Verdoppelung der Ecken nicht
positiv darstellbar ist. ,

Das erste Resultat dieser Betrachtung ist daher: Das Aussen-
viereck ist stets als brauchbarer Normalbereich darstelibar. Nun aber
wissen wir, dass z. B. der Fall der Figur 85d bei Verdoppelung der
Ecke 8, zum Typus Figur 85¢ und bei Verdoppelung der Ecke a,
wieder zum Typus Figur 85d fithrt. Diese neue Auswahl der Ver-
doppelungen liefert aber entsprechend die Grundviereeke 2 resp. 3 und 2.
(Analoges gilt, wenn man vom Falle der Figur 85d ausgeht.) Demnach
ist unser zweites Resultat: Bei gecigneter Wahl der Verdoppelung der Ecken
ist auch das Grundviereck stets als brauchbarer Normalbereich darstellbar.

Beide Sitze fassen wir zusammen in den Satz:

Zu jedem Kern kimnen wir die 16 reducirien Bereiche stels durch
Normalvierecke darstellen, und swar durch ausschliesslich positive Normal-
vierecke.

§ 2.

Die Fundamentalbereiche fiir die Bedingung —+A-4-u-4v =20 4 1;
Construction der Gesammtheit ‘aller verwandten Bereiche.

Nun gehen wir an die Ausfihrung des zweiten Schrittes, von
diesen reducirten Vierecken aus zu den sich auf ihnen aufbauenden
verwondien Bereichen aufzusteigen. Wir erinnern uns hierbei der all-
gemeinen Angaben, die wir auf pag. 241 gegeben haben. Die zu
einem reducirten Vierecke mit den Exponenten 4,, u,, v, zugehdrigen
Bereiche der Verwandtschaft werden durch die Exponenten i, 4 P,
w + @, v, + B dargestellt, woselbst P, @, B ganze positive Zahlen
bedeuten, deren Summe P 4 @ 4+ R = 28 gerade ist. Wir flechten
zunichst eine arithmetische Betrachtung ein, die ganz den Amnsiitzen
anf pag. 210 entsprechend ist. Wir setzen

P=B+4 0,
Q=0 + 4,
R=A4+4 B.
Dann ist:
R—P
A=&gr*=5~3
B = 1}_:*:?1’;9 =8~ ¢,
0= Eig:ﬁ ~S—R,
d.h. 4, B, C sind selbst wieder ganze Zahlen. Es sei wieder
P > @ > Reangenommen. Dann unterscheiden wir die Fille:

) PL@Q+E,
2) P>Q+R
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1) Im ersten Falle sind die Grossen 4, B, C positiv oder gleich 0;
wir werden daher zu dem allgemeinen Bereiche von dem Viereck 4, g, vy
aus aufsteigen, indem wir einmal an je 2 entsprechenden Seiten eine
bestimmte Anzahl von Kalotten (oder Halbebenen) in bekannter Weise
lateral anhéingen, — dieser Process begegnet aber niemals einer
Schwierigkeit, da ja keine der Seiten im reducirten Bereiche sich iiber-
schligt — und indem wir zweitens an einen Verzweigungsschnitt, der
die beiden einfachen Ecken verbindet, gleichfalls eine bestimmte Anzahl
Vollebenen anhingen. Ob dies letztere stets moglich ist, bleibt zu
priifen; die zu erfilllende Bedingung verlangt ja, dass der genannte
Verzweigungsschnitt vollig auf der Fliche des Viereeks verlduft und
sich nicht selbst iiberkreuzt, wenn man ibn auf die einfache Kugel
fibertriigt (mit anderen Worten, dass derselbe die Fliche in nicht
mehr als zwei Stlicke zerlegt und die Vollkugel, die anzubingen ist,
nur einschneidet), Sehen wir nun daraufhin unsere Figuren einmal
darch. Fir die Grundvierecke ist es unmittelbar klar, dass der Aus-
fiihrung des geometrischen Processes nichts im Wege steht, da es ja
geniigt, fiir einen der Hquivalenten Bereiche es nachzuweisen. Was
jedoch die Aussenvierecke anbetrifft, so verlangen die Fille der
Figuren 89b und 90c¢ eine besondere Behandlung.*) Im ersten Bei-
spiele gehen wir von den beiden Zweiecken aus, die den nicht schraf-
firten Theil der Ebene der Fig. 89a bilden; in diesem hingen wir
lings eines ganz auf ihm verlaufenden Schnittes von @, tber den
Unendlichkeitspunkt nach b, eine Vollebene an und erhalten so das-
jenige Viereck, welches der Vermehrung der Exponenten 3, und g,
je um die Einheit entspricht. Dasselbe wird durch Figur 91 dargestellt.

Wiirden wir dagegen in Figur89b lings eines Verzweigungsschnittes von
a, nach b, eine Vollebene angehiingt haben, so wiirde unser Bereich in
2 Zweiecke zerfallen sein. Diese geometrischen Verhiltnisse ent-

*) Wenn man will, kann man dieselben am einfachsten erledigen, indem man
sich iiberzeugt, dass die entsprechenden Aussenvierecke, die zu jedem der beiden
Figuren bei anderer Verdoppelung der Ecken gehdren, die genannten Processe
gestatten, was dann geniigt.
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sprechen durchaus den analogen Vorgéingen in den symmetrischen
Fillen der Figuren 85 a, b.*) In dem zweiten Beispiel Fig. 90c
endlich findet ganz das Analoge statt; wir gehen wieder von 2 Zwei-
ecken (Fig. 92) aus und héngen
lings eines Schnittes von @,
nach b, eine Vollebene an. Um
den Bereich der beiden Zwei-
ecke moglichst klar hervor-
treten zu lassen, ist derselbe
in einer Grenzlage gezeichnet,
in der die Punkte ¢, und ¢’
noch nicht vbllig zusammen-
gefallen sind. Das schliessliche
Viereck stellt Figur 93 dar.

2) Ist P dagegen zweitens > @ + R, so setzen wir dasselbe gleich
Q -+ R + 2m und erhalten als Exponenten des erweiterten Bereiches :

hot+ Q@+ R+ 2m,
o+ @,
v, 1 R.

Was zunichst wieder die Grundvierecke anbetrifft, so werden wir von
den drei moglichen Gestalten eines jeden derselben gerade diejenige
Verdoppelung der Fizpunkte bevorzugen, die dem Exponenten 4, ent-
spricht. Dann haben wir nur zu zeigen, dass wir ein Viereck fiir die
Exponenten 4, + 2m, u,, v, zeichnen konnen. Denn dem weiteren
Schritte, der Vermehrung je zweier Exponenten um @ resp. B, ent-
spricht geometrisch wieder die laterale Anhingung von Kugelkalotten
an entsprechende Seitenpaare, die keine Schwierigkeit bietet. Blicken
wir nun wieder auf unsere Figuren zurick. Die Ausfiihrbarkeit des
ersten Schrittes werden wir jedenfalls nachgewiesen haben, sobald wir
zeigen, dass wir stets lings eines Verzwei-
gungsschnittes, der die verdoppelten HEcken
verbindet, eine Vollebene anhéingen kinnen ev.,
falls kein (positives) Viereck fiir die betreffende
Verdoppelung existirt, immer doch das Viereck
Ao+ 2, wy, v, construiren konnen, Figur 85d
fubrt uns so zu Figur 94 In Figur 89%a
ersetzen wir den in der Anhdngung der
Vollebene lings eines Schnittes ¢, ¢, bestehenden geometrischen
Process wieder durch die Anhingung einer Vollebene lings eines
_Schnittes ¢,¢, in dem durch die beiden Zweiecke ausserhalb des

Fig. 94,

*) v. pag, 247, sowie pag. 220 dieser Arbeit,
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schraffirten Theiles der Figur 89b gebildeten Bereiche. Es bleibt noch
das entsprechende erweiterte Grundviereck fiir die Figuren der Aussen-
vierecke 89¢ und 90¢ zu zeichnen. Dieselben sind durch die folgenden
Figuren 95 und 96 gegeben.

Fig. 96,

Fig. 9.

Was nun die Aussenvierecke anbetrifft , so wollen wir daran denken,
dass wir zu jedem Grundviereck, mag dieses selbst fiir jede Ver-
doppelung gezeichnet werden kbénnen oder nicht, stets drei verschiedene
Aussenvierecke construirt haben, die sich darin unterscheiden, dass
allemal einer von den drei Exponenten 4, g, v in seinem reellen Theile
grosser als 1 ist. Sollen wir nun ein Viereck fiir die Exponenten
Ay + 2m, uy, v, zeichnen, so kbnnen wir offenbar den reellen Theil
von A, grosser als 1 annehmen, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken.
Denn angenommen nicht 4,, sondern etwa g, wire in dem reellen
Theile >1, so stellen wir uns zunichst das Viereck 4,41, g, — 1, 7,
her, indem dann sicher der veelle Theil des ersten Exponenten > 1
ist, gehen von ihm aus zum Viereck i, 41+ 2(m—1), g, — 1, 7,
iiber, und hiingen dann nur noch lings der Seiten a,b, und a,'d, je eine
Kalotte (lateral) an, und erhalten so das Viereck 4,4-2m, g,, »,. Dieser
Bemerkung gemé#ss haben wir also nur fiir alle von uns bezeichneten
Formen der Aussenvierecke zu zeigen, dass wir stets lings eines Ver-
zweigungsschnittes ¢, ¢,’ Vollebenen anhéingen konnen. Dies aber
lassen alle unsere Figuren unmittelbar erkennen.

Wir sind somit zu dem allgemeinen Resultat gelangt, dessen Richiig-
keit in aller Strenge nachgewiesen ist:

Man kann fir jedes belicbige nicht ganzzahlige Werthetripel 4, u, v,
das an die Bedinguig + 2 +p +v=2n -+ 1 gebunden ist, stets einen
zugehorigen Fundamentalbereich in Gestalt eines Normalvierecks con-
struiren; leteteres kimmen wir stels durch geeignete Transformation in ein
geradliniges Viereck verwandeln.

Zugleich haben wir die Mittel gegeben, diesen Bereich in jedem
Falle geometrisch wirklich zu zeichnen. Ieh brauche wohl kaum hinzu-
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zufiigen, dass natiirlich der einzelne Bereich, wie wir bereits pag. 242
sahen, zwar nicht geometrisch, wohl aber in seiner functionentheore-
tischen Bedeatung eindeutig bestimmt ist.

Wollen wir schliesslich wieder einfache Kriterien aufstellen, um
sogleich zu wissen, welche Ecken bei Einfiihrung geradliniger Be-
grenzung jedesmal im Unendlichen liegen, so gehen wir die vorstehen-
den Betrachtungen noch einmal durch und werden dann leicht die
Richtigkeit der folgenden Sitze erkennen, die wir als eine Verall-
gemeinerung der entsprechenden Dreieckssitze anzusehen haben.

Ist A4 u 4 v==2n-4 1 (Bedingung A), so liegen alle Ecken des
Bereiches im Endlichen.

Ist A + u — v =2n + 1 (Bedingung B), so liegt die Ecke ¢, und,
wenn ¢, die verdoppelte Ecke ist, auch ¢, im Unendlichen.

Ist A —u — v =2n -+ 1 (Bedingung C), so liegen die stets nichi
verdoppelten Ecken b, und ¢, im Unendlichen.

Nattirlich gestatten die letzten Bedingungen wieder die cyklische
Vertauschung der Buchstaben. Wir bemerken endlich, dass zwel der
genanunten Bedingungen natiirlich nicht gleichzeitig gelten kénnen, ohne
dass in den reellen Theilen ganzzahlige Exponenten auftreten, ein
Vorkommniss, welches wir jetzt noch niéher untersuchen wollen,

§ 26.

Die Fundamentalbereiche unter der Bedingung i+ u—+»=2n-+4 1
fiir einen ganzzahligen Werth eines der Exponenten.

Wie finden wir nun schliesslich die Fundamentalbereiche fiir den

Fall, dass einer der Exponenien, etwa A, bei der Bedingung
+Atutrv=2n+1
ganegzahlig ist?

Von vornherein wissen -wir wieder, dass entweder der Kern ¢, 1,
oder der Kern ¢, 2 auf pag, 204 zur Anwendung kommen muss. Es
werden sich dann durchaus die Verhiltnisse in allgemeiner Gestalt
reproduciren, die wir pag. 225 fiir die Dreiecke mit einem ganzzahligen
Exponenten kennen gelernt haben. Vor allem wird das Wesentliche
jener Betrachtung sich hier wiederholen, dass die Gesammtheit der
reducirten Fundamentalbereiche, wie sie die Tabelle pag. 219 darstellt,
sich auf ewet verschiedene Gruppen verwandter Bereiche vertheilen, die
sich beziehungsweise auf den eben genannten beiden Kernen aufbauen.

Gehen wir zuniichst von_dem Kern ¢, 1 aus; es seien die Punkte b,
und ¢, als Fixpunkte der zu einander inversen Fundamentalsubstitu-
tionen-B und [N irgendwie auf der Kugel gegeben. Man wird daun
den Punkt a, beliebig hinzunehmen und von ihm aus den Punkt a,”
construiren kbnnen, Ist dann durch die Punkte b,¢; und g, resp. a,”
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je ein Kreisbogen gelegt, so erhalten.wir die Figur 97. Dieselbe liefert
uns stets sogleich zwei reducirte Fundamentalbereiche; von ihnen ist
der eine durch Schraffirung hervorgehoben, der andere wird von dem

ausserhalb gelegenen Theile der Kugel gebildet. Die Exponenten des
schraffirten Vierecks seien (in Riicksicht auf den entsprechenden
Dreiecksfall pag. 226) mit 1, g,, 1 — 2, bezeichnet, woselbst wieder -
0<p, <1, 0O<vy<1und gy~ vy =1 ist. Das zweite reducirte
Viereck hat dann die Exponenten 1, 1 —g,, 1 —g,. Die Figur 98
mdge ferner noch den dritten hierber gehbrigen reducirten Bereich
darstellen, dessen Exponenten 2, g,, 1 — g, sind (dieselbe entspricht
der Fig. 61a der pag. 226).

Dem entgegen stellen wir nun die reducirten Bereiche des sweiten
Kernes ¢, 2. Der Fundamentalbereich fiir die Exponenten 0, g7, v,%
mit der BedingungZp, + », =1 wird durch die Figur 99a gegeben,

Fig. 994, b, ¢.

deren directe Construction, wie man sofort sieht, im einzelnen Falle
nicht die geringste Schwierigkeit bietet. (Die Zuordnung der Seiten
bia, und b e, und analog der Seiten ¢, a,” und ¢, a,.in der Figur 99a
ist in der Weise bestimmt zu denken, dass ausser den Endpunkten die
gegenseitigen Schnittpunkte beider Seitenpaare resp.ihrer Verlingerungen
einander entsprechen.)

Es ist nun nichts leichter als die vier reducirten Bereiche dieser
Verwandtschaft zu construiren. Einmal kann man dem Bereich der

Mathematische Annalen, XLIV, 17
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Figur 99a*durch andere Verdoppelung der Ecken noch zwei weitere
dquivalente Bereiche gegeniiberstellen, deren einer z. B, durch Fig. 99b
gegeben wird. Der Aussenbereich der letzten Figur stellt dann (Fig. 59 b
entsprechend) den unmittelbar brauchbaren Fundamentalbereich fiir die
Exponenten 1, 1-—y,, 1+ y,, vor, withrend z. B, der Fundamental-
bereich fiir die Exponenten 0, 1,4 p,, p, (der Figur 59a entsprechend)
durch Fig. 99c gegeben wird.

Wie nun auf den reducirten Dreiecken der pag. 225 n. 226 sich die
Gesammtheit der jedesmal mit ihnen verwandten Bereiche aufbaunt, genau
in derselben Weise ist es auch hier der Fall, da ja die Figuren von
den durch Spiegelung an der entsprechenden Seite zu Fundamental-
bereichen erginzten Dreiecken morphologisch nicht verschieden sind.
Wir werden daher nicht néthig haben, niher auf die Theorie der
Verwandtschaft einzugehen. Eine einfache Ueberlegung zeigt sofort,
dass auch die fiir die sphirischen Dreiecke pag. 226 aufgestellten Sitze
sich unmittelbar auf unsere aligemeinen Fundamentalbereiche tibertragen
lassen. Ist nimlich fiir die complexen Exponenten 4, u, v eines Funda-
mentalbereiches eine der Bedingungen + 2 -+ p + v = 2n - 1 erfillt,
s0 besteht die entsprechende Bedingung auch fiir die morphologisch
gleichen symmetrischen Fundamentalbereiche, deren Exponenten durch
die reellen Theile der Grissen i, u, » gegeben sind. Es gilt sonach
zunéichst der Satz:

Der Kern ¢, 1 liegt dem au construirenden Fundamentalbereiche
zu Grunde, wenn A — w + v =2n - 1 (fiir u > v) ist, andernfalls
kommi der Kern c, 2 zur Anwendung.

Was endlich die Bedingungen anbetrifft, welche Ecken bei Ein-
filhrung geradliniger Begrenzung .ins Unendliche fallen, so ist hier
wieder zu beriicksichtigen, dass die verdoppelten Ecken naturgemiss
entweder beide im Endlichen oder beide im Unendlichen liegen. Die
foir alle geradlinigen Bereiche mit einem ganzzahligen Exponenten 4.,
geltenden Sitze sind dann die folgenden:

Fliir die geradlinig begreneten Fundamentalbereiche des Kernes ¢, 2 gilt

Die dem Exzponenten 4 entsprechende Ecke liegt stets im Un-
endlichen.” )

Ist 24 g+ v=2n-+ 1 (Bedingung A), so liegen die iibrigen
Ecken simmtlich im Endlichen. .[Hs gilt dann stets auch p4-»— 24
=2n+41 (Bedingung B).]

- Ist- dagegen w—v — 2 =2n-4 1 resp. v —p — 4 =2n-41)
(Bediagung C), so liegt auch die dem Exponenten v (resp. p) ent-
sprechende Ecke im Unendlichen. [Es gilt dann wieder stets auch
Adtp—v=2n+41fir g >v iesp. Ad+v—u=2n-41firv>u
Bedingung B).]
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Fiir die geradlinig begrenzten Fundamentalbereiche des Kernes ¢, 1 gilt:

Die dem Exponenten 1 entsprechende Ecke liegt stets im Endlichen.

Ist nun 4 — g — v = 2x + 1 (Bedingung C), so werden die den
Exponenten g und v entsprechenden Ecken entweder alle im End-
lichen oder alle im Unendlichen liegen, je nachdem man den einen
oder anderen Schnittpunkt der begrenzenden Kreisperipherieen ins Un-
endliche transformiren will. [In diesem Falle ist auch A4 p—+4v
=2n 4 1 (Bedingung A).]

Ist dagegen 4 — y 4 v = 2n -} 1 fiir p > v (Bedingung B), so
liegt entweder die dem Exponenten y oder die dem Exponenten » ent-
sprechende Kcke im Unendlichen; man hat
wiederum in der Hand, welches von beiden
man eintreten lassen will.

Es sei gestattet, in diesem Paragraphen
sogleich noch einige Worte den Grenz-
bereichen zu widmen, die sich bei der Be-
dingmg + At ptv==2r-41 fir o 4
grosse Werthe der Exponenten ergeben. Man
wird dieselben ebenso wie im Dreiecksfalle
erhalten, indem man die geometrischen Processe der lateralen und der
polarer Anhéingung von Kugelkalotten oder Vollkugeln vom reducirten
Bereich ausgehend in unendlicher Wiederholung anwendet. Wir wollen
es unterlassen, die Bereiche, auf welche man solcherweise kommt, im
einzelnen niher zu behandeln. Um jedoch wenigstens ein Beispiel
anzufithren, sei auf den einfachen Fall des Fundamentalbereiches
Fig. 100 verwiesen, woselbst die unendlich hohen Windungspunkte
wieder durch Pfeile angedeutet sind.

Fig. 100

Schlussbemerkung.

Sel es uns gestattet am Schlusse dieser Betrachtungen doch auch
betreffs der functionentheoretischen Bedeutung und Anwendung derselben
ein Wort hinzuzufiigen. Ist erst einmal die Darstellung der Kreisbogen-
vierecke oder sonstiger allgemeinerer Bereiche, die das Abbild der s-Ebene
darstellen, fiir beliebige complexe 4, g, » bis zu Ende durchgefiihrt,
so gilt es natiirlich, diese geometrische Theorie analytisch zu ver-
werthen, indem man dieselbe geradezu als Ausgangspunkt fiir das
Studium der s-Function und damit der hypergeometrischen Function
wihlt. *) Insbesondere wird man vorerst den Schnitten, welche in der
#-Ebene nach den singuliren Punkten zu ziehen sind (damit man die
in der s-Ebene construirten Bereiche erhilt), noch ein Capitel der

¥) Klein, Ann, 40, pag. 138 (1892).
17*
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weiteren Untersuchung zu widmen haben. Die Vortheile aber, die eine
solche geometrische Behandlung unserer transcendenten Function bietet,
diirften vor allem in den folgenden Punkten zu suchen sein. Sagen
wir zunichst, dass die conforme Abbildung in ihrer concreten Form
immer ein erster Schritt zu einer unmittelbaren Einsicht in das Wesen
der Function, in ihre organische Natur, ist. Dies gilt schon, wenn
wir, wie jetzt im Falle der s-Function, nur die allgemeinen Umrisse
der Abbildung kennen. Es gilt in erhhtem Maasse, wenn wir noch
ins Kinzelne verfolgen wollen, welche Curven auf den Fundamental-
bereichen der s-Ebene irgend welchem Curvennetz der z-Ebene ent-
sprechen, oder umgekehrt. Dariiber hinaus aber seien die Fragen,
wie oft ein bestimmt isolirter Zweig der Function gewisse Werthe an-
nimmt, wie viel Nullstellen in einem bestimmten Intervall oder in
einem bestimmten Gebiete der Ebene des Argumentes liegen,*) sowie
die Theorie der hoheren (rationalen und algebraischen) Transformation
der s-Function genannt. Die Methode der Fundamentalbereiche diirfte
endlich besonders in Specialfdllen und Grenzfillen der Function einen
guten Kinblick gewiihren, der auf rein analytischem Wege nicht in
gleichem Maasse zu erlangen ist. Specielle Fragen dieser Art sind
z. B. die, wann sich die Particularlosungen in der Néhe der singuliren
Punkte wie ein Logarithmus oder wie eine Exponentialfunction ver-
halten werden. Alle diese Fragen werden sich mit Vortheil von der
geometrischen Theorie der s-Function aus behandeln lassen.

Doch auch noch in anderer Richtung hin diirften diese geame-
trischen Untersuchungen bemerkenswerth sein. Wenn wir dieselben
nochmals {iberschauen, so werden wir den durchaus elementaren Charakter
derselben nicht verkennen, der insonderheit insofern hervortritt, als wir
mit allgemeinen Ansitzen nicht durchkommen, sondern die verschie-
denen Fiélle einzeln nach einander construiren miissen. Jedenfalls
haben wir in den modernen Bestrebungen, die Differentialgleichungen
2. Ordnung geometrisch zu behandeln, zugleich ein vorziigliches Beispiel
zu erblicken, wie die hohere Mathematik insbesondere in der auf
Riemann’s grundlegenden Arbeifen sich aufbauenden funetionentheo-
retischen Anschauung sehr wohl auf die Entwickelung der Elementar-
mathematik von Einfluss sein kann.

Gotting en, Februar 1893,

*) Klein, Aon. 37 (1890), pag. 573ff. Die dort gegebenen Resultate werden
sich z. B. leicht auf den Fall der geradlinig begrenzten Dreiecke auf Grund unserer
Betrachtungen auf pag. 218ff specialisiren lassen.



