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Einle i tung.  

Die vorl iegende Arbei t  will zu ether geometr ischen Einf i ihrung in 
die allgemeine Theorie der S c h  w a r  z '  schen s-  Funct ion  einen Beitrag 
liefern. Ih r  Gegenstand ist im Wesent l ichen das Studium der conformen 
.(bbildung, welche die genaun te  Funct ion  yon  der Ebene  des Argumentes  
entwirft i  die hierbei angewandten  Methoden werden zumeist  einen rein 
geometr ischen Charakter ,  oft  in elementarer  Einfachheit~ tragen.  Der 
sich darbietende Stoff erwies sich zu umfangreich~ um die Betrach- 
tnngen schon jetzt  zu,n vSlligen Abschlass  zu f i ihren,  doch erschien 
ein liingeres Hinausschieben ether ersten VerSffent l ichung aus manchen 
Grfinden unthunlich. Die A n r e g u n g  zu diesen Unte r suchungen  ver- 
danke ich den Vorlesungen des Herrn  Prof. K l e i n  fiber ,,Ausgewiihlte 
Capitel aus der Theorie der l inearen Different ia lgleichungen 2. Ordnung", 
die derse]be in den Jahren  1 8 9 0 - - 9 1  an der Universitiit  GStt ingen ge- 
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halten hat. Soweit ich im Folgenden auf dieselben Bezug zu nehmen 
habe, werde ich dies durch den in Klammern hinzugefiigten Hinweis 
(K) andeuten.*) 

I. Theil. 

His tor ischer  Riickblick nebst Disposition der  kbhandlung. 
w  

Allgemeino Eigenschaften der s-Function. Ihro conforme Abbildung 
fiir reelle oder imagin~re Exponenten ~t, 9, v. 

a b e  ] 
Die S c h w a r z ' s c h e  Function s 9. /~ v z des unbeschr~nkt ver- 

iinddrlichen Argumentes z soil hier definirt sein durch die folgende 
symmetrische Differentialgleichung 3. Ordnung**): 

d3s [ d~8 ,~2 

d, ds) 

�9 I I -~ i '  . (a--b)(a--c),_a .~ 1--~'2 . (b--c)(b-a)z_b _.]_ __~__ .1--v' ( c - -~ - -  b).J . 

In ihr bezeichnen a, b, c die ,singuliiren Punkte" in der z- Ebene, 
;t, F, v die sogenannten ,,Exponenten", yon denen wit sogleich niiher 
sprechen werden. Bezeichnet man den Ausdruck auf der linken Seite, 
die ,,Schwarz'sche Differentialinvariante", mit Hrn. K l e i n  durch das 
Symbol [s]~, so kSnnen wir die letzte Gleichung in die abgekiirzte 
Form setzen: Is], ~ ~(z ) ,  unter / / (z)  die angefiihrte rationale Function 
yon ~ verstanden. Der Zusammenhang der s-Function mit der hyper- 
geometrischen Reihe und der Riemann'schen P-Funct ion,  die ihrer- 
seits einer bestimmten Differentialgleichung 2. Ordnung mit rationalen 
Coefficienten geniigen, ist bekannt genug, sodass wit nicht darauf 

*) Nach dem Abschluss dieser Arbeit ist inzwisehen die Abhandlung yon 
E. S t u d y  fiber ,,Sph~risehe Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und ellip- 
tische Func~ionen" im "fiX. Bande der Abhandlungen der ma~hem.-physikal. Classe 
der KgL S~ehs. Gesellschaft der Wissenschaften erschienen. Freilich verlangt unsere 
FragesteUung yon vernherein einen anderen Standpunkt in der sph~rischen Tri- 
gonometrie, indem ffir uns insbesondere stets die ,,Dreiecksfl~ehe" im Mittelpunkte 
des Interesses steht, w~hrend bei S t u d y  naeh dem Vorgange yon M~b ius  
das allgemeine Dreieek als Gebilde dreier grSsster Kreise der Kugel erscheint, 
welches durch Festlegung des Drehungssinnes in den Seiten und Winkeln n~her 
deGnirt ist. Gleichwohl ist die Beziehung beider Arbeiten an manehen Punkten 
unverkennbar. (Vgl. auch den im ersten Befte dieses Annalenbandes erschienenen 
Aufsatz yon H r n . S c h o e n f l i e s :  UeberKreisbogendreieeke und Kreisbogenvierecke.) 

**) Dieselbe Jst in dieser Form zuerst yon Hm. K l e i n  aufgestellt worden: 
Ann. 12, p. 170, 1876; an sie knfipft sparer P a p p e r i t z  an, Ann. 25, p. 214, 1884. 

11" 
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einzugehen braucheu.*) Vielmehr wollen wir in wenigen Siitzen die 
wesenflichen Eigenschaften der s-Function zusammenstelle~, soweit 
sie ffir uns in Betracht kommen: 

1. Aus einer gegebenen _Pa~ticularlSsung s o stdlt sich das allgemeine 

Integral s der obigen DifferentiaZgleichung in der Form s 
~,So ~ 

dar, d. h. als allgemeinste gebrochene lineare Function yon s o. Die 
Differentialgleichung definirt eine gauze Functionsschaar, yon der eine 
bestimmte Function in der Gesammtheit ihrer analytischen Fortsetzungen 
nur ein einzelnes Individuum vorste]lt. 

2. Unter den _Partieularl6sungen befinden sich drei ausgezeichnete, 
welche sieh im Allgemeinen (d. h. jedenfalls fiir nicht ganzzahlige )., ~, v) 
fiir die Umgebung der singuliiren t)unkte a rasp. b, e in die Gestalt 
setzen lassen : " 

so ~ (~ - a ) ~  �9 t ' 1  (~  - a ) ,  

s~ = (~  - b ) ~ .  ~ ( ~  - -  b ) ,  

so = (~  - c )"  �9 t ' ~ ( ~  - -  c )  ; 

/)1,/)=,/)a bedeuten Potenzreihen, in denen das constante Glied niche 
verschwindeh g i t  Ausnahme der Punkte a, b, c verhiilt sich die 
einzelne Function der Schaar in allen Punkten der z- Ebene unverzweigt. 

3. Uml~iuft die Variable z in ihrer .Ebene den _Punkt a oder b, c, 
so erleidet die beliebige FarticuZarlSsung s o bestimmte lineare Substitu- 
tionen, die wit  als die Fundamentalsubstitutionen A, B, F bezeichnen. 

Nun l~isst sich ein Umlaufsweg, der die Punkte a, b, c gemeinsam 
umschliessr einmal in die Aufeinanderfolge der einzelnen Umkreisung 

Fig. 1. 

der Punkte a, b, c zerlegen, aDdererseits 
sich fiber alas Unendliche auf einen Punk~ 
zusammenziehen. Dies ergiebt ftir die 
Fundamentalsubstitutionen die wichtige Be- 
ziehung, dass ihre successive Anwendung 
zur Identitilt ffihrt. Dieses Resultat set 
dureh die symbolische Gleichung AB F ----- I. 

ausgedriickt, in der wir die Zusammenstellung ABF yon links nach 
rechts lesen wo]]en. 

Die S~itze unCer 1 und 2 geniigen geradezu, um umgekehrt die 
s-Function in der Weise der Riemann'schen Einfiihrung der / ) -  Function 
vollstiindig zu bestimmen. 

!~un hat Hr. S c h w a r z  nach dem Vorgange .Riemann's bemerkt, 
dass die s-Function fiir reelle Werthe der Gr5ssen ~2 ~2 ~2 die positive 

*) Vergl. z. B. Schellenberg, Diss. GSt~ingen 189"2: Neue Behandlung der 
hypergeometrischen Function auf Grund ihrer Darstellung durch das bestimmte 
Integral, pag. 5. 



Beitrlige zur geometrischen Theorie der Schwarz'schen s-Function. 165 

Halbebene des Argumentes s a u f  ein yon 3 Kreisbogen begrenztes Fltichen- 
stiick abbildet, wie sogleich n~iher anzugeben ist. *) Bei dieser Fassung 
des Satzes ist vorausgesetzt, dass die singulKreii Punkte a, b, c der 
a-Ebene durch eiiie geeignete lineare Transformation auf die Axe des 
Reellen transformirt sind, etwa in die Punkte 0, 1, o0, was stets 
mSglich ist. Hr. Schwarz hat diesen Gedanken vor allem in der 
wiehtigen, fiir dieses ganze Untersuchungsgebiet grundlegenden Arbeit 
ausgefiihrt: ,,Ueber diejenigen ~'~ille, in welehen die Gaussische hyper- 
geometrisehe Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes 
darstellt.**) Sind im Besonderen die Grbssen /t 2, ~2, v ~ positiv, so 
wird das Abbild der Halbebene z dutch ein Kreisbogendreieck mi~ den 
Eckeii at, b~, c I gegeben, welches im Innern wie auf den Seiten mit 
Ausnahme der 3 Ecken keiiien Windungspunkt enthiilt. In den Eeken 
at, bl, e 1 aber, welche den Punkten 
a, b, c der z-Ebene entsprechen~ 
bilden die Kreisbogen entspr, die 
Winkel ~ ,  ~ z ,  v z ;  es kSnnen 
demnach bier Windungspunkte be- 
liebig hoher Ordnung auftreten. 
Ist jedoch eine oder mehrere tier 
Gr6ssen it "~, ~, ~, v negativ , so geht die 

,/ IYII/~, ~ , 

. . . . . .  , z �9 Eben~ 
a 5 c 

a ~  

b ~ c ,  *. Ebene 

:Fig. ~. 

den gugeh6rigen singulgren _Punkten a, b, c entsprechende Ecke des 1)reiecks 
vertoren, indem die begrenzenden Kreisbogen sich nicht mehr schneiden. 
Alsdann winder sich die Dreieeksfl~ehe zwischen diesen beiden Kreisen 
immerfort herum, gleichsam als ein unendliches Band sieh selbst un- 
endlich oft tiberdeekend. Doch unCerliiss~ es Hr. Schwarz yon allen 
diesen Kreisbogendreieckeii eine anschauliehe geometrische Vorstellung 
zu geben. In diesem Sinne werden wir im Anschluss an eine Arbeit 
des Hrn. Klein***) eine erste Ergiinzung der bisherigen Theorie geben, 
indem wir die Dreieeke bei gegebenen reellen oder imaginiiren Werthen 
der Exponenten ~, ~ v wirklich zu construiren unternehmen und in 
die versehiedenen mSglichen Gestalten eine unmittelbare klare Einsieht 

*) Man sehe das erste Auftreten dieser &bbildung in Rie  mann's  posthumer 
Minimalfl~chenarbeit, Ges. Werke 1. Aufl., 1876, pag. 283 (zuerst 1867 ver~lffent- 
licht), sowie 1. c. pag. 417; sodann Schwarz: ,,Ueber einige Abbildungsauf- 
gaben", (1869) Ges. Abh. II, pag. 78--80, ,,Abbildung der OberlttLche eines 
Tetraeders auf die Oberfli~che einer Kugel", (1868) Ges. Abh. II, pag. 100--101, 
,,Ueber die Integra~on der partiel|en Differentia]gloichung AU ~ 0 etc.", (1870) 
Ges. &bh. II, pag. 144--45, ,,Bestimmung einer spot. Minimalfl~che", (1871) 
Ges. hbh. I, pag. 25. 

~*) Crelle's Journal, Bd. 75 (1878), pag. 292--335, Ges. Abh. I[, pag. 211--259 
und 172--74. 

***) ,,Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reiho", Ann. l~d. 37, 
pag. 579 ft. 1890. 
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gewilhren. Wie wir sog|eich an dieser Stelle hervorheben wollen, 
werden wit ffir unsere Darstellung einmal in bekannter Weise uns der 
stereographischen Uebertragung der Ebene auf die Kugeloberflgche be- 
dienen, die auch den Betrachtungen des Hrn. Schwarz zu Grunde liegt; 
hat ~erselbe doch geradezu den Buchstaben s zur Bezeichnung unserer 
Function gew~hl~ als Abkfirzung f~r .sph~rische Function ~. Wir 
gewinnen hierdurch den Vortheil, das unendlich Weite anschaulich zu 
beherrsehen, indem wir dessert Sonderstellung aufheben. Unsere yon 
den 3 Kreisbogen begrenzten Bereiche werden wir in leicht vemti~nd- 
licher Erweiterung der Bezeiehnung tier Elementargeometrie dem- 
e~tsprechend als a~lgemeine sphdrische Dreiecke*) bezeichnen. Zweitens 
wird es uns mSglich sein, yon den Anschauungen der projectiven (hyper- 
bolischen) Maassbestimmung~ wie sie yon den Herren C a y l e y  und 
Kle in  entwickelt ist**)~ Gebrauch zu maehen, indem wir die Kugel 
der Variabeln s als Fundamentalgebilde zu Grunde legen. Es sei dana 
al]gemein der hbstand zweier Punkte wie der Winkel zweier Ebenen 

i . log D V, wo D V das Doppetverh~iltniss bedeutet, welches definirt als 

die beiden Punkte resp. Ebenen mit den reellen oder imagin~iren Ele- 
menten ihres Triggers bilden, die der Fundamentalfliiehe angehSren 
(d. h. mit den Schnittpunkten der Verbindungslinie der beiden Punkte 
mit der Kugel resp. den Tangentialebenen durch die Schnittgerade der 
beiden Ebenen an die Kugel). Bieten docb diese fiir Strecken und 
Winkel definirten Maassverhi~ltnisse den wesentlichen Vortheil dar, bei 
projectiven Transformationen des Raumes, welche die Fundamental- 
kugel in sich iiberffihren, unver~ndert erhalten zu bleiben. Wir werden 
iibrigens, wenn yon solchen nicht-Euklidischen Entfernungen oder 
Winkeln die Rede ist, es ausdriieklieh hervorheben, falls nieht yon 
vornherein eine andere huffassung ausgeschlossen ist. 

Doeh wollen wir der Arbeit des Hrn. Schwarz noch die folgenden 
Si~tze entnehmen: Das einzelne Dreieck reprEsentirt nur einen einzelnen 
,,Zweig" einer s-Function: die Gesammtfunetion wird uns erst dutch 
die fortgesetz~e symmetrische Wiederholung, die ,Spiegelung"***) des Aus- 
gangsdreiecks an seinen begrenzenden Kreisbogen und der neuen Dreiecke 
an ihren freien Seiten, vor Augen gefiihrt, ein Process, dem in der 
Ebene des hrgumentes die analoge Aneinanderreihung tier Halbebenen 

*) Im Gegensatze zu M6bius ,  der die Y-~nienziige dreier Bogen grGsster 
Kreiae als allgemeines sph~ri~ches Dreieck bezeichnet, vgl. Ges. Werke H, 
p. 1--54, p. 71--88. 

**) Cay ley ,  Six~ memoir upon Quantics, Phil. Transactions t. 149, 1859. 
Collected mathem. Papers lI, p. 561. - -  Klein,  Annal. Bd. 4, pag. 573 ft., 1871 ; 
Bd. 6, pag. 112 If., 1873. 

***) Crelle's Journal, Bd. 75, pag. 316; Ges. Abh. II, pag. 238; sowie Kle in-  
Fr i cke ,  elHpt. Modulfunctionen, 1890, I, pag. 85 ft. 
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um die Punkte a, b, c entspricht. Wir werden hierauf sogleieh noch 
zuriiekkommen. Im Allgemeinen werden hierbei die Ebenen des Argu- 
mentes und der Function in Riemann'scher Ansehauung unendlich oft 
iiberdeckt zu denken sein, wenn wit eben den Gesammtverlauf der 
s.FuneGon iiberblieken wollen. Jedes andere Individuum der Functionen- 

schaar aSo+t~ ferner erhalten wit in seiner Abbildung durch eine 

lineare Substitution der Variabeln s, welche die Eckpunk~e al, bl, e, 
des Ausgangsdreiecks in irgend drei andere Punkte transformirt. 
3)emgem6ss sind alle .Dreiecke fiir uns g~eichwerthig, die in directer 
M S b i u s ' scher Kreisverwandtschaft zu einander stehen. 

w 

Mlgemeines Abbildungsprincip, insbesondere flit die s-Function mit 
complexen Exponenten. Gegeniiberstellung des ,Fundamentalbereiches" 

und seines ,,Kernes". 
Die Schwarz'schen Betrachtungen sind nun, welt fiber die n~ichsten 

Ziele des Verfassers hinaus, die Grundlage zu einer neuen Theorie geworden, 
die darauf binausl~uft, die allgemeine Differentialgleichung 3. Ordg.: 
[~], ~ f ( z ) ,  wo f eine rationale oder algebraische Function bezeichnen 
mbge, geometrisch zu behandeln.*) Anstatt n~mlieh das conforme 
Abbild der Ebene des Argumentes im einzelnen Falle yon den ana- 
lytischen Entwiekelungen aus zu studiren, kann man umgekehrt dasselbe 
zum Ausgangspunkt wKhlen und geradezu als Definition der betreffenden 
Function an die Spitze der Untersuchung stellen. Diese Gedanken 
gruppiren sich urn den Begriff des ,,Fundamentalbereiches", wie der- 
selbe yon Hrn. Kle in  in seiner Arbeit: ,,Neue BeitrKge zur Rie- 
mann'sehen Funetionentheorie" im 21. Bde. tier Math. Annul. (1882) 
in allgemein umfassender Weise eingeffihrt ist. Unter demselben haben 
wit einen yon Stficken irgend welcher Curven begrenzten Bereich 
einer ,,•iemann'schen Mannigfaltigkeit" zu verstehen, die zu je zweien 
durch ein bestimmtes analytisches Gesetz punk~weise einander zu- 
geordnet sin& Wit wollen nicht nilher darauf eingehen, wie diese 
allgemeine Definition zu specialisiren ist, welehe Bedingungen ein 
soleher Bereich zu erffillen hat, um ,,brauehbar" zu sein, in weleher 
Weise wit uns aus ibm eine geschlossene Mannigfaltigkeit hergestellt 
denken kbnnen u. dergl.**) Vielmehr wollen wir sogleieh zu unserem 
Dreieeksfalle zurtickgehen, um uns an ibm die VerWiltnisse im Einzelnen 

*) Man sehe Kle in ,  Math. Ann. Bd. 40, pug. 13g (1892). 
**) Vgl. Kle in :  ,,Ueber den Begriff des func~ionentheoretisehen Funda- 

mentalbereiehs", Ann. 40, pug. 130 ft. (1892). 
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klar zu maehen. Es sei als Ausgangsdreieck das Dreieek at b~c~ d e r  
Fig. 3 gew~hl~, welches uns das Abbild der positiven Halbebene vor -  
stellen mSge. Indem wir dasselbe an einer seiner 3 Seiten z. B. a n  

~, ,c, 

~ig.  3. 

alb 1 spiegeln, erhalten wir in d e m  
schraffirten Dreiecke alb~c:" eine A b -  
bildung der negativen Halbebene. D e m  
Viereck a~ c~ b~ c~' entspricht demnaeh d ie  
ganze yon b tiber c und das Unendl iehe  
bis a l~ngs der Axe der Reellen e in-  
geschnittene Ebene des Argumentes z. 
A]lemal zwei Punkte der gleichnamigen 
Selden ctb ~ und c(b~ resp. c~a~ u n d  
c~'a t werden nun einander zugeordnet. 
sein, indem sie demselben (aber a u f  

verschiedenen Ufern des Schnittes ge]egenen) Argumentwerth z ent;- 
sprechen. Indem man yon dem Punkte X des einen Ufers in der e in-  

geschnittenen ~-Ebene dutch eine pos i -  .~.~. rive (resp. negative) Umkreisung des  
........ ....... ~ x ~ ~  "':::=:~::::::"-: P~mktes a oder b zu dem gegen~iber- 

~ ' ~ - J - r  liegenden Punkte X '  des anderen U f e r s  
~i~. 4. gelangt, so ergiebt sich, dass die Za -  

ordnu~g der genannten Kreisbogenpaare durch die Fundamentalsubstitu- 
tionen A und B geleistet wird. Ffigen wir in unserer Figur 3 auch n o c h  
die Spiegelung des Ausgangsdreiecks an den Seiten a I c Iund b I c I h inzu ,  
so k~nnen wir f~r die beiden neuen Drdecke alctb 2" und b t c~a 2" die  
analoge Betrachtung wie soeben durehffthren. Es werden die be iden  
Halbebenen des Argumentes jetzt l~ugs tier Strecke ac bezw. c a  zu-  
sammenh~ingen~ wobei die le~zte S~recke sich fiber den Unendlichkeits- 
punkt bintiberzieht. Zu den Substitutionen A nnd B gesell~ sick d a n n ,  
wie le~cht zu tibersehen is~, noch die dritte Fundamentalsubstitution r 
hinzu, der Umkreisung des Argumentes z um den Punkt c entsprechend. 
In unserem Falle reeller Werthe ~t, ~ v haben die Fundamen~al- 
substitutionen speciell elliptischen Charak~er. *) In der Figur 3 e rha l ten  
wit  zugleieh eine unmittelbare geome~risehe Anschauung unserer s y m -  
bolischen G1. A S F ~ 1. Durch die Anwendung der 3 Substi~utionen 
A B I" in irgend einer cyklischen Reihenfolge gehen n~imlich die Dre iecke  
b2' ate1, c2' al c,, a~' b 1 c I successive in einander fiber, sodass wir schliess- 
lich zum ersten Dreieck zurfickgelangen. Im speciellen Falle enth~I?~ 
die G1. ABr ~ 1 den schon l~ngst bekannton Satz**), dass bei d e r  
suecessiven Drehung der Kugel dureh die doppelten Winkel eines g e -  

*) Ygl. Klein-Fricke, Ellipr Modulfunctionen, Bd. I, 1890~ 1Jag. 165. 
**) ~an sehe z. B. Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1853, ~krt~. 280 

u. 346; Thomson u. Tai% l~atural Philosophy, Cambridge 1886, I. ArL. 95. 
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wiihnlichen sphilrischen Dreiecks um die zu seinen Ecken gehSrenden 
Durchmesser der Kugel die letztere in sich selbst tibergefiihrt wird. 

Wir sind nun zu dem Punkte gekommen, um das Ziel unserer 
eigenen Untersuchung angeben zu kiinuen. Ist einmal die er~eute .Durch- 
arbeitung der geometrisehen Theorie fgr reelle und rein imagintire Werthe 
it~ ~ v eine ttau~taufgabe dieser Arbeit, so gilt es ferner die genannten _Be- 
trachtungen fiir complexe Werthe der Gr6ssen it, ~, v ~u veraltgemeinern, 
insbesondere auch in di.esen Fiillen den Fundamentalbereieh der s-Func-  
tion zu construiren, d. h. denjenigen l~ereieh der s-~Ebene, welcher als 
Abbild der zweckmgssig eingeschni~tenen Ebene des Arguments zu gelten hat. 
Wie sich yon selbst versteht, wird es sich jetzt nicht mehr empfehlen, 
die hbbildung der einzelnen Halbebene fiir sieh zu betrachten. Bevor 
wit jedoch in die Einzelhei~en niiher eindringen, wird~s zweekm~issig 
sein, uns in Kiirze mehr schematisch als streng einen Ueberbliek fiber 
diese hbbildung zu schaffen. 

Erin~ern wir uns zun~ichst, dass unter den Par~icularliisungen tier 
Differentialgleichung 3. Ordnung ftir die s-Function drei ausgezeichne~e 
vorhanden sind, die in der N~he der siugul~ren Stellen a~ b, c sic]a 
entsprechend verhalten wie (z--a)  ~, (z--b)~, (s--e)*, d. h. wie eine 
Po~enz mit complexen Exponenten. Indem nun die allgemeine LSsung 
der Differentialgleichung sich ale gebrochene, lineare Function dieser 
ausgezeichneten LSsungen darstellen l~sst~ so folgt, dass eine gerad- 
linige Fortschreitungsrichtung yon einem singul~iren Pnnkte in der 
Ebene des Argumentes dureh eine beliebige s-Function der Schaar in 
tier unmittelbaren ]Niihe des entsprechenden Punktes der Ebene der 
Function sich ether logaritbmischen Spirale anschmiegen wird, class 
abet umgekehrt eine geradlinige Fortschreitungsrichtung in der JEbene 
der Function yon dem letztgenannten Punkte eine spiralige Curvenendigung 
in den singul~iren _Punkten der z-Ebene bedingt.*) Wollen wit dahe~ 
eine einfache Gestalt des Fundamentalbereiches wiinschen~ so werden wi~ 
jedenfalls dora Einsehni~t der z-Ebene in tier :NiChe der singuliiren 
Punkte bestimmte spiralige Endigungen geben miissen (K). 

Die Verallgemeinerung der Be~rachtung des speciellen Falles reellel 
it, 9, v legt nun die folgende Vermuthung nahe: ~s diirfte m6glich sein 
die z-Ebene so mit einem t~inschnitt in der soeben eharakterisirte~ 
Weise yon einem der singulgren t~unkte zu den beide~ anderen bin  ~t 
versehen, dass die Abbild/ang dieser eingeschnittenen JEbene wiederum ei~ 
Kreisbogenviereck darstellt, dessen Seiten paarweise einand~r zugeordne 
sired, jedoch nunmehr dureh loxodromische Substitutionen, deren eine 
Fixpunkt jedenfalls in der den beiden Seiten gemeinsamen Ecke liegt. ** 

*) Man sehe pug. 175 s dieser Arbei~. 
**) Das Auftreten rein imagin~rer We~he tier Exponenten set zun~,ehst auE 

gesehlo~sen. 
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Man sehe die schematischen Figuren 5 und 6. In betreff der Winkel 
dieser Vierecke wird zu sagen sein, dass der Winkel der Ecke a I gleicl~ 
2~t'~, der Ecke b I ~ 2 t t ' z  und die Summe der Winke] in den EckexX 
cl u n d c  2' gleich 2 v ' ~  betragen wird, woselbst T, tt', v' die r e e l l e ~  
Theile tier Exponenten +t, t~, ~+ bezeichnen mSgen. Diese Vierecke~ 
werden wit dann geradezu als eine Verallgemeinerung der sphRrische~ 
Dreiecl~e ausehen kSnnen (K). Wie nun im Falle reeller Exponen te~  
+~, tt, v die zweiten Fixpunkte tier Fundamentalsubstitutionen A und  13 
(resp. [') in den zweiten Schnittpunkten der zugeordneten Kreisboge~ 

Fig. 5. 

~ig. 6. 

liegen, so werden wir auch im allgemeinen Falle complexer Exponenten 
die gleiche Annahme in den Figuren zu bevorzugen suchen; doch isi~ 
dieselbe keineswegs eine nothwendige Forderung. Die solcherweise 
specialisirten Figuren werden wir dann ,Normalvierecke" nennen. 

Es sei noch erw~ihnt, class man die Zerschneidung der z - E b e n e  
auch in anderer, fibrigens mehr symmetrischer Weise vorgenommen 
denken kann, indem man yon einem beliebigen Punkte 0 aus n a c h  
den Punkten a, b, c hin Schnitte legt, die sich wieder in tier N ~ h e  
der letztgenannten Punkte in bestimmter Weise spiralig zu w i n d e n  
haben (Fig. 7). Man wird erwarten kSnnen, dass bei gee igne te r  
Einrichtung dieser Schni~te die Abbildung ein Kreisbogensechsec7c 

b.~ 

Fig, 7, 

Fig, 8. 

a I 0 v b i O~ ci O~ liefern wird, dessen Winkel in den Ecken at, b. c I gleich 
2~.'z~, 2~'~, ~'~ sind, w~ihrend die Summe der Winkel der Ecken 
0~, 0~, Or, gerade 2~ betr~gt (Fig. 8): Die in den Ecken a 1, bi ,  c 1 
zusammenstossenden Kreisbogen werden, wie die Figur durch P f e i l e  
angiebi, mittels loxodromischer Substitutionen einander zugeordnet se in .  
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Auch hier ist wieder der ,,1%rmalfall" denkbar, dass die einander ent- 
sprechenden Kreisbogen sich in den zweiten Fixpunkten der zugeh6rigea 
Fundamentalsubstitutionen schneiden. Die Kreisbogenvierecke ergeben 
sich, wie leicht zu sehen, als Specialfall der eben geschilderten Bereiche, 
wenn der Punkt 0 in einen der singul~ren Punkte a, b, e selbst 
hineinriickt (K). 

Wir wollen noch einmal ausdriicklich hervorheben, dass unsere 
bisherigen Angaben zun~chst nut den Wertb einer schematischen Ueber- 
sicht besitzen. 

Was den Fall betrifft, dass einer oder mehrere der Exponenten 
2, ~, v rein imagin~ir werden, w~hrend die iibrigen complex sind~ so 
wird derselbe in analoger Weise eine besondere Behandlung erfahren 
miissen, wie auf pag. 165 im Fa]le reeller Werthe ~.~, ~2, v~ angegeben 
ist. Gerade der n~chste Theil dieser Arbeit wird der Aufkl~irung tier 
besonderen Stellung der Abbildung f{ir rein imaginiire Expouenten 
gewidmet sein. 

Eine weitere Bemerkung bezieht sich auf die Gleichung A B [" ~ 1. 
Zun~iehst ist leieht zu tibersehen, wie die S~tze der pag. 168 sich auf die all- 
gemeineren Figurea 6und 8 fibertragen. Es kommt dabei start des Principes 
der Symmetrie das ,,_Princip der analytischen Fortset~ung" in Anwendung, 
wie dasselbe in aligemeiner Fassung zuerst yon Herrn Klein in der 
schon genannten Arbeit Math. Ann. 21 entwickelt is~. Nach demselben 
habea wir einfach den ersten Bereich vermSge einer der Fundamental- 
substitutionen, welche die Zuordnung der Seiten vermitteln, zu repro- 
duciren, um yon dec Fortsetzung der Abbildung ein Bild zu gewinnen. 
Wir wollen im Einzelnen diese einfachen Verh~ltnisse nieht weiter 
ausfiihren. Indem die Aufeinanderfolge linearer Substitutionen allemal 
wieder eine lineare Substitution ergiebt, so l~isst sich die linke Seite der 
symbolischen Gleichung A B [ ' ~ I  sofort dureh eine einzige Substitution 
darstel]en; die Vergleichung ihrer Coefficienten mit denen der Identitgt 
fiihrt dann in extenso zu 3 Gleiehungen (da es ja nut auf das Ver- 
h~iltniss tier Coefficienten in einer linearen Substitution ankommt). 
Dieselben erweisen sich~ wie wir sehen werden, ffir den Fall des 
gewShnlichen sph~rischen Dreiecks identisch mit den 3 Fundamental- 
relationen der gewShnlichen sphiirischen Trigonome~rie. Im allge- 
meinen Falle complexer Exponenten ~,/~, v wird dann die Gleichung 
A B f ~  1 uns als A usgangspunkt dienen, um die Formeln der sphiirischez 
Trigonometrie auch ffir COml01exe Werthe der Argumente geometrisc[ 
ansehaulich zu deuten.*) 

Denken wit uns nun die Figuren auf der Kugel gezeichnet, s~ 

*) Das bez/igliche Resultat ist bereits in den G~ttinger :Nachrichten yon 
Jahre 1891, p. 188--190 (abgedruckt in den Math. Ann. Bd. 39, 1891, p. 598--60~) 
yon mir angegeben. 
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werden wit neben den Fl~iehen der Fundamentalbereiche die 3 u 
bindungsgeraden der Fixpunktpaare der Fundamentalsubstitutionen als 
wesentlich erkennen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir das 

rn"  der Figur bezeichnen und den Gebilde dieser 3 Geraden als , ,~e 
Fundamen~albe~eichen selbst gegen~iberstellen (K). Demgem~ss wird auch 
unsere sp~tere Untersuchung dem Kern eia besonderes Capitel widmen. 
Im Falle eines gewShnlichen sph~rischen Dreiecks stellt der ,,Kern", 
wie sofort zu sehen, gerade die 3 Kanten des zugeh5rigen r~umlichen 
Dreikants dar, die sich im Mittelpunkt tier Kugel schneiden. 

In Riicksicht auf unsere geometrischen Entwickelungen den Kern 
betreffend kommen aus der Theorie der s-Function insonderheit die 
folgenden S~tze in Betracht*): 

1. Wenn die Exponenten 4, ~, v der Gleichung geni~gen 
+__g+__~+v=--2n+l, 

won  eine beliebige game Zahl bezeichnet und yon den doppelten Vorzeichen 
je ein beliebiges auszuw~ihlen ist~ dann ist es allemal m5glich, einen geeignet 
ausgewiihlten Zweig der s- Function dutch ein gew6hnliehes (unbestimmtes) 
Integral darzustellen. Dann haben abet die drei Fundamentalsubstitu- 
tionen A, B, [" einen Fixpunkt gemeinsam, d.h.  die drei Geraden des 
Kernes sehneiden sich auf  der Kugel in einem Punkte. 

2. ,, Verwandte s-t~unctionen" sind solehe, deren Ex2onenten sich 
um ganze Zahlen unterscheiden, die eine gerade Summe haben. Wie 
wir sehen werden, gehSren die zugehSrigen Fundamentalbereiche dem- 
selben Kern an, sodass wir geradezu sagen kSnnen: Verwandte s-_Fune- 
tionen sind diejenigen, deren Fundamentalbereiche denselben Kern besitzen. 
Im Falle tee]let ~t, ~, v wissen wir dann zugleiclr, dass die Funda- 
mentalbereiche stets yon Bogen derselben Kreise begrenz~ werden.**) 
An der Ietzterea Definition werden wit insbesondere festhalten, wenn 
es gilt, den Begriff der verwandten Functionen auch auf die F~lle 
ganzzahliger ~t, ~, v zu fibertragen. 

w  

Disposition tier folg~ndon Untersuohungen. 

Nun ist es yon vornherein klar, dass der analy~ischen Ent- 
wicklung der angegebenen Abbildung auf Gruud einer anderweitig 
gegebenen Definition der s-Function sich nicht geringe Schwierigkeiten 
entgegenstellen werden. Man wird daher umgekehrt auf rein geo- 
metrisehem Wege die allgemeinen Fundamentalbereiche darzustellen 

*) Auf gewisse F~le eines unbestimmten Kernes und die damit in Zusam- 
menhang stehenden Modifica%ionen, welche die folgenden S~tze flir ganzzahlige 
Werthe der Gr~ssen ~., ~, ~ etwa erleiden, sei an dieser Stelle nut eben hin- 
gewiesen. 

**) Man sehe P a p p e r i t z ,  Ma~h. Ann. Bd. 25, 1885, pag. 218. 



BeitrRge zur geometrisehen Theorie der Sehwarz'sehen s-Functlon. 173 

erstreben. Vor allem ist der Nachweis zu f~ihren, wie man [iir jede 
beliebige Auswaht eomplexer Exponenten ~., f~, ~ in der That den Funda- 
mentalbereich, sei es als Kreisbogenviereck oder in allgemeinerer Gestalt~ 
construiren kann. ]st dies gelungen, dann wird man geradezu die 
geometrische Figur als Definition cter s-Function vermSge der Forderung 
ihrer Abbildung auf die ~-Ebene an die Spitze der Untersuchung 
stellen k~nnen und solcherweise eine neue Einffihrang in die Theorie 
der s-Function (und damit der hypergeometrischen Function) gewinnen, 
welche in muncher Beziehung wesentliche Vortheile bieten d~irfte~ 
wie am Scblusse der Arbeit n~her angegeben wird. Hierbei werden 
die yon den Herren S c h w a r z  und N e u m a n n  entwickelten Existenz- 
s~tze in Anwendung kommen; betreffs der Angabe weiterer Einzel- 
heiten sei auf die Arbeit des Herrn P~itter*) verwiesen, dessert 
in w 2 gegebene Betrachtungen sieh unmittelbar auf unsere Figuren 
specialisiren lassen. 

Man wird sich nua keineswegs dartiber t~iuschen dfirfen, dass diese 
geometrische Methode ihre eigenartigen Schwierigkeiten besitzt gerade 
in der Mannigfaltigkeit der Figuren, die es zu beherrschen gilt. Schon 
der gewShnliche Fall reeller 4,/~, v wird uns mit den verschiedensten 
Gestalten yon Dreiecken bekannt machen und uns in den ganzen 
Reichthum der neuen geometrischen Anschauungen einen Einbliek 
gew~ihren. Umgekehrt d~irfte in dieser Vielseitigkei~ an und f~lr sich 
ein wesentliches Moment des Interesses, auch in rein geometrischer 
Hinsicht, zu erblicken sein. 

Indem wir das bisher Gesagte noehmals iiberblicken, gewinnen 
wir folgende Disposition unserer geometrischen Untersuchungen: 

Zun~iehst werden wir im folgenden ~weiten Theile unserer Arbeit 
fi~r den einfacheren 2'a~l die geometrisehe Theorie vollsttindig durch- 
fiihren, dass in der .Ebene des Arguments nur zwei singulgre _Punkte 
a und b vorhanden si~d. Die bier in Frage kommende abbildende 
Function ~, die gleichfalls einer Differentialgleiehung 3. Ordnung der 
Form [TJ, ~ / ~  (s) (s. pag. 167) geniigt, wird durch ~ ~ z ~ gegeben, 
wose]bs~ unter ~ eine im allgemeinen complexe GrSsse zu verstehen 
ist. Diese Betrachtungen werden uns vor allem in die singul~re Stellu~g, 
welche das Auftreten rein imagin~rer Exponenten bie~;e~ einen klaren 
Einbliek verschaffen und nns zugleich als Muster unserer allgemeineren 
Untersuchung dienen kSnnen. 

Sodann werden wit uns im dritten Theile mit dem ,,,Kern" der 
Fundamentalbereiche fiir die Sehwarz" sche s-~unetion beseh~ftigen und 
dessert Eigenschaften und Construction bei gegebenen complexen Werthen 

*) ,,Die eindeutigen automorpben Formen yore Gesehleehte Null", Math. 
Ann, Bd. 41, 1893~ pug. lff. 
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der Exponenten ~t, #, v allgemein entwickeln. Die letztere kornmt 
insbesondere auf die interessanb Aufgabe zuriick: Zu zwei gcgebenen 
B~nktepaaren der Kugel ein drittes zu finden, welches n~it ersteren vor. 
gegebene Doppelverh~iltnisse bildet. Als Anhang wird rich die geome- 
trische Deutung der Fundamentalformeln der sphgrischen Trigonometric 
fiir eomplexe Argumenie ergeben. 

Schliesslich werden wit im vierten Theile ffir reelle oder imagin~ire 
Exponenten Z, ix, v die Construction der sphgrischen Dreiecke vollst~ndig 
durchffihren, sodann im fiinflen Theile einige ErlKuterungen geben be- 
treffs der wirklichen Construction der-l~'undamentalbereiche fiir com~lexe 
.Exponenten Z, g, v; endlich werden wit im sechsten Theile flit den p.172 
erwihnten speciellen Fall, class die Geraden des Kernes sich auf der 
Kugel in einem Bunkte schneiden, die Fundamentalbereiehe in Gestalt 
geradlinig begrenztcr Norma~vierecke allgemein darzustellen lehren. 

:In dem ganzen Veriauf der Unf~ersuchungen abet werden wir ins- 
besondere stets die geometrische Theorie der verwandten s-Functionen 
hervortreten lassen. 

H. Theil. 

Der Fall zweier singul~rer Punkte in tier Ebene des lrgumentes.  

w  

Einander entsprechonde Curvonschaaren in der r Abbildung 
der Potenz mit complexen Exponenten. 

Wir beginnen jetzt sogleich damit, die geometrische Theorie des 
einfachen Falles zu entwickeln, in dem die Zahl der singulSren Punkte 
in der z-Ebene gleich 2 ist. Da die abbildende Function sich beson- 
ders einfach gestaltet, so wollen wit hier mit ihrer analytischen Dar- 
stellung, nicht mit den Fundamentalbereichen beginnen. Die jene 
Function definirende Differentialgleichung 3. Ordnung [~], ~ / ~ ( z ) ,  auf 
die wit bereits pag. 173 dieser Arbeit hingewiesen haben, nimmt im 
Falle zweier singul~rer Punkte a und b die einfache Gestalt an: 

i {1 - - i '  a--b i--I" b--a} 

oder 
[~/], ~ 1 -- 1 ~ . (a--b) z 

~ (z--a) ~ (z--by' 

indem die den Punkbn  a und b zugehi~rigen Exponenten einander 
gleich genommea werden miissen, da andernfalls der Punkt c~ als 
singuliber Punkt hinzukommen wUrde. Yerlegen wir die Punkte a 
und b dureh geeignete lineare Substitution der Variabeln ~ in die Punkte 
0 und c~, so erhalten wir die folgende Gleichung: 
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1 - - ~ ,  ~ 1 

Dieselbe l~issi leichi die ParticularlSsung % ~ z  ~ erkennen, aus der sich das 

�9 vo + ~ mit drei wesentlichen Con- allgemeine Integral in der Form ~ 7, + # 

stanten ergiebt. Im Falle zweier singuZiirer Punkte wird daher die 
abbiIdende Function allgemein dutch die gebrochene lineare Function der 
Potenz der Unabhgngigen mit dem complexen .Exponenten it gegeben. 

Wit wollen zun~chst der Abbildung tier Function 7o ~ z~ eiaige 
Worte widmen~ da dieselbe nicht hinreichend bekann~ sein diirfte. Die 
Constanten sind bereits so normir~, dass der Nullpunkt und der Un- 
endlichkeitspunkt beider Ebenen sich entsprechen~ indem wit bier un- 
beschadet der .~_llgemeinheit den reellen Theil ~' der GrSsse h== it' +i~." 
als positiv voraussetzen dtirfen. Wit wollen unser Augenmerk be- 
sonders darauf richten, welches Curvensystem in der y-Ebene dem 
Orthogonalsystem des yore Nullpunkt der z-]~bene auslaufenden Strahlen- 
btischels und des concentrischen Kreisbiischels um denselben Punkt ent- 
sprieht. Wir gehen zu dem Zweck yon ~o ~---z~ zu der logarithmirten 
Form der Gleichung log ~o ~ it log z fiber. Indem wit dann nach 
einander die Abbildung: ea~logz,  ea'~it.eo~ ~---e ~' betrachten~ finder 
man das Resultat: Dem genannten Orthogonalsystem der z-Ebene ent- 
spricht ein aus zwei Schaaren ,,congruenter" logarithmischer Spiralen 
bestehendes Orthogonalsystem, yon denen die eine Schaar im positiven, die 
andere im negativen Sinne sich windet.*) Aus dem Umstand% dass ein 
betiebiger Punkt der ~-Ebene einmal dem Punkte ~ ~ z z, dann jedoch, 
indem wit in der z-Ebene einen Umlauf um den Nullpunkt aus- 
gefiihrt denken~ dem Punkte ~ ' ~  e ~ ' ~ .  z ~ -  e ~  �9 ~ entsprich~, 
folgern wit sofort die analytische Gleichungsform der beiden Loxo- 
dromenschaaren in der s-Ebene. Dieselben sind einfach die .Bahn- 
curven der beiden loxodromischen Substitutionen**): 

I. ~' ~ e~'x . ~, 

II. ~' ----- e~'~a . ~, 

wobei die Curven I den concentrischen Kreisen~ die Carven II den 
Sirahlen der z-Ebene entsprechen. 

Wir gehen nun der besseren Uebersich~ wegen wieder durch stereo- 
graphisehe Projection zur Kugeldars~ellung der complexen Variabeln 
nnd z fiber and wollen unsere geome~rische Beschreibung so einriehten, 
dass eine lineare Substitution der Variabeln nichts Wesentliches ~ndert. 

*) ~Ian sehe Fig. 39 pag. 168 der Ellip~. Modulfunetionen yon Klein -Fricke, 
I. Bd. 1893. 

*~) Vgl. Klein.Fr icke,  Ellipt. Modulfunctionen~ Bd. I, 1890, pag. 168, 172. 
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Indem auch umgekehrt z sich a]s Potenzfunction yon ~ mit c o m p l e x e n  
1 

Exponenten, z ~  ~ ,  darsteIlt, so erhalten wir den allgemeinen S a t z :  
Den hyperbolischen und dli~tischen Kreisschaaren [nach S t e i n e r s  

Terminologie*)J der Punkte A and B in der ~-Ebene oder der P u n k t e  a 
,~nd b in der z-:gbene entspricht alZemal ein aus zwei Loxodromensehaare~ 
'~estehendes Orthogonalsysgem**) der anderen Ebene, die ihre Asympto ten -  
vunkte in den l~unkten a and b, resp. A und B,  haben~ (A u n d  B 
~ol/en die den Punkten a, b der z-Ebene entsprechenden Punk~e d e r  
q-Ebene bezeichnen.) 

Es sei bemerkt, dass die Conformit~ der Abbildung ttberall b e -  
~ahrt ist, mit Ausnahme in den Punktepaaren A, ~ and a, b. D o r t ;  
mtspricht einem Winkel ~ in der z-Ebene ein Winkel ~ .  2," i n  
~-Ebene. 

Es bleibt nur noch ein Wor~ zu sagen ffir den Fall, dass ~ r e e l l  
)der imagin~r wird. In beiden Fgllen entspreehen den beiden K r e i s -  
~cbaaren der ei~en Kugel die beiden Kreisschaaren der a n d e r e n ;  
�9 ~ihrend jedoch bei reellem ~t jedesmaI die elliptischen und die h y p e r -  
)o]isehen Kreisschaaren der beiden Kugeln beziehungsweise z u s a m m e n -  
,~eordne~ sind, ist das Entsprechen f~r imagin~ires ~ ein kreuzweises ,  
udem die elIip~ische Kreisschaar der einen Kugel der hyperho l i schen  
[er anderen entsprich~. Es is~ gu~, diese Resultate durch eont inu i r l i che  
kb~nderung des Werthes Z in ihrer Beziehung zu einander sich k l a r  
u machen. 

w  

)or Fundamentalbereich der einfaeher Potenz fiir einen reellen, i m a g i n ~ r e n  
und complexen Exponenten. Das Meridian- und Breitencurvenprincip. 

Es wird uns nach d~esen Vorbemerkungen ein Le~chtes sein, d i e  
u der Function ~ ~ z ~ geh6renden Fundamentalbereiche, die sich a l s  
tbbild der zweckm~ssig eingeschnittenen z-Ebene darstellen, zu s t u d i r e n .  
)enken ~vir uns zun~chs~ einmal die letztere l~ngs eines Kre i sbogens  
er ellip~isehen Schaar yon a naeh b eingeschnitten. Den Ufern d i e s e s  

*) Unter einer elliptisohen Kreissehaar verstehen wit die Gesammtheit a l l e r  
urch 2 fosse Punkto gehende Kroise, indem dieso auf ihrer gomeinsamen Centrale 
iue elliptische Involution bestimmen; unter einer hyporbohschen.die Gesammthei~ 
er zu ersteren orthogonalen Kreise, die also auf ihrer Centrale eine hyperbolische 
avolution bes~immen. Vgl. Klein-Frie~ke, Ellip~. Modu]funct.ionen~ Bd. I, 1890, 
ag. 165, Anm. 

*~) VgL Figur 41 der Modulfunctlonen pag. 172; sowie Holzmfiller, Zef~- 
~hrif~ Mr Math. und Physik yon Schl~mileh, 1871, pag. 201if,: ,Ueber logari th-  
lischo Doppeispirslen". 
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Schnittes entspreehen dann im allgemeinen Falle eines complexen it 
zwei logarithmische Spiralen der Schaar II ,  die im Falle eines reellen 
it in 2 Kreisbogen des elliptischen Biisehels, im Falle eines rein 
imagini~ren ~ in unendlich oft zu durchlanfende K~eise des hyper- 
bolischen Biischels iibergehen. Allemal schliessea die beiden Curvea 
einen Streifen der ~-Kugel 
zwischen sich ein, wie es B ~ r 

gedeutet is& In Fig. 11 haben 
wir uns ein zwischen den bet- 
den Kreisen sich unendlich oft 
windendes Band zu denken. 
Den Punkten a und b der z- 
Kugel entsprechen die Punkte ~is ~ Pig. 10. 
A und B der y-Kugel in den 
Figuren 9 und 10, in der Figur 11 dagegen hat man bet Anniiherung 
an die Punkte a und b sich unendlich oft um die ~-Kugel zu 
bewegen, ohue je ein Abbild dieser Punkte, die Schnitte der be- 
grenzenden Kreise, zu erreichen. Auf der z-Kugel gelangt man nun 
yon dem einzelnen Punkle des einen Ufers zu dem gegentiberliegenden 
Punkte des anderen Ufers des Einsehnittes, indem man liings der Kreise 
der hyperbolisehen Schaar einen Umlauf maeht. Entsprechende Punkte 
der Begrenzungen der Figuren 9--11 werden daher durch eine elliptische, 
loxodromische resp. hyperbolisehe Substitution einander zugeordnet, 
deren Bahncurven eben die Curvensehaar I lieferL Es ist dies in den 
Figuren dutch die quergestellten Pfeile angedeutet Hierdurch werdea 
die genannten Figuren zu Fundamentalbereichen in dam pag. 7 all- 
gemein angegebenen Sinne. Der ,,Kern" derselben wird einfach dureh 
die rilumliche Verbindungs]inie AB gegeben, welche die innere Axe 
der Fundamentalsubstitution darstellt. 

Allerdings werden ia den FMlen eines reellen oder complexen Ex- 
ponenten it keineswegs stets solche einfachen Verh~ltnisse vorliegen, wie 
in den Figuren 9--11 gezeichne~ sin& Da in Fig. 9 der Winkal, den die 
beiden Kreisbogen mit einander bilden, 2it'~ betrllgt, so warden in den 
Punkten A und/7 im allgemeinen Windungspunkte yon beliebig boher 
Ordnung liegen, indem der Yundamen~albereich sieh so oft um d~e 
ganze Kugel hertiberzieht, als die grSsste ganze Zahl in it' angiebt. 
Das Analoge finde~ aueh im Falle der Fig. 10 in RtIcksieht auf den 
�9 eellen Theil it" des complexen Exponenten s~a~t, wie ieicht zu iiber- 
sehen ist. Hierbei wird der Bereich" ffir complexes it sich bereits 
fiir einen Werth it' < 1 beliebig oft selbst fiberdecken kSnneu, wenn 

nut das Verh~ltniss -~ hinreichend gross ist. Ein Theil eines solchea 

Mathemati~ohe ~u~al6n~ XLIV, 1~ 
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Fundamentalber~iches is~ zur Fixirung der Ansehauung in Fig. 12 dar- 
gestellt (K). Nun steht aber nichts im Wege, die weir complicirteren 
Gestalten des Bereiches ins Auge zu fassen, in denen die letzten beiden 
Vorkommnisse gleichzeitig sich finden. Es ist dann schwierig, wenn 

nicht ganz unmSglich, sich stets ansehaulich klar den 
gesammten Fundamentalbereich vorzustellen. [Doch kaun 
man sich leicht ein Stiick des letzteren darstellen. Man 
braucht n~mlieh ffir einen gegebenen Exponenten ~ nur zwei 
benachbarte loxodromische Bahncurven der zugehSrigen 

1rig. 13. Fundamentalsubstitution zu zeichnen, auf ether derselben 
zwei sich entsprechende Punkte anzugeben und yon diesen orthogonal 
zur anderen Loxodrome zu gehen. Dann wird ein Fl~chenstreifen be- 
stimmt, der ein Stiick des genannten ~undamentalbereiches darstellt und 
yon zwei Etementen der Randcurven des letzteren und yon zwei die :End- 
punkte desselben einander zuordnenden Bahncurven der Fundamentalsub- 
stitution begrenzt wird. Von diesem Fl~ichenstreifen aus kann man be- 
liebig welt die Gestalt des Fundamentalbereiches fortsetzeu. Doch werden 
wit sogleich in einfacherer Weise den Fundamentalbereich fiir beliebiges 
construiren.] Wit sehen ferner, dass in den F~llen eines reellen oder 
imaginiiren Expoaenten d. h. der Figuren 9 und 1 t der Fundamentalbereich 
eine symmetrische Gestalt (ira Sinne der Symmetric in Bezug auf einen 
Kreis) besitzt, d. h. dutch einen Kreis des etliptischen resp. hyperbolischen 
Bfischels in zwei beziiglich dieses Kreises symmetrische H~ilften zerlegt 
werden kann, deren jede einer Halbebene des Argumentes z entsprich~. 

Haben wit bisher im Falle des complexen Exponenten ~ als Schnitt- 
linie der z-Ebene die einfachere Curve, dagegen als Begrenzung des 
Fundamentalbereiches der ~-Ebene die complicirtere Curve gew~.hl~, so 
werden wit jetzt wfinschen, gerade umgekehrfi vorzugehen, wenn wir 
fiberhaupt die Theorie auf geometrischer Grundlage eatwickeln wollen, 

oB wobei wir doch den Fundamen- 
talbereich zum Ausgangspunk~ 
w~hlen mfissen. Da bietet sich 
nun, s ofern wir X zun~chs~ all- 
gemein complex denken,  der 
doppelte Weg dar, entweder eine 
Loxodrome der einen oder der 
anderen ausgezei'chneten Schaar 
in der ~-Ebene als Schnittlinie zu 
w~ihlen. Im einen Falle werden 

]rig. 1~ ~a 1~. . den beiden Ufern des Schaittes 
zwei Kreisbogen des e]liptischen Biisehels, im anderen Falle zwei 
Kreisbogen des hyperbolischen Bfischels entsprechen, welch letztere 
wieder uneudlieh oft umlaufend zu denken sind (FJgur 13u. 14). Jedesmal .  
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wird ein bestimmtes Fliichensttiek der. ~-Kugel eingesehlossen. Indem 
wir yon einem beliebigen Punkte auf dem einen Ufer des Sehnittes in 
der z-Ebene wieder dureh Umlaufen eines Kreises des hyperbolischen 
Biischels d~r Punkte a und b zu dem gegentiberliegenden Punkte des 
anderen Ufers gelangen, ergiebt sich die Zuordnung der begrenzenden 
Kreisbogen jenes Fliichensttickes mittels der Loxodromen der Schaar I. 
Hierdurch wird den Figuren 13 und 14 wieder der Charakter der 
Fundamentalbereiche verliehen. Das wesentliche Resultat, welches wir 
dieser Betrachtung entnehmen, ist das folgende: Im allgemeinen _FaZle. 
eines complexen it.ist es sowohl m~glich eine Kreissichel wie ein unend- 
liches Kreisband, beidema~ mit ~oxodromischer Zuordnung der l~nder, 
als Fundamentalbereich zu w~ihlen. Dies ist die in Aussicht gestellte ein- 
fachere Construction. Im ersteren Falle betrggt insbesondere der nieht- 
Euklidische Winkel, unter dem die Ebenen der beiden Kreise sich 
schneiden, 2it 'z, im letzteren 2it"gi.*) Diese Fundamentalbereiche 
werden wit als allgemeine sphiirische ,,Zweiecke" bezeichnen kSnnen. 

Wit haben uns nur noch klar zu machen~ wie die beiden Dar- 
atellungen des Fundamentalbereiches Fig. 13 u. 14 sich in den Grenz- 
fiillen eines reellen resp. imaginiiren Exponenten verhalten. Im FaUo 
des reellen Exponenten bietet die zweite Darstellung (Fig. 14) ein 
singuliires Vorkommniss, wghrend die erste (Fig. 13) yon der anfangs 
betrachteten (Fig. 9) nicht verschieden ist. Gerade umgekehrt ist es im 
Falle eines imagin~ren Exponenten. In den als singulilr bezeichneten Fiillen 
geht niimlich die entsprechende loxodromische Zerschneidung der r 
fiber in die l~ings eines hyperbolischen Kreises der Punkte a und b, indem 
die Loxodrome eine unendlich kleine SteighShe erh~ilt, der zugehSrige 
Fundamentalbereich dagegen im Falle eines reellen it in ein unendlich 
schmales Kreisband, im Falle eines imaginilren it in eine unendlich 
schmale Kreissiehel. Diese singuliiren" Formen der Fundamentalbereiche, 
die uls Grenzf'Eille ihre sehr gute Bedeutung haben, sind, unmittelbar 
genommen~ natiirlich unbrauehbar. Im lValle reeller oder imagin~irer 
Exponenten ist daher nur die Zerschneidung der z-Ebene lgngs eines 
elliptischen Kreisbogens ~ul~sig, die zu der Kreissichel mit elliptischer 
oder dem Kreisband mit hyperbolischer Zuordnung der l~iinder fiihrt. 

Wir werden uns leicht auch direct davon tlberzeugen kSnnen, dass 
im 2'alle com,plexer Ex~onenten die Zweiecbe der Sichel/orm und der Kreis- 
bandform iiquivalent sind, indem Wir geradezu das eine in das andere 
durch Ausftihrung ,erlaubter Abilnderung" des Bereiches fiberfiihren 
kSnnen. (~ehe~ wir z. B. yon der Sichel mit loxodromischer Zuordnung 
der Riinder aus: Wit k6nnen dann durch Bogen der hyperbolisehen 
Kreise dieselbe in unendlich viele Kreisbogenvierecke zerlegt denken 

*) Vgl. die Bemerkungen auf Seite 166 dieser Arbeit. 
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der Art, dass aHemal je zwei gegenfiberliegende Eeken der Viereeke z. B. 
�9 ' l~ undamentalsubshtuhon x x , y y ,  ~z' u. s. w. dureh die loxodromische ' " " 

einander zugeordnet sin& Diese Stiieke werden, je niiher man den Punkten 
A und B kommt, f~ir die .Anschauung kleiner und kle{ner. Dann 

kSnnen wir z. B. yon dem schraffirten 

Fig. 15." " 

Stiicke (Fig. 15) ausgehen und an dieses 
die oben und unten an.stossenden Stiieke 
beiderseits durch einmalige Anwendung 
der Ioxodromischen Fundamentalsubsti. 
ration (resp. ihrer Umkehrung) an- 
setzen, darauf die zweitfolgenden 
Stiicke dutch zweimalige hnwendung 
derselben Substitution u..s.f. Solcher. 
weise erhalten wit schliesslich (tus der 
Kreissichel das unendl~ehe Kreisband 
mit loxodromischer Zuordnung der 

R~inder. Die durch die bier angewandte Methode gelieferte Einsicht 
yon der Gleiehberechtigung der Sichelform und der Bandform werde'n 
wir allgeme~n als Meridian- und ,Breitencurvenprincip bezeichnen, indem 
die Begrenzungen der be~den Arten der Bereiche sich wie-die Meridiane 
und Breitenkreise zu einander verhalten. 

Um nun die Gesammtheit ailer sph~irischen Zweiecke besser iiber- 
sehen zu kSnnen, werden wir die ~egriffe des ,,reducirten JBereiches ~ 
und der ,,mit einander verwandten Bereiche" einfiihren~ die uns im Falle 
dreier singul~irer Punkte ~noch wesentl~che Dienste leis~en werden. 
Unter einem ,,reducirten Zweiecke" verstehen wit  einen solchen Funda- 
mentalbereich, dessen ,Exponent it in seinem reellen Theile it' nieht gr6sser 
als 1 ist. Ferner nennen wit ,,mit einander verwandte Zweiecke" aUemal 
zwei solche _Fundamenta~bereiche, ~velche zu demsdben Kern geh6ren, und 
deren ,Exponenten in ihrer Summe oder Differenz ganze'Zahlen ergeber~. 

Zu der Gesammtheit aller mit einander verwandten Bereiche ge- 
hSren demnach stets zwd reducirte Zweieeke, deren Exponenten ;t o 
und 1 -  ;to betragen, woselbs~ der reelle Theil ;to' ~ 1 ist, mit der 
einzigen Ausnahme ganzzahliger Exponenten, yon denen wit sogleich 
noch slorechen werden. Haben wir ein ersies reducirtes Zweieek in der 
Form der Siehel, wie in Figur 13, cons~ruirt, so wird alas zweite reducirte 
Zweieek dutch den nieht schraffirte'n Theil der ~-Kugel mit derselben 
Zuordnung der l%andpunkte gegeben. (Ist der reelle Theil des com- 
p~exen Exponenten it ffir das erste redueirte Zweieek speeiell gleich 1, 
so wird das zweite reducirte Zweieek dureh die uhmittelbar nieht 
brauehbare unendlieh schmale Sichel gegeben, die man dutch den 
i~quivalenten B.ereieh des unendliehen Kreisbandes" ersetzen wird.) 
Von den reducirten Zweieeken der Sicheltbrm aus steigen wir nhn zu 
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allen verwandten Bereichea auf, indem wir in jedem der ~weiecke eine 
beliebige Zahl yon Vollkugeln l~ngs eines ganz auf dem-Zweiecke ver- 
laufenden, sich nicht selbst iiberkreuzen~ten Verzweigungsschnigtes yon 
A nach B anh~ngen. Liegt dagegen das reducirte Zweieck in der 
Form des unendlichea Kreisbandes rail bestimmter Zuordnung tier Seiten 
vor, wie iri Figur 14, (wobei dana reelle Exponenten nattirlich aus- 
gescl~lossen sind), so werden wir alle mit ihm verwandten Bereiche, 

insbesondere auch das zweite reducirte Zweieck, erhalten, iadem wir 
die Punkte des einen Kreises jetz~ denjeni'gen Punkten des anderen 
Kreises zuordnen, die yon den frtiher de~ ersteren entsprechenden 
Punkten um eine beliebige Zaht relier Kreisperipheriea in einem oder 
anderem U~nlaufssinne entfernt sind. 0ffenbar ist wegen der Einfach- 
her  des hiermR geschilderten Processes in Betracht der Verwandtschaf~ 
die Form des unendlichen Kreisbandes .vielleieht jener der Sichel vor- 
zuziehen, indem far alle verwandten Bereiche die Fl~che der Funda- 
mentalbereiche ihrer Gestalt nach dieselbe is~. 

Wir haben nun dem u noch" zwei Bemerkungen hin- 
zuzufiigen, welche die besonderen F~lle der Fundamentalbereiehe be- 
~reffen sollen, dass der ~xponent X gleich einer ganzen Zahl (insbesondere 
gZeich O) oder aber eo gross geworden ist. 

Was den ersten Fall betriff~, so is~ der Fundamentalbereich ffir 
/t ~ 0 yon zwei sich ber~ihrenden Kreisen begrenzt, d. h. die Punk~e 
A. und ~ sind zusammengefallen. Die zugehSrige Fundamentalsubsti- 
~ution hat parabolischen Charakter und die abbildende Function wird 
abgesehen yon den Constanten durch ~ ~ log ~ gegeben (Fall tier 
parabolischen Sichel). Der Fall ~t ~ 0 ist iiberdies tier einzige, in dem 
die Funda~nen~alsubstitution paraboZiseh wird und demnach ein Zoga- 
rithmus auftritt. Verwandte Bereicbe gehSren zu der parabolisehen 
Si~hel nicht. 

Die Ftille ganzzahliger, yon 0 verschiedener Werthe des Ex~onenten ~t 
ergeben zwar in der algebraischen Summe ihres l~xponenten mit/t ~ 0 
ganze Zahlen, jedoch geh6ren ihre Fundamentalbereiehe einem anderen 
Kern ar~. Sic bilden f~r sich eine einzige Gesammtheit verwandter 

Bereiche. Das einzige zu ihnen gehb'rende reducirte Zweieck wird~darch 
die Vo]lkugel dargestellt, die 1Kngs eines die get renn~en Punkte A 
und B verbindenden Kreisbogens eingesehnRten is~. 

Endlich wollen wit den zweiten Grenzfall betrachten, class tier 
F~xponent ~ unendlieh gross geworden ist. Wit kSnnen uns denken, 
dass wit in eiaem beliebigen reduc~rten Zweieck tier Sichelform" lEngs 
eines V erzw.eigungsschnittes yon A naeh /~ nicht mehr eine endliche, 
s'ondern eine unendliche Zahl yon Vollkugeln angeh~hgt herren. Dana 
entsteht ein Bereich, der sich nach beiden Seiten unabl~ssig um die 
Punkte A und B winder, ohne je begrenzende Kreisbogen zu haben. 
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Die abbildende Function wird, wieder abgesehen yon den Constanten, 
durch ~/-----e ~ dargestellt (d. h. durch die zu der obigen Function 

~ log z inversen Function).-Die singul~iren Punkte a und b in der 
Ebene des Argsmentes sind far diesen Fall in einen Punkt zusammen- 
gerfickt. 

w 
hnwondung des l~Isridian- und Brsitsncurvenprincips auf die Funda- 

msntalbersichs ira Falls" sincr griisssrsn Zahl singuliirer Punkte. 
Das Meridian- und Bredtencurvenprineip wird uns nun leicht auch 

in den F~illen einer grSsseren Anzahl singul~rer Punkte eine ~Einsicht 
in das Wesen tier unendlichen K, reisb~inder und ihre Beziehting zu den 
gewShnlichen Ecken gewiihren, wenn wir aueh nicht mehr in gleieh 
leichter Weiss die zugehSrigen "Functionen und insbesondere die Zer- 
sehneidung de~ z.Ebene zu beherrschen vermSgen. Wir beschriinken 
uns auf den Fall dreier sjngulKrer Punkte, ftlr den wir einige Beispiele 

Fig, 16. 

behandeln. Nehmen wir an, es sei uns ein 
iVormaZviereck a t b 1 e I c 2' mit loxodromischer 
Zuordnung der Seitenpaare gegeben; dasselbe 
is~ in Fig. 16 der Einfachheit halber gerad- 
linig begrenzt gedacht. Wir theilen dann 
den Bereieh wieder in Viereeke durch hyper- 
bolisehe Kreise der zu den Fixpunkten aid  ~ 
der Substitution A gehSrenden Schaar, soweit 
die Seiten alc t u n d  ale 2" reiehen~ sodass die 
Punkte x, x'; y, y ' ;  z, z' u. s. w. dutch die 

Substitution A einander entsprechen, ebenso in analoger Weiss dureh 
hyperbolische Kreise tier zu den Fixpunk~ert b~ b 2 gehSrenden Schaar, 
soweit die Seiten clb ~ und c2"b ~ reichen. Dana ist es leieh~, wieder 
dutch Verlegung der einzelnen Kreisbogenviereeke zu einem yon vier 
Kreisen begrenzten Bereieh iiberzugehen, yon denen je 2, die sich 
nieht schneiden, durch die loxodromisehe Substitution A resp. B einander 
punktweise zugeordnet sind. Jedoch si~d jetzt die den P ~ k t e n  a und b 
der ~bene des Argumentes entsgrrechenden ~,cken verloren gegangen ; start 
dessert winder "sich der Bereich , sich sdbst iiberdeckend, jedesmal zwischen 
den sich nicht schneidenden JKreisen unendlich oft herum.*) 

*) Die im Texte angegebene Umwandlung der einen Figur in die andere ist 
natfirlicg nut dann ohne weiteres (d. h. bei Vermeidung negativ ztt rechnender 
Bereichst~ieke, wovon wir hier nicht wei~er spreehen wollen) m~glieh t wenn keine 
zwei gegeniiberliegenden Kreise der hyperbolischen Schaaren sich schneideli. Wohl 
abet kann man s~ets ein gewieses, binreichend klein gewis "St~ck in der Ecke 
a I (oder bt) des ursprfinglichen Bereiches in eln 0r Kreisband ~iberf~hren. Das 
Analoge gilt ffir clas Folgende des Textes. 
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In gleicher Weise kSnnen wir auch yon einem _Wormalsechseck 
ausgehen, welches wir wieder geradlinig begrenzt annehmen wollen. 
Wit  verwandeln dann an demselben jede der Eeken ajblc t in ein 
unendliches Kreisband, wie es in 
der Figur 17 ausgeftihrt ist. Wir 
erhal~en sehliesslich den schraffirten 
Bereich der Fig. 17, der drei Ecken 
O~, 0 ~  O~ aufweist, in denen die 
Summe der drei Winkel nach wie 
vet 2~ betr~gt, und ausserdem in 
drei unendliehe Kreisb~inder auslgu#, 
deren begrenzende Seiten dutch die 
loxodromisehen Fundamentalsubsti- 
tutionen einander zugeordaet sind. Fig. 17. 

Ja,  es wird sogar, allgemein gesprochen~ mSglich sein, ftir complexe 
Werthe der ;t, ~, v z. B. einen durchaus brauchbaren yon vier Kreis- 
bogen begrenzten Bereich zu eonstrairen, dessen s~mmtliche Ecken 
verloren gegangen sind, indem die betr. Kreisbogen in vier unendliche 
Kxeisbiinder auslaufen. (Vgl. z. B. Fig. 83a.) Wie im Falle eines 
imagin~ren Exponenten jedoch tier Fundamentalbereich in der N~he einer 
yon elliptischen Kreisbogen gebildeten Ecke unendlich schmal werden 
d. h. sieh auf einen Kreisbogen zusammenziehen wtlrde, so gilt hier 
das Analoge im Falle eines reellen Exponenten~ indem das zugehSrige 
unendliche Kreisband unendlich schmal ausf~llt. 

Wit wollen noch bemerken, dass auch die Figuren 16 und 17 die 
Bezeichnung ,, ~orma~vierecke" (oder Normalvierseite) verdienen, da 
die begrenzenden Kreise den hyperbolischen Bttscheln der Fixpunktpaare 
angehSren. Nattirlich kann man diese Speeialisirung, d. h. die Be- 
sehr~nkung auf Kreise des Bttschels, auch fallen lassen. 

III,  Thei l .  

Ueber den Kern der Fundamentalbereiehe im Falle dreier 
singul~rer Punkte.  

w 

lqeue Veranschaulichung der loxodromischen Substitutionen. 

Wir wenden uns jetzt zu der geometrischen Theorie der Schwarz- 
schen s~Function, und zwar werden wir unsere Betraehtung zun~iehst 
dem Kern widmen, den wit dem Fundamentalbereiche gegentiberstellen 
wollten. Wit del~niren den Kern als das Gebilde der drei inneren 



184 Fa. Scm~.~.i~G. 

Axen der Fundamenta~substitutioaen A, S, F.*) Gerade in der besonderen 
Untersuchung des Kernes~ die auch sonst manches schSne Resultat ]iefer~, 
dfirfie ein nicht zu unterschiltzendes Moment ffir die geometrische Ein- 
ftihrung in die Theorie der Schwarz'sehen s-Function begrlindet liegen. 

u wollen wit in einer Vorbetraehtung eine neue und 
interessante geometrische Yeranschaulichung der loxodromisehen Sub. 
stiiutionen tier complexen u auf der Kugel kennen lernen~ 
yon der wir sogleieh Gebrauch zu machen haben. 

Wean eine elli_ptische Substitution der auf der Kugel gedeuteten 
Variabeln z mit ihrem Exponen~en 2~'~i**) vorliegt, and man legt 
durch die innere Axe d. h. die Verbindungslinie der Fixpunkte der- 
selben zwei Ebenen e und d, die den (nieht-Euldidisehen) Winkel 2 'z 
mi~ einander bilden, so entspreehen sich allemal zwei solche Ramn. 
punl~te Q und Q', die sich als Spiegelbilder eines dritten Raumpunktes 
B in Bezug auf die beiden Ebenen darstellen. Hierbei wollen wit 

allgemein unter dem Spiegelbilde eines Raum- 
punktes /~ in Beziehung auf eine gegebene 
Ebene, mag letztere im iibrigen die Kugel 
schneiden oder nicht, denjenigen Punkt Q 
verstehen, der auf der Verbindungslinie des 
Punktes /~ und des Poles der Ebene liegt uud 
(nicht-Euklidisch) gerade so welt auf der an- 
deren Seite der Ebene yon dieser entfernt isi, 
wie der Punkt iq auf seiner Seite. Projeetiv 

Fig. 18. 
genommen besag~ dies, dass der Punkt  /~ mit 

seinem Spiegelbilde harmonisch liegt zu der Ebene und deren Pol; 
zugleich leuchtet ein~ dass man ebensogut yon der Spiegelung an 
dem Pol der Ebene reden kSnnte, indem man unter dem Spiegelbilde 
eines Punktes R in Beziehung auf einen zweiten denjenigen Punkt Q 
ihrer Verbindungslinie versteht, der um dieselbe Strecke auf der anderen 
Seite yon dem spiegelnden Punkte entfernt liegt als der Punkt /~ auf 
seiner Seite. Spiegelung an einem _Punkte ist identisch mit der Spiegelung 
an seiner t)olarebene. Ist der Punkt /~  speciell ein Kugelpunkt, so wird 
sein Spiegelpunkt der zweite Schnittpunk~ der Verbindungslinie yon/~ 
und dem Po lde r  spiegelnden Ebene mit der Kugeloberfl~iche sein. 

") Unter der ,,inneren Axe" einer Substitution sei die Verbindungslinie der 
Fixpunkte verstandeu, uuter der ,,liusseren Axe" die conjugirte Polare der ersteren. 

**) Unter dem ,,Exponenten" einer Substitution wollen wir hier die GrSsse cp 
in der Normalform verstehen: 

dieselbe sfimmt natiirlieh nur bis auf den Factor ~ i  mit dem bezfiglichen ,,Ex- 
ponenten der s-Funotion', fiberein. 
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Aus dem hiermit ausgesprochenen Satze ergiebt sieh nun leieht die 
folgende Deutung der elliptischen Substitution, sowie der zugehbrigen 
Drehung des Gesammtraumes: Errictdet man in einem bdiebigen 
l~unkte der inneren Axe auf ihr zwei senkrechte (die Kugel sehneidende) 
Gerade q~ und q~, die den Winkel ~'~r mit einander bilden, so gehen allemal 
zwei solehe iqaumpunkte in einander tiber, welehe aus einem beliebigen 
dritten Punlcte dutch ha~be (nieht-Euklidische) Drehungen um die beiden 
Senkreehten entstehen.*) Dieser Uebergang yon einem Raumpunkt zu 
dem ihm entsprechenden ist n~imlieh identiseh mit der Aufeinanderfolge 
der vier Spiegelungen an der Ebene der beiden Senkrechten, an den 
Ebenen dureh jede der letzteren und die innere Axe und wiederum an 
der ersten Ebene uud erweist sich somit direct aus der geometrischen 
Figur als gleichwerthig mit der oben geschilderien Construction mittels 
zweier Spiegelungeu. 

Diesen Siitzen stehen in ganz analoger Weise die beiden folgenden 
gegeniiber: Bet ether vor]iegenden hyperbo~ischen Substitution mit den 
Exponenten 2Jt"g (wo 4" reell ist) entsprechen sich allema] zwei solche 
Raumpunkte Q und Q', welche die 
Spiegellounkte eines dritten Raum- 
punktes / t  in Beziehung auf zwei 
beliebige, sieh unter dem Winkel 
i iV'g l'~ngs der-iiusseren Axe schnei- 
dende Ebenen ~ und e' da r s t e l l en , -  
diese beidea Ebenen mbgen iibrigens 
atisserhalb der Kugel verlaufen oder 
dieselbe schneiden. Und die Folgerung 
aus diesem Satz: I~ei tier hyperbolischen 
Substitution gehen stets diejenigen 
beiden t)unlr des ~aumes in einander 
i~ber, welche aus einem dritten I)unkte 

b 

F i g  19. 

dutch halbe 1)rehungen um ~wei beliebige Senkrechte g~ und g~ (welche 
die Kugel schneiden) entstanden sind, die im Abstande i~" auf der 
inneren Axe in einer beliebigen dutch dieselbe geZegten Ebene errichtet 
wurden. 

Da nun jede Schraubenbeweguug des nieht.Euklidischen Raumes 
mit dem complexen Exponenten 2().'~-~"i)i~ sieh als die Aufeinan- 
derfolge ether elliptischen Substitution mit dem Exponenten 2i~'~ 
uad einer hyperbolischen Substitution mit dem E x p o n e n t e n -  2~/'z 
betrachten liisst, welche dieselben hxen haben und iiberdies mit 
einander vertausehbar sind~ so kommt man sofor~ zu dem allgemeinen 

*) Definition: Eine Gerade steht auf einer Ebene im nicht-Euklidischen Sinne 
seukrecht, wenn sie durch den Pol derselben hindurchgeht, und auf einer anderen 
Geraden, wenn sis die conjugirte Polare derselben trifft. 
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Satze, auf den wir hinaus wollten: .Errichtet man auf  der inneren 
Axe der Schraube~bewegung irgend ~wei die Kugd schneidende Senk- 

rechte gl und g2, so dass der Abstand ihrer 
beiden Eusspunkte g~eich i )J'~, dagegen der 
Winkel der dutch sie und die innere Axe ge- 
legten .gbenen gleich Z' z wird/ dann gehen gerade 
~wei solche .Punkte Q und Q des l~aumes dutch 
die zugeh6rige Collineation in einander iiber~ 
welche durch eine halbe 1)rehung um diese beiden 
Senkrechten aus einem dritten _~aumjpunlcte 

FIs. ~0. hervorgegangen sind. Mit anderen Worten:  .]lan 
kann jede (nicht-]Euklidische) Schraubenbewegung 

auf mannigfache Art  durch zwei l~otationen yon der I~eriode 2 ersetzen.*) 
Alle diese Si~tze gewinnen im fibrigen eine einfache Ansehaulich- 

keit, wenn man dureh eine geeignete Substitution dafiir sorgt,  dass die 
inhere Axe durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 

w  

Betraohtung droier Schraubenbewegungen, deren Aufoinanderfolgo die 
Identit~t orzeugt. 

Gehen wir nun zu der Betrachtung der Aufeinanderfolge dreier 
]oxodromischer Substitutionen der Variabeln z fiber. 
Gegeben seien die zu einander windschiefen inneren 
Axen der Substitutionen, welche wit mit I,  I f ,  H I  
bezeichnen wollen. Man construire alsdann die drei 

_ inneren kiirzesten Abstiinde 1, 2, 3, die im Sinne 
--~ der nicht-Euklidischen Geome~rie zu je zweien der 

Geraden I ,  I I ,  11I  gehSren.**) .Fasst man nun 
bei jeder der Geraden diejenige Schraubenbewegung 
ins Auge, welche sich in Bezug auf  de~ oben aus- 
geswochenen Satz als die Aufeinanderfolge $weier 
halben .Drehungen um die zugeh~rigen ]~rzesten Ab- 
st~inde darstetlt, so erkennt man sofort, dass die Auf-  

~ig. ~1. einanderfolge dieser 3 Schraubenbewegungen um die 
Axen I, II ,  I l i  ~ur Identitgt fi~hrt. Denn bezeichnet man mit /~, S~ T in 

*) Es sei auf einige Arbeiten des Herrn Wiener  hingewiesen (S~ehsische 
Berichte, 1890 p. 13, 71, 245 undr woselbst ganz analoge Betrach~ungen 
flit'den Euklldischen Raum durchgef(thrt werden; r~an vgl. z. B. p. 22, sowie p. 439ff. 
Wie Herr Wiener erwi~hnt, hat bereits }talphen diese Methoden fiir die Schrauben- 
bewegung des gewCihnhehen Raumes" benutzt in Nouv. Ann. de l~Iath. III. 8grie, 
I, 1882, p. 296--299. Ferner sehe man auch Study,  Von den Bewegungen und 
Umlegungen. Ann. Bd. 39, 1891, p. 469. 

**) Vergl. Cleb aeh-Lindemann,  Vorlesungenfiber Geome~rieIII, 1,1891~ p.505. 
sowie auch Wedekind,  Studien ha bin~ren Werthgebiet, Karlsruhe 1876, p. 9ft. 
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symbolischer Weise en~spr, die Operationen der halben Drehungen um die 
3 kiirz'esten Jbst~nde 1, 2, 3, so gelten fiir dieselben die Beziehungen 
.I~R ~ 1, S S ~  l ,  T T  ~- l ,  welche bedeuten~ dass jede der genannten 
Opera~ionen zweimal ausgefiihrt die Identifier ergiebt. Die genannten 
drei Schraubenbewegungen um die Axen I ,  II~ I I I  werden nun dar- 
gestell~ durch die Symbole ST ,  T/~, ~ S ,  deren Aufeinanderfolge den 
geltenden Rela~ionen gem~ss in der That die Identitilt erzeagt. *) Diese 
drei Substitutionen werden wit in der Folge die Fundamentalsubstitu- 
tionen des Kernes der Geraden zr~ II ,  I I I  nennen und sie mi~ A, 8 ,  F 
entspr, bezeichnen. Wir kSnnen als Ergilnzung des obigen Satzes noch 
hinzafiigen: Allemal solche &rei _Punkte des l~aumes gehen dutch die 
JFundamentalsubstitutio~en in einander iiber , die dutch 3 halbe Drehungen 
um die Geraden 1, 2, 3 aus einem beliebigen I~aum~unkte entstanden 
zu de, ken sind. 

Da nun die Geraden I ,  I I ,  I I I  ihrerseits die kiirzes~en Abs~nde  
je zweier der Geraden 1, 2, 3 liefern~ so behaIten die aufgesCellCen 
Siitze ihre volle Gtiltigkeit, wenn man in ihnen die Geraden I ,  I I ,  I I I  
mit den Geraden l,  2, 3 vertauschL ttierin offenbart sich die u 
gemeinerung derjenigen elementaren Betrachtungen der gewShnlichen 
sphiirischen Trigonometri% welche sich auf das Polardreieck zu einem 
gegebenen Dreieck beziehen. Dementsprechend wollen wir das Gebilde 
1, 2, 3 den _Polar]~ern des gegebenen Kernes 1, II~ 11I nennen. 
Ersichtlich gilt der Satz: 1)er _Polarkern des P.olarkernes ist der 
urspriingliche _Kern. Wir werden spiiter auf diese Verh~ltnisse noch 
wiederholt zurtickkommen. 

Wir fiihren nun einige einfache Bezeichnungen ein, denen,  wie 
bisher~ wieder die nicht-Euklidische Massbestimmung zu Grunde liegk 
Zun~chst fassen wir je einen yon den zwei Schni~tpunkten tier Geraden 
I ,  H ,  I I I  mit der Kugel besonders ins Auge, der spllter bei der 
Aufstellung der Normalformen fiir die loxodromischen Sabstitu~ionen 
~n den Z~hler zu stehen kommen soll. Wir nennen diese 3 aus- 
gezeichneten Punkle al, b~, c r In entsprechender Weise wiihlen wir 
bei den Geraden 1, 2, 3 drei Punkte %, ~ ,  ~ aus. Die auf den 
Geraden I~ II~ I I I  durch die kiirzesten Abst~nde abgeschni~tenen 
L~ingen se~zen wit nun gleich i I ' z ~  i ~ " ~ ,  i v " ~  die auf den Geraden 
1~ 2, 3 abgeschnittenen L~ngen gleich i l " z ,  i m " z ,  in"z~ und zwar 
m5gen diese GrSssen ein positives oder negatives u besiCzen, 
je nachdem in gticksicht auf die cyklische geitmnfolge I ,  3, I I ,  1~ 
IlI~ 2 entspr, die Richtung yore Schniltpunkte einer dieser Geraden 
mit der voranstehenden Geraden zum Schnitllounkte mit der fo]genden 

*) Eine Verallgemeinerung dieser Be~rachtungen ergiebt z.B. den Satz: 
Jed~ beliebige Schraubenbewegung kann in die Aufeinanderfolge dreier Schrauben- 
bewegungen um drei vorgegebene Axen zerleg~ werden. 
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Geraden auf den zu ersterer gehSrenden ausgewi~.hlten Schnittpunkt 
hinweist oder yon ibm abweist; es ist also z. B. iit"~ positiv oder 
negativ, je nachdem die Richtung yore Punkte (2 I )  zum Punkte ( I  3) 
auf den Punk~ a 1 hinweist oder yon ibm abweist. Welter bezeichnen wir 
den Wink@ dutch welchen man die dutch sine der Geraden I~ II,  I I I  
und die vorhergehende der Geraden 1, 2, 3 gelegte Ebene im positiven 
Sinne um die ers~e Gerade drehen muss, his sis mit der durch diese und 
die nachfolgende der Geraden 1, 2, 3 gelegten Ebene zusammenf~llt, mit 
~'~, t~'~, v '~ ;  hierbei sell unter der positiven Drehungsrichtung die- 
jenige verstanden werden, die sich fiir einen im Punkte a I oder hi, c 1 
auf der Kugel stehenden Beobachter als mit dem Drehungssinne des 
Uhrzeigers fibereinstimmend erweis~. In ganz entsprechender Weise 
fiihren wit in Bezug auf die Geraden l ,  2~ 3 und die zugehSrigen 
Punkte aj, ~ t ,7 l  die Winkelbezeichnungen l '~, m'~, n ' z  ein. Wie 
man sofort sieht, sind diese Winkel nut bis auf ganze Vielfache yon 

bestimmt; diese Mehrdeutigkeit wird auch in unseren Schlussformeln 
sich wieder geI~end machen. Im iibrigsn werden wit sogleich hierauf 
noch einzugehen haben; zum Zweck dieser spiiteren Betrachtung ist 
aueh die Definition der Grbssen ;t', Z" etc. mit der angegebenen Ge- 
nauigkeit vorgenommen worden. Setzt man nun: 

X ~ '  +i , t "  1 ==l' + i l "  
~ - ~ - # ' + i # "  m---.-m'+im" 
v = v ' + i v "  n . ~ - n ' + i n " ,  

so kann man den soeben aufgestellten Satz in der einfachen Form 
aussprechen: Fiihrt man um die Geraden I ,  I I ,  111 nach einander 
drei nicht- Euklidische Schraubenbewegungen aus , deren .Exponenten 
bezw. gegeben sind durch 22z i ,  2 ~ i ,  2v~ i ,  so gelangen die t)unkte 
des Gesammtraumes wieder in ihre Anfangslage zuriick. Der analogs 
Satz gilt natiirlich fiir die Aufeinanderfolge der drei niche-Euklidischen 
Sehraubenbewegungen um die Axen 1, 2~ 3 mit den Exponenten 
2l~i ,  2m~i, 2n~i. - -  

Wit kSnnen nun den an die einfache Figur 21 angekniipften Be- 
trachtungen noch eine Erweiterung geben, indem wit aueh die Polaren 
I', 11', I I I '  der Geraden I ,  I I ,  I I I ,  d. h. die iiusseren Axen der 
Schraubenbewegungen A,.S, I-~ und die Polaren 1', 2'~ 3 '  der Geraden 
1, 2, 3, d .h .  die ~usseren ktirzesten hbstiinde der Geraden / ,  II,  I I I ,  
in Be~aeht ziehen. Die Geraden 1, 2, 3 resp. 1', 2', 3' enthalten 
dann zugleich die kfirzesten Abst~nde je zweier tier Geraden I', I1", 111", 
w~ihrend umgekehrt die Geraden I', II' ,  I I I '  wiederum die ~iusseren 
Mirzesten Absf~nde je zweier Geraden des Tripels 1 ', 2', 3'  bilden. 
Auf jeder der 12 Geraden liegen ferner 4 Schnittpunk~e, die zu je 
zweien sich involutorisch entsprechen, und zwar bilden die Schnitt- 
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punkte tier Geraden mit der Kugel die Doppelpunkte der Involution, 
die daher f{ir die 6 die Kugel schneidenden Geraden hyperbolischen 
Charakter, f{ir die fibrigen 6 ausserhalb der Kugel verlaufenden Geraden 
elliptischen Charakter besitzL Der kiirzeste Abstand i~" zum Beispiel, 
d.h. der Abstand der inneren beiden Punkte der Geraden I ,  finde~ sich 
wieder als Abstand der beiden ~iusseren Punkte derselben Geraden 
oder als Winkel, welchen die Polarebenen dieser beiden inneren oder 
dieser beiden ~iusseren Punkte mit einander bilden, also z. B. als 
Winkel der Ebenen (I '  2') und (I '  3'). Entsprechendes gilt nat~irlieh 
ffir alle ~brigen GrSssen. 

w  

Spocialisirung dor Resultate flit den Fall dreior elliptischer odor 
hyporbolisoher Substitutionen. 

Es dfirfte interessant~ sein, diese Beziehungen zu specialisiren ffir 
den Fall, dass die 3 Geraden I, I I ,  I I I  sich in einem t~unkte (inner- 
halb, ausserhaZb oder auf der Kugel) schneiden oder in einer Ebene 
~iegen~ der Art, dass wires  mit drei ell@tischen oder drei hyperbolischen 
Fundamentalsubstitutionen zu thun haben. Im letzteren Falle z. B. 
werden wir die folgenden Figuren in der Ebene der Geraden I 1I, 

, 23. 

F i g .  22. 

I I I  erhalten, je nachdem die drei Schnittpunkte P, Q,/~ der Geradea 
I ,  I I ,  I I I  s~mmtlich innerhalb oder s~mmflich ausserhalb der Kugel 
liegen. Die Verbindungslinien der Punk~e P ,  ~ , /~  m~ dem P o l d e r  
Zeiehenebene geben f~ir Fig. 22 die Geraden 1 ,2 ,  3, ffir Fig. 23 die 
Geraden 1', 2', 3'; die Verbindungslinien der Punkte U, V, W mit 
dem gleiehen Pol dagegen fiir Fig. 22 wie 23 die Geraden I', II ' ,  I I I ' .  
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Es ist nun gem~iss den Bemerkungen auf pag. 187 ein Leichtes, zu 
jedem beliebigen Punkte der Kugeloberfl~iehe die beiden anderen sofor~ 
anzugeben, in die er dutch die zu unserem Kern gehSrigen linearen Sub- 
stitutionen fibergeht. Verbindet man z. B. in Fig. 22 einen beliebigen 
Punkt X der Kugeloberfl~iehe mit den Punkten P, Q, Rund bezeiehnet die 
zweiten Sehnittpunkte dieser Verbindungsgeraden und der Kugel mit 
Y1, Y2, Y3, so geht dutch die Substitution A der Punkt Y2 in Y3, dureh B 
Y.~ in Y1, dureh I- Y1 in Y2 tiber. In tier Fig. 23 erfordert die analoge 
Construction dreier einander entspreehender Punkte YI, Y~, Ya den ira 
Allgemeinen r~iumlichen Linienzug des Seehseeks Y~ X1 Y3 X2 Y1 X3, 
deren Seiten, wie die Figures zeigt, dureh je einen tier Schnittpunkte 
im Innern des Kreises gehen. Diese Construetionen lassen sieh in sehr 
einfacher Weise auf den allgemeinen Fall dreier Sehraubenbewegungen 
tibertragen, wenn man sieh erinnert, dass jede Sehraubenbewegung in 
die Aufeinanderfolge einer Drehung nnd einer Versehiebung zerlegt 
werden kann. An Sidle des riiumlichen Seehseeks der Fig. 23 tritt 
dann ein rliumliehes, der Kugel einbesehriebenes ZwSlfeek, dessen ab- 
weehselnde Ecken den Gang des betreffenden Kugelpunktes angeben. 

Wenn wir nun den aus unseren sp~iteren Betraehtungen folgenden 
allgemeinen Satz hier vorweg nehmen~ dass bei 3 vorgegebenen Geraden 
I ,  I I ,  I I I ,  die wir als inhere Axen dreier Sehraubenbewegungen des 
Raumes anzusehen haben, die Exponenten tier zugehSrigen Substitu- 
tionen im A11gemeinen his auf ganze Vielfaehe yon 2~i  eindeutig be- 
stimmt sind, falls ihre hufeinanderfolge die Identit~it erzeugen sol], 
so kSnnen wir aus unseren Betrachtungen sofort den Satz folgern: 
Die l?edingung, class die drei Geraden I ,  I I ,  I I I  sich in einem Punkte 
innerhaZb oder ausserhaZb der KugeZ schneiden, oder in einer .Ebene 
liegen and dann sich in 3 _Punkten, die s~immt~ich innerhaZb oder 
s~immtlieh ausserhalb tier Kugel liegen, schneiden, ist nicht nut hin- 
reichend, sondern auch nothwendig, damit wit es mit drei dlil~tischen 
resp. drei hyperboZisehen Substitutionen ~u thun haben, wdche hinter 
einander angewandt die Identit~it erzeugen. *) 

Dieser ]etzte Satz l~iss~ sich sehr ]eieh~ such diree~ nachweisen: 
t~ei einer einfachen Drehung des nicht-EukZidischen l~aumes z.B., 
wie er durch eine elliptische Substitution gegeben wird, bleiben die 
Punkte der inneren Axe unveriindert in ihrer Lage; jeder andere 
Raumpunkt besehreib~ in einer zu dieser Axe senkrechten Ebene um 
den Sehnittpunkt beider einen nieht-Euklidisehen Kreis. Sollen nan 
zwei eUiptisehe Drehungen sich wieder zu einer solehen zusammen- 
setzen, so muss zum wenigsten such ein Punkt im Innern der Kugel 
naeh beiden Drehungen an seine Ausgangsstelle zuriiekgekommen sein. 

*) Vgl. Klein, Ann. 9, 1876, p. 186--187. 
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Dieser Punkt hat bei den beiden Drehungen Bogen zweier Kreise be- 
schrieben, die sich in 2 Punkten schneiden. Durch diese Kreise 1Ksst 
sich daher eine nicht-Euklidische Kugel legen. Verbindet man den 
Mittelpunkt dieser Kugel mit den Mittelpunkten der beiden Kreise, so 
werden, wie leicht zu sehen ist, diese Verbindungslinien auf den Ebenen 
der Kreise senkrecht stehen und m~issen daher mit den beiden ersten 
Drehungsaxen zusammenfallen. Folglich schneiden sich dieselben in 
einem Punkte~ durch den dann auch die dritte Axe hindurchgeht.*) 

In ganz analoger Weise werden wir auch den Beweis im ~'alle 
dreier hyperbolischer Substitutionen ffihren kSnnen, indem wit mutatis 
mutandis an Stelle der inneren die ~usseren Axen der Collineation 
treten lassen. Haben wit abet zun~ichst die NoShwendigkeit der Be- 
dingung erwiesen~ dass die inneren Axen in einer Ebene liegen mlissen, 
damit die Gleichung ABF ~ 1 ffir 3 hyperbolische Substitutionen gilt, 
so zeigt eine einfache Specialbetrachtung leicht, dass ausserdem noch 
die Schnittpunkte der drei inneren Axen s~mmtlicb innerhalb oder 
sKmmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sein m[issen. Denn falls einer 
der Schnittpunkte innerhalb, die beiden anderen abet ausserhalb tier 
Kugel liegen, oder zwei innerhalb und der dritte ausserhalb (Fig. 24 
u. 25), so kann man bei beliebiger Wahl tier Bewegungsrichtungen 

Fig. 25. 

in den inneren Axea stets einen Fixpunkt der Substifutionen angeben, 
der unmiSglich nach tier Aufeinanderfolge der Substitutionen A, B, F 
in cyklischer Reihenfolge an seine Ausgangss~elle zurtickgelang~ sein 
kann.**) 

Werfen wir nun noeh einen Blick auf die Sehraubenbewegungen, 

*) Dieser Beweis bedient sich tier gewShnlichen Beweismethode, wie sis 
yon Lobateheffsky and Bolyai in ihren EntwicMungen der hyperbolischen 
Geometrie (,,absolute Geometrie") angewandt is~; insbesondere sind bekann~Iich 
nile Lehrs~tze, die nieht das Paranolax[om, wohl abet z.B. die Congruenzs~tze 
zu ihrem Beweise bed~irfen, in der Euklidisehen wie in der nieht-Euklidischen 
Geometrie in gleicher Weise giltig. 

**) Als Uebergangsfall der soeben behandelten erg~ebt sich der Fall dreier para- 
bolischer Subs~itutionen, dessen Kern dutch drei sich in einem Punkte schneidende 
Taugenten der Kugel gegeben wird. 
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die zu den Axen L, 2, 3, dem Polarkern~ im Falle dreier elliptischer 
oder dreier hyperbolischer Substitutionen gehSren, so finden wir die 
folgende interessante Beziehung: 

1. Der Fall dreier elliptischer Substitutionen, deren innere Axer~ 
sich im I n n e r n  der Kugel schneiden, entsprich~ sich selbst, d. h. die 
~ugehSr~gen Subs~i~u~ionen des _Potar]~rnes, deren Aufei~a~dcrfoTge die 
Identit/it erzeugt, haben ebenfalls elliptischen Charakter derselben A r t ,  
d. h. ihre inneren Axen schneiden sich gleichfalls im lnnern der Kugel .  

2. Im Falle dreier elliptischen Substitutionen, deren innere Axen, 
sich a u s s e r h a l b der Kugel schneid en, sind die zugeh6rigen Substitutionera 
des Polarkernes yon hyperbolischem Charakter, jedoch liegen die Schnitt- 
1~unkte der inneren Axen derselben s~immtlich im Innern der Kuge~. 
Ebenso gilt die Umkehrung. 

3. Der Fall dreier hyperbolischer Substitutionen, dere~ innere A x e ~  
sich siimmtlich ausserhalb der Kugel treffen, entspricht wieder sich selbst, 
d. h. die zugehiirigen Substitutionen des Polarkernes haben hyperbolischer~ 
CharaCter d~rse~ben Art.*) 

Bisber haben wit nur yon den SpecialfEllen gesprochen, in d e n e n  
die 3 Fundamentalsubstitutionen en~weder silmmtlich ellip~isch o d e r  
ss hyperbolisch waren. Die Figuren 24 und 25 geben u n s  
nun sogleich Anlass, a ~ h  die Specialf~ille ins Auge zu fassen, class  
eine der Hubstitutionen elliptisch, die beiden anderen aber hy~erbolisch. 
oder eine hyperbolisch, die beiden anderen aber elliptisch sind. D i e  
gegenseitige Lage der inneren Axen in diesen F~llen wird n ~ m l i c h  
direcg dutch den Polarkern der genannten Figuren gegeben. Es i s t  
kaum nSthig, diese einfachen Verh~ltnisse noeh niiher auszuftihren ; 
die zu den Geraden der Figuren 24 und 25 selbst, d. h. zu dem P o l a r -  
kern unserer Specia]f~lle gehSrenden Fundamentalsubs~itutionen s i n d  
dutch 3 $ubstitationsexponenten charakterisirt, deren imaginiire B e -  
standtheile bis auf beliebige Vielfache yon 2~ i  entspr, gleich ~ i ,  ~ i ,  O 
sind. hllgemein gilt der Satz: 

Schneiden sich 2 der inneren Axen ausserhalb in einem Punkte,  s o  
hat die zu ihrem ki~rzesten Abstand zugeh~irige Fundamentalsubstitutio~. 
des t~olar~ernes hy_verbolisehen Charakter. 

Schneiden sich 2 der inneren Axen innerhalb der Kugel, so hv~g 
die zu ihrem biir~esten Abstande ~ugehgrige Fundamentalsubstitution d e 8  
.Polarkernes elti~tischen Charakter. 

*) Von dem Specialfalle~ dass die 3 inneren Axen sich auf der Kugel  i ~  
oinsm Punk~o sch~eiden, zugleioh dem UebergavgsfalI yon 1 und ~, werden w i t  
sp~ter noch ausffihr/ich handeln. Wir erkennen schon jetz~, dass dann die  z u -  
gehSrigen Fu~damentalsubstitutionen keineswegs ohne Wei~eres eindeutig bestimrrlt~ 
sind, aLLemal jedoch eine AuswahL derselben 3 eLlip~isehe Substitu~ionen dars te |Lt~  
vgl. pag. 172 und pag. 195 u. 196. 
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w 10. 

Die in der Gleichung A BF ~--1 enthaltenen "Rolationen als Doppel- 
verh~ltnissbeziCaungen der 6 Fixpunkte. 

Wir gehen nun dazu fiber, in der Betr~chtung des Kernes und 
seiner Fundamentalsubstitutionen den rein geometrischen W eg  zu ver-  
lassen und uns der algebraischen ~echnung zu bedienen. Unser n~chstes 
Ziel wird die Aufstellung gewisser Doppelverh~ltnissgldchungen bflden, 
welehe die Fixpunkte der Substitutionen mit ihren Exponenten  ver- 
kn~ipfen. Sie stellen in entwickelter Form den Ausdruck der Bedingung 
AB[" ~,  1 dar~ welche 3 u n a b h ~ g i g e  Relationen in sich birgt. Es  
seien 3 loxodromische Substitutionen*) gegeben in der Form: 

A )  "s' = e ~ " a  �9 s ,  

s -  ~,, 

F) s ' : - c ,  ~ e~= , s - -  c, 
s" ~ c~ - " s -  c ,  

Wit haben das Coordinatensystem der Einfachheit halber der Ar t  an- 
genommen, dass die Fixpunkte a~ und a~ der Substitution Azum Nul|-  
und Unendlichkeitspunkt gewiihR sind. Wi t  benutzen nun den Ansatz 
ABF = 1 in der Form AS = ['-~, d . h .  die Aufeinanderfolge der 
SubstRutionen A und B sell gleiehwerthig mit  der inversen Substitution I" 
sein. Ein beliebiger Punkt  s o wird nach der Afiwendung der Sub- 
stitutionen A und B in einen Punkt  s o' iibergegangen sein, der sich 
aus der folgenden Gleichung ergiebt:  

I) so" -- b, e ~  . e ~ .  So-- b~. 
so" -- b~ ~ e ~~a �9 so -- b~ 

Zu demse]ben Punk~e muss man gelangen,  wenn man auf s o die Sub- 
stitution F -~ anwendet. Wir  haben daher die weitere Gleichung: 

s o ' - - c l :  e _ 2 ~  , s o - - c t  
II) S o ' - -  e~ " s o - - r  

Wir geben nun s o nach einander die speciellen Werthe e - ~ x  �9 b~. 
e - ~ = ~ .  b~, c I und c~. D~es fiihrt uns zu folgenden Gleichungen: 

4' 

1) b, - -  et 

2 )  bl -- cl 

e__2ia, . e -2i~ �9 b2 -- e~ 

e --~. b2--c~' 

e - ~ t ~ z  b 1 -  c I 

e - 2 i ~ .  h i _  e2 ~ 

t 80 ~ 8 - 2 1 ~ 1  . b2 ) 
8 o' = b~ 

s o = e-2~=~, b l )  
"80, = b I. 

*) Die Griissen Z, p, ~,, um beliebige ganze Zahlen vermehrt, lassen unsere 
Ausgaa6sformel uuveriindert, doch haben w~r die beiden Gruppen der Auswahl 
dieser Gr{isBea einaader gegenffberzustellen, f(ir welche die Summen Z-{-~-{-~, 
sich um eine ungerade ganze Zal~l unterscheiden. Wir werden diesen Umstaad 
in unseren Endforraeln klar hervortreten sehen. 

Mathemat i~che  Anna l en .  X L I V .  13  
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c~- -b l~e2 i~ t t  , .  e ~ i n g - e t - b i  (s 0 ~ c  I s '  
3)  ~ " e ~ a  et ~ '  , - ----c~) ,  

4) c~ -b~ e ~  ~ . .c , --  b, (s o c~ ' c~). 

Zwisehen diesen Gleiehungen muss nothwendig eine Beziehung 
bestehen, da der Ansatz ABF ~ 1 nur 3 Gleiehungen umfasst; mun 
erkennt, d~ss in der That die Gleiehungen 1 und 2, sowie 3 und 4, 
beiderseits durch einander dividirt zu demselben Resultate fiihren. 

Fasst man in diesen Gleichungen die Quotientea C,b__t~ ~ C~b_~t, Ctb_~, -~c~ a l s  

Unbekannte auf, so fiihrt die directe Auf l6sung der ersteren zu der ir~ 
Aussicht gestellten ~ormelgruppe, in der.wir zugleich in Rticksieht au'f 
die Annahme al ~ 0, a~-----oo fiir die genannten Quotienten ihro  
Doppelverhiiltniss - Ausdriicke einfiihren : 

I. 

ci e - i n 2  -q- ei~(~'--t*) 
---~ 1) V (a ta2c lb l )  = ei,~ ~ + e~,~(,_~,) , 

e - - i ~  ..{_ e--~(Izq-~) 
c, ~ D V(a l  a~c2bl) ~ 

e ~ + e-~(~'+ ~') , 

ci e - ~  -4- e i~(~+~} 
= D V(ala~clb~) - -  e~a~q_ein(~+,) , 

r  + e~(~ - ' )  
C,b, "= D V(a~ a~c~b~) ~ elaZ + ein(,~_,,) 

Und zwar ist in diesen Formeln, wie sich aus ihrer Ableitung ergiebt ,  
entweder stets das positive vder stets das negative Zeichen zu w~ih len;  
wir kommen sogleieh hierauf noch zuriick, t t i e r zu  tritt noch d i e  
Gleichung : 

C1 C~t lI. ~ . ~  ~ 1) V ( % a ~ c j b l )  �9 D V(aja2c2b2) ~ -  e - 2 ~ ,  

die sich aus der oben angegebe, nen, zuniiehst flit e ~i-~ quadratischer* 
]dentitiit ergiebt~ nachdem man die Wurzel e2i~z ~ 1, d. h. ~t gleicht 
einer ganzen Zahl, abgesondert hat. (Die Wurzel e~ '~---  - 1 bedeutet, 
geometrisch, dass man drei Operationen, deren Aufeinanderfolge d i e  
Identifier erzeug~ auch erhii[t, wenn man um jede der Axen eine b e -  
]iebige Zahl roller Umdrehungen ausfiihrt. Von diesem trivialen F u l l e  
sehen wit nattirlich weiterhia ab.) 

Man kann den Gleichungen I dutch Ersetzung der Exponent ia l -  
grSssen durch goniometrische Functionen leieht auch die folgende, b e -  
sondors ftir reelle Z, /,, v bequeme Gestalt geben: 

cos( . , )  
I'. 1) V(a ja2c lb l )  e - iaa  u . ~ �9 U . S . W .  

2 
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Diese Formeln entsprechen den positiven Zeichen der Formelgruppe I; 
ihnen gegentiber stehen die den negativen Zeichen entsprechenden~ in 
denen die Cosinusfunctionen durch Sinusfunctionen ersetzt sind.*) 

Es is~ ersichtlich, dass wit durch cyklische Vertauschung der 
Buchstaben noch wei~ere analoge Gleichungen erhalten, die wir nicht 
anfiihren wollen. 

Machen wir nun sogleich einige Anwendungen der gefundenen 
Beziehungen. Das wesentliche [~esultat, welches wir der Formel- 
gruppe lI entnehmen, ist zun~chs~ der Sa~z, dessen wir bereits auf 
pag. 190 Erwiihnung thaten: 

Bei drei gegebenen Geraden I ,  I I ,  I l l  (welche nati~rlich die Kugel 
schneiden miissen) sind die .Exponenten der zugeh6rigen loxodromischen 
Substitutionen, deren Aufeinanderfolge die Identitiit erzeugt~ his auf  ganze 
Vielfache yon 2 ~v i~ eindeutig bestimmt. 

Welter aber gestatten die Gleichungen z. B. bei gegebenen Fix- 
punkten die Exponenten und bei gegebenen Werthen der ~, t~, v und 
drei gegebenen Fixpunkten die iibrigen Fixpunkte in einfachster Weise 
wirklich zu berechnen; gem~iss des doppelten Vorzeichens der Formeln I 
ist die LSsung der zweiten Aufgabe zweiwerthig. Betreffs der genauen 
Unterscheidung der beiden Vorzeichen wird man aus der Betrachtung 
specieller zu dem Kern zugehSriger Fundamentalbereiche leicht er- 
kennen, dass nur die eine Auswahl der Griissen ~t, ~, v den Funda- 
mentalbereichen enispricht, n~imlich diejenige, welche zu den Cosinus- 
formeln ffihrt; wit werden daher diese Auswahl auch zu bevorzugen 
haben. (Die Gleiehungen I mit positivem Vorzeichen erh~ilt man 
iibrigens aus den Gleichungen I mi~ negativem Vorzeichen, indem man 

oder 9 oder v u m  1 vermehrt; beide Gleiehungsgruppen bleiben un- 
ver~inder~, wenn man die GrSssen X, /~ v um ganze Zahlen vermehrt~ 
deren Summe gerade ist.) Die letz~en Gedanken h~ingen aufs Engste 
mit der Theorie der verwandten s-Funetionen zusammen**); wit werden 
geradezu als geometrisehe Definition aufstel~en, solche s-tPunctione~ 
mit einander verwandt zu nennen, deren Fundamentalbereiche zu dem- 
selben Kern geh6ren. Wir werden hierauf sp~iter noch eingehend zurtick- 
kommen. 

Man erkennt welter aus der Formelgruppe I '  den Satz: Ist 
Q- ~ "4- ~ ~ v in irgend einer Auswahl tier Forzeichen fiir den tZall 

*) Ffir reelle Werthe der GrSssen ~, ~, ~ wird man diese Formel leicht 
mit der Form der Doppelverh~ltnisse yon 4 Kugelpunkten in Beziehung setzen 
k~nnen, wie sie Hr. Wedekind in seinen ,,Beitr~gen zur geometrischen Inter- 
preta~ion bin~rer Formen" angiebt (Diss. Erlangen, 1875, pag. 12). Man ver- 
gleiche auch die bezfiglichen Formeln in der berei~s genannten Arbei~ ~iemanns, 
Ges. Werke 1876, pag. 68, sowie Papperitz,  Ann. 25, 1885, pag. 2t7. 

**) Papperitz,  Ano. 25, 1885, pag. 212 ft.; Ann. 26, 1886, pag. 97 ft. 
13" 
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der Giiltigkeit der Cosinusformeln gleich einer ungeraden Zahl (fiir denL 
Fall der Giiltigkeit der Sinusformeln gleich einer geraden Zahl), so 
schneiden sich die inneren Axen I ,  I I ,  I l i  stets in einem _Punkt~ 
auf der Kugdfl~iche und umgekehrt. Der Beweis ergiebt sich daraus7 
dass jedenfalls eines der Doppelverh~iltnisse bei der angegebenenL 
Voraussetzung 0 oder oo wird. Hieraus folgt aber, dass zwei P d e r  
Axen I ,  I I ,  I I I  durch einen Punkt der Kugelflliche gehen mfissen, 
welcher dann auch der dritten Axe angeh5rt. Auch dieser Sa~z finde~ 
seine gute Anwendung in der Theorie der hypergeometrisehen Function, 
indem aus der Bedingung -4- ;, q- t~ Q- v ~-- 2n  + 1 (won  eine ganze 
Zahl bezeichnet) auf die MSglichkei% geschlossen wird, einen geeigne% 
ausgews Zweig der s-Function durch ein einfaches unbestimmtes 
Integral darzustellen.*) Dieser Specialfall wird uns besonders spli ter  
noch beschiiftigen; es ist gerade derjenige, dessen Fundamentalbereiche 
wir aueh im Falle complexer ~, 6'~ u in dieser Arbeit bis zu Ende~ 
behandeln werden. 

w 11. 

Die geometris~he Deutung dor 0rundformeln dor sph~rischen Trigon~- 
mettle fiir complexe Argument~. 

Wir wollen nun einen Exeurs einschal~en~ der die in AussichL 
gestellte geometrische ])eutung der sph~irischen _FormeZn flit eomple,ve 
Argumente zum Gegenstande haben soll. Wit werden zu dem Zweck:e 
zwei verschiedene Wege einschlagen: Der erste schliesst sieh eng a n  
die aufgestellten Dopl)elverh~ltnissformeln an. Wit kniipfen w i e d e r  
an Fig. 21 an, fiir die wit die Vertheilung der Werthe z auf der K u g e l  
so gew~hlt denken, dass a 1 ~ 0, a~ ~ co, dagegen 71 ~ - { - 1 ~  u a d  
iu Folge dessen 72 ~ - -  1 wird, was stets mSglieh ist. Dann gilt 

bi D V(a 1 a.~b I b~) ~ ~ ~ (bi) '~, 

1 da b 1 - - -~  ist. Welter ergiebt sich: 

1 ~ bt  
JD V(7~72bl al) ----- i--~-b~ ----- ~--- tin= == -~ d(~'+~")=' 

wo n' und in"  gem~ss pag. 187 u. 188 definir~ sind. Wir haben uns hie~c 
einer sehr einfachen projectiven Interpretation der .Do~vpelverhiiltnisse 
yon 3 Kugelpunkten bedient.**) Sind n~mlich irgend 4 Punkte p,  q, r, 

*) Vgl. pag. 172. 
**) Dieselbe dfirfte in mancher Beziehung einfachor sein a]s die yon H~'ra. 

Wedekind 1. c. gegebene Definition. Aus ihr folgen z. B. sofort die yon i h ~ t  
iu seinen ,,8tudien im binii~ron Werthgebiet" (Habilitationsschrift, Karlsruhe 1876)  
mit Hfilfe der Begriffe ,,Moment und Comoment" zweier Geraden abgeteitetej=l 
Formen des Doppelverh~lt~isses yon 4 Kugelpunkten. 
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auf der Kugel gegeben, so kann man allgemein das Doppelverh~iltniss 
derselben darstellen in der Form e~ ~ e~(~'+~r in derselben bedeutet 
r  den mR richtigen Vorzeiehen genommenen nich~-Euklidisehen 
Winkel der beiden Ebenen, welehe die Raumgerade (p~ ~) mit den 
Punk~en s und r verbinden, und icp" den nicht-Euklidisehen Winkel 
der beiden Ebenen, welehe die Polare der Geraden (~, q) mit denselben 
Punkten verbinden. Der Beweis hierfiir ergiebt sieh direct aus der 
Subs~itutionsformel: 

flit z ~ s und z" --~ r. 
Aus der Gleichung 

1 - -  b t a~) = ~ = ~ e~("+ ~'')~ 

folgt nun, indem wir das doppeRe Vorzeichen in den Werth yon 
1 n~ hineinnehmen~ b I ~ .  eg-,~-. Se~zen wir diesen Werth in die erste 

Doppelverhiiltnissgleichung der vorigen Sei~e ein und bemerken zu- 
gleich, dass: 

1) V(a~ a 2 b 1 b2) D V(a, a~cib~) 
D V(ala, c~b~) 

ist, 
Sehlussergebniss: 

_ _ ~ g 2  = c o s ,  + ; - - ~ ' ~ r )  

oder: 

so erhalten wir unter Benu~zung der Gleichungen I' folgendes 

2 - -  ;t~r) 

�9 ~9~$ 
l - - t g  -~- 

1~- tg ~n~r 
cos ~,g -~ c o s  ~ r  �9 cos 1~ 

sin ~ ~r. sin ~t ~r 

Dies aber ist die bekannte Cosinusformd der s~vh~irischen Trigono- 
mebrie~ jetzt aber fiir complexe Argumente gedeutet. In aaaloger Weise 
werden wir durch cyklisehe Vertausehung der Buchstaben die Formeln 
fiir cos ~r, cos m~r ableiten k~innen; aus ihnen folgen alsdann be- 
kanntlich alle anderen Formeln der sphilrischen Trigonometrie durch 
rein algebraische Reehnung. Im fibrigen wtirden wir noch auf eine 
Vorzeiehenbestimmung in obiger Formel eingehen kSanen~ da ja die 
Griissen ~t~/~, v nur his auf ganze Zahlen bestimm~ sind. Doeh kSnnen 
wir dies hier tibergehen, da die folgende iiberdies iibersiehtlichere Ab- 
leitung der Formeln tier sphiirischen Trigonometrie jede Zweideutigkeit 
aussehliessen diirfte. 
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W i t  wollen zun~chst eine Ablei~ung der Fundamental formdn des 
gewShnlichen sph~rischen Dreiecks vorausschicken, deren Grundge- 
danken wir dann auf unsere allgemeine Frage iibertragen wollen 
(K). Wit bedienen uns der Darstellung und Zusammensetzung der 
]inearen Substitutionen in der Quaternionenform, welche der Drehung 
tier Kugel um ihren Mittelpunkfl entsprechen, wie sie z. B. yon 
Herrn Klein in seinen Vorlesungen fiber das Ikosaeder pag. 32ff. 
angegeben werden. *) Die lineare Substitution der Variablen z wird dort 

in der Gestalt dargestellt: ~' ( d + ie ) z - - (b - - i a )  (b-~-ia)z--F ( d - i t )  mit tier Bedingung 

a s -~- b 2 -~- c 2 -~ d 2 ~-- 1; dieselbe ist daher bestimmt dureh die vier 
GrSssen a, b, c, d~ die wit die ,,F_~uler'sehen Parameter" nennen. Die 
Aufeinanderfolge zweier Drehungen mit den Parametern a, b, c, d und 
a', b', c', d" kann dutch eine einzige Drehung ersetzt werden, deren 
Parameter a", b", c", d" dutch die l~odrigues'schen Formeln gegeben 
werden: 

a ' 'm-  (ad'--~ a 'd )  --  (bc' - -  b'e), 

b" ~ (bd' ~ b'd) ~ ( c a ' ~  c 'a) ,  

c " ~  (cd" -Jr c'd) ~ ( a b ' - -  a 'b ) ,  

d"  -~- ~ a a '  - -  bb' - -  cc'  -- dd ' .  

Wir geben nun dem vorliegenden sph~rischen Dreieck L M ! V  auf der 
Kugel, die dutch die Gleichung ~: -~-y~-~-~2~ 1 in rechtwinkligea 
Coordinaten gegeben sei~ speciell die in nebenstehender Figur angegebene 

Lage gegen das Coordinatensystem, sodass die 

Ecke L die Coordinaten 0, 0, 1, 

~ M ~ ~ 0~ s i n n ~  c o s ~  

, N ,, ,, sin m z  sin ~t~, 

s inmz  cos~t z, cosm~ 
besitzt. 

Wir benutzen jetzt den Satz, dass die 
Aufeinanderfolge dreier Drehungen A, S, [" 
um die Kanten des zum Dreieck gehSrenden 
Dreikants entspr, durch die doppelten Winkel 

Fi~.s6. 2 ~ ,  2 ~ ,  2 v ~  des Dreieckszur Identit~t 
f~ihrt~ und zwar wieder in der Form AB ~ [ '-~.  Die den einzelnen 
Drehungen zugehSrigen Euler'schen Parameter ergeben sich wie 
folgt :**) 

ftir A als" a ~ 0~ b ~--- 0, c ~ sin ~t~, d ~--- cos ~tz; 

*) 188~. Besonders sei auf die Litteraturangabe 1. e. p. 86, A~m. hingewiesen. 
**) Gemi~ss Formel 12 pag. 34 der Vorles. fiber das Ikosaeder. 
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flit 13 als: a" ~ O, b' = sin n~t s in /~z ,  c ' *~  cos nrt  s in /~z ,  
d '  ~ cos tt~r; 

fiir I" als: a" ~- sin m~t sin/t~t sin v z ,  b" ~ sin m ~  cos Zz  sin v~ 6 
c"~--- cos m ~  sin v z ,  d "  - - - - - -  cos v~ ;  

Setzt man diese Werthe in die Zusammensetzungsformeln yon Rodrigues 
ein, so bekommen wir sofort die Crrundformeln der spMirischen Trigono- 

oder: 
sin m~t sin v z~ ~--- sin n ~t sin g ~; 

2) b" = b'd; oder: Sinussat% 

sin m~t sin v ~  = sin nrt  sin t ~ ;  

3) c"--- cd" dr- c'd; oder: 
sin n ~  ctg m:t  -- sin Zz  ctg ~tTt ~ cos n: t  cos Z~; Tangenssatz, 

4) d " ~ - -  cc" ~ dd'; oder: 

- -  cos v ~  ~ - -  cos n z  sin g z  sin ~ q- c o s / ~  cos i t s ;  Cosinsusatz. 

Kehren wit nun zu unserer allgemeinen Auf: 
gabe zuriiek. Die zweite Methode, die'wit jet~ ein- /~" 
schlagen, um die t'ormeln der sphdirischen Tr~qono- a,~.._z_.__~ , ~ ~ r  
metxie fiir complexe Argumente zu deuten, kniip/t ~ z #, 
direct an das geometrische Gebilde des Kernes ~ 
und t~olarkernes an; die Schnittpunkte der Ge- \ ~ -  - ~ 5  
raden I ,  I1, 111, sowie 1, 2, 3 mit der Kugel 
seien mi~ o , ~ <  

a, a2, b, b2, ctc~ resp. aia~, ~ 2 ~  7t72 
bezeichne~, wie die Figur 27 es angiebt. Wir k 
kSnnen dann zunilchst dip Formelgruppe I fiir \ a ,  
die Doppelverh~iltnisse dieser Punkte aufstellen: ~ir ~7. 

I. (ala~'fl2)'-~- -- l '  ] (btb '~tz '%):--  l '  t (c lc2ata2)~--  l '  
(a, ae7,72) = - -  1, (b,b~7,7~) = - -  1, (ctc~fl, fl 2) = - -  1. 

Dieselben besagen, dass die Geraden 1, 2, 3 die kiirzesten Abstllnde 
je zweier der Geraden I,  I I ,  I I I  enthalten und umgekehrt. Hierzu 
fiigen wir als Definitionsgleichungen der GrSssen /tz~, ttz~, v~t; lzr 
ran, nz~ die zweite Formelgruppe: 

II. (blb2a271) = e Oz~t, (/~lfl~azcl) = e~m~t, 

*) Vgl. Hamil ton,  Lectures on Quatemionu, Dublin 1853, Art. 524, 526, 
529; sowie Papperi~z, Untersuehungen fiber algebraische Tranuformation der 
hypergeometrischen Functionen. Habili~afionsschrift, Leipzig 1886, 13.20 ft. Ann. 27, 
1857, p. 232ff. 

metxie:*) 
1 )  a" = b'c; 
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Hierdurch sind die genannten Gr~issen nicht wie bisher nur bis auf 
ganze Vielfache yon ~, sondern bis auf ganze Vielfaehe yon 2 ~ bestimlnt. 
Die Formelgruppen I und II  geben uns 12 Gleichungen fiir die 12 Schnitt- 
puncte, yon denen der Natur der Sache naoh drei willkfirlich angenox~- 
men werden kSnnen. Man erl~ennt daher leicht, dass die Formeln I 
mad 11 uns drei Relationen zwischen den GrSssen Z ~  F:v, v g ;  l ~ ,  rag, 
n ~  liefern mfissen~ die dann zu den trigonometrischen Formeln hinfiihre.n. 
Die directe Elimination gelingt in der That;  doch zieben wit es vor, 
genau so vorzugehen, wie eben beim Dreieck. 

Wit  fiihren zuerst wieder die mSglichs~ giinstige Werthevertheilung 
der complexen Variabeln s auf der Kugel ein, indem wir a t ~ 0, 
a2 ----- c~, 7t ~ + 1 setzen. Mit Hiilfe der Formelgruppen I u n d  II 
finder man durch einfache Ausrechnung: 

~ 2 = - -  1, (aus ' (a ta2T,  7:) "~ - -  1), 

fll ~ - - ~ 2 = - - e " ~ ,  (aus ( f l t f l ~ a l a 2 ) = - -  1 und 

(at a2~'r ~ e~in) , 

1 nTt (aus (bib 2 und b2 = ~t ---- - -  i tg y ,  rl r~) = --  1 

(?', ~': b 2 a,) =~ e ' " ' ) ,  

' Ca"+ e'~ c I ----- e - '  ~.+ etg -~-, (ill fl2a2cj) ~ , 

++ (au+ 1) c 2 ----- - -  i,e - ~  . tg -~- ,  (fllfl2c 1 

Unsere weitere Rechnung knfipft natiirlich an den Ansatz A B ~ r -~  
an, und zwar werden wir zunliehst wieder darauf ausgehen~ die Sub- 
stitutionen A, B, [" in der Normalform dar~us~elten: 

8' = !d "4- ic)s --  (b --  ia) 
( b +  ia)s + ( d - -  i ~  

mit dot Bedingung a 2 + b  2 + c  =-4-d 2 = 1 .  Da w i r e s  mit loxo- 
dromischen Substitutionen zu thun haben,  so werden die GrSssen 
a, b, c, d selbst wieder complexe Werthe annehmen, sodass die Coef- 
ficienten der Substitutionen , doppelcomplex" sind. Fiir die Zusammen- 
setzung zweier Substitutionen der Normalform gelten nach wie vor dio 
Formeln yon Rodrigues. Es ergiebt sieh under Beriicksichtigung der 
ftir die GrSssen b~, b2, cl, c2 gefundenen Werthe: 

Fiir dio Substitution A: 
e i l a .  8 

S ~ ~ - - - -  

e--igr 
ist zu setzen: 

a ~-- 0~ b ~ 0, c ~ 2i ~ sin ).re, d -~- 2 ~- cos 2~. 
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Far  die Substitution B: 

s ' - -  b~ 
S ' - -b~  = 

oder: 
e- - i~n(s  - -  b~) 

ist zu setzen: 

a ' = O ,  b ' = - - s i n # z s i n n ~ ,  c ' = - - s i n ~ c o s n ~ ,  

Fiir die Substitution F: 

s ' ~  f l  ~ e ~ ( s ~ c ~ )  
s'-- c~ e --~'~ (s--c~) 

oder: 

ist zu s e~en :  

d '  ~ cos  ~ .  

a "  = - -  sin ~ sin 2 z  sin rag, b " =  - -  s i n  v ~  c o s  Z z  s i n  m z ,  

~"  = - -  s l n  IvTl COS ~ d "  ~ COS V ~ ,  

Indem man beriieksichtigt', dass fiir die inverse Substitution yon F 
nu t  die GrSsse d"  ihr Vorzeichen zu wechseln hat ,  finder man dann 
aus den Formeln yon Rodrigues nach Einfiihrung der gefundenen Wer the  
fiir die vorkommenden GrSssen: 

1) -q- a" = -{- b'v, 
2) ~ _ _ b " ~ b ' d ,  

3) - t -  c " = c X  -t- c ' d ,  

4) -T- d "  = - -  cc '  + dcZ', 

oder, da wir der nothwendigen Symmetrie der Endformeln wegen nur  
das obere Vorzeichen zu beriicksichtigen haben: 

1 u. 2) sin v~  sin m ~  = sin y ~  sin n ~  (Sinussa~z), 

3) - -  sin v g  cos m ~  = sin 2~  cos ~ ~ sin ~ cos n =  cos 2~  

otter unter Beriteksiehtigung yon 1: 

- -  sin n ~  ctg m~ = sin ~ c t g ~ - -  c o s n ~  cos 2~  (Tangenssatz)~ 

4) - -  cos v ~  = sin ~ sin # ~  c o s n ~  -~- cos 9 z  cos 2 z  (Cosinussatz). 

Wir erkennen sofort, diese Formeln stimmen bis auf  die Vorzeichen 
mit den Fundamentalformeln der gewShnlichen sTh6rischen Trigonometrie 
iiberein. Es w~ire uns ein Leiehtes, z. B. durch andere Definition der 
Gr5ssen 2,/~, v volle Uebereiastimmung zu erzielen. Doch bieten unsere 
Formeln in der erhaltenen Form einen wesentlichen Vorzug, indem sic 
gestatten, in ihnen die GrSssen ~t~  l ~ ,  v ~  mit den GrSssen ~ ,  rag,  
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n ~  direct zu vertauschen ohne Aenderung der Vorzeiehen.*) Bekannt- 
lich gilt dies nicht ffir die Formeln der gew5hnliehen sph~rischen 
Trigonometrie. Der Grund liegt darin, dass in dem Polardreieck nieht 
einfach die Winkel und Seiten des urst~riinglichen Dreiecks vertausch~ 
sind, w~ihrend in unserem allgemeinen Falle der Fig. 27 die Geraden- 
tripel I ,  I I ,  I I 1  und 1, 2, 3 vSllig gleichwerthig erscheinen. 

w 12. 

Construction des Kernes fiir gegebcne Werthe /t, ~ v. 

Wir wollen nun weiter zu der Aufgabe iibergehen, f'~r gegebene 
complexe Gr~sse~ ~ ~, ~ ~, ~ ~ die inneren Axen der zugeh~rige~ dre~ 
Schraubenbewegunge~, deren Aufeinanderfolge die Identit~t er~eugt, 
geometrisch zu construiren. Die Method% die wir in der LSsung dieser 
Aufgabe beTolgen, wird darin bestehen, dass wir in der Zahlenebene 
tier Variablen s, dem stereographischen Abbild unserer Kugelflilche, 
die 6 Fixpunkte a I a 2 b I b~c I c: der Fundamentalsubstitutionen zu zeichnea, 
lehren. Wit haben die gleiche Aufgabe bereits pag. 35 algebraisch 
gelSst und gesehen, dass zu drei gegebenen Expouenten al|emat zwei 
verschiedene Geradentripel I, IT, 111 construirt werden kSnnen, welehe 
den Bedingungen genUgen; yon diesen wird ether den Cosinusformeln, 
der andere den Sinusformeln flit die gleiche Auswahl der Werthe ,!,, y,~, 
entsprechen. Wir kommen auf diese Zweideutigkeit aoch am Schluss| 
dieses Paragraphen zuriick. Wit haben natiirlich alle Geradentripe! als  
identisch anzusehen, welche durch eine lineare Transformation der Kuge l  
in sich ineinander iibergefiihrt werden kiinnen. Geradedieser letztePunk~b 
en~spricht dem Umstande, dass wit bet der Ausffihrung der geometriseher~ 
Construction drei der sechs Fi~punkte beliebig w~ihlen bez. eine andero 
gleichwerthige Annahme machen kSnnen. Da die reellen Bestand- 

*) ~Ian vgl. z. B. Stolz: ,,Ueber sine analytische Entwieklung der Grund[- 
formeln der sphiirisehen Trigonometrie etc." (SchlSmileh's Zeitschrift, Bd. XV][, 
1871, pag. 175).- Das yon mir gefundene al]gemeine Resultat ist in aller Kiirz e 
bereits iu den G~lttinger Nachrichten veto Jahre 1891, pag. 188, sowie in den Ma%ll. 
Ann. Bd. 39, 1891, p. 598 ver~ffentlicht worden. Es sei an dieser Stelle aueh hint- 
gewiesen auf die Behaudlung der trigonometrischen Formeln in der nichE- 
Euklidisehen Geometrie, z. B. Lobateheffsky, Ges. Werke (Kasan 1883, 188S) 
Bd. II, pag. 577, 586, 630, sowie F rischauf ,,absolute Geometrie nach J. Bolyai ~,, 
1872, pag. 51ft., yon neuerer Litterahlr sei nur Clebseh-Lindemann, ,,Vor- 
lesungen fiber Geome~rie" II, 1 pag. 480ff. und 519 erwRhnt. 

Unsere specielle Fragestellung erlaubt hier nieht, den analogen Sii~zeu, d i e  
bei anderer Maassbestimmung im ~Raume sieh unseren Entwicklungen zur Seite 
stetlen, welter naehzugehen. Dass dieselben mir jedoeh keineswegs en tgang~  
siDd, wie Herr Study in seiner Arbeit in den Abh. der Siiehs. Gesellsehaft d ~  r 
Wissensch. Bd. XX, 1593, pag. 229 meint, scheint doch wohl selbstvers~ndiich. 
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theile it', ~', v" der GrSssen it, ~, v nur bis auf ganze Zahlen in Be- 
tracht kommen, so wol]en wir in diesem Absehnitt gleich yon vorn- 
herein voraussetzen, dass sie s~mmtlich kleiner als I sein mSgen. Die 
Werthe der GrSssen it~r, ~r, v~ mSgen ferner geometrisch durch die 
Punkte e~? ~, e ~'~, e '~ der complexen Zahlen- 
ebene gegeben sein, deren Abweichung gleich 
it'~, ~ '~ ,  v ' ~  und deren Abstand yore Null- e ~ '  , / f '~ 
punkt gleich e -x''~ ----- L ,  e -~'''~ ~-- M,  ~ Y  

e -~''~ ~ N,  ist (Fig. 28). ~ ~ j . e  ~ 
Eine besondere Betraehtung wiirdea die -; .; 

2"glle ganzzahliger Werthe tier Gr6ssen it, #, v 
erfordern, fiir welche die zugeh6rigen 2"unda- 
mentalsubstitutionen entweder parabolischen 
Charakter tragen oder die Identitiit darstellen. 
Da diese F~lle sich sehr leicht fiberblicken ~i~. ~s. 
lasseu, so wollen wir ihnen zuniichst einige Worte widmen, wobei wir 
uns auf die Angabe der l~esultate beschrRnken. Von den drei GrSssen 
it, 6~ u mSgen entweder alle drei oder zwei oder nur eine ganzzahlig sein. 

a) Hind alle drei Exponenten ganzzahlig, so ist der Fall yon 
vornherein als unmiSglich ausgesch]ossen, class eine der Fundamental- 
substitutionen parabolisch ist, die beiden anderen die Identitiit bilden. 
Es bleiben daher nur die folgenden MSgliehkeiten tibrig: 

1. Einmal seien alle drei Substitutionen paraboliseh; dana 
wird der Kern yon drei sich in einem Punkte ausserhalb der 
Kugel schneidenden Tangenten der Kugel gebildet, die beliebig 
angenommen werden kSnnen. 

2. Oder abet alle drei Substitutionen sind Identit~iten; dann 
ist der Kern der Geraden I ,  I I ,  I I I  (selbst bei Festlegung. der 
Punkte aj, bl, cl) vSllig unbestimmt. 

3. Oder endlich es sind zwei Substitutionen, etwa B und F, 
parabolisch, und die dritte A ist gleich der Identit~it. Dann fa]len 
die Geraden I I ,  111 in eine Tangente der Kugel zusammen, 
wiihrend die dritte Gerade I vSllig unbestimmt ist. Zugleich ist die 
parabolische Substitution B zu der 'parabolischen Substitution [" 
invers. 
b) Hind nut zwei Exponen~en ganzzahlig, z. B. ~ und v, so ist 

yon vornherein wieder ausgesehlossen~ dass nur eine der Fundamental- 
substitutionen B und F parabolischen Charakter besitzt, w~hrend die 
andere die Identlt~t dars~ellt~ oder dass beide Fundamentalsubstitutionen 
B und [" Identiti~ten darstellen. Es bleibt allein der nicht weiter 
singuliire Fall fibrig, dass beide Fundamentalsubstitutionen B und F 
parabolisehen Charakter trage~. Der Kern wird ausser yon der die 
Kugel sehneidenden Geraden 1 yon zwei Tangentea ZI  und I I I  der 
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Kugel gebilde~. (Falls auch der dritte Exponent it reell ist, werden 
die drei Geraden I,  I ~  I I I  natiirIich durch einen Punkt  gehen.) 

c) 1st schliesslich nur ein Exponent ganzzahlig, etwa ~t, so kann zu 
ibm entweder eine identische oder eine parabolische Substitution gehbren. 

1. Im ersten Falle folgt dann weiter, dass die Substitutionen B 
und [" nothwendig wieder zu einander invers sein miissen; im Kern 
sind daher die beiden Geraden I I  und I I 1  zusammengefallen~ wiihrend 
die Gerade I vSllig unbestimmt ist. 

2. Im letzten Falle dagegen wird im Kern die C~erade I yon 
einer Tangente der Kugel und die Geraden I I  und 111 yon zwei 
festea, die Kugel schneidenden Geraden dargestellt. (Sind die Ex- 
ponenten ~ und v iiberdies ebenfalls reell oder gilt allgemein die 
Bedingung ~__it-~:#l~__ v ~ 2 n  + 1 ,  so werden sich die drei 
Geraden I, I1, l i t  nattirlich wieder in einem Punkte schneiden.) 

Da alle die genannten speeiellen Kerae sehr leicht ftir gegebene 
Werthe it, ~, v zu construiren sind, so wollen wit sie bet der folgen- 
den Darstellung der Construction des Kernes fiir allgemeine Werthe 
der GrSssen it, ~, v nicht wetter berticksichtigen, um nicht unsere 
Betrachtungen dementspreehend unnSthig modificiren zu miissen. Doch 
haben wir um so lieber die besonderen FKlle angefiihrt, als sie sogleich 
bei der Beh'achtung der Fundamentalbereich e wieder hervortreten werden. 

Wie wird sich nun die Construction der sechs Fix~unkte in dem 
allgemeinen 2'atle gestalten, in dem uns drei complexe Werthe der 
GrSssen 4, ~, v vorliegen? Unsere Zeichnungen, die wir in praxi in 
der s-Ebene ausfiihren~ wollen wir zugleich stets auf die Kugel durch 
stereographische Projection iibertragen denken. Wie wir vorab be- 
merken wollen, werden wit unsere Aufgabe auf die folgende ein- 
fache Httlfsaufgabe zuriiekfiihren: Es seien geometxisch die ~'ixpunkte, 
sowie die Ex$onenten zweier Substitutionen ]3 und C gegeben; die _Fix. 
punkte derjenigen dritten Substitution A -~ zu finden, welche die gegebenen 
/~ubstitutionen ersetzt, sodass die symbolisehe Gleichung gilt: B C ~ A -~ 
oder A B C  =~ I. Wir erkennen, wir kSnnen unmittelbar die Figur 21 
auf diese Hiilfsaufgabe anwenden, wenn wit die inneren Axen der 
8ubstitutionen B und C z. B. als die Geraden I I ,  I l i  w~hlen. Die 
LSsung unserer Htilfsaufgabe iibersieht sich dann leicht: Man finder 
zuniichst das Schnittpunktepaar der Geraden (2) mit der Kugel als 
gemeinsames harmonisches Punktepaar zu den Schnittpunktepaaren der 
Geraden ( / / )  und (I11). (Wit haben die Bezeichnungen der Geraden 
in Klammern gesetzt, da dieselben keineswegs mit  den gleich bezeich- 
neten Geraden unserer Hauptaufgabe tibereinstimmen.) Die Schnitt- 
punktepaare der Geraden (1) und (3) sind dutch die gegebenen Ex- 
ponenten der SubstRutionen JB und C leicht den Betrachtungen auf 
pag. 186ff. gemiiss aus dem Schnittpunktelmare der Geraden(2) zu finden. 
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Das zu letzterem Paar gemeinsam harmonische Paar stellt dann die ge- 
suchten Fixpunkte der Substitution A dar.*) - -  W i t  gehen nun ~u 
unserer Hauptaufgabe ~uriick. 

Es ist zun~chst klar, dass wir die Sehnittpunkte der Kugel mit 
den Theilgebilden der Geraden I ,  2, 3 oder I1, 3, I oder I I I ,  1, 2 in 
ihrer Lage zu einander, insbesondere was ihre Doppelverh~iltnisse be- 
trifft~ sofort geometrisch construiren kSnnen. Um z. B. die betreffenden 

o' % 

Fig,  29a, b, c. 

Punkte des Gebildes der.Geraden 111, l, 2 zu bestimmea, w~hlen wir 
die Punkte 0, c~ der complexen Zahlenebene als SchnRtpunkte der 
Geraden 111, die Punkte ~ 1 als Schnittpunkte der Geraden 1. Dann 
liefern uns sofort die Punkte ~___ e ~'~ die Schnittpunkte der Geraden 2. 
Analog finden wir die Schnittpunkte flit die beiden anderen Theft- 
gebilde, wie in den Figuren 29, b, e angegeben ist; in ihnen haben 
wir die Bezeichuungen der Schnittpunkte in einer beliebigen zu- 
l~issigen Auswahl hinzugesetzt. Gehen wir nun yon dem in solcher 
Weise bestimmten Theilgebilde der Geraden I ,  2,  3 in der s-Ebene 
aus; es bleiben dann zu ihm noch die Schnittpunkte der Geraden 1 
mit der Kugel zu eonstruiren. Alsdann werden die Sehnittpunktepaare 
der Geraden 1 I  und 1 I I  dutch die Bedingung leicht gefunden werden 
kSnnen, dass jedes derselben gleichzeitig harmonisch liegt zu den Schnitt- 
punktepaaren der Geraden 1, 2 bezw. 1,3.  Die Doppelverhgltnisse der 
Schnittpunkte yon 1 mit den Sehnittpunkten yon 2 bezw. 3 sind 
uns aber geometriseh, wie gezeig~ ist, dutch die Figuren 29, b, c 
gegeben. Unsere Aufgabe erweist sich daher mit der folgenden, all- 
gemein interessanten identiseh: Ein  _Punktey~aar in der s.Ebene ~u 
finden, welches mit ~wei gegebenen Punktepaaren vorgegebene .Doppel- 
verhgltnisse bildet. Wie wird nun die LSsung fiir diese Aufgabe ver- 

*) Man kann auch leich~ die Hfilfsaufgabe mit der folgenden identificiren: 
Auf tier K~geZ ist dutch ~wei ei~ander entsprechende Pu~k~etripd p, ~, rund  
~', ~', r eine l>rojective Beziehu~g festgeleg~; es gilt, die Do2pel~unkte de~ letzteve~ 
~u construiren. Man hat einfach zu dem Zwsck drei in geeigneter Weise ausgew~hlte 
Punkte der Kugel dutch die Substitutionen B -x und C in drei neue Punkte zu trans- 
formiren. Die Doppelpunkte der dutch diese beiden Punktetripel bestimmten pro- 
jectiven Beziehung stellen dann die gesuchten Doppelpunkte der Substitution A dar. 
Vgl. die L~sung jener Aufgabe bei Wedekind, Diss. Erlangen (1875) pug. 30. 
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laufen?*) Wir argumenfiren folgendermassen: Ffihrt man um die 
Gerade 2 eine Schraubenbewegung B aus, die den Punkt  a 2 in den 
Punkt a I iiberffihrl und dann eine Schraubenbewegung C u m  die 
Gerade 3~ we]che eq in ~:2 fiberf[ihr~j so ist a s an seine Ausgangs- 
stelle zuriiekgekommen. Mit anderen Worten:  Durch die Aufeinauder- 
folge der Substitutionen /~ und C ist  auf der Kugel eine projective 
Beziehung ihrer Punkte hergestellt,  deren einer Doppe]punkt yore 
Punkte a~ geliefert wird. Nun sind aber die genannten beiden Sub- 
stitutionen B und C dureh die Figuren 29, b, c vollst~indig geometriseh 
bekannt. 1)amit ist die Hauptaufgabe a u f  die ttiilfsaufgabe zurilck- 
gef'ghrt, deren geomelrise]~,e L6sung oben bereits durchgefi~hrt ist. Mi~ 
dem Punkte a 2 ist natfirlich sofort der Punkt  aj gegeben. Wir wolleu 
es iibergehen~ die Construction in einer Figur auszuftihren, da ja eine 
solche keinerlei Schwierigkeit mehr bietet~ wenn sie auch ziemlich 
complicirt sich gestaltet. 

Es bleibt nut noch ein Wort  zu sagen fiber die Auswahl des 
Punktes a e unter den beiden Fixpunkten de~" Substitution A, sowie 
fiber die Willkfir in der Bezeichnung der Schnittpunkte a I ~fljf127172 
in den Figuren 29a, b, c. Was den ersten Punk~ betriff~, so zeigt eine 
einfaehe Betrachtung, dass die Gebilde der Geraden I~ I I ,  I I I ,  welche 
man durch die eine oder andere Auswahl des Punktes a 2 unter den 
Fixpunkten der Substitution A erhiUt, sich nut um eine halbe Drehung 
um die Axe I unterscheiden und daher gleichwerthig sind. Was abet die 
Willkfir in der Bezeichnung der Punktepaare aj a2fl 1 fl2Yl 72 tier Figuren 
29, a, b, c angeht, so ist unschwer zu erkennen, dass man bei einer 
geraden Anzahl yon Vertauschungen tier Bezeichnung jedes Paares zu 
derselben Construction der Fixpunkte der Substitution A und damit 
des Gebildes I, I1, II1, bei einer ungeraden hnzahl  yon Vertausehungen 
dagegen (z. B. bei tier Vertauschung der Bezeiehnungen Yl und 72 in 
Fig. 29, b) zu anderen Fixpunkten der Substitution A ul~d damit zu einem 
zweiten~ yon dem ersten verschiedenen Gebilde tier Geraden I, II ,  I l l  
geffihrt wird. Wit bekommen fi~r gegebene Werthe ;{, ~, v demnaeh geo- 
metrisch immer zwei Kerne, yon denen abet, soba~d wit die Werthe der 
.Exponenten Z, ~, v bestimmt fixirt denken, nut der eine functionentheo- 
retisch fiir uns in Betracht kommt.**) Dies Resultat erweist sich vSllig 

*) F~ir den speciellen Fall, dass das gesuch~e Punk~epaar zu den beiden ge- 
gebenen gemeinsam harmonisch gelegen sein soll, i~t eine einfache Construction 
nach der Mittheilung des tterrn Klein yon Herrn Wedek ind  in seiner Diss. 
(Erlangen 1875) pug. 31ft. angegeben. Wir haben diese Construction ja bereits 
anzuwenden Gelegenheit gehabt. -- Interessant ist insbesondere der Specialfall, 
class je zwei der drei Punktepaare ein reellos Doppelverh~Utniss darbieten; der- 
selbe ftihrt insbesondere auf solche Geradengebilde 1 ~ 2,  3 ~ wie sie zu dem Kern 
reeller oder rein imagin~.rer ~t, ~, 1, gehSren (Wedekind, 1. c. pag. 25). 

*~) Vergl. pug. 222 und pug. 172 l~r. 2. 
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in Uebereinstimmung mit der Bemerkung zu Anfang dieses' Paragraphen, 
dass die LSsung der Construetionsaufgabe zweiwerthig sein muss. Wohl 
abet f[ihrt die riehtig verstandene Aufgabe der p. 206 natiirlich nur zu 
einer LSsuag. 

w 13. 
Ueberbliek fiber die Gesammtheit aller iiberhaupt miigliohen Kerne. 

Wir ftigen den bisherigen Betrachtungen des Kernes noch einige 
Siitze hinzu, die uns eiaen Ueberblick tiber die 6-fach unendliche 
Mannigfa]tigkeit aller tiberhaupt mSglichen Kerne gestatten. Der 
einzelne Kern ist dutch die Punkte a~, bl, cj und die gegebenen 
Werthe ~z ,  g z ,  v~ vollst~ndig (allerdings zweideu~ig) bestimmt. Um- 
gekehrt sind dutch den Kern ja auch die Griissen ~ ,  g z ,  v z  be- 
stimmt~ abgesehen yon der Vieldeutigkeit dieser Werthe, die ste~s 
beim einzelnen Kern vorhanden ist.*) Richten wir nun unser Augen- 
merk auf diejenigen Punkte, die aus den Fixpunkten a 1 bezw. b I 
odor c t dutch die Fundamentalsubstitutionen B bezw. I" odor A her- 
vorgehen; wir wollen dieselben mit a2" , b2" , c~" bezeichnen, indem 
sie leicht aus den Punkten as, b2, c~ erhalten werden, wenn wit eat- 
sprechend um die drei Geraden des Polarkernes halbe Umdrehuagen 
ausffihren. Man iibersieht sofort, dass der einzelne Kern auch durch 
die Punkte as, b I ~ c t i a2"~ b2'~ c2' vollstilndig (und zwar eindeutig) be- 
sfimmt ist, indem z. B. die Substitution A dureh die sieh entsprechen- 
den Punktepaare b~', c I und b~, cs" und den Fixpunkt a 1 bestimmt, und 
damit dann auch ihr zweiter Fixpunkt a 2 zu construiren ist. Letzteres 
fiihrt zu der allgemeinen Aufgabe: Auf tier K u g d  ist eine projective 
J3eziehung gegeben, deren einer Doppel$unkt  bekannt ist; den zweiten 
J)oppellounkt zu conxtruiren. Ich habe die folgende, einfache LSsung 
gefunden: Man lege in dem obigen Beispiel durch die Punkte as, c2', b t 
und die Punkte at, ct~ b 2' je einen Kreis; der zweite Sehnittpunkt 
dieser Kreise sei tier Punkt /~. Dann ]ege man dutch :P, bj~ b 2" und 
andererseits t ), cl, c 2" wiederum je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt 
der letzteren ist der gesuchte Punkt a~. 

Es gelten nun die folgenden Siitze: 
W~ihlt m a n  bei festgehaltenen Punkten  al,  b I , c I die _Punkte a~', b2', c.~" 

bezw. irgendwie a u f  drei Kreisbogen der zu  den Punkten b~ cj ~ e I a t , al bt 
gehiirenden elli~tisehen Kreisschaar,  so haben die reellen ]Bestandtheile 
)/~ ~',  v" der zugeh6rigen GrSssen )~, ~ ,  ~, stets denselben Worth.  

W~ihlt m a n  bei festgehaltenen _Punkte~ a 1 , b~ , c~ die 2unk te  a~', b~', c~" 
bezw. irgendwie au f  drei Kreisen der analogeu hyperbolischen Kreis-  
schaar ~ so haben die imagin~iren Bestandtheile i g", i ~ "~ i v "  der Gr~ssen 
h, I~ , v stets denselben Werth.  

*) Vergl. pag. 187 und 188, sowie pag. 199 uud 200. 
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Der Beweis dleser S'~tze st[itzt sigh bei passend gew~hlter specieller 
Lage der Punkte a 1 bt ct auf die S~tze der Elementargeometrie der Ebeae 
yon der Gleichheit der Peripheriewinkel fiber demselben Bogen und 
dem geometrischen Oft aller Funkte, deren Verbindungslinien mit zwei 
festen Punkten dasselbe Verh~ltniss zeigen. 

Die beiden LSsungen der Construction des Kernes bei gegebenen 
Werthen ~t, ~, v unterscheiden sigh in der Weise, dass die Punkte 
a•', b:', c 2' bei festgehaltenen Punkten at, b l ,  c t wohl auf denselben 
hyperbolischen Kreisen, doch auf ,,complement'~ren" (d. h. sigh zu einem 
vollen Kreise erg~nzenden) elliptischen Kreisbogen liegen. 

Die Punkte as', b2', e2" gewinnen iibrigens besonders deswegen f[ir 
uns an Interesse, weil sie die vierten Eckpunkte unserer Fundamental- 
bereiche in der Vierecksform darstellen. 

In wiefern die pag. 203 u. 204 ft. behandelten F~ille eines unbestimmten 
Kernes bier zur Geltung kommen, ist leicht zu erkennen. Bei dem 
Kern a, 1 des vorigen Paragraphen sind insbesondere die Punkte a2' , b(, c~" 
entspr, in die Punkte a t , b I , q ,  bei dem Kern c, 1 die Punkte b~" und c~" 
in die Punkte bt und cj gefallen, w~ihrend a2' yon a t getrennt liegt. 
Jedoch sei auch auf den Kern a, 3 hingewiesen, bei dem es night 
mSglich ist, wie bier stillschweigend angenommen ist, die Fixpunkte 
at, hi, ct als yon einander ge~rennte Punkte auszuwiihlen. 

IV. Theil. 

Ueber die geometr isehe Natur  der  a l lgemeinen Kreisbogen- 
dreiecke.  

w 14. 

Allgemeine Construction der Kreisbogendreiecke bei gegebenon reellen 
Exponenten ~, ~, v. 

Wir wenden uns zu einem neuen Haupttheile unserer Unter- 
suchungen. Derse]be besch~ftigt sigh mit den yon Kreisbogen be- 
grenzten Fl~chen, die zu dem Kern der Geraden I,  I1, 111, als Funda- 
mentalbereiche der zugehSrigen s-Function zu construiren sind. Um uns 
bestimmter ausdrilcken zu kSnnen~ beschr~nken wir uns zun~chst auf 
den Fall reeller 2, ~ v, in dem die Geraden r~ I f ,  L r I  des Kernes sigh, 
wie wit wissen, in einem Punkte ausserhalb, innerhalb oder auf der 
Kugel schneiden, filer legen wir uns die Frage vor : Wie werden die yon 
drei Kreisbogen begrenzten, einfach zusammenh~ngenden Fliiehen, die 
wir ,,sphgrische .Dreiecke" im weiteren Sinne nennen kSnaen, ganz all- 
gemein aussehen, deren Ecken in drei Schni~tpunkten der Geraden 
I ,  H ,  I l l  mit der Kugel liegen und deren Seitenebenen sigh in den- 
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selben drei Geraden schneiden? Wir werden uns hier natiirlich yon 
vornherein auf solche Dreiecke zu beschriinken haben~ bei denen 
Windu~gspunkte irge~ld welcher Ordnung weder im Innern noch auf 
den Seiten mit Ausnahme der drei Eckpunkte 
vorkommen. Die nebenstehende Figur mSge ~ 
jedoch ein einfaches Beispie[ eines Dreieeks 
mit einem Windungspunkte erster Ordnung 
im Innern geben. 

Ot~enbar l~Snr~en wit sofort den ganz all- '~'~, 
gemeinen, fiir alle Dreiecke geltenden Satz \ 
aufstellen: ])ie Winkel in den JEcken des 
Dreiecks miissen allemal mit den pag. 187 u. 188 
am Kern definirten reellen GrSssen )~'~, t~'zl, u 'z  
his auf gauze Vielfache yon ~ iibereinstimmen. 

Fig. 30. 

Denn denken wir uns 
die drei Symmetriedreiecke eines vorliegenden, beliebig gestalteten 
Dreiecks in Bezug auf die begrenzenden Kreisbogen hinzugeftig~, so 
kann man stets um die drei KaJ~ten des zum ursloriinglichen Dreieck 
gehbrenden Dreikants, d. h. um die drei Geraden des Kernes, nach 
einander Drehungea ausftihren~ welche die Symmetriedreiecke successive 
in einander iiberftihren und demnach in ihrer Aufeinanderfolge die 
Identit~t erzeugen (vergl. pag. 168). A u f  welche Weise k6nnen wit nun 
KreisbogendreiecTce der bier in Betracht kommenden Art  mit beliebig vor- 
gegebenen Winkeln it ~, ~ ~, v ~ wirklich construiren ? In der Beantwortung 
dieser Frage wollen wir unser Augenmerk zugleich darauf richteu~ wie oft 
in den coastruir~en Dreiecken sich die Selden selbst fibersch]agen, d.h.  
wie oft dieselben eine volle Kreisperipherie umspannen. Wit treffen in dem 
Betracht die Bestimmung, dass wit bei einer Seite, welche gerade eine 
gauze Zahl yon Kreisperipherieen um]iluft, die letzte Umspannung nieht 
ale Ueberschlagung rechnen wollen. In unseren Figuren werdea wit uns, 
wie bisher, der stereographischen Projection der Kugelfl[iehe auf die 
Ebene bedienen. Unsere Betrachtungen schliessen sieh im iibrigen eng an 
die schon erwghnte Arbeit dee Herrn Klein Ann.37, 1890~ pag.579ff, an. 

Man solite nun vielleichlb erwarten, dass wir die Construction der 
Kreisbogendreiecke jetzt direct auf der Construction des einzelnen 
Kernes bei gegebenen Werthen it, /~ v aufbauen wtirden. Es wiirde 
dieses auch sehr gut mbglieh sein. Gleichwohl ziehen wit es vor~ bier 
independent vorzugehen, da wit auf solche Weise sogleieh einen Ueber- 
bliek fiber die Gesammtheit aller fiherhaupt mSglichen Kreisbogen- 
dreiecke gewinnen. Erst in einem der spiiteren Paragraphen werden dann 
die bisherigen Betrachtungen dee Kernes zu ihrer vollen Geltung kommen. 

Zuniichst ist es einleuchtend, dass wir die drei Ecken des zu 
construirenden Dreiecks willktirlich w~ihlen kSnnen, indem wit ja alle 
diejenigen Dreiecke als gleichwerthig ftir uns anzusehen haben, die 
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durch eine lineare Transformation der Kugel in sieh in einander ~iber- 
gefiihrt werden kSnnen. Unsere Methode wird nun darin bes~ehea, 
dass wir yon einem bestimmten Ausgangsdreiecke aus dutch e ine~  
continuirlichen geometrischen Process, der einer arithmetischen Zerlegung 
der Werthe ] ~ ,  # ~ ,  v z  entspricht, das verJangte Dreieck aufbaueu. 
Wir werden zugleich erkennen, dass wir auf solche Weise fi~r j e d e s  
Werthetri2d ~t, ~t, v stets ein und nu t  ein Dreieek erhalten, so dass  
wir die Bereehtigung gewinnen, den geometrisehen Process geradezu 
zur Definition unserer Dreiecke an die Spitze zu stellen. MSge e s  
gestattet sein, hier eine Bemerkung allgemeiner Art einzusehallen. 

Wenn es aueh wohl kaum zweifelhaft sein kann, dass die yon u n s  
dargestellr Kreisbogendreiecke die Gesammtheit aller Kreisbogent- 
dreiecke erschSpfen, die einfach zusammenhKngende Bereiehe ohn~e 
Windungspunkte im Innern und auf den Seifen mi~ Ausnahme t i e r  
Eeken darstellen, d. h. dasses ausser den yon uns construirten Kreis-  
bogendreiecken keine anderen der genannten Eigenschaft giebt, so ist; 
jedenfalls ein zwingender Nachweis ffir diese Behauptung i iberhaupt 
zu fiihren unmSglich. Denn wie sol1 man zeigen, class i r g e a d  
ein geometrisches Gebilde yon gewissen Eigenschaften nicht a n d e r s  
zu denken mSglich ist, als das gerade vorliegende Beispiel zeigt ,  
da doch jeder derartige Beweisgang an eine bestimmte und k l a r e  
Vorstellung ankniipfen muss? Auch ein funetionentheoretischer Beweis~ 
der etwa sagt: Jedes Kreisbogendreieck der genannten Art muss m a n  
doch auf die Halbebene abbilden kSnnen, dies fiihrt uns abet zu d e r  
bestimmten Differentialgleiehung [ s ] ~ / ~ @ ) ,  weiehe umgekehr~ n u r  
eine s-Function f(ir gegebene Werthe ~, &t, v definir~ und also a u e h  
nur ein Kreisbogendreieek (abgesehen yon einer linearen Transforma-  
tion) als mSglieh zul~isst (vergl. Klein~ Ann. 37, p. 579 (1890)), a u e h  
dieser Beweis ist far den hier vorliegenden Gesichtspunkl nicht a l s  
zwingend anzusehen. Dean derselbe legt ia der Benutzung des R i e -  
mann'schen Existenzsatzes wieder bestimmte geometrisehe Vorstel lungen 
zu Grunde. Letzterer kann aber keineswegs verwandt werden, urn u m g e -  
kehr~ den Schluss zu machen, dass es nun auch keine anderen Gebilde g i e b t  
als bei seiner Begrtindung allgemein vorsehweben. Im ~ib~igen hat d i e s e  
ganze Frage ja mehr philosophische als rein mathematische Bedeutung. 

Es seien nun die GrSssen ~,, ~,  ~', die wi t  stets aZs positiv v o r a u s -  
setzen wollen, der Art geordnet, dass A > ~ ~ v ist, was die A]lgemein-  
heit nicht beschr~nkt. Wir setzen dann: 

(1) ~ = ~ + ~ ,  t , = r + ~ ,  ~ = ~ + ~ .  
Hieraus ergiebt sich sofort: 

(2) a g + ~ - ~  ~ + ~ - g  ~ + ~ - ~  

Wit haben nun zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem 2, </~--~ ~, 
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oder ~ > # + v ist. Im ersteren Falle sind die Zahlen a, #, ~' siimmt- 
lich positiv oder gleieh O, im letzteren Falle ist # und ~, positiv, t~ 
dagege= negativ, dagegen niemals eine der GrSssen 
gieicb O. " ........... ", 

Als husgangsdreieck unserer Betrachtung w~hlen ' 
wit ein Dreieck mi~ drei Winkeln gleich O, wie es 
die nebenstehende Figur giebt. Unser geometrischer .v 
Process I wird nun darin bestehen, dass wir die -ri~. a~. 
Fl~che dieses Dreiecks i~ber die drei Se~ten hinaus unter Festhaltung 
der Ecken in bestimmter Weise waehsen lassen'der Art, dass die 
Begrenzungen stets wieder yon Kreisbogen gebildet werden. Die 
Figuren 32.-34 mSgen das Wachsthum der Fl~che fiber die Seite L2t /  

L / : :  . . . . . . .  .. 

:,, A iii'  . . . ,  
' , .  ? , t ~ . , , v~ t~s  '.,, . . . . . . .  ~ -  . . . .  - . .  

I" 
/ 

Fig,  3& t~ig. 84,, 

hinaus veranschaulichen. Der Kreisbogen L M  wird immer weiter 
nach aussen hiaausgeschobenl wir kbnnen uns etwa denken, dass bei 

14" 
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der Darstellung auf der Kugel die Ebene der Seite L M  am die gerade 
Verbindungslinie der Punkte Z und M sich dreht und hierbei die 
Fliiche des Dreiecks ZM-h r gleichsam wie eine dfinne Membran mit 
sieh zieht und au~spannt. Bei weiterer und wei~erer Drehung wird 
die Membran sich dann, wie fiber die ganze Kugel, so fiber die ur- 
sprfingliche Fliiche des Ausgangsdreiecks hinfibersehieben, vielleicht 
auch noch zum zweiten, dritten Male u. s. w., indem sie sieh um 
die Punkte L und M herumwinde~. Es hat nun durehaus keine 
Schwierigkeit, sodann in gleicher Weise eine Ausdehnung des Aus- 
gangsdreiecks fiber die Seite L M und M Z  r vorzunehmen. - -  hTun 
erkennt man, dass bei dem Wachsen der Fl~che z. B. 1Kngs der Seite 
L M der Winkel an der Ecke ~ unver~ndert bleibt und nur die 
Winkel L und M und zwar stets um dieselben BetrKge zunehmen. 
Werfen wir daher einen Bliek auf die Formeln (1), so kommen wit 
zu folgendem Endresultat: Um in unserem ersten Falle das 1)reieck 
mit den Winkeln ) ~ ,  gr~, vg  zu consb'uiren, werden wit  in unserem 
Ausgangsdreieck L M ~  die Seite M_N um den W i ~ e l  a ~  die Seite 
L ~  um den Winkel ~ ~, die Seite L M um den Winkel 7~ nach 
aussen zu drehen haben. Die Anschauung zeigt zugleieh, dass in den 
.Dreiecken dieser ersten Art  sich keine Dreiecksseite iibersehlagen wird. 

Wit  wenden uns nun zu dem zweiten Falle: )~ > y + v. 
Wir setzen: ]~- - t  t ' 4 - v + 2 ] a l ,  g ~ ,  v ~ v ~  indem wir mit 

]a I den absolulen Betrag yon a bezeiehnen. Als Ausgangsdreieek 
wiihlen wir wieder ein Dreieek, dessen siimmtliehe Winkel gleieh 0 

~'~'% , / / I  /' 

sind; dasselbe mSge jedoeh yon drei Halb- 
kreisen begrenzt sein, wie Figur 35 zeigi. 
Wir gelangen jetzt in zwei Schritten zum 
allgemeinen Dreieck mit den Winkeln 2=, #z, 
v z. ZunAchst construiren wir ein Dreieck mit 
den Winkeln gt~.~-2]al~ , t x l~=O,  vjzc=O. 
Wir halten in dem Ausgangsdreieck die Ecken 
L und M rests, ]assen die Ecke N sich jedoeh 

rig. 35. im positiven Sinne auf dem Kreise der Seite 
M ~  bewegen, so dass die Seite L_JV sich um L dreht und hierbei die 
Membran der Dreiecksfl~che mit sieh ziebt (Fig. 36). Man sieht, dieser 
l~rocess I 1  l~ss~ sich beliebig fortsetzen. Die Ecke 2~" des Dreiecks wird 
sich mi~ ihrem Zipfe] schliesslich fiber die Fl~cbe des Ausgangsdreiecks 
hinffberschieben (Fig. 37), bei noehmaligem Umlauf des Punktes _N zum 
zweiten Male u. s.f. Hierbei nimmt allein die GrSsse des Winkels L 
continuirlieh zu. Hat man in solcher Weise das 1)reieck mit den Winkeln 
~ t ~ = 2 1 a l ~ ,  ~ t l z ~  O, v j~  ~ 0 construirt, so steht n~vhts im 
Wege, jetzt in einem zweiten Schritte noch die Seiten L i V  und L M  
dieses Dreiecks dutch den ~rocess I u m  den Winkel #z~ resp. v~t 
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nach aussen hinauszuschieben. So erhalten wit leicht das gewiinschte 
Dreieck zweiter Art mit den Winkeln )Lg, ~ ,  vg. 

~~~/'i'>,"/ii~'~ '~ 
~ig, 36. Fig. 37. 

Wie verhiilt es sich nun in dem schliesslieh gefundenen Dreieck 
mi~ der Ueberschlagung der Seiten? Offenbar ist sofort ersichtlich~ 
dass der zweite Schritt die Seiten / , M  und L.V sich niemals tiber- 
sehlagen l~isst. Andererseits wird die erste Seite M N  sich einmal 
fiberschlagen haben~ sobald der Winkel ).1~ grSsser als ~ geworden 
ist. Wit erhalten daher das Resultat: Die SeRe M N w i r d  sieh so oft 

iiberschlagen, als die Zahl ~ (~ l al-{- 1) = / i 7  ( z - - ~ - ~ +  1) angiebt, 
2 2 

wobei das Symbol E die grSsste ganze Zahl bezeiehnet, welche yon 
dem Klammerausdruck iiberschritten wird. Wenn wir die Bedeutung 
des Symbols ~ noch dahin modifieiren, dass es die grSsste ganze 
positive Zahl bezeichnen sell, welehe yon dem beigesetzten Klammer- 
ausdruek iiberschritten wird, so kSnnen wir die Betrachtung der 
F~lle I und II unter Verzieht auf die Bedingung 2 ~ ~ ~ v 
schliesslich in dem allgemeinen Satze zusammenfasscn, der genau 
das yon Herrn Klein gefundene Resultat darstellt: .Es ist bei vorge- 
gebenen Gr6ssen ~t~, ~ ,  v z  allemal m6glich, das zugeh6rige .Dreieck 
zu construiren. In demselben iibersehlggt sich die dem betiebigen Winkel 

-- - ~ + 1 )  
~ gegeniiberliegende Seite so oft, als das Symbol JE( z ~ 
angiebt. Jedoch wird diese Zahl h6chstens 
f ~  eine der Dreiecksseiten gr6sser als 
Null sein. 

Es ist nun leieht zu fibersehen, dass 
man auch im Falle II die Dreiecke aus 
dem Ausgangsdreieck des Falles I unter 
Festhaltung der Ecken aufbauen kann. 
Jedoch wird man nicht mebr einen con- 
tinuirlichen Process durehftihren kSnnen, 
sondern man wird neben der Anwendung 
des geometrischen Processes I l~ings 

Fig. 38. 

eines yon dem Eckpunkte L nach der Gegenseite M N  gezogenen 
Verzweigungsschnittes E Kugelkalotten anhiingen miissen (~ ~ y ~ v)~ 
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deren Begrenzungskreis mit dem Kreis der Seite MiV zusammenfs 
Die Aahiingung einer solchen Kalotte wird dureh die Figur 38 erlilutert; 
der Bereich ist im Uneudlichen geschlossen zu denken, indem er 
sich fiber die ganze Kugel heriiberzieht. Diese Betrachtungen finden 
ihren Ausdruck in dem Satze: Alle Dreie&e mit denselben JEcken, 
welche dieselbe Zahl der Uebersehlagungen der einen Seite besitzen, bilden 
ein Co~tinuu~n, d. h. man kann yon einem beliebigen Dreieck unter ihnen 
zu jedem anderen dutch einen continuirliehen geometrischen Process 
(bei Festhaltung der Ecken) gelangen, der nur dutch Dreieeke dieser 
Schaar hindurchfiihrt. Diese letzte Eigenschaft besteht andererseits 
niemals fiir zwei Dreiecke, bei denen die gleiche Seite in versehiedener 
Zahl oder abet verschiedene Seiten sich iiberschlagen. 

Der let~te Grund f'gr das Auftreten der verschiedenen Continua der 
Dreiecke mit denselben .gcken ist darin zu suchen, dass z. B. das .Drdeek 
mit den Winkeln ~, 0,0 (oder allgemeiner ~ + (o + v) ~, # ~, ~ ~) als Gren~- 
fall zwei verschiedenen Conti~uis a~tgeh6rt und somit spruagweise den Ueber- 
gang zwisehen Dreiecken verschiedener Continua vermittelt (Fig. 39~ 40) 

15 

Fig.  ~9. :Fig. 40. 

Dieser sprungweiseUebergang erkl~irt sich welter aus dem Umstande, dass 
nach tier ffir die Dreiecke zweiter Art angegebenen Methode construir~ das 

Dreieck mit den Winkeln ~, 0, 0 dutch die Figur 41 
~ ~  gegeben wird, also durch ein Dreieck mit zwei 

zusammenfallenden Ecken. 
Die zu den Figuren 39, 40 gehSrenden Funda- 

mentalbereiehe der Exponenten ;t ~ 1 + #+v, ~ ~ #, 
v-~-~ sind nat~irlich functionentheoretisch uabrauch- 
bar, da dieselben durch eine Einschniirung am Punk~e 

~v /5 in zwei S~icke zerfallen (vgl.Fig. 52). Es ist inter- 
Fig. 41. essant n~iher zu verfolgon, was aus der Abbildung 

des sphiirischen Dreiecks auf die positive l=[albebene (oder auf das 
Innere eines Kreises) in diesen Grenzf~llen wird, wean man sich den- 
selben continuirlich yon brauchbaren Dreiecken aus niihert. 

Man wird die Figuren 39 und 40 einerseits, Figar 41 andererseits 
nat~lrlich nut in dora Sinne noch kreisverwandt (nach MSbius) nennen 
kSnnen, wenn man Substitutionen mit oo hohem Exponenten zul~sst. 
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w 15. 

Das Auftreten zusammenfallender odor sich ber~hrender Bogrenzungs- 
kreise des Dreieoks. 

Es bleibt noch ein Wort zn sagen tiber das Auftreten gan~$ahZiger 
Werthe der Gr6sseq~ ;~, ~, v. 

Offenbar kann der einzelne Exponent A, ~, v nur dana ganzzah]ig 
seth, wenn die beiden die entsprechende Dreiecksecke einschliessenden 
Kreisperipherieen entweder zusammenfallen oder sich berilhren, und 
umgekehr~. Indem wir uns einen Gesammtiiberblick fiber die geo- 
metrische Gestalt der Dreiecke mit ganzzahligen Werthen )., l~, v 
zu geben vorbehalten, wollen wit bier vorerst die Frage er5rtern, wie 
wir yon vornherein bei gegebenen Werthen it~ l% v entscheiden kSnnen, 
ob fiir einen ganzzahligen Exponen~en die ~,ugehb'rige ~cke yon 2 ~u- 
sammenfallenden odor yon 2 sich beriihrenden Kreisen gebildet wird. 
Diese Frage ist deswegen yon besonderer Wichtigkeit, weil im letzteren 
Falle die auf pug. 164 fiir die betreffende Particularl5sung unsersr 
Differentialgleichung allgemein angegebene Potenzentwickelung nicht 
mehr in unveriinderter Form gilt, vielmehr dann au[" der rechten 
Seite ein Iogarithmisches Glied auftritt. 

Betrachten wir zuniicbst auf Grund unserer auf pag. 210 ft. an- 
gegebenen Methode der Construction des sphiirischen Dreieeks fitr ge- 
gebene Werthe it, ~, v, warm die Begrenzung des letzeren fur  einer 
Kreisperipherie, warm sie nur zwoi Kreisperipherieen angehSren wird. 

Fine Kreisperipherie, die also durch die Punkte aL, a~/, ~ be- 
stimmt ist, kann offenbar nur bet den Dreiecken erster Art eintreten, 
und zwar werden allgemein, wie sofort zu iibersehen ist, die GrSssen 
2, y, v die Form haben miissen 

woselbst l, m, n positive gauze Zahlen einsch]iesslich der ]Null be- 
zeichnen. .Die Gr6ssen it, ~,  v miissen daher gauze Zahlen yon un- 
gerader Summe sein, fi~r die iiberdies die .Bedingung it ~ ~ -{- v, 

< v + ~, v < ~ + ~ gilt (vergl. Schwarz, Ges. hbh. lI. pug. 259). 
= Warm abe~werden wenigstens fiir eine .Ecke~ ~. B. fiir die ~cke L~, die 

beiden zugehSrigen Kreisperi2herieen der Begrenzung zusammenfallen? 
Was zuniichst wieder die Dreiecke erster Art betrifft, so werden d~ 
GrSssen it, ~, v sich alsdann in der Form darstellen lassen mttssen: 

1 1 
. 1) A .~ l -{ -p - - i - -q ,  f ~ = ~ n t - q n t ' O ,  v = ~ - - [ - p - ~ - - q ,  

woselbst jetz~ 1o und q gauze Zahlen bezeichnen, wiihrend q eine be- 
liebige positive Zahl ist. - -  Bet den Dreiecken zweiter Art dagegen 
kann natiirlich nur yon der derq grSssten Exponenten zugehSrigen 
Ecke L (Fig. 37) in dem angegebenen 8inne die Rode sein. Wit 
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wollen zun~chs~ ausschliessen, dass die beiden iibrigen Ecken M und 
A r zusammengefallen sind. Dann mtissen die GrSssen ~t, 9, v die 
folgende Darstellung zeigen: 

mit der Bedingung, dass 2 lal ~ 2~0 = 2m -~- 1 d.h. eine ungerade 
positive ganze Zahl ist. Hier hat 21a I die auf pag. 52 angegebene 
Bedeutung; 1o und q bezeichnen wieder ganze Zahlen, ~0 mag tiber- 
dies der Gleiehung 0 < ~o < 1 gentigem ~ Fallen endlich die beiden 
Eckpunkte M und A r unserer sphiirischen Dreiecke des Falles II zu- 
sammen (vgl. Fig. 41), so miissen die GrSssen ~, ~, v die folgende 
Zerlegung gestatten : 

3) ~ = , 2 n - ~ - l ~ t - p - F - q ,  ~.-----p-+-6, v = q - - ~ ,  

woselbst n, p, q wieder ganze Zahlen und ~ eine beliebige Zahl be- 
deutet. Nun erkennt man leicht, wieder in Rticksich~ auf die a ll- 
gemeine Methode der Construction der sph~rischen Dreiecke, dass 
auch umgekehrt die Darstellung.sformen 1, 2 oder 3 eine hinreichende 
Bedingung bilden, um auf das Zusammenfal]en der die Ecke L bildenden 
Kreisperit)herieen zu schliessen; zugleich werden im Falle 3 stets die 
Eeken M und _N des Dreieeks zusammenfallen. --  Indem wit die in der 
Darstelluug 1, 2,  3 liegenden Bedingungen in allgemeiner Form zu- 
sammenfassen, gewinnen wir den wichtigen Satz: Die beiden die be- 
liebige ,Ecke L bildenden Kreisbogen werden denselben Kreisperi~herieen 
angeh6ren~ falls ]L eine ganze Zahl und 

Z -- ~ -I- v = 2n  ~- 1 (Darseellungsform 1 und 2) 
oder 

Z t~ v = ~ n -~ 1 (Darstellungsform 3) 

d. h. gleich einer ganzen positiven ungeraden Zahl ist~ wobei wit  zu- 
gleich 9 > v voraussetzen. Letztere Einsehr~nkung ergiebr sich ~.ls 
nothwendig~ um die erste Bedingung allein s die ~.u dem grSss~en 
Exponenten zagehSrige Eeke eines Dreiecks zwei~er Ar~ gtll~ig zu 
wissen. *) 

Dem letzten Satze kSnnen wir nun sogleieh noeh die folgende 
wich~ige Erg~inzung zur Seite stellen: Ist der .Ex~vonent ~ eine ganze 
Zald~ dagegen weder 

noch ~ - -  ~ - -  v - ~  2 n -F  1, 

so geh6ren nothwendig die beiden die s L bildenden .Bogen zwei sich 
beriihr, enden Kreisen an, d. h. die Ecke L is~ eine wesentlieh singul~re 

*) Vgl. 8ehwar~.. Ges. Abh.II. p~g. 256, insbesondere auch ffir das Folgeudo, 
sowie Schellenberg, Diss. GSttingen 1892, pag. 65, woselbs~ dieselben Be- 
dingungen bei der analy~ischen Untersuchung betr. das Wegfallen der Logarithmen 
hervortreten. 
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Stelle ftlr die s-Function (nach der Bezeichnung yon W e i e r s t r a s s ) .  
Indem die zu der Ecke L zugehSrige Fundamentalsubstitution dann 
parabolischen Charakter triigt, wollen wit die Ecke im vorliegenden 
Falle als parabolische Ecke bezeichnen. 

Theorie tier ,,reducirten" und ,,wrwandten" Dreiecke fiir reelle, night 
ganzzahlige Exponenten. 

Die Gesammtheit aller Dreiecke, in denen kein Winkel grSsser 
als 2~ und keine 2 Winkel grbsser als z sind, wollen wir weiterhin 
als ,,reducirte ~)reiecke" bezeichnen. *) Dieselben gehSren, abgesehen 
yon einer cyklischen Vertauschung in der Bezeichnung der Ecken 
alblc,, in dem friiher festgesetzten Sinne offenbar 2 Continuis an. 
Wie vie~ reducirte .Dreiec]ce wird es nun bei einem beliebigen Kerne der 
Gerader~ I ,  I I ,  I I I  geben, wenn wit die Wahl der Dreiecksecken 
unter den .Fixpunkten a, a2 b I b2 c, c 2 freis~ellen ? Um nicht immerfort 
unsere allgemeinen Betrachtungen durch Zusiitze begrenzen zu miissen, 
woilen wir vor der Hand ganzzahlige Werthe der Exponenten aus- 
schliessen, indem wir die zu ihnen gehSrigen Dreiecke fiir eine be- 
sondere Betrachtung uns vorbehalten. 

Wir haben die 3 _Fglle des Kernes zu unterscheiden, class die 
Geraden I ,  I I ,  I I 1  sich entweder im Innern der Kugel odor im 
Aeusseren derselben odor auf der Kugel in einem _Punkte schneiden. 
Die beiden ersten F~lle sind morphologisch dadurch unterschieden, dass 
die 3 Schnittkreise der durch je 2 tier Geraden I ,  I I ,  I I I  gelegten 

~ ~  Fig. 43. 

:Fig. 45. 

Ebenen mit tier Kugel einen imagin~iren odor einen reel]on gemein- 
samen Orthogonalkreis besitze~ (Fig. 42, 43). Im le~z~en Falle da- 

*) Vergl. die etwas abweichende Definition des reducirten Droiecks bei 
Hrn. S c h w a r z ,  1872, Ges, Abh. II. pag. 235--236, sowie bei Hrn. K l e i n ,  
1890, Ann. 37, pag. 580. 
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gegen gehen die genannten 3 SehnRtkreise durch einen Punkt,  den- 
selben wird man gern ins Unendliehe transformiren, wodurch in der 
s-Ebene die 3 Kreise in gerade Linien iibergehen (Fig. 44, a, b.). 

t~ b 
:Fig. 44~ a. b, 

Wir wollen nun zun{ichs~ die fiir die Figuren 4 ~ 4 4  gemeinsam 
geRendea Beziehungen in Worten beschreiben und dann durch weitere 
Figuren ffir die einzelnen F~|le erl~utern. Wir sagen: Zu jeder Auswahl 
der 3 Ecken gehSren vier reducirte Dreieeke, yon denen drei zu dem 
vierten Dreieek in der Beziehung der ~Aussendr~iecke" zum ,Grund- 
dreieck" stehe~; in jedem Aussendreieek ist at~emal einer tier Winkel 
gr6sser als ~. Je zwei ,,complement'~re" Auswahlea der 3 Ecken liefern 
zu einander ,,symmetrische" Dreieeke, d. h. Dreiecke mit denselben 
Winkeln~ jedoeh mit verschiedener Aufeinanderfolge der 3 Ecken bei 
bestimmter Umlaufsrichtung der Begrenzung. Indem wir symmetrische 
Dreiecke nieht als verschieden ansehen ~ dieselben stehen in indirecter 
M 5 bius ' scher  Kreisverwandtschaft - - ,  werden wir demnaeh 4 Grund- 
dreiecke in jedem Kern ausw~hlen ki/nnen; yon diesen 4 Dreieeken 
stehen 3 zu dem vierten in der Beziehung der ,,Nebendreiecke" zum 
,Haulo~dreieek'C; doch is~ diese letzte Unterscheidung, besonders f/ir den 
Fall der Figur 42, weniger yon principieller Bedeu~ung. In den 
Figuren 42--  44 is~ allemal das Dreieek a 1 b~ cl als Hauptdreieck ge- 
w~hl~ worden, die an seine drei Seiten anstossenden Nebendreiecke 
a~ b 1 c~; aj cl b2; b lcl a2 sind durch Schraffirung hervorgehoben. In der 
Figur 43 iiberdecken sich diese drei Nebendreieeke gemeinsam in dem 
Dreieek a2b2e 2. Die Summe der Winkel des Hauptdreiecks albic j der 
Figuren 42- -44  is~ entspreehend ~ zr ~ g oder gleieh zr~ wie leicht 
zu tibersehen ist. 

Bezeichnen wir die Winkel eines Grunddreiecks z.B. des Haupt- 
dreiecks eines Kernes mit ~o~, ~oz, VoZ, so werden die Winkel der 
16 iiberhaupt vorhandenen reducirten Dreiecke desselben dutch die folgende 
Tabelle, wieder unter Fortlassung des .Factors ~, gegeben: 
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Ecken: 

Grunddreiecke: 

Aussondreiecke: 

atbtc ~ odor 
a~ b2 c~ 

'to, #o, *o 

2--Xo, I--/~o, 1 . ~ %  

1--Xo, 2--/~o, 1--Vo 

l--go, 1--Y,o, 2--vo 

a,b~cs odor 
a2b2c~ 

l - - ; t  o, 1--~,o, v o 

t+;to, V~o, 1--% 

;to, 1+~o ,  l - -vo  

~'o, ,U.'o, 2--Vo 

aibse, odor %blc, oder 
a~ b, es al b~e2 

l--Xo, ~o, 1--% 

~'o, 1- -~o ,  I'-~o 

l--k;to, 1--~o, ~o 

Xo~ I--/~o, l--Vo 

I--Xo, I-{-~o, ~o 

1--;to, Fo, 1+% 

Nun gilt es, yon den verschiedenen mSglichen Gestalten dieser 
Dreiecke sich eine Ansehauung zu bilden. Am einfachsten ist der Fall 
der Figur 42, in dern die Nebendreiecke nicht wesentlich yore Haupt- 
dreieck verschieden sind; eines der Aussendreiecke wird beispielsweise 
durch Fig. 45 gegeben. (In den Ecken der Dreieeke wird allemal die 

,- "x 

: e,. . . . . . . . .  .b, 

/ 
",,, , "  ~"ig. 46. 

Fig. 45. 

t" ~z t "~ ",, 

'x ~ .f *'" 

:Fig. 47. 

Gr'dsse der Winke] in Beziehung auf dis Tabelle angegeben.) Im Falle 
der Figur 43 sei eines tier morphologiseh gleichwerthigen Aussen- 
dreiecke des Hauptdreiecks durch Fig. 46, eines tier Aussendreiecke 
des Nebendreiecks aibtc2~ welches dem zweiten Aussendreieck wieder 
morphologisch gleichwerthig ist, durch 
dreieek des Nebendreiecks aber durch 
Fig. 48 gegeben. In letzterem iiber- 
sehl~gt sich die Seite aibl  einmal; die 
Figur ist daher etwas verzerrt gezeichnet 
worden. Nun kommt schliesslich noch 
der Uebergangsfall tier Fig. 447 a, b. 
Auch an ihr werden wir siimmtliche 
16 reducirten Dreiecke aufzeigen kSnnen, 
jedoch ist allemal yon je zweien der zu 
einander symmetrisehen Dreiecke eines 
zu einem unbrauchbaren Bereich ausgeartet. 

Fig. 47, das dritte Aussen- 

~ig. 48. 

Eines der Aussendreiecke 
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des Hauptdreieeks a~bt ca giebt Fig. 49, woselbsl die Seite b~ c~ sich 
fiber den Unendlichkeitspunkt herfiberzieh~; eines der Aussenareieeke 

", '!' J ~ .~?i 

.~! f / iF '  " ,,,,~,, 

~tg ,  49. ~ ig .  50. 

~ i g  51. l~ig. 52. 

des Nebendreieeks af b I c~, welches dem zweiten wieder morphologiseh 
gleichwerthig ist, giebt Fig. 50, das dritte zugehSrige Aussendreieck 
endlich Fig. 51. Das zu letzterem symmetrische Dreieck, welches der 
ursprtinglichen Auswahl tier Ecken atb)c2 entsprich~ ist in 2 Zweiecke 
ausgearte~, wie sie Fig. 52 darstellt. 

Wit  werden jetz~ wfinschen, ein unmi~elbares algebraisches Kri- 
terium zu besitzen, u m b e i  gegehenen Werthen ~t, g, v (die wi 5 
wie sehon gesagt, stets als positive Gr'Sssen voraussetzen) einmal sofort 
zu erkennen, wann fiberhaupt ein Bereich sich geradlinig begrenzen 
liisst, und ferner welche Eeken hierbei in den Unendlichkeitspunkt 
fallen. Den Betrachtungen des Kernes auf Fag. 195u. 196 gemiiss ergiebt 
sich sofort, dass wir nu t  dann und stets dann ei~ gerad~iniges Dreieck 
haben werde~, wenn ~ + ~ + v oder Z -Jr- y ~ v oder ;r - -  ~ - -  v (oder 
einer tier durch cyk~ische Vertauschung entstehende~ Ausdriicke) eine 
positixe ungerade Zahl vorsteIIt. ~ Gehen wir nun der Reihe naeh die 
eiazelnen reducirten Dreiecke dureh, die wit soeben angeftihrt haben, 
so ergehen sich die weiteren S~ttze, die wit hernaeh auf die allgemeinen 
geradlinig begrenz~en Dreiecke iibertragen werden: 

Is t  fiir ein redueirtes 1)reieek ,~ -~- ~ Jr- v ~ 2 n  -~ 1, so liegen 
all* Ec~x~ im Emdlichen (.Bedingung A). 

Is t  fiir ein reducirtes 2)reieck ~ + ~ - -  v ~ 2 n + 1, so liegt nu t  
die ~cke 1~ im Unena~ichen (,Bedingung JB). 

Is t  fiir ein reducirtes 1)reieck 2 # v ~ 2 n + 1, so liegen die 
~Ecken M und ~ im Unendlichen (Bedingung C). 
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l~at~irlich gestatten die beiden letzten S~itze die eyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben it, 9, v and L,  ~/ ,  N. 

Wit gehen nun einen Schritt wetter, indem wlr die Gesammt- 
heir aller derjenigen I)reiecke betrachten, die zu demselben Kern ge- 
hJren and daher yon Bogen derselben Kreise begrenzt werdem Wie 
bereits friiher erw'~hnt wurde, nennt man diese Dreieeke mit einander 
,,verwandt", die zu ihnen gehSrenden Func[ionen aber ,,ver,vandte" 
s-Functionen. Wir kSnnen offenbar bet einem beliebig vorgege- 
benen Dreieck mit den Winkeln Zg, # z ,  v~  die auf den Seiten 210ff. 
geschilderten geometrischen Processe aueh riickwi~rts vornehmen, in- 
dem wit einmal an derjenigen Ecke, welche ether sich etwa iiber- 
sehlagenden Seite gegeniiberliegt, so viele Kugelkalotten als mSglieh 
,,polar" abnehmen, andererseits die sieh nieht iiberschlagenden Seiten, 
so viele Male als mSglich, um den Winkel ~ zuriickdrehen, d. h. Kugel- 
kalotten ,,lateral" abnehmen. Man erkenn~, dass wir auf solche Weise 
stets nur zu Dreiecken gelangen, die mit dem Ausgangsdreieck ver- 
wand~ sind; schliesslich werden w~r zu einem reducirten Dreieck 
(welches in besonderen F~llen auch ein ausgeartetes Dreieck darstellen 
kann) gefiihrt. Jeder Schritt, den wir ausfiihren (die Abnahme resp. 
Hinzufiigung einer Kalotte), vermindert resp. vermehrt, wie man 
sofort erkennt, die Summe der 3 Winkel jedesmal um 2~. Dies fahrt 
uns mit Riicksicht auf die Tabelle pag.'219 zu dem Satze: Stets dann 
und nut dann sind (bet Ausschluss ganzzahliger Werthe )~, ~, v) zwei 
beliebige Dreiecke mit einander verwandt, wenn die mit bestimmten Vor- 
zeichen versehenen Winkel der beiden Dreiecke sich entsl~rechend um 
ganze Vielfache yon ~ unterseheiden, deren Summe ein gerades Vielfaches 
yon z ist. 

Je nachdem die Summe der ganzen in A, ~, v enthaltenen Zahlen 
gerade oder ungerade ist, ist die soeben geschilderte t~eduction eines be- 
liebigen Dreiecks eindeutig oder dreideutig, entsprechend dem Umstande, 
dass zu jedem Grunddreieek 3 Aussendreiecke gehSren. Um dies klar ein- 
zusehen, berticksichtige man, dass man z. B. yon dem reducirten Dreieck 

x ~/r 

Fig.  53, ~, b. 

der Figur 53a (mit den Winkeln its, ~ ,  v~) zum nich~ reducirten 
Dreiecke Fig. 53b (mi~ den Winkeln ~ ,  (~ + I) :v, (v + 1) ~) ge- 
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langen kann, indem man die Seiten L M  und L N  in Fig. 53a um 
den Winkel ~ hinausdreht und dana in L eine Kalotte abtrennt. 
Analog komm~ man yon dem Dreieck, welches yon dem nicht schraf- 
firten Theil der Ebene Fig. 53b dargestellt wird, zu dem neuen Dreieck, 
dessert Winkel an der Ecke L um 2~ vermehrt ist, indem man an 
den Seiten L M  und L N  eine Kalotte lateral anhiingt, dagegen dann 
an der Seite M N  eine Kalotte lateral ab~rcnnt. 

Es ist im tibrigen aach dem Vorstehenden nicht schwer, um- 
gekehr~ alle zu einem bestimmten Kern geh6renden verwandten Dreiecke 
aus seinen 16 reducirten Dreiecken mittels der geometrischen Processe 
tier ]ateralen und polaren Anh~ngung yon Kugelkalotten aufzubauen.*) 
Auf jedes der 16 reducir~en Dreiecke baut sich somit eine unendliche 
(abz~hlbare) Menge verwandter Bereiche auf. Von besonderem Interesse 
ist wieder der allgemeine Fall geradlinig begrenzter Dreiecke. 

Die n~here Betrachtung, wie man yon den reducirten Bereichea 
zu den allgemeinen Bereichen aufsteigt ,  fiihrt uns hier zu der in 
Aussicht gestellten Erweiterung der S~tze pag. 220, die jetzt allgemein 
lautet: 

Ist fi~r ein spMirisehes .Dreieck 

;~ + # + v ~ 2 n + ] (Bedingung A)  
oder 

it + ~ - -  v ~ 2n + 1 (Bedingung B)  
oder 

it - -  ~ -- v ~ 2n + 1 (Bedingung C), 

so kann man dasselbe stets dutch geeignete Transformation in ein gerad- 
linig begrenztes Dreieck verwandeln, und zwar werden dabei im ersten 
2"alle alle 3 Ecken des Dreiecks im Endlichen liegen, im zweiten Falle 
dagegen wird die Eeke N ,  im dritten Falle werden die Ecken M und 
N ins Unendliche geriickt sein. Wieder kann man nattirlich cyklische 
Vertauschungen der Buchstaben eintreten lassen; es sei dabei bemerkt, 
dass zwei tier genannten Bedingungen nur dann gleichzeit~ig gelten 
kSnnen, wenn ganzzahlige Werthe der GrSssen it, ~, v auftreten, die 
wit bier einstweilen ausgeschlossen haben. 

hus der Theorie der verwand~en Dreiecke folg~ zug]eich, dass 
irgend 2 Dreiecke, welche zu je einem der beiden gemiiss pag. 204 ft. 
fiir gegebene Werthe der ~, ~, v sich ergebenden Kerne gehSren, sigh 
in ihrer mi~ richtigen Vorzeichen genommenen algebraischen Winkel- 
summo um ein ungerades Yielfache yon :v unterscheiden, wiihrend die 
sich entspreehenden Winkel um ganze Vielfache yon ~ differiren. 
Werfen wit schliesslieh an dieser Stelle nochmals einen Riickblick auf 
die Bestimmung der GrSssen ~tz, # ~ ,  v z  am Gebilde des Kernes, 

*) Ein ~olcher Wog ist in der Darstellung des Hrn. K l e i n  befolg~, Ann. 37, 
1890~ p. 579 if, 
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wie dieselbe auf pag. 187 u. 188 gegeben ist, so werden wir durch Beiraeh- 
tung specieller Dreieeke leicht finden, dass fiir die Werthe der Winkel 
itg, / ~ ,  vzt eines Dreiecks LM3T,  dessen Eckei~ die Punkte ajblc I 
darstellen mSgen~ in der Formelgruppe pag. 194 stets die oberen Vor- 
zeichen (d. h. die Cosinusformeln) zu w~hlen sind (je nachdem man 
jedoeh bei einer Umlaufung der Dreiecksbegrenzung~ die Flgche linker 
Hand lassend, die 3 Ecken L M N  in dieser oder in der umgekehrten 
Reihenfolge antrifft, sind die Winkel des Dreiecks positiv oder negativ 
in Rechnung zu bringen). Die Endformeln pag. 201 tibertragen sich 
auf unsere Dreiecke, indem man ftir die GrSssen l~, mz ,  n z  die 
um ~r vermehrten Werthe der 3 Seiten des Dreiecks einsetzt. 

w 17. 

EndgiUtige Botrachtung dor Kreisbogondreie~ko fiir ganzzalfiigo 
Exponenten. 

Es eriibrigt noch, wie wit uns vornahmen, die Dreiecke fiir ganz- 
zahlige Exponenten it, ~, v i m  Zusammenhange zu betrachten. MSgen 
nun alle drei Exponenten, zwei oder nur einer derselben ganzzahlig 
sein, stets wird sich zeigen, dass wir nicht mehr 16 reducirte Dreiecke 
als yon einander verschieden an dem einzelnen Kern zu unterscheiden 
haben. Ja ,  es wird sogar in einigen l)'~llen eintreten, dass gar nicht 
einmal aIle 16 in der Tabelle pag. 219 genannten Exponententripel 
zu Dreiecken desselben Kernes ffihren, sondern zu Dreiecken zweier ver- 
schiedener Kerne. (Dann ist also der einzelne Kern dureh die Expo- 
nenten it, #, v allein nicht festgelegt.) Hierbei zeigt sich, dass gerade 
die Dreiecke, welche bei dem einen Kern unbrauchbar sind, bei dem 
andern brauchbar sind und umgekehr~, und somit treten 2 gelrennte 
Schaaren mit einander verwandter Dreiecke auf. Wit wollen sogleich 
die einzelnen mSglichen F~ille nach einander besprechen. Hierbei werden 
besonders die speciellen Betrachtungen des Kernes auf pag.203 u.204 zur 
unmittelbaren Anwendung gelangen; auf sie sei allemal am Schlusse 
der folgenden FMle hingewiesen. 

a) Sind alle drei ~xponenten it, ~, v ganze Zahlen, so haben wit 
die zwei F~ille zu unterscheiden, dass ihre Summe gerade oder un- 
gerade ist. 

1) Im ersten Falle haben wit es nut mit einer Gesammtheit mit 
einander verwandter Dreiecke zu thun. Diese leitet sich ab yon dem 
redueirten Dreieck, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind (Fig. 31). 
Es giebt ausserdem an dem Kern dieses Dreiecks noch drei weitere 
reducirte Dreiecke, entsprechend mit den Winke]n 0, ~, ~; z,  ~,  2~v; 
0, 0, 2~ (Fig. 38). Von ihnen haben wir die beiden letzten als 



224 F~. Sc,,,~.~,~. 

Aussendreieeke anzusehen. Man iibersieht zugleieh sofort, dass stets 
aueh in dem allgemeinen Dreieck der Verwandtschaft drei parabolische 
Ecken auftreten werden (Kern a, 1 pag. 203). 

2) Im zweiten Falle leiten sieh siimmtliche m5gliehen Dreiecke 
yon den beiden reducirten Dreiecken mit den Winkeln 0, 0, :r resp. 

~, ~, :r ab. Das erste Dreieek giebi Fig. 4l, das 
z ~ ~  zweite Dreieek erhi~lt man leicht aus Fig. 31, indem 

man die einzelnen Seiten nach dem Process [ j e u m  den 

Winkel ~ nach aussen dreht (Fig. 54). Indem diese 
~ beiden Dreieeke zu ganz verschiedenen Kernen ge- 

hSren, die iibrigens beide unbestimmt sind, so haben 
Fig.  54. wir daher zwei yon einander getrennte Schaaren ver- 

wandter Dreieclce, die sieh wie folgt yon einander sondem und fitr 
sich charakterisiren lassen: 

Haben wir ein Dreieck erster Art,  d. h. ein Dreieck, fiir welches 
jeder Exponent kleiner als die Summe der beiden anderen ist, so ge- 
hSren die 3 begrenzenden Bogen derselben Kreisperipherie an und eine 
parabolische Ecke trRt nicht auf. Ausser dem Dreiecke z ,  ~ z gieb~ 
es weiter kein reducirtes Dreieck (Kern a, 2 pag. 203). 

Haben wir ein Dreieck zweiter Art,  d. h. ein Dreieck, ffir welches 
der grbsste Exponent grSsser a|s die Summe der beiden anderen ist, 

b 
:Fig. 55, a, b. 

0, 0, :r (Fig. 41 u. Fig. 55a) 

so gehSren nur die Kreisbogen tier 
zu dem grbssten Exponenten zugehS- 
rigen Eeke einer einzigen Peripherie 
an, w~ihrend die beiden auderen Ecken 
zusammenfallen und parabolischen 
Charakter tragen. Neben dem Dreieck 
tritt noch das Dreieck 0~ ~r, 2~r 

(Fig. 55b) als reducirtes Dreieck auf (Kern a, 3 pag. 203). 
:Natiirlich ]~sst sich dem einzelnen Dreieck in beiden Fiillen stets 

eine geradlinige Begrenzung geben. 
b) Sind nut  zwei der .Exponenten ~t, l~, v ganze Zahlen, etwa 

). und ~, so haben w i r e s  im einzelnen Falle stets nut mit einer 
Gesammtheit mit einander verwandter Bereiche zu thun, 
die sich yon dem redueirten Dreieck 0, 0, v0~ mit 
wohlbest]mmtemKern ableiten lassen, woselbst 0 ~ ' o ' <  1 
sei (Fig. 56). ]nsgesammt wird man gem~iss der Tabel]e 
pag.219 drei Grunddreiecke und zu ihnen 5 Aussendrei- 
eeke als yon einander verschiedene reducirte Dreiecke 

~i~. ~. finden; die beziigliehen Figuren derselben ergeben sich 
unmittelbar als Grenzfiille der Figuren 43 und 46--48 der Seiten 217 u. 219 
(vgl. aueh Fig. 36 u. 37). Es besitzen also die Ecken L u n d  M des 
allgemeinen Dreiecks parabolischen Charakter. (Geradlinige Bereiche 
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sind bier ausgesehlossen, da fiir diese/ben eine der Bedingungen 
i t ~ / ~ _ v = 2 n ~ _  1 gelten mfiss~e, die auch fiir den dritten 

Exponenten eine ganze Zahl verlangen wiirde.) (Kern b pag. 203.) 
c) Ist nur einer der .Exponenten eine ganze Zahl ,  z. B. it, so wollen 

wir yon vornherein die beiden F~lle auseinander halten, dass eine tier 
Bedingungen fiir die M6glichkeit geradliniger 13egrenzung (+__ it --~ i~ -+- v 

2 n - ~  1) erfiillt wird oder nicht. 
1) Im letztere~ lXalle zeigt die niihere Betrachtung, dass die Ge- 

sammtheit aller verwandten Dreiecke sich yon einem reducirten Dreieeke 
O, po~, vo~ mit wohlbestimmtem Kern ab- f z ~ " ~  
leiten l~isst, woselbst 0 < ~ 0 < 1  und 0 < % < 1  , ~ 
sei (Fig. 57). Wir haben insgesamm~ 14 ver- Y / /  ~ ~ ' ~  
schiedene redueirte Dreiecke gem~iss der Tabelle 
pag. 219 zu unterscheiden, indem die Dreiecke 
~, ~ - p o ~ z ,  Vo~ und ~, poz~, z c - -Vo~  in 
letzterer doppelt auftreten. Alle diese Dreieeke Ft~. 57. 
ergeben sich wieder in einfachster Weise aus Fig. 57 als GrenzF~lle der 
Figuren 43 und 46--48 der Seiten 217 und 219. Es trit~ ste~s eine para- 
bolisehe Ecke L auf. 

2) Dagegen in dem besonderen Falle, dass sich gerad~inige .Be- 
grenzung einfiihren liisst, sondern sich die reducirten Dreiecke der 
Tabelle pag. 219 wieder in 2 Gruppen, die verschiedenen 
Kernen angehSren und demnaeh zu verschiedenen / 
Sehaaren verwand~er Dreiecke ffihren. /~//2/f~/~/ 

.Die eine ~esammtheit verwandter Dreiecke leitet sieh / 
yon dem Dreieck 0,/4~t, %z  mit wohlbestimmtem Kern 

Fig. 58. 
ab, w o s e l b s t 0 < p o < l ,  0 < v  o <  1 und ~ o ' ~ - ~ o = 1  
sei. (Fig. 58). Diesem Grunddreieck gesellen sich nut vier redueirte 
Dreiecke zu, die siimmtlieh den Charakter yon Aussendreieeken haben. 

/ / 

~Z 
Fig. 59 ~ b, 

lhre Winkel sind in [~iieksich~ auf die Beziehung/L 0 -~- v o = 1 beztlg- 
lich gleich: 

0, ~ -~- tao ~, ~o ~, (Fig. 59a) 
0, ~t --/~o~, '2~ - -  po~ 

und: 

{ ~:, 2 g -  y,O ~, ~o, 

~, ~ ~ y , o ~  ~ -~- /J,o ~ 

Nathematiache A.nn..len., XLIV. 

(Fig. 59b). 
15 
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Die Eeke L besitzt stets parabolischen Charakter (Kern e, 2, 
pag. 204). 

.Die zweite Gesammtheit verwandter Dreieeke baut sieh auf dem 
Grunddreieeke z ,  ~ -- ~o ~, v o z mit unbestimmtem Kern auf, woselbst 
wieder 0 < 9o < 1, 0 < v o < 1 und go -{- Vo ----- i ist (Fig. 60). 

Fig. 61a, b. 

Fig. 60. 

Ausserdem gehSr~ hierher noch ein zweites Grunddreieck ~, ~o z, ~ - - v o ~  
und ein Aussendreieek 2~,  ~ -  ~o ~,  ~o~ (Fig. 61a oder b). Die 
in der Eeke L zusammenstossenden Seiten fallen allemal in eine 
Peripherie zusammen (Kern e, 1, pag. 204). 

A|s Kriterium ftir alas Auftreten des einen oder anderen Falles gi]t 
gemiiss unserer Siitze auf pag. 216: .Die Kreisbogen des Kernes c, 1 
kommen ~ur Begrenzung des sph~irisehen .Dreiecks in Anwendung, wenn 

Z - - l x - ~ - - v ~ 2 n 2 7 1  

(fiiz ~ > v) ist; andernfalls treten die Kreisbogen des Kernes c, 2 ein. 
Geben wit schliesslieh noch darauf acht, welche Ecken bet Ein- 

fiihrung geradliniger Begrenzang der Dreieeke ins Uaeadliche fallen, 
so ergeben sieh leieht die folgenden S~tze: 

Fiir die Dreiecke des Kernes c, 2 gilt: 
Die Ecke Z liegt stets im Unendliehen. 
Ist ~ ~- # ~ v----- 2n ~ 1 (Bedingung A), so liegt nur die Eeke s 

im Unendliehen. (Es gilt dann auch stets I~ -~- v - -  ~ ~ 2n -~ 1 (Be- 
dingung B).) 

Ist dagegen g - - v - - ; ~ - - - 2 n q - 1  (resp. v - - ~ - - ~ 2 n ~ -  1) 
(Bedingung C), so liegt ausser der Eeke L noch die Ecke 2r M )  
im Unendliehen. (Es gilt dann wieder stets auch X --~ iz - -  v = 2 n  --[- 1 
fiir g > v resp. )~ -{- v ~ ~ ~ 2n -~- 1 fiir v > 9 (Bedingung B).) 

Fiir die Dreiecke des Kernes e, 1 gilt: 
Die Eeke L liegt stets im Endlichen. 
Ist nun a - -  ~ - -  v = 2n  + 1 (Bedingung C), so miissen naeh 

dem Satz pag. 216 die Eeken M and h r des Dreiecks zusammenfallen, 
sie werden daher beide im Endliehen oder beide im Unendlichen liegen, 
je nachdem man den einen oder den anderen Schnittpunkt der beiden 
begrenzenden Kreisl~eripherieen in's Unendliche transformirt hat. (ln 
diesem Falle ist auch ~t -~- ~ -J- v = 2 n -J- 1, d. h. die Bedingung A_ 
gtiltig.) 
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/st dagegen ~ ~ f~ q- v -~- 2n + 1 ftlr # > v (Bedingung B),  so 
liegt ein e der Ecken Moder  N im Unendliehen; es isg wiederum gleieh, 
welche yon beiden man ins Unendliche ~ransformiren will. 

w 18. 

Grenzf~lle der Kreisbegendreieeke fiir unendlich grosse Exponenten. 

Interessanter noch als die sph:,trischen Dreiecke fiir ganzzahlige 
Exponenten sind jene Grenzf~ille der Dreiecke, die zu unendlich grossen 
.Exponenten geh6ren. 

Bekannt ist in diesem Sinne die hbbildung durch den Quotienten 
zweier linear unabh~ingiger Particularlbsungen der allgemeinen Bessel- 
schen 1)ifferentialg~eichung, die ja einen Grenzfall der gewShnlichen 
Differentialgleichung der Riemann'schen _P-Function darstellt. Wir 
wollen diese specielle s-Function weiterhia mit B(~) bezeichnen ; dieselbe 
]iisst sich fiir unsere Zwecke am besten definiren, indem wir yon dem 
Quotienten zweier zusammengehSriger allgemeiner Kugelfunctionen aus- 
gehen, der eine s-Function fCir reelle Z, /~, v mit zwei gleichen Ex- 
ponenten darstellt. Lassen wir diese gleichen Exponenten ins Unendliche 
wachsen, so erhalten wit die zugehSrige Function B. Hiernach ergiebt 
sieh leicht das sph~rische Dreieck, welches die Abbildung der Halb- 
ebeue des hrgumentes f~ir die Function B darstell~. Wit gehen yon 
einem sphiirischen Dreieck der ersten Art aus, in dem zwei Winkel 
einander gleich sind (es sei e t w a / ~  v~),  der dritte Winkel aber einen 
beliebig grossen Werth besitzt, und lassen die Kreisbogenseite 21/I27 
sich nach dem Process I immerfort nach aussen um die Eckpunkte 
M und N drehen. Wir erhalten dann als Grenzfall ein sph~irisches 
Dreieck, wie es beispielsweise ffir einen Werth yon 
~. <: 2 Fig. 62 darstellt. Die dritte Seite des Dreiecks 
ist nattirlich jetzt verloren gegangen, dementsprechend ~ ~ _  
haben wir uns in den Punkten M und NWindangspunkte : = ~ - ~  
beliebig hoher Ordnung zu denken. Die in L zusammen- 
stossenden Kreisbogen kSnnen wir gem immer geradlinig ~'is. ~2. 
wilhlen. (Uebrigens besitz~ das Dreieek Fig. 62 stets eine Symmetrielinie, 
welche dureh die Halbirungslinie des Winkels ~t~r gegeben wird.) Aus 
der Theorie der Bessel'schen Function ist zugleieh bekannt, dass in der 
Ebene des Argumentes die beiden singuliiren Punkte b u n d c  zusam- 
mengefallen sind.*) 

Wenn wir nun die in den vorangehenden Paragraphen gegebene 
geometrisehe Theorie der sphiirischen Dreiecke fiberblicken~ so sehen 
wir, dass keineswegs das Dreieck Fig. 62 das Einzige ist, zu dem 

*) Alle diese Gedanken finden sieh nt~her ausgef~ihrt in Olbricht ,  Disser- 
tation, Leipzig 1887; abgedruekt in den Acta Leopoldina Bd. 52. 

15" 
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wir fiir ~ hohe Exponenten gefiihrt werden. Indem unsere Aufgabe 
bier nicht darin besteht, die zugehSrigen Functionen analytisc.h im 
Einzelnen nigher zu studiren, begniigen wit uns, die betreffenden 
geometrischen Figuren zusammenzustellen und die zu ihnen gehSrenden 
Abbildungsaufgaben, soweit es nnmittelbar mSglich ist, auf bekannte 
Fs zuriickzuffihren. Wir theilen die Figuren ein, je naehdem in 
allen drei, in zwei oder in einer Ecke ein Windungspunkt unendlich 
hoher Ordnung liegK Indem wir noch weiter singuliire F~lle, dass z. B. 
zwei Ecken des Dreieeks zusammenfallen oder zwei Kreisperipherieen der 
Begrenzung sich beriihren oder sich deckea, der Einfachhei~ halber bei 
Seite lassen, zumal sie keine geometrische Sehwierigkeit weiter bieten, 
stellen wit die folgenden charakteristischen Figuren zusammen, in 

d e 
F i g .  63 a - -  e. 

denen wit die Begrenzung sogleieh geradlinig gewiihlt haben. Diese 
Figuren sind wohl an und fiir sich verst~indlich, ein unendlich hoher 
Windungspunkt oder eine unendliehe Ueberscblagung einer Seite sind 
dutch Pfeilspitzen angedeu~et. In Fig. 63a sind alle drei Exponenten 
unendlich, in Fig. 63b, c sind nut zwei Exponenten, in Fig. 63 d, e 
ist nur ein Exponent unendlieh geworden. Insbesondere haben wir 
z. B. die Fig. 6Ba entstehen zu denken, indem wir in einem be- 
liebigen Dreieck m]t den Winkeln X0 z ,  ~o~, vo~ liings Z M u n d  L Z  r 

viele Kuge]kalotten lateral anh~ngen, sodass sich die Winkel der 
Dreiecke als limes ,~o~ + m~ + n~, ~o~ + m~, v ~  + n~ fiir m ~ 
und n ~ c~ ergeben; das Analoge gilt fiir die ~ibrigeu Figuren. Das 
ist iiberhaupt das allgemeine Princip, welches den Figuren zu Grunde 
liegt, dass die geometrischen -Processe der lateralen und polaren An- 
hYmgung yon Kugelkalotten bei jedem vorliegenden s2Mirischen 1)reieck 
sich auch in unendlicher Wiederholung anwenden lassen; hierbei ist 
nut  zu beaehten, dass wenigstens eine der Dreieeksseiten erhalten 
bleiben muss, da andernfalls yon einer Abbildung des Dreieeks auf die 
Halbebene ~aicht weiter die Rede sein kann. 

In den Figurea 63a--e  sind die nicht c~ grossen Winkel kleiner 
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als ~r, die sich nicht unendlich oft tiberschlagenden Seiten kleiner als 
eine volle Peripherie gewiihlt worden ; diese Figuren stellen demnach ,,zum 
Theil reducirte Dreiecke" vor. Es ist dementsprechend nattirlich sehr 
wohl noch mSglich, in Fig. 63 a belicbige Kugelkalotten an M N  lateral 
oder in L polar, ebenso in Fig. 63b (wie entspr, in Fig. 62) Kugelkalotten 
in M (oder in N)  polar und an N L  (resp. M L) lateral oder start 
dessen gleichzeitig an M.L und N L  solche lateral, endlich in Fig. 63d 
Kugelkalotten an dF/L lateral anzuhiingen. 

Die F~ille der ~iguren 63 c, d~ e lassen sich nun sehr e~nfach analytiseh 
erledigen. Indem wit das sph~irisehe Dreieck _Fig. 63~ an der sich oo oft 
iiberschlagenden Seite durch Spiegelung symmetrisch wiederholt denken, 
wobei die Ecke I, die nene Ecke L' ergeben mSge, ftihrt uns dasselbe 
zu dem pag. 181 behandelten elementaren Bereiche und finder solcher- 
weise yon selbst seine Erledigung. Die Pankte a, b, c der Ebene des 
Argumentes z fallen ftlr die Fig. 63e zusammen. Das ])reieck _Fig. 63d 
liefert ferner mit seinem symmetrischen Dreiecke an der sieh c~ oft 
fiberschlagenden Seite zusammen den Bereich des Bessel'schen Quotien- 
ten B ,  wie wir ihn bereit.s in Fig. 62 uns nahe geftihrt haben; dem- 
entsprechend wird, wie die nilhere Ueberlegung leich~ zeigt, die 
Abbildung des sphiirischen Dreiecks auf die Halbebene (abgesehen yon 
bestimmten Constanten, die wit auch in den folgenden Fiillen forflassen 
wollen) durch die Function B~s geliefert, - -  mit dem unteren Index 
sei die GrSsse des nicht oo gewordenen Exponenten angegeben, - -  

1 

wenn man in ihr das Argument z durch z ' =  J erse~zt. Die Punkte 
a u n d c  der Ebene des Argumentes fallen ftir die Fig. 63 d zusammen. 
Analog werden wit auch die ~u dem sl~hiirischen Dreieck tier Fig. 63c 
gehSrige s-Function auf den Bessel'schen Quotienten B zurttckffihren 
kSnnen, indem wit gleichfalls jenes Dreieck symmetrisch wiederholt 
denke-, wodurch die neue Ecke L' entsteht. Man tibersieht dann 
zunKchst, class man die drei Punkte L~ d}/~ L' 
durch lineare Substitution stets in die Eckpunkte 
eines gleichseitigen Dreiecks transformiren '~'~ ! kann. Demzufolge erhiilt man dutch Hinzu- 
fiigung des symmetrischen Dreiecks die Fig. 64, '~ 
die als ein gleichseitiges Dreieck zu charakteri- 
siren ist, in dem liings seiner drei Seiten je '~ 

viele Kugelkalotten lateral angehiingt sind. 
Verbindet man nun in Figur 64 den Mittel- 
punkt 0 des gleiehseitigen Dreiecks mit den ~is. 64. 
Ecken L, M~ L', so zerfgllt der ganze Bereich in drei congruente Be- 
reiche, die wieder mit tier Figur 62 sich gleichwerthig zeigen. Hieraus 
folgt, dass die Abbildung des sphiirischen Dreiecks Fig. 63c auf die 
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Halbebene z durch die Function s ~ / ~  (z') (abgesehen yon den Con- 

3 

stanten) geliefert wird, woselbst z ~ fiir das Argument z' einzusetzen 
ist. _Durch letztere .Function wird da~n der Bereieh der Fig. 64 au f  die 
Vollebe~e z abgebildet, ein gewiss interessantes Resultat. Die Punkte 
at b, c tier Ebene des Argumentes z fallen f~ir Fig. 63c wieder zu- 
sammen. 

Die Bereiche der Figuren 63a, b lassen sieh allgemein nicht auf  
die Abbildung dutch den Bessel'schen Quotienten zurtickfiihren. Fig.63 b 
stellt nut dann den Bereieh Fig. 62 einer Bessel'schen Function selbst 
dar, wenn die geradlinigen Seiten M L  und N L  gleich sind; Fig. 63a 
liisst sich in zwei Dreiecke der Fig. 62 zerlegen, wenn beider speciellen 
stets zu erreichenden Lage der Fig. 63a, in der neben der geradlinigen 
Begrenzung die Ecken L M ~  ein gleiehschenkliges Dreieck bestimmen, 

die gerade Verbindungslinie yon L mit der Mitre yon 2drZ r gleieh M_hr 
2 

ist. In letzterem Falle wird, wieder yon den Constanten abgesehen~ 
die das Dreieck Fig. 63 a auf die Halbebene z abbildende Function durch 
s ~ / ~ 1  (~')~ wo ~'-~-z 2 zu setzen ist, gegeben. Doch diirfte es be- 

sonders interessant sein, die abbildende Function im allgemeinen Falle 
der Figuren 63a, b zu studiren. Jedenfalls werden, wie in den be- 
trachteten Specialf~illen, fiir Fig. 63a die den drei Eckpunkten ent- 
sprechenden Punkte, fiir Fig. 63b die den Eckpunkten M und-A r en~- 
sprechenden Punkte in der Ebene des Argumentes z zusammenfallen. 

w 19. 

Die Dreiecke fiir theils imaginKre, theils reelle Exponenten. 

Gehen wir nun dazu fiber, die Fundamentaldreiecke ffir den Fall 
zu construiren ~ dass ei~er, zwei oder alle drei Gr6ssen ~, ~ v imagin~ir 
(d. h. rein imagin~ir) sind, w~hrend die i~brigen reelle Werthe haben. In 
allen diesen F~.l]en werden wir gleichfalls mit Dreiecken~ d. h. mit der  
hbbildung der positiven oder der negativen Hiilfte der Ebene des 
Argum entes, ausreichen i jedoch gehen die den imaginiiren Exponenten 
entsprechenden Ecken, wie wir yon friiher wissen, verloren.*) 

Wie wit auf long. 189ff. erkannten, ist der Kern flit drei imagindre 
Grgssen Jl, y ,  v dadurch ausgezeichnet, dass die inneren Axen der  
Substitu~ionen in einer Ebene tiegen uud ihre Schni~punkte s~mmtlich 
innerhalb odor s~mmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sind. Es ergiebt  

*) Schwarz, 1873, Ges. Abh. II, pag. 233. 
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sieh unmittelbar, dass, rein morphologisch betraehtet, drei Lagen dieser 
Axen in ihrer Ebene mSglich sind, wie sie die nachfolgenden Figuren 

\ / 

/ 

Fig.  65. 

b 
:Fig. 66a, b. 

wiedergeben. In der ersten wird dureh die Verbindungsebenen je zweier 
der iiusseren Axen die Kugel in drei Kalotten und einen dreifach zusam- 
menh:.ingenden Bereieh zerlegt, im zweiten Falle dagegen in zwei 
Ringgebiete und zwei Kalotten, im dritten endlich schneiden die ge- 
nannten Ebenen die reelle Kugel iiberhaupt nieht. Es stellt sich heraus, 
dass unter den beiden LSsungen der Construction des Kernes fiir 
gegebene imagin~ire Exponenten +t, ~, v a]lemal eine den Typus der 
Fig. 65 besitzt, die andere dagegen den Typus der Fig. 66 a oder 66 b. 
(Die letzten beiden Figuren unterscheiden sich algebraiseh darin, dass 
filr L < M ~ iV ~ I*) im Falle Fig. 66a M~V ~ L, im FalIe Fig. 66b 
M_hr< Lis t . )  Ffir uns kommt bier nur der Kern der Fig. 65 in Betracht, 
indem die Kerne der Fig. 66a~ b zu Fundamentalbereichen gehSren, ffir 
welche die Summe der reellen (ganzzahligen) Theile der zugehSrigen 
GrSssen ~t, /~, v eine ungerade Zahl darstellt, daher niemals gleich 0 
sein kann. 

Denken wir uns die conjugirten Polaren der Geraden Zr, I I ,  111 fiir 
Fig. 65 construirt, so werden ihre Verbindungsebenen wie gesag~ einen 
dreifaeh zusammenh~ngenden Bereich auf der Kugel ausschneiden. 
Aus demselben werden wir sehr leicht uns ein einfach zusammen- 
h~ingendes Flllehenstfick bilden, indem wir das 
sehraffirte Gebiet zwischen den drei Kreisen nieh~ ~ 
auf der anderen Seite der Kugel wieder zusammen- 
hlingen, sondern zwischen je zweien der drei 
Kreise in ein unendliehes Band ausiaufen lassen, 
das sich immerfort um die Kugel herumwindet. 
Dieses Fl~ichenstiick, das yon drei sich unendlich 
oft iiberschlagenden Kreisbogen begren~t wird, ist unser ~i~. sT. 
gesuchtes Dreieek (Fig. 67). Wir kSnnen dasselbe 
ansehen als ein Dreieek (oder als ein Dreiseit, wenn wir lieber wollen) 
mit drei rein imaginiiren (nicht-Euklidisehen)Winkeln i;t"g, i g " z ,  

?) Vgh pag. 203 dieser Arbei~. 
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iv"z ,  indem die Ebenen 
Winkeln gegen einander 
Dreieck um einen Umlauf 

der Kreise gerade under den genannten 
geneig~ sind. Die Figur 68 giebt unser 

in der Riehtung des einen Kreisbandes 
vermehrt; es sei ausdriicklioh be- 
merkt ,  dass jedes Kreisinnere der 
Figur  67 durch das gegenfiberliegende 
Kreisband unendlich oft iiberdeek~ 
wird. Wit sehen die Analogie dieses 
Falles mit den Betrachtungen der 
Zweiecke auf pag. 178 ft., an denen wit 
die Eigenschaft der Fundamentalbe. 

~lg. 68. 

reiche, in ein unendliches Kreisband auszulaufen, genau s~udirt haben. 
Gem~iss unserer Construction des Kernes pag. 202ff. sind wit sicher: Wit 
erhalten f~r ein beliebiges Werthetrizvel i;~", i~", i v "  stets einen und 
nut einen hierher geh6renden K e r n  und also auch nut  ein zu~eh6riges 
1)reieck mit drei imagin~ren Winkeln. Dem letzteren ]ieg~ j edoeh, mie 
leieh~ zu sehen, allemal ein ,,symmetrisches" Dreieck gegeniiber. Zugleich 
is~ ersichtlich, dass wit dem pag. 168 fiber das gewShnliche sph:,irische 
Dreieck ausgesproehenen SaCze, der sieh auf die beziiglich der drei 
Seiten symmetrisehen Dreiecke bezieh~ und die geometrische Yeran- 
sehaulichung der Formel ABI" ~ 1 darstellt, auch auf Dreiecke mit 
rein imaginiiren Winkeln iibertragen kSnnen. Wir ffigen noch den Satz 
hinzu: JDie mit unserem 1)reieck mit  drei rein imagingren Winkeln vet. 
wandten ~'undamentalbereiche~ deren Exponenten in ihren reellen Theilen 
nothwendig ganze Zahlen mit einer geraden Summe darstellen, geh6ren 
zu loxodromischen Fundamentalsubstitutionen; dieselben sind daher an 
dieser Stelle zu fibergehen. 

Ebenso einfach, wie der vorige Fall, erledigen sich die l~'~lle, in 
denen einer der JExponenten Z~ ~, v reell, die beiden anderen imagin~ir 
oder abet zwei reell und tier dritte imagin~ir sind. Die F~lle, dass 

f 

? g 
i 
! 

1 

�9 J 

~IN, 69, 

ist. Die Polarkerne 
24, 25 gegeben. 

fiberdies die ree]len Exponenten ganzzahlige Werthe 
]ruben, werden  wir am Sehlusse dieses Paragral0hen 
besonders behandeln; sic bleiben also hier vor- 
]~ufig ausgeschlossen. Die Construction des Kernes 
ffihrt uns zu den Geradengebilden I ,  I1 ,  I l i ,  die 
wit auf pag .  192 betrachtet haben ,  und zwar sind 
beide LSsungen  der Construction ffir jeden Fall 
yon derselben Art, untersoheiden sich jedoch 
wieder in of~ erw~ihnter Weise darin,  dass ffir die 
zugehSrigen Fundament~Ibereiche die Exponen~en 
um ganze Zahlen  differiren, deren Summe ungerade 
wurden in diesen F~illen dutch die ebenen Figuren 
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L I s t  z. B. ~ reell (und positiv), abet g und v rein imagin~ir, so 
kommt die Figur 69 in Anwendung. Wit denken uns wieder A auf 
den kleinsten positiven Rest ~'o modulo 2 reducirt und suehen zun~chst 
das sphiirische Dreieck fiir die reducirten Exponenten ~lo, iix", i v "  zu 
construiren. Dieses wird sofort dutch die Ebenen, die man dutch die 
Gerade I u n d  die conjugirten Polaren yon I I  und I l i  legen kan~t, 
auf der Kugel ausgeschnitten. Wit erhalten, wie leicht zu ilbersehen 
ist, einen Bereich, der yon zwei sich schneidenden Kreisen und einem 
ausserhalb beider verlaufenden Kreise begrenzt wird, d. h. eia Dreieck 
mit den Winkeln ~o~, g " ~ i ,  v " ~ i ,  welches an Stelle der Ecken B 
und C in zwei unendliche Kreisbii, nder auslaufend zu denken ist. "In 

diesem Dreieck haben wit dann nur noch ~ Kalotten, deren Be- 

grenzung die Kreisperipherie ~1 bildet, liings eines Verzweigungssehnittes 
yore Punkte L nach einem beliebigen Punkte der Gegenseite polar 
anzuhlingen, um zum allgemeinen Bereiche 
mit den Winkeln 2~,  Ix"~i, v"zti aufzusteigen, 
wie wir nicht wetter auszuftihren brauchen. 

II. In derselben Weise ~ritt Fig. 70 filr 
den Fall eines imagindiren ~ ~ aber reeller (und 
positiver) Ix und v in ihr Recht. Es set g ' >  v' 
vorausgesetzt; wit fiihren dann die folgende 
arithmetische Reduction aus: Zuniichst sub- 
~rahiren wir yon beiden GrSssen g" und v' 
die grSsste ganze in v' enthaltene Zahl und 
darauf yon dem Rest des ~t' noch so oft sis 

. - - ~  - .  ". 

, t 

~x 

~tg. 70. 

mSglich die Zahl 2. Es rnSgea die redueirten Werthe i~t", ~to', v o' bleiben. 
Das zu ihhen gehSrige Dreieck wird yon den Ebenen durch die Ge- 
raden / / ,  l i t  und die conjugirte Polare yon I auf der Kugel aus- 
geschnitten, wie Fig. 70 zeigt; dasselbe stell~ ein yon zwei auseiaander 
liegenden und einem beide schneidenden Kreise begrenztes Dreieck 

p 
mit den Winkeln iZ"z~, g0"~, vo~ dar, dessen eine Eeke L verloren 
gegangen and dementsprechend durch ein unendliehes Kreisband ersetzt 
ist. Von dem redueirtea Dreieck steigen wir dutch polare Anhiingung 
yon Kugelkalotten l~i~Jgs eines Verzweigungssehnittes yon M nach einem 
beliebigen Punkte der Gegenseite, soWie durch laterale AnhKngung 
yon Kugelkalotten l~ings der Seite M N  in bekannter Weise zum all- 
gemeinen Dreieck mit den Winkela ilt"Tt, g ' r ,  v'~ auf. 

In wie welt in den beiden FiiHen I und II yon Ueberschlagungen 
der Seiten die Rede sein kann, ist dem Gesagten gemilss yon selbst 
einleuchtend. Die Zahl der angehiingten Kreisscheiben (Kugelkalotten) 
kann man an dem fertigen Bereicbe sofort~aus der Zahl tier Ueber- 
deckungen des Zweiecka mlt dem Winkel ~o'~t der Fig. 69 oder der 
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beiden Zweiecke mi~ den Winkeln ~o'~ und vo'~ der Fig. 70 ablesen. 
Zugleich ist klar, wie die Theorie tier ,verwandten" Bereiche in diesen 
F~llen sich gestaltet. Auch bier werden allemal, wean man s~immt- 
liche Verwandte aufz~hlen will, Fundamentalbereiche ffir complexe 
Exponenten hinzukommen, wenn n~mlich im ersten Falle die Expo- 
~enten ~ und v, im zweiten Falle der Exponent ~ um ganze Zahlea 
vermehrt sind; wir lassen solche Bereiche nat~irlich bier wieder bei 
Seite. Soweit in der Schaar der verwandten •ereiche letztere nicht ~u 
com21exen JExponenten gehgren, ergeben sich dieselben ohne Schwierigkeit 
aus dem Vorstehenden. Ein Blick auf die Tabelle pag. 219, die ganz 
allgemein auch far complexe Werthe der Exponenten 4, ~, v gilt, 
belehrt uns, dass im Falle I zwei reducirCe Dreiecke, dagegen im 
Falle II sechs reducirte Dreiecke mSglieh sind, die nieht zu com- 
plexen Exponenten gehSren. Auf jedem derselben baut sich in der 
angegebenen Weise direct die Gesammthei~ der zugehSrigen ver- 
wandten Dreiecke auf. Die nebenstehenden Figuren, die wir stat~ 

" ~ - ' ~  t 
J ~ 

~ .  7L b 
~ i g .  72 a ,  b .  

weiterer, die Anschauung doch nicht ersetzender Siltze geben, m5gen 
die charakteristischen Formen dieser reducirten Dreiecke darstellen, 
die wieder in zwei resp. ein unendliches Kreisband auslaufend zu 
denken sind. Denselben liegt entsprechend derselbe Kern zu Grunde, 
wie den Figuren 69 und 70; die Winkelbezeichnungen in den Ecken 
(ohne den Factor ~) geben ihre Beziehung zu diesen Figuren n~her an. 

w 20. 
Die Dreiecke fiir theils imagin~re, theils aber ganzzahlige oder 

unendlich grosse Exl)onenten. 

Es b~eibt noch die Bemerkung hinzuzufiigen, we]che sigh auf das 
Auflreten gan~ahliger Exponenten beziehen sollte. Wir haben hier 
wieder die beiden auf pag. 232ff. angegebenen F~ille neben einander zu 
betrachten. 
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I. Es seien zwei F, xponenten rein imagin~ir, der dritte JExponent 
abet ganzzahlig. Dann treten die auf pag. 204 angegebenen Kerne c, 1 
und e, 2 in ihr Recht~ und wir haben demgemiiss die nebenstehenden 
Figuren 73 und 74 far einen Kern c, 1 und Fig. 75 fiir einen Kern c, 2 

i* 
�9 i 

" ' . .  . . . . .  . "';", / "  :Fig. 74. 

]~g. 73. 
l~ig. 7@, 

zu unterseheiden, woselbst allemal eines der reducirten Dreieeke durek 
Schraffirung hervorgehoben ist. Der charakteristische Untsrschied der- 
selbea ist, dass die beiden Kreise der Ecke L in den Figuren 73 u. 74 
sich berfihren, in der Figur 75 dagegen zusammengefallen sind. 

Nehmen wir sogleieh Rficksieht auf die Gesammtheit aller ver- 
wandten Dreiecke, soweit sie nieht zu eomplexen Ezponenten gehSren, 
dann gilt fiir die Figuren 73--75 der einfaehe Satz: 

1) Ist it eine ungerade gan~e Zahl, und sind die imagin~iren Expo- 
nenten g und v einander entgegengeset~t gleich, dann fxitt stets die 
Kreisbegrenzung der Fig. 75 ein, d. h. die Kreisperipherieen der Ecke L 
fallen zusammen. 

2) Ist dagegen it eine ungerade ganze Zahl, ~md sind die ]Exyonente~ 
~t und v n i c h t  entgegengesetzt gleich, dann tritt die Kreisbegrenzung der 
Fig. 74 ein. 

3) Ist endlieh it eine gerade ganze Zahl, so tritt allemal die Kreis- 
begrenzung tier Fig. 73 ein. 

Die letzten beiden F~lle haben das Gemeinsame, dass die Ecke L 
parabolischen Charakter besitzt. 

II. Wenn ein JExloonent rein imagin~ir, die beiden anderen abet 
redl sind, kiinnen ganzzahlige Exponenten insofern auftreten, als ent- 
weder die reellen Exponenten beide oder nur einer yon ihnen ganz- 
zahlig sirid. 

lm  ersten Falle trit~ der Kern b pag. 203 ein i die zugehBrigen 
sph~rischen Dreiecke zeigen nur in dem Sinne einen yon den all- 
gemeinen Figuren 70 und 72a, b verschiedenen Charakter, als die 
Kreisperipherieen in den beiden Eeken L und M sich beriihren, d. h. 
es werden stets zwei parabolisehe ~cken auftreten. 
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Ist dagegen nut einer tier beiden reeflen Exponenten z. B. t~ ganz- 
zahli9, so kann der Kern c, 1 natiirlich nicht in Frage kommen. Es  
ist daher allein eine zu dem :Kern c, 2 gehSrige Kreisbegrenzung 

�9 mSglieh, wie sie aus Fig. 70 entsteht~ wenn die Kreise der Ecke $~r 
sich beriihren (Fig. 76). Die Theorie der verwandten Bereiche bie~et 
dann weRer keine BesonderheR dar; es gilt allgemein, class die der~ 

J* "l 
~ 1 7 6  J 

I 

~  �9 , ~  �9 

" . ~  ~  

1 

~ .  . . . . .  . . ~ 1 7 6  

]Fig, 76, 

ganzzahligen ]Exponen~en ents_~rechende ~cTae 
~arabalischen Charakter t r~ ig t . -  

Endlich k(ihnen auch hier bei den Drel- 
ecken mit unendlichen Kreisbilndern bestimmte 
Grenzfiille fiir c~ grosse Werthe der ,Exl~o- 
nenten auftreten. "Wit kSnnen uns dieselben 
in der zweifaehen Weise entstehen denken, 
einmal, indem wir in bekannter Weise die 
Processe der lateralen oder polaren h n -  
h~ngung der Kugelkalotten in unendlicher 
Wiederholung anwenden, dann jedoch auch, 
indem wir z.B. in Fig. 67 die hyperbolischen 
Kreise sich auf einen Punkt zusammea- 

ziehen lassen. Wir begniigen uns wieder damit, die bezfiglichen Figuren 
hinzustellen, die, sowei~ es geht, geradlinig begrenzt bezeichnet sind. 
Die Figuren 77a, b sind aus Fig. 67, die Figuren 77c, d aus Fig. 69, 
die Fig. 77e aus Fig. 70 in leicht ersiehtlicher Weise entstanden zu 

.L 

~ i g .  7 7 z - - e ,  

denken. Es sei bemerkt, dass das Dreieck 77 d an seiner geradlinigen 
SeRe gespiegelt, einea speciellen-Fall der Fig. 77a liefert, an der  
Kreisperipherie dagegen gespiegelt, einen specietlen Fall der Fig. 77e  
darstelR~ u. s.w. Auch ist Ieicht zu iibersehen, in welchen speeiellen 
F~llen sich" die Figuren 77 a - e  auf die hbbildung durch Bessel'sche 
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Quotienten B zur~ickffihren lassen. (Ffir die Figur 77b fallen noth- 
wendig nile drei singul~,iren Punkte a, b, c in der Ebene des Argu- 
mentes, fiir die fibrigen Figuren nut zwei derselben zusammen.) 

V. Theil .  

Discussion der  Fundamenta lbe re iche  fiir  complexe E x p o n e n t e n .  

w 21. 

Allgsmoine BetraQhtung dieser Bereiohe. 
Wir sind nunmehr vor die Frage gestellt, wie sich der Funda- 

mentalbereich in dem allgemeinen Falls gestaltet~ in welchem einer 
oder mehrere der ~Exponenten ~ ~ v c~m~lex sind. Indem ich mir ffir 
eine sp~tere Arbeit vorbehalte, im einzelnen auf diese allgemeine Theorie 
einzugehen, insbesondere, was den Nachweis auf Grund rein geo- 
metrischer Betrachtungen betriift, dass zu jedem beliebigen Werthe- 
tripel ~, ~, v sich der zugehSrige Fundamentalbereieh in einfacher 
Gestalt construiren l~sst~ werde ,ich reich im folgenden darauf be- 
schr~inken einige Gesichtspunkte hervorzuheben, die uns bei dem 
weiteren Eindringen in die The~rie zu leiten haben, und die s'ieh 
aufdrKngenden Fragen~ die der n~heren Untersuchung bedfirfen, zu 
formuliren. Im letzten Theiie dieser Arbeit wollen wir jedoch, um ein. 
Beispiel der Untersuehung zu geben, die Construction der Fundamental- 
bereiche filr den Fall vollstKndig durchffihren, dass die Gerade~ I~ 
I1, I l l  des .Kernes sich auf tier Kugel schneiden. 

Wit werden uns vorerst zweckm'~ssig auf die Darstellung der 
Fundamentalbereiche als yon vier Kreisbogen begrenzter Fllichenstiicke 
beschr~.nken (Fundamentalvierseite). Die Frage, ob iiberhaupt eine 
solche Darstellung fiir beliebige Wer~he ~t, 9, v allemal mSglich is t, 
lassea wir hier bei Seite. Der Beweis hierfiir 
wird eben erst aus der speciellen geometrischen ~. 
Theorie erwaehsen kSnnen. Ein solehes Kreis- d ~  
bogenviereck sei in einem einfachen Falle dutch ~ ~ .  
Fig. 78 gegeben. Je zmei der Seiten sind 
durch die loxodromischen Fundamentalsubstitu- c 
tionen in bekannter Weise'.einander zuzu- Fi~.TS. 
ordnen i die Winkel des Viereeks in.  den 
Ecken al und b~ betragen dementsprechend 27~'~ 2~ '~ ,  w~hrend die 
Summe der Winkel in den Ecken c I u n d  c 2' in Uebereinstimmung m]t 
der Beziehung ABI" ~ I gleich 2v '~  sein muss. Wir haben schon- 
friiher die Bedeutung dieser Bereiche, ein A bbild der zweckm~ssig 
eingeschnittenen Vollebene des Argumentes der s-Function zu geben, 
kennen gelernt und auch gesehen~ wie dieselben als Verallgemeinerung 
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der Dreieeksfl~ichen im Falle reeller ~, #, v zu gelten haben. Auch 
hatten wir die 1~ormalvierecke als zur Untersuchung besonders ge- 
eignet hingestellt, d. h. diejenigen Vierecke, deren einander zugeordnete 
Kreisbogen sich (ev. in ihrer Verl~ingerung) im zweiten Fixpunkt der 
Fundamentalsubstitution schneiden. 

Wir wollen nun zun~chst einen bemerkenswerthen Satz aufstellen, 
dessert Uebertragung auf die zu einer grSsseren Zahl singul~rer Punkte 
gehSrenden Fundamentalbereiche yon selbst hervorleuchtet. Die Zuord- 
nung je zweier Seiten unseres u z. B. yon a~cj und alc 2' wird 
ausser dutch die aufeinander bezogenen Eckpunkte erst durch ein 
drittes sich entsprechendes Punktepaar, etwa die Punkte f l  und d" 
festgelegt sein. Nun kSnnen wit offenbar die Punkte d und d" ganz 
beliebig auf den Seiten ale1 und alc 2' w~hlen; das Gleiche gilt ffir die 
Zuordnung der Seitea blc 1 und blc2'. Dies fiihr~ uns zu dem Satze: 
Jedes uns (als Fl~chenstfick) gegebene Kreisbogenviereck,- selbst ein 
solches, das als Normalviereck unbrauchbar sein kann~ wie die neben- 

stehende Figur im Beispiel zeigen mSge, 
stellt uns eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
verschiede~er brauchbarer FundamentalbereicT~e vor, 

, die dutch die ver.schieden m6gliche Zuordnung jedes 
Seiten~vaares sich unterscheiden. Zugleich erkennen 

Fig. 79. wit sofor~,'die zugehSrigen Exponenten Z~ p~ v 
werden in allen Fiillen in ihren reellen Theilen 

iibereins~immen. In Riicksicht auf unser~ S~itze pag. 207 schliessen- 
wir, dass die dort definirtea Punkte a 2' und b 2" sich flit diese Gesammt- 
heir auf den herr. Kreisbogen der dutch die Punkte b I c 1 bezw. c~ az 
gehenden elliptischen Schaar bewegen werden, w~hrend der Punkt c 2' 
fesfliegt, d. h. dass 1)V(a ib  ~ c I e.,') = cons~, ist. 

Eine wichtige Frage in der Theorie unserer Fundamentalbereiche 
flit complexe it~ 9~ v ist vor allem wieder die, wie viel Continua die- 
selben bei fesgehaltenen Eckpunkten a 1 b le I , iiberhaupt bilden. Werden 
insbesondere vielleicht die verschiedenen Continua im Falle reeller 
~, p, v durch das Gebiet der complexen it~ ~, v hindurch mit einander 
z'usammenh~ngen ? 

Die Methode, die einzuschlagen ist, um die Gesammlheit aller 
Fundamentalbereiche zu beherrschen, kann eine sehr verschiedene 
sein, sei es dass man durch continuirliche Proeesse, Variation der 
Begrenzung u. dgl., yon den Vierecken fiir reelle itpv zu den all- 
g~meineren Bereichen aufsteigt, sei es dass man direct ftir den einzelnen 
.beliebig ausgewiihlten Kern die zugehSrigen Fundamentalbereiche studirt, 
sei es schliesslich, dass man rein morphologisch vorgeht und zu den 
verschiedensten Lagen'von 4 Kreisen die zugehSrigen Vierecke auf- 
sucht, die yon Bogen derselben begrenzt werden. Da es eben wesentlich 
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darauf ankommt, die 6-fach unendliehe Mannigfaltigkeit der iiber- 
haupt mSglichen F~ille in ihrer Gesammtheit tibersich~lich zu be- 
herrschen, so scheint tier letzte Weg besondere Vortheile zu bieten. 
Natfirlich werden schliesslich aueh die Fundamentalbereiche fiir den Fall, 
dass einer oder zwei der Exponenten ganzzahlig sind, w~hrend die 
iibrigen Exponenten complexe Werthe haben, eine specielle Betrachtung 
erfordern, wie denn andererseits sich auch Grenzfiille der Fundamental- 
bereiche ftir c~ hohe Exponenten ergeben werden. 

w 22. 

Ueber die allgemeinB Theorie der verwandten Bereiche. 

Wir wollen nun noch einige Worte der Theorie der verwandten 
JBereiche widmen. Dieser Begriff sollt% wie wir bereits pag. 172 an- 
gaben, alle die~enigen .Bereiche umfassen, die atlgemein ges~rochen zu 
demsdben Kern gehSren. Zunilchst erkennen wir, dass wir die Defi- 
nition der reducirten Bereiche, die wir pag. 217 im Dreiecksfalle gaben, 
auch auf complexe )~, ~, v iibertragen kSnnen, sofern wir nur alles 
das, was dort yon den reellen Exponenten gesagt ist, jetzt auf die 
reellen Theile der Exponenten ).~ ~, v beziehen. Wit wollen fibrigens 
der Einfachheit halber stets annehmen, dass die reellen Theile der 
GrSssen ~,/~, v positiv seien~ was die Aligemeinheit nicht besehr~inkt. 
Unter einem reducirten Viereck haben wit  dementsprechend allgemein 
einen solchen .Bereich zu verstehen, dessert zugeh6riye •xponenten ~o, ~o, vo 
in ihren reellen Theilen einzeln nicht grb'sser ats 2, noch zu zweien gr6sser 
als I sind. In diesen Vierecken werden daher die W inkel an den einfachen 
Eeken, wie die Summen der Winkel an den verdolopelten Ecken nicht 
grSsser als 4~ und zu zweien nicht grSsser als 2z  sein. (Der Urn- 
stand, dass nur die reellen Theile der Exponenten it, #~ v redueir~ 
werden, entspricbt durchaus der einfaehen Beziehung, dass man bei einer 
elliptischen Substitution, die ja eine Drehung der Kuge] dutch einen 
bestimmten Winkel darstellt, ohne Aenderung des Resultates der 
Transformation beliebig viele volle Umdrehungen hinzunehmen kann, 
die hyperbolisehen Substitutionen dagegen stets in sioh eindeutig be- 
stimmt sind.) Der zu einer beliebigen Auswahl it, #, v gehSrende 
reducirte 14'undamentalbereich ito, ~o, vo wird insbesondere wiederum 
eindeutig oder dreideutig sein, je nachdem die Summe der ganzen in den 
reellen Theilen enthaltenen Zahlen gerade oder ungerade ist. 

Die folgenden Figuren (s. peg. 240), die einige besonders interessante 
Formen reducirter Normalviereeke darstellen, mSgen dazu dienen, einen 
ersten Einblick in die iiberaus grosse Mannigfaltigkeit der mSglichen Ge- 
staltungen zu geben. In diesen Figuren sin(] jedesmal die Kreisbogen a 1 c 1 
und a I c2' , sowie b I c2"und b I c I einander 10unktweise zugeordnet zu denken. 
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Wir werden ferner auch die weiteren Bezeichnungen des Dreiecks- 
falles auf unsere Vierecke fibertragen kSnnen. Insbesondere werdea wit 
yon einem Aussenviereck zu einem GrundvierecIc reden kSnnen, und zwar 

. 

Fig.  80 a , b ,  e. 'N 
5 

:Fig. 81a,  b. 

werden wit of~ gleichsam in einer Figur eines der Aussenvierecke mi~ 
seinem Grundviereck zusammen erhalten, indem das eine yon dem 
Inneren, das andere yon dem Aeusseren des Liaienzuges der 4 Kreis- 
bogen dargestellt wird, wie in Fig. 78. Wir erkennen zugleich, yon 
den 3 zu einem Grundviereck geh~renden Aussenvierecken wird gerade 
dasjenige zu bevorzugen sein, dessen Winkelsumme an den verdoppelten 
Ecken grSsser, als jeder der Winkel an den beiden anderen Ecken ist. 
Wit wollen abet bedenken, dass man ja auch eine andere Verdoppe!ung 
der E~ken ausw~hlen kann, d.h.  dass man vielleicht start c2' auch den 
Punkt a~" oder b 2" als vierte Ecke des Fundamentalbereiches hinzunehmen 
kann.*) Solcherweise erh~ilt man, allgemein gesprochen, 3 verschiedene 
~quivalente Formen des Grundvierecks, zu derenjeder eines tier 3 Aussen- 
vierecke in der angegebenen Weise gehSr~. Doeh miissen wit aus- 
dr~icklich betonen, dass diese Beziehungen nut im Allgemeinen gelten ; 
einfacl~e Beispiele zeigen, dass einmal nicht immer alle drei Formen 
des Grundvierecks (wenigs~ens als t%rmalvierecke) mSglich sind**) und 

*) Vgl. pag. 208. 
*') indem negative Fl~chens~icke des Bereiches bier eins~weilen yon der 

Be~rachtung ausgeschlossen bleiben~ vgl. pag. 182 dieser Arbei~. 
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andererseits auch die Aussenvierecke keineswegs stets die angegebene 
einfache Lage zam Grundviereck zu haben brauchen. So stehen z. B. 
die Figaren 81b und 81a zu einander in dem Verhiiltniss des Aussen- 
vierecks zu seinem Grundviereck, den Exponenten 1 -  ,t t 1 -  ~, 
2 -  v und ~, ~, v entsprechend. 

Doch gehen wir noch einen kleinen Schritt wetter; wir kSnnen 
unmittelbar aucb die Tabelle pag. 219 auf den Fall complexer )t, ~, v 
fibertragen, indem wit unter den genannten Werthetripeln allemal die 
complexen Exponenten verstehen, die zu der bestimmten Auswahl der 
3 Ecken a t b lc Iun te r  den Fixpuakten der Substitution gehSren. Nun 
ist es leicht, die Theorie der verwands Bereiche niiher zu charakteri- 
siren. Unsere Aufgabe, die .Fundamentalbereiche fiir complexe ~, ~, 
~u zeichnen, wird sich n~im~ich in die 2 Schritte zer~egen ~assen, dass 
wir ~unbichst es unternehmen, die Gesammtheit tier redueirten ,Bereiche 
zu iiberblieken, and dann yon ihnen aus zu den allgemeinen Bereichen 
aufsteigen. Auf jedem einzelnen reducirten Bereiche wird sich, genau 
wie im Dreiecksfalle, eine uaendliche (abziihlbare) Manni~altigkeit 
,,verwandter Bereiche" aufbauen lassen. Die Gesammtheit aller mit 
dem vorliegenden reducirten Bereiehe verwandten Bereiche wird indess 
erst ersehSpft, wenn man noch die iibrigen reducirten Bereieh% die 
za jeder sonst noeh mSglichen Auswahl der drei Eckpunkte under den 
Fixpunkten des Kernes gehBren, sammt den auf ihnen sieh aufbauenden 
allgemeinen Bereichen hinzufiigt. 

Wit wollen doeh ankniipfend an die einfache Figur 78 die geometri- 
schen Processe in ihren Grundgedanken uns klar maehen, die bet der Bildung 
der verwandten l~ereiche aus dem reducirten JBereich anzuwenden sind. 
Dieselben werden in der Anh~ngung yon Kugelkalotlen, resp. Voll- 
kugeln bestehen, in genau entspreehender Weise~ wie wit es im Falle der 
Dreieeke kennen lernten. Im Einzelnen kommen folgende Schritte in 
Anwendung: 

1) Die (polare) Anhiingung ether Vollkugel l~ngs eines durchaus 
auf der Fl~iche verlaufenden Verzweigungsschnittes yon c I nach c2'. 

2) Die (polare) Anhi~ngung je ether Kugelkalotte li~ngs eines 
Yerzweigungsschnittes yon a I nach einem Punkte der Seite blc 1 resp. 
b Ic~'; die Kalotten werden begrenzt yon den Peripherieen der zu den 
letztgenannten Seiten gehSrenden Kreise. Analog haben wir die (polare) 
Anh~ngung im Punkte b 1. 

3) Die (laterale) Anhi~ngung je ether Kugelkalotte an die Seiten 
ale 2" and atc t (oder an die Seiten ble 2" und blel). Dieser Process 
li~sst rich in jedem Falle ersetzen durch Anhiingung einer Vollkugel 
nut an einer der genannten Seiten and ist im Uebrigen mit dem 
lqinausdrehen der Seiten um den Winkol ~r resp. 2z  in dem frfiher 
gegebenen Sinne identisch. 

�9 .athemati~oho Anaalen. XLIV,  16 
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4) Die (laterale) Anh~ngung einer Vollkugel l~ngs eines Ver- 
zweigungsschnittes yon a I nach b,. 

Wit haben bier die Bezeichnungen ,,lateral" und ,,polar" in der- 
selben Bedeutung gebraucht, wie sic in dem analogen Process bei den 
Dreiecken angewandt sind; sic unterseheiden sich wesentlich darin, 
dass im ersten Falle gwei Exponenten um je 1, im zweiten sin Exponent 
um 2 vermehrg wird. In dem Beispiel unserer Figur 78 begegnet keiner 
der genannten geometrischen Proeesse einer SchwierigkeiL Im Uebrigen 
sind f~ir die MSglichkeit der Anwendung der einzelnen Processe iblgende 
Bedingungen hinreichend und nothwendig: Der Process 1 und 4 ist 
stets dann und nut dann anwendbar, wenn der genannte Verzweigungs- 
schnitt so gezogen werden kann~ dass er auf die einfache Kugel ~iber- 
tragen sich nicht selbst ~iberkreuz~; der Process 2 dagegen, wenn die 
bert. Verzweigungsschnitte ebenfalls die soebea genann~e Bedingung 
erfiillen und liberdies die Kreisperipherieen der Seiten btc 1 und blc 2" 
(resp. ale 1 und alc~' ) nicht durchkreuzen. Wie insbesondere die 
Processe 1 - - 4  zusammen vorkommen werden, wollen wir hier nicht 
weiter erSrtern; jedoch sei auf das durchgefiihrte Beispiel der gerad- 
linig begrenzten Vierecke pag. 245 ft. hingewiesen. 

Schon aus dem Process 3 folgt, dass keineswegs die Kreisbogen- 
vierecke fiir ein complexes Werthetripel t ,  it, v immer eiadeutig be- 
stimm~ sind, vielmehr werden mehrere Kquivalente Bereiche auftreten 
kSnnen, die indessen durch sogenannte erlaubte Ab~nderung in ein- 
ander [iberzufiihren sin& (Besonders interessant und f~ir F~lle einer 
hi~heren Zahl singul~rer Punkte yon Wichtigkei~ is~ ferner die Be- 
merkung, dass in manchen F~llen eines Dreiecks man in einem der 
Eckpunkte keine Kalotte polar anWingen kann, die yon dem Kreis 
der Gegenseite begrenzt wird, wohl aber bei der Spiegelung des. Dreiecks 
an dieser Seite eine Vollkugel 1Kngs eines Verzweigungssehnit~cs, der 

b 

Fig. 82 a,b. 

die beiden entsprechenden Ecken verbindet, wie das Beispiel der 
symme~rischen Figur 82a zeigt, in der dieser Verzweigungsschnit~ 
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yon der Ecke c I zur Ecke c~' laufend angedeutel ist. Jedoeh kiinnen 
wir fiir diesen Fall, wie aus der Dreieckstheorie folg~, in anderer Weise 
zu einem ~quivalenten erweiterten Bereiche aufsteigen, ohne vorherige 
Spiegelung des Dreiecks. Derselbe wird durch Fig. 82b gegeben.) 

w 23. 
Ueber die Fundamentalviereoke mit unendliohen Kreisb~ndern. 
Sei es nunmehr gestattet, noch einmal auf diejenige Darstellung der 

Fundamentalbereiche zurfickzugreifen, die gleichfalls yon 4 Kreisbogen 
begrenzt werden~ jedooh in ein oder mehrere unendliche Kreisbi~nder 
mit verloren gegangenen Ecken auslaufen, wie wi res  auf pag. 182 
angedeutet haben. Wir wollen uns auch hier auf kurze Angaben be- 
schri~nken~ die immerhin einen Einblick nach dieser Richtung hin geben. 
Ganz allgemein kommen typische Formen der Fundamentalbereiche in 
Betracht~ wie sie in den nachfolgenden Figuren ausgefiihrt sind; in 

e 

Fig. 83 a , b , c ,  d ,e .  

denselben is~ die Zuordnung der Seiten durch befiederte Pfeile in be- 
kannter Weise angedeutet. Specielle Beispiele zu ihnen allen k~innen 
wit den auf pag. 230 ft. behandelten F~llen fiir einen oder mehrere 
imagin~re, sons~ abet reelle Exponenten entnebmen, wenn wit die 
dort gegebenen Figure- an einem der begrenzenden Kreisbogen ge- 
spiegel~ denken. Wir werden auch hier, wie leicht ersichtlich, 
, hrormalv ierecke  '' unter den allgemeineren Formen auszeichnen; die- 
selben sind dadurch zu definiren, dass die einander zugeordneten, sich 
nich~ schneidenden Kreisbogen dem hyperbolischen Kreisbiischel, die 
sich schneidenden dem elliptischen Kreisbiische[ der bert. Substitutions- 
fixpunkte angehSren. Auch auf die Fundamentalbereiche Fig. 8 3 a - - e  
wenden wit nun unser Princip au, die Zuordnung jedes Seitenpaares 
auf mannigfach verschiedene Weise zu treffen. So werden wit beispiels- 

16" 
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weise in Fig. 83a 3 willkfirlich ausgew~ihlte Punkte der Peripherie zq 
3 beliebigen Punkten der Peripherie ~2 zuordnen kgnnen; analog in 
allen iibrigen Fallen. Nur die Beschr~inkung miissen wir uns dabei 
vor Augen halten, dass je 2 ausgew~ihlte Punkte der einen Seile st;e~s 
dieselbe Zahl roller Peripherieen yon einander entfernl sein miissen, 
wie die ihnen entsprechenden Punkte der zugeordneten Seite. Ueber- 
dies miissen die 3 Punkte der Peripherie ~1 (Fig. 83a) gerade im um- 
gekehrten Sinne aufeinander folgen, wie die entspreehenden Punkte 
der Peripherie ~:. Denn anderenfalls werden die Fixpunkte der die 
Zuordnung vermittelnden Substitution ausserhalb des Kreisinneren yon 
~1 und ~2 fallen*) und, wenn man den Bereich nach den Anschauungen 
der Analysis situs zu einer gesehlossenen Mannigfaltigkeit zusammen- 
biegen wiirde, wfirde dieselbe eine Doppelflilehe darstellen, was hier 
auszuschliessen ist. Alle diese Verhiiltnisse finden ganz analog aueh 
im einfaehen Falle ~weier singul~ren Punkte start; an Fig. 14 (pag. 178) 
ankniipfend kann man sich dieselben leich~ klar machen. Wit wiirden 
bei der ,,Doppelflgehenzuordnung" der Begrenzungen dieser Figur den 
Bereich gewissermassen als ein co brei~es MSbius ' sches  Blatt an- 
sehen kSnnen. *~) 

Werden insbesondere die dureh versehiedene Zaordnung der be- 
grenzenden Kreisbogen sich ergebenden Fundamentalbereiche functionen- 
theoretiseh s~mmtlich yon einander versehieden sein? Wir wollen diese 
Frage hier nieht weiter untersuchen; jedenfalls erschSpft die 6-fach 
unendliche Mannigfal~igkei~ aller Figuren yon demselben morpholo- 
gisehen Charakter, die sich bei beliebiger zul~issiger Zuordnung der 
Kanten ergeben, keineswegs die Gesammthei~ der fiberhaup~ mSgliehen 
Fundamentalbereiche fiir beliebige Z~ l~, v, da gewiss sehon reelle X, 9, v 
ausgesehlossen sind. Jedoch scheinen die Darstellungen des Funda- 
mentalbereichs in den neuen Formen in mancher Hinsieht besonders 
zweckm~issig zu sein. Es sei iibrigens bemerkt, dass wir im Falle ]oxo- 
dromischer Zusammenordnung zweier Kanten nach dem Prineip der 
erlaubten Ab~inderung stets mit leiehter Miihe durch Anwendung des 
umgekehrten Processes der pag. 182 das unendliche Kreisband in eine 
loxodromische Ecke der gewShnlichen Form verwandeln kSnnen. 

Wir wollen nut noch ein Wort fiber die Methode, wie die Theorie 
der verwand~en Bereiche sieh in den neuen Formen darstell~, hinzu- 
ftigea. Einmal kiinnen wit, beispielsweise in Fig. 83a, bei einer be- 
stimm~ angenommenen Zuordnung der Seitenpaare jetzt die 3 zur 
Zuordnung benutzten Punkte der einen Begrenzung, z. B. der Seito 
z~, durch 3 andere Punkte derselben Seite ersetzen, die um eine 

*) wlt, hrend sie im anderen Falle sich auf die letzteren vertheilen. 
**) Zur leieh~erea Ansehauung denke man sieh die ebene Figur 14 stereo. 

graphisch auf die Kugel iiber~ragen. 
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volle jeweils in demselben Sinne gerechnete Peripherie yon den bis- 
herigen abstehen. Durch diesen Process werden wir, wie eine leichte 
Ueberlegung zeigt, 2 tier Exponenten ~t, ~, v gerade um die Einheit 
vermehren. (Insbesondere erhalten wir auf diese Weise verwandte 
Bereiehe zu den Fundamentalbereichen ffir imagin~re 4, ~ v.) Ferner 
sei auf die folgenden Figuren hingewiesen, welehe mit der Fig. 83d 

a b 
:F ig .  84 a I b .  

verwandte Bereiche darstellen; das angewandte geometrische Verfahren 
ist yon selbst aus den Figuren einleuchtend. 

Wir sehen, eine ungeahnte F~ille der mannigfaltigsten Gestalten 
unserer Fundamentalbereiche tritt uns en~gegen. Es gilt das sich 
bietende Material zu sichten, die einzelnen Formen exact und fiber- 
siehtlich zu behandeln, um so schliesslich das Ziel der ganzen Unter- 
suchung zu erreichen, die Fundamentalbereiche im allgemeinen Falle 
complexer 4, ~, v vSllig zu beherrschen. 

VI. Theil. 
Die Fundamentalbereiche fiir eomplexe Exponenten unter der 

Bedingung ! ;t 4 -  ~ ~__ v ----- 2n  + 1. 

w ~4. 
construction der rcducirten Bcreiche. 

Um ein bestimmtes Beispiel der Construction der Fundamental- 
bereiche fiir complexe Exponenten jedenfalls bis zu Ende durchzufiihreu 
und an ihm eine gewiss allgemein nfitzliche Methode zu zeigen, wollen 
~ir den Fall ausw~hlen, dass die 3 Axen I ,  I f ,  I I I  des Kernes sich au[ 
der Kugel in einem Punkte schneiden. Wir wissen bereits, derselbe um- 
fasst diejenigen Fundamentalbereiehe, deren zugeh5rige Exponenten die 
Bedingung - 4 - ~ t + 9 ~ v ~ 2 n +  1 erffillen. Wie uns ferner aus 
dem ersten Theile bekaant, beruht die ausgezeichnete Stellung dieses 



Falles flit die Theorie der s-Function darin~ dass eine zweekm~ssig 
ausgew~hlte ParticularlSsung ihrer Differentia]gleichung 3. Ordnung 
sich durch ein einfaches unbestimmtes Integral darstellen l~isst. Aus 
unserer geometrischen Untersuchung wird insbesondere hervorgehen, dass 
wir die zugeh5rigen Fundamentalbereiche stets als iVormalvierecke w~hlea 
kSunen, die wir dann durch Verlegung des Schnittpunktes der Axen 
I ,  I I ,  111 in's Unendliche- gem geradlinig begrenzen kSnnen. Dem 
Falle~ dass einer der Exponenten reell ganzzahlig ist, werden wit am 
Schlusse eine Specialbetraehtung widmen. (Zwei Exponenten kSnnen 
nieht ganzzahlig sein, ohne dass gem~iss der Bedingung -{- X ~- ~ -{- v 
== 2n ~- 1 auch tier dritte Exponent ganzzahlig ist~ wodurch wit auf 
die friiheren Dreiecksconsh'uetionen zurtiekkommen.) 

Unsere hufgabe werden wir uns in die zwei Sehritte zerlegen, 
zuniichst alle redueirten Bereiche zu construiren und dana yon ihnen 
aus dutch die geometrischen Processe der Anhiingung yon Kugel- 
kalotten und Vollkugeln zu der Gesamm~heir der vCrwand~en Bereiche auf- 
zusteigen. Die Methode~ deren wir uns bedienen~ wird darin bestehen, 
alle morphologisch mSglichen Gestaltungsformen aufzusuchen und direct 
dureh Figuren anschaulich darzustellen. Wir legen den allgemeinen 
Satz zu Grunde: Wenn in einem bestimmten Beispiel unserer Figuren 
geometrische Operationen m6glich sind, so sind sie auch in allen den 
~iguren miiglich, die morphologisch yon diesem Beispiel nicht verschieden 
sind. Hierbei betrachten wir solche Fundamentalbereiehe als morpho- 
logisch gleichwerthig, die sich in einfacher Weise dureh eon~inuirliche 
Veriinderung der Begrenzung in einander tiberffihren lassen~ ohne dass 
man nSthig hat durch irgendwie singul~.re Bereiche hindurchzugehen. 
Die begrenzenden Kreisperipherieen solcher gleiehwerthigen Figaren 
sollen insbesondere die einfache Gesammtkugel in derselben Weise und 
in derselben hnordnung in einzelne Gebiete zerlegen. - -  Aus der so 
durchgefiihrten Betraehtung wird dann hervorgehen, dass dieselbe yon 
seIbst alle _Ftille eines beliebigen~ nur an die obige ~edingung gebundenen 
Werthetripels ~t, g, v ersch6pft. 

Wir wissen, zu jedem Kern gehSren 16 versehiedene reducirte 
Bereiche, die sieh zu 4 Grundviereeken und je 3 Aussenvierecken zu 
einem jeden derselben gruppiren. Insbesondere wollen wit, wie wir 
berei~s pag. 240 sagten, jedesmal gerade dasjenige Aussenviereck zu 
seinem Grundviereck hinzunehmen, welches tier Verdoppelung der betr. 
Eeke entspreehend ist. Indem ganz allgemein gesprochen bei dieser 
Verabredung jedes Grundviereck (oder wenigstens die ihm entsprechen- 
den Kreisbogen) der versehiedenen Verdoppelung der Ecke gem~iss drei- 
mal auf~ritt, erhalten wir solcherweise aueh alle 12 versehiedenen Aussen- 
viereeke. Zugleich kSnnen wir ohne Besehriinkung der Allgemeinhei~ 
die reellen Theile der GrSssen Z, ~t~ v stets positiv annehmen. 
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Wir denken uns der Einfachheit der Zeichnungen wegen den ge- 
meinsamen Schnit[punkt der Axen zumeist sogleich ins Unendliche trans- 
formirk W~hlen wir dann als Eckpunkte der Fundamentalbereiche 
zun~chst die drei im Endlichen gelegenen Fixpunkte a I b I c 1 der Funds- 
mentalsubstitutionen aus. Der vierte Eckpunkt, z B. c2', wird noch ganz 
beliebig in tier Ebene liegen k5unen, der Thatsache entsprechend, 
dass durch Angabe tier inneren Axen in unserem Falle noch keineswegs 
(auch nieh~ bis auf Vielfache vol]er Umdrehungen) die drei Fundamental- 
substitutionen eindeutig bestimmt sind, sondern noch eine zweifaeh un- 
endliche MSglichkeit often bleibt. Durch die Punkte a~ b~ c I c 2' wird jedoeh 
eine bestimmte Auswahl der Fundamentalsubstitutionen festgelegt sein. 
Wit  verbinden nun die Punkte a 1 und b I mit cj und c~' geradlinig und be- 
kommen so einen viersei~igen geschlossenen Linienzug. Wie werden wir 
an ihm den zugehbrigen Fundamentalbereich erkennen ? Wit  iiberlegen 
uns zun~chst, welche verschiedenen Formen dieses Linienviereek tiberhaupt 
darstellen kann. Es ist leicht zu erkennen, indem wir den Punkt c 2' 
beliebig in der Ebene wandern lassen, dass es morphologisch, mit 
Riieksicht auf die Bezeichnung der Eckpunkte, nut die vier verschie- 
denen Typen geben kann, wie sie Fig. 85 a ~ d  darstellen, deren 

b. 

:Fig. 85 a ,  b ,  c ,  d. 

charak~eristische Unterschiede yon selbs~ einleuch~en. (Gieb~ es doch 
morphologisch liberhaupt nut eine Lage yon vier Geraden der Ebene.) 
Allerdings kSnnte man, wenn man will, die Fig. 85d noch in zwei zer- 
legen, je nachdem die sich nicht kreuzenden Linien ale1 und b 1 c 2' fiber 
die Punkte cl, c2' hinaus oder fiber die Punk~e al, bl hinaus verl~ngert 
sich in einem Punkte schneiden. Doch fiihren dieselben im Folgenden 
zu keinen wesentlich verschiedenen Formen, sodass wit dieselben zu- 
sammen behandeln wollen. In den Figuren 85a ,  b, e umgrenzen 
die Linienztige sogleich braucbbare Fundamentalbereiche. Wir wollen 
ferner bemerken, class die Typen Fig. 85 a, b auch Beispiele fiir reelle 
Werthe der ~,, #, ~, d. h. symmetrische Normalvierecke zulassen. Wir 
ki~nnen die Figuren daher auch filr comp]exe ,t, ~, ~, als erledigt an- 
sehen, indem alle geometrischen Processe, die an ihnen zur Construction 
der tibrigen zu dem Kern gehbrenden reducirten Bereiche, sowie aller 
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verwandten Bereiehe vorzunehmen sind, genau in derselben Weise 
auszuf~ihren m~glich sind, wie in den entspreehenden Beispielen 
reeller 2, F, v. Ueber den Fall 85d werden wit sogleich noch N~heres 
bemerken. .Es zeigt sich, dass bier alle reducirten .F~lle aufgezghlt 
sind, fur welche 2 0 -}- ~o -}- Vo = 1 ist.*) 

Wit werden jetzt wfinschen ein algebraisches Kriterium zu be- 
sitzen, vermSge dessen wit sofort bei gegebenen Exponenten Zo, ~o, % 
mi~ der Bedingung ~t o ~ F0 ~ Vo ~ 1 zu entseheiden vermSgen, ob zu ihm 
tier Typus der Figuren 85 a,b oder der Typus der Figuren 85c, d geh~rt. 
Nun ergiebt sieh sofort als unterseheidendes Merkmal, dass die Punkte 
cl c2' im ersten Falle auf verschiedenen Seiten der geraden Verbindungs- 
linie albl, im letzten Falle dagegen auf derselben Seite liegen. Hieraus 
gewinnen wit ]eieht die gesuchte algebraische Relation. Es seiea 
ala2 und b 1 als die Punkte 0, ~ ,  1 der complexen s-Ebene gew~ihlt. 
Dann ist gem~ss der Formeln auf pag. 194 

c 1 ~ D V(ata2c I bl) ~ e-~'~ + e~(~-~') 
e i ~  ~ ~t_ e ~ ~ (~--~} 

und 
e ~ -t- e ~n 0~-') 

e 2 '  ~ C I e 2 i ~ 2  e-inznt, eln~u--v)~ 
oder under Benutzung der Bedingung, dass hier 2 o + # 0 + v o ~  1 ist, 

1 - -  e 2 i~t /z  

Cl ~ 1 - -  r  

, 1 - -  e - -  2 t ~ / ~  
C2 = 1 ~ ~2i: ' t*'  

Der Abstand der Punkte c I u n d  c 2" yon der Verbindungslinie a lb  l 
wird nun mit Riicksicht auf die Vorzeiehen durch den imaginiiren Theil 
der obigen Ausdrficke gegeben. Wenden wir die Weierstrass'sche Beo 
zeiehnung des reellen Theiles einer eomplexen Function mit dem 
Buchstaben ~ an, so erhalten wir hiernach das einfache Resulta~, 
welches yon der speciellen Werthevertheilung in der s-Ebene vSllig 
unabhiingig ist: 

Je nachdem der Quotient ~(ie,) ~(ic,,)' wenn wir f'~r c t and c 2 die ge- 

fundenen Ausdriicke eingesetzt haben, negativ oder ,positiv ist, liegt 
entsprechend der symmetrische Fall der Figuren 85 a, b oder der un- 
symmetrische Fall  der lPiguren 85 c~ d vor. Wir haben hier die Bezeich- 
nung ,,Symmetrie" in morphologischem Sinne gebraueht. Der Ueber- 
gangsfall, dass jener Quotient gleich 0 oder oo ist, kann beliebig dem 
symmetrischen oder unsymmetrischen Falle zugerechnet werden, und 
ist geometrisch dadureh ausgezeiehnet, dass c 2' auf der Verbindungs- 
linie a I b I selbst liegt. 

*) v .  p a g .  2 5 6  d i e s e r  A r b e i k  
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Gehen wir nun zu den iibrigen Formen der redueirten Fundamental- 
bereiche fiber. Der nieht schrafftrte Theil der Ebene in Fig. 85 c s~ellt 
uns direct das gewfinschte Aussenviereek zu d~em Grundviereck daL 
Doch wie steht es mit dem TylouS der Figur 85d? Auch hier kSnnen 
wit sofort das entsprechende Aussenviereck angeben. In der Figur ist 
der bezeiehnete Winkel e I grSsser ale der Winkel c2' , das hussen- 
viereek wird daher dureh die nebenstehende 
Figur 86 gegeben. Wie aber verhiilt es sieh 
mit dem zugehSrigen Grundviereck? 

Wit wollen kurz anfiihren, in welehem 
Sinne auch dieses direct dureh den Linienzug 
der Figur 85d gegeben wird. Wir haben ei'n- 
fac~ das schraffirte 1)reieek der ~'igur 85 d a/s 
negativ , das nicht schraffirte Dreieck als positiv 
auf~ufassen. Wlr haben hier ein Beispiel 

:Fig. 86. 

einer Erweiterung des 
Begriffes eines Fundamentalbereiehes, der in mancher Beziehung yon 
Nutzen sein kann.*) (Es ist insbesondere in~eressant, 'die zugehSrige 
Zersehneidung der Ebene des Argumentes sich klar zu machen. Dor~ 
werden die Sehnit~e sich fiberkreuzen, und es ist ein bes~immter Theil 
der Ebene'als dreifaeh fiberdeckt anzusehen, gleichsam ale w~re eine 
FaRe oder eine Tasche in der Ebene vorhanden.) Den Beweis der 
Brauchbarkeit dieses Bereiches fiihren wit, indem wir einfach den 
negativen Theil dutch einmalige oder mehrmalige Anwendung der 
Substitution A -1 nach dem Prineip der erlaubten Ab~nderung auf den 

v; 

ek... e, R e ~  

b 

b, ,~, b, 
a b 

Fig. 87 a, b. 

posi~iven Theil ab~ragen~ wie die Figur 87a es angieb~.**) Man komm~ 
dann schliesslich zu einem aus drei getrennten Stricken bestehenden, 

*) Vgl. pag. 240 dieser Arbeit, sowie Poinear~p Acta Mathematiea Bd. I, 
1882, pag. 18. 

~*) Dutch die erste Anwendung der Substitution A -1 geht das Dreieck c2"bt R 
in das Dreieek cib2'-~" fiber, es wird also noeh ein Theil des uegativen Bereiches 
in Gestalt des Dreiecks PQb~" fiber den positiven Theft hinausragen. Dutch die 
zweite tnwendung derselben Substitution wit& dieses Dreieok PQb~' dann in das 
Dreieek P'Q'b '  transformir~ und so fort. 
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vSllig positiven ~quivalenten Bereieh, den man leicht mit Hfilfe der 
Substitution A selbst in den zusammenhllngenden Bereieh der Figur 87 b 
fiberffihrt. Doeh wol]en wit den Uebergang zu der Figur 87b noch 
in ether einfaeheren, fibersichtlieheren Weise vornehmen. 

Wit stel]en, anknfipfend an die Figur 85 d, eine einfache elementar- 
geometrische Betrachtung an, um die Pank~e b~' und a 2" zu ~nden. 
Dureh die Punkte alblc 1 denken wir uns den Kreis beschrieben uncl 
dann diejenige Substitution ausgefiihrt, welche als Fixpunkte die Punkte 
a I und ~ hat und den Punkt c o in den Punkt c 1 iiberfiihr~. Dutch 

dieselbe geht der Punkt 5 t in einen neuen 
~; Punkt b o fiber, der auf der Streeke b I cj ge- 

' c . ~ _ . . . . . . . ~  legen sein muss, da Winkel at cb I gleieh 
. ."" - . . . . . .  "::i I Winkel alcob 1 ist, Indem nun dutch die 

" '" '  Substitution A -I  der Punkt c 2' in den Punkt c, 
" , tibergehen soll, so wird der Punkt b 2' hier- 

, . bet auf aib o liegen. Das Viereck a~b 2 c~b~ 
is~ dann dem aus einem posi~iven und einem 

~, nega~iven Stticke bestehenden urspriingliehen 
�9 ,, Bereiehe atctb,c~ .' ~quivalent; dasselbe wird fiir 

"". sieh gezeichne~ dutch die Figur 87 b gegeben. 
Ffihrt man die analoge Betrachtung ftir Fig. 88. 

die Verdoppelung des Punktes a 1 mi~ 'der 
Substitutiou B aus, so erkenn~ man, die dritte Form des Grandviereeks 
wird stets wieder den Typus der Figur 85d aufweisen, hueh gilt dieses 
Verh~ltniss umgekehrt. Wit haben daher den Satz: J-edes Grundviereck 
der Form Figur 85d kann dutch ein iiquivalentes Viereck der _Form 
Figur 85c ersetzt werden. Jedes Grundviereck der Form Figur 85c hat 
als ii~uivalente Yierecke bet der Verdoppelung der anderen .Ecken zwei 
Vierecke der Form Figur 85d. 

Nun sind wir am Ziele, insofern wir (iberblieken, dass man in 
jedem Falle ein brauchbares Normalviereck, sowohl fiir das Grund- 
viereek, wie flit die Aussenviereeke erh~ilt~ und somit sind wir mi~ 
der Construction aller reducirten Bereieh% deren Eeken s~mmflieh im 
Endliehen gelegen sind, zu Ende gekommen. ~s sind dies die sgmmt- 
lichen Ftille A o + ~o + Vo ~ 1 bezw. 3. 

Wir wenden uns nun wetter zu den Bereiehen~ ffir die eine oder 
zwei der Eeken in dem unendlich fernen Punkte der Ebene liegen 
(werden uns abet durehaus auf rein positive Bereiehe besehriinken, so 
interessan~ es is~, gerade Bereiehe mit r ~egativem Gebiete zu 
betraehten). Die neaen Bereiche werden uns fiir den einzelnen Kern 
noch die iibrigen drei Grundvierecke und ihre hussenviereeke l iefem 
miissen. Und zwar wollen wit die F:,ille der Figuren 85 c, d einfach 
durch die beziiglichen Figuren erledigen; es ste]lt sich heraus, dass (bet 
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der gew~ihlten Verdoppelung der Ecken) genau wie im Falle reeller 
Z,/4 v entweder die Ecken c I undc,," oder aber die Ecken a I und b 1 im 
Unendlichen liegen. Bezeichnen wir die Exponeaten des Grundvierecks, 
dessen Ecken siimmtlich im Endlichen liegen, mit ~to,/%, vo, so werden 
die fibrigen drei Grundvierecke nach der Tabelle pag. 219 durch die 
Exponenten : 

1) Zo, 1 - - ~ o ,  I - -  ~,o, 
2) 1 - -  2o, t~o, 1 - -  Vo, 

3) l ~ t  o, 1 - - ~ o ,  ~o 
gegeben sein, zu denen dann die entspreehenden Aussenviereeke hinzu- 
kommen. 

Fiir  den Fal l  der _Figur 85 c stellt Figur 89 a, b das Grundviereek3 
mit seiaem Aussenviereck, Figur 89 e und eine ihr entsprechende Figur 

i .  

a, 

FiR. 89 a, b, c. 

das Aussenviereek zu dem Grundviereek 2 resp. 1 dar. Die Gruad- 
vierecke 1 und 2 selbst werden bei der angenommenen Verdoppelung 
der Ecken nicht durch positive Bereiche darstellbar sein. 

2'i~r den Fal l  der 2'igur 85 d stellen Figur 90 a, b in den  schraf- 
firten Theilen der Ebene die Grundvierecke 1 und 2 und in den 

FiR. 90 &, b, c. 

nicht schraffirten Thei]en die zugehSrigen Aussenvierecke dar; Figur90c 
dagegen das Aussenviereck zu dem Grundviereck 3, w~ihrend letzteres 
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selbst wiederum bei der angenommenen u der Ecken niehs 
positiv darstellbar isk 

Das ers~e Resul~a~ dieser Be~raehtung is~ daher: .Das A~see-  
viereck ist stets als brauchbarer Normalbereich darstellbar. Nun aber 
wissen wir, da~s z. B. der Fall der Figur 85d bei Verdoppelung der 
Eeke 51 zum Typus Figur 85e und bei Verdoppelung tier Ecke a a 
wieder zum Typus Figur 85d fiihrt. Diese neue Auswahl der Ver- 
doppelungen liefert aber entspreehend die Grundvierecke 2 resp. 3 und 2. 
(Analoges gilt, wenn man veto Falle der Figur 85d ausgehL) Demnach 
ist unser zweites Resultat: Bei geeigneter Wahl der Verdoppelung der.Ecken 
ist auch das Grundviereck stets als brauchbarer ~Vormalbereich darstellbar. 

Beide S~tze fassen wit zusammen in den Satz: 
Zu jedem Kern k6nnen wit die 16 reducirten .Bereiche stets dutch 

I%rmalvierecke darstellen, und ~war durch ausschliesslich positive ~ormal- 
v.ierecke. 

w 25. 
Die Fundamentalbereioho i~r die Bodingung 4- ~ 4- ~ + v -~- 2n n u 1; 

Constraction der 6esammtheit aller verwandten Bereiche. 

Nun gehen wir an die AusfiiT~rung des zweiten Sehrittes, yon 
diesen redueirten Vierecken aus zu den sich auf ihnen aufbauenden 
verwandten Bereichen aufzusteigen. Wit erinnern uns hierbei der all- 
gemeinen Angaben, die wir auf pag. 241 gegeben haben. Die zu 
einem reducirten Vierecke mit den Exponenten ;to, go, Vo zugehiirigen 
Bereiche der Verwandtschaft werden durch die Exponenten ~t o -]-:P, 
~t o -~- Q, v o + / ~  dargesiellt, woselbsf zP, Q,/~ ganze positive Zahlen 
bedeuten, derel~ Samme P-~- Q--[-R ~ 2S gerade ist. Wir fleehten 
zun~iehst eine arithmetische Betrachtung ein, die ganz den hnsi~tzen 
auf pa~. 210 entsprechend ist. Wir setzen 

2=B+C, 
Q=C+A, 
t r  

A = Q A - t t - P = s _ I ~  
2 

.B-~2r + ~ - 0  ~ S - -  Q, 
2 

C = P +--Q-/~ = S--/~, 
2. 

Dann ist: 

d.h.  A, B, C sind selbst wieder ganze Zahlen. Es sei wieder 
P > Q > R" angenommen. Dann unterscheiden wir die Fis 

1) P =< Q A-/~, 
2) 1)> Q + • .  
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1) Im e~'sten _Falle sind die GrSssen A, B,  C positiv oder gleieh 0; 
wit werden daher zu dem allgemeinen Bereiche yon dem Viereck ~o, ~o, Vo 
aus aufsteigen, indem wir einmal an je 2 entsprechenden Seiten eine 
bestimmte Anzahl yon Kalotten (oder Halbebenen) in bekannter Weise 
lateral anh~ingen, - -  dieser Process begegnet aber niema]s einer 
Schwierigkeit, da ja keine der Seiten im reducirten Bereiche sich fiber- 
schl~g~ --  und indem wir zweitens an einen Verzweigungsschnitt, der 
die beiden einfachen Ecken verbindet, gleichfalls eine bestimmte Anzahl 
Vollebenen anh~ngen. Ob dies letztere stets mSglich ist, bleibt zu 
prfifenl die zu erf~illende Bedingung verlangt ]a,  dass der genafinte 
Verzweigungsschnitt vSllig auf der Fl~che des Viereeks verl~uf~ und 
sich nicht selbs~ fiberkreuz~, wenn man ihn auf die einfache Kugel 
fibertr~igt (mit anderen Worten, dass derselbe die Fl~iehe in nicht 
mehr als zwei Stticke zerlegt und die Vollkugel, die anzuh~ngen ist, 
nur einschneidet). Sehen wir nun daraufhin unsere Figuren einmal 
dutch. Ffir die Grundvierecke ist es unmittelbar klar, dass der Aus- 
fiihrung des geometrischen Processes nichts im Wege steht, da es ja 
gentigt, ffir einen der ~iquivalenten Bereiche es nachzuweisen. Was 
jedoch die Aussenvierecke anbetriff~, so verlangen die F~lle der 
Figuren 89b und 90c eine besondere Behandlung.*) Im ersten Bei- 
spiele gehen wit yon den beiden Zweiecken aus, die den nicht schraf- 
firten Theil der Ebene der Fig. 89a bilden; in diesem h~ingen wir 
lhngs eines ganz auf ibm verlaufenden Schni~es yon at fiber den 
Unendlichkeitspunkt nach b~ eine Vollebene an und erhalten so das- 
jenige u welches der Vermehrung der Exponenten 4 o und ~o 
je um die Einheit entspricht. Dasselbe wird dutch Figur 91 dargesMlt. 

~  

:F ig .  92. 

Wtirden wir dagegea in Figur 89 b l~ngs eines Verzweigungsschnittes yon 
a I nach b t eine VoIlebene angeh~ngt haben~ so wfirde unser Bereieh in 
2 Zweieeke zerfallen sein. Diese geometrischen Verh~iltnisse ent- 

*) Wenn man will, kann man dieselben am einfachston erledigen, indem man 
sich fiberzeugt, class die entsprecbenden Aus'senviorecke. die zu jedem tier beiden 
Figuren bei anderer Verdoppelung der Ecken geh~ren, die genannten Processo 
gestatten, was dann gen~gt. 
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sprechen durchaus den analogen Vorg~ngen in den symmetrischen 
F~llen der Figuren 85 a, b.*) In dem zweiten Beispiel Fig. 90c 
endlich finder ganz das Analoge start; wir gehen wieder yon 2 Zwei- 

ecken (Fig. 92) aus und h~ngen 
l'~ngs eines Schnittes yon ~t t 
naeh b 1 eine Vollebene an. Urn 
den Bereieh der beiden Zwei- 
ecke mSglichst klar hervor- 
treten zu lassen, ist derselbe 
in einer Grenzlage gezeichnet, 
in der die Punkte c I u n d  c 2" 
noch nicht vSllig zusammen- 

ri~. 9s. gefallen sind. Das sehliessliche 
Viereck stellt Figur 93 dar. 

2) Ist P dagegen zweitens > Q --~ ~ ,  so setzen wit dasselbe gleich 
Q ~ ~ ~ 2m und erhalten als Exponenten des erweiterten Bereiches : 

4 + Q + / ~ + 2 m ,  
go+ Q, 
Voq-R. 

Was zun~ichst wieder die Grundviereeke anbetrifft, so werden wit yon 
den drei mSglichen Gestalten eines jeden derselben gerade diejenige 
Verdoppelung der Fixpunkte bevorzugen, die dem Exponentea ~o ent- 
spricht. Dann haben wir nur zu zeigen, dass wir ein Viereck far die 
Expoaenten /t o + 2m, go, Vo zeichnen kSnnen. Denn dem weiteren 
Schritte, der Vermehrung je zweier Exponenten um Q resp. /~, ent- 
spricht geometrisch wieder die laterale Anh~ngung yon Kugelkalotten 
an entsprechende Seitenpaare, die keine Schwierigkeit bietet. Blieken 
wit nun wieder auf unsere Figuren zurttck. Die Ausffihrbarkeit des 
erstea Schrittes werden wir jedenfalls nachgewiesen haben, soba[d wir 

~'ig. 94. 

Vollebene l~ngs eines 
Process wieder durch 
Sehnittes c I c~' in dem 

zeigen, dass wir stets 1Kngs eines Verzwei- 
gungsschnittes, der die verdoppelten Ecken 
verbindet, eine Vollebene anhKugen kSnnen ev., 
falls kein (positives) Viereck fiir die betreffende 
Verdoppelung existirt, immer doch das Viereck 
Ao--~-2 , !~o, v o construiren kiSnaen. Figur 85d  
f~ihrt uns so zu Figur 94. In Figur 89a  
ersetzen wir den in der Anhiingung der 
Schnittes cl c2" bestehenden geometrisehen 

die AnhKngung einer Vollebene l~ings eines 
durch die beiden Zweiecke ausserhalb des 

*) v. pag. 247, sowie pag. 220 dieser Arbeit. 
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sehraffirbn Theiles der Figur 89b gebildeten Bereiche. Es bleibt noeh 
das entsprechende erweiterte Grundviereek fiir die Figaren der Aussen- 
vierecke 89c und 90c zu zeiehnen. Dieselben siud darch die folgenden 
Figuren 95 und 96 gegeben. 

:Fig. 95. 

:~ig. 96, 

Was nun die Aussenvierecke anbetrifft ~ so wollen wir daran denken, 
dass wit zu jedem Grundviereck, mag dieses selbst ftir jede Ver- 
doppelung gezeichne~ werden kSnnen oder nicht, stets drei verschiedene 
Aussenvierecke construirt haben, die sich dariu unterscheiden, dass 
allemal einer yon den drei Exponenbn ~, ~, v in seinem reellen Theile 
grSsser als I ist. Sollen wit nun ein Viereck fib die Exponenten 
~'o ~ - 2 m ,  /~o, vo zeichnen, so k5nnen wir offenbar den reellen Theil 
yon A o grSsser als 1 annehmen, ohne die Allgemeinhe~t zu beschr~nken. 
Denn angenommen nicht )10, sondern etwa /~0 w~ire in dem reellen 
Theile > 1, so stellen wir uns zun~chst das Viereck ~o'~-1, 9o - -  1, v o 
her, indem dann sicher der reelle Theil des ersten Exponenten > 1 
ist, gehen yon ihm aus zum Viereck A o Jr- 1 + 2(m--1) ,  /~o -- 1, v o 
tiber, und hiingen dann nut noch l~ings der Seiten aib 1 und ae'b I je  eine 
Ealotte (lateral) an, und erhalten so das Viereck ~o-~-2m, I~o, v o. Dieser 
Bemerkung gem~ss haben wit also nut fiir alle yon uns bezeichneten 
Formen der Aussenvierecke zu zeigen, dass wir sbts lings eiaes Ver- 
zweigungsschnittes c I c 2' u anhingen kSnnen. Dies abet 
lassen alle unsere Figuren unmittelbar erkennen. 

Wit sind somit zu dem allgemeinen l~esultat gelangt, dessen ~ichtig- 
keit in aller Strenge nachgewiesen ist: 

Man kann fi~r jedes beliebige nicht ganzzahlige WerthetriTel i ,  ~, v, 
das an die Bedingu~g 4- Z 4-  ~ 4-  v ~- 2 n + I gebunden ist , stets einen 
zugeh~rigen Fundamentalbereich in Gestalt eines ~ormalvierecks con- 
struiren ; letzteres kSnnen wir  stets dutch geeignete Transformation in ein 
geradliniges Viereck verwandeln. 

Zugleich haben wit die Mittel gegeben, diesen Bereich in jedem 
Falle geometrisch wirklich zu zeichnen. Ich brauche wohl kaam hinzu- 
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zuffigen, dass nattirllch der einzelne Bereieh~ wie wit hereits pag. 242 
sahen, zwar nicht geometrisch, wohl abet in seiner functionentheore- 
~ischen Bedeutung eindeutig bestimmt ist. 

We]lea wir sehliesslich wieder einfache Kriterien aufstellen, umt 
sogleich zu wissen, welche Ecken bei Einfiihrung geradliniger Be- 
grenzung jedesmal im Unendlicheu liegen~ so gehen wir die vors~ehea- 
den Betrachtungen" noch einma] dureh und werdea dana ]eicht die 
Richtigkeit der folgenden StiCze erkennen, die wir als eiue Verall- 
gemeinerung der entsprechenden Dreieckssi~tze anzusehen haben. 

Ist ~ + ~ + v ~ 2n + 1 (Bedingung A),  so ~iegen aUe .gc]ceu des 
..Bereiehes im .Fmdlichen. 

Ist ~. + y. - -  v ~ 2 n + 1 (Bedingung B)~ so ~iegt die .Ecke e t un~,  
wen~ cj die verdoppdte Ecke ist, auch c~' im Unendlichen. 

Ist  ~ - -  ~ --  v ~ 2n + 1 (~Bedingung C), so liegen die stets nicht  
verdo~v~e~ten Ecl~en b~ und c~ im U~endlichen. 

l~attirlich gestatten die letzten Bedingungen wieder die cyklische 
Verlauschung der Buchstaben. Wir bemerken endlich, dass zwei de r  
genannten Bedingungen natiirlich nieht gleichzeitig gelten kSnnen, ohne  
dass in den reellen Theilen ganzzahlige Exponenten auftreten~ e in  
Vorkommniss, welches wit jetzt noch nEher untersuchen wollen. 

w 26. 
Die Fundamontalbereiche unter der Bedingung ! ~ -4- ~ ! v ~ 2n + 1 

fiir einen ganzzahligen Worth eines der Exponenten. 

Wie finden wir nun schliesslich die Fundamentalbereiche fiir den  
Fall~ dass einer tier J~xponenten~ etwa 2~ bei tier .Bedingung 

+ l + # ! v ~ 2 n  + 1 
ganzzahlig ist ? 

Von vornherein wissen w i t  wieder, class entweder der Kern c, 1,  
oder der Kern c, 2 auf pag. 204 zur Anwendung kommen muss. E s  
werden sich dann durchaus die Yerhtiltnisse in allgemeiner Gestal t  
retorodueiren , die wit pag. 225 fiir die Dreiecke rail einem ganzzahligen 
Exponenbn kennen gelern~ haben. Vet allem wird das Wesen~liche 
jener Betrachtung sich hier wiederholen, class die Gesammiheit tier 
reducirten FundamenCalbereiche, wie sie die Tabelle pag. 219 darsCell~, 
sich auf zwei verschiedene Gruppen verwandter Bereiche vertheilen, die  
sich beziehungsweise auf den eben genannten beiden gernen aufbauen.  

Gehen wir zuntichst von dem .Kern c, 1 aus; es seien die Punkte b 1 
u n d c  2 als Fixpunkte der zu einander inversen Fundamentalsubstitu- 
tionen-B und [" irgendwie auf der Kugel gegeben. Man wird d a n a  
den Punk~ a I beliebig hinzunehmen und yon ibm aus den Punkt a 2" 
construiren kSnnen. Is~ dann durch die Punkte b I c 1 und at resp. a 2" 
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je ein Kreisbogen gelegt, so erhalten.wir die Figur 97. Dieselbe liefert 
uns stets sogleich zwei reducirte Fundamentalbereiche; yon ihnen ist 
tier eine durch Schraffirung hervorgehoben~ der andere wird yon dem 

f 
t. 

a,  

Fig.  97. 

Fig.  98. 

ausserhalb gelegenen Theile der Kugel gebildet. Die Exponenten des 
schraffirten Vierecks seien (in R~icksicht auf den entsprechenden 
Dreiecksfall pag. 226) mit l ,  ~%, 1 - - v  o bezeichnet, woselbst wieder" 
0 < ~ o  <: 1~ O < v  o <  I und ~ o + V o =  1 ist. Das zweite reducirte 
Viereck hat dann die Exponenten l ,  1 - - 8 o ,  1 - - ~ o  ~ Die F]gur 98 
mSge ferner noch den dritten hierher gehSrigea reducirten Bereich 
darstellen, dessen Exponenten 2, ~o, 1 -  f~o slnd (dieselbe entsprich~ 
der Fig. 61a der pag. 226). 

Dem entgegen stellen wir nun die reducirten ~ereiche des zweiten 
Kernes c, 2. Der Fundamentalbereich ffir clio Exponenten 0, #0z, VoZ 
mit der Bedingung~ o + v o = 1 wird dutch die Figur 99a gegeben, 

b. b c 

Fig.  99 a, b, e. 

deren directe Construction, wie man sofort sieht, im einzelnen Falle 
nich~ die geringste Schwierigkeit bietet. (Die Zuordnung der Seiten 
bin iund b~a 2" und analog der Se]ten cla 2" und cta j. in der Figur 99a 
ist in der Weise bestimmt zu denken, dass ausser den Endpunkten die 
gegenseitigen Sehnittpunkte beider Seitenpaare resp. ihrer Verl~ngerungen 
einander en~sprechen.) 

Es ist nun nichts leichter als die vier redueirten Bereiche dieser 
Verwandtschaft zu construiren. Einmal kann man dem Bereich der 

Mathematische Annalen. XLI~' .  17 
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Figur 99a 'durch andere Verdop~elung der Ecken noch zwei weitere 
~quivalente Bereiche gegenfiberstellen~ deren einer z. B. durch Fig. 99b 
gegeben wird. Der Aussenbereich der letzten Figur stellt dann (Fig. 59 b 
entsprechend) den unmittelbar brauchbaren Fundamentalbereich |'iir die 
Exponenten 1, 1 -  ~o~ 1 ~-~o, vor, w~hrend z. B. der Fundamental- 
bereich fiir die Exponenten 0, 1~-{-~o~ ~0 (der Figur 59a entsprechend) 
durch Fig. 99 c gegeben wird. 

Wie nun auf den reducirten Dreiecken der pag. 225 u. 226 sich die 
Gesammtheit der jedesmal mi~ ihnen verwandten Bereiche aufbaut, genau 
in derselben Weise ~st es auch hier der Fall, d,  ja die Figuren yon 
den durch Spiegelung an der entsprechenden Seite zu Fundamental- 
bereichen ergiinzten Dreiecken morI)hologisch nieht verschieden sind. 
Wit  werden daher nicht nS~hig haben, n~her auf die Theorie der  
Yerwandtschaft einzugehen. Eine einfache Ueberlegung zeigt sofor[;, 
dass auch" die ffir die sph~rischen Dreiecke pag. 226 aufgestellten Siitzo 
sich unmi~elbar auf unsere aHgemeinen Fundamentalbereiche fibertragen 
lassen. Ist n~mlieh flit die complexen Exponenten it~ ~, v eines Funda- 
mentalbereicheg'eine der Bedingungen ~- it ~- t~ ~__ v ~ 2n -~ 1 erffillt;, 
so besteht die entsprechende Bedingung auch flit die morphologisch 
gleichen symmetrischen Fundame.ntalbereiche, deren Exponenten durch 
die reellen Theile der GrSssen ~, ~, v gegeben sind. Es gilt sonach 
zuniizhst der Satz: 

,Der Kern c, 1 liegt dem zu construirenden 2'undamentalbereid~e 
zu Grunde, wenn ~ -- ~ ~_ v ~ 2n -~- 1 (flit  ~ > v) ist, andernfall8 
komn~t der Kern c, 2 zur Anwendung. 

Was endlich die Bedingungen anbetrifft, welche Ecken bet Eia-  
fiihrung geradliniger Begrenzung 5as Unendliche fallen, so ist h ier  
wieder zu beriicksichtigen, dass die verdoppelten Ecken naturgem~iss 
entweder beide im Endlichen oder beide im Unendlichen liegen. Die 
ffir alle geradlinigen Bereiche mit einem ganzzahligen Exponenten ~l., 
geltenden 8i~tze s[nd dann die folgenden: 

Fi~r die geradlinig begrenzten t~undamentalbereiche des Kernes c, 2 gilt:  
Die dem E~40onenten it entsprechende Eeke liegt stets im Un-  

endlichen." 
Ist X ~ ~ -]- v == 2n -[- 1 (Bedingung A), so liegen die fibrigen 

Eeken s~mmflich im Endlichen. [Es  gilt dann stets auch ~ , - - ~ 1  
~ 2 n ~  1 (Bedingung B).] 

Is t 'dagegen ~ v - -  Z ~ 2 n - { - 1  resp. v - - ~ - - ~ 2 n - ~ - l )  
(Bedi~gung C), so liegt auch die dem Exponenten v (resp. ~) ent;- 
sprechende Ecke im Unendlichen. [Es gilt dann wieder ste~ auch  
i t - { - ~ - - v ~ 2 n - ~ l  fiir ~ v  resp. i t ~ v - - ~ 2 n ~ l  ftir v > ~  
Bedingung 'B).] 
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Fiir die geradlinig begrenzten Fundamentalbereiche des Kernes c, 1 gilt: 
Die dem Exponenten A entsprechende Ecke liegt stets im Endlichen. 
Ist nun ~t -- ~ -- v ~ 2n -4- 1 (Bedingung C), so werden die den 

Exponenten y und v entsprechenden Ecken entweder alle im End- 
lichen oder alle im Unendlichen liegen, je nachdem man den einen 
oder anderen Schnittpunkt der begrenzenden Kreisperipherieen ins Un- 
endliche transformiren will. [In diesem Falle ist auch ~t-~-~-~-v 
= 2n ~ 1 (Bedingung A).J 

Ist dagegen X ~ ~ -~- v ~ 2n ~ 1 fiir /~ > v (Bedingung B), so 
liegt entweder die dem Exponenten ~ oder die dem Exponenten v e n t -  
sprechende Ecke im Unendlichen; man hat 
wiederum in der Hand, welches yon beiden 
man eintreten lassen will. 

Es set gestattet, in diesem Paragraphen 
sogleich noch einige Worte den Grenz- 
bereichen zu widmen, die sich bet der Beo 
dingung ~ ] ~ - 4 - ~ _ _ _ v ~ 2 n ~  1 f{ir 
grosse Werthe tier Exponenten ergeben. Man 

Pig. 10o. 
wird dieselben ebenso wie im Dreiecksfalle 
erhalten, indem man die geometrischen Processe der lateralen und der 
polaren Anhgngung yon Kugelkalotten oder VoIlkugeln yore reducirten 
Bereich ausgehend in unendlicher Wiederholung anwendet. Wir wollen 
es unterlassen, die Bereiche, auf welche man solcherweise kommt, im 
einzelnen n~iher zu behandeln. Um jedoeh wenigstens ein Beispiel 
anzuffihren, set auf den einfachen Fall des Fundamentalbereiches 
Fig. 100 verwiesen, woselbst die unendlich hohen Windungspunkte 
wieder durch Pfefle angedeutet sind. 

Schlussbemerkung.  

Set es uns gestattet am Schlusse dieser Betrachtungen doch auch 
betreffs der functionentheoretischen JBedeutung und Anwendung derseZben 
ein Wort hinzuzuffigen. Ist erst einmal die Darstellung tier Kreisbogen- 
vierecke oder sonstiger allgemeinerer Bereiche, die das Abbild tier s-Ebene 
darstellen, ffir beliebige complexe ~t, ~, v bis zu Ende durchgeftihrt, 
so gilt es nattirlich, diese geometrische Theorie analytisch zu ver- 
werthen, indem man dieselbe geradezu als Ausgangspunkt ftir das 
Studium der s-Function und damit der hypergeometrischen Function 
w~ihlt.*) Insbesondere wird man vorerst den Schnitten, welche in der 
z-Ebene nach den singul~ren Punkten zu ziehen sind (damit man die 
in der s-Ebene construirien Bereiche erh~lt), noch eta Capitel der 

*) K l e i n ,  Ann. ~0, pag. 138 (1892). 
17" 
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weiteren Untersuchung zu widmen haben. Die Vortheile aber~ die eine 
solche geometrische Behandlung unserer transcendenten Function bietet, 
dfirften vor ailem in den folgenden Punkten zu suchen sein. Sagen 
wit zuniichst, dass die conforme Abbildung in ihrer concreten Form 
immer ein erster Schritt zu einer unmittelbaren Einsicht in das Wesen 
der Function, in ihre organische Na~ur, ist. Dies gilt sehon, wenn 
wir, wie jetzt im Fa]le der s-Function, aur die allgemeinen Umrisse 
der Abbildung kennen. Es gilt in erh~htem Maasse, wenn wir noch 
ins Einzelne verfolgen wollen, welche Curven auf den Fundamental- 
bereichen der s-Ebene irgend welchem Curvennetz der x-Ebene ent- 
sprechen, oder umgekehrt. Darfiber hinaus aber seien die Fragen, 
wie oft ein bestimmt isolirter Zweig der Function gewisse Werthe an- 
nimmt, wie viel Nullstellen in einem bestimmten Intervall oder in 
einem bestimmten Gebiete der Ebene des Argumentes liegen,*) sowie 
die Theorie der hSheren (rationalen und algebraischen) Transformation 
der s-Function genannt. Die Methode der Fundamentalbereiche diirfte 
endlieh besonders in Specialf'~llen und Grenzf~llen der Function efnen 
guten Einblick' gew~ihren, der auf rein analytischem Wege nicht in 
gleichem Maasse zu erlangen ist. Specielle Fragen dieser Art sind 
z. B. die, warn sich die ParticularliSsungen in der N~ihe der singul~ren 
Punkte wie ein Logarithmus oder wie eine Exponentialfnnetion ver- 
halten werden. Alle diese Fragen werden sich mit u yon der 
geometrischen Theorie der s-Function aus behandeln lassen. 

Doch auch noch in anderer Bichtung hin dtirften diese geome. 
trischen Untersuchungen bemerkenswerth sein. Wenn wir dieselben 
nochmals/iberschauen, so werden wir den durchaus elementaren Charakter 
derselben nicht verkennen, der insonderheit insofern hervortritt, a]s wit 
mit allgemeinen Ansiitzen nicht durchkommen, sondern die verschie- 
denen F~ille einzeln nach einander construiren mfissen. Jedenfalls 
haben wir in den modernen Bestrebungen, die Differentialgleicbungen 
2. Ordnung geometrisch zu behandeln, zugleich ein vorzfigliches Beispie[ 
zu erblicken, wie die hShere Mathematik insbesondere in der auf 
Riemann's grundlegenden Arbeiten sich aufbauenden functionentheo- 
retischen Anschauung sehr wohl auf die Entwickelung der Elementar- 
mathematik yon Einfluss sein kann. 

G S t t i n g e n ,  Februar 1893. 

*) Klein, Ann. 37 (1890), pag. 573ff. Die dort gegebenen Resultate werden 
sich z. B. leicht auf den Fall der geradlinig begrenzten Dreiecke auf Grund unserer 
Betrachtungen auf pag. 218ff. specialisiren lassen. 


