Zur Theorie der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung.
Von

A. V. Bickrunp in Lund.

Es ist, wie ich glaube, zum ersten Male von Lie in einer Note
in den GOoOtt, Nachrichten fiir 1872, Nr. 25, bemerkt worden, dass
eine partielle Differentialgleichung 1. 0. mit » unabhingigen Variablen
Xy, %oy + -, %, und einer unbekannten Function 2 unter Umstinden
eine vollstindige Losung besitzen kann, die durch zwei oder drei oder
vier ... Gleichungen zwischen 2, z,, ,, - - -, x, und #n willkiirlichen
Constanten auszudriicken ist. Ein Weg 2ur Ermittelung einer solchen
Losung einer derartigen partiellen Differentialgleichung 1. O. wird anch
in der namlichen Note von Lie angegeben, aber eine eingehende
Discussion der betreffenden Differentialgleichungen ist meines Wissens
noch picht unternomnien worden. Und doch ist eine Charakterisirung
jener Gleichungen, wenn nicht aus anderen Griinden, wenigstens des-
halb wichtig, weil sie lehrt, von einer vorgelegten partiellen Differential-
gleichung 1. O. durch Differentiastionen und Kliminationen allein zu
entscheiden, ob sie eine durch zwei oder eine durch drei oder durch
mehrere Gleichungen zwischen z, #,, z,, - - -, #, ausdriickbare Ldsung
besitzt. Zu den folgenden auf eine nihere Charakterisirung der frag-
lichen Differentialgleichungen abzielenden Ueberlegungen bin ich zum
Theil durch meine in diesen Annalen vertffentlichten Untersuchungen
iiber partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung veranlasst wor-
den, wie aus mehreren Stellen im Folgenden erhellen diirfte; jedoch
haben die folgenden Ueberlegungen so wenige Berithrungspunkte mit
jenen Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen hoherer
Ordnung gemein, dass zu ihrem Verstindniss die Kenntniss der letzteren
nicht nothwendig ist.

Freilich werde ich nur die Fille n = 3, n ==4 behandeln, und
ansfithrlich nur diejenigen partiellen Differentialgleichungen 1. O.
zwischen drei Vamablen z,, x,, z, und der unbekannten Fuuction 2
besprechen, die eine durch zwei Gleichungen zwischen #, x,, 2,, #;
ausgedriickte Losung gestatten, aber Alles, was {iir diese Falle ent-
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wickelt wird und auf die Charakterisirung der genannten partiellen
Differentialgleichungen hinausliuft (insbes. § 1., Nr. 7, § 6.), lisst
sich ohne Mihe auf dic Fille » =5, » = 6, etc. ausdehnen.

§ 1.

Ueber die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung des Raumes

von vier Dimensionen, die ein erst durch zwel Gleichungen ausdriick-
bares Integral besitzen.

1. Wenn die Variablen #, %,, z,, 2, als Coordinaten der Punkte
eines Raumes von vier Dimensionen interpretirt werden, so stellt jede
Gleichung zwischen 2z, x,, z,, x; eine Punktmwrannigfaltigkeit von drei
Dimensionen und jedes System von zwei Gleichungen zwischen den-
selben Grossen eine Punktmannigfaltigkeit von zwei Dimensionen in
diesem Raume dar. Betrachten wir irgend eine Punktmannigfaltigkeit
von zwei Dimensionen in diesem Raume, kurzgesagt eine M’ dieses R,:

2= [(xy, %), # =Xy, %),
und bezeichnen wir durch p,, »,, p; derart gewdhlte Parameter einer
Tangentenebene derselben in einem Punkte (2, z,, #,, z;), dass die
Gleichung jener Ebene wird:

(a), {—a=p E—a) + p(E—m) + ps(§,— ),
so finden wir leicht, dass alle die Punkte der M.,°, die dem Punkte
(22, 2y 2,) unendlich benachbart sind, in der Axe eines ganzen Biischels
von Tangentenebenen liegen. Man hat némlich fiir jene Punkte die
Gleichungen:

de —df =0, dx; —de =20,

AF OF 09 09 gohreibt,
3

oder, wenn man p, ¢, p, ¢ resp. statt b’ Bu Gm? b
kurz:

(a) de —p,day, —p,day — pyday, =0

fiir alle diejenigen Werthe von p,, p,, p;, die den beiden Relationen:

) Do=Dp—PP, Py=0—9p

Geniige leisten. Wenn, wie gewShnlich, der Inbegriff derjenigen Punkte
der Ebene (a), die dem Punkte (2z) unendlich benachbart sind, —
und die auch allen Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen (M),
welche die Ebene im Punkte (zz) berithren, gemeinsam sind, — als
Iflichenelement bezeichnet wird, so konnen wir sagen, dass alle einem
Punkte (22) einer B,® unendlich benachbarten Punkte derselben B,°
den Schnitt zweier und somit einfach unendlich vieler Flichenelemente
bilden. Iinen jeden solchen Inbegriff von unendlich nalieliegenden
Punkien einer MY diirfen wir als Element der A% auffassen; die
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verschiedenen Elemente unterscheiden sich durch die Werthe ihrer
Parameter (2, @), 2, ,, 9,4, p, q), in derselben Weise wie die Flichen-
elemente des Raumes durch ihre Parameterwerthe (2, z,, z,, ;. p, P 2,)
sich untersche?lden. Ein jedes Element (2, x,, &,, Ty, p, ¢, 9, q) st
wie eben gezeigt, der Schnill von zwei und somit von einfach unendlich
giclen Elementen (2, 2,, %,, %,, 1y Pss Dy)-

2, Jedem Punkte einer M,% wird hiernach ein ganz bestimmtes
Element (2, 2,, 2y, @;, p, ¢, , ¢') oder, was auf dasselbe hinauskommt,
ein ganz bestimmter Bitschel (1) von Flichenklementen (2,2, 2,2, 0,2, 2,)
zugeordnet. Die Gleichungen (1) vepriisentiven aber, wenu py, p,, p,
als Punktcoordinaten eines Raumes von drei Dimensionen gedeutet
werden, eine Gerade in diesem Raume, den ich jm Folgenden mit B
bezeichnen werde. Demgemiss konnen wir die eben gemachte Be-
merkung auch so ausdriicken: jedem Punkte ciner M, des Raumes B,
wird cine Gerade des Raumes R, zugeordnet. Die Grossen p, q, ¥, ¢
haben wir als Coordinaten dieser Geraden aufzufussen,

Einfach unendlich viele M’ erzeugen tine M,". Unter zweifach
unendlich vielen JM,° giebt es also im Allgemeinen wenigstens eine,
die durch einen beliebig gewiihlten Punkt des R, hindurchgeht. Jedem
Punkte des Rywird daher vermittelst einer zweifach unendlichen Schaar von
M," eine Gerade in Ry zugcordnct. Durch Schaaren won dreifach,
vierfach, finffach unendlich viclen M,* wird jedem belichigen Punkte
des R, cine einfach, zweifach resp. dreifach unendliche Schaar von Ge-
raden in Ry, d. h. eine Linienfliche, cine Congruenz vesp. ein Compler
von Geraden zugeordnet.

3. Die Gleichung in Punkteoordinaten p,, p,, p, derjenigen Linien-
fliche in R,, welche die dreifach unendlich vielen M,°:

@ g=[(x,, &5 4, 0, v), % = @(&y, Z3, 4, 4, v),
(wo 4, w, v variable Parameter bezeichnen)

dem Punkte (2, z,, &,, ;) zuorduen, und die, nach dem Obigen, durch
Elimination von 4, g, v zwischen den Gleichungen (2) und den Glei-
chungen

of af 20

oy _ -
Py = G Py 5y Py = a4, Py oy

(d. i. den Gleichungen (1)) erhalten wird, sei die folgende:

€ r P — (- .

(3) Fz, iy, 0, %5 Prs Do 23) = O

durch sie werden anch, wenn man £, Ty, &,, &, Py, Py, Py als Para-
meter der Flichenelemente iu I, auffasst, alle diejenigen Flichen-
elemente dieses Raumes R, angegeben, die sich an die vorgelegten
dreifach unendlich vielen B4 (2) anschliessen (so dass jedes derselben

oo' (unendlich nahe liegende) Punkte mit einer dieser M,* gemein hat).
20*
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In Folge dessen wird die Gleichung (3) eine solche partielle Dif-
ferentialgleichung 1. O. des Raumes R,, welche die J,° (2) als Inte-
grale besitzt. Eine erste Bedingung fiir eine partielle Differentialgleichung
1. 0. Fz, @), 2, &y, Py, Dy, Ps) = 0, welche eine vollstindige Losung
besitzen soll, die sich geometrisch durch oo® M, darsiellt, ist daher die,
dass die Differentialgleichung, falls 2, x,, x,, z, als (beliebige) Constanten,
Prs Doy py als Coordinaten der Punkte in Ry interpretirt werden, eine
Linienfliiche in Ry représentiven muss.

Indem man zwei von den Grossen p, p,, py, etwa p,, p;, aus den
Gleichungen (1) und (3) eliminirt, muss daher, falls die Gleichung (3)
nicht linear in den p, aber dennoch eine partielle Differentialgleichung
1. 0. mit co® Integral-M,° sein soll, eine Gleichung von der Form
resultiren:

flz, 2,25, 25,0, 0,0 4) + aple, 2, T, 24,0, 4, P, 9)

+ B (2, 2y, @y, 24,0, 4,0, 9) =0,
wo nur «, # von p, abbingen. Das System der Gleichungen:

[(& @y @y, 83,050, 9,4) =0,
(4) »( ) =0,

b ( )=0
stellt in den Liniencoordinatén p, g, p’, ¢ die durch die Gleichung
(3) in den Punktcoordinaten p,, p,, p, ausgedriickte Fliche des Ry
dar. Dass fiir diese Darstellung der Fliche drei Gleichungen erfordert
werden , zeigt an, dass die Fliiche geradlinig, aber keine Ebene ist.

4. Drei Gleichungen zwischen den Liniencoordinaten p, q, p, ¢

bestimmen immer eine Linienfliiche, wie auch die Gleichungen unter
sich beschaffen sein mogen. Man erhdlt die Gleichung derselben Fliche
in Punktcoordinaten p,, p,, p; durch blosse Elimination von p, ¢, p, ¢
zwischen jenen drei Gleichungen und den Gleichungen (1). Aber eine
so erhaltene Gleichung: F'(z, 2,, 2,, 23, py, Py, P3) = 0, die drei be-
liebig gewidhlten Gleichungen:

(2 21, 29, @4 154, 9, 4) =0,

o ( ) =20,

¥ ( )=0
fiquivalent ist, so dass sie geometrisch fiir alle Werthe von z, x,, ,, 2,
eine Linienfliche reprisentirt, hat im Allgemeinen keine durch oo M,°:
8=I(x,, 25, A, u,v), z = Oy, 25,4, p, v) darstellbare Lisung,
sogar im Allgemeinen keine einzige Integral-M,°. Soll nimlich eine
Integral-J,° vorhanden sein, so miissen die angegebenen drei Glei-
chungen zwischen p, g, »', ¢, wenn man fiir diese Grossen setzt resp.
g9z gz oy e

R ~— PR ——— V 7 -
ixy7 Omy’ Bme? Bmy VOB Werthen von 2z, z, von der Form:
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¢ = F(z,, 23), @ = ®(x,, ;) befriedigt werden. Diese zwei Glei-
chungen miissten die Integral-M,° darstellen. Ebenso wiirde eine
dreifach unendliche Schaar von Integral-M.°, die eine vollstindige
Losung bildete, von einem Gleichungspaare: 2z = Fwy, 2y, 2, p, v),
zy = @&, %, 4, @, v) mit drei arbitriiren Constanten 1, u, v bedingt,
durch welches den genannten drei partiellen Differentialgleichungen
fiir #, x, identisch geniigt wiirde.

Soll also die micht-lineare Gleichung (3) oo® Infegral- M,° (2) be-
sitzen, so miissen dic Gleichungen (4), als partielle Differentialgleichungen
fir 2, @, aufgefasst, cine gemeinsame Lisung (2) mit drei arbitriren
Constanten gestatten.

§ 2.
Partielle Differentialgleichungen der obigen Art, welche in 1, Linien-
fidchen darstellen, die zu einer beliebig gegeberen Congruenz gehiren,

5. Ich werde mich hier vornehmlich mit dem Gleichungssysteme:

f(2y @, %y, %5, 0, 0,0, ¢) =0,
(P(( ) =20,

wo f=0, @ = 0 ganz beliebig gewidhlt sind, beschiftigen, und zu-
niichst zeigen, dass dasselbe immer uuendlichfach unendlich viele
Losungen:
2= F(z,, xa)a zy = O(2,, 2y},
p=F,), ¢=TI(x), p==>(), (=)

besitzt. Statt x,, x,, 2; werde ich jedoch hinfort schreiben #, z, 9,

wodurch p, g, p/, ¢ partielle Differentialquotienten von #, 2" nach z, y

werden, und die vorgelegten zwei Gleichungen die Form erhalten:

(3) { fe 29,0, 40,0, ¢) =0,
@ )=0.—

Die Frage, ob es Functionen z, 7 von z, y giebt, die diese Glei-
chungen erfiillen, ist gleichbedeutend mit der Frage, ob es cine Function
Z von z,y giebt, durch welche, wenn man sie in die Gleichungen
einfithrt und zugleich fiir », ¢’ ihre partiellen Differentialquotienten
in Bezug auf z, y setat, die vorgelegten Gleichungen verwandelt werden
in zwei solehe partielle Differentialgleichungen 1. O. fiir 2:

Az, @5y, 0, q) = 0, Bz, 2,4,p,9 =0,
die eine gemeinsame Ldsung: 2z = F(z,y) besitzen. Und diese
Frage erledigt sich auf die folgende Weise, Man slelle die Glei-
chungen auf:
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(6) [f <P]mp 0 *)
von denen die letzteren, durch Elimination von #, p, ¢ vermittelst (5)
und (6) in zwei partielle Differentialgleichungen 3. O. fiir 2 iiber-
gehen, Wenn diese zwei Gleichungen eine gemeinsame Lésung & ge-
statten, — und ich werde gleich zemen, dass sie das stets thun, — so
ist diese Lisung eine Kunction & der gesuchten Art; denn durch Sub-
stitution derselben in die Gleichungen (3), (6) erhalten diese, auf Grund
der jetzigen Identititen (7), den durch Elimination aus ihnen sich er-
gebenden Ausdruck fiir # in &, ¥ als gemeinsame Losung.

Aus den ersten Derivirten der Gleichungen (9) und (7) nach z, y
setzen sich in linearer Weise die (Hleichungen:

[rlriren]], =0 [/Iotrol]],, =0
O L

zusammen. Aber auf Grund der Jacobi’schen Identitét:
[Flov]] + o [vr1] + [ [Fo]]
= — L tovl — SL 1wl — 5L (191%™

(8)

3 f ’ af ’ ld
*) [f‘p.‘;xp ( A +1 az +7 l + aq: “9‘1;—‘
3/’ f . of . ff of
+(Gh+aghra S +ighr )52
22 xa: 20y of
- ‘E)x AT P r i ' + o9/ oy
09 o 09 4 o 09 'fi{ Ly 09 W .
Mit ¢/, ¢, t' sind die zweiten Differentialquotienten
LA AL S i
ozt ' pxby’ oyt
bezeichnet,
Allgemeiner:

af o% , df 0w _ dv of _ dv of
de C¢p dy aq dx 2p dy o0q '
# eine beliebige Fuunction von 7 z, ¥, 0, 4, 7,1, 2, 8. ete. Differentialguotienten
von # in Bezug auf x, y.
) Wegen (6) und (7) ziehen diese Gleichungen die folgenden nach sich:

[roi [r1£e0]],,, =0, (el s V"P]ﬂm =0

sxp

[fw]zwp

##%) Sje ist in dieser Weise von Mayer (in d. A, Bd. IX, p. 370) formulirg
worden,
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erhiillt man, wenn [fo] statt v gesetzt wird, vud iberdies die Glei-
chungen (6) und (7) beriicksichtigt werden:
[f [l /"q)]‘]] - [qo [ f’tp]ﬂ :

Also redaciren sich die Gleichungen (8) auf nur drel von ein-
ander unabhiingige Gleichungen., Denuoch vertreten sie vollstindig
diejenigen Gleichungen, die durch Differentiation der aus den Glei-
chungen (7) hergeleiteten Gleichungen 3. O. fiir 2° folgen, — deun
die Gleichungen (8) sind durch Elimination von #, s, ¢ [den zweiten
Differentialquotienten von #] zwischen den ersten Derivirten von (7)
und (7) hervorgegangen und werden daher, nach Substitution der
oben angewandten aus (D), (G) zun bestimmenden Werthe von ¢, p, q
den genannten Derivirten der Gleichungen fiir 2 vollig iquivalent.
Die ersten Derivirten der zwei Gleichungen 3. O. fiir 2 reducireu sich
also auf drel von einander unabhingige Gleichungen, d. 1. zwischen
den ersten Derivirten der Gleichungen fiir #° findet eine lineare Rela-
tion identisch statt.

Dann aber stehen die Gleichungen fiir 2 in derselben Bevichung
za einander, wie zwei erste Integrale verschiedener Classen einer
lincaren partielen Differcutialgleichung 4. 0., eine Beziehung, die ich
in diesen Annalen Bd. XIII, p. 90— 93 niiher beschrieben habe, Dic
zwei Gleichungen 3. O. fiir & haben also oo™ Integrale: & = O (z, y)
gemein.  Durch jeden Streifen von Blementen (2, @, y, ', ) gehl eine
cinfach unendliche Schaar von Integralen.

Ein jedes Integral 2 == ®(z, y) bestimmt, nach dem Obigen, eine
einzige Wunction z von z, 7, mit der es zusammen eine Lisung des
Systems (5) bildet.

6. Den Gleichungen (5) kann man immer solche Gleichungen:
) vz 5y &0, 4) =9
hinzufijgen, deren jede mit () eine drcifach unendhiche Schaar von
Losungen: 7z = F(z,y), & =®(x,y) gemein hat. s ist nimhch
mbglich, die Function ¥ so zu bestimmen, dass es Werthe &= @ (z, y),
=@ (), ¢ =) giebt, die, in die Gleichungen (), (9) ein-
gefithrt, diese zu drei solchen partiellen Differentialgleichungen 1. O,
fiir # machen, die ein gemeinsames Integral: z = I(z, y) besitzen,
Denn hierfir ist nur crforderlich, dass die drei Gleichungen:

(10) [/"P]zxp = O, [(pszzp = 07 [w/‘}zwp = O’

nachdem man aus ihnen vermittelst (5) und (9) 2, p, g eliminirt hat,
wodurch sie in drei partielle Differentialgleichungen 2. O. fiir 2 iiber-
gehen, eine gemeinsame Losung mit drei arbitviiren Constanien zu-
lassen. Und dass in der That % so bestimmt werden kann, dass dies
eintrifft, zeigt sich folgendermassen:
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Die ersten Derivirten der Gleichungen (10) sind, unter gehbriger
Beriicksichtigung jener Gleichungen selbst, dquivalent den Gleichungen:

[if9)],, =0, [flovl],, =0 [fIv1],, =0,
[‘P[ ]:L:cp=0’ [(P[ J]mp———*o, [90[ ]]W=O,

und jedes Paar von unter einander stehenden Gleichungen zieht auf
Grund von (10) respective nach sich:

[vifel],, =0, [¢lo¥]],,=0 [¢0/1],, =0
Aber nach der in der vorangehenden Nummer benutzten Jacobi’-
schen Identitit ist die Gleichung [f[(pd}]] = 0 eine Folge von

[plef]]=0 wd [¢[fe]]=0.

Also reduciren sich die sechs Gleichungen (11) auf nur fiinf, D. L.
von den ersten Derivirten der Gleichungen (10), — diese Gleichungen
als Gleichungen 2. O. fiir # betrachtet, — ist die eine eine algebraische
Folge der anderen. Daher driickt sich die Bedingung, dass jene ersten
Derivirten von einem gemeinsamen Werthsysteme der dritten Differential-
quotienten von ¢ befriedigt werden, durch eine einzige Gleichung aus.

(1)

Und diese Gleichung wird — nachdemi man die dritten Differential-
quotienten von 2 aus (11) eliminirt, und die Werthe von #, &, ', wie
sie aus (10) hervorgehen, eingesetzt hat — eine lineare particlle

Differentialgleichung 2. Ordnung fir . Als Variablen fungiren hierbei
2, 2,29, 0, 4,0, ¢, die aber nur fiir sechs von einander unabhiingige
gelten, denn es bestehen ja die Gleichungen (5). — Wenn jene Glei-
chung fiir ¢ durch die Gleichung (9) erfiillt wird, so haben die Glei-
chungen (10), in partielle Differentialgleichungen 2. O. fiir 2 ver-
wandelt, oo® gemeinsame Integrale: 2 = ®(x,y). Denn im ange-
nommenen Falle, wo die Gleichungen fiir die vier, jenen Gleichungen
2. 0. zugehirenden dritten Differentialquotienten von 2 auf nur vier
Gleichungen sich reduciren, reduciren sich die Gleichungen fiir die
fiinf, denselpen Gleichungen 2. O. zugehbrenden vierten Di ‘ential-
quotienten von £ auf nur funf Gleichungen u. s. w. So dass jedem
Elemente (¢, z, 9, », ¢) ein einziges Werthsystem von 7, §, ¢, 3., 4. ete.
Differentialquotienten von 2" zugeordnet wird. D. k. es giebt Flichen:
4 = ®(x, y), zu einer solchen Anzahl (oc?), dass durch die Flichen-
elemente derselben alle (0o®) Elemente (¢, #, v, 9, ¢') des Raumes (¢'zy)
erfilllt werden.¥)

*) Dag Gleichungssystem:
a7 —pde —¢gdy=0, dp —rdx—sdy=0, d¢ —sde —t'dy=0,
(', ', t" bestimmte Functionen von x,y, 2, ", ¢)
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Ein jedes Integral der linearen partiellen Differentialgleichung
2. 0. fir ¥ kann also als linkes Glied einer Gleichung (9) der ge-
forderten Eigenschaft hinsichtlich der gegebenen, beliebig gewihlten
Gleichungen (b), gebraucht werden,

Eine jede der in dicser Weise bestimmien Gleichungen:

V(& 5y, 0,0 0,¢)=0

bildet mit den Gleichungen (5) ein System (4), das eine particlle Diffe-
rentialgleichung 1. O. in B, mit co® Integral-MM,°, so wie in Nr. 3., 4.
beschrieben ist, begriindet.

ist gleichbedeutend mit dem Gleichungspaave:
SN i ot o OF . of . of
(qT pé) az'+(7t '5)“‘d‘q;_s ox +T 3?/_ [US
'y s Bf or oy OF , of . o
@t —qs) 57 + ('t —5%) oy 3 rak _(fy—_o'
so dass die Moglichkeit, das erste System in der Form: 2 = ®(x, y, 4, u, »),
p = —%—‘Z— , 4= %(:—, zu integriren, auf der Existenz einer grosstmoglichen Zabl
von gemeinsamen Losungen (derselben Form) der bewden partiellen Differential-
gleichungen 1. O. berubt.
Die Bedingung fir die grdsstmégliche Zahl gemeinsamer Losungen:
A(Bf)— B(Af) = 1Af + uBf
driickt sich in unserem Falle, wo

e OF ey OF o OF . BF
Af=(gr —p's) 5y + 0080 =8 AT S
e e BF e OF O
Bf=1(pt —4q's) M—Hrt—s)ap,—!—t P oy’
durch die drei Gleichungen:
d’r' ds' ) s dsl dt’ oo I
A&‘y———d—x—)ms—ptw —dy—%—)u}s v =0,
da as N, das’ at’y . -
Gy~ dz/? ~\ay ) =0
dr ds’\ . as de'y . -
7;;—75)3 “(d@*aw ’ =0
(derKiirze halberist A7’ o1 geschrichenstatt Oy 07 4y 0T g 07 te.)
T Urze nalpers —d—“z‘:'ec g P P azr 01), £ (1!1" .

aus. Von ihnen ist aber die eine Gleichung ene algebraische Folge der zwei
anderen, so dass die fragliche Bedingung durch die zwei Gleichungen:

dT’_ _d_s‘_ — 0 .ds', — _‘_l_i'— =

dy  dz ’  dy dz
vollstindig dargestellt ist. Hieraus schliessen wir, dass die Bedingung dafiir,
dass drei particlle Differentialgleichungen 2, O. oo’ Integralflichen gemeinsam
baben, durch zwei Gleichungen allein zu formuliren ist. Was 1ch hier, im An-
schlusse an die im Textc apgestellte Detrachtung, bemerkt haben wollte.
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7. Wie die oo® Integral- M, der letzterwibhnten partiellen Diffe-
rentialgleichung 1. O. in B, herzuleiten sind, ist nun leicht ersichtlich.
Aus (5), (9) und (10) werden z, p, ¢ eliminirt. Die drei entstehenden
Gleichungen geben #, &, ¢’ in Function von &, 2, %, p', . Diese Werthe
von ¢, §,¢ in das Gleichungssystem:

Ay =rdx 4+ s'dy, d¢ =§sdz-+t'dy, d& =pdz+ ¢dy
eingesetzt, machen, nach dem Nichstvorangehenden, dasselbe zu einem
durch Gleichungen von der Form

=0,y i),
(a) , oo L

=Tz 17 %y
integrirbaren Systeme.

Wenn ferner diese Werthe fiir 2, p, ¢ in die Gleichungen (5)
und (9) eingetragen und sodann p, g eliminirt werden, so entsteht
eine vollig bestimmte Gleichung:

(b) s=F(z,y,2,p,v).
Durch das System der Gleichungen (a) und (b) sind dann die frag-
lichen Integral- M,% dargestellt.

8. Ist ¢ ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung
2.0, zu der wir in Nr. 6. gelangten, so hat jede Gleichung: ¥ = (,
fiir jeden beliebigen constanten Werth von € oo?® Integrale mit den
Gleichungen (5) gemeinsam. IIs seien durch die Gleichungen:

(12) &= ‘F(x) ¥, G O, O”; "), &= (D(.Z‘, v C 0, ¢, O’”)

diese Integrale ausgedriickt. (', C”, C"” sind die neuen arbitriren
Jonstanten, die Parameter jener dreifachen Integralschaar. Durch
Elintination¥) aller vier Constanten C, C', C”, C" kommt man auf die
Gleichungen (B) zuriick; durch Elimination von je drei derselben erhilt
man unebst den Gleichungen (5) nach einander diese vier:

V(& E, 00 9 p’7 7) =G,

7!"’( ) == C,;

1 rr 7
(13) ¥ ) =0,
“pl”( ) J— C'(’,

deren jede also eine in der Schaar (12) enthaltene dreifach unendliche
Integralschaar mit (5) gemein hat.

Aus der vierfach unendlichen Schaar (12) mébgen oo® Integrale
durch die Gleichung:

(14) eine arb, Funct. von (C, C", 0", ¢") =0
ausgeschieden werden. Dieselben werden nach (13) den Gleichungen
() und der Gleichung:

*) aus (12) und aus den Derivirten dieser Gleichungen in Bezug auf z, .
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(19) eine arb. Funct. von (¢, ¢, ¥”, ¢) = 0
gemeinsam zugehbren.

Die Punctionen ¥, ¢, ¥, ¥, aus denen die Gleichungen (13) ge-
bildet sind, sind solche Integrale der anfangs crwihnten lincaren par-
tiellen Differentialgleichung 2. O. fiir ¥, dass jene Gleichungen (13) fur
alle Werthe von C, (7, O, G mit einander und mit den Gleichungen
(5) cin Integral:

(a) &= F'(x: ¥), &= (2, y)

gemein haben. Jetzt habe ich bewiesen, dass aus ihnen Gleichungen
von der Form (15) beliebig sich zusammensetzen, deren jede mit (D)
oo? Integrale (a) gemein hat. Oder, es ist nun auch

(157 eipe arb, Funct. vou (v, v, ¥", v")

ein Integral der betrachteten tinecaren poriicllen Differentivlglcichung 2. O.

9. Zwei der Variablen 2,4, z, 4, p, q, 9, ¢, etwa 2z, 2, werden
vermittelst (5) aus der Differentialgleichuug, die @ definitt, cntfernt.
Die Integrale % sind dann als Functionen von z,y,p, g, ', ¢ allein
darzustellen, und das Integral (15') wird das vollstindige Iutegral
eines involutorischen Systems:

oy o ov o
Al sz + 2 51/ +AJ (/}9 -+ 1 aq "I"f.'; op +‘1ly oq =0,

0 , 0 > 0 y 8
N A AR TR (A )

)

wo 4,, Az, ey Ay By Dy, b(, gewisse Functionen vou @, 1,0, 4,9, 7
sind.

Der letzt angefiihrte Satz kann dann so ausgesprochen werden:

Die lineare purtielle Differentialgleichung 2. O. in z, 9, p, q, ', 4
als unabhingigen Variablen, die ¥ definivt, hat unendlichfach wnendlich
viele intormedidre Integrale, deven jedes ausgedriickt ist durch ein in-
volutorisches System wvon der Form (18).  Ein jedes Inbegral ¢ geebt
2u den Integralen o', ¥, ¥ und demnach zu cinem bestimmien Systeme
(16), in dem es enthalten ist, Anlass.

Die partielle Differentialgleichung 2. O. fiir ¥ hat also in dem
Sinne ein wollstindiges intermediiires lntegral von der Form (16), duss
jedes Integral ¢ derselben eben ein Integral cines Systemes (16) wird,
Aber zu zeigen, welchen Nutzen wan aus diesem Satze fiir die Kr-
ledigung der partiellen Differentialgleichung 2. O, tiir 7 ziehen kinnte,
sehe ich mich gegenwiirtig nicht im Stande. Kine solche Darlegung
wiirde auch bei dieser Gelegenheit insofern von geringerem Interesse
sein, weil die Herstellung der Integrale (12) des Systemes (D) oben in
der 5. Nummer uvmstindlich auseinandergesetst worden ist. Diese Her-
stellung erfordert nach dem, was in der erwihnten Nwmmer 5., ver-
glichen mit der Nummer 14. meiner Abhandlung in dicsen Annaleu
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Bd. XIII, p. 92, erdrtert worden ist, einen Integrationsprocess, welcher
der Form nach demjenigen sehr #hnlich ist, der fiir eine partielle
Differentialgleichung 2. O. mit zwei Variablen gilt.

10. Wie man, wenn ¥ gegeben ist, die zugehdrigen v, v”, ¢,
die zusammen mit 3 die Gleichungen (13) bilden, zu ermitteln habe,
geht aus dem jetzt Entwickelten leicht hervor. Man stelle die Glei-
chungen auf:

fe,d,%,9,0¢9,4) =0,
(5) { q)( )= 07
(10) [ Plizy =0, [@¥)eop =0, [¥/)a» =0,
a7 [F¥)ear =0, [9¥)iap =0, [¥¥]izp =0,

und verwandele durch Elimination von 2, 7,7, 8,1, vermittelst der
Gleichungen (5) und (10), die letzten Gleichungen (17) in drei lineare
partielle Differentialgleichungen 1. O. fir ¢ mit =, v, p, ¢, ¥, ¢ als
unabhiingigen Variablen, Diese Gleichungen werden, nach dem in der
vorangehenden Nummer Erbrterten, von den drei Functionen ¢," ¢, ¢,
wie auch von einer jeden Function dieser ¢/, ¢”, ¥, befriedigt. Daher
bilden dic genannten drei linearen partiellen Differentialgleichungen (17)
ein vollstindiges System. Durch die Lisungen desselben werden die ge-
suchten Functionen o, ¥”, ¥ erhalten.

11, Wird die Gleichung (9), nachdem vermittelst (5) 2z, 2° ent-
fernt sind, nach z (oder y, p, ¢, p, ¢) aufgelost, also auf die Form
gebracht:

9 z— [0 &0, 9) =0,

so tritt an Stelle der in Nummer 6. entwickelten linearen partiellen
Differentialgleichung 2. O. fiir ¢ eine ebenfalls lineare partielle Diffe-
rentialgleichung 2. O. fiir £, in der jedoch f explicite (neben ihren
Differentialquotienten) auftritt.

Die zwei Gleichungen (3) stellen im Raume R,” (Nr. 2.) eine
Liniencongruenz dar. Daher kann man den Satz, dass die Bestimmung
der Gleichungen (9') auf die Integration einer gewissen linearen par-
tiellen Differentialgleichung 2. O. fiibrt, auch so aussprechen: die Be-
stimmung aller derjenigen partiellen Differentialgleichungen 1. Q. in R,
die eine aus-M,° bestehende vollstéindige Lisung besitzen wnd dic in Ry
Linienfliichen (Nr. 8.) repriisentiren, die zu einer gegebenen, beliebiy ge-
nommenen Liniencongruens gehiren, wird durch Integration einer linearen
partiellen Differentialgleichung 2. 0. in fiinf unabhingigen Variablen
mit einem vollstindigen, durch zwei involutorische lineare partielle Diffe-
rentialgleichungen 1. O. ausgedriickten intermedidren Integrale bewirkt.

12. Wenn bei der in der 3. Nr. angezeigten Elimination von p,, p,
zwischen den Gleichungen (1) und (3) eine Gleichung von der Form:
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f2, 2, %y 23 0, 4, 0 9) + 0P @(2, @), 24 Ty 0, 4,95 4)
+ »9( ) +pm v ( )=0

resultirt, so hat die Gleichung (3) keine dreifach unendliche Schaar
von Integral-M,°, Aber sie wird eine zweifach unendliche Schaar
derartiger M,° besitzen, falls die Gleichungen:

f(Z, Zf: 04 Z"> g’) = OJ

(P( )=07
111( )=01
¥'( ) =10

von einem Gleichungspaare:
p=Fn,y, 4 p), #=0(z1y, 1, u),
(wo 4, u arbitrdre Constanten)

befriedigt werden. IKs miissen dann die in der 7. Nr. erdrterten drei
partiellen Differentialgleichungen 2. O. (10) fiir 2/ zweifach unendlich
viele Integrale mit der partiellen Differentialgleichung 1. O., die durch
Elimination von 2, p, ¢ zwischen den vier Gleichungen f'==0, @ == 0,
P =0, ¢ =0 entsteht, gemein haben. Und das Gleiche muss in
Bezug auf z gelten.

Oder es entstehen die fraglichen Losungen in folgender anderen
Weise. Man substituire in /=10, g =0, ¢ =0, ¥ = 0 az statt y

und resp. jz — qa, % — ¢ a statt p, p', wodurch die genannten

. . . . . , dz d7 .
Gleichungen in vier Gtleichungen zwischen #, 7, 7, «, de? aw? T 4

tibergehen. Die Elimination von g, ¢ fithrt auf zwei Gleichungen:
. . , ds 47
/”(z,z,x,%, }l:b)=0’
‘Po( ) = O)
die die Grosse a als Constante enthalten. Eine folgende Elimination

yon z zwischen diesen Gleichungen: fj==0, @,=0 und der

£
* ax
Gleichung:

lnfoq)o] ds 0
3z dx

leitet zu einer Differentialgleichung 2. 0., die 2 als Function von z,
von der Constante @ und von zwei arbitriren Parametern bestimmt.
Die zwei arbitriren Parameter denke ich mir durch (o und durch) zwei
(arbitrire) dem Werthe © = O entsprechende Werthe 2/, 2, von 7
ausgedriickt. Es wird sodann e entfernt vermittelst der Gleichung
y = ax; die so entstehende Gleichung in #, z, y mit 2/, 2, als arbi-
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triren Constanten, ist die der fraglichen Liosung zngehdrende Gleichung:
7= CD(T; Yy A 1)

Denn, — die zuletzt erwiihnte Differentialgleichung 2. O. fiir #
hat die Projectionen der Schuitte zwischen der Ebene: y = ez, und
den Flichen: & == ®(z, y, 4, u) auf der ¢ & Ebene zu futegralcurven,
Durch bestimmte Werthe von 2/, 2,” sind, unabhiingig von dem Werthe
von «, zwei Punkte auf der '~ Axe bestimmt, durch welche die Integral-
curve, die diesen Werthen 2/, 2,” der arbitriren Constanten entspricht,
hindurchgeht. Durch dieselben Punkte geht selbstverstindlich auch
der Schnitt, dessen Projection die Integralecurve ist. Wird nun in
unseren Gleichungen e ins Unendliche variirt, dagegen die Werthe
von z,’, 2, festgehalten, so wird algebraisch diejenige Fliche be-
schriechen, die den Ort derjenigen Schnitte in den durch die 2'- Axe
gelegten Ebenen bildet, die durch dieselben zwei bestimmten Punkte
(2, ') hindurchgehen. Dieser Ort ist aber nach dem kurz vorher
beim Anfange dieses Beweises Bemerkten, eine gewisse der Klichen:
7= Oz, 9, A n). Daber u. s. w.

Die der Gleichung: 2" = ®(z, y, 4, u) zugehdrige Gleichung:
2= F(zvy, A, w) wird, wie in dem fritheren Falle, sobald die erstere
Gleichung, die fiir 7/, gefunden ist, eindeutig, durch rein algebraische
Operationen bestimmt.

’

13. Die Elimination von p,, p,, p; zwischen (1) und (3) wiirde
zu finf Gleichungen:

/(z) z:, Y P s p,7 q’> = 07

@ ( ) =20,
P( )=07
"//"( )moi
¥ ( )=0

fithren konnen, und diese konnten durch ein Gleichungspaar:
2= F(a, Y 4), &=y ),

wo 4 einen arbitriren Parameter bezeichnet, befriedigt werden. Dann
miissten u. A. die zwei partiellen Differentialgleichungen 1. O. fir 2,
die aus den eben hingeschriebenen Gleichungen durch Elimination von
2, p, q entspringen, einfach unendlich viele gemeinsame Lésungen be-
sitzen. Dieselben wiirden die Gleichung:
¥ =0y, 1)

darstellen.

14. Endlich wiirde die mehrmals besprochene Elimination von
Pys Py, Py zu sechs Gleichungen:
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f(zi Z, LY D 4 PV; Q') =0,

fP( )=07
P ( =0,
wl( )=OJ
P( )==0,
v —0

fiahren konnen. Hat dann die partielle Differentialgleichung (3) eine
Integral- M, so ist es diejenige, welche durch die Gleichungen:

2= F(z, y), & =0(x 2
(es sollen nachher x, z,, z, fiir #, z, y gesetzt werden)

ausgedriickt ist, die durch Elimination von &, p', ¢/, p, q bez. 2, p, q, 9, ¢
aus den sechs gegebenen Gleichungen erhalten werden. Jene zwei
Gleichungen: z = F(z, y), & = ®(, y) missen alsdann eine gemein-
same Losung der sechs Gleichungen: f=0, ¢ =0, .-+, 3" =0
ausmachen.

§ 3.
Von Umhiillungsgebilden von Schaaren von 2,°.

15. Die vier Gleichungen, durch welche zwei M,* in R, zu
repriisentiren sind, werden im Allgemeinen nuv von einem Werthsysteme
(oder einigen Werthsysiemen) von (2, 2, #,, ;) befriedigt. Demgemiiss
schneiden sich zwel M, im Allgemeinen nur in einem Puankte (oder
in einigen Punkten). Von einer einfach unendlichen Schaar von B,":

oy @y, 2y 25, 4) = 0,
o )=0
gilt daher Folgendes: Sie bilden zusammen eine M,". Die Punkt-
gleichung derselben wird durch Elimination von 4 aus f=0, ¢ =0
erhalten. Die Parameter p,, p,, p, ihres Flichenelemeuts in einem
beliebigen Punkte (2, z,, x,, z,) haben die Werthe:
) — (@) )
T e IO
und jenes Flichenclement schliesst sich daher cinem Elemente (N. 1.)
derjenigen M,% an, die durch den Punkt (2, 2, 2y, ;) hindurchgeht,
Ziehen wir aber insbesondere einen Schnittpunkt zweier unendlich be-
nachbarter M,® unserer Schaar in Betracht. Die Elemente der beiden
M,% in ihrem Schuittpunkte liegen nur ausnahmsweise in einer Kbene
[d. i. in einer ebenen M,'], und deshalb hat die von der Schear der
M,* gebildete M0 zwei Tangentenebenen in jenem Punkte, die eine
Ebene an das Element der einen M,° in jenem Punkte, die andere an

(i=1,2,3)
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das Element der anderen M,° in demselben Punkte sich anschliessend,
Die Glieder rechts in den obigen Formeln fiir p; nehmen nun auch

die unbestimmte Form —g— an, indem namlich fiir den fraglichen Punkt

() =0, ¢ (1) =0. Die Tangentenebenen der M,° in zwei dem
Schnittpunkte unendlich benachbarten Punkten der beziiglichen M0
weichen nur unendlich wenig von einander ab. Deshalb bezeichne ich
den in Rede stehenden Punkt, einen Schnittpunkt zweier consecutiver
M,® der Schaar, als einen Cuspidalpunkt der M,°, in dem dieselbe
zwei unendlich benachbarle Tangentenebenen hat. Die Aufeinander-
folge dieser Punkte bildet eine Art von Cuspidal-24,° der M,°. — Trifft
es sich aber, dass je zwei unendlich benachbarte M,° der Schaar eine
ganze Punktmannigfaltigkeit von einer Dimension, eine I’ gemein
haben, so erhillt unsere JM,°, statt einer Cuspidal-M,°, eine aus den
Schnitt-M,* gebildete Cuspidal-M,°. Da mit dieser M,° jede M0 der
anfinglichen Schaar zwei unendlich benachbarte M ° gemein hat, so
wird dieselbe von einer jeden M,° der Schaar nach einer ganzen M,°
beriihrt. In diesem Falle giebt es also eine M,°, die ein Umbhiillungs-
gebilde der vorgelegten einfachen Schaar von M,° bildet, ni#mlich die
eben genannte Cuspidal-M,%. — Ein Beispiel einer Schaar von M,9,
die eine Umhiillungs-M,° gestattet, wird von der durch ein Gleichungs-
paar der Form:
[(2, @y, Zqy 23 ) =0,
P2, By, Xy, %5, 4) =0

darzustellenden Schaar geliefert. Die Gleichungen der Umhiillungs- M,
werden durch Elimination von 4 zwischen den Gleichungen: f=0,
¢ =0, ¢ (1) =0, erhalten.

16. Eine jede aus einer zweifach unendlichen Schaar von A0:

F(a, 20, Zyy 23, 4, ) =0,
o( )=20

durch eine beliebige Gleichung: 2 = F(u) ausgeschiedene einfach
unendliche Schaar hat, nach dem Nichstvorangehenden, eine M9 als
Umhillungsgebilde. Ausnahmsweise wiirde die zweifache Schaar so
beschaffen sein konnen, dass sie eine einfache Schaar einschlbsse, die
eine Umbhiillungs-M," hitte. Kine M,° konnte es auch geben, die
simmtliche M,° der zweifachen Schaar umhiilite. In diesem Ialle miisste
eine jede JM,° der Schaar von allen oo! unendlich benachbarten IM,°
derselben Schaar in dem n#&mlichen Punkte geschnitten werden; d. h.
es miisste den sechs Gleichungen:

=0, f(A)=0, (=0,
p=0, ¢A)=0, ¢=0
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fiir alle Werthe von 4, ¢ allen durch dasselbe Werthsystem von (2,2,,2,,%,)
geniigt werden. Durch Elimination von 4, w zwischen jenen sechs
Gleichungen wiirden alsdann zwei Gleichungen in z, z,, z,, «, resul-
tiren, und diese gerade miissten die Gleichungen der fraglichen Um-
hiillungs-M,° sein. Fir eine zweifache Schaar allgemeiner Art giebt
es folglich keine Umhiillungs-M,9,

17. Ebensowenig lisst sich aus den 24,° einer dreifach unend-
lichen Schaar allgemeiner Art, gegeben durch die Gleichungen:

(2) { [z, 2, Zyy 2y, 4, p, v) =0,

q)( ) =20,
eine Schaar von zweifach unendlich vielen M,° ausscheiden, die eine
M, als Umbhiillungsgebilde hai. Nehmen wir an, dass durch die
Gleichung:

A=,

eine zweifache Schaar mit einer Umhilllungs-M,° bestimmt wiirde.
Die sechs Gleichungen:

f=0, fw+ rayit=0, ro)+ rmi=o

v

p =0, w(u)—l—tp(i)——‘—o (H—w(l)»-— 0

geben durch Elimination von z, xy, x,, x; zwei Gleichungen in 1, g, »,
01 24
du’ 0w’
A =®(u,v) erfiillt sein miissten. Die Bedingung fiir die Kxistenz
einer solchen Function ldsst sich leicht finden. Wir schreiben die
sechs Gleichungen so:

=0, {we@ —¢@Wrai)=0, f(st)—f—f(l) 7
=0, fOFD— @O R)=0, F@) +f{ ~2—j———~0

und wenden die vier ersten Gleichungen zur Elimination von 2, 2, 2,, s
an. Es muss dann mit den zwei lctzten der Gleichungen (b) die
folgende Gleichung

© 1@ [ @ = G5 0)| =7 @) g f B~ 0) g ')

vertriiglich sein, also ebenfalls durch A = ®(u, ») erfillt werden, in

welche im angenommenen Falle vou derselben Function

(b)

d d . . .

der W , 717 resp. die Operationen bezeichnen:
f d&:' o dmz dxa
f(l) 81 + 8[/, + du dz + du E)x‘ + “du 6902 + “du 8.7:3

_ e @ dz 2, d=m da, dag )
AT +—dTJ+ dw bz + dv 6:7)1 + dv d%z + dv axx

Mathematische Annalen. XVIL 21
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Die Werthe der Difterentialquotienten
4z dz dzy  dxy,  dg dig
dp’ dp’ dp? dp > gy T dw
erhilt man durch Differentiation der vier ersten von den Gleichungen (b).

Die Gleichung (c¢) kdnnen wir als eine Gleichung fiir ¢ betrachten.
Sie wird eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung mit
@y, Ty, Ty, 4, ¢, v als unabhiingigen Variablen, falls man sich # durch
die Gleichung f == 0 eliminirt denkt. Ist die Gleichung f==0, d. 1. die
erste der Gleichungen (a), gegeben und ein Integral @ (%, 2, 3, 4, u, V)
der partiellen Differentialgleichung 2. O, (¢) gefunden, so stellt die
Gleichung: ¢ = 0 eine Gleichung dar, die zusammen mit /= 0 eine
Schaar von M,° darstellt, die sick in ool Schaaren von je oo M," auf-
list, Schaaren, die jede cine Umbiillungs-M, besitzen. Wir sehen
auch, dass es keine dreifache Schaar von M, giebt, die sich durch
zwel Gleichungen, die beide dreifach unendlich in Bewug auf 4, u, »
sind, darstellen lasst, und sich in mehr als oot Schaaren von je co? M,°
spaltet, deren jede eine Umbhiillungs-M,° hat.

18. Eine partielle Differentialgleichung 1. O. in R,, die eine durch
ood M,? (a) ausgedriickte vollstindige Libsung besitzt, muss folglich,
falls die Gleichungen:

f(&, 5 %y, X3, 4, p, v) =0,

9 ( ) =0
jener Integralschaar in der durch die Gleichung (¢} formulirten Be-
ziehung zu einander stehen, noch oco! andere Integral-M," besitzen,
die Umhiillungsgebilde von je oo? der ersteren Integrale darstellen.
In diesem Falle miissen die Gleichungen (10) fiir ein jedes einer Um-
hilllungs-M,? zugehbrende Element (2, ¢, z,¥,p, q,», q) von mehr
als einem Werthsysteme von #', &, #', nimlich von einem, das der
umhiillenden, und von einem, das einer umbhiillten M,° zukommt, —
befriedigt werden. Die Bedingung hierfir driiekt sich durch zwei
Gleichungen :

a(z, & 2, 4,0, 4, 9,4) =0,

B( )=20
aus. Also: wenn eine particlle Differentialgleichung 1. O. in R,, die
in den Grissen 2,4,%,%,p, ¢, 9, d duch die drei Gleichungen (5),
(9) repriisentivt ist, eimfach unendlich viele Integral-M,* hat, die Ung-
hiillungsgebilde von je oot der oo® Infegral-M,0 einer wollstindigen
Liosung ausmachen, so erhilt man erstens die Gleichungen dieser Unp—
hiillungs-M,°, vermittelst Elimination zwischen (5), (9) wnd den ebern
angemerkten Gleichungen: o = 0, § =0, in der Form:

p:‘f(ﬁ, z, ), 4= ‘5 (2, %, 9), F=v (#,2,9),
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und hat hernach, — was jetat miglich sein muss, — die Gleichung:
de —f-de— ¢ -dy=0,

i der Form: z=F(x,y, CY*), wo C eme arbitrire Constante be-
deutet, zu integriven. Durch die beiden Gleichungen:

t=F(,y,C), #=19 T y,C(),=z 1)
sind dann die fraglichen Integral-M,° gegeben.

Man ersieht ohne Weiteres hieraus, wie man eine vorgelegte par-
tielle Differentialgleichung 1. 0. in R, darauf zu priifen hat, ob sie
derartige Umbhiillungsintegral-M,° zuldsst oder nicht,

19. Der Umstand, dass die Rechnung, die zu jenen Umhiillungs-
MY fihrt, einfacher ist als diejenige, welche die Integral-I,° der voll-
standigen Ldsung giebt, findet in dem folgenden Satze seine Erklirung.
— Aus den dreifach unendlich vielen J,° einer vollstindigen Losung
einer partiellen Differentialgleichung 1. O. in R, scheide man beliebig
einfach unendlich viele aus. Die aus ihnen gebildete Punktmannig-
falligkeit dreier Dimensionen ist eine Integral-M,° der wimlichen Glei-
chung 1. O. Aus in dieser Weise gebildeten Integral-I," setzen sich
als deren Umhiillungsgebilde alle audere Integralmannigfaltigkeiten der
Gleichung 1. 0. zusammen. Giebt es nun einfach unendlich viele Um-
hiillungsintegral-M,° der eben angegebenen Art, so werden diese, oder
wenigstens einige von diesen, von jeder Integral-M." der partiellen
Differentialgleichung beriihrt. Die in Rede stchenden M, bilden daher
eine singuliire Losung der partiellen Differentialgleichung 1. O.

20. Der Fall, dass eine der Gleichungen (a) nur zwei oder nur
einen der Parameter 4, u,v enthilt, ist bisher ausgeschlossen ge-
blieben. Enthilt f= 0 nur die Parameter 4, g, so entstehen durch
blosse Hlimination von v zwischen den Gleichungen:

[z, @y, gy 33, Ay ) =0, @2, 2y, Ty, 3, 4, &, v)=0, ¢®)=0
zwei Gleichungen:

[ (2, @, @y, 2y, 4, 0) =0,

9 ( ) =0,

durch welche eine zweifache Schaar von Umbhiillungs-M,° von der in

#) Es braucht sich selbstverstindlich keine der Gleichungen:

P=f(z;~’0»?/), "',Z=F(£L’:2/, 0)
in diesen expliciten Formen zu ergeben. Die hetreffenden Rechrungsoperationen
werden im Allgemeinen auf Gleichungen von der Form

7(Z,w,y,p)=0, F(x,?/,z, U)=0
fiihren.

21%
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der Nr. 15. erorterten Art ausgedriickt wird. — Enthilt die Gleichung
f=0 nur einen Parameter, z. B. 1, so kann man beliebig w= Funct
(v (und A)) nehmen, und sodann eine Umhillungs-M,%: [ =0, § =10
bilden, Es existiren also jetzt oo® Umhiillungs-M,’. Die partielle
Differentialgleichung 1. O. in R,, die eine durch: f(2,,,%, 5 4) =0,
® (2, &y, %y, X3, 4, 0, ¥) =0 ausgedriickte vollstindige Losung hat,
wird geometrisch durch eine Kegelschaar in R, (Nr. 2., 3.) reprisentirt.
21. In einer vierfach unendlichen Schaar von ,°:

(d) { f(Z,m“x,_,, Zy, Z': U,v, Q)=O’
o( )=20

sind unendlich viele zweifache Schaaren enthalten, die Umhiillungs-
M0 besitzen. Werden nimlich v, ¢ so als Functionen von 4, g be-
stimmt, dass die sechs Gleichungen:

=0, F)+ ') m—f—/‘(@)m —0,
F@+ 1) 5% +1(0) 52 =0,

p=0, ¢'()+ ¢/ () 2 81 1+ (e) ~——~0,
q»(u)+q)(v) —I-tp(@)

fiir alle Werthe von 4, p vertriighch werden, etwa: v = F(A, n),
p=®(4,¢), so bekommt man eine zweifache Schaar, die von einer
M,* umhiillt wird, ndmlich die folgende:

fle, 2y, Xgy Ty &, gy F, ®) =),
o )=0.

Und es konnen wirklich v, o so bestimmt werden. Durch Elimination
von z, &y, %,, &, zwischen den eben hingeschriebenen sechs Gleichungen
entstehen niimlich zwei Gleichungen in 4, u, v, g, —g%, N —g—s--
Dass zwel solche Gleichungen immer oo® Losungen: v = F(1, u),
¢ = ®(4, p) zulassen, ist aber in der 5. Nr. erwiesen.

Die Lésungen der zwei Gleichungen von der Form (5), die durch
Elimination von 4, g, v, ¢ aus den Gleichungen (d)%) entspringen,
werden simmtlich aus den Gleichungen (d) selbst und aus Umhiillungs-
gebilden von oo® derselben bestehen.

Die zwei Gleichungen, die in der oben erwihnten Art durch Eli-
mination von 2, x,, #,, #, aus (e) entstehen, haben Liosungen von der-

selben Beschaffenheit. Die Gleichungen (d) selbst, — jetzt 2, 2, x,, z,

%) diese verbunden mit ihren ersten Derivirten in Bezug ant ,, @, (— 2, a,
als Functionen dieser Urossen aufgefasst).
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als arbitriive Parameter betrachtet, — machen eine besondere Lésung
jener Gleichungen aus,
Das erste der genannten Gleichungspaare von der Form (5), —

das 1n 2, %, x,, - - -,%é, — mnenne ich Q, das zweite, — das in
5 . e
Ay, v, -, -57‘:—, — mnenne ich Q. Die Losungen von Q, Q' ent-

sprechen einander eindeutig, so dass aus den Losungen des einen
Gleichungspaares die des anderen durch rein algebraische Operationen
hervorgehen, Denn, fassen wir, um uns kiirzer ausdriicken zu kdnnen,
2, @y , @y, &y als Coordinaten der Punkte eines Raumes R,, 4, u, v, ¢
als Coordinaten der Punkte eines Raumes I,” auf: einem jeden Punkte
in R, entspricht eine Integral-M,® von Q, einem jeden Punkte in R,
eine Integral-M,% von @, so dass zwei unendlich benachbarten Punkten
einer Integral-M,% von Q, die einem Punkte (4, g, », ¢) entspricht,
zwei Integral-M,' von Q' entsprechen, die beide durch den Punkt
(4, u, v, ¢) hindurchgehen. In Folge dessen wird einer jeden M,° in
R,, die oo? der den Punkten (4, u, v, ¢) entsprechenden Integral-,°
von Q umhiillt und die folglich selbst ein Integral von Q ausmacht,
eine M,° in R,” entsprechen, die co® der den Punkten (¢, x,, z,, 2;)
entsprechenden Integral-2,° von @ umhillt und also auch eine Inte-
tegral-M.° dieses selben Gleichungspaares Q' bildet, und umgekehrt.
Kiner zufdlliger Weise vorhandenen Umnhiillungs-2,° von oc! der den
Punkten (4, p, v, @) entsprechenden Integralen von 2 entspricht eine
Punktmannigfaltigkeit von einer Dimension als Integral von Q.
Diese Correspondenz zwischen den Integralen von Q, Q" ist genau
diejenige, die von der durch die Gleichungen (d) begriindeten Be-
rithrungstransformation der Riume R,, R, bewirkt wird.

§ 4.
Verallgemeinerung der in § 2. behandelten Probleme.

22. Von den zwei Gleichungen: z = F(z, y), & = ®(z, y), dorch
welche eine Losung der Gleichungen (D) ausgedriickt wird, ist im All-
gemeinen die eine Gleichung unzweidentig bestimmnt durch die andere.
Nun ist jedes System von vier Gleichungen der Form:

& =,

Yy =1,
fle,2,9,0,0,4,%,9,9,4) =0,
o =0

dquivalent einem Gleichungspaare (5). Fassen wir z, 9, 2, &, ¥, &
als Punktcoordinaten zweier Gebiete R, I’ eines Raumes von drei
Dimensionen auf, so definirt jenes System eine Transformation von
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R, R in einander. Durch die Lisungen: z = I"(z, y), & = & (x, ),
d. i. 2= F(z,9), & = &', ¥), werden diejenigen Flichen in R (oder
R’) angegeben , die hierbei in Flichen in R (oder B) umgeformt werden,
Es giebt nur oot Flichen in R (oder R'), so wie gewisse unter den
Umbiillungsgebilden von zweifach unendlich vielen derselben, denen
wiederum Flichen in K (oder R) entsprechen. Und das Entsprechen
der Flichen in B und R’ ist ein eindeutiges. *) — Wie diese Flichen
zu bestimmen sind, ist oben (Nr. 5.) erbrtert worden, wo gezeigt wurde,
wie man die Gleichungen: & = ®(z, y) zu ermitteln hat.
Dieses Problem ist selbstverstindlich enthalten in dem folgenden
weit mehr umfassenden:
Eine Transformation von R, R in einander wird definirt durch die
i Gleichungen :
Fi(e,w,9,0,0,4,7,9,0,¢)=0,
F2( ) = 07

Fk(......,..);o;

man fragt nach dem Dezirke, innerhalb dessen diese Transformation
eine Flichentransformation ist. Ich bespreche nur die Fille k=3,
k=4.

23. Drei Gleichungen:

F1 (Z, Ty Y Py @ Z” m’) Y, 20,; {Z') == 0;

(18) Py ) =0,
Fy( )=0

ovdnen einer (belichigen) Iliche in R alle diejenigen Flichen in K’
zu, welche Integrale einer gewissen (der Fliche entsprechenden) partiellen
Differentialgleichung 1. O. sind. Wenn 2z = F(z, y) die Gleichung
der Fliche in R ist, so erhilt man die entsprechende partielle Differen-
tialgleichung 1. 0. in R, indem man in F, =0, F, =0, F, =0
resp. F(z,y), F'(z), F'(y) statt 2, p, g setzt und hierauf z, y elimi-
nirt. Ein fhnliches Verfahren fihrt fir eine jede Fliche in R’ au
einer entsprechenden partiellen Differentialgleichung 1. 0. in K. —
Einem jeden Flichenelemente (2, x,y, p, q) entspricht ein durch die
Gleichungen (18), diese als partielle Differentialgleichungen 1. O. in
R’ aufgefasst, bestimmter Complex von Klichenelementen in R'. Einem
jeden Streifen:
s=f@), y=9@), p=1v@), ¢=LTE¥D _ 44

entspricht folglich der Complex der gemeinsamen Flichenelemente
zweier partieller Differentialgleichungen 1. O. in R’. Diese Flachen-

*) Man bemerke jedoch den am Schlusse der Nr.25. cursiv gedruckten Satz.
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elemente ordnen sich im Allgemeinen nicht zu Flichen zusammen,
Denn, wie ich zeigen werde, sind jene partielle Differentialgleichungen
1. O. nur ausnahmsweise Involutorisch. Man erhilt namlich die frag-
lichen Gleichungen durch Elimination von x zwischen den drei Glei-

chungen:
Fi(f@), «, p@), v#), 1), 2,2, 9,9, 4) =0,
y( ) =0,
Fy( )=0.

Der Werth von 2, der aus der ersten Gleichung folgt, wird in die
zwei anderen Gleichungen eingetragen. Bezeichnen wir die so erhaltencn
Gleichungen, die gerade die in Rede stehenden ausmachen, oder
wenigstens ihnen dHquivalent sind, durch ) =0, F,/ =0, so
haben wir:

L) Fy] = [F, Fyleap + dxz [ I] + (ZFS [, 2],%)
[I, identisch Null, also:]

0= [F{Fﬂiw'ﬁ [T F. ]zxp ‘l“ dT, ];

nis v dr -
0= [F) FyJowp = [T L5]ewr + "&j [z Iy 1,
WOoraus

B B = Y B By 4

d:: (L 2 Jowpyr

-d_I’a [T, Ijuz,:-
Hier steht

a

0
aw L+ ay -9 (% )‘f”—a'g'f( )+"~" '($)+_g§l‘x'($)~

Die Bedingung [F, Fy] =0 dafiir, dass unsere swei Gleichungen
in Involution liegen, lautet dann so:

. aF,
(19 *d*a [F Fa]z:cp + dEZ [-FSFl]z'x'zJ'+ - ’ [7{ F ]”I' =0,

und sie ist offenbar im Allgemeinen nicht erfillt.
fm Falle:

[FQ 'F{f]z'm'lo' == 07 [‘Fti 'Fl]z'I'P' = 07 I,_J"t JFQ Jz'z: p = O,

I 5T, 0T\ 8F, | (OF, ,aﬁ;)aFk
) [1’,- Fk]z'z'pv == Py +p 77 319' ay, q 77 A(} q,

ARUAL NG WAL
T\ oz op oy of ) oy



308 A, V. Bicrrunp,

und nur in diesem Falle, wird einem jeden Streifen in B eine einfach
unendliche Flichenschaar in R’ zugeordnet. In diesem Falle wird
einem jeden Flichenelemente in R eine Fliche in R’ entsprechen. Die
Gleichungen (18) konnen dann durch eine Gleichung:

F(z, z, Y, P54 7, %, y,> =0,

oder durch zwel oder drei solche Gleichungen ersetzt werden. Sie be-
griinden folglich jetet eine solche Flichentransformation, wie ich sic in
ciner Abhandlung n dicsen Anmalen Bd. XI, p. 199 aufgestellt habe.

Dagegen kann man andere Transformationen (18) aufstellen, die
jeden Streifen einer beliebig gegebenen vierfach unendlichen Streifen-
schaar in R in co! Flachen in R’ tberfithren. Sei niimlich die Streifen-
schaar definirt durch die Gleichungen:

dz = pdx -+ qdy,

(20) dy = 5(2, %Y, p, q) Az,
dp = %( ) dz,
dg = 1( ) du,

wo ¢, ¥, ¢ ganz beliebige Functionsformen bezeichnen, so fithre man
nur in den in (19) eingehenden _g_zd_};:} statt [ /" (z)=] g‘:j , Lo (@)=] g—z , ete.
p+ g9, 9, ete. ein. Fir F,, F, nehme man beliebige Functionen
von &, %, Y, 9,9, 4,2, y,p, ¢ und fir F, ein Integral der so modi-
ficirten Gleichung (19). Durch die Gleichungen: F, = 0, F), == 0,
Fy; =0 ist dann eine Transformation der fraglichen Beschaffenheit
bestimmt,

24. Wir behandeln etwas niher die zuletzt genannte Trans-
formation. Aus den Differentialen der Gleichungen I}, =0, IF, =0,
F; =0 erhilt man nach Elimination von da', dy':

| aF,

all‘1 dF, dF,
dx dz _I_ dy dz’ dy
ar, sz ar, ar, |
dx dz + dx dy |
aF, Ty 4%, a4F,
dx dz + dy dy da’ dy’

Hier ist
dF oF, oF, ar,

ax+az +apr+aq H d_yz +f~ +

dF, 8F, aF, aF oF, F,, 0OF,
=t 5+ 35+ 5 W=yt Rt et

ap +6qt’
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Zwischen #, 5,1, ¥, §, ¢, hat man also den durch folgende zwei
Gleichungen ausgedriickten Zusammenhang:

dF,  aF, aF, dF, 4F, aF,
da dz dy’ dy dw.  dy
dF. ar, ar, ax. a.F 1T,

21 Ll T et B Lt T L Tt N
(21) dx dzx dy 0, dy da’ dy =0.
dF, aF, d4F, a¥, aF, ar,

dz da dy dy do'  Tdy’

Diese Gleichungen rzeigen, dass, wenn (¢, &, ¥, 9, ¢) eines der
Flichenelemente ist, die dem Flichenelemeunte (2, z, 4, p, q) entsprechen,
einem jeden dem ersten Flichenelemente zugeordueten Werthsystere
von ¢, §, ¢ ein Blischel®) von dem letsten Elemente zugeordneten
Werthen von 7, 3, ¢ entspricht.

Durch die Streifenschaar (20) kommt einem jeden Flichenelemente
(2, 2, 9, p, q) ein Biischel von r, s, ¢ zu, nimlich der folgende:

r - EJS = E)

s - at = i}
und derselbe fiillt mit dem Biischel (21):
7 m(amDG 8 Y 0TS 8 = B8 ,0, 08200505780,
s+ m( VE= v ),

zusammen , falls:

(22) =@, L=1, V=1
die drei neuen (Gleichungen zwischen 2, 2, %, p, ¢, &, 2, ¥, 9, 1, v, s, ¢
bilden,

Die Elimination von #, £, ¥, p, ¢ zwischen den sechs Gleichungen
(18) und (22) fithrt zu einer Gleichung:
(23) (D(Z; z, ."/: ]0’; g, 7") s t,) =0,
die in folgender Weise das Bild in R’ von der Streifenschaar (20) aus-
macht. Einem jeden Flichenclemente (2, x,y,p, ¢) entspricht eine
Schaar von oo! Streifen, nimlich die durch die Gleichungen I7, =0,
F,=0, F,=0, als Gleichungen in #, 2, ¥/, ', g aufgefasst, gegebene
Streifenschaar. Zwei unendlich benachbarten Flichenclementen in R,
die vereinigt liegen, entsprechen zwei Streifenschaaren, die so auf einan-
der bezogen sind, dass jedes Flichenelement eines Streifens der einen
Schaar mit einem Flichenelemente eines Streifens der anderen Schaar

*| Werthe von r, s, t, die zwei Gleichungen: 7 +ms=u, s 4 mt=v, Wo
m, p, » vou 1,8, 1 frei sind, befriedigen, bilden ein einfach unendliches System,
das ich einen Biischel nenne, Vgl. meine Abh. im XI. und XIIL Band d. Ann.
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vereinigt liegt. Und dies gilt in gleicher Weise von denjenigen Figurey,
die den Flichenelementen in R’ entsprechen. Ist nun aber die Trans-
formation (18) von der am Schlusse der vorangehenden Nummer ange-
zeigten Beschaffenheit vnd S’ irgend einer der Streifen, die vermittelst
einer solchen Transformation aus einem Flichenelemente (z, z, y, p, ¢)
in R entstehen, so muss, wenn das Flichenelemeut (2, z, ¥, p, ¢) einen
der Streifen (20) durchliuft, der entsprechende Streifen S* eine Fldiche
beschreiben. Seien (2, z, ¥, p, ¢), (&, ', ¥/, P/, ¢') 2wei einander ent-
sprechende Flichenelemente unserer Figuren; dann kommt, wegen (22),
dem letzten Flichenelemente ein gewisses Werthsystem von +, s, ¢’ zu,
Es werden nun diese p', ¢, 7, &, ' die von der Gleichung der eben
erwihnten Fliche gelieferten Werthe der ersten und zweiten Differen-
tialquotienten von 2 in Bezug auf o', ¢ fiir den Punkt (&', y, 2.

Die oot den Streifen (20) entsprechenden cinfach wnendlichen
Flichenschaaren sind folglich Integrale der partiellen Differentialglei-
chung 2. 0. (23).

Jeder Fliche in E’' entspricht eine partielle Differentialgleichung
1. 0. in B. EKinem Elemente (¢, ', ¥, p, ¢, v, s, ¢") der Fliche ent-
sprechen oc® Biischel (¢, #, 4, p, ¢, 7, 5, t). Daher entsprechen der
Flache in R’ im Ganzen oot Biischel (2, », 4,0, ¢, 7, s, £). Es muss
nun, wenn dp = ¢ dd 4 sdy, do = sdz’ -+ 'dy, auch sein:
dp =rdx - sdy, dq==sdx -+ tdy, und umgekehrt. Also erhilt
man alle diejenigen Klemente (¢4 dz, = --dz, ---, ¢ + dg) von
der, der Fliche entsprechenden partiellen Differentialgleichung 1. O.,
die mit dem Elemente (2, z, y, p, ¢) vereinigt liegen, wenn man die
Gleichungen dp = rdz + sdy, dq = sdz - tdy fiir solche Werthe
vou 7, s, t anwendet, die den genannten Biischeln zugehtren. Deshalb
werden aber die Linienrichtungen®) jener Biischel charakteristische
Richtungen fiir die partielle Differentialgleichung 1. O.

Wenn die Fliche in R’ ein Integral von (23) ist, so muss die
thr entsprechende partielle Differentialgleichung 1. 0. oo? Charakte-
ristiken haben, die je einen Streifen (20) beriihren.

Anm. Fir Riume mehrerer Dimensionen gelten ihnliche Sitze.
Man findet somit durch eine leichte Uebertragung des Vorangehenden
auf den Raum von vier Dimensionen Folgendes. Durch drei (leichungen
zwischien 2, @, @y, @3, Py, Py, Py, &5 215 25, &3, 9/, Py, pys von denen
zwei beliebig sind, ist es mbglich, solche Transformationen zweier
Gebiete eines Raumes von vier Dimensionen zu bestimmen, die jeden
Streifen (M, Reihe von ool vereinigt liegenden Flichenelementen)

*) Die Linienrichtung des Biischels, dessen Gleichungen: r--ms =g,
84 mét=w sind, wird durch die Gleichungen: ady=mdx, dz=pdr+ qdy
bestimmt,
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einer gegebenen sechsfach unendlichen Schaar des einen Gebietes ir
zwel involutorische partielle Differentialgleichungen 1. Q. des audere:
Gebietes iberfithren. Durch vier Gleichungen zwischen 2, 2, -« -, p,
Z, 2, P,y von denen drei ganz beliebig siud, kann eine Traus
formation begriindet werden, die jede M, (Rethe von oo? vereinig
liegenden Flichenelementen) einer gegebenen fiinffach uuendlicher
Schaar in zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. 0. ver
wandelt. —

25. Wenn, wie oben niher auseinandergesetzt worden ist, durch dre
Gleichungen zwischen den Parametern der Flichenelemente zweie
Gebiete B, R’ eines Raumes von drei Dimensionen die Flichen de
ginen Gebietes stets in Flichen des anderen verwandelt werden, s
fithrt dagegen eine durch vier Gleichungen zwischen denselben Para
metern ausgedriickte Transformation nur eine beschriinkte Zabl vo
Flichen des einen Gebietes in Flichen des anderen iiber. (Verg!

Nr. 22.) Seien
F1 (35 Z Y Py Q, Z, 7, Z/‘: v, Q’) =

. o Y=0,
@4 7y ) =0,
Fy( )= 0

die vier Gleichungen einer Transformation. Jede Fliche in XU (oder R
geht in Streifenschaaren in R’ (oder ) iiber. Nur dann vereinige
sich diese zu Flichen, wenn die zwei partiellen Differentialgleichunge
1. 0., die sie definiren, involutorisch werden. Die Bedingung dafii
dass die Fliche: 2z =f(x,y) zu zwei solchen partiellen Differentia
gleichungen in R Anlass gebe, erhalten wir auf folgende Weis
Wir setzen in die zwei ersten der Gleichungen (24) fiir 2, p, ¢ d
Werthe f(z, ), f(2), ') ein, und denken uns sodann die Grosse
#, y eliminirt. — Dadurch, — durch Substitution der so erhaltent
Werthe von 2z, 2,4y, p, ¢ n 2,2, 1, ¥, ¢,— sind die zwei letzten Gl
chungen (24) auf die Form:

By oy, 0,4)=
R ( )= 0

zu bringen. Nun hat man:
J— . 7, 413
@) Y F = (B Loy + G F]+ 55 04
dFa .
T e Ay

ng ir, dlﬂ, aF,
+( dz dy  dx dy lzy].
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Es sind F, F," identisch Null, daher:
[FY Fy) =0 = [F, Flewy + -2 (07, + %5 [y Fy),
[Ty Fy) = 0 = (B, Flwy + 52 0 Fy] + 422 [y By,
[P/ B} =0 = [\ ey + ;Z’ [ F] + 40y my,
T wF) + ”2 [y F,,

[FYF) =0 = [F, F)lwy + 4 ‘”‘ [ F,] + 40 “‘ [y F,),

(111

[leFﬂ =0 = [FzFﬂa’x'ﬁ' ‘I’

’ a.F,
[(Fya] =0 = {Fzlwy + P :

[y],

’ d}‘
(Fyy] =0= Uy lowy -+ dxz [zy].

_ aF, sz.
Zur Abkirzung ist resp. ——, — Statt:

6F 2 31’ 2f
300+ BZ f’()‘!' ap axa'{" 9(1 axdy
oF;  pf oF, of
y+3zf()+3p Baiy T Fg o7

geschrieben.
Ich setze weiter:
i¥, dF,  dF, dF,
dz” Tdy T dy dx = (mn).

Durch Elimination von [z Fy], - - -, [#y] aus (25} erhiilt man dann:
(12) [F} F[] = (34) B\ Fo)ewy + (42) [F, Lilywy + (23) [FI Fy)ewy
+ (12) fF3F4]Z’w'p' + (13) [F4F2]Z'x‘z:‘ + (14) E3 FiJewps
und die fragliche Involutionsbedingung nimmt also folgende Form an:
(26) (34) [Fl F?]Z’x':ﬂ' + (42) [Fl E?S]Z'Z'P' + (23) [Fl F4]z'a;'p'
+ (12) By Fyliwy + (13) [Fy Fylewy + (14) [FyFylewy = 0.
Wenn sie identisch erfilllt ist, so besteht die Figur in R, die der

Fliche: 2= f(z,y) entspricht, aus oc! Plauchen Wenn sxe nicht
erfilllt ist, so kann es doch geschehen, dass die drei Gleichungen:

Fy=0, F/=0, (F,/F']1=0
eiue, aber nur eine Integralﬂache gemein haben. Hierzu ist néthig,
dass gleichzeitig mit jenen drei Gleichungen diese zwei:

[Fs [F3F4]]=0;

(1)
[F4' [Fy F, 4'11 =0
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erfiillt werden. In diesem Falle kommtbt eine Fliche in derjenigen
Figur in R’ vor, die der Fliche: #z == f(z, ¢) entspricht.

Sehen wir f(z, y) als unbekaunt an; es ist leicht zu sehen, dass,
wie auch die Gleichungen (24) beschaffen sein mogen, sich immer
Functionen f(x, y) bestimmen lassen, fiir welche die Bedingungen (27)
erfilllt werden. Btellen wir némlich die Gleichungeu (27) in der nim-
lichen Weise in einer Form dar, die auf F,, F,, F,, F, explicite
sich bezieht, wie wir vorher die Gleichung [F, F,] =0 in der Form
(26) dargestellt haben, und eliminiren wir dann zwischen (24), (26)
und den neuen Gleichungsformen (27) die Grissen 4,2, ¥, p, ¢, so
erhalten wir zwei partielle Differentialgleichungen der 3. O. zur Be-
stimmung von z(=f(z, y)). Diese zwei partiellen Differentialglei-
chungen 3. O. sind immer mit einander vertriglich; sie hingen sogar
in der besonderen Weise zusammen, dass von den vier Gleichungen,
die ihre ersten Derivirten in Bezug auf z, y bilden, eine Gleichung
eine algebraische Folge der anderen ist. Vgl Nr. 22,, 5.

Die Transformation (24) fiihrt also eine jede Fliche, welche ciner
gewissen Flichenschaar zugehirt, die dwrch zwei solche partielle Differen-
tialglcichungen 3. O. definirt wird, deren erstc Derivirten sich auf nur
drei von einander unabhingige Gleichungen reduciren, wiederum in cine
bestimmite Fliche diber.

Die vierte der Gleichungen (24) konnte so bestimmt werden, dass
F, ein Integral derjenigen Gleichung wiirde, auf welche die Gleichung
(26) sich reducirt, falls man statt der in derselben eingelenden f(z, y),
' (x), '(y) setzt 2, p, ¢ und statt g;;, ?L—i%/@—, g;{ irgend welche
mogliche Functionen (desselben Charakters) @,, @,, @, von z, @, 4, p, ¢.
Eine jede der dreifach wnendlich vielen Integralfiichen:

re=@, S=@, [=gq

wird von der so bestimmten Transformation (24) in eine gange Schaar
von oot Flichen verwandelt. —

Die Gleichungen (24) wiirden schliesslich im Verein mit einer
fiinften Gleichung auf eine Berithrungstransformation filhren konnen.
Kine solche Transformation fithrt bekanntlich eine jede Fliche

wiederum in eine Fliche iiber.

§ 5.

Eine specielle Art von partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung der in § 1. behandelten Beschaffenheit.

96. Die partiellen Differentialgleichungen 1. 0. in Rg’ von de.nen
oben die Rede gowesen ist, deren jede oo® Punktmanmgf&lt}g%{exten
zweier Dimensionen zu Integralen hat, gehen bei einer dualistischen
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Umformung in solche partielle Differentialgleichungen 1. O. tiber, deren
jede oo? durch je zwei Gleichungen in Ebenencoordinaten ausgedriickte
Mannigfaltigkeiten zu Integralen hat. Es giebt einen Fall, in dem
die partielle Differentialgleichung 1. O. oo® Integrale hat, deren jedes
fiir ihre analytische Darstellung zwei Gleichungen in Punktcoordinaten,
sowie zwei Gleichungen in Ebenencoordinaten erfordert. Jeder Punkt
einer solchen Integralmannigfaltigkeit hat oo! Tangentenebenen und
jede Tangentenebene derselben hat co' Beriihrungspunkte. Diese Be-
rithrungspunkte bilden eine gerade Mannigfaltigkeit einer Dimension,
wesshalb jede der fraglichen Integralmannigfaltigkeiten aus co' Gera-
den zusammengesetzt ist, von denen jede eine Beriihrungslinie fiir co!
Tangentenebenen bildet.

Ist durch die Gleichung:

Fle, @y, @y, 25, py, Pay p3) =0
eine partielle Differentialgleichung jener Art gegeben, so muss erstens,
wenn 2, &, ,, ¥; als Constanten wund p,, p,, p, als Ccordinaten
der Punkte eines Raumes R, aufgefasst werden, die Gleichung I7=0
eine Linienfliche in By darstellen (Nr. 3.), weiter muss, wenn p,, p,, 93
als Constanten betrachtet werden, und wenn man

8 — & = p (@ —a,°) + py (@ —2,°) + py (23— 2,")
setzt und sodann z,, z,, 2, als Coordinaten der Punkte eines Raumes
By auffasst, die Gleichung F' == 0 eine Linienfliche in R,” repriisen-
tiren. Hierzu treten jedoch ferner noch gewisse Integrabilitiitsbe-
dingungen, die erfiillt sein miissen.

§ 6.
Von partiellen Differentialgleichungen 1. 0. in B, mit durch mehrere
Gleichungen zwischen z, x,, 2, ,, #, ausgedriickten Losungen,

27. In derselben Weise, in der wir in Nr. 5. die zwei Gleichungen
(5) behandelt haben, lassen sich auch die folgenden zwei Gleichungen:

(28) f(2, &, @y, By, Ty Dy Poy P3s 015 P2 05) =0,
o( )=0

(%=10“ % = p{) behandeln. Es werden 2, p,, p,, p; aus den

Gleichungen : *)

af oy __dw of
(—(Jlab- v, Tar aE) Ygl. Nr. 5.

*) in denen [£4],,, =
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=0, ‘P=O; [prJwP::O’ [f[f(}’]:l x(), [‘P [f(p]]mp=0’

2rp

rlrirel]] =0, [olrirel]] =0, [tre)]rirel]],, =0

eliminirt. Die resulfirenden vier partiellen Differentialgleichungen fiix

(29)

Z, von denen die erste: [(p [fgo]]»w;:: 0, nachdem man fiiv die Grossen
2, Py, Pa, Py ihre aus den vier ersten Gleichungen (29) hervorgehen-
den Werthe in 2, z,, p, /v, p.i; elugesetzt hat, von der dritten,
die drei iibrigen von der vierten Ordnung werden, haben desshalb
oo Integrale gemeinsam, weil sie, mit ihren Derivirten vereint,
ergeben:
fiir dic. vierten Differentialquotienten von #, deren Anzahl 15 ist,
finf Gleichungen,
fiir die fiinften Differentialquotienten von 2, deren Anzahl 21 ist,
neun Gleichungen,
fiir die sechsten Differentialquotienten von 2', deren Anzahl 28 ist,
vierzehn Gleichungen,
u s W.,
also stets eine Anzahl von Gleichungen, die kleiner ist als die Anzahl
der zu bestimmenden Differentialquotienten von 2"

Ein jedes Integral: & = [ (2, #,, ;) dieser Differentialgleichun-
gen gehdrt mit einer gewissen Gleichung: 2z = @(£, 2,, #;) zusammen.
Die eine dieser Gleichungen ist durch dic andere eindentig bestimmt.
Jene Gleichung fiir # wird aus den vier ersten Gleichungen (29) durch
Einsetzung des Werthes f von # ugd durch Elimination von p, p,, ps
erhalten. Durch gleichzeitige Substitution von:

4 = 7(551’ Ty, &),
4 :::(P( )3

in die Gleichungen (28) werden diese identisch erfitlll. Die zuletat
hingeschriebenen zwei Gleichungen stellen daher, sagen wir, eine

Losung von (28) dar.

98, (esetzt man habe ecine Losung mit sechs arbitriiren Con-
stanten gefunden:
! Z=F (@, Ty, Ty, Ay byt 5 A,

(30) - ),

deren Elemente (z, Zy Xy, Byy Lg,y Pi (=~a%f— , i (= g%)) simmtliche

Elemente der Gleichungen (28) umfassen: die ibrigen Losungen, deren
Existenz eben nachgewiesen worden ist, werden dann Umhiillungs-
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gebilde von dreifach (oder zufillig zweifach, einfach) unendlich vielen
der Losungen (30), nimlich in folgender Weise. Wenn 2z, 7, x,,
x,, xy als Coordinaten der Punkte eines Raumes R, von fiinf Dimen-
sionen interpretirt werden, so bilden die Gleichungen (30) den analy-
tischen Ausdruck einer vollig bestimmten sechsfach unendlichen Schaar
von Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen in R;. Dreifach
unendlich viele werden vermittelst der Gleichungen:

11 =F(’14’ Asy Ag),

(31) Iy = O )
13 = ‘{1( )
ausgeschieden Wir bilden jetzt die Gleichungen'
=7, L4t ray+ I ey + i way=o,
s =y, L4 L)+ 48 eay +—"’ ¥ (1) = 0,
o o F’<a5>+ @) + Gl w) =0,
aTr?

+ 8T F () + 22 @) + L2 W (2) =0,

r.

azr L 2L may + 20 oy + v =o,

3 7 8 ’
315 + q’ ‘P(ﬁ)'*' a(p ¢('16>+"a*%w(xﬁ)=07
und eliminiren 2, ¢, w,, Z,, @, aus denselben Wenn die dann resul-

tirenden drei Gleichungen in den i durch (31) identisch erfiillt werden,
so bekommen wir, indem wir 4,, 4;, 4, eliminiren, zwei Gleichungen:

4 = F(xu Zyy 3)s
2 =¢( )

die eine Punktmannigfaltigkeit dreier Dimensionen in R, darstellen,
welche eben die Dbetrachtete dreifache Schaar umhillt. Es werden
niimlich die Differentialquotienten F”(z,), &' (x;), resp. gleich (%),
@ (x,) fiir passend gewihlte Werthe von 1,, 4, 4, Aus diesem Grunde
stellt das letzte Gleichungspaar eine Losung von (28) dar. Wir haben
oben gesehen, dass es oo™ Lisungen von (28) giebt, weiter ist ersicht-
lich, dass jede Losung, die nichi in der Schaar (30) enthalten ist, ein
Umhiillungsgebilde von der jetzt angemerkten Beschaffenheit sein muss.
In Uebereinstimmung hiermit werden auch die drei oben erwihnten
Gleichungen fir F, ®, ¥ von oo” Functionssystemen (31) befriedigh.

29. Finffach unendlich viele Punktmannigfaltigkeiten dreier
Dimensionen in R, (dem Raume, dessen Punkte z, 2, x,, x,, x, u
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Coordinaten haben) fithren zu drei Gleichungen zwischen 2, #, x;, p:, 0.
vierfach unendlich viele fiilhren zu vier derartigen Gleichungen:

fi(2, &, 2, @y, 2, Dy, Doy D3, Py 0,5 05) =0,

f2( )y=0
32 2 ’
2 fu( )y =0,

fi( ) = 0.

Durch Elimination von py, p,, py, 2, Py’ p; 2wischen diesen Gleichungen
und den drei folgenden:

Ty =P — TPy,
(33) Ty =P, — TP,

Wy = Py — %P,
und indem man hievauf 2, z,, ,, z,, %, statt 2, 7, z,, x,, x; setzt,
resultirt eine Gleichung:
(34) Fa, ny, xyy @y @y, 7,5 Ty 5 Wy, 7y) = 0,
welche diejenige partielle Differentialgleichung 1. O. in R, ist, die
jene oot Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen zu Iutegralen hat.
Umgekehrt muss jede micht-linear partielle Differentialgleichung 1. O.
in R die eine, aus oo Punktmaunigfaltigkeiten dreier Dimensionen
bestehende vollstandige Losung besitst, vermoge der Gleichungen (33)
auf vier, oder unter Umstanden nur drei (xlelchunfren (32) gebracht
werden konnen. Ich betracht€ nur den Fall, dass vier Gleichungen
(32) resultiren.

Jene Gleichungen (32) sind keineswegs beliebig. Denn sie sollen
mit einander so verbunden sein, dass sie co! gemeinsame Losungen
von der Form:

(35) {’gl = f(xl’l 2y, x3)7

b = )
gestatten. Es ist leicht,. die Bedingungen hierfir zu erkennen, wie
auch, wenn dieselben erfiillt sind, die gemeinsamen Losungen zu
ermﬂ,’celn Man stelle nimlich neben den Gleichungen (32) die Glei-
chungen:¥)

*) in denen wie in Nr. 27.

m=3 r\
I,y urmzl( LR L 25
+ Py ‘g;‘) ) sg;‘
S (Bt b St g e
+ Vo aa;ck ) %}n

9
Mathematizsche Annalen. XVIL 22
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[f1f2]wp=0: [flfa]wp=oz [f1f4]sxp=07 [f?fﬂwp:or [fzfﬂwp:oy
s lilewy=0

auf, die nach Elimination von z, p,, p,, p, mit Hiilfe der Gleichungen
(32) sechs partielle Differentialgleichungen 2. O. zur Bestimmung von

# (= F) ergeben. Die Anzahl der zweiten Differentialquotienten piz
von £ ist eben sechs. Daher werden durch die genannten Gleichungen
2. 0. bestimmte Werthe fiir die p;; in 2, 2,, 25, 23, 2,, Py, p; geliefert.
Man hat nun auszudriicken, dass diese Werthe die Gleichungen:

(36) d&'=pda, +py du,+py day, dp/=p/ dz+pidz,+piyda,
(i = 1, 27 3)

durch ein Gleichungssystem: ¢ = ¥ (z,, 2, #;), pi = F (z;) integrabel
machen. Hieraus ergiebt sich sowohl der analytische Ausdruck des
zwischen vier Gleichungen von der Form (32) und von der Eigen-
schaft, oo! gemeinsame Integrale von der Form (35) zu besitzen, noth-
wendig bestehenden Zusammenhangs, wie auch — durch Integration
eines Systems von Differentialgleichungen (36) — die Bestimmung der
oot Integrale (35) solcher vier Gleichungen wie (32).

Eine Losung wird also erhalten, die sich durch zwei Gleichungen
mit vier arbitriren Parametern 1:

§ == F(xn Xyy Xy Ay y Agy Agy A)),
72 = O ),

ausdriickt; d. i. der Repriisentant der vierfach unendlich vielen
Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen, von denen ausgehend wir
zu den Gleichungen (32) gelangt sind. Jede andere Lisung von der
Form (35) wiirde ein Umbiillungsgebilde von dreifach oder zweifach,
einfach unendlich vielen dieser Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimen-
sionen darstellen. [Ein solches Umbhiillungsgebilde giebt es aber im
Allgemeinen nicht, — #hnliche Betrachtungen wie die der Nr. 18.
zeigen es; daher giebt es im Allgemeinen keine andere Losungen von
der Form (35) als die schon angemerkten.]

30. Wie iiberhaupt alle Integrale einer partiellen Differential-
gleichung 1. O. in R, die Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen
darstellen, erhalten werden, leuchtet hiernach ohne Weiteres ein.
Vgl. auch die Nr. 12.— 14, In &hnlicher Weise bestimmen sich die-
jenigen, zufilliger Weise vorhandenen Integrale einer partiellen Diffe-
rentialgleichung 1. 0., die Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimensionen
desselben Raumes R, reprisentiren. Jedem Punkte einer Punktmannig-
faltigkeit zweier Dimensionen:
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g = f(xi%i w4)7
Z = o( )5
Ty = 9( )
schliesst sich eine zweifache Schaar von Flichenelementen®) an, die die

Punktmannigfaltigkeit beriihren. Die Parameter =, m,, w5, 7, dieser
Flichenelemente sind gebunden an die Bedingungen:

_of 09 o 0% o
37) de, T Ton T MmO

it — T .@i’l_ — ual‘b_ — g, == 0

0, VPR 2 Py 47

Desshalb bilden die Klichenelemente, die sich an die Mannigfaltig-
keiten einer vierfach unendlichen Schaar von Punktmannigfaltigkeiten
zweier Dimensionen als Beriihrende anschliessen, ein durch eine
Gleichung:
(38) Fz, 2, @y, &g, Xy, Ty Toy Wyy Ty) == 0
zu definirendes System. Diese Gleichung wird durch Elimination der
vier Parameter der Mannigfaltigkeitsschaar zwischen den drei Glei-
chungen derselben:

2 = [(#3, z,, Ay, Aoy A 3’1);
(39) zy=( )

Zy = P( )y
und den hierzu gehorigen Gleichungen (37) erhalten.

Andererseits, wenn wir z, 2, &', @, y statt 2, &, &,, 2, 2, schreiben
und resp. durch p, ,, ¢, p", ¢ die ersten Differentialquotienten von
2,7, in Beaug auf z, y bezeichnen, so wird durch Elimination von
Ay, Ay, Ay, A, zwischen (39) und den aus ihnen folgenden Gleichungen:
af __of 8e .. . o

a2 Q"'"b‘m_[r 17='%3_: y 4 = Tz,

p ]
ein System von finf Gleichungen abgeleitet:

fl (2’, Z’, z”) LI UR'F p/v q'; _29", Q”) = O;

fa( )=20,
(40) fs( ) =0,
f:t( )“_—07
fs( )=0,

*) Die Inbegriffe aller einem Punkie einer Punktmannigfaltigkeit von vier
Dimensionen unendlich benachbarter Punkte derselben Mannigfaltigkeit werden

Flachenelemente im Raume R, genanot.
22%
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welches also mit der partiellen Differentialgleichung 1. 0. (38) #qui-
valent ist, — nfimlich in dem Sinne, dass die Elimination von =,,7,, s, x,
zwischen der Gleichung (38) und den beiden folgenden:

{p "‘7’5117’_ myp” — my =0,
g — g —mg" — =0

(41)

zu einer Gleichung:

afy + bfy +efs + dfy + ef; =0,
wo nur a, b, ¢, d, ¢ von m abhiingen, — fithren muss. Dies ist des
Ngheren folgendermassen zu verstehen. =, x,, m,;, m, werden als Coordi-
naten der Punkte eines Raumes B, gedeutet. Die Gleichung (38) ist
dann als Repriisentant einer gewissen Flichenschaar in R,” aufzufassen,
jede Fliche als eine Punktmannigfaltigkeit dreier Dimensionen dieses
Raumes betrachtet. Im vorliegenden Falle ist aber jede der Flichen
aus oo' ebenen Mannigfaltigkeiten zweier Dimensionen (41) erzeugt,
und stellt sich daher auch in den sechs Parametern p, g, p’, ¢, 9", ¢”
dieser ebenen Mannigfaltigkeiten durch fiinf Gleichungen (40) dar.
Eine nicht-lineare partielle Differentialgleichung 1. O. in R, die ein
vollstindiges Integral von der Form (39) besitzt, muss also in den Para-
metern p, ¢, p’, ¢, p”, ¢” durch fiinf Gleichungen sich darstellen lassen;
weiterhin miissen solche Beziehungen zwischen den funf Gleichungen
statthaben, dass dieselben, als partielle Differentialgleichungen 1. O.
fiir 2, 7, " betrachtet, oot gemeinsame Losungen von der Form:
t=[y), ¢« =9y, £=vy)

gestatten. »

31. Denken wir uns die fiinf Gleichungen (40) nach p/, ¢, 2", 9", ¢”
aufgeltst, also auf die Form gebracht:

U

= [ %2449,

g = fl( B
7= g( )
Z?” = 1/’( )7
g = 9 ( )3
und stellen wir die folgenden Gleichungen in 2, 2, , y, p, ¢, 7, s, ¢ auf:

de _ de __ af __ af

iz — ¥ dy =¥, dy = dx ?

so muss die Elimination von # aus ihnen zwel partielle Differential-
gleichungen der 2. O. fiir # ergeben, die oo Lisungen gemein haben.
Als eine gemeinsame Ldsung muss ndmlich die erste der Gleichungen
(39): z2=7F(x, 9, 4, Ay 43, 4;) herauskommen; die zwei iibrigen Glei-
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chungen (39): 2 = @(x, 9, 4, 4y, A, 4,), &' = ¢(&, 4, 45 Aoy Ay, 4,)
werden hernach durch blosse Elimination erhalten.

Die Gleichungen |[fifi].ep = 0, die sich aus fiinf Gleichungen
folz, 2,2, @, 9,0, 4,0, ¢, 2", ¢°) =0 bilden lassen, miissen also,
wenn die fiinf Gleichungen f, = O einer partiellen Diffeventialgleichung
1. 0. in I, angehbren, die oot Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimen-
sionen als Integrale besitzt, u. A. durch geeignete Elimination zwei
und nicht mehr als zwei von einander unabhiingige partielle Diffe-
rentialgleichungen 2. O. fir & ergeben, und diese Gleichungen 2, 0.
miissen ausserdem oo?! gemeinsame Integrale besitzen,

Ist die Anzahl derartiger particulirer Losungen einer partiellen
Differentialgleichung 1. O. in R;, die geometrisch Punktmannigfaltig-
keiten zweier Dimensionen repriisentiren, kleiner als oo', so findet man
sie durch etwas einfachere Rechnungen als die jetzt beschriebenen,
was manchmal darauf beruht, dass zu den Gleichungen (40) eine oder
mehrere Gleichungen derselben Form hinzukommen.

§ 1.

Angabe einiger specieller Fille der vorangehenden Probleme,

32. Ein System von zwei Gleichungen:
G Flo,y,24,0¢9) =0, p—g=0
ist einer partiellen Differentialgleichung 2. O.:

BV oV BV @V #VY_
F(x, Y 77 Py ! Tdat? Bmdy on =0

oV eV
dx ’? oy
ersetzt, wird die zweite dieser Gleichungen von selbst erfillt. Einer
jeden Lodsung: V—-::f(A(x, y) dz -+ B(z, y) dy) der partiellen Diffe-
rentialgleichung 2. O. entspricht eine Losung: 2= A(z,y), & = B(x, y)
des Systems (5%).

Die allgemeine partielle Differentialgleichung 2. O.:

iquivalent. Indem man in den Gleichungen (5%) 2, &° durch

, , 0V 8V BV 2V @vVy_
f(wi?/;Vv'%; *a'y'"a %2’_8.279?/’ oy =0

ist Aquivalent dem Gleichungspaare:
Flay, 0y, @, 2, ¢, P4 20y, Do+ 70 2+ 40 =0,

(28%) D2+ &Py — 9 —2p =90,
(wo &,, @, %, an Stelle von z, y, V stehen),

so dass jeder Losung: z = f(,, %y, @), & = 9 (%), @y x,) dieses Systems
das folgende involutorische Gleichungspaar entspricht:
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‘% ——"f(.’L‘, Y, V\), % = (p(x, Y V))

dessen allgemeines Integral eine Schaar von Integralen (Integralflichen)
der partiellen Differentialgleichung 2 0. darstellt. Jede Schaar von
Integralen (Integralflichen) der partiellen Differentialgleichung 2. O.:
f(x,y, V)= eine arb, Const, ist in dieser Weise einer Ldsung von
(28%) dquivalent,

Jetzt betrachte ich diejenige partielle Differentialgleichung 2, 0.
des Raumes R, (¢z,z,%;), die eine durch das involutorische Gleichungs-
paar:
(42) {101 — [(2y, Ty T3y 25 Py €15 €+ 75 €) =0,

Ps — (P( ) == 0,

(¢}, €5 + -+, ¢, bezeichnen arbitrire Comstanten),
ausgedriickte Losung besitzt. In erster Hand ist diese partielle Diffe-
rentialgleichung 2. O folgendermassen ausgezeichnet. Wenn fiir den
Augenblick 2, z,, 2,, Z,, p;, Dy, ps als Constanten, und die p,; als Coordi-
naten der Punkte eines Raumes B® aufgefasst werden, so stellt die
fragliche partielle Differentialgleichung 2. O. eine Mannigfaltigkeit von
fiinf Dimensionen, eine Fliche in B® dar, die von oot Geraden:

Py — (0 Py — (w) — 2, (8) =0,

o — (@) 03y — [ (@) — p, () =0,

Pz — [ (P3) pay — (/@) — 2317 (8) =0,

Doy — 9 (P3) P32 — ¢ (%) — ¢ (8) = O,

Poy — @ (D) pyy — ¢ (%) — P9 °(8) =0
ergeugt wird. Diese Geraden gehdren dem Linicnsysteme an:

Py — Py — @y =0,  py — npy — v, =0,
(43) Pio — MPgy — Wy =0,  p;, — npg; — v, =0,

Diy — MPyy — g =0, pyy — npgy — vy =0,
WO M, B, fby, {by, U, Yy, Yy, vy Parameter und nur an die eine Be-
dingung gebunden sind:
(44) fg — Ry ==V, — MV3.
Dieses System ist u. A. so beschaffen, dass durch jeden Punkt des
Raumes R® oo? Gerade des Systemes gehen, auf jeder Punktmannig
faltigkeit von vier Dimensionen des Raumes oo? im Allgemeinen vollig
bestimmte Curven, Mannigfaltigkeiten einer Dimension, verlaufen, deren
Tangenten Gerade des Systemes sind, und dass es also auf jeder Punkt-
mannigfaltigkeit von filnf Dimensionen, jeder Fliche, eine unendlich-
fach unendliche Schaar derartiger Curven giebt. Nur ausnahmsweise
finden sich Gerade unter diesen Curven, ausnahmsweise kann die
Fliche aus oo* solchen Geraden bestehen. Ist die Fliche cben, so
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liuft aof derselben von jedem Punkte aus ein Bischel von oo! der-
artigen Geraden.
Eine erste Forderung fir eine partielle Differentialgleichung 2. O.:

{45) Fz, Ty, Ty Ty Piy Dy Py Prgs> Pray *+ =y Pygd = 0,

die erfillt sein muss, damit sie eine Losung von der Form (42) be-
sitze, ist daher die, dass, durch Elimination der p,; zwischen (43) und
(4D), neben der Gleichung (44) drei Gleichungen:

F1(8 gy Ty, Tyy 1o Py Pay Wy By oy oy Py, ¥y, ¥y, 1) = 0,
(46) § fi( y=0,

f5( } =0,
oder eine kleinere Anzahl derartiger Gleichungen resultiren. Iierdurch
wird nur ansgedriickt, dass jede der Flichen (45) in R® aus wenig-
stens oot Geraden des Systemes (43) besteht. Es kommt aber noch
das hinzu, dass die Gleichungen (44), (46), weun sie durch die folgen-
den Substitutionen:

m= s w= et P w= e G
= g G
o TR RS TR R
=g b

in vier Gleichungen fiir p,, p, verwandelt werden, eine gemeinsame
Ldsung mit sechs arbitriren Constanten, ausgedriickt durch ein Glei-
chungspaar (42), gestatten miissen.

Anstatt

. Byy Xy Tgy &5 Pys Pry Po
schreibe ich
Byy Loy Tyy Tyy X5y %, &,
und statt
0P Opr Op 0P O;r 0Pk

da, 0z 0p’ Ox; ' 0% ' i
Pi» Pyy Dy i, P4,; ps"
Die in Rede stehenden Gleichungen erhalten dann die Form:
(44) p,+ 2Zpy — ' (0s + 50) =0 + 20/ —p; (py -+ zp0),
(8,8 @0, Ty -7 B3y By - 24 Py £ Py Py %5 1 Py 2/ +2pys
P+ p ) +2p0) =0,
(46) o282y, %qy oy 25y Py T" 'Izl’m Pyt Z"p,,, Py @0y D5 ) 20,
2 FEpp Fap) ) =0,
F3(8, 8, @, @y, <y Zay Py 2D By 4 Pu D3+ 2D Py e,
» 20,0 +2.0,p) =0,
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und jede ihnen gemeinsame Losung :
{z _ f(x“ Loy« vy Tg)s
7= )
stellt ein involutorisches Paar von partiellen Differentialgleichungen 1. 0.

(47)

b= /‘(xl’ Lyy X3, 21, P3)s
Py =9 ( )
dar, dessen siimmtliche Integral- 37, Integrale der partiellen Differential-
gleichung (45) werden.
Die partielle Differentialgleichung 1. 0. im Raume R; (22 ;- 2;),
welche die oo® Punktmannigfaltigkeiten von fiinf Dimensionen:
z = f(£,, 7y, L3y Tyy Ly, €y Cgy * * 7y €6 )s

429 { 7= )

zur vollstindigen Losung hat, ist durch die Gleichungen (44'), (46")
im Verein mit zwei anderen Gleichungen von der Form:

(48) {f4 (8 &, @, -y Ty Py, - - S Py Py D) = 0,
fi( )=0
darzustellen. Vgl Nr. 3.,29. Wenn die Gleichung (45) keine andere
Losungen von der Form (42) als die schon angenommenen besitzt, so
miissen also die Gleichungen (44'), (46") in eindeutiger Weise durch
ein Gleichungspaar (48) zu einem, eine partielle Differentialgleichung
1. O.in R, begriindenden Systeme vervollstindigt werden konnen. Die
Losung (42), wenn nicht von vornherein gegeben, wird daher jetzt
durch Integration gewShnlicher Differentialgleichungen erhalten. (Die
Ermittelung der Punktmannigfaltigkeiten von fiinf Dimensionen, die Inte-
grale einer partiellen Differentialgleichung 1. 0. in B; ansmachen, erfordert
némlich Operationen derselben Beschaffenheit wie die in Nr. 7. und 29.
beschriebene Ermittelung von Integralmannigfaltigkeiten zweier, dreier
Dimensionen von partiellen Differentialgleichungen 1. O.in I, R, resp.)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. 0. (45) wird durch
(44) und zwei andere solche Gleichungen, wie zwel der Gleichungen
(46), vollsténdig dargestellt. Die Frage nach ihren Ldsungen von der
Form (42) ist daber mit der Frage nach den gemeinsamen Lisungen
von der Form (47) von gewissen drei Gleichungen:

44) p,+ 7py —p/ (s + @ p) =21+ 2 — (0 + 25 p,),

f1 (2‘, 2',1 Lyyrens Tsy Py + ZPys Pa + 5’174’ U3 + L5 Pgy psfpxl + Z_p4’,
P+ & p), 0 +&p,07) =0,

fo(2,8, 2+ %5, 01+ 204502 -+ & Pysps 4 75 py, b5, 0 + 2/,
D)+ &py, Pyt xp, ) =0

46 II)

dquivalent.
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33. Eine partielle Differentialgleichung 2. O. mit einer Losung
(42), die in der oben genannten Weise durch vier Gleichungen (44),
(46) dargestellt werden kann, hat im Allgemeinen keine Losungen von
der ¥orm (42), die eine beliebig gewiihlte Integral- M,° der Differential-
gleichung 2. O. als eigenes Integral enthillt. Denn wenn es ein invo-
lutorisches Gleichungspaar ghbe, das keines der Gleichungspaare (42)
wiire, dessen simmtliche Integral- M,° dennoch der Gleichung 2. O.
geniigten, so hiitten wir aof jeder dieser M,° eine einfache Schaar
von M,, die fiir jenes involutorische Gleichungspaar charakteristische
M, wiren und deren jede desshalb oo? Biischel von Werthen der p
(43) enthielte, die simmtlich der Gleichung 2. O. zugehbrten. In Folge
dessen wiirde jede jener M,, als Inbegriff von oo? Flichenelementen
(2, @, p,) betrachtet, zweifach unendlich viele charakteristische M, der
anfanglichen Gleichungspaare (42) umhiillen. Aber wir sehen in fol-
gender Weise, dass es im Allgemeinen, auf einer beliebigen Integral-M,°
der Gleichung 2. 0., keine solche Umbhiillungs- M, gibt. Wir be-
stimmen zu jedem Elemente (2, @, p, pix) einer (beliebig gewiblten)
Integral- M,0 der Gleichung 2. O. (44), (46) ein Gleichungspaar (42),
das eben dasselbe Element (fiir sich und fiir die ersten Derivirten der
Gleichungen des Paares) besitet. Die so entstehenden dreifach un-
endlich vielen Gleichungspaare mogen heissen:

(2, 21y oy T3y Py Doy Pay Ayy Ayy 4g) = 0,
P )=0.

Das Umbhiillungsgebilde der oo® Gleichungen f = O nenne ich
F(z, a, p) = 0, dasjenige der oo® Gleichungen ¢ = 0 nenne ich
® (2 @, pi) = 0. Es besteht die Gleichung [F'®] = 0 fiir alle Elemente
(2, @, p)) der betrachteten Integral-M.°%. Durch irgend ein Klement
(2, 2 p,) der M, legen wir die Mannigfaltigkeit einer Dimension:

49) ds = Epida, da, = oI (p) + 0¥ (p),

dp; = — [o(F' @) + p:F"(&)) + o (¥ (@) + 2: ¥ ()],
wo 9, 6 Constanten bedeuten. Entsprechend den oo Zahlenwerthen
von ~Z~ erhalten wir oo' derartige Elementenmannigfaltigkeiten, deren

Inbegriff eine auf der M,® verlaufende M, wird. Dieselbe hat nur
dann in jedem anderen Punkte als dem obigen Ausgangspunkte einen
Tangentenbiischel, der die Gleichungen:

(50) da; = o F'(p) + 6¥'(p)
befriedigt, wenn diese letzteren Gleichungen, — #, p; mit Hiilfe der

Gleichungen der M entfernt gedacht, — ein Integral von der Form:
@ (@4, 9y 5) — O gestatten, Durch die Gleichung der M, a=1 (2,2, %),
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vereint mit der letzten Gleichung: ¢ (), %,, ;) = 0, muss alsdann die
fragliche B, ausgedriickt sein.

Es sind F'(p;), & (p,) resp. proportional f'(p:), ¢'(p.), und solche
Gleichungen wie:

da; = of (p) + 69/ (p3), de= Zpidu,
dps = — o[ f' (@) + p.f (&) — 619/ (5) + b3 ()],

— w0 — einen unbestimmten, herauszueliminirenden Parameter be-
Q

zeichnet, — gehoren einer charakteristischen M, von einem der Glei-
chungspaare:

F(8, 21y Ty Byy Pry Doy D3 d1y Ayy A5) = 0,

@( )=0
an. Desshalb wird die eben angemerkte M, : z = f(x, 2,, 2,),
@ (2, 2y, &) = 0, aufgefasst als Inbegriff von oo® Flichenelementen
(#, 2., p,), in ginem beliebigen ihrer Elemente (2, z;, p;), von einer
Mannigfaltigkeit [von oo® Flichenelementen] beriibrt, die eine charak-
teristische M, eines Gleichungspaares: f=0, ¢ =0 ist, Im vor-
liegenden Falle, — und nur in solchem Falle, — ist also jene M, (49)
ein Umbiillungsgebilde von oo?, fiir ebensoviele der anfinglichen Glei-
chungspaare (42) charakteristischen MM,.

Sollen auf der hetrachteten BM,* oc' M, (49) von der zuletzt be-
sprochenen Eigenschaft liegen, so miissen die Gleichungen (50) ein
Integral: ¢(z,, #y z,) = eine arb. Const., besitzen. Daflir ist aber
erforderlich, dass die folgende Gleichung:

| [FO] F(p) @(p)

s [FO] Fl(p) & (py)|=0

2 [FO] F'(n) ®(p)]

erfiillt werde, wenn man, nach vollendeten Differentiationen, fiir
2, p; ihre aus der Gleichung: 2z = f(z,, x,, #,) der vorgelegten I,
folgenden Ausdriicke in ,, z,, , substituirt,

Weil dies eine neue Bedingung ist, so sind im Allgemeinen die
M, (49) keine Umbhiillungsgebilde von fiir Paare (42) charakteristischen
M,*) Und also kann es im Allgemeinen kein involutorisches Paar

¥) Ich habe mich friher in diesem Punkte geirrt, da ich in meiner Abh.
in diesen Anunalen Bd. XV, pp. 83, 84 den Satz aufstellte, dass sich auf Jjeder
Integralfliche der partiellen Differentialgleichung 2. 0. «' Umhillungs- 3, von
der 1m Texte besprochenen Art, die daher besondere charakteristische M, tir die
Gleichung 2. 0. werden wiirden, finden sollten, Aus dem oben Auseinander-
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von partiellen Differentialgleichungen 1. O. geben, das jene jetzt be-
trachtete " als Integral enthiilt und dessen simmtliche iibrige
Integral- M,° zugleich Integrale der partiellen Differentialgleichung
2. 0. werden. Wie im Anfange dieser Nummer behauptet war.

In Betreff der partiellen Differentialgleichungen 2. 0. in Riumen
von mehreren Dimensionen, die intermediire Integrale, ausgedriickt
durch je zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. O., be-
sitzen, will ich nur an die in Nr. 11. und der vorangehenden Nr. 9
erbrterte partielle Differentialgleichung 2. O. fiir ¥ erinnern als Bei-
spiel einer linearen partiellen Differentialgleichung 2, 0. in einem
Raume von sechs Dimensionen, die co” derartige intermediiire Integrale
besitzt.

34. Schaaren von Integral- M,® der allgemeinen partiellen Diffe-
rentialgleichung 2. 0. in R, sind erst durch Schaaren von je drei
involutorischen partiellen Differentialgleichungen 1. O. darzustellen.
Weun F (2, &,, @, Ly, D1, Poy Psy Pryy Piwr * * 5 Pyg) = 0 die Gleichung ist,
so wird sie also Aquivalent dem Systeme der vier Gleichungen:

F(Z, Zyy Toy T3y Prs Poy P ’g% + Py %1:7' H 3& +p2 ‘%%"7 Ty

0%,
Py 0ps o
8:0, + p'.) az ) - 0)

opy ap, __ Ope op,
O, +p2’(9?2 = 2 + » 5;‘1

Doy TP e = 97
D) opy __ 0P 0Py
o +Ps‘é§' 5;%‘*‘101‘3‘;

in dem Sinne, dass jede Ldsung:

Py = f(2 @y, Ty %),
P = 9( );
py=( )
dieses Systems eben eine Schaar Integral-M,°:
S(de — fda, — pda, — pdz,) =0
der partiellen Differentialgleichung 2. O. liefert. Die allgemeine partielle

Differentialgleichung 2. O. in R, bildet daher einen speciellen Fall
eines Systems von der Form:

gesetzten leuchtet dns Fehlerhafte einer solchen Behauptung ein, Ich habe auch
schon in XVI. Bd. dieser Armalen (zweite Seite des Inhaltsverzeichnisses) jenen
von mir in der erwihnten Abhandlung begangenen Kehler angemerkt.
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fi(z z’; 7 Ty By Prta0gy e Pyt Z"p4, Pll + 3174’7 Py + '2"174,;
' pFapy o 40" =0,

f2(5,2,8" @y 5@ Pt 204y D3+ €7Dy 0y 20450y 2 B

ol e ap A ) =0,
fs (22,8 @y @Dyt 24 - P54 04y pi 20450y 270

o+ apsp+4p") =0,
JACELLT IO JE oy T Y I T N o T DY M i 0%

Py 2pyy s p 4 p) =0,
und zwar hat das der partiellen Differentialgleichung 2. O. in E; ent-
sprechende System co” Losungen:

Z=f(x“ Y .%4), 7= ‘P(xn Y 374); = w(xu M) x4>'

Helsingborg im Juli 1880.



