
Zur Theorie der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 

Von 

A. Y. :BXcKLUt~D in Lund .  

Es ist, wie ich glaube, zum ersten Male yon Lie in einer Note 
in den Gbtt. Nuchriehten ffir I872, Nr. 25, bemerk~ worden, dass 
eine partielle Differentialgleiehung 1. O. mit n unabb~ngigen Variablen 
x ~  x~, . . . ~  x~ und elner unbekannten Function z unter Umst~nden 
eine w)llst~ndige Lbsung besitzen kann, die dutch zwei oder drei oder 
vier . . .  Gleichunge.n zwischen z, xl, x~, . . . ,  x, und n willkfirlichen 
Constanten auszudr~cken ist. Ein Weg zur Ermittelung elner solchen 
Lbsung einer derartNen partiellen Differentialgleichung 1. O. wird auch 
in der n~imlichen Note yon Lie  angegeben, aber eine eif~gehende 
Discussion der betreffenden Differentlalgleichungen ist meines Wissens 
noch meht unternommen worden. Und doch ist eine Charakterisirung 
jener (~leichungen, wenn nicht aus anderen Grfinden, wenigstens des- 
halb wichtig, weft sic lehrt, yon ciner vorgelegtm~ partiel]en Differential- 
gleichung 1. O. durch Differentiationcn und Eliminationen allein zu 
entscheiden, ob sic eine durch zwei oder eine dutch drei oder durch 
mehrere Gleiehungen zwischen z~ xl,  x ~ , . . . ,  x ,  ausdrfickbare Lbsung 
besitzt. Zu den folgenden auf eine n~here Charakterisirung der frag- 
lichen Differentialgleichungen abzielenden Ueberlegungen bin ich zum 
Theil dutch racine in diesen Annalen verbffentlichten Untersuchungen 
fiber partielle Differentialgleichungen hbherer Ordnung veranlasst wor- 
den, wie aus mehreren Stellen im Folgenden erhellen d[irfte; jedoch 
haben die folgenden Ueberlegungen so wenige Berfihrungspunkte mit 
jenen Untersuchungen fiber partielle Differentialgleichungen hbherer 
Ordnung gemein, dass zu ihrem Verst~ndniss die Kenntniss der letzteren 
nicht nothwendig ist. 

Freilich werde ich mar die F'~lle n ~ 3, n ~ 4 behandeln, und 
ansffihrlich nur diojenigen partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
zwischen drei Yarmblen xl~ x2, x~ und der unbekannten Fu,ction z 
besprechen, die eine durch zwei @leichungen zwisehen z, x t, x~, x a 
uusgedr~ckte Lbsung gestatten~ abet Alles~ was ffir diese F~tle ent- 
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wickelt wird und auf die Charalderisirung der genannten pa~tiellen 
Differentialgleichungen hinausltLuft (insbes. w 1., Nr. 7, w 6.), l~sst 
sieh ohne Mtihe anf die F~lle n = 5~ n -~- 6, etc. ausdehnen. 

w 1. 

Ueber die partieUen Differentialgleichungen erster 0rdnung des Raumes 
yon vier Dimensionen, die ein erst dureh zwei Gleichnngen ausdriick- 

bares Integral besitzen. 

1. Wenn die u z ,  x~, x2, x3 als Coordinaten der Pun](te 
eines Raumes von vier Dimenslonen interpretirt werden, so stellt jede 
Gleichung zwischen z ,  x , ,  x2,  x 3 eine Punktwannigfaltigkeit yon drei 
Dimensionen and jedes System yon zwei Gleichungen zwischen den- 
selben GrSssen eine Punktmannigfaltigkeit von zwei DimensioJmn in 
diesem Raume dar. Betrachten wir irgend eine PunktmannigfaltigkeiL 
yon zwei Dimensionen in diesem Raume, kurzgesagt eine M~ ~ dieses R~: 

z = f ( x 2 ,  x3) , x~ = ~ (x2,  x3) , 

und bezeichnen wir durch p, ,  P2, P3 derart gew~ihlte Parameter einer 
Tangentenebene derselben in eir, em Punkte (z~ x~, x 2, x3) , dass die 
Gleichung jener Ebene wird: 

(a) ~ - -  z = ~ ( ~ , - x , )  + p ~ ( ~ - - x , 3  + p,~(~.~-x~) ,  
a 

so finden wit leicht, dass alle die Punkte der Me ~ die dem Ptmkte 
( zx ,  x2x.3) unendhch benachbart sind, in der Axe eines ganzen Btischels 
yon Tangentenebenen ]iegen. Man hat n~mlich fiir jene Punkte die 
Gleichungen : 

dz  - -  d f  = O, d x ,  - -  d g  = O, 

, , ~ f  ~ f  ~ Ocp oder, wenn man ~, q, p~ q resp. start ~ ,  ~x~' -~-x~' ~x~ schreibt~ 

kurz : 

(a') d z  - -  Pl dx ,  - -  2~ dx2 -- P3 dx3 = 0 

fi ir alle diejenigen Werthe  yon p~, P2, P~, die den beide~ t~elationen: 

(l) io2 ---- to - -  p'~,,  P3 = q - -  ~'io, 

Geniige leisten. Wenn~ wie gewShnlieh, der Inbegriff derjenigen Punkte 
der Ebene (a), die dem Punkte ( zx )  unendlich benaehbart s i n d , -  
and die aueh allen Mannigfal~igkeiten yon drei Dimensionen (M..,~ 
welche die Ebene im Punkte @x) ber~ihren, gemeinsam sind, - -  als 
Fliichenelement bezeiehnet wird, so kSnnen wir sagen, dass alle einem 
Punkte (zx) einer M f  unendlich benachbarten Punkte derselben Mz ~ 
den Schnitt zweier and somit einfach unendlich vieler Fli~chenelemente 
bilden. Einen jeden solehen ]nbegriff yon unendlieh naheliegenden 
])unkten ether M.fl diirfen wir als Element der 2 / f  auffassen; die 
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verschiedenen Elemente unterscheiden sich durch die Werthe ihrer 
Parameter ( z , xl , x~, x3 , p ,  q, p', q') , in derse]ben Weise wie die Flfichen- 
elemente des Raumes durch ihre Parameterwerthe (6 xl, x,., x~. Pt, lz~. 2.~) 
sich unterscheiden. .Elan jedes Element (z,  x l ,  x2, x3 ,p ,  q , f f ,  q') ist, 
wie ebe. gezeigt, der Schnitt yon zwei und somit yon cinf~ch vnendlich 
viele~ _Elementen (z, x~, x~, x.~, p~ ~ p: ,  p:~). 

2. Jedem Punkfie einer .M, ~ wird hiernaeh eta ganz bestimmtes 
Element (z, x I , x~, x~, p,  q, p', fl') oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
ein ganz bestimmter Bfischel (1) yon Fl~chen'elementen (z, xl, x, ,  x3,p~,l~.,.,p,~) 
zugeordnet. Die Glelchungen (1) repr:s aber, were, lh, P.,,, P,~ 
als Punktcoordinaten eines Raumes yon drei 1)imensioaen gedeutet 
werden, eine Gerade in diesem Raume, den ich im Folgenden mit R.( 
bezoichnen werde. Demgem~ss kSm~en wir (tie eben gemachte Be- 
merkung auch so ".msdrfieken : jedem ~unkle ei~cer Jll2 ~ des J~aumes 1(~ 
wird eine Gerade des ]~aumes i t  3" zugeordnet. Die GrSssen p ,  q, 2'~ q' 
haben wir als Coordinateu dmser Geraden aufzufassen. 

Einfach unendlich viele M2 ~ erzeugen ~ine Ma". Unter zweifaeh 
unendlieh vie]en M2 ~ giebt es also im A]lgemeinen wcaigstens eine, 
die dutch e[nen beliebig gew~ihlten Pmikt des ]~a hindurchgeht. Jedcm 
I)unlctc des R a wird &~her vernffltelst ether zwei['aeh unendtichen Schaar yon 
M.~ ~ eine Gerade in 1~:( z~geordnet. "l)ureh Sehaaren yon dreifiwh, 
vierfaeh, fiinff~teh unendlieh viden M~ ~ wird jedem beliebigen Pttnkle 
des 1~ 4 eine einfach~ zwei/'aeh resp. dreifaeh unendliehe Sehaar yon Ge- 
t , den  in I~(, d. h. eine Linie~fliiehe~ eine Co~gr'uen:: resp. ein Co~)le.r 
yon Geraden zugeordnet. 

3. DiG Gleiehung in Punktcoordinaten Pl,  ~ ,  P,~ derjenigen Linien- 
fli~ehe in /~', welehe die dreifaeh unendlieh vielen M~~ 

(2) e = f(x,, x:~, ;~, ~, v), x, ----- ~(x~, x:~, z, ~, ~), 
(we ~, ~, v variable Parameter bezeichnen) 

dem Punkte (z~ x~, x~, x:O zuordaen, und die, naeh dem Obigen, dutch 
Elimination yon 2, ~, r zwlschen den Gleichungen (2) und den Glei- 
chungen 

(d. i. den Gleichungen (1)) erhalten wird, set (lie folgende: 

(3) F(z ,  x~, x~, x.~, l h ,  P.~, P~) = (); 

(lurch sit werden aueh, wem~ man z, x ~  xz, x~, P~P. , . , th  als Para- 
meter der Fl~ichenelemente ia 1~ 4 auffasstt alle diejenigen Flllchen- 
elemente dieses Raumes R~ ang(,geben, die sich an d~e vorgelegten 
dreifaeh unendlich vielen M: ~ (,2) anschliessen (so dass jedes derselben 
c~ ~ (unend|ich ~mhe liegende) Punkte mit ether dieser M: ~ gemein hat). 

20* 
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In Folge dessert wird die Gleichung (3) elne solche partielIe Dif- 
ferentia]gleichung 1. O. des Raumes f14, welche die M.2~ (2) als Inte- 
grale besitzt. _Eine erste Bedingung fiir ei~e partielle 1)ifferentialgleichung 
1. 0.: F(z ,  xj , x2, xa, Pl, 192, P3) ~ 0, welche eine vollstiindige L6sung 
besitzen soll, die sich yeometrisch &etch cC _~f2 ~ dars~ellt, ist daher die, 
class die Differentialgleiehung, [a2ls z, xl ,  x2, x a als (beliebige) Constanten, 
_P, ,~v2,Pa ah' Coordinaten der .Funkte in R 3' inter~vretirt werden, eine 
Linienfiiiehe in J~a' repriisentiren muss. 

Indem man zwei yon den GrSssen Pt,P'~, Ps, etwa io2, Pa, aus den 
Gleichungen (1) und (3) eliminirt, muss daher, fails die Gleichung (3) 
nicht linear in den _p, aber dennoch eine partielle Differentialgleichung 
1. O. mit cx~ a Integral-2/L~ ~ sein soll~ eine Gleichung yon der Form 
resulti~en : 

f (z ,  xt~ x2, x3, p, q, ff, q') + a g ( z ,  x I , x2, xa, p, q,p',  q') 
+ ~ ~, (z, x~, x2, xa, p, q, p', q') = O, 

wo nut a,  ~ yon Pl abhitngen. Das System der Gleichungen: 

{ /(~, x~, x~, x3, p,  q, f f  , q') ~ 0, 
(4) 9)( ) = 0, 

~( ) = o  
stellt in den Linieneoordinat6n ~, q, i f ,  q" die durch die Gleiehung 
(3) in den Punktcoordlna~en Pl, 22, Pa ausgedriick~e Fl~ehe des ~a" 
dar. Dass f~ir diese Darstellung der Fl'~che drei Gleichungen erforder~ 
werden, zeigt an~ dass die Fl'~che geradlinig, aber keine Ebene isL 

4. Drei Gleichungen zwischen den Liniencoordinaten p, q, if ,  q" 
bestimmen imraer eine Linienflgche, wie aueh die Glelchungen unter 
sich beschaffen sein mSgen. Man erh~l~ die (21eichung derselben Fli~ehe 
in Punktcoordinaten p , ,  22, Ps dureh blosse Elimination von 2, q, f f ,  q" 
zwisehen jenen drei Gleichungen und den Gleichungen (1). Abet eine 
so erhaltene Gleiehung: F(z ,  x~, x~, xs, Pl,P.~, P3) ~ 0, die drei be- 
liebig gew:ahl~en Gleichungen: 

f (z ,  x, ,  x~, x~, 2,  q, p', q') -~ O, 
~( ) = 0 ,  
~( ) = o  

ilquivalen~ ist~ so dass sie geometriseh ffir alle Werthe yon z, x~, x.~, x a 
eine LinienflSche repriisentirt, hat im Allgemeinen keine durch ~ a  MeO: 
z ----- _F(x.~, .%, )l,/~, v)~ x~ ~ q)(x~, x~, )~, tt, v) darste]lbare LSsung, 
sogar im Allgemeinen keine einzige Integral-M~0. Soll niimlieh eine 
Iutegra]-M.z ~ vorhanden sein, so mtissen die angegebenen drei Glei- 
chungen zwischen p, g, p'~ q', wenn man fiir diese GrBssen setzt resp. 
8z 8z 8x~ 8x~ 

~x[ '  -~:~z ~ ~x~' ~xa ~ voa Werthen voa z~ x~ yon der Form: 
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Z ~ /7 (x2 ,  x3), x, ~ r x3) befriedigt werden. Diese zwei Glei- 
chungeu miissten die Integral-~r2~ darstel}en. Ebenso w[irde eine 
dreifaeh unendliche Schaar yon Integral-Mo~ o, die eine vollsti~ndige 
LSsung bildet% yon einem Gleichungspaare: z ~ l~(x2, x3, t~ g~ v)~ 
x I ~--- (P(x2, x:~, 2, t~, v) mlt drei arbltrSren Constanten A,/~, v bedlngt, 
durch welches den genannten drei partiellen Differentialgleichungen 
ffir z, xl identisch geniigt wtirde. 

SolI also die nicht-lineare Gleichung (3) o J  Integral-M~o (2) be- 
sitzen , so miissen die Gteichungen (4), als partielle 7) iff erentialgleichungen 
fiir z, x, au(gefasst, cinc gemeinsame L6sung (2) mit drei arbitriiren 
Constanten gestatten. 

w  

Partielle Differentialgleichungen der obigen Art, welche in/~3' Linien. 
fltichen darstellen, die zu einer beliebig gegebenen Congruenz gehiiren. 

5. Ich werde reich hier vornehmlich mit dem Gleichungssysteme: 

f (z ,  x~, x, .  x3, ~,  q, p', q') = O, 
~ (  ) = 0 ,  

wo f---~ O, rp---~ 0 ganz beliebig g'ew~hl~ sind, besch~f~igen, und zu- 
nlichs~ zeigen, dass dasselbe immer unendlichfach unendlich vicle 
LSsungen : 

z = P ( x .  x3), xi = r  x3),  

p = ~" (z~) ,  q = ~ ' ( x 3 ) ,  / = r  q' = r  

besitzt. Stat~ xl, x2~ x s werde ich jedoch hinfort schreiben z', x, y, 
wodureh 1 ), q, i f ,  q' par~ielle Differentialquodenten yon z, z' nach x, y 
werden, und die vorgeleg~en zwei Gleichungen die Form erhalten: 

f(z, ~', x, y , p ,  q,p ' ,  q') = 0, 
(5) ~ ( ) ---- 0 . -  

Die Frage, ob es Functionen z, z' yon x ,  y giebt, die diese Glei- 
chungen erfiillen, ist gleichbedeutend mi~ der Frage, ob es cine Function 
z" yon x, y giebt, dutch welehe, wenn man sic in die Gleichungen 
einfiihrt und zugleich fiir p'~ q' ihre partiellen Differentialquotienten 
in Bezug auf x, y setzt~ die vorgelegten Gleichungen verwandelt werden 
in zwei solche partielle Differentialgleichungen I. O. f~ir z: 

A ( z ,  x ,  Y, 2 ,  q) ~- O, 73(z, x, Y , 2 ,  q) ----0, 

die eine gemeinsame LSsung: z ~ Y.(x, y) bes[tzen. Und diese 
Frage erledigt sich auf die iblgende Weise. Man stelle die Glei- 
chungen auf: 
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(6) [ f q @ ~  = 0 ,*)  

(7) [ f E f ~ ] ] : ~  = 0, [r ~ 0, 

vor~ denen die letzteren, durch Elimination yon z, p ,  q vermitteIst (5) 
und (6) in zwei partielle Differentialgleichungea 3. O. fiir z' fiber- 
gehen. Wenn diese zwei Gleietmagen eine gemeinsame LSsung z" ge- 
s t a t t e n , -  und ieh werde gle~ch zeigen~ dass sie dos stets t h u n , -  so 
is~ diese LSsung eine Function z' der gesuchten Art; denn durch Sub- 
st~tution derselben in die Gleichungen (5), (6) erhalten diese, auf Grund 
der jetzigen Identitiiten (7), den durch Elimination arts ihae~ sich er- 
gebenden Ausdruek ftir z iu x ,  y als gemeinsame L5sung. 

Aus den ersten Derivirteu tier Gleichungen (5) und (7) nach x ,  y 
setzen sich in linearer Weise die Oleiehungen: 

t8) IL, =o, %, 
zu S3,lIllnen. 

--~ O~ 

= 0"~)  

Aber auf Grund der J a c o b i ' s c h e n  IdentitieS: 

- -  az ~ -  [r - -  #~Z  [f~P]***) 

Of Of , Of , "~f ~cp 

( Of _~_ a f  -F q' ~)/' , 2 f  _ a f  ~ 

O~ Of 

~ 9 %  4- a~ ,a ,v  Of 

Mit r', s', t' sind die zweite~l Dlfferentialquotienten 

0~' 0~z" ~2 z' 
~x~ ' - ~ y  ' ~-y~ 

bezeichnet. 
Allgemeiner: 

d f  ~p ..] d f  ~P d~ Of 
[/ '9]~xp-- dx  ~p dy ~I  dx  ~p 

d~ Of 
dy Oq ' 

~p eine beliebige Function yon z, x, y,/v, g, z', t , 2., 3. etc. DifferentialquoUentea 
yon z" in Bezug ~uf x, y. 

**) Wegen (6) untl (7) ziehen diese Gleichungen die folgenden n~ch sich: 

~**) Sie ist in dieser Weise yon Mayer  (in d. A. Bd. IX, p. 370) formuilrt 
worden. 
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erhSlt man, wenu I f  q0] stat~ tO gese~z~ wird, cud tiberdies die Glei- 
chungen (6) und (7) ber~icksictltigt werden. 

Also redt~ciren sich die Gteichungen (8) auf nut drei yon eh[- 
ander unabh:~ngige Gleichungen. Demioch ver~reLe~l sic volEE,~ndig 
diejenigen Gleichung'en, die darch Differentiation der aus den Glei- 
chungen (7) hergeleiteten Gleichungea % O. f~ir z' folgen, --  dcm~ 
die Gleichungen (8) sind dutch Elimination yon ~', s, t Iden zweiten 
Differentialquotienten yon z] zwischen den ersten Derivirteu yon (5) 
und (7) hervorgegangen mid werdea daher, nach Substitution der 
oben ~,gewandten aus (5), ((;) zu bestimmenden Werthe yon z, p, q 
den gen~nnten Derivirten der Gleichmlgen f[ir z' vSllig :,hlUiValenL 
Die ers~en Derivirten der zwei Gleichmlgen 3. O. f(ir z' redueirea sich 
~|so uuf drei yon ein~nder unabhSngige Oleichungen, d. i. zwischen 
den ersten Derivirten der Gleichungen f(ir z" finder eine lh~eare gela- 
tion iden~isch start. 

Dann abet stehen die Gleichungen f~ir z' in derselben Beziehung' 
zu ein~nder, wie zwei erste Integrale vcrschiedener Classcn ciner 
linearen partiellen Differentia]glcichung 4. 0., eine Beziehung, die ich 
in diesen Annalen Bd. XHI, p. 9 0 - - 9 3  nShcr bescbrieben babe. ]~ic 
zwei  Glcichu~zgen 3. O. flit z' habcn also oo ~ Integr~lc: z ' ~  r (x, y) 
gemcin. Du tch  jcdcn S~rcifen yon l~leowutc'~ (z', x, y, ?;, q') gcht cbw 
cinfach unc~dlic'hc ~%]taar yon l~zt~yrtdc~. 

Ein jedes Integrul z'-N-- r  y) be~tlmmt, nach dem Obigen, eine 
einzige Function z yon x,  y, mit der es zusammen eine LSsung des 
Systems (5) bildet. 

6. Den Gleichungen (5) k~mn man immer solche Gleichungen: 

(9) ~ (z, z', x, y, 1', ~, P', q') = 0 
hinzuf'i~gen~ deren jede m[t (5) eine dreif,tc]~ uneudhche ~ctm~r wm 

LSsungcn: z ~ F(x ,  y),  z' - -  r  y) gemein hat. gs isg nihnhch 
mSglich, die Function tO so zu bestimmen, dass es Werthe Y-~---r 
p ' ~  qb'(x), ff'~-~--r giebt, die, in (lie Gleichungen Q~), (9) ein- 
gefiihrt, diese zu drei solchen partiellen l)ifferentialgleichungen l. (). 
f'tir z machen, die eia gemeinsames Integral: ~ ~---l"(x, y) bcsitzcn, 
1)enn hierfiir ist nur crforderlich, dass die drei Gleicbungen: 

( lO) [ f '~ ]o~  = O, [~r = O, [~/'j,.,.,, = O, 
nachdem m,~a aus ihuen vermittelst (5) und (9) z, p ,  g eliminir~ h~d., 
wodurch sie in drei partiel]e Differenti:dgleichtmgen 2. O. ftir z' iibt~r- 
gehen, eine gemeinsame LSsung mit drei arbitrKren Constantea zu- 
lassen. Und dass in der That ~p so bestimmt werdcn kann~ dass dies 
eintrifft, zeigt sich folgendermassen: 



292 A.V. BXcK~u~.. 

Die ersten Derivirten der Gleichungen (10) sind, unter gehBriger 
Berticksichtigung jener Gleichungen selbst, .~quivalent den Gleichungen: 

und jedes Paar yon unter einander stehenden Gleichungen zieht auf 
Grund yon (10) respective naeh sich: 

=o, [+i rlL =o. 
Abet naeh der in der vorangehenden Nummer benutzten J a c o b i ' -  

schen Identit~t ist die Gleichung [f[cp~b]] = 0 eine foJge yon 

Also reduciren sich die sechs Gleichungen (11) ~uf nut ftinf. D.h .  
yon den ersten Derivirten der Gleichungen ( 1 0 ) , -  diese Gleichungen 
als Glelehungen 2. O. ftir z' betrachtet, - -  ist die eine eine algebraische 
Folge der anderen. D~her drtickt sich die Bedingung, dass jene ers~en 
Derivirten yon einem gemeinsamen Werthsysteme der dritten Differential- 
quotienten yon z" befriedigt werden, dutch eine einzige Gleichung aus. 
Und diese Gleichzeng wird - -  naehdem man die dritten Differential- 
quotienten yon z" aus (11) eliminirt, und die Werthe yon r', s'~ t', wie 
sie aus (10) hervorgehen, eingesetzt hat - -  eine lineare partielle 
Differentialgleichung 2. Ordnung [gr ~p. Als Variablea fungiren hierbei 
z, z', x~ y, 1o, q~ ~', q', die abet nur f(ir sechs yon einander unabhiingige 
gelten, denn es bestehen ja die Gleichungen ( 5 ) . -  Wenn jene Glei- 
chung ftir ~p d~,reh die Gleichung (9) erffillt wird, so haben die Glei- 
ehungen (10), in partielle Dlfferentialgleichunge, 2. O. ftir z' ver- 
wandelfi, ~3  gemeinsame Integrate: z' ~ qb(x, y). Denn ]m ange- 
nommenen Falle, wo die Gleichungen ftir die vier, jenen Gleichungen 
2. O. zugehSrenden dritten Differentialquotienten yon z' ~uf n~r vier 
Gleichungen sieh reduciren, reduciren sich die Gleichunger, ftir die 
fiinf, dense]ben Gleiehungen 2. O. zugehSrenden vierten Di 'ential- 
quotienten yon z' auf nut ftinf Gleichungen u. s. w. So dass jedem 
Elemente (S, x, y,/0', q') ein einziges Werthsystem yon r', s', t', 3., 4. etc. 
Differentialquotienten yon z' zugeordnet wird. D.h. es giebt Fl~ehen: 
z ' ~  r  y), zu einer solehen AnTahl ( c J ) ,  dass durch die Fl~eheu- 
elemente derselben alle (oo ~) Elemente (z', x~ y, p'~ q') des Raumes (z'xy) 
erf~illt werden. ~) 

*) D~s Gleichungssystem. 
d z ' - - p ' d x - - q ' d y ~ O ,  d p ' - - r ' d x - - s ' d y ~ O ,  d q ' - - s ' d x - - t ' d y ~ O ,  

(r', s', t' bestimmte Functionen von co, y. z', ~', ~') 
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Ein jedes Integral  der linearen partiellen Differentialgleichung 
2. O. fiir $ kann  also als linkes Glied einer Gleichung (9) der ge- 
forderten Eigenschaf t  hinsichtlich der gegebenen, beliebig gew~ihlten 
Gleichungen (5) ,  gebrauchfi werden. 

~' ine jede der in dieser Weise  best immten Gleichungen: 

(z, z', x, y, ~v, q, p', q') ~ 0 

bildet m i t  den Gleichungen (5) ein Sys tem (4),  das cine parlielle Di/]'e- 
rentia?gleichung I. O. in R~ m i t o c  ~ l n t e g r a l - M 2  ~ so ,vie in 2~5". 3 ,  4. 
beschrieben is t ,  begriindet. 

ist gleichbedeutend mit dem Gleichungspa~tre: 

(q ' r ' - -  p's') ~ y  s j Tq '  - - s '  ~x + r '  ~v : o, 

(p" t '  - -  ~t" s') ?---z~ + (r" t" - s '~) t" s" 

so dass die MSglich](eit, das erste System in der Form: z ' ~  r y, 4, .u, v), 

- ~ f ,  ~/' = --~- ,  zu integrircn, auf tier Existenz ciner gr0sstmSglizhen Zahl 

yon gemeinsamen LSsungen (derselben Form) der belden particllen D~fl'crentia|- 
gIeiehungen 1. O. beruht. 

Die Bedingung fiir die grSsstmSgliche Zahl gemeinsamer L(lstmgen: 
A ( B f )  - -  .B(Af) .~- ;~A['.J- t~.B f 

drfickt sich in unserem Falle, we 

~)f ~f  - - s '  ~f  ' ~1 Af'--~- ~ff 'r '--l /s ')-~z" - ~ ( r ' t ' -  s"~) dq' r -]-r ~ y - ~  

~  - l - ( r ' t ' - - s  '~) ~ f  v f  ~ f  ~ f ~ ( l~' t " -- q" s' ) -.$-~ ~ p, + t ' -~-~- - s" i) y - ' 

dutch die drei Gleiehungen: 

dy  dx  I t "  - - \ -~ / - - . -  -d~V/~" = 0 ,  

.dr" ds" ~ 0  

derKiirze halberist etc gesehriebenstatt r.~ + p  ~z' + r' ~;ff ~!t' 

aus. Won ihnen ist aber die eine Gleichmig eme ~dgebraische Folge der zwei 
anderen, so dass die fraghche Bedingung dutch die zwei Giciehungen: 

d /  ds" ds' dr" 
-dy d x  = O, -d~] --  -d-~; = 0 

vollstli,udig dargestellt ist. Hieraus schliessen wit, dass die Bedingung dafiir, 
dass drei partielle Differentialgleichungen '2. O. 0r ~ ]ntegralflhchcn gemeinsam 
haben, durch zwei Gleicbungen allein zu formuliren ist. W,~s tch hier, im An- 
schLusse an die ira Texte angestell~e IJetrachtung, bemerkt habeu wollte. 
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7. Wie die o~ ~ Integral-M~ ~ der letzterw~bnten partiellen Diffe- 
rentialgleichung 1. O. in /~4 herzuleiten sind, ist nun leicht ersichtlich. 
Aus (5), (9) und (10) werden z , p ,  q eliminirt. Die drei entstehenden 
Gleichungen geben r', s', t '  in Function yon z'~ x, y, 2', q'. Diese Werthe 
yon r', s', t' in das Gleichungssystem: 

d p ' - ~ r ' d x - [ - s ' d y ,  d q ' ~ s ' d x - ~ - t ' d y ,  d z ' ~ f f d x - J - q ' d y  
eingesetzt, maehen~ nach dem N,~ehstvorangehenden, dasselbe zu einem 
dureh Gleiehungen yon der Form 

z" ~ r (x, y, ~, tt, v) ,  
(a) p , _  ~ ,  ~0 

integrirbaren Sys~eme. 
Wenn ferner diese Werlhe fiir z', p', q' in die G]eichungen (5) 

und (9)eingetragen und sodann p, q eliminir~ werden, so entsteht 
eine vSllig bestimmte Gleichung: 

(b) z = l Z ( x ,  y ,  ;t, t t ,  v) .  

Durch das System der Gleiehungen (a)und (b) sind dann (lie frag- 
lichen Infegral-M~ ~ dargestell~. 

8. Is~ ~p ein Integral der linearen partiellen Differentialgleiehung 
2. 0., zu der wit in 5~r. 6. gelangten, so hat jede Gleichung: ~, ~ C, 
for jeden beliebigen constanten Werth von C oo 3 Integrale mit den 
Gleichungen (5) gemeinsam. Es seien durch die Gteiehungen: 

(~2) z = F(x ,  y, r c' ,  c", c ' ) ,  z' = r  y, c, c' ,  c", c"') 
diese Integrale ausgedrilckt. C', C", C'" sind die neuen arbitr~ren 
Constsanten, die Parameter jener dreifaehen ]ntegralschaar. Durch 
Elimination*) aller vier Constani~en C, C', C", C"' kommt man auf die 
Gleichungen (5) zurfick; dutch Elimination yon je drei derselben erh~lt 
man nebst den Gleichungen (5) nach einander diese vier: 

V(z ,  z', x,  y, p,  q, p' ,  q') -=- C, 

~,' ( ) = C', 
(~3) ~,,( ) = C", 

~" ' (  ) = -  C'",  

deren jede also elne in der Schaar (12) enthaltene dreifach unendliehe 
Integralschaar mit (5) gemein hat. 

Aus der vierfach unendlichen Schaar (12) mSgen ~3  Integrale 
durch die (~leichung: 

(14) eine arb. Funct. yon (C, C', C", C " ) =  0 
ausgesehieden werden. Dieselben werden nach (13) den Gleichungen 
(5) und der Gleichung: 

*) aus (1"2) und aus den Derivirten dieser Gleich~,ngea in B~zug auf x, y. 
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(15)  eine arb. Funct. yon (% ~', ~", #,'") = 0 

gemeinsam zugehSren. 
dDie Functionen ~p, ~', ~p", ~p'", mrs denen die Gleichungen (13) ge- 

biIdet sind, sind solche Integrale der an(bngs crwiihnten lincaren par- 
tielten Differentialgleichung 2. O. fiir ~, dass jene Gleich.mwen (13) /~ir 
alle Werthe yon C~ C', C", C"" mit einander und mY den Gleichungen 
(5) ein Integral: 

(a) z = F(x, y), z' = *(x, v) 

gemei~ haben. Jetz~ habe ich bewiesen, class aus ihnen Gleichungeu 
yon der Form (15) beliebig sieh zusammensetzen, dereu jedc mit (5) 
cx) a ]ntegrale (a) gemein hat. Oder, es ist nun auch 

(15") eine arb. Funct. yon ( ~  O', ~", ~P'") 

ein Integral tier belraehteten linea,rcn ~artiellen Di[T'crentialgteichm~y 2. O. 
9. Zwei der Variablen z~ z', x~ y, 2, q, P', q', etwa z~ z', werden 

vermittelst (5) a, us der DifferentiMgleichuug, die ~, definirt, entfernt. 
Die Integrale ~p sind dunn als Funetionea yon x~ y ,p ,  g, p', q" allein 
darzustellen~ und das integral (15') wird das vollst:,tndige ],tegral 
eines involutorischen Systems: 

A~ ex + A2 @ - +  A3 op + A~ ~q +A~. ,~. + . t , ,  ~q. =o ,  

- ~  + B~ + B., + 1,', + I(, + 1,~ =(), - ~ y  o Op c q  ' , p" Oq" 

we Ai, A v �9 �9 A 6, B1, 13 2 , " �9 13(, gewisse Functionen yon x,y,p, q,I/, q' 
sind. 

Der letzt angefiihrte St~tz kann dann so ausgesprochen wcrden: 
Die lineare 2o(~rtielle ])i~'erenth@ldchung 2. O. in x, y, p, q, p', q" 

ah' unabMingigen VariabIen, die g, definirt, hat unen~llieh['aeh unendlich 
viele intcrmediiire Integrale , deren jedes ausgedrSckt ist durch ein in- 
volutorisehes System yon der Form (16). Ein jedes hdeyral r gtebt 
zu den Yntegralen ~', ~p", ~p'" und dem~aeh zu cintra bestimmten ~r 
(16), in dem es enthalten ist, Anlass. 

Die partielle Differentialgleiehung 2. O. ftir ~ hat also in dem 
Sinne ein vollstiindiges intermediSres Integral yon der Form (1(;), dass 
jedes Integral ~p derselben eben ein Integral eines Systemes (l[b wird. 
Aber zu zeigen, welehen Nutzen man aus diesem 8atze flit (lie Er- 
ledigung der pargel[en DifferentialgleMmng 2. O. tiir q, ziehen kiknt~to, 
sehe ich reich gegenw~ir~ig nieht im ~tande. Eine solchc I)arlegang 
wiirde auch bei dieser Getegenheit insofern yon geringerem I,teresse 
sein~ weil die Herstellung der Integrale (12) des Systemes (5) oben in 
der 5. Nummer umst~ndlich auseinanderge,cetz~ worden isL Diese Her- 
stellung erfordert nach dem, was in der erwiihnten Nummer 5., ver- 
glichen mit der Nummer 14. raeiner Abhandlung in diesm~ Annalea 
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Bd. XIII, p. 92~ erSrtert worden ist, einen Integrationsprocess, welcher 
der Form nach demjenigen sehr ~hnlich ist, der f~ir eine partielle 
Differentialgleichung 2. O. mit zwei Variablen gilt. 

10. Wie man, wenn ~p gegeben ist, die zugehSrigen ~', ~p", ~p'", 
die zusammen mi~ ~p die Gleichm~gen (13) bilden, zu ermitteln babe, 
geh~ aus dam jetzt Entwicketten leicht hervor. Man stelle die Glei- 
chungen auf: 

f (z ,  z', x, y, v, q, 2', q') = o ,  
(5) ~ ( ) ---- o, 

(lO) [ f ~ ] ~ p  = 0,  [ ~ ] o ~ p  ----- 0,  [~f]~ = 0, 
(17) [f~ 'J~p = 0, [~p~p']~p -~- 0, [~p ' ] ,~  = 0, 

und verwandele durch Elimination yon z, z', r', s', t', vermit~elst der 
Gleiehungen (5) und (10), die letzten Gleiehungen (17) in drei lineare 
partie]le Different~ialgleiehungen 1. O. ffir ~p" mi~ x, y, p~ q, 2", q" als 
unabh~ngigen Variablen. Diese Gleichungen werden, nach dem in der 
vorangehendeu Nummer ErSrterten, yon den drei Functionen ~p,' ~p", ~'", 
wie auch yon einer jeden Function dieser ~p', ~/~, ~p"', befriedigt. Daher 
bilde~ die genannten drei linearen 2artiellen Differentialgleiehungen (17) 
ein vo~lstiindiges System. Dutch die L6sungen desselben warden die ge- 
suchten Functionen ~p', ~p", ~p"' erhalten. 

11. Wird die Gleichung (9), nachdem vermittelst (5) z, z' ent- 
fernt sind, naeh x (oder y,p,  q~ 2', q') aufgel5st, also auf die Form 
gebraeht: 

(9") x - -  fiy, 2, ~, ~', ~') = O, 
so tritt an Stelle der in Nummer 6. entwickelten linearen partiellen 
Differentialgleichuag 2. O. ffir ~p eine ebenfalls ]ineare partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. O. ffir f~ in der jedoch f explici~e (nebelt ihren 
Differentialquotienten) auftritt. 

Die zwei Gleichungen (5) stellen im Raume /~3' (Nr. 2.) eine 
Linieneongruenz dar. Daher kann man den Satz, dass die Bestimmung 
der Gleichungen (9') auf die Integration einer gewissen linearen par- 
tiellen Differen~ialgleichung 2. 0. ffihrt, aueh so ausspreehen: die Be- 
stimmung aller derjenigen ~artiellen Differentialgleiehungen 1. O. in 1~.1, 
die eine aus ..M2o bestehende vollstiindige L6sung besitzen und die "in 1~ 3" 
Linienfliichen (Nr. 3.) re priisentiren, die zu einer gegebenen, beliebig ge- 
nommenen Liniencongruenz geh6ren~ wird durch Integration einer linearen 
partiellen Differentialgleiehung 2. O. in fiinf unabhgngigen Variablen 
mit einem vollstiindigen, dutch ~wei involutorisehe lineare ~artielle Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. ausgedriickten intermedi~iren Integrale bewirkt. 

12. Wenn bei der in der 3. Nr. angezeigten Elimination yon P2~ ~a 
zwischen den Gleichungen (1) and (3) eine Gleichung yon der Form: 



Partielle Differentialgleichungen 1. O. 297 

/(Z, x ,  xz, xa, l~, q, P" rt') q- ~o,~ ~(z~ x ,  a'.2, xa, ,v, ~t, 2", f[) 

+ p , ' ~ (  ) +p , '~  v '(  ) = o 

resultir{, so hat die Gleiehung (3) keine dreifach unendliche Schaar 
yon Integral-21lu ~ Aber sie wird eine zweifach unendliche Schaar 
derartiger 2//~ ~ besi~zen, falls die Oleichungcn: 

f ( z ,  z', x. y, l~, q, .v', q') = O, 
~o( ) = 0 ,  
~(  ) = 0 ,  
e ' (  ) = 0  

yon einem Gleichungspaare: 

z = F ( x ,  y~ a, t*), ~' = r y, ~t, if), 
(wo ,l, ~, arbitrgre Constanten) 

befriedigt werden. Es mtissen dann die ill der 7. Nr. erSrterten drei 
partiellen Differentialgleichungen 2. O. (10) fiir z' zweifach uncndlich 
viele Integrale mit der partiellen Differentialgleichung 1. 0., die dutch 
Elimination yon z, p, q zwischen den vier GMchungen / ' ~  0, cp ~ 0, 
#3 2 0 ,  ~/ , '~  0 entsteht, gemein haben. Und das Gleiche muss in 
Bezug a u f z  gelten. 

Oder es entstehen die fraglichen LSsungcn in folgender andcrcu 
Weise. Man substitnire in f~---0, 9~ = 0,  ~ == 0, ~ / ; =  0 a x start y 

und resp. dz __ qa,  dz" q'a start p, p', wodurch die gcnannten 
dx dx 

dz dz" 
G]elchungen in vier C41cichungcn zwischen z, z', x, a, dx ' da. ' q' q 

tibergehen. Die Elimination yon q, q' fiihrt auf zwei Gleichungen: 

( , d z ~ z ' )  
/;~ z , z , x ,  d x '  h ,  = 0 ,  

~o( ) = o, 

die die GrSsse ~ als Constante enthalten. Eine folgende Elimination 

dz zwischen diesen Gleichungen: /~ - - -0 ,  r  und der yon z, dx- 

Gleichung: 
[fo%~ , .  = 0 

S X  d o 0  

leitet zu einer Differentialgleichung 2. 0., die z" als Function yon x, 
yon der Constante a und yon zwci arbitritren Parametern bestlmmt. 
Die zwei arbitrgren Parameter denke ich mir dutch (e und durch) zwei 

r 

(arbitrgre) dem Werthe x ~ 0 entslarechende Werthe ~1, z~' yon z' 
ausgedrtickt. Es wird sodann a entfernt vermittelst der Gleichung 

�9 t 

y = ax;  die so entstehende Gleichung in z', x, y mit z~, z2 als arbi- 
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tr[iren Constanien, ist die der fraglichen LSsung zugehSrende Gleichung: 
z' ~ r (x, y, ;t, tt). 

Denn, - -  die zutetzt erwiihnte Differentialgleiehung 2. O. ftir z' 
hat die Projectionen der Schnitte zwisehen der Ebene: y - ~  a x ,  und 
den Fli~chen: z' ---~ O(x, y~ 4~ #) auf der z 'x  Ebene zu lntegralcurven. 
l)ureh bestimmte Werthe yon zl' , z~' sind, unabh~ingig yon dem Wertshe 
yon a,  zwei Punkte auf der z'- Axe bestimmt, dutch welehe die Integral- 
curve, die diesen Werthen zl' , z~' der arbitrSren Constanten entspricht~ 
hindurchgeht. Durch dieselben Punk~e geh~ selbs~verstSndllch auch 
der Sehnitt, dessen Projection die lntegraleurve ist. Wird nun in 
unseren GIeichungen a ins Unendliche variirt, dagegen die Werthe 
yon z ( ,  zz' festgekalten, so wird algebraisch diejenige Fl~iche be- 
sehrieben, die den Or~ derjenigen Schnitte in den dutch die z'-Axe 
gelegten Ebenen bitdet, die dnrch dieselben zwei bestimmten Punkte 
(z(, z,') hindurchgehen. Dieser Oft ist aber nach dem kurz vorher 
beim Anfauge dieses Beweises Bemerkten, eine gewisse der Fliichen: 
z ' ~ ( P ( x , y ,  )~,/t). Daher u. s. w. 

Die der Gleichm~g: z'-~- q)(x~ y, 4, t~) zugehSrige Gleichung: 
~ F ( x ,  y~ 4, ~) wird, wie in dem fr(iheren Falle, sobald die erstere 

Gleichung, die ffir z', gefundea ist, eindeutig, dutch rein algebraische 
Operationen bestimmt. 

13. Die Elimination yon Pl, P.~P3 zwischen (1) and (3) wiirde 
zu ftinf Gleiehungen: 

f(z~ z', x, y, io~ q, p', q') ~-- O, 
) = o ,  
) = o ,  

) = o  

ftihren kSnnen, und diese kSnnten durch ein Gleichungspaar: 

z = .F(x,  y ,  ;0 ,  z" = q)(x, y, Z), 
wo 4 einen arbitrilren Parameter bezeichnet., befriedigt werden. Dann 
mtissten u. A. die zwei partiellen Differentia]gleichungen ]. O. fiir z', 
die aus den eben hingeschriebenen Gleichungen durch Elimination yon 
z, p, q entspringen, einfach unendlich viele gemeinsahm LSsungen be- 
siLzen. Dieselben wiirden die Gleichung: 

z" ~ �9 (x, y, 4) 
darstellen. 

14. Endlich wiirde die mehrma]s besprochene Elimination yon 
/~ P2~-P:~ zu sechs Gleichungen: 
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f (z ,  z', x, y, ~, q, p', q') ~ O, 

9~( ) = 0 ,  
~( ) = 0 ,  
, ' (  ) = 0 ,  
~"( ) = 0 ,  
, '"( ) = o  

ft~hren kSnnen. Ha~ dann die pgrtielle Differenh~flgleichung (3) eiue 
]ntegrat-]hr., ~ so ist es diejenige, welche durch (tie Gleiehm~gen: 

z = F(x ,  y),  z' = O(x, y) 

(es sol]en nachher x~, x2, x~ ftir z', x, y gesetzt werden) 

ausgedHickt ist~ die durch Elimination voo i ,  p', q' ,p, q bez. z, 2,  q, i f ,  q" 
aus den seehs gegebenen Gleichuugen erhalten werden. Jene zwei 
Gleichungen: z = t ' (x ,  y), z ' ~  dP(x, :~/) miissen alsdami eine gemein- 
same LSsung der sechs Gleichuagen: [ ' ~  0, 9 o ~ 0 ,  . - . ,  ~ p ' " ~ 0  
ausmachen. 

w  

Von Umhiillungsgebilden yon Sehaaren yon M~ ~ 

15. Die vier Gleichungen, durch welche zwei M.~ ~ in B~ zu 
repr~sentiren sind, werden im Allgemeinen nut  yon einem Werthsysteme 
(oder einigen Werthsystemen) yon (z, x I , x~, x3) befriedigt. DemgemSss 
schneiden sich zwei M2 ~ im Allgemeinen nur in ei~em Punkte (oder 
in einigen Puukten). Von einer einfach unendlichen Schaar yon M./~: 

f ( z ,  xl, x .  x3, Z) = 0, 
~( ) = o  

g i l t  daher ]?o]gendes: Sie bilden zusammen eine M3 ~ Die Punkt-  
gleiehung derselben wird dureh Elimination yon g aus { ' =  0, cp ~ 0 
erhalten. Die Parameter Pl,  1~.2, P.~ ihres Fl~ichenelemeu~s in einem 
beliebigen Punkte (z~ x j ,  x2, x3) haben die Werthe: 

f'(xi)~p'(a ) - cp'(x,)t" Iz) ( i ~  1, 2,3) 

und jenes Fl'~chenelement sehliesst sich daher einem Elemente (N. l.) 
derjenigen Me ~ an,  die durch den Punkt (z, x 1, xz, xs) hiadurchgeht. 
Ziehen wir aber insbesondere einen Schnittpunkt zweier unendlich be- 
nachb~rter M~_ ~ unserer Schaar in Betracht. Die Elemente der beiden 
3/2~ il~ ihrem Schnigtpunkte ]iegen nur ausnahmsweise in einer Ebe~e 
[d. i. in einer ebenen MJ~], mad deshalb hat die yon der Schaar der 
2]/~ ~ gebildete Ms ~ zwei Tangentenebenen in jenem Punkte, die eine 
Ebene an das Element der einen M2 ~ in jenem Punkte; die andere an 
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das Element der anderen M,~ ~ in demselben Punk~e sich anschliessend. 
Die Glieder reehts in den obigen Forme]n ffir pl nehmen nun auch 

o die unbestimmte Form -0- an, indem n~mlich fiir den fragliehen Punkt 

f'(/t) ~ 0, cp'(~t)~ 0. Die Tangentenebenen der M~ ~ in zwei dem 
Schnittpunkte unendlieh benachbar~en Punkten der beztiglichen B/~o 
weichen nur unendlich wenig yon einander ab. Deshalb bezeichne ich 
den in Rede stehenden Punkt, einen Schnittpunkt zweier consecutiver 
M2 ~  Schaar, als einen Cuspldalpunkt der Mz ~ in dem dieselbe 
zwei unendlich benaehbarte Tangentenebenen hat. Die Aufeinander- 
folge dieser Punkte bildet eine Art yon Cuspidal-Ml ~ der 3 / 3 0 . -  Trifft 
es sieh abet, dass je zwei unendlich benachbarLe Me ~  Schaar eine 
ganze Punktmannigfaltigkeit yon einer Dimension, eine MI ~ gemein 
haben, so erhElt unsere M3 ~ start einer Cuspidat-M, ~ eine aus den 
Sehnitt-Ml ~ gebilde~e Cuspidal-M2 ~ Da mit dieser 21/, ~ jede M~ 0 der 
anF',tnglichen Schaar zwei unendlieh benachbarte 3/1~ gemein hat, so 
wird dieselbe yon einer jeden M2 ~  Schaar nach einer ganzen ML ~ 
ber~ihrt. In diesem Falle giebt es also eine 2}/20 , die ein Umhfillungs- 
gebilde der vorgelegten einfaehen Schaar yon M~ ~ bildet, n~mlieh die 
eben genannte Cuspidal-M2~ ~ Ein Beispiel einer Schaar yon M2~ , 
die eine Umhtillungs-~l~ ~ gestattet, wird yon der durch ein Gleiehungs- 
paar der Form: 

f(~, xl, x2, x~ ) ~ 0, 
~(~, xt ,  x~, x~, Z) ~ 0 

darzustellenden Schaar geliefert. Die Gleiehungen der Umhiillungs-M~ ~ 
werden dureh Elimination yon )~ zwischen den Gleiehungen: f~-0~ 
r ~ 0, r ~- 0, erhalten. 

16. Eine jede aus einer zweifaeh unendliehen Schaar yon M~~ 

f(~,  x~, x2, x3, ~t, ~) ~ O, 
~( ) -----o 

durch eine beliebige Gleichung: Z ~ F(#)  ausgesehiedene einfach 
unendliche Schaar hat, nach dem N~ichstvorangehenden, eine Ma ~ als 
Umhiillungsgebilde. Ausnahmsweise wiirde die zweifache Schaar so 
besehaffen sein kSnnen, dass sie eine einfaehe Sehaar einschlSsse~ die 
eine Umhtillungs-M2 ~ hiitte. Eine M2o kSnnte es aueh geben, die 
s~immtliche M2 ~ der zweifachen Sehaar umhtillte. In diesem Falle mfisste 
eine jede 3~2~ der Schaar yon allen oo I unendlieh benaehbarten M2 ~ 
derselben Sehaar in dem n~imliehen Punkte geschnitten werden; d. h. 
es mtisste den sechs G leiehungen: 

f =  0, f '(~) = 0, f ' (~)  = O, 
= o ,  ~ ' ( ~ ) = o ,  ~ ' ( ~ ) = o  
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ftir alle Werthe yon 7`,g allen dutch dasse]beWerihsystem yon (z, xl~x2,x:~ ) 
gentigt werden. Durch Elimination yon ~, t~ zwischen jenen sechs 
Gleichungen wtirden alsdann zwei Gleichungen in z, xl, x:,  x~ resul- 
tiren, und dicsc gerade miissten die Gleichungen der fraglichen Um- 
hiillungs-M~ ~ sein. Ft~r eine zweifache Schaar allgemeiner Art gieb~ 
es fo]glich keine Umhtillungs-M~ o. 

17. Ebensowenig 15sst sich aus den J l :  ~ einer dreifach unend- 
lichen Schaar allgemeiner Art,  gegeben durch die Gleichungen: 

f ( z ,  xl ,  x~, xz, Z, F, v) = O, 

(~) ~( ) = o, 

eine Schaar yon zweifach unendllch vieleu M~ ~ ausscheiden, die einc 
M~ ~ als Umhtillungsgebilde hat. Nehmen wir an, dass durch die 
Gleichung : 

eine zweifache Schaar mit einer Umhtillungs-~/, ~ bestimmt wiirde. 
Die sechs Gleichungen: 

f =  O, f ' ( tO + ["(z) ~ = % f '( , ,)  + f'(,t) ~ . ~.- -~ O, 

~o = O, qo'(~) + ~ ' (Z)  -a~- = O, ~ ' ( " )  + W'(Z) -a~,- = 0 

geben dureh Elimination yon z, xl, :G, x3 zwei (~leichungcn in ~, i% v, 

a;t 0;~ welche im angenommenen Falle yon derselben Function 

7, ~ O(F, v) erffillt sein miissten. Die Bedingu,g flit die Existenz 
einer solchen Function lgsst sich leicht finden. Wit  schrciben die 
sechs Gleichungeu so: 

f =  O, f '(~)q;(,~) - -  ~'(t~)f'(Z) ---- O, 
(b) 

= o ,  f ' tv)~ ' t~)  - r = o, 

f '(~) + f'(~) ~ -  ---- o,  

f ' (v) --[-- f'(Z) ~ -.~ 0,  

und wenden die vier ersten Gleichungen zur Elimination yon z, xj, x2, xa 
an. Es muss dann mit den zwei lctzten der Gleichungen (b) die 
folgende Gleichung 

d , = / (#) -~;-t ( 7 ` ) -  f'(~') -dKl (z) (c) f '  (Z) [ - d T f  (t~) - -  ~-~ f '  (v) ] " ,z , <, ,, 

vertrSglich sein, also ebenfalls dutch s ~ 4)(#, v) erffillt werdea, in 

d d resp. die Operationen bezeichnen: der d~  ' dr 

-f(;~) az +- -y7  + ~ az + dr ax, + d~ ax~ + dr axs' 

l~Iathematisahe Annalon.  X V I L  21. 



302 A.V. Bxc~:~u~,. 

Die Werthe der Difierentialqaotiel~tea 

dz dx~ dx~ dx~ dz dx~ 

erh.~lt man dureh Differentiation der vier erstea yon den Gleichungen (b). 

Die Gleichung (c) kSnnen wir als eine Gleichung ftir ~p betrachten. 
Sie wird eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung mi t  
xl, x2, x3, ,~,/t, v als un~bhiingigen V~riablen~ falls man sich z durch 
die Gleichung f~--- 0 eliminir~ denkt. Ist die Gle[chung f ~ 0 ,  d. i. die 
erste der Gleichungen (a), gegeben und ein Integral 9~(xl, x 2, x3~ ~, t~, v)  
der partiellen Differenti~lgleichung 2. O. (e) gefunden~ so stellt die 
Gleiehung: 9~ ~--0 eine G]eichung dar~ die zusammen mit f ~  0 eine 
Scha~r yon M2 ~ darstell~, die sich in  oO Sehaaren yon je cx~ 2 M2 ~ au f -  
16st, Schaaren, die jede ei~e Umhi~llungs-M2 o besitzen. Wir seherl 
auch, dass es keine dreifache Schaar  yon 3/2 ~ giebt, die sich durch 
zwei Gleichungen, die beide dreif~ch unendlieh in Bezug auf Z, tt, u 
sind, darstellen l~sst, und sich in m e h r  als ~x~ I Schaaren yon je ~*  3/2 ~ 
spaltet, deren jede eine Umh~illungs-yhr2 o hat. 

18. Eine partielle Differentialgleichung 1. O. in R4, die eine durch 
cr ~ M.z ~ (a) ausgedrtickte vollstKndige LSsung besitzt, muss folglich, 
falls die Gleichungen: 

f(z, xj, x,~, x3, ~t, t~, v ) =  O, 
) = o  

jener Integralschaar in der durch die Gleichung (c) formulirten Be-  
ziehung zu einander stehen~ noch ~ *  andere ]integral-M:2 ~ besitzen, 
die Umhfillungsgebilde yon je c~ ~ der  ersteren Integrale darstellen. 
In diesem Falle mfissen die Gleiehungen (10) t'{ir ein jedes einer U m -  
h[illuags-M~ ~ zugehSrende Element (z, Y, x, y,~v, g, if, q') yon m e h r  
als einem Werthsysteme yon r'~ s'~ t', niimlich yon einem, das de r  
umhfillenden~ und yon einem~ das einer umhfill{en Me ~ zukomm~, 
befriedigt werden. Die Bedingung hierf~ir drfick~ sich dutch zwei  
Gleichungen : 

t~(z, z, x, y ,  p ,  g, p ,  q') ~ 0, 
~( ) = 0  

aus. Also: wenn eine l)artielle Differentialgleichung 1. O. in ~4,  d i e  
in den Gr6ssen z ,  z', x ,  y,  p,  q, f f  , q" dutch die drei Gleichungen (5) ,  
(9) repriisentirt ist, einfach unendl ich viele Integral-M~ o hat, die U m -  
hiillungsgebilde yon je o~ ~ der c~ ~ Zntegral-Mz ~ einer vollstiindigen 
L6sung ausmachen, so erhbilt m a n  erstens die Gleichungen dieser U m -  
hiillungs-M~ ~ verndttelst .El imination zwischen (5), (9) und  den e b e n  
a ngemerkten Gleichungen: ~ ~ O, fl ~ -  O~ in der _Form: 
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und hat hernach, - -  was jetzt m6glich sein muss, - - d i e  Glei&ung: 

dz  - -  -f . dx  - -  q~ . dy  ~ O, 

in der Form:  z ~ - F ( x ,  y, C)*), wo C eine arbitrgre Constante be- 
deutet, zu integriren. Dutch die beiden Gleichu.ngen: 

z = ~ ( x ,  y ,  r  z' = -~ (F(x,  y ,  6'), x, y) 

si~r d a ~  die fragIiche~ I~,tegrabM~ ~ gegcben. 

Man ersieht ohne Weiteres hieraus, wie mall eine vorgelegte par- 
tielle Differentialgleichung 1. O. in t54 darauf zu pr~ifen hat,  ob sie 
derartige Umhtillungsintegral-/il~ ~ zul~isst oder nicht. 

19. Der Umstand,  dass die Rechnung, die zu jenen Umhiillungs- 
M.: ~ f{ihrt, einfacher ist als diejenige, welche die Integral-M2O der voll- 
stgndigen LSsung giebt, findet in dem folgenden Satze seine ErklSrung. 
- -  Aus den dreifach unendlich vielen 2/.e ~ einer vollstgndigea LSsung 
einer partiellen Differentialgleichung I. O. in ~4 scheide man beliebig 
einfuch unendhch vmle aus. Die uus ihnen gebildete Punktmannig- 
falbgkeit dreier Dlmensionen ist eine integral-2~a~ der nSmlichen Glei- 
chung 1. O. Arts in dieser Weise gebildeten Integral-~f, ~ setzen sich 
als deren Umh~illungsgebilde alle aI~dere lntegralmannigfaltigkeiten der 
Gleichung l. O. zu~ammen. Giebt es nun einfach mlendlich wele Um- 
htillungsintegral-M2 ~ der eben angegebenen Art~ so werden dies% oder 
wenigstens einige yon &esen, yon jeder Integral-M.~" der partiellen 
Differentlalgleichung beriihrt. Die in 1)edc stehen~len M.~" bilde~ daher 
ei~e singulgrc L6sung der 2artidlen Differentiatgleichung 1. O. 

20. Der Fall, dass eine der Gleichuugen (a) nur zwei oder nu t  
einen der Parameter A, # , v  enthglt, ist bisher ausgeschlossen ge- 
blieben. Enthglt  f ~  0 nur die Parameter t ,  9, so entstehen durch 
blosse Elimination yon v zwischen den Gleichungen: 

f ( z , x ~ , x 2 ,  xa, Z , # ) = O  , q j ( z , x ~ , x . ~ , x a , ; ~ , ~ , v ) = O  , r  

zwei Gleichungen : 
f (z, x~, x~, x~, ~, ~) = O, 

~( )=o,  
durch weiche eine zweifache 8chaar yon Umhtillungs-M~ ~ yon tier in 

*) Es brauch~ sich selbstverbtgndlich keine der Gleichungen: 

p =  T ( z , x ,  y), ". . ,  z =  F ( x , y ,  G) 

in diesen expliciten Formen zu ergeben. Die betreffenden l~echuungsoperatlonen 
werden im Allgemeinen auf Gleichungen yon der Form 

f ( z , x , y , ~ ) =  o, . . .  /V(x,y, z, C) = o  
ffihren. 

2 1  r 
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der Nr. 15. erSr~erten Art ausgedrfickt w i r d . -  Enflr2t~ die Gleichung 
f ~ - 0  nur einen Psrameter, z. B. Z, so kann man beliebig p~---Func~ 
(~ (and s nehmen, und sodann eine Umh~illungs-M~~ ] '~-  0~ 7p ~ 0 
bilden. Es existiren also jetz~ ~ Umh~illungs.$s D~e partielle 
Differcn~ialgleichung 1. O. in //4, die eine durch: f(z,x~,x.z,x~, s  O~ 
q~ (z, x,~ x~, x~, ]~ l~, ~ ) - ~  0 ausgedrtickte volls~gndige LSsung hat, 
wird geometrisch durch eine i (egelschaar  in/~s' (Nr. 2 ,  3.) repr'~sen~ir~. 

21. In einer vierfach unendlichen Schaar yon M2 ~ 

(d) { f (z ,  x~, x.,_, x.~, Z,  ~ ,  ~,, ~) = O, 
~( )----o 

sind unendlich viele zweifache Schaaren enf, halten, die Umhtillungs- 
M~ ~ besitzen. Werder~ n~mlich v, @ so als Functionen yon ~, # be- 
stimm~, dass die sechs Gleichungen: 

~v ~ -~-~0, f = O ,  f'(2)-F l~(v)-~Z + f'(e) ~ 

av f, ~o = 0 ,  
(e) 

8v ~ --~-0, 

' "  " 8~ 8q ~ 0 

ftir alle Werthe yon Z~ t~ vert~rKglich werden, egwa: u - ~ - F ( 2 ,  t~), 
~---O(~, #), so bekommt m~n eine zweifache Schaar, die von einer 

M2 ~ umhfillg wird, n~mlich die folgende:  

f (z ,  x , ,  x2, x3, z ,  t~, F ,  O) = O, 
,~( )=o. 

Und es kSnnen wh'klich v, p so best immt werden. Durch Elimination 
yon z, xt, x2, x 3 zwischen den eben hingeschriebenen sechs Gleichungen 

entstehen ngmlich zwei Gleichungen in i ,  #, v,  O,-Us "~ 8~ 

Dass zwei solche Gleichungen immer  ~ LSsm~gen: v ~--xw(~t~ t~), 
O = O(~t, /t) zulassen, ist aber in tier 5. Nr. erwiesen. 

Die LSsungen der zwei Gleichungen yon der Form (5), die durch 
Elimination yon s #, v, p aus den Gleichungen (d)*) entspringen, 
werden s.~mmtlich aus den Gleichungen (d) selbst und aus Umhfillungs- 
gebilden yon ~2  derselben bes~ehen. 

Die zwei Gleichungen, die in tier oben erw~hnten Ar~ dutch Eli- 
ruination yon z,  x , ,  x.2, x s aus (e) entstehen~ haben L5sungen yon der- 
selben Beschaffenheit. Die Gleichungen (d) selbst, - - jefz~ z, x l ,  x2, x 3 

*) diese verbunden mi~ ihren erst~en Derivirten in Bezug auf xi, x 3 [-- z, x t 
als Func~ionen dieser (]rSssea aufgef,~sst). 
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als arbitrgre Parameter betraehtet, --  maehen eine besondere LSsung 
jener Gleichungen aus. 

Das erste der genannten Gleichungspaare yon der Form ( 5 ) , -  

~x, nenne ich •, alas zweite, - -  alas in das in ,~ x l ,  x2, �9 � 9  a ~  ' 
a~ 

a~/t~ v ~ . . . ~  ~ - ,  ~ nenne ieh g2'. Die L~sungen yon ~,  ~' ent- 

sprechen einander eindeutig, so dass aus den LSsungen des einen 
Gleichungspaares die des anderen durch rein algebraische Operationen 
hervorgehen. Denn~ fassen wit, um uns ktirzer ausdriicken zu k5nnen, 
z, xj , x~, x a als Coordinaten der Punkte eines Raumes I~4, 2~, ~ ,  v ,  p 
als Coordinaten der Punkte eines Raumes I~ 4' auf: einem jeden Punkte 
in /~4' entspricht eine Integral-M2 ~ yon ~, einem jeden Punkte in 1{ 4 
eine Integral-M2O yon ~', so dass zwei unendlich benachbarten Punkten 
einer Integral-M2 ~ yon Q, die einem Punkte @, l*, ~, P) entspricht~ 
zwei Integral-~l~ ~ yon ~' entsprechen, die beide dutch den Punkt 
(~., ~, v~ 9) hindurchgehen. In Folge dessen wird einer jeden 3/2 ~ in 
594, die oo ~ der den Punkten @, ~, v ,  e) entsprechenden lntegral-M.~ ~ 
yon ~ umhiillt und die folglich selbst ein Integral yon ~ ausmacht, 
eine M2 ~ in -s entspreehen, die ~= der den Punkten (z, x~, x~, xa) 
entsprechenden Integral-M.~ ~ yon ~2' umhfillt and also aueh eine Iute- 
tegral-Mu ~ dieses selben Gleiehungspaares ~' bildet, and umgekehrt. 
Einer zufglliger Weise vorhandenen Umhtillungs-M~ ~ yon c'~ ~ tier den 
Punkten @, f*, ~, ~) entsprechenden Integralen yon ~2 entsprieht eine 
Punktmannigfaltigkeit yon einer Dimension als In{egral yon ~'. 

Diese Correspondenz zwisehen den Integralen yon ~, ~' ist genau 
diejenige, die yon der dutch die Gleiehungen (d) begrtindeten Be- 
riihrungstransformation der R~tame _g~, /~t' bewirk~ wird. 

w  

Verallgemeinerang der in w 2. behandelten Problem~. 

22. Von den zwei Gleichungen: z ~ / ; ' ( x ,  y), z" ~ r  y), darch 
wetche eine LSsuxJg der Gleiehungen (5) ausgedrtiekt wird, ist im All- 
gemeinen die eine Gleichu~g unzweideutig bestimmt dutch die andere. 
Nun ist jedes System yon vier Gleichungen der Form: 

X'~X~ 
y ' ~ y ~  

f@, x ,  y, p ,  q, x', y', F,  q') = O, 
) = o  

gquivalent einem Gleiehungspaare (5). Fassen wir x ,  y ,  z ,  x', y'~ , '  
als Panktcoordinaten zweier Gebiete R~ /R' eines Raumes vo= drei 
Dimensionen auf~ so definirt jenes System eine Transformation yon 
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R ,  /~' in einander. Durch die LSsungen: z ~ F(x ,  y), z ' - ~ - ~ ( x ,  y), 
d. i. z -~- tZ(x, y), z" ~ r  y'), werden diejenigen FlSchen in R (oder 
/~') angegeben, dis hierbei in Flgchen in R' (oder/~) umgeform~ werden. 
Es giebt nut  cx~ 4 _Fl&hen in R (oder t~')~ so wie g e w i s s e  unter den 
Umhiillungsgebilden yon zweifach unendlich vielen derselben, denen 
wiederum Fliiehen in t~' (oder t~) entsprechen. Und (]as Entsprechen 
der Fl~chen in /~ und /~' is~ ein eindeutiges.*) - -  Wie diese F15chen 
zu bestimmen sind, ist oben (Nr. 5.) erSrter~ worden, wo gezeigt wurde, 
wie man die Gleichungen: z ' ~  ~)(x, y) zu ermitteln hat. 

Dieses Problem is~ selbs~verst~indtich enLh~lten in dem folgenden 
welt mehr umfassenden: 

Eine Transformation yon I~ , R' in einander wird &finirt  dureh die 
7~ Gleiehungen : 

F~ (~, x, y, 2,  q, z', x', y', p', q') --= 0, 
) = o ,  

. . . . .  , ~ �9 . . . .  

) = o ;  

~ a n  fragt naeh dem 2ezirke,  innerl~aZb dessert diese Tra~s/brmation 
eine Fliichentransformation ist. Ich bespreche nur die Fiille k ~ 3, 
7 ~ - 4 .  

23. Drei Gleichungen: 

{ F~ (z, x, y, p, if, z', x', y', p', q') -~- O, 
(18)  ) = o,  

) = o 

ordnen einer (beliebigen) Fliiche in /~ alle diejenigen FlSchen in _g' 
zu, welehe Integrale einer gewissen (der Fliiche entsprechenden) partiellen 
Differentialgleichung 1. O. sind. Wenn z ~ F(x~ y) die Gleichung 
der Fliiehe in R ist, so erhglt man die en{sprechende pzr~ielle Differen- 
tialgleichung 1. O. in /-R'~ indem man in F 1-~-0~ P~ = 0 ,  F a---0 
rasp. F ( x , y ) ,  ZZ'(x), F ' ( y )  start z , p ,  q setzt und hierauf x, y elimi- 
nirt. Ein "2hnliehes Ver~ahren f'~ihr~ fiir eine jede Flgche in /~' zu 
einer entsprechenden partiellen D~fferentialgleichung 1. O. in ~ . -  
Einem jeden Fliichenelemente (z, x~ y~p, q) entspricht ein durch die 
Gleichungen (18), diese als partielle Differentialgleiehungen 1. O. in 
~ '  aufgefasst, bestimmter Complex yon Fl~ichenelementen in/~'. Einem 
jeden Streifen : 

z=f(x) ,  y=~(x) ,  p=~,(x), q~-- f'(x~--V~) =:~(x)" ~;'(x) 

entspricht folglich der Complex der gemeinsamen F]gchenelemente 
zweier partieller Differentiulgleichungen 1. O. in ~'.  Diese Flaehen- 

*) Man bemerke jedoch den am Schlusse der Nr. 25. cursiv gedruckten S~z. 
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elemente ordnen sich im Allgemeinen nicht zu Fl'Xchen zusammen. 
Denn, wie ich zeigen werde~ sind jene partielte Differentialgleichungen 
1. 0. nur ausnahmsweise involutorisch. Man erhiilt niimlich die frag- 
lichen Gleichungen dutch Elimination yon x zwischen den drei Glei- 
chungen: 

F~ (f(x),  x ,  ~ (x), ~ (x), z (x), z', x', y', ~', q') = O, 
F~( ) =0, 
.F~( ) = o .  

Der Werth ~on x, der aus der erste~ Gleichung fblgt, wird in (tie 
zwei anderen Gleichungen eingetragen. Bezeichnen wir die so erhaltenen 
Gleichungen, die gerade die in gede stehenden ausmachen, oder 
wenigstens ihnen ~iquivalent sind, dutch 1 ' ~ ' ~ 0 ,  ~ ( ~ - 0 ,  so 
haben wir: 

, , ~F~ [x.z,'3] + [r~x],*)  

IF(  identiseh Null, also:] 

,, ~.v, [ ~ A t  0 = LrF,'~'3j. 'x'p' ] = I F  11 3]r x'p" + ~ , 

woratIs 

a~ ;  E F 2 ' F , j ] =  al,', [ I , ' ~ ' ~  dJ,'~ ;~ ,, 

Hier steh~ 

dx st~t  ~ W  -b - @ -  ~ (x) + -~-K r + L~- z ' (x ) .  

Die Bedingung IF,IF3' ] ~ 0 dafii 5 dass unsere zwei Gleichungen 
ia Involution l iegen, lautet dann so: 

--ax: --~-~- [2,'~,],,~.,,. + -  d~- [~,, ~,,,]o,.,, = o, 

und sie is~ offenbar im Allgemeinen nicht erftillt. 

Irn Falle : 

[Y~:~]o ,~v  = o, [l~.v,]~,~.,, = o, I:-r',J,'~],..~, = o, 

I~F, ~I,~,~ ~15 faF, a.L,',', I a.~ 
',') [l",Fk],.,.?. = ,,,TU +.~; T 7 , , - ~ 7  + t , -bV-+q' ~,~'., -~,~' 

- \~-+K-~2, -  / ~ , - - \ - ~ - + 4  ~Z ag"-" 
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und nur in diesem Falle, wird einem .~den Streifen in R eine einfach 
unendliche Fl.~chenschaar in 22' zugeordnet. In diesem Falle wird 
einem jeden Pliichenelemente in 22 eine Fl~che in 22' entsprechen. Die 
Gleichungen (18) k5nnen dann durch eine Gleichung: 

F(z ,  x, y, p ,  q, z', x', y') = O, 

oder durch zwei oder drei solche Gleichungen erse~z~ werden. Sie be- 
griinden /blflich jetzt eine solehe Fliichentransformation, wie ich sie in 
einer Abhandlung in diesen Annalen Bd. XI~ p. 199 aufgestellt habe. 

Dagegen kann man andere Transforraationen (18) aufstellen, die 
jeden Streifen einer beliebig gegebenen vierfach unendlichen Streifea- 
schaar in 12 in cct Fl~chen ia 22' tiberfiihren. Sei n:~imlich die Streifen- 
schaar definirt dutch die Gleiehungen: 

(20) 

dz ~ p d x  + qdy ,  

dy ~- ~ (z, x, y, p, q) dx,  

@ = ) dx ,  

wo cp, ~, Z ganz beliebige Funcfiionsformen bezeichnen, so fiihre man 
. d . F ~  dz dy 

nut in den in (19) emgehenden--d-x start I f '  ( x ) ~  ~ -  ~ [r ~ - ,  etc. 

19 + qcp, % et~c. ein. Far F1, 27' 2 nehme man beliebige Functionen 
yon z, x, y, p~ q, z', x'~ y', p', q" und fiir F~ ein Integral tier so modi- 
ficirCen Gleichung 09). Durch die Gleichungen: F 1 ~ 0, F.~ ~--0~ 
F 3 = 0 is~ dann eine Transformation der fraglichen Beschaffenheit 
bestimmt. 

24. Wir behandeln etwas n~her die zuleCzt genannte Trans- 
formation. Aus den Differentialen der Gleichungen 1~ = 0, F: ~ 0, 
/~3 ~ 0 erh~l~ man nach Elimination yon dx', dy': 

Hier is~ 

d F, 8.Fi ~ f -  dx --]- ~ dy 

dF2 
w d x  + @ d Y  

d ~ d l~ 
~ -  d x -~- --(i-y- d y 

d Fl d Ft 
dx" dy" 

dF, d~, 
dy' 

dx" dy" 

~---0. 

y;'-~ ---- g-Z + - ~ P  +-~F- r + g~- s', -~7-- OF-+ ~ q +yy- s + o y r  



Zwischen 
Gleichungen ausgedrtickten Zusammenhang: 

dx 

dx 
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r, s, t, r', s', t', hat man also den dureh folgende zwei 

d F~ d F, 
dy dx' 

dy dx" 

dy dx' 

dF, dF,  ~F, 
dx  dx" dy' 

dx' d~-  

dx" -~ ' -  

dU' 

~lr'~ = 0. dy" 

d.F~ 
"-dy'- 

Diese Gleiehungen zeigen, dass, wenn (z', s  y' ,p' ,  q') eines der 
Fl~icheneiemente ist~ die dem Fl~ichenelemente (z, x, y, p, q) entsprechen, 
einem jeden dem ersten F[:,ichenelemen~e zugeordneten Werthsysteme 

t r yon r ,  s ,  t' ein Btisehel*) yon dem letzten Elemente zugeordneten 
Werthen yon r, s, t entspricht. 

Durch die Streifenschaar (20) kommt einem jeden Fliichenelemente 
(z, x, Y,I), q) ein B~ischel yon r, s, t zu, nilmlich der folgende: 

r + ~ = ~ ,  
s + ~ t = z ,  

und derselbe fiillt mit dem Biischel (21): 

r -~ m (z,x,y,!6q, z',x', y ' ,p ' ,~/ ,s ' , t ' )  s ~ t~ (z, x~ y,p, q, z', x', y'~ p', ~,  r', s', t '), 

s + , ~ (  ) t =  ~( ), 
zusammen, falls : 

(22) m = ~ ,  ~ = ~ ,  v ~ z  
die drei neuen Gleichungen zwischen z, x~ y, p~ q~ z', x'~ y', 1)', q', r', s', t' 
bilden. 

Die Elimlnatioa yon z~ x,  y, p, q zwisehen don seehs Gleiehtmgen 
(18) und (22) ffihrt zu einer Gleichung: 

(23) r (z', x', y', p', ~t", r', s', t') = O, 

die in folgender Weise das Bild in /~' yon der Streifensehaar (20) aus- 
macht. Einem jeden Fl~chenelemeate (z, x ,  y , p ,  q) entspricht cine 
Sehaar yon ~1 Streifen, n~mlieh die din'oh die Gleiehungen 1"1-~-O, 
~ �89  F3-~-~0 , als Gleichungen in z', x', y ' , I / ,  q' aufgefass~, gcgebene 
Streifenschaar. Zwei unendlich benachbartett Fli~chenelementen in R~ 
die vereinig~ liegen~ entsprechen zwei Streifensehaaren~ die so auf einan- 
der bezogen'sind, dass jedes Flgchenelement eines Streifens der einen 
Sehaar mit einem Fl~iehenelemente eines Streifens der anderen Schaar 

*) Wer the  yon r,s, t ,  die zwei Gleichungen: r - ~ m s ~ l ~ ,  sdr - m r = v ,  wo 
m, ~, ~ voa r, s, t frei s ind,  befriedigen, bilden ein einf,~ch unendtiches System, 
alas ich einen Biischel nenne.  Vgl. meine Abh. im X[. und X[II. B~nld d. Ann, 
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vereinigt liegt. Und dies gilt in gleicher Weise yon denjenigen Figt~ren, 
die den Fliichenelemen~en in R' entsprechen. Ist nun aber die Trans- 
formation (18) yon der am Schlusse der vorangehenden Nummer ange- 
zeigten Beschaffenheit und S' irgend einer der Streifen, die vermittelst 
einer solchen Transt'orma~ion aus einem Fl~ehenelemente (z, x, y,p, q) 
in R entstehen~ so muss, wenn das Fliichenelement (z, x, y, p, q) einea 
der Streifen (20) durehl~iuft, der en~sprechende S~reifen S" eine F_liiche 
beschreiben. Seien (z, x, y, I% q), (z', x', y', p', q') zwei einander ent- 
sprechende Fls unserer Figuren; dann kommt, wegen (22), 
dera letzten Fl~ichenelemente ein gewisses Werthsystem yon r'~ s'~ t' zu. 
Es werdeu nun diese i f ,  q', r', s', t' die vonder  Gleichung der eben 
erw~ihnten Fliiche gelieferten Werthe der ersten und zweiten Differen- 
~ialquotienten yon z' in Bezug auf x', y" ftir den Punkt (x', y', z'). 

2 i e  ~x~ 4 den Streifen (20) ents~vrechende~~ einfach unendlichen 
_Fliichenschaaren sind folglich Integrale der partiellen Differentialqlei- 
chu~zg 2. o. (23). 

Jeder Flgehe in R' entsprieh~ eine partielle Differentialgleiehung 
1. O. in /~. Einem Elemente (z', x', y', p', q', r', s', t') der Fl~iche ent- 
sprechen oz ~ Biisehel (z, x, y, r ,  q, r, s, t). Daher entspreehen der 
Fliiehe in /t' ira Ganzen ~4  Btisehel (z, x, y ,p ,  q, r, s, t). Es muss 
nun, wenn d /  ~- r 'dx" ~ s'dy', dq" ~ s ' d x ' +  t'dy', auch sein: 
dp = r d x +  s d y ,  dq ~ s d x  + tdy ,  und umgekehrt. Also erh'~it 
man alle diejenigen Elemente (z + dz ,  x -+- dx ,  �9 �9  q-4- d~) yon 
der, der Flgehe entsprechenden partiellen Differentialgleichung 1. 0., 
die mit dem Elemente (z~ x, y, I), q) vereinig~ liegen, wenn man die 
Gleiehungen dp ~ r d x  + sdy ,  dq ~ sdx  + tdy  ffir solehe Werthe 
yon r, s, t anwendet, die den genannten Biischeln zugehSren. Deshalb 
werden aber die Linienrichtungen*) jener Biischel eharakteristisehe 
Riebtungen ffir die partietle Diff~renti~lgleichung 1. O. 

Wenn die Fl'~che in /~' ein Integral yon (23) ist, so muss die 
ihr en~sprechende partielle Differentialgleichung 1. O. c~ 2 Charakte- 
ristiken haben, die je einen Streifen (20) berfihren. 

Anm. Fiir R~ume mehrerer Dimensionen gelten ~hnliche Sii~ze. 
Man findet~ somi~ durch eine leichte Ueber~ragung des Vorangehenden 
auf den Raum yon vier Dimensionen Folgendes. Durch drei Gleichungen 
zwisehen z, x~, x:, x~,/~, p~, Pa, z', x/ ,  x~', x~',/~/, Pv',/%', vo~ denen 
zwei beliebig sind, ist es mSglieh, solche Transform~tionen zweier 
Gebiete eines Raumes yon vier Dimensionen zu bestimmen, die jeden 
Streifen (Mr,  Reihe yon ~ vereinig~ liegendeu Fliiehenelementen) 

�9 ) Die Linienrichtung des Bfisehels. dessert Gleichungen: r + m s = t ~ ,  
s + mt ~ v sind, wird durch die Gleichuugen: dy ~- mdx,  dz ~-pdx  + qdy 
bestimm?~. 
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einer gegebenen seehsf~cll unendlichen Schaar des einen Gebietes ir 
swei i~lvolutorische partielle Oifferentialgleiehungen 1. O. des aMere~ 
Gebietes iiberfiihren. Durch vier Gleiehungen zwischen z~ xt , . . -~1) . ,  
z'~ x ( , - . . ,  p j ,  yon denen drei ganz beliebig sind, kann eine Traas 
formation begriindet werden, die jede d~l~ (Reihe yon e~ 2 vereinig 
liegenden Fl~chenelementen) einer gegebenen ffinffaeh Ullendlichel 
Sehaar in zwei involutorische 1)urLielle Differenti~lgleichungen 1. O. ver 
wandel~. - 

25. Wenn~ wie oben n~iher auseinandergesetzt worden isi, durch dre 
Gleicbungen zwischen den Parametern der F1Kchenelemente zweie 
GebieLe /~, /~' eines Raumes yon drei Dimensionen die Fl,ichen de 
einen Gebietes stets in Fl~chen des anderen verwandelt werdel~, s 
ffihr~ dagegen eine durch vier Gleichungen zwischen denselbei~ Pa,'a 
mefern ausgedriickte Transformatio~ nur eine beschr~inkte Zahl vo~ 
FIBehen des einen Gebietes in FIBchelt des anderen tiber. (Verg! 
Nr. 22.) Seien 

JY~ (z, x, y, ;o, q, Z, z', y', ~', q') = o, 
G (  ) =  o, 

(24) T' 3 ( ) = 0, 

G (  ) =  o 

die vier Gleiehungen einer Transtbrmation. Jede Fl.llche ia 1~ (oder 1~ 
gehf in Streifenschaaren in /~' (oder 1~) tiber. Nnr dann vereiuige 
sich diese zu F1Bchen, wenn die zwei par~iellen Differeatialgleichunge 
1. O., die sie definiren, involuforisch werden. Die Bedingung dalai 
class die Fl~.che: z - ~ . f ( x ,  y) zu zwei solehen partiellen Differentia 
gMehungen in /~' Anlass gebe~ erhatten wlr auf folgende Weis 
Wit  setzen in die zwe] ersten der Gleichungen (24) fiir z, 19, ~ d 
Werthe f ( x ,  y), f ' (x),  f '(y) ein, und de3)ken uns sodann die GrSss~ 
x, y elimi~Jirt. - -  Dadurch, --  dutch Subst.itt~ion der so ertmtten{ 
Werthe yon z; x,  y, pt ~ in z'~ x', y', ~', q'~ -- sited die zwei letzte~ Gh 
changea (24) ~uf die Form: 

G '  (z', x', y', ~', q') = o, 
G ' (  ) = o 

zu bringem Nua ha,~ m~,,l: 

(25) [ G ' G ' 2  = [ G  ~:~ ' ' ~  [xl"~] + ' ~  

~ G  
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Es sind /~'~', /~:' identisch Null, 

dL5 

[ F , ' ~ : ]  = 0 - -  [Z~  -~Uo ' .> '  + -X~  

[~_ ~ ]  = 0 ----- E L S f ~ ] , , ~ . ~  , + 

dF~ [F(/<.:] ----- 0 ~ [F~ Y~],,~,~, +~ ,4-  

EFt'x] = 0 = [F~x],,,,~, + 

dZ,~ 

daher: 

d~, [x/~\] + dF, o ~ -  [ y~ ] ,  

dF, [xf~] + ~ 9 -  [y_~j, 

d.y~ [x F,] + -~-9- [y ~ ] ,  

[ ~ ] ,  

[xy]. 

d.F~ dF~ start: Zur Abkfirzung ist resp. dx ' dy 

oF, . am, f ,  aF~ O'f O~F~ a~f 

geschrieben. 
Ich setze weiter: 

a~'~ dr, dF,~ dF~ 
dx dy dy dx ~ (m~).  

Durch Elimination yon [ x F 3 ] , . . . ,  [xy] uus (25) erhKlt man dann: 

(1~) [F3'F~'] ---- (34) [~, ~3,.~ ~, + (42) IF, F~]o.~.p. + (23) [F, F4]~.~,; 
@ (12) [F3F4],,~.~,,-~- (13) [F4F2], , , ,  p, -~- (14) [F2F3]~.=~, ; 

und die fragliche Involutionsbedingung ninlmt5 also folgende Form an: 

(26) (34) [F, F~],~,~, + (42) [F, ~'~]o,~>, + (23) [F, F~],.~>. 
n [- (12) [FaF4],,., ~, + (13) [_F4F~]o,., W "t- (14) [F:F3]r~,f---~ 0. 

Wenn sie identlsch erftillt ist, so besteht die Figur in R', die der 
Flgche: z ~ f ( x ,  y) entspricht, aus cc 1 Flgehen. Wenn sie nicht 
erfiillt is~, so kann es doch geschehen, dass die drei Gleichungen: 

F, '----0,  ~ ' - - - - 0 ,  [F~'~V]----0 
eine, aber nur eine Integralfl~che gemein haben. Hierzu ist nSthig, 
dass gleichzeitig mit ienen drei Gleichungen diese zwei: 

(27) = o, 
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erfiillt werden. In diesem Falle komm~ eine Flhche in derjenigen 
Figur in R' vet, die der Fl~iche: z ~---f(x, y) entsprich~. 

Sehen wit f(x~ y) als unbekaunt .an; es ist leieht zu sehen, dass, 
wie aueb die Gleichungen (24) beschaffen sein mSgen, sich immer 
Functionen f ( x ,  y) bestimmen lassen, fiir welche die Bedingu~gen (27) 
erftillt werden. Stellen wir ngmlich die Gleichungell (27) in der ngm- 
lichen Weise in einer Form dar, die auf T'I, F~, Fa, T' 4 explieite 
sich bezieh~, wie wir vorher die Gleichung [_F:(F(] = 0 fi~ der Form 
(26) dargestellt haben, und eliminiren wir dann zwisehen (24), (26) 
und den neuen Gleichungsformen (27) die GrSssen ~', x', y',p', q'~ so 
erhalten wir zwei partielle Differentialgleichungen der 3. O. zur Be- 
stimmung yon z ( = f ( x ,  y)). Diese zwei partiellen Differentialglei- 
chungen 3. O. sind immer mit einander vertrgglich; sie h~tngen sogar 
in der besonderen Weise zusammen, dass yon den vier Gleichungen, 
die ihre ersten Derivirten in Bezug auf x, y bilden, eine Gleichung 
eine algebraisehe Folge der anderen ist. Vgl. Nr. 22., 5. 

~ ie  Transformation (24) fiihrt also eine jede Fliichc, welche ci+zer 
gewissen _Fliichensehaar zugehgrt, die dutch zwei solche 2artielle Differen- 
tialglciehungen 3. O. definirt wird, deren erste I)erivirten sich auf nut  
drei yon einander unabhiingige Gleichungen reducircn, wiedemcm in circe 
bestimmte _FIiiche iiber. 

Die vierte der Gleicbungen (24) kSnnte so bestimmt werden, dass 
/;'4 ein Integral derjenigen Gleichung wfirde, auf welehe die Gleielmng 
(26) sieh redtleirt~ falls man start der in derselben eingehenden f(% y), 

f ' (x) ,  f ' (y)  setzt ~, io, q und stat~ ~-~/' ~ f  ~)~f irgend welche ~x '~ ' ~x~y ~ Oy~ 
mSgliche Functionen (desselben Charakters) 9~1, ~p~ cp.~ yon z, % y,p, q. 
Zine jede der dreifach unendlich vielen Integralfl~iehen: 

wird vort der so bestimmten Transformation (24) in ei~w ganze Sehaar 
yon c~ ~ _Fliiehen verwandelt. 

Die Gleichungen (24) wfirden schliesslich im Verein mit einer 
fiinften Gleichung guf eine Beriihrungstransformation f~ihren kSnnen. 
Eine solehe Transformation fiihrt bekanntlich eine jede Fl~iche 
wiederum in eine Fliiche fiber. 

w  

Eine specielle Art yon partiellen Di~erentialgleichungen erster 
Ordnung der in w 1. behandelten Bescha~enheit. 

26. Die partiellen Differentialgleichungen 1. O. in /R4, yon denen 
oben die Rede gewesen ist, deren jede or ~ Punktmannigfaltigkeiten 
zweier Dimensionen zu Integralen hat~ gehen bei einer dualistischen 
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Umformung in solche ioartielle Differentialgleichungen 1. O. iiber, deren 
jede ~3 dutch je zwei Gleichnngen in Ebenencoordinaten ausgedrfickte 
Mannigfaltigkeiten zu Integralen hat. Es gieb~ einen Fall, in dem 
die par~ielle Differentialgleichung 1. O. cc 3 Integrale ha~, deren jedes 
f~ir ihre analytische Darstellung zwei Gleichungen in Punktcoordinaten, 
sowie zwei Gleichungen in Ebenencoordinaten erfbrdert. Jeder Punkt 
einer solchen Integralmannigfaltigkeit hat ec t Tangentenebenen und 
jede Tangentenebene derselben hat ~ l  Berfihrungspunkte. Diese Be- 
rilhrungspunkte bilden eine gerade Mannigfaltigkei~ einer Dimension, 
wesshalb jede der fraglichen Integralmannigfaltigkeiten aus ~ t  Gera- 
den zusammengesetzt ist, yon denen jede eine Ber~ihrungslinie ffir 0o t 
Tangentenebenen bildet. 

Ist durch die Gleichung: 

.F(z,  x l ,  x.~ x3, p l ,  2)2, p3 ) ~ 0 

eine partielle Differentialgleiehung jener Art gegeben, so muss erstens, 
wenn z ,  x l ,  x2, x 3 als Constanten und Pl, P2, P.~ als Coordinaten 
der Pankte eines Raumes R 3' aufgefass( werden, die Gleichuag F ~ 0 
eine Linienfl'~che in R 3' darstellen (Nr. 3.), weiter muss, wenn Pl,2_~, ~v~ 
als Cons~anten betrachtet werden, und wenn man 

z - -  z ~ = - ~  (x~ - -  x,O) -4- p~ (xl - x ~  ~ A- p:~ (x:~--  x~ ~ 

setzt und sodann x~, x ~  x 3 als (~oordinaten der Punkte eines Raumes 
/~3" auffasst, die Gleichung $ ' ~  0 eine LinienflKche in l~j '  repr~isen- 
tiren. Hierzu treten jedoeh ferner noch gewisse Integrabiliti~tsbe- 
dingungen, die erffitlt sein miissen. 

w  

Von partiellen Differentialgleichungen 1. O. in R~ mit dutch mehrere 
Gleichungen zwischen z, x~ x~, xs, x 4 ausgedrfickten LSsungen. 

27. In derselben Weise, in der wir in Nr. 5. die zwei Gleichungen 
(5) behandelt haben, lassen sich auch die folgenden zwei Glelchungen: 

{ , (28) f(~, z', x 1 , x 2, x a , pl,-~2, P3, P~', P2", Pa) ---- O, 
~ (  ) = o  

(~ z ~z" ) behandeln. Es werden aus den z,  Pl, 
/ 

Gleiehungen: *) 

*) in deneu [-f~P]zzz~ -dx~ ~Pl dxi ~P~ " 
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r---o. ~=o ,  ~r~o~,=o, ~rIrg, I ] .=o. E ~ E r ~ ] = , = o ,  
(29) 

eliminirt. Die resul~irenden vier partiellea Oifferentiatgleichungen f~ir 

~', ~o,, de,~n aio ~,'sto: [ ~ [ r ~ ] ] . ~ , =  o, ~ h d e ~  ~ , .  ~ die ~,-~s~en 

Z~ _.Vi, P2,-P:~ ihre aus den vier ersten Oleiohnngen (29) hervorgehen- 
den Werthc in z', x~, ~,', p,'k, p,'~ eingesetzt hat, yon der dritten, 
die drei fibrigen yon der vierten Ordnung werden, baben desshalb 
oo ~ Integrale gemeiusam, well sie, niit ihren Derivirten vereiut, 
ergeben: 

ffir die-vierten Differentialquotienten yon z', deren Anzahl 15 is~, 
fiiaf Gleichungen, 

ffir die fiinften Differenfialquotienten yon d, deren Anzahl 21 ist, 
neun Gleiehungen, 

fiir die sechsten Differentialquotienten yon z'~ deren Anzahl 28 ist, 
vierzehn Gleichungen, 

Ll. S, W.~ 

aIso stets eine Anzahl yon Gleiehungen~ die kleiner is~ als die Anzahl 
der zu bestimmenden Differentialquotienten yon z'. 

Ein jedes Integral: z" ~ - f ( x t ,  x. z, x3") dieser Differentialgleichun- 

gen gehSrt mit einer gewissen Gleictmng: z ---q~(xl, x~, x3) zusammen. 
Die eine dieser Gleiehungen ist dutch die andere eindeutig bestimmt. 
Jene Gleichung fiir ~ wird aus den vier ersten Gleichungen (29) dureh 

Einses des Werthes ]' yon z' und dutch Elimination yon Pt, P'~, i~ 
erhalten. Durch glelchzeifige Substitution yon: 

~' ----- f ( x , ,  x~, x:~), 
= ~ (  ), 

in die Gleichungen (28) werden diese identisch erfiillt. Die zuletzt 
hingeschriebenen zwei Gleichungen stellen daher, sagen wir, eine 
LSsung yon (28) dar. 

28. Gese~zt man babe eine LSsung mit; sechs arbitr.~ron Con- 

stan~en gefunden: 

/ ~' = 7:(x~, x~, x3, Z~, Z~, �9 -, ~t6), 
(30) i = ~ (  ),  

deren Elemente , d, xl,x=, xa, lJ, (~- ~----~Zx, ) , 2o, ( = - - ~  s'ammfliche 

Elemente der Gleiehungen (28) umfassen: die iibrigen LSsungen, deren 
Existenz eben nachgewiesen worden ist, werden dana Umhiillungs- 
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gebilde yon dreifach (oder zuf~llig zweifach, einfach) unendlich vlelen 
der L5sungen (30), n~mlich in fo]gender Weise. Wenn z ,  z', x l ,  
x.~, x 3 als Coordinaten der Punkte eines Ruumes 1~ yon ffinf Dimen- 
sionen iuterpretirt werden, so bilden die Gleichungen (30) den analy- 
tischen Ausdruck einer v~llig bestimmten sechsfach unendlichen Scha~r 
yon Punktmannigf~ltigkeiten dreier Dimensionen in _R~. Dreifach 
unendlich viele werden vermittetst der Gleichungen: 

/ /h = F(Z4, ~'~, Z6), 
(31) z~ = ~ ( ), 

~3 = ~ (  ) 

ausgesehieden. Wir bilden jetz~ die Gleichungen: 

z ' = ~ ,  ~? a? 2v'(x~) + a7 r + ~? , 

a t  a7 : v ' ( z . )+  ~7 , a7 , v ' ( ~ . ) = o ,  

und etlminlren ~, ~', x~, x~, x3 aus denselben Wenn die d~nn resul- 
tirenden drei Gleichungen ~n den Z durch (31) identisch erfii]lt werden, 
so bekommen wir, indem wir ~ ,  Z~, ~ eliminiren, zwei Gleiehungen: 

z" = ~ ( x , ,  x~, x~), 

"z = r  ), 

die eine Punktmannigf~ltigkei~ dreier Dimensionen in 1~ darstellen, 
welche eben die betr~chtete dreifache Sch~ar umhfill~. :Es werden 
n~mlich die Differentialquotienten ~ '(x,) ,  ~-~(x0, resp. gleich f-~(x~), 
9S(x,) fiir pussend gew~hlte Werthe yon Z~,/t~, ~ .  Aus diesem Grunde 
s~ellt das ]etzte Gleichungspaar eine LSsung yon (28) dar. Wir habea 
oben gesehen, d~ss es oo * LSsungen yon (28) giebt, welter ist ersicht- 
lich, dass jede LSsung, die nich~ in der Schaar (30) enthalten isb, ein 
Umhtilhmgsgebilde yon tier jetzt angemerk~en Besehaffenheit sein muss. 
In Uebereinstimmung hiermi~ werden auch die drei oben erw~hnten 
Gleichungen ftir /7, r ~ yon oo ~ Functionssystemen (31) befriedigL 

29. Fffnffach unendlich viele Punktmannigfaitigkeiten dreier 
Dimensionen in /~  (dem R~ume~ dessen Punkte : ,  z', x~, x~ x~ ztx 
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Coordinaten haben) ffihrea zu drei Gleichungen zwischen ~, z', x~, ~v~, p/;  
vierfach uneadlich viele f/ihren zu vier derartigen Gleichungen: 

i t t 

1;('~, ~', Xl, X2: X3,~?1,~2,~3, Pl, ~[)2,~)3) '~--'0, 
(32) [~( ) = o, 

,( ) = o ,  
( L (  ) = o .  

r Durch Elimination roll Pl, P~, P',~, 2J', P2', P3 zwisehen diesen Gleichungen 
und den drei folgenden: 

t 

(33) ~ ~--" i~ -- ~1P2", 
t 

und indem man hierauf z ,  x t ,  x 2, x:~, x 4 start z, z', x~, x.~, x 3 setzt, 
resultirt eine Gleicimng: 
(34) .F (~, x~, x2,  x.~, x 4, ~ , ,  a~, ~.~, a4) = O, 

welcbe diejenige partielle Dlfferentialgleiehung 1. O. in 1~ 5 ist, die 
jene ~4 Punktmannigfaltigkeiten dreier Dlmensionen zu Integralen hat. 
Umgekehrt muss jede nicht-linear partielle Differentialgleichung I. O. 
in / ~ ,  die eine, aus ~4  Punktmamfigfaltigkeiten dreier Dimensionen 
besteheade vollstiindige L5sung besitzt, vermSge der Gleichungen (33) 
auf vier, oder unter Umstiinden nut drei Gleichullgen (32) gebracht 
werden kSnnen. ]ch betrachte ~ nut den Fall~ dass vier Gieichungen 
(32) resul~iren. 

Jene Gleichungen (32) sind keiueswegs beliebig.. Denn sie sollen 
mi~ einander so verbunden sein, dass sie ~'~ gemeinsame LSsungen 
yon der Form: 

{ ~' = ~ ( x , ,  x~, ~) ,  
(35) 

= r  ) 

gestatten. Es ist leicht:.die Bedingungen hierfiir zu erkennen, wle 
auch~ wenn dieselben erfiillt sind~ die gemeinsamen LSsungen zu 
ermitteln. Maa stelle n~imlich neben dea Gleichungen (32) die Glei- 

chungen : *) 
*) in denen wie in ~r. 27. 

~'=~ / a5 ah ah ah ah 

af~ ~ af~ 
+ vgm -a~-//-a~.~ ~" 

l V f a t h e m a t i s c h e  A n n ~ l e n .  X V I I .  2 2  
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[ f ~ f 4 ] , ~ o  

auf, die nach Elimination yon z ,~ l~  P2, P~ mit Hfilfe der Gleichungen 
(32) sechs partielle Differentialgleichungen 2. 0. zur Bestimmung yon 

~' ( ~  _F)ergeben. Die Anzahl der zweiten Differentialquotienten p~ 
yon z' is~ eben sechs. Daher werden durch die genannten Gleiehungen 
2. 0. bestimmte Werthe fiir die P',k in z ~ xj, x 2, x~,/oj ~ P2, ~v~' geliefert. 
~r hat nun auszudrficken, dass diese Werthe die Gleichungen: 

�9 ~ ' " d X  " " (36) dz'~-21"dxl ~ 2 2  dx2-~-p 3 dx3,  d2~--~p~l l-~-l)~2dx2-~-P*3dx~, 

(i ~ 1, 2, 3) 
- - - -  r - -  durch ein Gleichungssystem: z' ~ F (xl, x2, x3) , Pl --~ F '  (xl) integrabel 

maehen. Hieraus ergiebt sich sowohl der analytische Ausdruck des 
zwisehen vier Gleiehungen yon der Form (32) and yon der Eigen- 
schaft, c~ 4 gemeinsame Integrale yon der Form (35) zu besitzen, noth- 
wendig bestehenden Zusammenhangs, wie auch ~ durch Integration 
eines Systems yon Differenfialgleiehungen (36) ~ die Bestimmung der 
r 4 lntegrale (35) solcher vier Gleichungen wie (32). 

Eine LSsung wird also erha]ten, die sieh durch zwei Gleichungen 
mit vier arbitr~ren Parametern Z: 

z' ==~ F (xl, x2, x~, Z 1 , Z 2, 3. 3, ~'4), 

~ r  ), 

ausdrfie]~t; d. i. der Repr~sent~nt der viert~aeh unend]ich vielea 
Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen, yon denen ausgehend wir 
zu den Gleiehungen (32) gelang~ sind. Jede andere LSsung yon der 
Form (35) wtirde ein Umhtillungsgebilde von dreifaeh oder zweifach, 
ein~ach unendHch vielen dieser Punktmannigf~ltigkeiten dreier Dimen- 
sionen darstellen. [Ein solches Umhtillungsgebilde giebt es abet im 
Allgemeinen nicht, ~ ~ihnliehe Betraehtungen wie die der Nr. 18. 
zeigen es; daher giebt es im Allgemeinen keine andere LSsungen voa 
der Form (35) als die sehon angemerkten.] 

30. Wie ~iberhaup~ alle Integrale einer partiellen Differential- 
gleiehung 1. O. ~a /~  die Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionea 
d~rsfiellen~ erhalten werden, leuehte~ hiernach ohne Weiteres ein. 
Yg]. aueh die Nr. 1 2 . ~  14. In ~hnlieher Weise bestimmen sich die- 
jenigen, zufiilliger Weise vorhandenen Integrale einer p~r~iellen Diffe- 
rentialgleichung 1. 0., die Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimensionea 
desselben Raumes 1~ repr~sentiren. Jedem Punkte einer Puaktmannig- 
faltigkei~ zweier Dimensionen: 
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z ~ f(x3, x4), 
xl = ~( ), 
x~ = ~( ), 

schliesst sich eine zweifache Schaar von Fli~chenelementen*) an, die die 
Punktmannigfalt igkeit  berfihren. Die Parameter ~q, :~2, ~3~ ~ dieser 
Fl'Xchenelemente sind gebunden an die Bedingungen: 

~f ~ z 2 ~P 
(37) - ~ -  -- ~t ~x3 ~xs % = 0, 

~f  ~ g2 0~p ~t ~ 0. Sx~ zt ~xt ~x4 

Desshalb bilden die Fl~chenelemente~ die sich an die Mannigfaltig- 
keiten einer vierfach unendlichen Schaar yon Punktmannigfaltigkeiten 
zweier Dimensionen ats Berfihrende anschliessen, ein durch eine 
Gleichung : 

(38)  F(z, x~, x2, x~, x4, ~ ,  ~:, ~3, ~4) ----- 0 

zu definirendes System. Diese Gleichung wird durch Elimination der 
vier Parameter der Mannigfaltigkeitsschaar zwischen den drei Glei- 
chungen derselben : 

z --- f(x3, x4, ~ ,  ~2, ~3, Z~), 

(39) x t ~ r ( ), 
x: = ~( ), 

und den hierzu gehSrigen Gleichungen (37) erhalten. 
Andererseits~ wenn wir z~ z', z", x, y sttttt z, x~, x.2, x:,, x~ schreiben 

und resp. durch 2, q,.P', q'~ P", q" die ersten Difl'erentialquotienten yon 
z, z', z" in Bezug auf x, y bezeichnen, so wird durch Elimination yon 
)~l,/t~, ~ta, ~a zwisehen (39) und den aus ihnen folgenden Gleichungen: 

~f ~/" ~v . . .  q,, ~V 
P = ~ '  q ~ - ~ '  ~ ' =  ~x~ ' ' - -  ~x~ 

ein System yon ffinf Gleichungen abgeleitet: 

/'1 (z, z', z ,  x,  y, s q, !~', q ,  .P , q") ~ O, 

f~( ) = o ,  
(40) f~ ( ) = O, 

f ,(  ) = o ,  
5 (  ) = o ,  

*) Die Inbegriffe aller einem Punkte einer Punktmannigf~ltigkeit yon vier 
Dimensionea unendlich benachb~rter Punkte derselben Mannigf~ltigkeit werden 
Fli~chenelemente im Raume /~5 genann~. 

22* 
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welches also mi~ der partiellen Differentialgleichung l. O. (38) ~qui- 
valent, ist~ --  niimlich in dem Sinne r dass die Elimination yon z,, ~ ,  ~3, ~4 
zwischen der Gleichung (38) und den beiden folgenden: 

1o - -  ~,,v - -  ~2P" - -  ~3 -'--- O, 
(41) 

zu einer Gleichung: 

a/; + bf~ @ c/~ @ dr4 + e f5 = O, 

wo nur a~ b~ c, d~ e yon ~ abh~ngcn~ ~ ffihren muss. Dies ist des 
N{iheren folgendermassen zu verstehen, zl, z2, z3~ z t werden als Coordi- 
naten der Punkte eines Raumes /~4' gedeutet. Die Gleichung (38) ist 
dann als Repr~sentant einer gewissen Fl~chenschaar in/r aufzufassen, 
jede Fliiche als eine Punktmannigfaltigkeit dreier Dimensionen dieses 
Raumes betrachtet. Im vorliegenden Falle ist aber jede der F15chen 
aus co ~ ebenen Mannigfaltigkeiten zweier Dimensionen (41) erzeugt, 
nnd stellt sich d~her auch in den sechs Parametern 2, q, P', q', P", q" 
dieser ebenen Mannigfaltigkeiten durch ftinf Gleichungen (40) dar. 
Eine nicht-lineare partielle Differentialgleichung 1. O. in /~ ,  die ein 
vollstiindiges Integral vonder Form (39) besi~zt~ muss also in den Para- 
metern 29, q~ p', q'~ p", q" durch fiinf Gleichungen sich darstellen ]assen ; 
weiterhin mtissen solche Beziehungen zwischen den ftinf Gleichungen 
statthaben, dass dieselben, als partielle Differentialgleichungen 1. O. 
fiir z, z', z" betrachtet, oet gemeinsame LSsungen yon der Form: 

z = f ( x ,  y),  z" ~ 9 (x, y), z" = ~ (x, y) 
gestat~en. ,, 

31. Denken wit uns die ftinf Gleichungen (40) nach p', q', z".~ if', q" 
aufgelSsf~ also auf die Form gebracht: 

10' = f(z', z, x, y, 10, q), 
~-----/;( ), 
~ " =  ~( ), 
p"= e( ), 
q " = r  ); 

und stellen wit die folgenden Gleichungen in z', z~ x~ y~ p, q, r, s, t auf: 

d~ d~ d f  dr, 
d - - ~ = ~ '  - d V = ~ "  ~ =  d~ ' 

so muss die Elimination yon z' aus ihnen zwei partielle Differential- 
gleichungen der 2. O. fiir z ergeben, die 004 LSsungen gemein haben. 
Als eine gemeinsame Lbsung muss n~mlich die erste der Gleichungen 
(39): z = f(x~ y, ;tl, ~2, ~ ,  ~'~) herauskommen; die zwei iibrigen Glei- 
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chungen (39): z' --~ of(x, y, ;t,, Z~, Z~, 2~), z" ----- #,(x, y, ;h, ~')_, ;~:~, ;t~) 
werden hernach durch blosse Elimination erhalten. 

Die Gleiehungen [/~f~],,~ = 0 ,  die sich aus fiinf Gleichungen 
f,(z~ z', z"~ x~ y, p,  q, .p', q', p", q") -.~ 0 bilden lassen, mfissen also, 
wenn die fiinf Gleichungen [, ---~ 0 einer partiellen Differentialgleichung 
1. O. in LR:, angehSren~ die ~ Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimen- 
sionen als Integrale besitzt, u. A. dutch geeignete Elimination zwei 
und nieht mehr als zwei yon einander unabh'2ngige partielle Diffe- 
rentialgleichungen 2. O. ftir z' ergeben~ und diese Gleichungen 2. O. 
mfissen ausserdem ~x~ 4 gemeinsame Integrale besitzen. 

Ist~ die Anzahl derartiger partieuliirer LSsungen einer l)artiellen 
Difl'erentialgleichung 1. 0. in Rz, , die geometrisch Punktmannigfaltig- 
keiten zweier Dimensionen repr~isentiren, kleiner ~fls cx) ~, so finder man 
sie durch etwas einf,~ehere Rechnungen als die jetzt besehriebenen~ 
was manchmal darauf beruht, dass zu den Gleichungen (40) eine oder 
mehrere Gleichungen derselben Form hinzukommen. 

w  

Angabe oiniger speciellor F~lle der vorangehenden Problemo. 

32. Ein System yon zwei Gleichungen: 

(5*) 2'(x, y, ~, z', p, ~, ( )  -=  o, F - -  q = o 

ist einer partiellen Differentialgleichung 2. O.: 

F ( x ,  y, ~ v ~ v ~ v ~ v ~ v'~ 0 
~x ' 0~- '  ~Sx ~ ' ~xOy ' ~y~ ] =  

~iquivalent, Indem man in den Gleiehungen (5*) z, z' (lurch OV ~)v ~x ~ vy 
ersetzt, wird die zweile dieser Gleichm~gen yon selbst erfiillt. Einer 
jeden LSsung: V--~- f (A(x ,  y) dx  + B(x~ y) dy )  der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 2. O. entsprich~ eine LSsung: z .-~ A ( x ,  y), z' ~ 13(x, y) 
des Systems (5*). 

Die allgemeine 10artielle Differentialgleichung 2. 0.: 

.F(x ,  y, IT, ~ V 0 V ~ V ~ V ~ V "~ 0 

is~ iiquivalent dem Gleiehungspaare: 

[ F(x. x2, xs, ~, z', p~ + zp3, ~,~ + z'p~, I)2" + z'p,() ~ O, 

(28*) /~ + ~'P3 - -  P( - zp~' ----- O, 
(wo x t, x2, x~ an Stelle yon x, y, V stehen), 

so dass jeder LSsung: z -~ [(x~, x2, x.Q, z'--~ T(xi ,  x.~, x~) dieses Systems 
das folgende involutorische Gleichungspaar e~tspricht: 
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~ V  , 3 V  
~x  = f ( x ' Y '  V.), - @ - = ~ ( x , y ,  V ) ,  

dessen allgemeines Integral eine Schaar yon Integralen (Integralfl~chen) 
der partiellen Differentialgleichung 2 0 .  darstellt. Jede Schaar yon 
In~egralen (Integra]fliichen) der partiellen Differentia]gleichung 2. 0.: 
f ( x ,  y~ V ) ~ - - - e i n e  arb. Const.~ ist in d/eser Weise einer LSsung yon 
(28*) ~iquivalent. 

Jetzt betrachte ich diejenige partielle Differentialgleichung 2. O. 
des Raumes R 4 ( z x  t x2x3) , die eine dutch das involutor ische Gleichungs- 
paar: 

[ p, - -  f(x~, x2, x3, z, P3, cl, c2, " " ", c6) ---- O, 
( 4 2 )  

I - ) = o ,  

( %  c.,, . - . ,  c~ bezeichnen arbi~dire ConsLanten), 

ausgedriickte LSsung besitzt. In erster Hand ist diese partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. 0 iblgendermassen ausgezeichnet. Wenn flit den 
Augenblick z, x , ,  x~, x~, p , ,  P2, .P3 als Constanten, und die P~k als Coord~- 
naten der Punkte eines Raumes R( ~1 aufgef'asst werden, so stellt die 
fragliche partielle Differentialgleichung 2. O. eine Mannigfaltigkeit yon 
fiinf Dimensionen, eine Ft:s in 1~(~) dar, die von ~ 4  G e r a d e n :  

P t ,  - -  f ' ( P ~ ) P s ,  - -  fl(xt) - -  P, f '(z) = 0, 
~,2 - f ' (23)P32  - f ' ( x : )  - _ p . ~ f ' ( z ) - ~  O, 

~ 3  - -  f ' ( P 3 ) P z s  - -  ( ( x s )  - -  2 a f ' ( z )  = O, 

P23 -- r -- cp'(x3) --/%r -= 0 

erzeugt  wird .  Diese Geraden gehSren dem Liniensysteme an: 

{ P l , - - , m 2 3 t - - 9 , ~ O ,  P 2 ~ - - n p 3 t - - v J - - - - O ,  
(43) P , 2  - -  re_P32 - -  92 = O~ .P22 --  n-P32 - -  V2 ~--- 0, 

p,.~ -- m233 - -  t t3  ~ 0 ~  P23  - -  nz"~ - -  v 3  ---- 0 ~  

wo m, n, ~ ,  ~.~, g3, v~, v2, v 3 Parameter und nur an die eine Be- 
dingung gebunden sind: 

(44) 9~ - -  r i g a  ~--- v ,  - -  m y  3. 

Dieses System ist u. A. so besehaffen~ dass dureh jeden Punkt des 
l~aumes /~(o ~ Gerade des Systemes gehen, auf jeder Punktmannig 
faltigkeit yon vier Dimensionen des Raumes cr im Allgemeinen vSllig 
bestimmte Curven, Mannigfaltigkeiten einer Dimension, verlaufen, deren 
Tangenten Gerade des Systemes sind, und dass es also aufjeder Punkt- 
mannigfaltigkei~ voa fiinf Dimensionen, jeder Fliiche, eine unendlich- 
fach unendliehe Schaar derartiger Curven giebt. Nur ausnahmsweise 
finden sich Gerade unter diesen Curven, ausnahmsweise kann die 
Fl~iche aus c~ ~ solchen Geraden bestehen. Ist die Fliiche cben, so 
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l~uf~ auf derselben yon jedem Punkte aus eia Biischcl yon ~ '  der- 
artigen Geraden. 

Eine erste I~'orderung fiir eine parfielle Differentialgleichung 2. 0.:  
(45) /~(z. x .  x:, x~, ~o~, ~)~, p~, ~ .  p ~ ,  �9 � 9  ~,~) = 0, 

die erfiillt sein muss, damit sie eine LSsung yon der Form (42) be- 
sitze, ist daher die, dass, dutch Elimination der p,~ zwischen (43) und 
(45), neben der Glelchung (44) drei (/leichungen: 

f~(z, x,, x v x~, p,. p., p~, m, n, ~,, F~_, F~, v ,  %, v~) -~ O, 

(46) f~ ( ) = 0, 
s )=o ,  

oder eine kteinere Anzahl derartiger Gleichungen rcsultiren, tlierdurch 
wird nut ausgedrtickt, dass jede der Fliichen (45) in /2 (~;) aus wenig- 
stens oo 4 Geraden des Systemes (43) besteht. Es kommfi abet noch 
das hindu, dass die Gleichungen (44),  (46), wenn sic dutch die iblgen- 
den Substitutionen : 

~p~ 

~P~ ~P~ ~P~ 

9p, 9p, 
~ = yx- [  -t- P,, az ' 

p, 2 p~ 
v.,  ~ ~x~ + p''- - -6~-  ' 

in vier Gleichungen ftir p~, p~ verwandelt werdea, cine gemeinsamo 
LSsung mit sechs arbi~r~ren Constanten~ ausgedriickt durch ein (~lei- 
chungspaar (42)~ gestatten mtissen. 

Anstatt 

Xl~ X~ x3~ z, av3, pl~ P2 
schreibe ich 

x~, x~, x3, x~, xs, z~ z', 
und start 

1)~, P4, P~, P~', P~', P[" 
Die in Rede stehenden Gleichungen erhalten dann die Form: 

(44') p,~ ~- z'19~ --T~'(P3 ~ x~p~) --~ p," -[- Zl~," --.p~ (p.( + x~p.(), 

(46') I 

f~ (z,'Z,x,,x~, .-., x, 2, ~ zp,j, ~.~ --}- z'p~, 1%-}- x~p, 1;~,~(~zp(, 
~o~' -~- z'p. i',~o~' -~- x~ P~'~Ts') -~- O, 

f~ (z, z', x,, x2, . . ., x~, 2), -Jr- zP4, P2 ~ z'P4, 2:~ + xsp~, I)~, p( -{- zl~ (, 

T~' -+- z'P4',P~' + x~p~',p~') -= O, 

�9 t t �9 �9 , 
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und jede ihnen gemeinsame LSsung:  

{ ~ = f ( x ,  x~, . . . ,  x~), 
(47) z' = qo ( ) 

stel]t ein invo]utorisches Paar yon part ie l len Differentialgleichungen 1. O. 

21 = f (x , ,  x~, x~, ~,, 2:,), 
~ ---~( ) 

dar, dessen s'~mmtliche In tegra l -M a Integrale  der partiellen Differential- 
gleichung (45) werdem 

Die partlelle Differentialg]eichung 1. O. im Raume R: ( z z ' x , . . . x s )  , 
welche die ~ Punktmannigfalt igkeiten you ffinf Dimensionen: 

z = f ( x , ,  x .  x3, x~. x .  c,, c~, . . . ,  c(,), 
(42") z' = ~o ( ) 

zur vollst~tndigen LSsung hat, ist du rch  die Gleichungen (44'), (46') 
im Verein mit zwei anderen Gle ichungen yon der Form: 

{ , (48) [i (z, z', x ,  �9 . . ,  x~, 271, " " �9 ~ ,  Pi , " " ", P.~,') -= O, 
s  ) = o  

darzustellcn. Vgl. Nr. 3 ,  29. W e n n  die Gleichung (45) keine andere 
LSsmlgen yon der Form (42) a]s die schon angenommenen besitzt, so 
miissen also die Gleichungen (44'), (46") in eindeutiger Weise dutch 
ein Gleichungspaar (48) zu einem, eine partietle Differentialgleichung 
1. O. i n / l  7 begriindenden Sys~eme vervollst[indig~ werden kSnnen. Die 
LSsung (42), wenn nicht yon vornhere in  gegeben, wird daher je~zt 
dutch Integration gewShnlicher Differentialgleichungen erhalten. (Die 
Ermitte]ung der Punkflm~nnigfaltigkeiten yon fiinfDimensionen, dielnte- 
gra]e einer partiellen Differentialgleichung 1. O. in R~ ausmachen, erfordert 
nitmlich Operationen derselben Beschaffenheit  wie die in Nr. 7. und 29. 
beschriebene Ermittelung yon Integralmannigfaltigkeiten zweier, dreier 
Dimensionen yon partiellen Differentialgleichungea 1. O. in R4,]~ ~ resp.) 

Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. O. (45) w]rd dutch 
(44) und zwei andere solche Gieichungen~ wie zwei der Gleichunge~ 
(46), vollst~ndig dargestellb. Die F r age  nach ihren LSsungen yon der 
Form (42) ist daher mi~ der Frage n~ch den gemeinsamen LSsungea 
yon der Form (47) yon gewissen dre i  Gleichungen: 

(44') i% + z'p.~ - - l oS (pa  ~ x~p~) --~-2~" + z p ~ " - - p ~ ( p ~ '  + x~p~'),  

46") 

:,iquiwlent. 

fl ( z , z ' ,x , ,  . . . ,  xs, 2 l  4 -  ~P4, P :  ~- ~'-~4, P3 ~ x~p~, p~,lo,' -}- ~24", 

22' --}- z'p4", p~" 4-  xsP4", 2~') ~ O, 

f2(z,~',x~-" ", x , 2 ,  4- zp4,P, .  4 -  z'P,,P3 4-  x~ ~ ,  Ps, P (  ~ zP4", 
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33. Eine partielle Differentialgleichung 2. O. mit einer LSsung 
(42), die in der oben genannten Weise (lurch vier Gleichungen (44), 
(46) dargestellt werden kann, hat im Allgemeinen keine LSsungen yon 
der Form (42), die eine beliebig gewShlte Integral-M:~ ~ der Differential- 
gleichung 2. O. als eigenes lr, tegral enthSlt. Denn wenn es ein invo- 
latorisches Gleichungspaar g~be, das keines der Gleichungspaare (42) 
wKre, desden sKmmt]iche Integral-M:~ ~ dennoch der G]eiehung 2. O. 
genfigten, so h~tten wit auf jeder dieser M:.3 ~ eine einfaehe Schaar 
yon M2, die far jenes involutorisehe Gleichungspaar charakteristisehe 
M 2 w'Xren und deren jede dessha]b cr 2 Btisehel yon Werthen der p,~ 
(43) enthielte, die sSmmtlieh der Gleichung 2. O. zugehSrten. In Folge 
dessen wiirde jede jener M2, ale ][nbegriff yon ~z" F15chenelementen 
(G x , ,2 , )  betrachtet, zweifach unendlich viele eharakteristieehe 23I 2 der 
anfKnglichen Gleiehungsloaare (42) umhiillen. Aber wit sehen in fol- 
gender Weise~ class es im Allgemeinen, auf einer beliebigen Integral--M]a~ 
der Gleichung 2. 0., keine solche UmhNlungs-M~ gi'ebk Wit be- 
stimmen zu jedem Elemente (z, x ,  2,, p~k) einer (beliebig gewKhlten) 
Integral-M30 der Gleichung 2. O. (44), (46) ein Gleichungspaar (42), 
alas eben dasselbe Element (fiir sieh and ffir die ers~en Derivirten der 
Gleichungen dee Paares) besi~zt. Die so entstehenden dreifach un- 
endlich vielen Gleichungspaare mSgen heissen: 

f(~, xl, xv xj~ ~v,, 1%, P3, ~1, X2, '~3) = 0, 
) = o .  

Das Umhfillungegebilde der ~a  Gleiehnngen f = 0 nenne ieh 
_F(z~ xi, p,) ~ 0, dasjenige der c~ a Gleichungen ~ = 0 nenne ieh 
r (z~ xi, p;) ---~ 0. :Es besteh~ die Gleiehung [/~'O)] = 0 ftir alle Elemente 
(z~ x~/9;) der betraehteten Integral-Ma~ Dutch irgend ein Element 
(z, x# lo,) der M~ ~ legen wir die Mannigfaltigkei{ einer Dimension: 

(49) dz  ~ 22p~dx,, dx~ = qT"(p~) + ~qY(p,),  
@, = - -  Eq (F'  (x,) + + (*' (x,) + p, o' (z))], 

wo 0, a Constanten bedeuten. Entspreehend den c~ t Zahlenwerthen 

yon --~- erhalten wir oo' derartige Elementenmannigfaltigkeiten, deren 
Q 

lnbegriff eine auf der M3 ~ verlaufende M 2 wird. Dieselbe hut nur 
dana in jedem anderen Punkte als dem obigen Ausgangspunkte einen 
Tangentenbiisehel~ der die Gleichungen: 

F '  a ' 
(50) dx,  = O,  (P,) + r (~,) 

befriedigt, wenn diese letzteren Gleichungen, ~ z, ~ mit Hiilfe tier 
Gleiehungen tier Ma ~ entfernt gedaeh t~ -  ein Integral yon der Form: 
r (x~,x2,xa) ~ 0 gestatten. Dureh die GMehung der _M.~ ~ : z~--['(xa,xz, xa), 
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vereint mit der letzten Gleichung: (p(xl, x2~ x3) ~ O, muss alsdann die 
fragliche M 2 ausgedrfiekt sein. 

Es sind ff'(ioi), r resp. proportional f ' ( p i ) ,  cp'(to,), und solche 
G]eichungen wie: 

dxi  = p["(p~) -{- (~ ' (p~ ) ,  d z  --~ 2-.,'p~dx~, 

@ ,  = - -  elf'(x0 + p # " ( z ) ~  - ~ [~'(x0 + pd(z)],  
ff 

- -  wo -- einen unbestimmten, herauszueliminirenden Parameter be- Q 
z e i c h n e t , -  gehSren einer charakteristischen M~ yon einem der Glei- 
chungspaare: 

f ( z ,  xt, x~, x3, Pl, P~, Pa, ;h, ~2, '13) ~-" O, 
~( ) = o  

an. Desshalb wird die eben angemerkte M 2 :  z ~ f ( x l ,  x2, xs), 
(p(x,, x~, x 3 ) ~  0~ aufgefass~ als Inbegriff yon oo 2 Fl~iehenelementen 
( z , x , ~ p O ,  in ,einem beliebigen ihrer Elemente (z,  xi, zvi), yon einer 
Mannigfattigkei~ Iron oo 2 F~gchenelementen] beriihrt, die eine charak- 
teristisehe M~ eines Gleichungspaares: f ~ 0 ,  ~ = 0  ist. Im vor- 
liegenden F a l l e , -  und nut in solehem Falle, ~ ist also jene M~ (49) 
ein Umhiillungsgebilde yon oo ~, ftir ebensoviele der anFgnglichen Glei- 
chungspaare (42) charakteristischen M~. 

8ollen auf der betrachteten Ma ~ o~* M= (49) yon der zuletzt be- 
sproc]aenen Eigenschaft liegen, so mtissen die Gleichungen (50) ein 
Integral: ~(x~ ,x~ ,xa)  ~ eine a rk  Const., besi{zen. Daftir ist abet 
erforderlich, dass die folgende Gleichung: 

a [F r  2"  

a [ ~ ]  F,(~) e'(~o~) = o 

a [~r ~,(~) e,(~) 

erftillt werde, wenn man, naeh vollendeten Differentiationen, fiir 
~, p~ ihre aus der Gleiehung: ~ = f(x~, x~, x3) der vorgelegten Ma ~ 
folgenden Ausdrfieke in x~, x=, x a substituirt. 

Weil dies eine neue Bedingung ist, so sind im Allgemeinen die 
M.e (49) keine Umhiillungsgebilde yon ftir Paare (42) charakteristisehen 
M'~.*) Und aIso kann es im Allgemeinen kein involutorisehes Paar 

*) Ich habe reich frfiher in diesem Punkte geirrt, d~ ich in meiner Abh. 
in diesen Anualen Bd. XV, pp. 83, 84 den S'~tz ~uf's%elite, dass sich ~uf jeder 
Integr~]fli~che der part/ellen Differentialgleichung 2. O. ~' Umh~illungs-M~ yon 
der lm Texte besprochenea Ar~, die d~her besondere ch~r~kteristische M2 i(ir die 
Gleichung 2. O. werden w~irden, finden sollten. Ans dem oben Ausein~nder- 
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yon partiellen Differentialgleichungen 1. O. geben, das jene jetzt be- 
traehtete M3 ~ als Integral enthiilt und dessert s~immtliehe iibrige 
lntegral-_M:~ ~ zugleich Integrale der partiellen Differentialgleichung 
2. O. werden. Wie im Anfange dieser INummer behauptet war. 

In Betreff der partiellen Differentialgleiehungen 2. O. in REumen 
yon mehreren Dimensionen, die intermedi~re Integrale, ausgedriickt 
durch je zwei involu~orische partielle Differentialgleichungen 1. O., be- 
sitzen~ will ich nur an die in Nr. 11. und der vorangehenden Nr. 9. 
erSrterte partietle Differentialgleichung 2. O. fiir ~ erinnern als Bei- 
spiel einer linearen partiellen Ditferentialgleichung 2. O. in einem 
Raume yon sechs Dimensionen, die c~ ~ derartige intermediitre ]ntegrale 
besitzt. 

34. Schaaren yon Integral-Ma ~ der allgemeiuen partielleu Diffe- 
rentialgleichung 2. O. in I~ sind erst dutch Schaaren yon je drei 
invohtorischen partiellen Differentialgleichungen 1. O. darzustellen. 
Wenn .F(z, x~, x~, x3, pa, P'z, P~ P~ ,  _P,'~, " " ", P ~ )  "~ 0 die Gleiehung ist, 
so wird sie also Equivalent dem Systeme der vier Gleichungen: 

.F(z, x .  x~, x,~, Pt, P'. P~, ~ + P, b~ ' PA 
~x2 

~x~ 

~Ps 
~z 

~Ps 
~z 

~Pj 
+ P'~ ~ , " ' ,  

~Pl ~P, ~P~ ~;c, "4- -P2 ~ z  = ~x, 4- P, 

in dem Sinne~ dass jede LSsung: 

Pl = f@, xl, x2, x~), 
P2 = ~o( ), 
I ~  = ~ (  ) 

dieses Systems eben eine Sehaar Integral-M,j~ 

f (dz  ~ f d x j  - -  cpdx.~ ~ ~pdx:l) = 0 

tier partielien Differentialgleiehung 2. O. lieferL Die allgemeine partielle 
Differentialgleichung 2. O. in 1~ 4 bilde~ daher einen speciellen Fall 
eines Systems yon der Form: 

gesetzten leuchtet das Fehlerhafte einer solchen Behauptung ein. Ich habc auch 
schon in XVI. Bd. dieser Annalen (zweite Seite des Inhaltsverzeichnisses) jenen 
yon mir in der erwEhnten Abhandlung beg~ngenen Fehler angemerkt. 
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f~ (~, z', z ", x , , . .  ., x4, Pl + z p 4 , "  ", P3 + z"p~, p (  + zp4' , .  . ",P3" + z"P4', 

p ( '  -k- z_,v 4 " , " " " , P ' /  -?  z " p 4" ) ~ O, 

)r (#, Z', Z", XI,  " . ., X.a, p l  "~- Zp4," . ",P3 "-~ Z"~94, PI' -~ ZP4',"" ",1)3 ' 4-  Z"P4', 
/q" + zp4"," �9 ",P3" + z"P4") ~- 0, 

f3 (z, z ~, ~"~ x , . . . ,  x4,p~ --}- z p4,. .  ",P3 + ~"P4, P (  + zp4",'" ",P3' + x":P4', 
p ( '  + zp4"~ . . . p j ' - k - z "p~" )  ~ O~ 

f4 (~, z', z ", x ,  . . ., x~,pL + z_~4, " " ",p3 § ~"p4, p( '+- ~ P~', " " ", P~"-I- z"~4", 

p('--l-  z p4",'" ",pJ' + z"P4") ~ O, 

und zwar hat das der partiellen Differentialgleiehung 2. O. in R~ ent- 
sprechende System c0 ~ LSsungen: 

= f ( x l ,  �9 �9 ", x4) ,  ~' = ~ ( x ~ ,  �9 . . ,  x 4 ) ,  ~" -= r  �9 � 9  x4).  

H e l s i n g b o r g  ira Juli 1880. 


