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Introduction 

Rappellons qu'une vari6t6 lorentzienne M de dimension n e s t  une varidt6 Wo~ 
munie d 'une m6trique lorentzienne 9, c'est-?a-dire d 'un champ ~r  de formes 
bilindaires symdtriques non d6g6n6rdes gx de signature (n - 1, 1) sur l 'espace 
tangent TxM. 

I1 existe une unique connection affine sans torsion sur le fibrg tangent TM 
pour laquelle le d6placement parall~le d6finit une isom6trie entre les espaces 
tangents (connection de Levi-Civita). Les notions de g6odgsique, de courbure, 
de compl&ude g6oddsique sur M s'entendent relativement ~ cette connection. 

I1 est notoire que la compacit6 d'une vari6t6 riemannienne implique sa 
compl&ude, mais que cette implication est fausse dans le cas lorentzien (ex- 
emple classique du tore de Clifton-Pohl). Une question naturelle est donc: quelle 
propri6t~ suffisante demander ~t une varigt6 lorentzienne compacte pour qu'elle 
soit compl&e ? 
Nous montrons: 

Th6or~me: Toute varidtg M Iorentzienne compacte ?t courbure constante est 
compIOte. 

Remarquons que, d'apr~s un r6suhat classique de Calabi-Markus [1], il 
n'existe pas de vari6t6 lorentzienne compacte compl6te de courbure constante 
> 0. On en d6duit imm6diatement le: 

* Je remercie vivement Yves Benoist, sans qui ce travail n'aurait jamais abouti. 
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Corollaire: II n'existe pas de vari~td lorentzienne compacte de courbure con- 

stante > O. 

Ce th6or~me g6n6ralise un th6or~me de Kamishima [5], qui supposait l 'ex- 
istence sur M d'un champs de Killing de type temps. On consultera 6galement 
un preprint de Mess [6] lorsque M est de dimension 3. Morrill [7] a annonc6 
avoir montr6 qu'une vari6t6 lorentzienne compacte ~t courbure constante positive 
est complete. Surtout, Carri&e [2] a montr6 qu'une vari6t6 lorentzienne com- 
pacte plate est complete. La d6monstration du th6or~me utilise d'une mani~re 
essentielle les id6es qu'il a d6velopp6es h cette occasion. 

A la Sect. 1 nous rappellons l'interpr6tation d'une g6om6trie lorentzienne 
courbure constante en terme de (G,X)-s tmcture .  La Sect. 2 d6finit une no- 

tion ad6quate d'6toiles g6od6siques dans ,Q le rev~tement universel de M et 
6tablit leur propri6t6 principale: grosso modo elles sont convexes. Nous pou- 
vons alors d6crire h la Sect. 3 la g6om6trie de ~/ le compl6t6 de / ( /  pour une 
certaine m6trique riemannienne. Si M n'est pas g6od6siquement complete (pour 
la m6trique lorentzienne), ,Q est une vari6t6 ~t bord, dont le bord s'identifie h 
des hypersurfaces totalement g6od6siques coisotropes de X. Nous concluons en 
montrant l'impossibilit6 de ce demier cas h la Sect. 4. 

1 Pr61iminaires 

L'hypoth~se de courbure constante est tr~s simplificatrice: elle "rigidifie" forte- 
ment la g6om6trie d'une vari6t6. Pr6cis6ment elle permet d'identifier une vari6t6 
lorentzienne h courbure constante h une certaine (G, X)-vari6t6. 

1. t (G, X)-var i~ t~s  

D6finition: Soit X une varigtd analytique, G u n  groupe de Lie agissant analy- 
tiquement sur X ?~ gauche. Une varigtd ~o~  M est une ( G , X ) - v a r i g t g  si on se 

donne un atlas maximal de cartes (Pi : Ui ~ ~ X telles que: 

- Les ouverts Ui recouvrent M.  

- (hi est un diffdomorphisme sur son image. 

- Les changements de cartes ~ij = ~i o (b; 1 : ~ ) j (U  i n U j )  , , ~)i(Ui N Uj) sont 

localement des dl~ments de G. 

Notons 117/ le rev~tement universel de la vari6t6 M, on a la d6finition 
6quivalente: 

D~finition: Une varidtd M est une (G, X)-var id td  si on se donne un diff~omor- 

phisme local D : ~1 ~ X appelld ddveloppante, et un morphisme de groupe 

h : 7riM ~. G appelld morphisme d'holonomie tels que: 

V"/ E 7riM D o "7 = h('7) o D 
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Le groupe I" = h(TrlM ) est appel~ groupe d'hotonomie de M.  

Pour une (G, X)-var i6t6 ,  on dispose d 'une notion naturelle de compl6tude: 

D6finition: Une ( G , X ) - v a r i d t g  M est dire complkte si la ddveloppante D : 
1(4 ~ X est un rev~tement sur X. 

Si M est une (G,X)-var iE t6  complbte et si X est simplement connexe, D 
est alors un diff6omorphisme sur X, le groupe fondamental rqM s'identifie au 
groupe 1" et M au quotient 1"\X. 

Pour plus ample information, on consultera par exemple [3]. 

1.2 Hyperquadriques 

Les vari6t6s modules X darts le cas d 'une g6om6trie lorentzienne ~ courbure 
constante K s'obtiennent d 'une mani~re g6om6trique simple (on pourra consulter 
[s]): 

Sur l 'espace vectoriel R "+1, on d6finit deux formes bilin6aires sym&riques in- 
dic6es par K = + 1. 

a t t + i  r 
K t x , y )  = K ( X l Y l  + " "" + X n - l Y n - 1  - -  Xn+lYn+l ) +.Xnyn  

On consid6re alors les trois vari6t6s suivantes: 

�9 R n - l ' l  est l 'espace R n muni de la m6trique lorentzienne induite par Q~: c 'est  
une n-vari6t6 lorentzienne complete plate. 
�9 pour K = +1,  S~ = {x E Rn+l; QK(x , x )  = 1): S~, muni d e l a  m6trique 
induite par KQ~c +l, est une n-variEt6 lorentzienne complete connexe de courbure 
constante K. S~' est appell6 espace de De Sitter, S'~1 espace Anti De Sitter. 

Le sous-groupe orthogonal O(n - 1,2) de GL(n + 1, R) prEservant la forme 
Q~_-]1 est le groupe des isom6tries de S~l,  il agit transitivement sur S~_l ; le sous- 
groupe d'isotropie du point ( 0 , . . .  ,0, 1) de S_~l est O(n - 1, 1), S~l s'identifie 
ainsi a l 'espace homogbne O(n - 1 ,2 ) /O(n  - 1, 1). De m~me, le sous groupe 
orthogonal O(n, 1) de GL(n + 1, R) pr6servant la forme Q~+1 est le groupe des 
isomEtries de S~, il agit transitivement sur S~' ; le sous-groupe d'isotropie du 
point ( 0 , . . .  ,0, 1) de S t est encore O(n - 1, 1), S~' s'identifie ainsi h l 'espace 
homog~ne O(n, 1) /O(n  - 1, 1). Enfin, R n - H  s'identifie 6videmment ~ l 'espace 
homog~ne (O(n - 1, 1) cx R " ) / O ( n  - 1, 1). 

Les g6od6siques de R n-1'1 sont les droites affines de R n. Une g6od6sique 
de S~ est l ' intersection d 'un 2 - p l a n  vectoriel de R n§ avec S~. On en d6duit 
aisEment que, pour deux points x et y de S~: 

�9 si Q~+~(x,y) > 1, x et y sont reli6s par une unique g6od6sique de Sty, c 'est  
une branche d'hyperbole. 
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Fig. 1. S~ vu dans R n§ ou darts la sphere des demi-droites de R n. Le point x voit y mais pas z 

n+l  X ~ y �9 si QK ( , 3 )  = 1, x et sont relies par une unique g6od6sique de S~, c 'es t  une 
droite. 

�9 si - 1  < Q;c+l(x,y) < 1, x et y sont reli6s par une unique g6od6sique de S~,, 
c 'es t  une ellipse. 

�9 si Q~+l(x,y) < -1 ,  x et y ne sont pas reli6s g6od6siquement dans S~. (sauf si 
x = - y ) .  

1.3 Gdomgtrie pseudo-riemannienne ?t courbure constante et (G, X )-varigtds 

L'6tude de la compl6tude des vari6t6s lorentziennes h courbure constante K se 
r6duit 6videmment ~, l '&ude des trois cas K = - 1 ,  K = 0, K = 1. Utilisant la 
classification par Wolf  des vari6t6s pseudo-riemanniennes ~ courbure constante 
completes simplement connexes, et un argument classique de monodromie (cf. 
par exemple [9, Th~or~me 2.3.12]), on identifie une vari6t6 lorentzienne M ~-  l,! 

courbure constante K ~t une (G, X)-vaf i~ t6 ,  oO (G, X) s ' identifie h: 
�9 s i K = - l ,  (0(n-1,2), S_nl) 
�9 s i  K = 0 ,  (O(n - 1, 1)  cx R n,  R n-l'l)  
�9 s i K = l ,  (O(n,1), S ~ )  

La compl6tude g6odEsique de M 6quivaut h sa compl6tude comme (G, X)-var i6 t6 .  

Soit donc ( G , X )  l 'une des g6om6tries pr6c6dentes et M une ( G , X ) - v a r i & 6  
connexe de d6veloppante D : hT/ - - ~  X, il nous faut montrer que M est complete. 

Nous adopterons les notations suivantes: 
�9 si .~ d~signe un point de/9/ ,  x est son image D(s  dans X. 
�9 E dEsigne l 'espace euclidien ambiant, E = R n dans le cas plat, E = R n+l si 

K = + I .  
�9 Le produit x .y  dEsigne Qn_]l (x, y),  Q~ (x, 3'), Q~,+1 (x, y)  respectivement pour les 

cas K = - 1 ,  K = 0 ,  K =  1. 
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2 Convexit~ des ~toiles de 3~ 

2.1 Etoiles ggoddsiques 

Montrer la compl6tude de M commence avec une 6tude locale: on cherche 
travailler sur un voisinage "plaisant" de chacun des points de/Q s'identifiant na- 
turellement h son image dans X. La d6veloppante D 6tant une isom6trie locale, 
les 6toiles g6od6siques de M fournissent de tels voisinages. A ceci pros que les 
6toiles maximales sont trop "grosses": sauf dans le cas plat, deux points de X 
peuvent atre reli6s par plus d'un arc g6od6sique, ce qui complique l'op6ration 
d'identification. Pour parer h cet inconv6nient, nous adoptons les d6finitions suiv- 
antes: 

D6finitions: 
�9 Dans le cas K = O, on dispose de la notion habituelle de segment (ferm() de 

X = E. Dans les cas K = i l ,  on appellera segment de X un arc ggodgsique 

(fermi) de X ne contenant l'antipodal (dans E) d'aucun de ses points. Deux 

points x et y de X sont relids au plus par un segment,  not( [x,y] s'il existe. On 

dira alors que x voit y, cette relation est dvidemment symgtrique et ouverte. 

�9 Etant donng un point x de X on appelle ~toile de x et on note Xx l'ensemble 

des points vus par x. L'~toile Xx est un ouvert de X, d'aprks la discussion du 

paragraphe 1.2: 

- p o u r X  = S~, Xx = {y E X; Q~,+l(x,y) > -1} .  
- pour X = R n-1'1, Xx = X. 

On d6finit des notions analogues dans M: 
�9 On appelle segment de )(/1 un arc g~oddsique (fermi) de If4 s'identifiant par 

D ?tun segment de X. Deux points Yc et ~ de ,(/1 sont alors religs au plus par 

un segment not~ [.~,y] s'il existe. On dira encore que ~ voit ~, cette relation est 

symdtrique et ouverte. 

�9 Etant donn~ un point Yc de 1(4 on appelle gtoile de Y~ et on note ffl i l'ensemble 

des points vus par Y~. ~(4 y~ est un ouvert de )91 . 

Enfin, donnons la d6finition des ensembles les plus simples sur lesquels tra- 
vailler dans X et 57/: 
�9 Un ensemble C de X (ou)f4 ) sera dit simplement convexe si deux de ses points 

sont toujours religs par un segment contenu dans C. 

Remarque: Par construction, D(M~) est contenu dans Xx. Surtout, tout a 6t6 fait 
pour avoir le lemme suivant: 

Lemme 1 L'appIication D restreinte gt M ~ est injective. 

D~monstration: Prenons y e t  ~ deux points de hT/i de m~me image par D. 
Mais alors les segments [if,y] et [ff,s ont m~me image dans X (par unicit6 
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du segment entre deux points). Comme ils ont m~me origine et que D est un 
diff6omorphisme local, ils coincident. Donc: 3' = z. o 

Autrement d i t , / ~  s'identifie par D h u n  ouvert de X, inclus dans X~. 

2.2 Une proprigtd de O(n-l,1) 

Pour montrer que la d6veloppante D :/9/ ~ X est un rev&ement, la premiere 
id6e est de tenter d'identifier l'6toile hT/ff de M h l'6toile Xx dans X. En fait, 
nous montrons un r6sultat plus faible. 

D~fini t ion:  Etant donnges deux parties C1 et C2 de X telles que C1 C C 2, C 1 sera 
dite convexe relativement d C2 si tout segment dans C2 reliant deux points de C1 
est inclus clans Cb 

Nous allons montrer que pour tout point .~ de ~7/ l 'ouvert D(29/ff) est con- 
vexe relativement ~t 1'6toile Xx (Proposition 1). Ceci utilise essentiellement une 
propri6t6 tr~s simple du groupe O(n - 1, 1), soulign6e par Carri~re [2]: 

L e m m e  2 Soit 9 un ~l~ment de O(n - 1, 1) et B la boule euclidienne unitg 
de E. Alors 9.B est un ellipsoide dont les axes principaux ont pour longueur 
e r, 1 , . . . ,  1,e - t  pour un r~el t > O. 

D~monstration: 

Notons at l'616ment 

1 0 . . . . . .  0 

. .  " 

"'. 1 0 0 

0 cosht  sinht 
0 0 0 sinht cosht  

de O(n - 1, 1) 

et A + = {at ; t E R+}. On a la d6composition de Cartan O(n - 1,1) = 
O ( n -  l)A+O(n- 1). Soit 9' un 616ment de O(n - 1, 1), g = kl .at.k2 sa d6composition. 
Le r6sultat s 'en d6duit imm6diatement, o 

Soit alors E muni de sa m6trique euclidienne standard, (Fi) une suite de 
fermds de E. On dira que la suite (Fi) converge si pour toute boule euclidienne 
B de E,  la suite de compacts (Fi fq B) converge vers un compact de E pour la 
distance de Hausdorff. 

Un ellipsoide (plein) est la boule unit6 (compacte) d 'une certaine forrne 
quadratique d6finie positive sur E. Appellons ~ l 'ensemble des ellipsoides de 
E,  on montre qu'une suite (el) de ff  qui converge a pour limite un ellipsoide 
d6g~n~r6 ~, c'est-~-dire le produit d 'un ellipsoide plein dans un d - p l a n  de E 
avec un d ' - p l a n  de E. L'eltipsoide ~ est dit de codimension d i m E - d - d ' .  

Du lemme pr~c6dent, on d6duit immddiatement: 
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Cornllaire 1 Soit (9i) une suite de O(n - 1, 1) retie que la suite d'etlipsoides 
(9i.B) converge dans E vers une limite e. Alors l'ellipsoide ddggndrg e est de 
codimension 0 ou 1 et dans ce dernier c a s e  est contenu dans un hyperplan 
coisotrope de E (hyperplan orthogonal d'une droite vectorielle isotrope de E ). 

2.3 Convexitd de D(t(/I '2 ) 

t~tablissons maintenant notre proposition centrale: 

Proposit ion 1 L' image D (191"2) de l'~toile 34 ~ est convexe reIativement ?~ l'~toile 

Dgmonstration: Supposons par l 'absurde que tel ne soit pas le cas. On peut donc 
trouver deux points y et ~, de l'6toile/17/.2 dont les images y et z se voient dans 
l'6toile Xx mais pas dans D(/f/'2 ). On v6rifie facilement que x, y, et z sont libres 
comme vecteurs de E. 

Les point x, y e t  z r6alisent une configuration g6om6trique particuli~re: 
- si K = 0, on note S le 2 - p l a n  affine de E contenant x, y e t  z, et ~. I'int6rieur 
de S, Txyz le triangle plein ferm6 de E de sommets x, y, et z. 
- si K = +1,  on note S la 2 -sur face  intersection de X avec le 3 -espace  vectoriel 
Vect(x,y,  z )  de E, et h l'int6rieur de S, le "triangle" Tvz intersection de X avec le 
demi-c6ne ferm~ d'origine 0 de section triangulaire xyz. En particulier T~;z peut 
se voir comme la surface r6union des segments de X issus du point x, de seconde 
extrEmit6 dans le segment [y,z] .  On v6rifie facilement que le triangle Tx)z ne 
contient pas de couples d'antipodaux dans E, T~_,z est donc encore, comme dans 
le cas affine, une 2-sur face  simplement convexe de X. 

, , , ,  . . . . . . . . . . .  , , ,  

Fig. 2. Le triangle T~.z, les parties ombr6es sont dans D(/9/$) 

Param6trons alors le segment [x ,y]  par t ~ Yt 0'o = x,  y~ = y)  et le 
segment Ix,z]  par t , ~ zt (zo = x, zl = z). D'apr~s ce qui precede le 
triangle Tx~,~ est simplement convexe, inclus dans Tx3.z. Notons 1 l'intervalle 
{t, 0 < t <  1, T~.,z, C D(/~7/'2)} , I e s t  6videmment non vide, et ouvert darts 
[0, 1] puisque l'6toile 57/'2 est ouverte. Soit tl sa borne sup6rieure, il suffit de 
montrer que tl est dans I :  par connexit6 1 s'identifie alors ~ l'intervalle [0, 1], le 
segment [y,~] est inclus dans /Q$.  Notons donc encore y = Yt, et z = zt~, et sup- 
posons que tl n'est pas dans I .  Tous les points du triangle Tx~z, hormis certains 
points du segment [y,z], appartiennent ~ D07/$).  /~'2 6tant ouverte, on peut 
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consid6rer l 'unique point v darts l 'intersection de [y, z] avec le compl6mentaire 
de D(2~/~) v&ifiant: D', v [ c  D(~/~) .  

y 

,7'[  . . . .  ~ 
Fig. 3. La nouvelle configuration du triangle Txyz 

Une lois ramen6s h cette configuration, il nous reste h montrer qu'elle est 
incompatible avec la propret6 de l 'action du groupe fondamental 7hM sur 
et la compacit6 de M.  Choisissons (vp) une suite de points du segment [x,v[  
tendant vers v, (~p) leurs relev6s dans 37/~. La compacit6 de M est ici cruciale: 
on peut trouver une suite ('yp) d'616ments distincts de 7riM telle que la suite de 
points (Cp = ~pffp) converge vers un point de /Q, not6 z~ . Soit 9p i'616ment 
h('Tp 1) du groupe d'holonomie, Vp est l ' image de wp sous Faction de gp. L'id6e 
consiste h observer comment  une suite (gpBp) d'ellipsoides centr6s aux points 
(vp), images de boules centr6es aux points (Wp), s 'accumule au point v quand p 
tend vers l'infini. 

Pour ce faire, notons 0 l 'application suivante: 
- si K = 0, ~b est simplement l'identit6 de X = E.  
- si K = 4-1, 0 est I 'application x , ~ x/ (x .x)  I/2 d6finie dans un voisinage de 
X dans E. 
L'application 0 est une projection G -  6quivariante sur X. En outre, d 'aprbs 
l '6tude des g6od6siques de X men6e ~ la section 1.2, l ' image par ~6 d 'un petit 
segment affine de E passant par un point de X est un segment de X passant par 
ce point. 

Choisissons alors: 
�9 un voisinage compactde  t~ dans M tel que: (i) V 7 c 7riM\{1}, 7/)N/) = 
Un tel compact existe puisque le groupe 7riM agit proprement sur/~t . 
�9 r u n  r6el suffisamment petit pour que le voisinage ~(B(w, 2r)) de w dans X soit 
indus  darts D(/)),  oh B(w, r) d6signe la boule euclidienne ferm6e de E de centre 
w e t  de rayon r. S i p  est suffisamment grand, la distance euclidienne d(wp, w) 
est major6e par r, la boule Bp = B(wp, r) est contenue dans la boule B(w, 2r). 
En particulier (~(Bp) est inclus dans D(/)),  notons/~p son relev6 dans / )  et ffp le 
transform6 de/~p sous l 'action de 7p  1. (7 e est un voisinage compact de ~ dans 

M,  son image D(Cp) s'identifie h ~(gpBp) dans g .  De plus, les compacts ((Tp) 
sont deux h deux disjoints d'apr~s la relation (i). 

Utilisons la transitivit6 de Faction de G sur X, et la convergence des suites 
(Wp) et (vp) vers les points w e t  v respectivement. On peut donc trouver un 
compact de G, deux suites (clp) et (k~p) darts ce compact, et un 616ment g de G 
tels que Wp = c~ l .w, vp = klp.V et v = g.w. De l'6galit6 gp.Wp = vp, on d6duit 

(en notant c2p = kip.g): w = (c~l.gp.c~l)w. C'est-~-dire que gp s'6crit comme 
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produit c2p.op.clp, o~a les suites (c~p) et (C2p) restent dans un compact de G e t  
(Op) dans O(n - 1, 1) le sous-groupe d'isotropie du point w. 

D'apr~s le Lemme 2, les (gpBp) sont, comme les (op.Bp), des ellipsoides de 
centre Vp dont les longueurs euclidiennes de tousles axes principaux sauf un sont 
minor6es par une constante r '  strictement positive, inf6rieure ~ r. Int6ressons 
nous ~t l'intersection de ces ellipsoides avec le triangle Txyz. L'espace tangent 
T~pS s'identifie ~ un 2 -p l an  affine de E,  on peut trouver dans E un segment 
affine O-p de centre Vp, de longueur 2r/, inclus dans l'intersection (TvpS n 9pBp). 
Notons 6p = 6(crp) le segment image de Crp dans X. Par construction 6p est inclus 
clans S, et les segments (~Sp n Txyz) sont disjoints (en effet, ils sont traces dans 
D(Cp n Ms et comme D est injectif sur Mff ils correspondent ~ des segments 
darts CTp. Or les compacts (Cp) sont disjoints). 

Ecrivons alors crp = Vp + cr ~ ota a ~ est un segment affine de centre 0 darts E, 
de longueur 2r'. La boule B(0, 2r r) Etant compacte, on peut supposer que la suite 
(o "~ converge vers un segment affine de centre 0 de longueur 2r '  note o "~ Les 
points (vp) convergent vers le point v, les segments affines (ap) convergent donc 
vers le segment affine cr = v + cr ~ Par continuit6, a appartient au 2 -p l an  affine 
TvS. Remarquons alors que l'application 6 6tablit un diffEomorphisme entre un 
voisinage U de v dans TvS et un voisinage V de v dans S (pour K = 0, 6 
est tout simplement l'identitE, pour K = +1,  6 a pour rEciproque l'application 

x ~p : x ,  , ~-~). Mais darts U, le segment affine cr de centre v coupe forcEment 
o 

ia portion de triangle ouvert affine O(Vn Txyz) ou sa fronti~re ~(V n [y,vD. 
o 

Donc dans X le segment ~5 = ~(cr) contient un point s de T..z U[y, v[. On peut 
alors trouver des points (sp) appartenant aux segments (6p n T,.z), distincts car 
les (6p n Txyz) sont disjoints, qui tendent vers s. Notons (s~) et g les relevEs dans 
~/~7 de (Sp) et s, la suite (s~) converge vers J, d'autre part les points ("/p.~) sont 
dans le compact/~ de 3r Ceci contredit la propret~ de l'action de 7hM sur/Q . 
0 

y 

x Z  

Fig. 4. 



362 B. Klingler 

Remarque: Comme le lecteur averti l 'aura not& c 'est  cette d6monstration de la 
Proposition 1 qui doit beaucoup ~t la m&hode d6velopp& par Carri~re dans le 
cas plat. Son utilisation dans le cas g6n6rai a n6cessit& 
- le d6veloppement des notions de segment g6od6sique et de convexit6 relative. 
- l 'utilisation de la projection G-6quivar iante  4' sur X. 
Surtout, la m6thode de Carri&e repose sur le fait que le groupe G des isom6tries 
de X est, dans le cas plat, de "discompacitC' 1 (cf.[2]). A priori, cet argument 
s 'applique encore dans le cas K = 1, mais pas darts le cas K = - 1 :  le groupe 
d'isorn6tries de la vari6t6 module X = S"~ est O(n - 1,2) de discompacit6 2. I1 a 
fallu montrer que c 'est  la valeur 1 de la discompacit6 du groupe d' isotropie d 'un 
point de X qui importe r6ellement. Dans les trois cas de courbure, ce groupe est 
O(n - 1, 1), de discompacit6 1. 

Le lemme suivant va alors nous aider ~ d6crire la frenti~re de l '&oi t e / f /$  : 

L e m m e  3 Soient C1 et Cz deux parties de 1(4 et C une partie de X telles que: 
- D restreinte fi Ci est injective et D(C1) est convexe relativement ~ C. 
- C2 est simplement convexe et C2 C D - I ( C ) .  

alors l'app[ication D restreinte ?t C~ t3 C~ est injective. 

Dgmonstration: Par hypoth~se, D restreinte h C1 est injective, et comme (~2 est 
simplement convexe, D restreinte h C'2 I 'est  6galement. Prenons alors ~?l un point 
de C1 et ~72 un point de C2 ayant m~me image par D, choisissons ~f3 un point 
de l 'intersection Cl N C2 (par hypoth~se non vide). Comme C2 est simplement 
convexe, -fz voit ~73 dans C2, le segment ix3, x2] est donc inclus dans C. Mais 
les segments [x3,x2] et [xs,xl] coincident, et comme D(CI)  est suppos6 convexe 
relativement h C,  [x3,xl] est trac6 dans D ( C 0 .  Comme Cl s'identifie ?a D(C'I) 
par D,  :?3 voit ,fl dans/9/ . Les segments [;73,~2] et [~f3,~ft I ont alors m~me image 
dans X, ~fl = ~f2. o 

Corollaire 2 Soit Of4 y, la fronti~re de l'~toile lft s dans ~4 , son image par D 
est une partie de la frontibre Xx \ Xx. 

Ddmonstration: Soient y un point de 0 M ~ , / ? y  un voisinage simplement convexe 
de y .  Evidemment le point y est dans l 'adh~rence de Xx. Si 3' appartient ?a l'6toile 
Xx, comme Xx est ouvert, on peut choisir/~y d ' image incluse dans Xx. Mais/~y 

coupe hT/~ , et d 'apr~s la Proposition 1, D ( M $ )  est convexe relativement ~t Xx. 
On peut donc appliquer le Lemme 3, D restreinte ~/14~ U/~y est injective. Le 

segment ix ,y]  se rel ive alors en un segment iS,y]  dans ,Q , ~ voit y . D'o?a le 
r6sultat, o 
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3 G~om~trie de 

Le Corollaire 2 constitue un encouragement dans la d6monstration de la compl6- 
tude de M: il indique que la fronti~re dans A~ d 'une 6toile AT/.~ s 'envoie par D 
dans la fronti~re de l'6toile correspondante X~. Cependant/5A7"/2 contient trop 
peu d' informations sur la g6om6trie de AT/X. pour nous permettre de conclure. I1 
faut encore comprendre comment les points de A~ 2 peuvent partir h l'infini dans 
19/ tandis que leurs images dans X convergent�9 Pour ce faire, il faut travailler 
clans un espace plus gros que/( /  . 

Munissons donc X d'une m6trique riemannienne complete 9o (par exemple 
la m6trique induite par la m6trique euclidienne canonique de E).  Cette m6trique 
se transporte par D en une m6trique riemannienne D*9o sur AT'/ , appellons 
le complEt6 de ATI pour D*9o. D s'6tend en une unique application continue 
contractante de A~/ dans X, encore not6e D. Pour un point ~ de M , on notera 
encore x = D(2) son image dans X. 

D~finitions: 
�9 Soient 2 un point de 1(4 et ~ un point de 3~/ , a : [0, 1] ~ , A~/ un arc reliant 

& ~. On dira que a est un segment de ]~4 si a([0~ 1D est tracg dans M et si 
D(c~([0, 1])) est un segment de X. Un tel segment,  s'il existe, est ~videmment 
unique, on le notera [.~,~] et on dira que 2 voit ~ (attention, cette relation n'est 
plus sym~trique). 

�9 Etant donn~ un point 2 de t(4, on appelle gtoile de 2 (dans M )  et on note M 2  
1'ensemble des segments de M d'origine ~ . 

�9 Pour une partie A de t(4 , on note OA safrontikre clans M1 qu 'on dgcompose en 
deux parties ~f~ = OA N OQ \1(4) el Of~ = OA n 1(4. 

3.1 G~omgtrie de ~191 

L e m m e  4 L'~toile 1Q 2 d'un point 2 de 1(4 s'identifie gt la rgunion des parties 

ff4 ~ et (0/17/2 N D-l (Xx) )  de IQ. 

D~monstration: L'inclusion M2 C/9/s U (~37/" 2 n D - l ( X x ) )  r6sulte imm6diate- 
ment des d6finitions et du Corollaire 2. R6ciproquement, il suffit de montrer qu'un 
point s de/17/ voit tout point ~3 de la partie OMff N D - l ( X x )  de ~/.  Choisissons 
une suite de Cauchy (~p) de points de 37/2 convergeant vers le point 73, la suite 
de segments D([$,  ~p]) converge vers le segment [x, v] de X. Comme d'apr~s 
la Proposition 1 D ( M 2 )  est ouvert convexe relativement ?a Xx, le segment [x, v[ 
est trac6 dans D(]fI2) d'o?] le r6sultat. 

L e m m e  5 Les gtoiles M2  sont des ouverts de ~4 qui recouvrent t~1, et l'applica- 

tion D restreinte gt 1(4 ~ est injective. 
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D~monstration: 
�9 Montrons l'injectivit~ de D restreinte ?t M 2  : 

I1 suffit de remarquer que par d6finition un point ~ de M voit tout point ~3 de 
son &oile ,~'/~. 
�9 Montrons que lf42 est un ouvert de lf4 : 

Soit 0 un point de la fronti~re Oif17 ND -1 (Xx), il suffit de trouver un voisinage 
de ~3 inclus clans IQ$ . Notons r et r les boules ouvertes de ~/ de centre ~3 
de rayons respectifs ~ et 3e pour la distance d induite par D'go  sur / f / ,  on peut 
prendre e suffisamment petit pour que I72 soit inclus dans l 'ouvert D-l (Xx) .  
Choisissons alors 5o un point de l 'intersection [2, ~[Nr on construit pour tout 
point y de r un chemin 39 darts l 'intersection r C3 M reliant ~o ~ ~ (Pour ce 

faire, choisissons (yp) une suite de Cauchy de points de If/ convergeant vers le 

point ~ et telle que la s6rie des distances +o~ _ _ ~'~o d(~,p,yp+l) converge. On construit 

passant par ces points un chemin ~ : [0, 1] , ~ M d'extr6mit6s Yo et ~ tel que 
l 'arc 3([0, ID soit trac6 dans ]l~. On peut supposer que le point Yo appartient 

l 'ouvert  l?i et que le chemin 3 est de longueur strictement inf6rieure ~ e. 
Comme la distance d(~0, Yo) est strictement inf6rieure a 2~, on peut construire 
un chemin d e / f / d e  longueur inf6rieure ~ 2e reliant les deux points 50 et Y0. Son 
produit avec le chemin 3 est le chemin 3~ recherch6.) Consid6rons le produit 

du chemin 3~ avec le segment [~, ~0] de hT/, on a construit, pour tout 2f de r 

un chemin a~ : [0, 1] , ~ /~/ d'extr6mit6s $ et 33, d ' image clans Xx, et tel que 

l 'arc c~y([0, 1D soit trac6 dans / f / .  Pour un tel 2 , notons T la borne inf6rieure 

de l 'ensemble {t, 0 < t < 1, c~y(t) ~ ~7/$}. Supposons T < 1, le point c~y(T) 

appartient par construction ~ la fronti~re OM$, ce qui contredit le Corollaire 2 
puisque son image est dans X~. Donc T = 1 et la boule r est incluse dans 57/$. 
�9 Montrons que les ouverts tk1$ recouvrent t~l : 

I1 suffit de montrer que pour un point ~ de la fronti~re ~/17/ on peut trouver 
un point .i de M voyant ~. Notons encore r et r los boules ouvertes de 
de centre 5 de rayons respectifs ~ et 3e pour la distance d induite par D'go sur 
/f/. Comme l 'application D est contractante, on peut choisir ~ suffisamment petit 
pour que D(r soit inclus dans un ouvert simplement convexe de X: pour tout 
2 de I,*~, D(r C X~. Prenons 2 un point de r ~ / f / ,  on peut trouver un chemin 
c~ - [0, 1] ~ r d'extr6mit6s $ et ~ tel que l 'arc a([0, 1D soit trac6 d a n s / ~ .  
Soit T la borne inf6rieure de l 'ensemble {t, 0 < t < 1, c~(t) ~ M 2 } .  Comme 
pr6c6demment T = 1 et donc 2 voit ~3. 

Remarque" Du Lemme 5, on d6duit imm6diatement: 
D : M , , X est localement injective. 

Achevons alors la description des 6toiles de / f /  commenc6e a la Proposition 1. 
Au vu du Lemme 5, cela revient ~ d6crire la fronti~re c~M. 
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D6finitions: 
�9 Dans (E, ( . )), un hyperplan vectoriel coisotrope est l'orthogonaI d'une droite 
(vectorielle) isotrope. On d(finit alors la notion d'hyperplan coisotrope dans X: 
- clans R n-l ' l ,  c'est un hyperplan coisotrope affine. 
- dans Sfc, c'est l'intersection de Sfr avec un hyperplan vectoriel coisotrope de E. 
�9 Une partie de IQ sera dite "totalement gdoddsique coisotrope" si elle s'identifie 
localement par D dl un hyperplan coisotrope de X.  

Proposi t ion 2 La frontikre 01(4 est totalement g(odgsique coisotrope, ou vide. 

D(monstration: Soit 0 un point de la fronti~re tgM , on peut d'apr~s le Lemme 5 
trouver un voisinage f" de 0 dans .~/ et un point ,~ de ,Q tels que 27 voit f '  et f" 
s'identifie par D ~ son image dans X. Notons f '  i ' intersection du voisinage f '  
avec l'6toile AT/~ de 57/. 

Param6trons par c~ : [0, 1] , ~ .~ le segment [.~,~3], l 'arc c~([0, 1D est trac6 
dans/17/. Soit (re) une suite croissante de [0, 1[ convergeant vers 1, notons (~p) 
la suite de points (c~(tp)) de )17/ convergeant vers ~3. Comme M est compacte, 
on peut trouver une suite ('Tp) d'61Ements distincts de WlM telle que la suite 
de points (Z~p = 7pf:p) converge vers un point de t9/ not6 ~.  Reprenons alors 
la construction des voisinages compacts /~p de tOp et t~p de ~7p effectu6e fi la 
Proposition 1, rappelons que les compacts ((Tp) sont disjoints. 

La suite de ferm6s de ,(/~ (t~p A f ' )  s'identifie par D h la suite de ferm6s 
de X (p(gpBp) A D(f ' ) ,  ofa Bp est la boule euclidienne ferm6e de centre wp de 
rayon r dans E. Mais la suite (re) converge vers le point v, la suite d'ellipsoides 
(geBp) converge donc dans E vers un ellipsoide e de centre v, nEcessairement 
d6g6n6r6 puisque les compacts ~(gpBp) sont disjoints. Comme dans la Proposi- 
tion 1, 6crivons gp comme produit C2u.Op.Clp, oh (clp) et (C2p) sont deux suites 
restant dans un compact  de G e t  (op) une suite de O(n - 1, 1). Quitte ~ extraire 
une sous suite, on peut appliquer le Corollaire 1: l 'ellipsoide e est de codimension 
1, support6 par un hyperplan coisotrope affine (v + H )  de E. 

La suite de ferm6s de D(h4~) ~(gpBp)A D(( / )  converge alors vers le ferm6 
~(e) N D(I~'). Le groupe fondamental 7qM agissant proprement sur/if/ , r  et 
D(17) sont d'intersection vide et donc le ferm6 ~(e)f3 D(~ ' )  est contenu dans 
D ( f ' \ f ' ) .  Comme un segment d'origine x voit au plus un point de D ( f ' \ l T ) ,  
~(e) N D(V)  est exactement un voisinage de v dans D(I? \ f ' ) .  Donc la fronti~re 
c537/ au voisinage de �9 s'identifie h un voisinage de v dans l 'hyperplan coisotrope 
affine v + H de E. 
�9 Dans le cas plat c 'es t  exactement la Proposition 2. 

Pour K = •  remarquons que D ( V \ V )  est d'int6rieur vide, donc ~ ( e ) A  
D ( f ' )  6galement: ceci impose au point v d'appartenir ~t H ,  et on a encore la 
Proposition 2. <> 
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Remarques: 

�9 En particulier il d6coule de la Proposition 2 que si la fronti~re 0M est non 
vide, M e s t  une vari6td h bord. Munie de la distance induite par la m&rique 
riemannienne D*9o, IQ est comptkte pour cette m6trique. 
�9 Remarquons que S~ s'identifie ?~ S21, nous restreindrons d6sormais l '6tude du 
cas K = 1 h n > 2. On v6rifie alors facilement que pour K = 0 ou K = 1 un 
hyperplan coisotrope de X est connexe par arcs, alors que dans le cas K = - 1, ii a 
deu• composantes connexes par arcs antipodales l 'une de l'autre, qu' on appellera 
demi-hyperplan coisotrope de X. 

D~finition: Pour K = 0 ou K = 1, on appellera hyperplan coisotrope de M une 
part& connexe 121 de ~1 s'identifiant par  D ~ un hyperplan coisotrope H de X.  

Pour K = - 1 ,  on d~finit de manikre analogue les demi-hyperplans coisotropes 
delr 

De la Proposition 2 et des deux remarques prdc6dentes, on ddduit immddiat- 
ement: 

Corollaire 3 Supposons la frontiOre ~19I non vide, chaque composante connexe 
de ~1(4 est: 

- si K = 0 ou K = 1, un hyperplan coisotrope de ~I.  
- si K = - 1 ,  un demi-hyperplan coisotrope de M.  

3.2 Ggomgtrie de ~4 

Nous sommes d~s lors en mesure d'identifier compl~tement AT/: 

Proposition 3 Supposons M non complbte, ,(4 s'identifie alors par l' application 

D g~ une composante connexe g2 de X \ H ,  or) H d~signe un hyperplan coisotrope 

d e X .  

Pour la d6monstration de la Proposition 3, nous distinguerons les trois cas de 
ceurbure. 

C a s K =  1 
D~monstration de |a Proposition 3 pour K = 1: Supposons M non complete, 
s o i t / t  un hyperplan coisotrope de la fronti&e ~/Q. Son image H dans X est 
l 'orthogonal dans X de la droite de lumi~re Rel pour une base ( e l , . . .  ,en+l) 

2 Choisissons ~ un point de ~7/ de E dans laquelle x.x = 2xlx2 + x 2 + �9 �9 �9 + xn+ 1. 

voyant un point de/Z/, la composante connexe f2 de X \ H  contenant x s'identifie 
?~ l 'ensemble des points 3' de X v6rifiant l'in6galit6 y.el  > 0. D6finissons alors 
le champ de vecteurs tangents sur X ~. = e 2 - 0 ' . e 2 ) y ,  notons 69t son tot ,  et 
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considErons pour ~ dans/~/ le chemin de X d'origine y t , , Ot(3, ) d6fini sur 
l'intervalle [0, +oo[ si y.e2 >_ O, sur l'intervalle [ 0 , - l / ( y . e 2 ) [  sinon: 

0 , ( 3 0  = 
1 + (3' .e2)t 

[Y + 2(2 + (3'.e2)t) e2] 

Si ce chemin ne se relive pas en un chemin de ~Q d'origine 2 d6fini sur le mame 
intervalle, c 'est qu'ii rencontre transversalement un hyperplan coisotrope de la 

^ - 

fronti6re OM, d' image H2 darts X. Sinon on pose H~ 6gal ~ l 'ensemble vide. 
Remarquons que pour tout point x de X et tout hyperplan coisotrope P de X, 

l'intersection de l'6toile Xx avec P contient un ouvert de P ( en effet l'6toile Xx 
est contenue dans un demi-espace de E). De cette remarque et du Corollaire 3, 
on d6duit que l'application )~ , ~ H~ est localement constante. Comme /4 est 
connexe, elle est constante. Notons /-' son image, si P n'est pas vide c'est un 
hyperplan coisotrope de X distinct de H ;  mais deux hyperplans coisotropes de 
X se coupent n6cessairement, d 'o~ une contradiction au Corollaire 3 aux points 
de /4  correspondant ~ l'intersection de P e t  H.  Donc P est vide. 

On v6rifie facilement que l ' image de l 'hyperplan H sous le riot Ot est 
l 'ouvert f2 priv6 de l 'arc g~od6sique 3'(]0, oc[) d6fini par 7(t) = tel + le2.  On a 
donc construit dans 57/ un ensemble diff6omorphe par D h ;2\{7(]0,  oo[)). Mais 
3'(]0, oo[) se relive 6videmment par continuit6: tout hyperplan coisotrope en un 
point 7(t) couperait n6cessairement ;2. On a ainsi construit dans/f/  un ensemble 
~2 diff6omorphe par D ~ ~ ,  et ~ est ouvert et ferm6 dans M connexe. Donc hT/ 
s'identifie par D h S), c'est la Proposition 3. o 

Cas K = 0  
Dgmonstration de la Proposition 3 pour K = 0: Supposons M non complete, 
soit /4 un hyperplan coisotrope de la fronti~re c5~ d' image H dans X = R ". 
Choisissons .~ un point de /~/ voyant un point h de /-), pour tout point ~ de 
/~, relevons le chemin t , ~ y + t ( x - h )  de X d'origine y e n  un chemin 
de /~/ d'origine Y. Si ce relev6 n'est pas d6fini sur R § c'est qu'il rencontre 

^ - 

transversalement un hyperplan coisotrope de la fronti~re OM, d' image H~ dans 
X. Sinon on pose H~ 6gal h l 'ensemble vide. 

Comme dans le cas pr6c6dent, l'application ~ , ~ H~ est localement con- 

stante. Comme/~  est connexe, elle est constante. Notons P son image. Si P n'est 
pas vide, c 'est  un hyperplan coisotrope de X = R n-  1.1, n6cessairement parrall~le 

H ; on note alors f2 l 'ouvert de X bord6 par H et P.  Sinon on note 12 le demi 
espace affine ouvert de fronti~re H contenant x. 

On a ainsi construit dans/~/ un ensemble ~ diff6omorphe par D h 3'2, et 
est ouvert et ferm6 dans hT/ connexe. Donc/ f /  s'identifie par D a f2. Supposons 
alors que f2 ait pour fronti~re les deux hyperplans coisotropes parrall~les H et 
P. Comme le remarque Carri~re [2], la forme lin6aire valant 1 sur l 'un et 0 sur 
l'autre serait invariante sous ie grouped '  holonomie/~ et donnerait ainsi naissance 

une fonction sans extremum local sur M, ce qui contredit la compacit6 de M.  

D'ofi la Proposition 3 dans ce cas. <> 



368 B. Klingler 

CasK = - 1  
Ce cas est un peu plus compliqu6, du fait que X n'est pas simplement connexe. 

�9 Ggom~trie de X .  

Rappellons que dans E = R "§ on consid~re la forme quadratique 

2 2 
X.X = --(X? + ' ' ' + X 2 _ l ) + X  n +Xn+ I 

et 
X = S " t = { x  ~ R  "+~, x . x = l }  

Notons )( le rev&ement universel de X, X s'identifie ~ R", la projection canon- 
ique de X dans X est donn6e par: 

p ( ( 9 , X I , . . .  ,Xn-I  ) = (Xl,- �9 - ,Xn-1,Xn = ~ 1 cos 69, xn+l = ~ 1 sin O )  

x = 

On notera Dl une d6veloppante de/f/  dans .~ telle que D = p ~ D~. 

�9 Demi-hyperplan coisotrope de X . 

Soit H un hyperplan coisotrope de X orthogonal d'un vecteur de lumi~re de E 
e = ( e l , . . . ,  e ,_l , f l , fz) .  Ecrivons fl = ~ c o s  6)1, f2 = v / ~ s i n 0 1 .  L'6quation de 
p - l ( H )  est: 

cos(69 - ~91) =< x , e  > / v / e Z ( x  2 + 1) 

~--,n- 1 e2 x2  avec < x , e  = z..Jl=l xiei  , =<e ,e  >, =<x ,x  >. 
p - l ( H )  a une infinit~ de composantes connexes 

Hk = {(O,x) E p - I (H) ;  69 - 691 c]kTr, (k + 1)Tr[} , k E Z 

appel6es demi-hyperplan coisotrope de ~'. On remarquera que X\/tk a deux 
composantes connexes, l'une contenant/4k-~, l'autre contenant/~k+~. On notera 
aussi que /~k est diffeomorphe ~ R"- l :  notons H" l'espaee hyperbolique de 
dimension n, un demi-hyperplan coisotrope de X s'identifie facilement ~ R • 
H~-2. 
�9 Type des demi hyperplans de OIVI . 

Soit/4o un demi hyperplan coisotrope de la fronti~re 0M d'image H0 dans X, 
~3 un point de /4 et $ u n  point de )~ voyant ~. Si Dl(~) est contenu dans la 
composante connexe de X\Ho contenant H1, on dira que/4o est de type positif, 

sinon on dira que/40 est de type ndgatif 

D~monstration de la Proposition 3 pour K = -1 :  Supposons M non complete, 
la fronti~re 0 R  contient done un demi hyperplan coisotrope/4o s'identifiant par 
D1 ?tun demi-hyperplan coisotrope/~0 de X"./4o est par exemple de type positif. 
Conform6ment aux notations pr6c6dentes, on d6finit le demi-hyperplan coisotrope 
/4 ~ de X. Pour tout point y de Ho d'image y = D1 ~ )  darts X, consid6rons alors le 
chemin a~ : R + ~ .~ donn6 par %.(O) = y+(69,0 , . . .  ,0). Si c~ ne se relive pas 
dans M pour toute valeur du param&re O, c'est qu'il rencontre transversalement 
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un demi-hyperplan coisotrope de 0/f/ que l 'on note/ ;~.  Sinon, on pose t55 6gal 

l 'ensemble vide. L'application ~ , ~ 155 est localement constante d'apr~s le 

Corollaire 3. Comme /-]o est connexe, elle est constante. Son image /3 est un 
demi hyperplan coisotrope de ~/ ou l 'ensemble vide. 
- Si/5 est vide, on a construit dans/14 un ensemble ~ diff6omorphe par D1 h la 
composante connexe f2 de X\H0 contenant/~l �9 
�9 Si/5 est non vide, notons/5 son image par Di dans ~'. Comme les deux demi- 
hyperplans/q0 et /5 n e s e  coupent pas, ils bordent un unique ouvert f2 de ,~, et 
on a construit un ouvert f2 de/~/ diff6omorphe h f2 par Di. 

Dans los deux cas, ~ est ouvert et ferm6 dans 37/connexe, donc M s'identifie 
par D1 ~t l 'ouvert f2 de )( et 7riM s'identifie/t un sous groupe discret F de G 
agissant proprement sur f2. Comme f2 s'identifie h R n e t  comme M "~ FkS2 
est compacte, la dimension cohomologique de _F' c d F  6gale la dimension de M, 
c'est-~-dire n. 

Si/5 est vide ou si 15 diff~re de/-]l, le ferm6 f2 A p - l ( H o )  est non vide. Soit 
alors f2' l 'une de ses composantes connexes, f2 / est diff6omorphe h R n-1 et in- 
variante sous Faction d'un sous groupe d'indice fini F ~ de _F. F J agit proprement 
sur f2' et F ' \ I 2  ~ est compact. Mais alors, c d l "  = c d F  ~ = d i m ( f 2 ' )  = n - 1. D'ofi 
la contradiction. 

Donc le demi-hyperplan/5 de X s'identifie ~/~1: c'est la Proposition 3. Si le  
demi-hyperplan -Q0 de 65/~/ est de type n6gatif, on tient le m~me raisonnement 

avec - 0  e t / ~ - I  - o 

4 D~monstration du th6or~me 

Supposons M non complete. D'apr~s la Proposition 3, M s'identifie hun  ouvert 
J2 de X de fronti~re un hyperplan coisotrope H de X. 
�9 Dans le cas plat, le groupe d'holonomie F laisse invariant un hyperplan affine de 
R ~ . Ceci est impossible d'apr~s un th6or~me de Goldman et Hirsch [4, Theorem 

2.8, p.644]. 
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�9 S i l a  courbure K vaut 5:1, notons e un vecteur coisotrope de E orthogonal 5. 

H et Gl le groupe des isom6tries de I2. Le groupe Gl agit t ransi t ivement  sur 

l ' ouver t  g2 de X. Notons  Hi le sous -groupe d ' isotropie  d ' u n  point  de O sous 

l ' ac t ion  de Gl ,  12 s ' identif ie  alors ~ l 'espace homog~ne G t  ~ H i .  Soit ~ l  la forme 

volume lorentzienne de ~ ,  ~Vl est na ture l lement  Gl - i nva r i an t e .  D6finissons aussi 
le champ de vecteurs Yt sur s 

Pour )'l E ~2, 
e 

YL, = ( e . y 0 - Y l  E L.,J2 = {Ryl}  -l- 

Le champs Y1 est ~galement  G l - i n v a r i a n t  (le groupe GI agit par mult ipl icat ion 
scalaire sur le vecteur  e et conserve le produit  (e.yt)).  

Yt et cu I 6tant G1 - inva r i an t s ,  ils induisent  un champ de vecteurs Y e t  une forme 

volume w sur M .  La d6rivde de Lie Lr,  w l  est encore G j - i n v a r i a n t e  done pro- 

port ionnel le  ~ ~ :  Lr,~-'t = Aa~l, A E R. C o m m e  M est une vari6t6 compacte sans 

bord, on a d 'apr~s la formule de Stokes: f M  L r a ~  = A f M  W = 0 d ' o a  A = 0 et 
Lr~wx = O. 

Mais on v6rifie que le champ YI n 'es t  pas de divergence nulle re la t ivement  

~1: pour  une base ( e l , . . . ,  en+O de E dans laquelle: 

X . x  2 X l X 2 + g ( x 2 +  " 2 2 = . . + X n )+Xn+ 1 

~2 est l ' en semble  des points x de E tels que x .x  = 1 et x2 > 0, l ' hyperp lan  

coisotrope H est I 'or thogonal  de Rel  dans X. Un syst~me de coordonn6es pour 
~2 est (x2 , . . .  ,x~§ et on a: 

YI(XZ,. . ' ,Xn+I)  = - - (X2,  . . . , Xn+l ) 

al l (X2, . . .  ,Xn+l) = LKx2 A " "  A dxn+ 1 
x2 

d 'ot t  A = - ( n  - !) et la contradiction.  ,~ 
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