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Introduction 

Representations et pseudo-representations ~ valeurs dans un anneau local 

Soit A un anneau et R une A-alg6bre. Une reprgsentation de dimension d de R 
dans A est un morphisme de A-alg~bres p : R --~ Md(A). Deux repr6sentations 
p e t  pr sont dites gquivalentes s'il existe une matrice M dans GLd(A) tel que 
p'(a) = M - l p ( a ) M  pour tout a dans R. Si A est local de corps r6siduel F, la 
reprgsentation r~siduelle associ6e est la repr6sentation ~ : R ~A F ~ Md(F) 
dEduite de p par reduction modulo l'id6al maximal m de A. 

Lorsque R e s t  l'alg~bre A[G] d'un goupe G, il y a une correspondance 
bijective naturelle entre les representations de R dans Ma(A) et les representations 
de G dans Md(A). 

C'est  Wiles qui a le premier introduit les pseudo-reprEsentations de dimen- 
sion 2 d 'un certain groupe ([W]). Puis Taylor a dEveloppE l'6tude des pseudo- 
repr6sentations de dimension d d 'un groupe quelconque (IT]). Nous utiliserons 
ici les pseudo-reprEsentations d 'une alg~bre: 

Une pseudo-representation de dimension d de R dans A est une forme lin6aire 
T : R ~ A v6rifiant: 

(i) T(1) = d 
(ii) T e s t  centrale, c'est-h-dire que Val,a2 6 R T(ala2) = T(a2al) 

(iii) Va0 , . . . ,  aa ~ R ~ e(cr)To(ao,.. . ,  aa) = 0 
c, E55§ 

Explicitons cette derni~re formule. Si o- est une permutation de ,%ff+1, e(a) est 
sa signature, cr se d~compose en m~ cycles de supports disjoints: 
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( i ~ , i 2 . . . , i ~ ) ( i ~ , .  .k~ .l .k . . . .  . . ,  t 2 ) . . .  ( l , ,~ , . . . ,  ~,,;~ ) 

o~ id = 0 et Ta est l 'application d6finie par 

To(ao, � 9  ad) = T(ai?ai~ . . .  a ~  )T(ai~ . . . ai~ 2 ) . . .  T(ai,l~ ~ . . .  a.~,, ~ ) 
mer 

Grace ?~ la deuxi~me propri&6, cette d6finition de T~ est sans ambigui't6. Nous 
appellerons cette formule essentielle pour ta suite, l 'identit6 fondamentale. 

Lorsque G est un groupe, on peut d6finir une pseudo-repr6sentation de di- 
mension d de G dans A: c 'es t  une application T : G ~ A v6rifiant les propri6t6s 
(i), (ii), (iii) 6nonc6es ci-dessus pour les 616ments du groupe. Si R = A[G]  ces 
deux notions sont 6quivalentes, comme dans le cas des repr6sentations. 

On peut montrer que la trace d 'une vraie repr6sentation est une pseudo- 
repr6sentation de m~me dimension: soit p : R ~ M d ( A )  une repr6sentation. Bien 
stir, t r p  est une fonction centrale. L'identit6 fondamentale r6sulte d 'un r6sultat 
donn6 par Procesi ([P] th6or~me 4.3): soit cr E ~d+l d6compos6e en cycles 
comme ci-dessus, et ~P~ l 'application de M d ( A )  d+l ~ valeurs dans A d6finie par: 

k~a(Ao,. . . ,  Ad)  = tr(Ai~ . . .  Ai~l ) . . .  t r ( A i ~  . . .  Ai,~:~ ) 

Alors, y ~  e(tr)~P~(Ao,... , A d )  est une identit6 dans A, c'est-h-dire que VAo, . . .  

O ' ~ d §  I 

�9 . .  ,Aa  E Md(A)  d+l 

y ~  e(a)t~a(Ao . . . .  , A d )  = 0 

En posant Ai = p(ai ) ,  ai E R, o n  retrouve l'identit6 fondamentale. Cette for- 
mule est en fait une cons6quence directe du th6or~me de Cayley-Hamilton. Si 
M E M d ( A ) ,  son polynfme caract6ristique P d ( M ,  X )  v6rifie P d ( M ,  M )  = 0. Plus 
g6n6ralement, le polyn6me G obtenu en sym6trisant compl~tement Pal(X, X )  est 
une identit6 dans Ma(A):  V A I , . . .  ,Ad  E M d ( A )  

G(AL,  . . . , A a )  = 0 

Or, toujours d'apr~s Procesi ([P] coroUaire 4.4.b ): 

e(o')kOcr (A0, . . .  , A d ) =  (--1)d+ltr ( A o G ( A I , . . .  ,Ad)) 

Ce qui, dans notre cas, devient: 

, ( ~ r ) ( t r p ) a ( a o ,  . . .  , a d ) =  ( - - 1 ) d + l t r ( p ( a o ) G ( p ( a l ) , .  . . , p (ad))  ) 

aE ~d.l 

Ainsi, la trace d 'une vraie repr6sentation est toujours une pseudo-repr6senta- 
tion, propri6t6 qui reste vraie pour des repr6sentations de groupes. Naturellement 
on se demande dans quelles conditions il serait possible d'6tablir une r6ciproque. 
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Taylor dEmontre dans [T] que si A est un corps algEbriquement clos de car- 
actEristique 0, toute pseudo-reprEsentation de dimension d d 'un groupe G dans A 
est la trace d 'une representation semi-simple de G dans GLa(A), qui est unique 

Equivalence pr~s. Ce rEsultat se gEnEralise aux pseudo-reprEsentations d 'une 
alg~bre. Le thEor~me 1 de [Ca] Etablit un rEsultat d'unicitE dans des conditions 
plus gEndrales: si A est un anneau local et s i p  est une representation de R dans 
A dont la representation rEsiduelle est absolument irrdductible, p e s t  dEterminEe 
?t Equivalence pros par sa trace. Nous nous proposons de dEmontrer le thEor~me 
suivant: 

Th~or~me 1. Soit A un anneau commutatif  hensdlien et s iparg . On note m 
l'id~al maximal de A e t  F son corps rgsiduel. Soit R u n e  A-algObre et T u n e  

pseudo-reprdsentation de dimension d de R dans A. S ' i l  existe une reprgsentation 

absolument irrdductible 

/5 : R @a F ---+ M a ( F )  

dont la trace est T mod m, alors il existe une reprgsentation, unique gt ~quivalence 

pros 
p :  R ~ Me(A) 

dont la trace est T et la representation r~sidueIle ~. 

Remarquons dEj~t que l'unicitE rEsulte directement du thEor~me 1 de [Ca]. 
D'autre part, la continuitE ne pose pas de probl~mes: 

Th(~or~me 2. Sous les m~mes hypotheses, si I' on suppose en outre que R e s t  dot~ 

d'une topologie compatible gt celle engendr~e clans A par les m n, et que T et /5 

sont continues, alors la representation p obtenue est elle-mgme continue. 

En particulier, si F est algEbriquement clos de caractEristique 0, la dEmonstra- 
tion de Taylor, qui reste valable dans le cas des alg~bres, montre que la 
representation /5 existe. Mais elle n 'est  malheureusement pas a priori absolu- 
ment irrEductible. 

Dans un article encore en preparation ([R]), RaphaEl Rouquier dEmontre un 
rEsultat analogue grace 5 une mEthode qui est radicalement difffrente de celle 

dEveloppEe ici. 
Dans [S], Saito Etudie les rapports entre l 'anneau des representations uni- 

verselles de dimension 2 d 'un groupe F et un anneau qu'il  appelle l 'anneau des 
caract~res de F et qui correspondrait ~ u n  anneau des "pseudo- representations 
universelles". I1 obtient ainsi, en degrE deux, des rEsultats analogues. 

1 Simplification du probl~me 

1.1 Rgduction au cas des anneaux locaux artiniens 

Tout d'abord, remarquons que la representation rEsiduelle /5 est absolument 
irrEductible si et seulement si elle est surjective. En effet, d'apr~s un thEor~me 
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de Burnside ([La] p445), si t5 est absolument irr6ductible, f3(R) = Md(F). La 
r6ciproque est Evidente. 

Nous allons nous ramener au cas o?a l 'anneau A est artinien de longueur 
A, c'est-h-dire que m ;~ # 0 et m ;~+1 = 0, afin de prouver le thEor~me 1 par 
r6currence sur A. Si A = 0, A = F et il suffit de prendre p = tS. Afin de poursuivre 
la r6currence, nous montrerons le r6sultat suivant, auquel est consacrE l'essentiel 
de cet article: si X > 1 et si le thEor~me 1 est vrai pour un anneau artinien de 
longueur A - 1, la pseudo-repr6sentation 

Tt ~ R ~A A / m  ~ �9 ' A / m  ~ 

t a | l ~ > T(a)  mod m ;~ 

fournit une vraie representation p' : R | A / m  ~ ---* Md(A /m  ;~) dont la trace est 
T '  et dont la representation rEsiduelle/5 est absolument irrEductible. 

Th~or~me de r~eurrenee. Dans ces conditions, il existe une representation p : 
R ---* Ma(A) dont la trace est T et qui fai t  commuter le diagramme: 

P R ~ M~ (A) 

e ~a A / m  ~ P--~ Ma(A /m  "x) 
J. ,t 

p 
R | F - -~  Ma(F)  

Ceci rEsoudra le cas des anneaux locaux artiniens. Si A est un anneau local 
sEparE et complet, A est la limite projective des anneaux locaux artiniens A / m  ~'. 
Pour chaque A > 1 le thEorbme de recurrence applique h l 'anneau A / m  ;~ fournit 
une suite de repr6sentations p~ : R |  ~ ~ M d ( A / m  'x) dont la representation 
rEsiduelle est t5 et la trace T mod m ;~. Le diagramme: 

R | A / m  ~'§ P~"~; Md(A/m ~'§ 

R @A A / m  "~ Px' Md(A/m ~) 
1 ! 

R | F ~,  Ma(F) 

est commutatif et la suite des p;~ converge vers une representation p dont la 
representation r6siduelle est r et la trace T. 

Ainsi le th6or~me l reste vrai pour un anneau local sEpar6 et complet. 
En d6veloppant la rnSme mEthode, nous allons le dEmontrer pour un anneau 
hensElien sEparE. La demonstration qui suit est calquEe sur celle que Carayol 
donne du thEor~me 2 de [Ca]. Supposons donc que A est hensElien et sEparE. 
Nous pouvons alors plonger A dans l 'anneau 

A' = lim A / m  x 
A>O 
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Si m'  est son id6al maximal, A r / m  ~ = F.  Remarquons que si A n'est pas 

nceth6rien, A' n'est pas forc6ment la limite projective des A I / m  '~. Soit R 
une A-alg~bre, T : R ~ A une pseudo-repr6sentation de dimension d et 

: R | F --~ Md(F)  une repr6sentation absolument irr6ductible dont la 
trace est T mod m. Comme pr6c6demment, le th6orbme de rdcurrence appliqu6 
h chaque A / m  ~ pour A > 1 fournit un systSme projectif de repr6sentations 
p~ : R | A / m  ~ ~ M d ( A / m  ;~) de trace T m o d m  "x qui converge vers une 
repr6sentation 

p/ : R @a A I --~ Md(A') 

Sa repr6sentation r6siduelle est/5. Sa trace T~v6rifie: Vr C R 

Tt(r | 1) = T(r)  

Consid6rons S = pt(R | 1) qui est une sous A-alg~bre de Md(Ar). Comme 
est surjective, il existe des 616ments r l , . .  �9 rd2 de R tels que les 17(rk) constituent 
une base de Ma(F). Posons ek = p'(rk | 1). Gfftce au lemme de Nakayama, on 
montre que les ek constituent une famille g6n6ratrice du At-module Ma(A t) qui 
est pr6cis6ment de rang d2: la famille (ek)l<k<d: est une base de Ma(Ar). Nous 
allons voir qu'elle est aussi une base de S. En effet, s i s  C S, il s'6crit: 

d 2 

S = ~ ak ek 
k = l  

avec, a priori, ak E A'. En prenant la trace de cette in6galit6 mulitipli6e par et, 
1 < 1 < d 2, nous obtenons une s6rie d'6quations: 

d 2 

tr(sel) = ~ aktr(ekei) (4)) 
k = l  

La matrice de terme g6n6rique tr(eket) est une matrice ?t ceefficients dans A 
qui est inversible dans Md(A r) puisque ( e l , . . . , e d : )  est une base de Md(X) .  
Son d6terminant est inversible dans A ~ donc aussi dans A, et les 6quations (<>) 
constituent un syst~me de Cramer en ( a l , . . . , a d : ) -  Ainsi, ak C A et S est le 
A-module libre de base ( e l , . . . ,  ed:). Nous disposons donc d 'un isomorphisme: 

~ ,  : S | A r ~- Md(At) 

qui induit : 
Ize : S | F ~- Md(F)  

L'alg~bre S est donc une alg~bre d 'Azumaya.  Comme A est hens61ien, le 
th6or~me d 'Azumaya ( [Gr] th.6.1 ) fournit un isomorphisme qv : S ~- Md(A) qui 

fait commuter le diagramme: 

S - - ~  Md(A) 

S | F ~., Md(F) 
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C'est-~-dire que ~ v6rifie: Vs E S C Ma(A') 

~(s)  mod m = p~.(s | I F ) = s  mod m'  

L'extension TA' de qo h S | A' induit alors un automorphisme ~, de Mg(A'). 
Nous obtenons le diagrarnme commutatif: 

S | A' ~ Ma(A j) 

"m' 1 ~/~ 

Ma(A') 

Or, d'apr~s le corollaire IV.1.3 de [K-O], puisqae A res t  local, un tel automor- 
phisme est int6rieur: il existe une matrice M E Md(A')  telle que Vk, 1 < k < d2: 

~ ( e k  | 1a,) = M - 1 e ~ M  

et puisque ~p~(ek @ 1A,) = ~(ek), pour tout s E S C Md(A'): 

~(s) = M -L sM 

L'isomorphisme ~ nous permet de d6finir une repr6sentation 

R ~ Me(A) 
P r ~ q o o p ' ( r |  

�9 dont la trace est T parce que Vr E R: 

p(r) = M - l  p'(r | I)M 

et dont la repr6sentation r6siduelle est ~ parce que Vr E R: 

~(p'(r | 1a,)) mod m= p'(r | la,) mod m'  = ~(r | lv)  

ce qui ach~ve la d6monstration du th6or6me 1 peur un anneau hens61ien sdpar6. 

Nous voici donc ramen6s ~t d6montrer le th6or~me de r6currence. La situation 
est plus simple qu'au d6part puisque l'anneau A est artinien. Nous allons encore 
la simplifier en supposant que R e s t  l'alg~bre d'un monoide libre Go. 

t.2 R3duction au cas d'  une alg~bre libre 

Lemme 1. Si le thdor~me 1 est vrai pour une alg~bre de la forme A[G0] oh Go 
est un mono'Cde libre, il est vrai pour une aIg~bre quelconque. 

Ddmonstration: Soient (ai)iE ! des g6n6rateurs de la A-algbbre R et Go le monoi'de 
libre engendr6 par les ai. On dispose alors de ]a A-alg~bre libre R0 = A[Go], et 
d'un morphisme surjectif de A-a lg~bres / / :  Ro ~ R dont on note H l e  noyau 
si bien que la suite 

O--. H --~ Ro F-~ R ~ O 

est exacte. 
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Soit T : R --~ A une pseudo-repr6sentation de dimension d et f3 : R | F 
Ma(F) une repr6sentation absolument irr6ductible de trace T rood m. On peut 
former la pseudo-repr6sentation To = T o / / e t  la repr6sentation/50 =/5o(/7 |  1). Le 
th6or~me 1 appliqu6 b, R0, To et/50 fournit une repr6sentation Po : Ro --~ Md(A), 
dont la trace est To et la repr6sentation r6siduelle/50- On dispose du diagramme 
commutatif (c2): 

Ro po M~(A ) 

1 1 
Ro | F ~"' Md(F) 

La reprdsentation/5o est surjective. Le lemme de Nakayama permet d 'en d6duire 
que Po aussi est surjective; route matrice N E Md(A) est donc i ' image d 'un 
dl6ment a de Ro. Soit h E R0. Alors 

po(h)=O ~ VN E M d ( A ) ' t r ( N p o ( h ) ) = 0  ~ Y a E R o  To(ah)=O 

C'est pourquoi: 

kerpo= {h E R o I V a  E Ro To(ah)=O} 

Puisque To est nulle sur l'~d6al H,  Po est elle-m~me nulle sur H,  ce qui permet 
de d6finir une repr6sentation p : R ~ Ma(A) factorisant P0. Elle fait commuter 
le diagramme (~c~), sa repr6sentation r6siduelle est donc t5 et sa trace est T. [3 

Nous pouvons d6sormais supposer que R e s t  l'alg~bre AlGol d 'un monoide 
libre Go. 

1.3 Continuitd 

Le th6or~me 2 se d6montre tr~s facilement ~t partir du th6or~me 1. Sous les 
hypotheses du th6or~me 2, nous disposons d 'une repr6sentation p qui, d'apr~s 
le lemme de Nakayama, est surjective comme /5. Soit Eij E Md(A) la matrice 
dont tousles  termes sont nuls sauf celui de la i e ligne, je colonne qui vaut 1, et 
aij E R tel que p(aij) = Eq. Soit a E R. Son image p(a) est la matrice dont le 
terme ( i , j )  est tr(p(a)Eji) = T(a aji). Comme T est continue, p aussi. [] 

2 Ce qu'il advient des anneaux artiniens 

I1 s'agit ~ pr6sent de d6montrer le th6or~me de r6currence. Consid6rons une 
pseudo-repr6sentation de dimension d, T : R ~ A, v6rifiant T mod m = tr/5, of a 
Res t  l'alg~bre A[G0] d'un monoide libre Go et A un anneau local, artinien, de 
longueur A. Supposons que le th6or~me 1 soit vrai pour un anneau artinien de 

longueur A - 1, la pseudo-repr6sentation 

T' ~ R | A i m  ;~ ' A/ra;~ 
a | l , ~ T(a)  m o d m  ~ 1 
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fournit alors une vraie repr6sentation p' : R  |  ~ ~ M d ( A / m  ~) dont la trace 
est T ~ et la repr6sentation r6siduelle/5. Nous voulons montrer que p~ se relive 
en une repr&entation p : R ~ Md(A) v6rifiant tr p = T. 

Soient (ai)iE1 des g6n6rateurs de Go. Choisissons arbitrairement Mi E Md(A) 
tel que Mi mod m ~' = pt(a i @ 1) pour i E I ,  et posons p(ai) = Mi. La 
repr6sentation ainsi d6finie fait commuter le diagramme: 

P R "----* Ma(A) 

1~ @a A / m  ;~ P---~ M ~ ( A / m  ;~) 

R @A F ~ Md(F)  

Ici encore, le lemme de Nakayama permet de montrer que p e t  p' sont surjectives 
comme /~. La trace v6rifie tr p =- T mod m x, mais il n 'y  a aucune raison pour 
que tr p = T. Posons donc: 

A = T - t r p  

C'est  une application de R dans m ~' dont nous allons montrer qu'elle s'6crit 

A = t r c  

o~l c e s t  dans l 'ensemble Z ~  des applications A-lin6aires de R clans Ma(m "~) 
v&ifiant, Va, b E R 

c(ab ) = c(a )p(b ) + p(a)c(b ) 

Autrement dit, c est un cocycle. L'ensemble B ~  des cobords correspondants est 
constitu6 des applications A-lin6aires de R dans Md(m ;~) de la forme: Va C R 

qo(a) = p(a)Mo - Mop(a) 

oh Mo C Md (m A). 
S i c  est un cocycle, Pl = P + c e s t  une repr6sentation: 

pl (a)p l (b)  = (p(a) + c(a))(p(b)  + c(b)) 

= p(ab) + c(a)p(b) + p(a)c(b)  

= p(ab) + c(ab) = pl(ab) 

puisque c(a)c(b)  E m ;~+1 = 0. La repr6sentation r6siduelle de Pl est ~5 et sa trace 
T, ce qui ach~vera la d6monstration du th6or~me de r6currence. 

Nous pouvons donner une interpr6tation du groupe de cohomoiogie H ~  = 
1 1 Z ~ / B ~ .  Consid&ons l 'ensemble ~ des repr6sentations pl : R -~ Ma(A) qui 

v6rifient Pl = p mod mx. D'aprbs ce qui pr6c~de, pl E ~ si et seulement si 
Pt - P  E Z ~ .  D'autre part, un 616ment p~ de ~ est 6quivalent h p si et seulement 
si il existe une matrice M E GLa(A) telle que: Va E R 

pl(a)  = M p ( a ) M - l  
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Notons ,-~ cette relation d '6quivalence.  Dans Ma(A/m;~), avec M ~ = M mod m ;~, 
cette relation devient: Va E R 

ff(a | 1) = M~ ff(a | 1)M ' -1  

Puisque p '  est surjective M '  est une homothdtie et, quitte ~t mult ipl ier  M par un 
scalaire inversible,  on peut supposer que 

o0 M0 E Md(m~). Alors 

et Va E R 

M = 1  - M e  

M -1 =I  +Me 

Pl (a) = (I - Mo)p(a)(I + 114o) = p(a) + p(a)Mo - Mop(a) 

C'es t  pourquoi Pl est 6quivalente h p s i  et seulement  si Pl - P E B ~ .  Aussi,  
l 'appl icat ion naturelle:  

C ~-+ p + c  

induit-elle un isomorphisme: 

Soit t = tr p. Par analogie notons H~R l'ensemble des formes A-lin6aires 

A : R ---* m ;  telles que t + A est une pseudo-repr6sentation, c 'est-~-dire telles 

que: 
(i) t(1) + A(1)  = d 

(ii) t + A est une fonction centrale 

(iii) V a o , . . . ,  aa E R E c(cr)(t + A ) ~ ( a o , . . . ,  aa) = 0 

La premiere condit ion revient ~ dire que A(1) = 0 et la deuxi~me que ,4 est 

une fonction centrale. La troisi~me s'6crit: V a o , . . . ,  aa E R 

-( ) E e(cr) H t(ailai~'"ai~" ) +,4(ai)ai2, "''ai~' ) = 0 
aE~a§ s=l " ' 

oa ~r est d6compes6e en cycles comme au d6but. Puisque ,4 est h valeurs dans 

m ~' , si A et B sent  dans R, ,4(A),4(B) c m x+l = 0. I1 ne reste donc que les 

termes era ,4 intervient  au plus une fois. Le terme era ,4 n ' in te rv ien t  pas est: 

rt/a 

E e(cr) H t ( aoa i ] ""  ai~' ) 
aE,~a+l s=l 

qui est nul car t e s t  une pseudo-repr6sentation. I1 reste donc: 

rn~ met / 
E "a': ') , 4 ( a i / l ' ' ' a / ;  ) ) = 0  (iii)' 

o-E c.9~d+t j=l - - s = l  s#; 
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Ainsi , H#R est l 'ensemble des formes A-lin6aires A : R ~ m ;~ qui sont nulles 
en 1, centrales et qui v6rifient (iiiy. La trace induit un morphisme: 

D'apr~s le th6or~me 1 de [Ca], ce morphisme est injectif. A pr6sent, nous nous 
proposons de montrer qu'il est surjectif, ce qui assurera l'existence d 'un cocycle 
c E Z ~ t e l q u e  A = T - tr p = tr c. 

Le diagramme 
R 
1 

R ~ A  F 

P Md(A) 
l 

P-~ Md(F) 

est commutatif. On note .4/" l ' image r6ciproque de ker~ dans R qui jouera un 
rSle fondamental dans la d~monstration. On proc~de en plusieurs &apes. Tout 
d' abord, au paragraphe 2.1, on d6duit de l'identit6 (iii)t caract6risant les 616ments 
de H~R, une 6galit6 (iv), v4rifi6e par A dont on calcule les deux membres. Au 
paragraphe 2.2 on montre que A est nul sur J V  "2 en annulant le premier membre 
de (iv). C'est  la partie la plus compliqu6e. De s6rieux probl~mes apparaissent 
lorsque la caract6ristique de F divise (d!). Au paragraphe 2.3, on construit le 
cocycle c: la relation A(~4/"2) = 0 d6termine uniquement c sur ,:4/L On le 
prolonge arbitrairement en une application lin6aire ~ : R --* Md(m'~), c'est-h-dire 
un 616ment de C~. A priori, ~ ~ Z~.  On le modifie donc, par des consid6rations 
cohomologiques, pour obtenir un cocycle qui v6rifie A = tr c sur ~4/'. I1 ne reste 
plus qu'~t v6rifier que A = tr c sur R tout entier. C 'es t  l 'objet du paragraphe 2.4 
oh l 'on remplace p par la repr4sentation p + c et A par A - tr c = T - tr (p + c). 
AIors, en annulant le second membre de (iv), on montre que A = 0 sur R. La 
surjectivit6 sera ainsi 6tablie. 

2.1 Une ggalitd essentielte 

Pour simplifier les notations, on d6finit deux applications: 

R r ~ A 

~/i~ ( a l , . . . , a r )  , ~ t(ai~ail...ai~,)t(aij...ai~2)...t(ai,l, ...a:,,,),,,,, 

et  

{ R" ' E l  A ) A(ai~' 0 ~  ( a l , . . . , a r )  ' ' t (ai]ai2. . .ai~s) . . . a i ;  J) 
j=l - sr 

Puisque t e s t  une pseudo-repr6sentation elle v6rifie: V(ao , . . . ,  ad) C R a§ 

E r  = 0 

Et d'apr~s (iiiy, A v6rifie: V(ao , . . . ,  aa) C R a+l 
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e(cr)O~(ao, . . . , ad) = 0 
O" E,~,I 

Tout le probltme est de dtduire de cette identit6 que A est la trace d'un cocycle. 
En s6parant les termes correspondant h j = 1 des autres, on obtient l'tgalit6 
fondamentale pour la construction de ce cocycle: 

A(aoB(a, , . . .  , a d ) ) =  tr(p(ao)C(al, . . .  ,ad)) (iv) 

Oil, puisque i~ = 0 

(n ) B(al, . . . ,ad)= ~ e(a) t(ai)...a.,~),, aila~?...a~, 
o'E,~+l " s = 2  

est un 61~ment de R et 

C(al, . . . ,ad) 

nl~ ma I = -- ~. ~ c.Cfidd+ I ~  ~(O') ( j~.2_ A(a~' " * *~ik/)d ~ ,(a,ls=2 '''aiks) a~ "'ai~l) 
s~j 

est un 616ment de Md(A). 

Proposition 2.1.1. On peut exprimer Be t  C autrement: 

d 

B ( a l , . . .  ,ad) = ~-'~(- 1) k 
k=O i1 ~..-#i~ 

ai,...aik ~ e('r)Or(aj,,...,aja_,) (v) 

d - I  

C(al, . . . ,ad) = }--~,(--1) k+l ~ p(ail...ai,) 
k=O i~.. .~i~ 

x Z e(r)OO~(ak''"'aJ~-*) (vi) 

La notation il 4 . . .  r ik signifie que les is sont deux h deux distincts; 
{ i l , . . . , ik}  est alors une partie h k 616ments de { 1 , . . . , d }  dont { h , . . . , j d - k }  
d6signe la partie compltmentaire. 

Ddmonstration de la proposition 2.1.1: On sait que 

B(al, . . . ,ad)= ~ e(O" t(ai~...aa~,, ai~ai~t...ai~, 
aE,~d.l "s=2 

On pose 

d 

B'(al , . . . ,ad)= Z ( - l )  k Z ai,...ai,. Z 
k---O ilr "r E.5~-t  

e(r)Or(aj, , . . . , %_, ) 



268 L. Nyssen  

r t l ~  

pour montrer que B = B'. Un terme e(~r)l--[t(a~},... ,ai~,)ailai~ . . .ai~ , de 
s=2 

B ( a l , . . . , a a )  correspond ~ une permutation cr E .~a+l, tandis qu'un terme 
( - -1)ke(r )~r(a j l , . . .  ,aj~_~)ai,... ai, de B~(a l , . . . , ad)  correspond ~ la donn& 
de: 

- un entier k compris entre 0 et d, 
- une partie ordonn6e { i l , . . . , i k}  de { 1 , . . . , d } ,  
- une permutation ~- sur la pattie compl6mentaire de {is . . .  ik } dans{1 , . . . ,  d}. 

A une permutation a E ~d+l on associe un unique triplet ( k , ( i l , . . .  ,ik),~-) en 
posant: 

- k = k l - 1  
- - i l = i ?  i 2 = i  3 . . .  ik=i~ 1 

�9 1 . k 2  �9 l �9 k , ~ , r  
- -  7" ( / 2 , "  , t  2 ) �9 �9 ,tm~, . . . . .  ( t , , ,~ , .  . ) 

Alors 
m a  

e ( c r ) I - I t ( a i ~  . . . a.k,,, )ai2ai~l t " " "ai~l = ( -  l ) k  e ( 7 - ) ~ r ( a J l "  " " a j a -  k )a i '  " ' "  ai~ 
s=2 

Cette correspondance est bijective car un triplet (k, ( i l , . . . ,  ik), 7-) d6fini comme 

ci-dessus est associ6 ~ la permutation cr = ( i ~ , . . . ,  i~)  . . .  (zm,.l,..., t,~'~ ..... ) o•: 

- i~ = O , i ~ = i l ,  i~=iz ,  i 1 =ik a v e c k l = k + l  
' �9 ~n l  o- - sur t2 I . . . . .  t,~, cr se d6compose comme T. En d'autres termes a = (13, i l , . . .  

�9 . . , ik)  "r. 

Donc B = B'.  On montrerait de la m~me fa~on l'6galit6 (vi). [] 

2.2 Un r~sultat fondamental 

L'objet  de ce paragraphe est de montrer: 

Proposit ion 2.2. A est nul sur /1/'2 

Commenqons par remarquer: 

Proposit ion 2.2.1. B ( a l ,  . . . , ad) E . / V "  

D~monstration: Revenons ~ l'article [P] de Procesi, en conservant ]es notations 
de i'introduction. D'apr~s le corollaire 4.4 (be t  c) de [P], le polyn6me G obtenu 
en sym6trisant compl&ement Pa(X,X)  s'6crit: 

d 

= x,,.. .x,, S ,  
k=O il#...#i~ "r E S,~_ ~: 
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Donc: 

et, puisque G est une identit6 darts dans Md(A), B(a l , . . .  ,ad) est dans le noyau 
de p; afortiori, il est dans ~4/'. [] 

Choisissons h pr6sent a0 C ./I/" dans (iv). Alors tr(p(ao)C(al , . . .  , a a ) )  est 
\ / 

une somme de termes de la forme A ( , . . ) t r ( p ( a ~ ) . . . ) .  Le premier facteur est 
\ / \ / 

dans m "x et le second dans m. Le produit est donc darts m A+I qui est nul. La 
formule (iv) devient: 

ao C ,/t/~ ~ A ( a o B ( a l , . . . , a a ) ) = 0  

Soit K l'id6al bilat~re de R engendr6 par mR et par les B ( a l , . . .  ,ad)  O~ 
(al , . . .  ,ad) E R d. On sait que K C ~4/', et d'apr~s la relation ci-dessus A est 
nul sur ./V'K. Pour montrer que A ( j V  "2) = 13, il suffit de montrer 

Proposition 2.2.2. K = . / V  

C'est  la proposition la plus importante. Pour simplifier, on pr6f'ere remplacer 
R par R/K,  ,/I/" par ~4/'/K et prouver que ~4 ~" = 0. I1 faut pour cela d6montrer 
deux lemmes. Le lemme 2.2.3 6tablit que Rad(R) = J V .  C'est la parlie qui de- 
mande le plus de travail, surtout lorsque la caract6ristique de F divise (d!). En- 
suite le lemme 2.2.4 permet de d6composer ./V" en une somme directe d'espaces 
vectoriels dont on montre facilement qu'ils sent tous nuls. 

Dgmonstration de la proposition 2.2.2: On dispose de la suite exacte de A- 
alg~bres: 

0 ~ i V "  ~ R I_ ,  M~(F) ~ 0 (6)  

qui induit la suite exacte 

0 ~ ../V'/K ~ R / K  ~ Ma(F) , 0  ( 6 6 )  

Quitte h remplacer R par R / K  et JV" par . .4/ ' /K, on peut supposer K = 0 et 
consid6rer (6).  Le probl~me se ram~ne alors h montrer que JV" = 0. Sous cette 
hypoth~se tous le s  616ments de la forme B(al, . ,  .,aa) sont nuls, mR = 0 et 
I'action de A sur R et J V  est en fait une action de F:  R et JV" sont des F-  
alg~bres et (6 )  est une suite exacte de F-alg~bres. I1 est naturel de s'int6resser 
au radical de R. I1 s 'agit  de ddmontrer le lemme fondamental: 

Lemme 2.2.3. Rad(R) =, 4/" 

Dgmonstration: On utilise le th6or~me IV 1.8 de [J] qui dit: 

Rad(R) = {z E R I Va c R (za - 1) est inversible ~ droite} 
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L' inclusion Rad(R) C ..4/" est 6vidente grace ~ la surjectivit6 de p: f~(Rad(R)) C 

Rad(Md(F))  = O. 

Pour l ' inclusion inverse, le cas simple est celui oh la caract6ristique de F est 
nulle ou strictement sup6rieure h d.  Alors, s i n  E ./U" on calcule B ( n , . . .  ,n)  
grace ~t la proposition 2.1.1: si k < d et 7- E Sd-k,  ~ ( n , . . .  ,n )  E mR. Puisque 
mR = 0 il ne reste que les termes en k = d 

B ( n , . . .  , n )  = (--1)dd! n d 

Alors, puisque B ( n , . . .  ,n )  = 0 et que la caract6ristique de F ne divise pas (d!) 

n d = O  

Ainsi, tout n E J / P  est nilpotent et n -- 1 est inversible h droite. De mSme, 
Va E R, an C ~4/~ et an - 1 est inversible ~ droite. Donc n E Rad(R).  On en 
dEduit Rad(R) = j t / ' .  

Pour completer la d6monstration du lemme 2.2.3, il suffit de montrer que 
n E J V  est nilpotent m~me lorsque la caract6ristique de F est comprise entre 
1 et d. Par exemple, si F est de caract6ristique d (d premier), on remarque que 
pour tout a E R: 

( - - 1 ) d - l ( d  -- 1)!n ~+1 = n B ( n , . . . , n , a ) n  - B ( n ,  . . . , n , n a n )  =~, n d+l = 0  

Cette formule reste valable si la caract6ristique est nulle ou strictement sup4rieure 
d.  On peut g6n6raliser dans la mesure oh il existe une formule valable en 

toute caract4ristique; mais elle est suffisamment compliqu4e pour qu 'on essaie 
de l '6viter le plus possible. Posons, pour n E J V  et a l , . . . ,  ad E R: 

d 

F ( a l , . . . , a d , n )  = E 
r=O 

Z (--1)ltl nrB(nS~alntl ' ' ' ' 'nSaadnt '~)nr 

~E(0.1} d 

I~ I+tl 1=2d~2r 

d 

0~,  s i s  = (s, ,  . . . ,sa) E (0 ,11  a, I s ]= E si. 
i= l  

Nous allons montrer pour tout n E j I / "  et a ~ , . . .  ,aa E R: 

F ( a , , . . .  ,ad ,n)  = ( ~ e(T)~i . r (a , , . . .  , ad ) )n  2d ( * )  

r E S'~a 

Soit E/j la mat.rice de Md(A) dont t ous l e s  coefficients sont nuls sauf celui de la 
i e ligne et j e  colonne qui vaut 1. Pour 1 < i < d on choisit a i E R tel que 

p(ai) = Eli. Ils v6rifient t(ai) = 1 et, si i ~ j ,  p(aiaj) = 0. Alors ~ - ( a l , . . .  ,ad) = 

0, sauf darts le cas ~- = id o?a ~id(al,... ,ad) = I. La formule (&) donne: 

F(al  ~.. . , ad~ n)  = n 2d 
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Ainsi n 2a = 0 et n est nilpotent. II ne reste plus qu'h prouver (&). 
En remplacant B ( a l , . . . ,  a a )  par son expression dans la proposition 2.1.1 on 

obtient: 

C' est-h-dire: 

avec 

d 

F ( a l ' ' ' ' ' ~ d ' r l ) - -  Z Z (--1)It] n r  

r=0 s e { 0 .  t} d 

ts [+It l = 2 d - 2 r  

d 

• (k~_O(--1)k ( Z ' . .nt,~_~+S,kai, nt~ n 5II a i l  n / q + ~ ' t 2  , . 

- -i#...#i~ 

,~_eO-)~-(nSJ~aj~n~,...,n%-~aj~_,nrJ~-~))} x n  r 

d 

F(al,... ,ad,n) = Z Z ( - - 1 ) k F k ( a i " ' ' "  , a i , , a j , , . . .  , a ja_ , , r t )  

k=O it#. . .#i t  

d 

F k ( a l , . . .  , a d , n )  = Z 
r=0 

(--1)It  I nr+Sl al  ntl+s2 . . .  ntk-l+Sk akn t*+r 

sE{o.t)a 

[sl+[O=2d--2r 
e(r)#~- (n'k§ ak+l n '*+',... ,  n ~ a d n td 

N B :  a pr ior i ,  si on 6cri t  Vk(ail  , . . . , ail , aji , . . . ,  aja_t , n )  on v a  obtenir des t e rmes  

de la forme nSJaijn rj. Mais puisqu'on peut effectuer une permutation sur les 
i E { 1 , . . . ,  d }  sans changer les conditions sur les s et les t, on se ramSne A des 
n sij aij n ttj . 

Calculons d'abord Fd:  

d 

F d ( a l " ' " a d ' n ) =  Z Z 
r=0 s~{O.l} a 

/ E { 0 . 1 }  d 
I~r+ltl=2d--2r 

(--1)l t l  nr+sl alrl h+s2 . . .  nta-I+Sd adrl ta+r 

Effectuons le changement de variable or1 = h +s2 
Alors s I + [ t I= ~ = l  ~ri =[ (7 [, I1 vient: 

d 

Fd(al' "''ad'n) = Z  Z Z 
r=O tE{0.1}a al ...... d 

a t  ~ {It . t t+l}  
lo'l=2d-2r 

d 

Z Z 
tE{0,1}a r--O "~ ...... a 

% E {t t , t f§  
Io-1=2d-2r  

0- 2 = t 2 + s  3 . . .  tY d = t d+S  1. 

( _ l ) l t l  rtr+c'a-ta a l n a l  . . .  n ~ ad ntd+r 

( - - l ) l t l  n r+aa-ta alrt trl . . .  rt cra-l adrt ta+r 
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Le terme a (~r )=  a]n ~ . . . r ~ e - ~ a d  ne d6pend ni de td ni de era. On sdpare cette 
s o m m e  en quatre termes: td = 0 et era = 0 ou 1, puis td = 1 et rZd = 1 0 U  2. 

F a ( a l , . . . , a d , t t )  = 

d 

X E E 
t E ( O . l } ~ a - O  r = l  oj  . . . . . .  d--I  

a~ e {~r .t ,+l} 
{o{=2d- 2r 

d - - I  

+ Z 
t E , [ O , I  } ( a -  ~ r = t  

d - I  

+ Z Z 
.t E { 0 , 1  } ( a -  t~ r = l  

( - 1 )  10 n~ a(o-)n r 

( - -1 )  ltl nr+la(cOn r 

~I . . . . .  ~ 1 
ar E {tr ,tl +t ) 
[or 1 = 2 d - 2 r -  [ 

( - -1 )  (l+ltl) nr a(ff)n r+l 

a I . . . . .  a d _  1 
o'~ ~ {t t .1i+1} 
IwI=2d--2r--  1 

d - 1  

+ E Z Z 
t E { 0 , 1 } ( a - ] ~  r=O ~ . . . . . .  d - l  

erj E{tr .rt +1} 
l~l=2d--2r--2 

(--  1) (l+ltl) nr+la(cr)n r+l 

Si I'on effectue le changement  de  variable r' = r + 1 dans le quatri~me terme, 
on le trouve 6gal ~ l 'oppos6 du premier.  I1 reste: 

F d ( a l , . .  . , a d , n )  
d - I  

= Z E Z ( - -1 ) t t l  ( n r + l a ( o ' ) n r - - n r a ( c r ) n r + l )  

t E { 0 , 1 ) t a  - I )  r = l  crl . . . . . .  d - I  
crf C { t  t ,t i+ l } 
[ cr I=2d-- 2r-- I 

d - 1  

=E Z 
r = l  ~'l . . . . .  ad- - I  

e,, E {0.1.2 } 
Ic, I = 2 d - 2 r -  I 

Z ( - l ) l t l  (nr+la(rr)nr - nra(rr)nr+l) 

t ~  {O.h}(d--l~ 
t~ E {O . l}n{o . i  --1 ~1 } 

S (r,  or) = E 
tE  [0 .1} (~ ' -  O 

tiE{O.1}N{eri--I.eri} 

( -  1) Itt (nr+l a(cr)n r - nr a(rr)n r+l) 

en deux termes: celui  obtenu pour tio = 0 

( - 1 )  ltl (n~+la(o-)nr _ nr a(o-)n r+l) 

t ~  {o.] }(d--2) 
tl E {o.1}N{o'r  -- I . a t  } 

et celui  obtenu pour tio = 1 qui est  l 'oppos6 puisque s e u l e  E/d__~ 1 ti change  pour 
devenir I t [ +1. Ainsi ,  S ( r ,  rz) = 0 et 

Le terme a(cr) ne d6pend que de a t , . . .  ,O'd-l ,  pas de t ] , . . .  , t d - ]  Fixons  r E 
{1 . . . .  , d  - 1} et ( r r l , . . .  , c rd - l )  E {0,  1 , 2 }  (d- l )  tel que y]/a=~ i ~ri = 2d  - 2 r  - 1. 
I1 existe  au moins  un io E { 1 , . . . , d  - 1} tel que cri0 = 1 sans quoi  la s o m m e  
serait paire. S6parons le terme: 
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F d ( a { , . . . , a a , n )  = 0 (vi i)  

Nous pouvons maintenant catculer Fk pour 0 < k < d - 1. 

d 
F k ( a l , . . . , a d , n )  = Z  Z (--1){t{ n"+S'a|nt'+s:'"nS~-'+S~aknl*+r 

r=O s~tO.{) d 
,~(o,l)d 

{st+ltl~2d-2r 

>(( ~ e(T)~r(nS'+izlk+lPitr 
rES~ 

Si 3i > k + 1 tel que t i = 10U si  = 1, alors V~- E S~a_~: 

�9 .r(nSk+'ak+lnt~+',..., nSdadn td) q trtR = 0 

On ne conserve donc que les (2d)-uplets oO si = ti = 0 pour k + 1 < i < d. Si 
k = 0, le seul terme qui n'est pas dans mR est obtenu pour sl = . . . .  sd = tl = 
. . .  = t d = 0 et r = 0. On trouve: 

Fo(al , . . . ,  ad, It) = Z s ad)n 2d 
"r E S~ 

S i l < k < d - l :  

F ~ ( a , , . . .  , a d , n )  
d 

= ~ Z (--l)'t{ nr+slal12tl§ 
r=d-k sE(o,,}k 

tE(o.ly~ 
Is I+}! [=2d --2r 

x(z 
rE~-~a-k 

r 

Le terme �9 = ~ T e ~ _ ~  e(7- )~- (ak+, , . . . ,  ad) se met en facteur: 

d 

F k ( a l  . . . .  , a d ~ n ) = ~ •  d 
r -  --k 

Z (_ 1)[t I rtr+~Jalntl+S2...ntk-i+skaknt~ +r) 

{sl§ 

Effectuons le changement de variable r r = r - k + d: 

Fk(al, �9 , ad, n) 
k 

te(o.i} A 
Ist+Itr=2k-2r 

= ~  • F k ( a l , . . . , a k , n )  

= 0  
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comme dans (vii). Donc F k ( a l , . . . ,  aa, n) = 0 et finalement: 

F ( a l , . . . ,  ad, n) = F o ( a l , . . . ,  aa, n) = Z e(~-)~/i~(al'""'' ad)n2d 
~-ES~a 

C'est  la forrnule (&) qu 'on cherchait ~ prouver. Ceci ach~ve la d6monstration du 
lemme 2.2.3. 

On peut maintenant prouver que JV" = 0. On sait que R est une F-alg~bre 
dont le radical, ./I/', est nilpotent, et que: 

R/Rad(R)  ~' Ma(F)  

D'apr~s un th6or~me de Wedderburn ( [Ka] II.4 th.33), il existe une sous-alg~bre 
S de R isomorphe h Md(F), telle que R e s t  la somme directe d'espaces vectoriels: 

R = S ~ ./I/~ 

Ceci permet de doter ~4/" d 'une structure de Md(F)-module bilat~re: soit U E 
Md(F)  et n E i V ' .  Soit u E S l'616ment qui correspond h U par l ' isomorphisme 
S ~- Ms(F) .  Comme u et n sont dans R, on peut les multiplier pour d6finir: 

U .n = un E Jt/" 

n .U = nu E j I /"  

On applique alors les id6es de l'6quivalence de Morita ~ .A/': soit aij l'616ment 
d 

de S qui correspond ~/~/j E Md(F). On a ~~aii = 1R et aijaki = 6jkait. On 
i=1 

d6finit: 
Jliff = {n E ./I/" ] a~in = n e t  najj = n} 

Lemme 2.2.4. . / t /"  est la somme directe des espaces vectoriels Jfff: 

s =  .J4( 
l<_id<_d 

d 
part, p u i s q u e  Z c t i i  = l, on peut 6crire pour tout n E Dgmonstration: D'une 

~=1 

d d d 

i=1 j=l  i j--I  

Or aiiajj = t~ijaii, donc aiinajj E .4~  et ,.4/" = ~-~./J0 F.. D'autre part, s'il existe 
i j  

des 616ments nij E JI/ij" tels que 

d 

Z nij = 0  

i.j=l 
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on choisit i0,j0 E { I , . . .  , d} .  En mult ipt iant  cette 6galit6 ~ gauche par aioio et 

droite par Cljojo , o n  obtient niojo = 0 ce qui prouve que la somme est directe. 

Choisissons main tenant  n E ~ ' ~  pour calculer: 

d 

E 0 
k=0 fl~-. ,r "r _~ 

avec al = n e t  ai  = aii  pour 2 < i < d.  Alors Vi , j  i ~ j  aiaj = O. I1 ne reste 
donc que les termes en k = 0 et k = 1. Si ~- E 5~a-k, ~T(ah , . . . , a ja_  k) est nul 

sauf pour ~- = id. Et comme t(ai,) ~ 1 mod m on obtient:  

d 

B(n,a22,...,add)=--(n + Z akt(n)) + t(n).lR =--n 
k=2 

Donc n = 0. 

Ainsi  <.///li = 0. Donc ../~" = ail,./llX]lalj = 0. Donc ..4/" = 0 ce qui ach~ve la 
d6monstrat ion de la proposit ion 2.2.2 et par consdquent  de la proposi t ion 2.2. 

2.3 Construction du cocycle 

Nous cherchons un morphisme de A-modules c : R --~ Md(m ;~) v6rifiant: 

(i) A = trc 
(ii) Va, b E R c(ab) = p(a)c(b) + c(a)p(b) 

Si n E , /F  ~, sachant que p(n) c Md(m) et que c(a) E M,~(m)~), on doit avoir: 

c(an) = p(a)c(n) 

c(na) = c(n)p(a) 

D'oia: 
A(an)  = tr(p(a) c(n)) 

Fixons n E .4/ ' .  C o m m e  p e s t  surjective et A ( ~ V  "2) nul, on d6finit une forme 

A-tindaire f : Ma(A) ~ A en posant f ( U )  = A(an) off a E p - l ( U ) .  Puisque la 

trace est une forme bilindaire non d6g6n6r6e Ma(A) x Md(A) --* A, il existe un 

unique 616ment de Ma(A), not6 c(n), v6rifiant: 

C'est-~t-dire 

Va E R A ( a n ) = t r ( p ( a ) c ( n ) )  

Ceci d6termine une application c : ..4/" --* Ma(A). Soit El .  j E Ma(A) la matrice 

dont t o u s l e s  termes sont nuls sauf celui de la i e l igne e t  j e  colonne,  et aij E 

p-l(Eij) .  S i n  E Jt / ' ,  c(n) est la matrice dont  le coefficient ( i , j )  est A(naji). 
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L'application c est donc A-lindaire de ,.4/" dans Md(m;~). Soit n E ~4 "" e t a  E A; 
Vb E A  

tr (c(na )p(b )) = A(nab ) = tr (c(n )p(a)p(b )) 

D'ofa 

De m~me, on montrerait 

c(na) = c(n )p(a) 

c(an) = p(a)c(n) 

Enfin, en choisissant a = 1R on obtient 

t r ( c (n ) )  = A(n)  

Maintenant que c e s t  d6termin6e sur i V ,  on peut la prolonger en une 
application A-lin6aire ~ : R ~ Ma(m ;~) en adoptant, par exemple: b(a) = 
~ i j  A(aaji)Eij. I1 n 'y  a aucune raison a priori pour que b v6rifie la relation 
(ii). Posons 

u(a, b) = p(a )~(b ) - ~(ab ) + ~(a )p(b ) 

qui est en fait une application F-bilin6aire: 

U : R/ , / I /~ x R / ~ 4 P  ~ M d ( m  ~) 

puisque u(a, b) = 0 si a ou b E ./V'. Nous allons montrer qu'elle peut ~tre 
interpr6t6e comme un 2-cocycle de Hochshild. 

Si ~ est une F-alg~bre associative, on peut d6finir la cohomologie de 
Hochschild H H * C ~ )  ([Lo] 1.5.5). C 'es t  la cohomoiogie du complexe ( C ' ; 6 )  
o~a CP( .~ )  est l 'ensemble des formes (p + 1)-lin6aires de .jgp+l dans F et dont 
la d6rivation 6 : C p - I G ~ )  -* CP(~;~) est donn6e par: 

p--1 

r ,xp) = ~-~(-1)i f (xo,  . . . ,xix~+l,. . . ,Xp) + (-l)Pf(XpXo,Xl,  . . . ,Xp_l) 
i--O 

Si ~.4~ = Ma(F), ce complexe est isomorphe ~ un autre complexe, not6 (K~ 0) 
ott KP(Ma(F)) est l 'ensemble des applications p-lin6aires de Me(F)  p dans Ma(F), 
et dont la d6rivation 0 : Kp-I (Ma(F) )  --* KP(Ma(F)) est donn6e par: 

~ 'U(Xl , . . .  , Xp) = X0'U(XI,. . .  , Xp) 
p - I  

+ ~-~ ( -1 ) i v ( x l , . . .  ,x ixi+l, . . .  ,xp) + (--I)PV(xl , . . .  ,Xp-l)xp 
i--O 

L'isomorphisme entre (C*; 3) et (K~ 0) est donn6 par: 

KP(Ma(F)) ~ CP(Ma(F)) 

v ~ f~ 

avec;  

x ,  tr(xo ,x 
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II s 'agi t  bien d 'un  isomorphisme de complexes, car, s i v  E KP-I(Md(F)): 

6fv(xo,. . . , xp )=  t r (xo  Or(x1,. . .  ,Xp)) = fov(xo, . . . ,xp) 

Revenons ~ notre application u. Nous savons que R/..4/" ~ Md(F). D'autre  
part,m ~' est un F-espace  vectoriel et Md(m ~') --~ Md(F) | m ~ qui est lui-mSme 
isomorphe ~t une somme directe de copies de Md(F). En cheisissant une base 
(m~)~Ex, de m ;~ sur F ,  nous pouvons 6crire u comme une somme directe: 

u(a ,b )= Z ~c~(~(a),~(b))mc~ 
e ~ E X  " 

o?a ~ est une application F-bil in6aire:  

~za : Md(F) x Md(F) --* Md(F) 

c'est-5-dire que fi~ c K2(Md(F)). On calcule facilement que si a,  b, c C R, 

alors: 
p(a )u(b, c) - u(ab, c) + u(a, bc ) - u(a, b )p( c ) = 0 

Doric 0 ~  = 0. Or la cohomologie de Hochschild v6rifie l ' invariance de Mori ta  
( [Lo] 1.5.6). En particulier 

Th6or~me 2.3. HH* (Md(F))  = HH*(F) 

oh HH*(F) est la cohomologie du complexe: 

F ~  

pourquoi H H 2 ( M d ( F ) ) = O  et fi,~, qui est un cocycle, est aussi un c 'es t  cobord. 
\ / 

II existe donc une application lin6aire ~3a : Md(F) -+ Md(F) v6rifiant: 

Vx,y  C md(F) fia(x, y)  = x~)a(y) - va(xy) + ~a(x)y 

Posons, pour a 6 R: 

v ( a ) =  ~ ~ya(~(a))mc~ 
sEX \ / 

L'applicat ion ainsi d6finie est un morphisme de A-modules: 

v : R - - * M d ( m  "x) 

nul su r .  4/" et v~rifiant: Va. b c R 

u(a, b) = p(a )v(b ) - v(ab ) + v(a)p(b ) (*) 

Puisque v e s t  nul sur ,/t/', g + v est un autre prolongement de c h R. En posant 
c = ~" + v, nous obtenons un morphisme de A-modules: 

c : R --* Md(m )') 

qui v6rifie: 

et, par ( ,) :  

Vn C . r trc(n) = A(n) 

Va, b E R c(ab) = p(a)c(b) + c(a)p(b) 
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2.4 Oft l'on s'achemine vers une heureuse conclusion 

Comme nous l 'avions remarquE au d6but de la deuxi~me partie, p + c est une 
representation de R dans A. Elle relive pr puisque c e s t  ~t valeurs dans Ma(m ~) 
et sa representation rEsiduelle est/5. Quitte h reprendre tout ce que nous avons 
fait dans cette partie en rempla~ant p par p + c et A par A -- tr(c) = T - 
tr(p+ c), nous pouvons supposer que zS(./V) = O. La relation fondamentale (iv): 
V(a0 . . . .  , aa) E R d+l 

A ( a o B ( a l , . . .  ,ad)) = tr(p(ao)C(al,..  . ,ad)) 

devient alors 
tr(p(ao)C(al,. . .  , aa) )  = 0  

puisque B(ax, . . .  ,ad) E JV'. Ainsi V ( a l , . . . ,  aa) E R d 

C(a l , . . . , aa)= 0 

c'est-h-dire que A v6rifie la relation (~)  

Z (-1)* Z P(all "' 'ail:)Z {(7)Z t(~jl...~jk,) • 
k=O il#...#ik r E  cJff_k x= l  s#x 

Pour achever la d6monstration du th6orhme de r6currence, nous n 'avons plus 
qu'h montrer t r p  = T, c'est-h-dire: 

Proposi t ion 2.4. A = 0 

Dgmonstration: Comme celle du lemme 2.2.3, cette d6monstration est tr~s simple 
dans le cas off la caract6ristique de F ne divise pas d. L'application A est A- 
lin4aire de R darts Ma(mX), elle est nulle sur 1R et sur J / / ' ,  c 'est  une fonction 
centrale et elle vErifie (~). 

Puisque A(jV ' )  = 0, A est en fait un morphisme R/,/t/" ~ Md(m ~) qu 'on 
peut identifier h une application F-linEaire Ma(F) --~ Md(m 2~) nulle sur les ho- 
moth4ties car A(1R) = 0. Comme A est centrale, elle est Egalement nulle sur les 
matrices de trace nulle. Or, si la caractEristique de F ne divise pas d, Md(F) est 
engendr6e par ces deux types de matrices puisqu'on peut Ecrire: 

M E Ma(F) =~ M = (M - dtFM.I,)  + ItFM.In 

Donc A = O. 
Pour conclure lorsque la caract&istique de F divise d, il faut appliquer la 

formule (~)  h des 616ments ai E p-l(Eii) pour 1 < i < d. Alors p(aiaj) = 0 si 
i r j et seuls les termes correspondants h k = 0 et k = 1 subsistent dans (~). 
Pour k = 0 on a: 

) Z e(r) t(aj2...aj~s) x A(aj2...c~,~) 
r E  ~.9~d x= l  s#x 
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dont tousles termes sont nuls, sauf celui correspondant/l r = id qui vaut: 

d 

~--~aj =- 1R mod ~.4/" et A(I )  = 0. Pour k = 1 c a r  o n  a ;  

j=l  

d m~, 

i=l ,r E ~,5,~a_ 1 x= l  "s( :x  

Comme pr6c6demment, il ne reste que les termes off ~- = id: 

d d 

- E p ( a i )  ~--~ a ( a p =  E "4(ai)Eii 

Ainsi 

c'est-~-dire 

d 

,4(ai )Eli = 0 
i=1 

Vi 1 < i  < d  A(ai )=O 

Lorsqu'on consid~re A comme un morphisme Ma(F) ~ Md(m~), cela signi- 
fie que ,4 est nul sur toutes les matrices diagonales. Comme elle est nulle aussi 
sur les matrices de trace nulle, ,4 = 0. D 

Ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me 1. 

3 D6formations 

Soit G u n  groupe profini, F un corps fini de caract6ristique p e t  ~ : G ~ GLd(F) 
une repr6sentation continue absolument irr6ductible. Notons ~ la cat6gorie dont 
les objets sont les anneaux locaux nceth6riens complets de corps rfsiduel F et 
dont les morphismes sont les homomorphismes d'anneaux locaux qui induisent 
l'identit6 sur F.  On dit que G v6rifie la condition Opsi, pour chaque sous-groupe 
ouvert d'indice fini Go C G, il n 'y  a qu'un nombre fini d 'homomorphismes 
continus de Go dans Fp. Dans son article sur les d6formations, Mazur a d6montr6 
grace au critbre de pro-repr6sentabilit6 de Schlessinger [Sch], que si G v6rifie la 
condition Cp, il existe un anneau universel de d6formation de fi dans la cat6gorie 
LW. 

Soit A un anneau local de corps r6siduel F.  Rappelons qu'une d6formation 
de t5 dans A est une classe d'6quivalence de repr6sentations continues p : G 
Md(A) dont la repr6sentation r6siduelle est p. Une d6formation de tr~ dans A est 
une pseudo-repr6sentation continue T : G --~ A de dimension d, dont ia r6duction 
modulo l'id6al maximal de A est tr~. En d6formant tr~ pour un groupe v6rifiant 
~bp, nous obtenons le m~me r6sultat que Mazur. Mais notre m6thode permet de 
construire explicitement l 'anneau universel. Plus pr6cis6ment: 
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Th6or~me 3. Si G vdrifie la condition Op, il existe un anneau Au dans ~ et 
une diformation Tu de tr~ dans A~ qui est universelie au sens suivant: route 
d~formation T de tr~ dans un anneau A de ~ se d~duit de Tu par un unique 
morphisme d'anneaux Iocaux ~A de Au dans A tel que 

T = # A o T u  

3.1 Cas des groupes finis 

Supposons dans un premier temps que G soit fini. II v6rifie donc la condition 0e. 
L'anneau W(F)  des vecteurs de Witt h coefficients dans F est un anneau local 
s6par6 et complet. Puisque F est parfait, il est noeth6rien. Son id6al maximal est 
V1(F) = {(xi) iEN Ix  0 = 0} = p W ( F )  et son corps rdsiduel est F. L'application ~- 
de F dans W(F)  donn6e par T(X) = (X, 0, 0 , . . . )  est un morphisme multiplicatif 
[B.IX.1.6 prop.4]. Consid6rons l'anneau 

W = W(F)[[Xg, 9 E G]]. 

C'est un anneau local de corps r6siduel F, dont l'id6al maximal mwes t  engendr6 
par p e t  les (Xg)gE6. D'apr6s [B.III.2.6 prop.6] il est complet pour la topologie 
mw-adique. Prenons dans cet anneau, l'id6al I engendr6 par les polyn6mes: 

(i) Xe - d + r (d)  
(ii) Vg, h E G  Xgh-Xhg  

(iii) V90,.. .gd E G Z e(cr) I I  (Xa 4'''9r +~-Q trp(9i]...9i~,)). 
aE,~§ s=l 

Le noyau de la projection 7r de W dans F qui prolonge la projection naturelle 
de W(F)  dans F e n  s'annulant sur tous les X 9 est exactement row. I1 contient 
I puisque rr est nulle sur tousles polyn6mes qui engendrent I .  Nous pouvons 
donc construire l'anneau: 

Au = W(F)[[X 9,g E Gll / I 

qui est local de corps r6siduel F et d'id6al maximal m. = m w / I .  I1 est noeth6rien 
et le corollaire 1 de [B.III.2.12 prop.16] nous dit qu'il est complet pour la topolo- 
gie rn. -adique. L'application 

{ G  ----~ ( Au ) 
Tu g ~ ~- o try(9) + X~ rnod 1 

est une pseudo-repr6sentation continue qui v6rifie 

Tu rood mu = try. 

Avant de d6montrer que le couple (A., T,) ainsi obtenu est universel, nous 
pouvons faire quelques remarques sur les morphismes de la cat6gorie ~'f. D'une 
part, ils sont toujours continus, puisque ce sont des morphismes d'anneaux lo- 
caux. D'autre part, si A est un anneau de W, il est s~par6 et complet; comme F 
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est parfait, il existe dans U un unique morphisme W ( F )  ~ A c'est-h-dire que A 
poss~de une unique structure de W(F)-alg~bre locale [B.IX.2.4 th.12]. L'unicitE 
de cette stucture permet en outre de montrer que les morphismes de W sont 
exactement les morphismes de W(F)-alg~bres. 

Ainsi, dtant donnEs A un anneau de la catEgorie ~ et Tune  deformation de 
trp dans A, on dEfinit un morphisme de W (F)-alg~bres locales de W dans A en 
posant: 

Vg E G ~(Xg) = T(9) - (T o tr~(9) ) �9 |A. 

Alors, �9 est nul sur tousles polyn6mes qui engendrent I ,  aussi �9 induit-il un 
morphisme de ~-C 

~a :A~ ---*A 

qui v6rifie 

~A o Tu(g) = 7- o try(g)- 1A + T(g) - r o trp(9) .  1A = T(g) 

c'est-h-dire 
~ A O T u = T .  

Cette relation impose l'unicitE d'un morphisme tel que ~a. Le thEor~me 3 est 
donc vrai si G est un groupe fini. 

3.2 Cas des groupes profinis 

Supposons ~ present que 

n>O 

oh (Fn)n >o est une suite dEcroissante de sous-groupes distinguEs d'indice fini de 
G, et qu'il vErifie la condition (~p. Comme le noyau K de la representation p est 
ouvert dans G, il existe un entier N tel que /"N C K. Alors, pour tout n > N, 
Fn c K  et 

G = lim G/Fn A K. 
n>O 

Quitte/t remplacer F. par Fn nK,  on peut supposer que K contient tousles Fn, ce 
qui nous permet de d6duire de/5, pour chaque n, une representation absolument 
irrEductible ~. : G / F .  --~ GLa(F). On obtient un syst~me projectif tel que 

~ = li~_m_m fSn. 
n > 0  

Puisque chaque groupe G/F~ est fini, on peut construire l'anneau universel de 
deformation de tr~n 

Anu = W(F)[[Xv ,g  E G/Fn]] / In 

oh In est l'idEal de W(F)[[Xa,9 E G/F,]]  dEfini comme 1 au paragraphe 
prEcEdent. On dispose en outre de la pseudo-reprEsentation universelle T~ : 
G / F~ --* A~ dEfinie par: 
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Tj (9) = + ~- c tr~n(9) rood In. 

Si 9 E G e t  n > m, en associant X~ rood V,, h Xg ,nod Z',, on induit un syst~me 
projectif qui fournit, h la limite, un anneau: 

A. = fi+~m W(F)[lXg,g e GIFn]] / I n  
n>0 

et une pseudo-repr6sentation continue: 

r .  =H_mr n 
n>0 

On d6montre qu'elle est universelle en 6crivant que toute d6formation de try, 
parce qu'elle est continue, est la limite d'un syst~me projectif de d6formations de 
trfin. Reste h v&ifier que l'anneau A, est dans la cat6gorie c g~. En tant que limite 
projective d'anneaux s~par6s et complets, il est lui-m~me s6par6 et complet. Le 
plus difficile est de d6montrer qu'il est noeth6rien. 

Nous disposons de deux foncteurs not6s ~ et .~: si A est un anneau de W, 
.:W(A) est l'ensemble des d6formations de/5 dans A et .~  celui des ddformations 
de tr~ dans A. Les espaces tangeants ~t ces foncteurs, obtenus pour A = FIe], 
l'ensernble des nombres duaux off e 2 = 0, sont des F espaces vectoriels ([Sch] 
lemme 2.10). Notons Ad~ le F espace vectoriel Md (F) o~a G agit par conjugaison 
via p. On dispose d'un isomorphisme F-lin6aire 

.z~'(F[r _~ H1c(G,Ad~). 

Puisque tr~ est absolument irr6ductible, la trace en induit un autre 

f f ( F [ e ] )  -~ .~(F[c])  

D'apr~s [M], H~(G,Ad~) est un F espace vectoriel de dimension finie parce 
que le groupe G v6rifie la condition Cp. Donc .~(F[e])  aussi. Puisque T~ est 
universelle, 9P(F[e]) est isomorphe h l'ensemble Homw(p)(A.,F[e]) des ho- 
momorphismes de W(F)-alg~bres locales de Au dans F[s]. C'est un F espace 
vectoriel dont le dual est m . / m .  2 +pAu. Ce dernier espace est donc encore de 
dimension finie. Doric mu/m,  2 aussi. D'apr~s [B.III.2,10 th6or~me 2 corollaire 
5], puisque AN est s6par6 et complet, il est noeth&ien. Ainsi, le th~or~me 3 est 
vrai. 

Remarque: Nous travaillons avec la cat6gorie W des anneaux nceth&iens et 
complets, parce que c'est celle utilis& par Mazur. Mais nous pourrions tout 
aussi bien nous situer dans la cat6gorie ~g~', plus grande, des anneaux locaux 
s6par6s et complets, de corps r6siduel F. Nous n'aurions alors plus besoin de 
supposer que le groupe profini G v&ifie l'hypoth~se Cp. Dans ces conditions, 
la d6monstration qui pr6c~de permettrait de construire un anneau universel de 
d6formations de la pseudo-repr6sentation tr~ dans la cat6gorie W'. 



Pseudo-repr6sentations 283 

R6f6rences 

[B.III] N. Bourbaki: Alg~bre commutative, chapitre 3. Hermann, 1962 
[B.]X] N. Bourbaki: Alg~bre commutative, chapitre 9. Masson, 1983 
[Ca] H. Carayol: Formes modutaires et repr6sentations galoisiennes ~ vateurs dans un anneau local 

complet, publication de I'IRMA, ULP Strasbourg 
[Gr] A. Grothendieck: Dix expos6s sur la cohomologie des sch6mas. Advanced Studies in Pure 

Mathematics, 1968, pp. 46-66 
[J] N. Jacobson: Basic Algebra II. San Fransisco, W.H. Freeman and Company, 1980 
[Ka] I. Kaplansky: Fields and Rings. Chicago Lectures in Math., 1972 
[K-O] M.-A. Knuss, M. Ojanguren: Th6orie de la descente et alg~bres d'Azumaya. Springer Lecture 

Notes in Math. 389, 1974 
[La] S. Lang: Algebra. Reading, Addison-Wesley, 1984 
[Lo] J.-L. Loday: Cyclic Homology. Grundlehren der mathematischen wissenschaflen 301, 1992 
[M] B. Mazur: Deforming Galois representations in "Galois groups over Q" pp. 385---437. MSRI 

publications 16, Springer Verlag, 1989 
[P] C. Procesi: lnvariant Theory of N • N Matrices. Advances-in-Mathematics, 1976, t. 19 n ~ 

3, pp. 306-381 
[R] R. Rouquier: Caract6risation des caract~res et pseudo-repr6sentations, ens, en pr6paration 
[S] K. Saito: Representation varieties of a finitely generated group into SL2  or G L 2 .  preprint 

RIMS Kyoto University 
[Sch] M. Schlessinger: Functors on Artin rings. Trans. A.M.S., t. 130, 1968, 208-222 
[T] R. Taylor: Galois Representations associated to Siegel Modular forms of low Weight. Duke 

Math. Journal, t. 63 n ~ 2, 1991, pp. 281-332 
[W] A. Wiles: On ordinary A-adic Representation Associated to Modular Forms. Invent. Math., 

94, 1988, pp.529-573 


