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Introduction
Représentations et pseudo-représentations a valeurs dans un anneau local

Soit A un anneau et R une A-algebre. Une représentation de dimension d de R
dans A est un morphisme de A-algébres p : R — M (A). Deux représentations
p et o' sont dites équivalentes s’il existe une matrice M dans GL4(A) tel que
p'(@) = M ~'p(a)M pour tout a dans R. Si A est local de corps résiduel F, la
représentation résiduelle associée est la représentation g : R ®4 F — My(F)
déduite de p par réduction modulo I'idéal maximal m de A.

Lorsque R est 1’algebre A[G] d’un goupe G, il y a une correspondance
bijective naturelle entre les représentations de R dans M, (A) et les représentations
de G dans M (A).

C’est Wiles qui a le premier introduit les pseudo-représentations de dimen-
sion 2 d’un certain groupe ([W]). Puis Taylor a développé I’étude des pseudo-
représentations de dimension 4 d’un groupe quelconque ([T]). Nous utiliserons
ici les pseudo-représentations d’une algebre:

Une pseudo-représentation de dimension d de R dans A est une forme linéaire
T : R — A vérifiant:

B T()=d

(ii) T est centrale, c’est-a-dire que Vaj,a; € R T(aia) = T(aay)

(ifi) Yag,...,a; €R Y €0)To(do,- .- aa) =0

oES
Explicitons cette derniére formule. Si o est une permutation de S, €(0) est

sa signature, o se décompose en m, cycles de supports disjoints:
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.1 .2 NV .k .1 Ky
(TR A ) (7 N 155 Y (AP Mg
ou i} =0 et 7, est I'application définie par
Tolag, .. .;an)=T(apaz...as)T (@ ...axn)...T(@y ...axm,)
' i Pl i e ing

Grace a la deuxiéme propriété, cette définition de T, est sans ambiguité. Nous
appellerons cette formule essentielle pour la suite, I'identité fondamentale.

Lorsque G est un groupe, on peut définir une pseudo-représentation de di-
mension d de G dans A: c’est une application T : G — A vérifiant les propriétés
(i), (ii), (iii) énoncées ci-dessus pour les éléments du groupe. Si R = A[G] ces
deux notions sont équivalentes, comme dans le cas des représentations.

On peut montrer que la trace d’une vraie représentation est une pseudo-
représentation de méme dimension: soit p : R — My4(A) une représentation. Bien
sdr, trp est une fonction centrale. L’identité fondamentale résulte d’un résultat
donné par Procesi ([P] théoréme 4.3): soit ¢ € .9, décomposée en cycles
comme ci-dessus, et ¥, I'application de M (A)**! a valeurs dans A définie par:

‘g

T, (Ag,...,Ag) = tr(A"]l .. .Aikl). . .tr(A,-,}‘ v iAkm,)
\ -

Alors, Z (o)W, (Ag, - . . ,Ag) est une identit€ dans A, c’est-a-dire que VAy, ...
0E€EFHn
oy Ag € Mg(A)H!

> €0Wo(Ao,...,A)) =0

TES

En posant A; = p(a;), a; € R, on retrouve I'identité fondamentale. Cette for-
mule est en fait une conséquence directe du théoreme de Cayley-Hamilton. Si
M € M;(A), son polyndme caractéristique P,(M , X) vérifie Py(M ,M ) = 0. Plus
généralement, le polyndme G obtenu en symétrisant complétement P, (X, X) est
une identité dans My(A): YA, ..., Ay € My(A)

G@AL, ..., As)=0

Or, toujours d’aprés Procesi ([P] corollaire 4.4.b ):
> «Wld, A0 = (1 ir (MG Ay, ., A)
gESH
Ce qui, dans notre cas, devient:
> €0)(rrp) @, - a0 = (1™t (pla0)C (pl@n), .., plaa) )
oEH

Ainsi, la trace d’une vraie représentation est toujours une pseudo-représenta-
tion, propriété qui reste vraie pour des représentations de groupes. Naturellement
on se demande dans quelles conditions il serait possible d’établir une réciproque.
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Taylor démontre dans [T] que si A est un corps algébriquement clos de car-
actéristique 0, toute pseudo-représentation de dimension d d’un groupe G dans A
est la trace d’une représentation semi-simple de G dans GL4(A), qui est unique
3 équivalence preés. Ce résultat se généralise aux pseudo-représentations d’une
algébre. Le théoréme 1 de [Ca] établit un résultat d’unicité dans des conditions
plus générales: si A est un anneau local et si p est une représentation de R dans
A dont la représentation résiduelle est absolument irréductible, p est déterminée
3 équivalence prés par sa trace. Nous nous proposons de démontrer le théoréme
suivant:

Théoréme 1. Soit A un anneau commutatif hensélien et séparé . On note m
Uidéal maximal de A et F son corps résiduel. Soit R une A-algébre et T une
pseudo-représentation de dimension d de R dans A. 5’il existe une représentation
absolument irréductible

P R®RsyF — My(F)

dont la trace est T mod w, alors il existe une représentation, unique a équivalence
pres
p:R — Ma(A)

dont la trace est T et la représentation résiduelle p.

Remarquons déja que 1’unicité résulte directement du théoreme 1 de [Ca].
D’autre part, la continuité ne pose pas de problemes:

Théoréme 2. Sous les mémes hypothéses, si I'on suppose en outre que R est doté
d’une topologie compatible & celle engendrée dans A par les m", et que T et p
sont continues, alors la représentation p obtenue est elle-méme continue.

En particulier, si F est algébriquement clos de caractéristique 0, la démonstra-
tion de Taylor, qui reste valable dans le cas des algébres, montre que la
représentation j existe. Mais elle n’est malheureusement pas a priori absolu-
ment irréductible.

Dans un article encore en préparation ([R]), Raphagl Rouquier démontre un
résultat analogue grice a une méthode qui est radicalement différente de celle
développée ici.

Dans [S], Saito étudie les rapports entre ’anneau des représentations uni-
verselles de dimension 2 d’un groupe I et un anneau qu’il appelle I’anneau des
caractéres de I et qui correspondrait & un anneau des “pseudo- représentations
universelles”. Il obtient ainsi, en degré deux, des résultats analogues.

1 Simplification du probleme

1.1 Réduction au cas des anneaux locaux artiniens

Tout d’abord, remarquons que la représentation résiduelle § est absolument
irréductible si et seulement si elle est surjective. En effet, d’aprés un théoreme
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de Burnside ([La] p445), si j est absolument irréductible, p(R) = My(F). La
réciproque est évidente.

Nous allons nous ramener au cas ou ’anneau A est artinien de longueur
A, C’est-a-dire que m* # 0 et m*! = 0, afin de prouver le théoréme 1 par
récurrence sur A. Si A =0, A = F et il suffit de prendre p = . Afin de poursuivre
la récurrence, nous montrerons le résultat suivant, auquel est consacré 1’essentiel
de cet article: si A > 1 et si le théoréme 1 est vrai pour un anneau artinien de
longueur A — 1, la pseudo-représentation

T R A/m* — A/m?
a®l1 —  T(a) mod m*

fournit une vraie représentation p’ : R ®4 A/m* — My(A/m*) dont la trace est
T’ et dont la représentation résiduelle j est absolument irréductible.

Théoréme de récurrence. Dans ces conditions, il existe une représentation p -
R — M (A) dont la trace est T et qui fait commuter le diagramme:

R £ M)
l , !

Re,A/m* 2 MuA/mh)
! !

R4AF S  MuF)

Ceci résoudra le cas des anneaux locaux artiniens. Si A est un anneau local
séparé et complet, A est la limite projective des anneaux locaux artiniens A/m?*.
Pour chaque A > 1 le théoréme de récurrence appliqué a 1’anneau A/m* fournit
une suite de représentations py : R®4A/m* — M,(A/m’) dont la représentation
résiduelle est 5 et la trace T mod m*. Le diagramme:

R A/mM 2% pA/m)

! l
ResA/m* 25 Mu@a/mY)
l !

R@sF £, My(F)

est commutatif et la suite des p) converge vers une représentation p dont la
représentation résiduelle est j et la trace T.

Ainsi le théoréme 1 reste vrai pour un anneau local séparé et complet.
En développant la méme méthode, nous allons le démontrer pour un anneau
hensélien séparé. La démonstration qui suit est calquée sur celle que Carayol
donne du théoréme 2 de [Ca]. Supposons donc que A est hensélien et séparé.
Nous pouvons alors plonger A dans I’anneau

A’ =limA/m*
A>0
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Si m’ est son idéal maximal, A’/m’ = F. Remarquons que si A n’est pas
ncethérien, A’ n'est pas forcément la limite projective des A’/m’”. Soit R
une A-algebre, T : R — A une pseudo-représentation de dimension d et
P R4 F — MyF) une représentation absolument irréductible dont la
trace est T mod m. Comme précédemment, le théoréme de récurrence appliqué
a chaque A/m* pour A > 1 fournit un systme projectif de représentations
o L R®yA/m? — Md(A/m’\) de trace T mod m* qui converge vers une
représentation
pliR@A — My(A')

Sa représentation résiduelle est p. Sa trace T'vérifie: Vr € R

Trel)=T()

Considérons S = p/(R ® 1) qui est une sous A-algébre de M,(A"). Comme 5
est surjective, il existe des éléments ry,...,r; de R tels que les 5(r;) constituent
une base de M;(F). Posons ¢; = p'(r, ® 1). Grace au lemme de Nakayama, on
montre que les e; constituent une famille génératrice du A’-module M;(A") qui
est précisément de rang d?: la famiile (ex)i<k<ar est une base de M4(A’). Nous
allons voir qu’elle est aussi une base de S. En effet, si s € S, il s’écrit:

£
s = E apéy
k=1

avec, a priori, a; € A’. En prenant la trace de cette inégalité mulitipliée par ¢;,
1 €1 < d?, nous obtenons une série d’équations:

d2
tr(ser) =Y atr(ecer) (©)

k=1
La matrice de terme générique r(eye;) est une matrice a ceefficients dans A
qui est inversible dans M (A’) puisque (e,...,es) est une base de M (A').
Son déterminant est inversible dans A’ donc aussi dans A, et les équations ()
constituent un systéme de Cramer en (ai,...,a;). Ainsi, ¢; € A et § est le
A-module libre de base (e, ..., es). Nous disposons donc d’un isomorphisme:

Har o S ®A A, o~ Md(A,)
qui induit :
Hr S @u F ~ My(F)
L’algebre S est donc une algtbre d’Azumaya. Comme A est hensélien, le
théoréme d’ Azumaya ( [Gr] th.6.1 ) fournit un isomorphisme ¢ : S ~ M,y(A) qui
fait commuter le diagramme:
S £ MyA)

! 1
S@F & My(F)
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C’est-a-dire que ¢ vérifie: Vs € § © My(A")
w(s) mod m = pp(s ® 1p) =5 mod w'’

L’extension gy de ¢ 2 § ®4 A’ induit alors un automorphisme v de My(A").
Nous obtenons le diagramme commutatif:
S@aA B My@an
wl /s
My(A")

Or, d’apres le corollaire IV.1.3 de [K-O], puisque A’ est local, un tel automor-
phisme est intérieur: il existe une matrice M € M;(A’) telle que Vk, 1 < k < d*:

el ®1p) =M leM
et puisque ¢} (ex ® 14/) = p(ey), pour tout s € S C My(A"):
o(s) =M 'sM
I’isomorphisme ¢ nous permet de définir une représentation

R — M4(A)
PAlr = goptral)

- dont la trace est T parce que Vr € R:
(N =Moo M
et dont la représentation résiduelle est p parce que Vr € R:
go(p’(r ® IA/)> modm=p'(r @ 14) mod m’ = p(r ® 1r)

ce qui acheve la démonstration du théoréme 1 pour un anneau hensélien séparé.

Nous voici donc ramenés a démontrer le théoréme de récurrence. La situation
est plus simple qu’au départ puisque 1’anneau A est artinien. Nous allons encore
la simplifier en supposant que R est I’algébre d’un monoide libre Gy.

1.2 Réduction au cas d’une algébre libre

Lemme 1. Si le théoréme 1 est vrai pour une algébre de la forme AlGo] 0i Gy
est un monoide libre, il est vrai pour une algébre quelconque.

Démonstration: Soient (a;);¢; des générateurs de la A-algebre R et G, le monoide
libre engendré par les a;. On dispose alors de la A-algébre libre Ry = A[Gop], et
d’un morphisme surjectif de A-algébres IT : R; —— R dont on note H le noyau
si bien que la suite

0—H—->RER=0

est exacte.
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Soit T : R — A une pseudo-représentation de dimension d et p: R ®4 F —
My(F) une représentation absolument irréductible de trace T mod m. On peut
former la pseudo-représentation Ty = TolT et la représentation gy = po(II®1). Le
théoreme 1 appliqué & Ry, Ty et py fournit une représentation gy : Ry — My(A),
dont la trace est Ty et la représentation résiduelle 5. On dispose du diagramme
commutatif (Z):

Ro 5 My(A)
! o
Ro®sF 5 My(F)
La représentation py est surjective. Le lemme de Nakayama permet d’en déduire

que pp aussi est surjective; toute matrice N € My(A) est donc I’image d’un
élément a de Ry. Soit h € Ry. Alors

polh)=0 < YN € My(A) tr(Npp(h)) =0 &= Va € Ry Tolah)=0
C’est pourquoi:
kerpg = {h € Ry ‘ Va € Ry To(ah) = 0}

Puisque Ty est nulle sur 1’idéal H, pg est elle-méme nulle sur H, ce qui permet
de définir une représentation p : R — My (A) factorisant py. Elle fait commuter
le diagramme (&), sa représentation résiduelle est donc j et sa trace est 7. O

Nous pouvons désormais supposer que R est 'algebre A[Gp] d’un monoide
libre Gy.

1.3 Continuité

Le théoréme 2 se démontre trés facilement & partir du théoréme 1. Sous les
hypotheses du théoréme 2, nous disposons d’une représentation p qui, d’apres
le lemme de Nakayama, est surjective comme . Soit E; € M;(A) la matrice
dont tous les termes sont nuls sauf celui de la i° ligne, j¢ colonne qui vaut 1, et
a; € R tel que p(a;) = Ez. Soit a € R. Son image p(a) est la matrice dont le
terme (i,j) est tr(p(a)Ej;) = T(a a;;). Comme T est continue, p aussi. O

2 Ce qu’il advient des anneaux artiniens

Il s’agit & présent de démontrer le théoréme de récurrence. Considérons une
pseudo-représentation de dimension d, T : R — A, vérifiant T mod m = tr p, ol
R est I'algébre A[Gy] d’un monoide libre Gy et A un anneau local, artinien, de
longueur \. Supposons que le théoréme 1 soit vrai pour un anneau artinien de
longueur A — 1, la pseudo-représentation

T R@sA/m* — Ajm?
a®l — T(a)modm)‘
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fournit alors une vraie représentation p' : R ®4A/m* — M (A/m™) dont la trace
est 77 et la représentation résiduelle § . Nous voulons montrer que o' se reléve
en une représentation p : R — My(A) vérifiant tr p=T.

Soient (a;);c; des générateurs de Gg. Choisissons arbitrairement M; € M;(A)
tel que M; mod m* = g 1) pour i € I, et posons p{g;) = M;. La
représentation ainsi définie fait commuter le diagramme:

R £ Mu4)
| , !
RosA/m* L5 MyA/m)
! l

R®aF SN My(F)

Ici encore, le lemme de Nakayama permet de montrer que p et p’ sont surjectives
comme p. La trace vérifie tr p = T mod m*, mais il n’y a aucune raison pour
que tr p = T. Posons donc:

A=T—trp

C’est une application de R dans m” dont nous allons montrer qu’elle s’écrit
A=trc

ol ¢ est dans I'ensemble Z1, des applications A-linéaires de R dans My(m)
vérifiant, Va,b € R

c(ab) = c(a)p(b) + pla)c(b)
Autrement dit, ¢ est un cocycle. L’ensemble B, des cobords correspondants est
constitué des applications A-linéaires de R dans My(m*) de la forme: Va € R

w(a) = p(a)Mo — Mop(a)

ou My € Md(m’\).
Si ¢ est un cocycle, py = p + ¢ est une représentation:

pi@)pd) = (pla) + cl@)(pb) + c(b))
plab) + c(a)p(b) + p(a)c(b)
plab} + c(ab) = py(ab)

puisque c(a)c(b) € m*! = 0. La représentation résiduelle de p, est 5 et sa trace
T, ce qui achevera la démonstration du théoréme de récurrence.

Nous pouvons donner une interprétation du groupe de cohomologie H% =
Z./B,. Considérons I’ensemble .72 des représentations p; : R — My(A) qui
vérifient p; = p mod m*. D’apres ce qui précéde, p; € .72 si et seulement si
m—pE Z}a D’ autre part, un élément p; de .72 est équivalent 2 p si et seulement
si il existe une matrice M € GL4(A) telle que: Va € R

pr(a) =M p(a)M !
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Notons ~ cette relation d’équivalence. Dans M (A/m?), avec M’ = M mod m*,
cette relation devient: Va € R

dag=Mgase M’

Puisque p’ est surjective M’ est une homothétie et, quitte 4 multiplier M par un
scalaire inversible, on peut supposer que

M=1-M,
ol Mg € My(m?). Alors

1"1—'1 =1 +M,
etvVa € R

(@)= = Mo)pla)I +Mo) = p(a) + p(a)Mo — Mop(a)

C’est pourquoi p; est équivalente a p si et seulement si py — p € Bl,. Aussi,
I’application naturelle:

z, - #

c — p+c

induit-elle un isomorphisme:
HY ~ 2/~

Soit ¢ = tr p. Par analogie notons HJ; I'ensemble des formes A-lindaires
A: R — m” telles que 1 + A est une pseudo-représentation, c’est-a-dire telles
que:

@)+ Al)y=d

(i) t + A est une fonction centrale

(iii) Vao,...,as €R Y o)t + A)lavo,...,as)=0

D'E-ydﬂ
La premiére condition revient a dire que A(1) = 0 et la deuxieme que A est
une fonction centrale. La troisiéme s’écrit: Vag,...,as € R
Mo
Z (o) H(:(a,}uaifz N RS A(aijxa,»:z s )) =0

oESGn s=]

ol o est décomposée en cycles comme au début. Puisque A est a valeurs dans
m* | si A et B sont dans R, AA)AB) € m™! = 0. 11 ne reste donc que les
termes ol A intervient au plus une fois. Le terme ol A n’intervient pas est:

Mo
Z e(o) H Hapa; .. .al.jks)

cESGn s=1

qui est nul car ¢ est une pseudo-représentation. Il reste donc:

ms Mey
Y )] (H Hapaz ... ag )) Ay ... ay y=0 @i’
oESn j=1 ;j
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Ainsi , Hj; est ’ensemble des formes A-linéaires A : R — m* qui sont nulles
en 1, centrales et qui vérifient (iif)’. La trace induit un morphisme:

Hdl’z - HPI'R

D’apres le théoreme 1 de [Ca), ce morphisme est injectif. A présent, nous nous
proposons de montrer qu’il est surjectif, ce qui assurera I’existence d’un cocycle
ceZtelqueA=T —trp=trc.
Le diagramme
R Lo My4)
L
RR.F L5 MyF)

est commutatif. On note ./ I'image réciproque de ker5 dans R qui jouera un
role fondamental dans la démonstration. On procede en plusieurs étapes. Tout
d’abord, au paragraphe 2.1, on déduit de I'identité (i)’ caractérisant les éléments
de H,!R, une égalité (iv), vérifiée par A dont on calcule les deux membres. Au
paragraphe 2.2 on montre que A est nul sur ./ en annulant le premier membre
de (iv). Cest la partie la plus compliquée. De sérieux problémes apparaissent
lorsque la caractéristique de F divise (d!). Au paragraphe 2.3, on construit le
cocycle c: la relation A(.# %) = 0 détermine uniquement ¢ sur .#4". On le
prolonge arbitrairement en une application linéaire & : R — My(m™), c’est-a-dire
un élément de C L. A priori, & ¢ Z%,. On le modifie donc, par des considérations
cohomologiques, pour obtenir un cocycle qui vérifie A = tr ¢ sur 4. Il ne reste
plus qu’a vérifier que A = tr ¢ sur R tout entier. C’est 1’objet du paragraphe 2.4
ol ’on remplace p par la représentation p+c et Apar A—trc=T —tr(p+¢).
Alors, en annulant le second membre de (iv), on montre que A = 0 sur R. La
surjectivité sera ainsi €tablie.

2.1 Une égalité essentielie

Pour simplifier les notations, on définit deux applications:

& R — A
s (ar,...,a,) +—— t(a,-llai‘z <A )t(a,-zx ). Hag aik,,,,)
\ ) e Mo
et
R — A
52 -
o (ar,...,a,) — Z(Ht(ai}ai} Ny )) A(a’}‘ .. .aik,)
j=1 Ns# !
Puisque ¢ est une pseudo-représentation elle vérifie: Y(ao, . . .,aq) € R%*!
> €0)Ps(a0,...,a2)= 0
"E‘Vdﬂ

Et d’apres (iii)', A vérifie: Y(ap, . . . ,ag) € R*!
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Z e(a)@@?(ao, co,ag)=0

0ESy

Tout le probleme est de déduire de cette identité que A est la trace d’un cocycle.
En séparant les termes correspondant a j = 1 des autres, on obtient I’égalité
fondamentale pour la construction de ce cocycle:

A(aoB(al ..... ad)) =tr (p(aO)C(al, - ,ad)) (iv)

Ou, puisque i} =0

B(ay,...,a4) = Z e(a)(Ht(a:. S )a,-lzal-xa...a‘k,

o€ G+

est un €lément de R et

C(alw"'aad)
My My
= — Z e(o) (Z A(a eeay ) H Hag - . 'aiff)>p(aifai,3 cdx)
g€ /d+| ! :

s#

est un élément de M;(A).

Proposition 2.1.1. On peut exprimer B et C autrement:

d
Bay,...,an)=» (- > a..a, Y. €nd(a;,....q,_) ©)

k=0 u#.. Fi TES 1

d—1
Clar,...,a)=Y (D" >~ pa,...a)

i#.. Fir
A .
X Z e(T)0P (ay,, . .., ay, ) (vi)
TES
La notation iy # ... # i, signifie que les i; sont deux a deux distincts;
{i1,...,ix} est alors une partie & k éléments de {1,...,d} dont {j1,... ,ju—s}

désigne la partie complémentaire.
Démonstration de la proposition 2.1.1: On sait que
Blay,...,ay)= Z (o) (H ta; ...q i )a"fa"? el al.lk,
OE-%H

On pose

B'(a.... ad)-Z( DY Y aya Y B, )

k=0 I#.. #i TESH &
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Mo

pour montrer que B = B’. Un terme e(U)Ht(a,-I.,...,aiky)ailzafa...aik, de
5 i 1

5=2
B(ay, ...,as) correspond & une permutation ¢ € %, tandis qu’un terme
(—l)ke(T)QT(aj,, oo aj, ai . ..ai, de B'(ay,...,aq) correspond a la donnée
de:
— un entier k compris entre G et d,
— une partie ordonnée {iy,...,i} de {1,...,d},
- une permutation 7 sur la partie complémentaire de {i, ...4} dans{l,...,d}.

A une permutation o € %, on associe un unique triplet (k, ({3, ..,i),T) en
posant:

- k= k] -1
—h=i2 p=i} . =P
T i)
Alors
Mo
e(a)Ht(a,-sl A )a,-]za,-ls .. .ailk, = (—l)ke(T)dif(aj, NN THE |- N A

Cette correspondance est bijective car un triplet (k, (il, .. ik), 7) défini comme
ci-dessus est associé a la permutation ¢ = (i}, ..., t, .. ( z,’:{:’;’) oli:

- il =0,i} =i, i) =iy ..., 0 =iy avec ky =k +1,
. k . , .
— sur 12', o im0 se décompose comme 7. En d’autres termes ¢ = (0, iy, .. .
.,ik) T.

Donc B = B’. On montrerait de la méme fagon I’égalité (vi). O

2.2 Un résultat fondamental

L’objet de ce paragraphe est de montrer:

Proposition 2.2. A est nul sur V"2

Commengons par remarquer:
Proposition 2.2.1. B(ay,...,a3) € .~
Démonstration: Revenons a 'article [P] de Procesi, en conservant les notations

de I'introduction. D’apres le corollaire 4.4 (b et c) de [P), le polyndme G obtenu
en symétrisant complétement Py(X , X) s’écrit:

GXi,... X@—Z( DF D XXy D e X X,L)

#. - Fi TESG_k
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Donc:
p(B(ala' . 7ad)) = G(p(al)z .- »P(ad)>
\

et, puisque G est une identité¢ dans dans M;(A), B(ai,...,ay) est dans le noyau
de p; a fortion, il est dans 4", O

Choisissons a présent ag € .~ dans (iv). Alors tr (p(aO)C (ay, ... ,ad)> est

une somme de termes de la forme A ( . .)tr (p(ao) . ) Le premier facteur est

dans m* et le second dans m. Le produit est donc dans m*! qui est nul. La
formule (iv) devient:

ap €4 = A(aoB(al,..-,ad)> =0

Soit K I'idéal bilatére de R engendré par mR et par les B(ay,...,ay) ol
(a1,---,a4) € R%. On sait que K C .7#”, et d’aprés la relation ci-dessus A est
nul sur /K. Pour montrer que A(./}" 2y = 0, il suffit de montrer

Proposition 2.2.2. K = .4~

C’est la proposition la plus importante. Pour simplifier, on préfeére remplacer
R par R/K, A" par .4 /K et prouver que .4 = 0. 11 faut pour cela démontrer
deux lemmes. Le lemme 2.2.3 établit que Rad(R) = ./4". C’est la partie qui de-
mande le plus de travail, surtout lorsque la caractéristique de F divise (d!). En-
suite le lemme 2.2.4 permet de décomposer ./~ en une somme directe d’espaces
vectoriels dont on montre facilement qu’ils sont tous nuls.

Démonstration de la proposition 2.2.2: On dispose de la suite exacte de A-
algebres:
0— A" — R — My(F) —0 (®)

qui induit la suite exacte
0— A7/K — R/K — My(F) — 0 )

Quitte a remplacer R par R/K et ./~ par .4 /K, on peut supposer K = 0 et
considérer (#). Le probléme se ramene alors & montrer que ./ = 0. Sous cette
hypothese tous les éléments de la forme B(a,....ay) sont nuls, mR = 0 et
'action de A sur R et ./ est en fait une action de F: R et .4 sont des F-
algebres et (#) est une suite exacte de F-alggbres. Il est naturel de s’intéresser
au radical de R. Il s’agit de démontrer le lemme fondamental:

Lemme 2.2.3. Rad(R)=./4"

Démonstration: On utilise le théoréme IV 1.8 de [J] qui dit:

Rad(R)={z € R | Va € R (za — 1) est inversible a droite}
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L’inclusion Rad(R) C ./ est évidente grice & la surjectivité de p: j(Rad(R)) C
Rad(M4(F)) =0.

Pour P’inclusion inverse, le cas simple est celui ou la caractéristique de F est
nulle ou strictement supérieure a d. Alors, si n € .4 on calcule B(n,...,n)
grice a la proposition 2.1.1: sik <d et 7 € Sy_4, D,(n,...,n) € mR. Puisque
mR =0 il ne reste que les termes en k = d

B(n,...,n)=(-17d! n?

Alors, puisque B(n,...,n) =0 et que la caractéristique de F ne divise pas (d!)

Ainsi, tout n € ./ est nilpotent et n — 1 est inversible a droite. De méme,
Va € R, an € .4 et an — 1 est inversible a droite. Donc n € Rad(R). On en
déduit Rad(R) = .4

Pour compléter la démonstration du lemme 2.2.3, il suffit de montrer que
n € .4 est nilpotent méme lorsque la caractéristique de F est comprise entre
1 et d. Par exemple, si F est de caractéristique d (d premier), on remarque que
pour tout a € R:

=D4"Yd = )n* =nB(n,...,n,a)n —B(n,...,n,nan) = n%'=0

Cette formule reste valable si la caractéristique est nulle ou strictement supérieure
a d. On peut généraliser dans la mesure ou il existe une formule valable en
toute caractéristique; mais elle est suffisamment compliquée pour qu’on essaie
de I’éviter le plus possible. Posons, pour n € ./ et a;,...,aq €R:

d
F(a,...,aq4,n)= Z Z =D W B(nSain®, ... n*aun')n"
r=0 sef{o.1}d

1e{0.1}4
|5 |+12)=2d —2r

d
Ob, sis=(s1,....5) € {0, 1}%, | s |= D 5.

i=1

Nous allons montrer pour tout n € ¥ etay,...,a; € R:
F@,....as,m) = (3 «r)@r@,... a0))n* )
TES

Soit E; la matrice de My(A) dont tous les ceefficients sont nuls sauf celui de la
i€ ligne et j® colonne qui vaut 1. Pour 1 < i < d on choisit a; € R tel que
plai) = E;. Tls vérifient t(a;) = 1 et, sii #j, p(a;a;) = 0. Alors €,(ay,...,a4) =
0, sauf dans le cas 7 = id ot $yy(ay,...,ay) = 1. La formule (&) donne:

F(alw--’advn):nzd



Pseudo-représentations 271

Ainsi 1?4 = 0 et n est nilpotent. Il ne reste plus qu’a prouver (&).
En remplacant B(ay, ... ,a,) par son expression dans la proposition 2.1.1 on
obtient:

Fay,... ad,n)_z Z (- n"

r=0  sefo.1}d
re{0.1}d
{5 |+{r|=2d =21
{ E ( l)k ( 2 J,lailnt,l-ﬂ,'2 . ,nt’k—l+s'k ai‘n'i‘-'
iy#. . Fi

3 % L/ 4, r
E (TP (n"a;n’, ... nVd- ajdqnfd—*)>} X n
TES

C’est-a-dire:

d
F(al,...,ad,n)=2 Z (_l)ka(aily'"7aikaaj17"‘-,ajd_“n)

k=0 i\ #.. #ip

avee

Filay,...,az,n) = E E (- 1)"I n™igntt | photg p et

r=0  se{o.1}9

refo.1}4
|s{+)t)=2d~2r
( E (NP (n* apan™, ... ,n“aw’”))

. . TESG—k .
NB: g priori, si on écrit Fy(a;,, ..., a;,4;,...,4,_,,n) on va obtenir des termes

de la forme n%a;n%. Mais puisqu'on peut effectuer une permutation sur les
i € {1,...,d} sans changer les conditions sur les s et les 7, on se ramene & des
n'ia; n'.

Calculons d’abord Fy:

d
Fyay,...,az,n)= E E (=D psigynhtr | pla-1¥sa g platt
r=0  se{o,1}d

ref{0.1}d
|ste|1}=2d ~2r

Effectuons le changement de variable oy = t1+5y Oa=1+S53 ... 04 =1I7+5.
Alors [si+[t|—2 -1 0i =[ o |. Il vient:

Z Z § ( 1)|l| r+ad—tda1n L. .na-d_ladn!d+r

r=0 se{o)? L

|or|=2d ~2r

Z Z Z ( 1)|tl r+ad—tdaln .”na'd_ladnr,ﬁr

4 T eeran
:E{Ol} r=0 oé(l r+1}

fol=2d —2r

Fd(a]7"'7ad7n)
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Le terme a(o) = ajn® ...n"%-'ay ne dépend mi de ¢; ni de o;. On sépare cette
somme en quatre termes: f; =0 et og=0oul,puiszy=1letoy=1ou 2.

Fiay,...,ag,n)= Z Z Z (=" na(o)n”

-y r=l 1o %d—1
IE{O ]} = o, €{1,.1,+1}
|al=2d—2r

DY Z S D agom

0, -1 p=} %1 CH—1
}E{ I} o €{s 4, +}
la|=Zd—Zr—l

+ Z Z Z (_1)(l+|t|) nra(O‘)nr“

1€ 0 ] @1 p=t Oy og_1
{ } o, {1 4;+1}
|lot=2d—2r—1

d—1
+ E Z z (_1)(l+|tl) nr+la(0_)nr+1

d~1 0 T T4y
ref{0,1} y r= s
o |=2d 27 —2

Si I'on effectue le changement de variable r' = r + 1 dans le quatrieme terme,
on le trouve égal 2 ’opposé du premier. I reste:

Fo(ay,... ad,n)

= Z Z Z (=D ™a(om” — n"a(o)n™")

1€{0,1}@-b r=1 1 -%d-1

gy €{r 4+1}
|oj=2d—2r—1
d-1
- E E E (___l)|t| (nr+]a(o,)nr _ nra(o,)nr+1)
r=l TtosOd—1 re{0.1}d—1)
o, €{0.1.2} 1 g0} {0, ~1 5.}

{oj=2d —2r -1

Le terme a(o) ne dépend que de 0y,...,04_, pas de tl, ..,t5_1 Fixons r €
{1,...,d —1}et{(oq,...,04-1) € {0,1,2}9~D tel que Z, 5 0i=2d—2r~1.
1l existe au moins un ip € {1,...,d — 1} tel que o, = 1 sans quoi la somme
serait paire. Séparons le terme:

S(r,a’): Z (__l)lt] (nr+la(o,)nr _nra(o,)nr-H)

re{0.13@-1
e{01}n{o—-l.0;}

en deux termes: celui obtenu pour #;, =0

E (__l)ltl (nr+1a(o,)nr _ nra(o.)nr-H)

re {01} -2
sefo.1}n{o;—1.0,}

et celui obtenu pour #, = 1 qui est 'opposé puisque seule Z:.:l t; change pour
devenir | £ | +1. Ainsi, S{r,c) =0 et
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Fd(aly"'5ad7n)=0 ('Ull)

Nous pouvons maintenant calculer £, pour 0 <&k <d — 1.

d
Fulay,...,aq,n) = E E (=D p g phits gl tg, gt

r=0  sc{o0.1}4
1e{0.4)4
|si+t(=2d —2r

X < Z (TP (n™ ggan™, . .. ,nf"adn“’))

TESH &
Sidi>k+1telquet; =1o0us; =1, alors V7 € . _y:
D (™ apan™,. . ,n"am") e mR =0

On ne conserve donc que les (2d)-uplets ot 5; =7, =0 pour k +1 < i <d. Si
k =0, le seu} terme qui n’est pas dans mR est obtenu pour 5y = ... =55 =4 =
...=tg=0et r=0. On trouve:

FO(aly" . 7ad7n)= Z 6(7—)451‘(“11-- '7ad)n2d
TESG

Si1<k<d-1

Fk(aly""a(hn)

d
= E E (._1)It! RIS Igp R phertig, gl

r=d—k sef{o,1}k
re{0.0}k
|5)4|1)=2d —2r

X ( Z €(7-)¢‘I'(ak-+-17 s 7ad))

TES -1

Le terme ¢ = ZTG T e(T)D,(age1, - - . ,ay) se met en facteur:

&

d
Fu(ar,...,az,n)=® x ( Z Z (_I)It( AT iantt .nfk—l‘i-xkakn&*-r)

r=d—k se{o1}*
re{o1}*
|5 {+1f)=2d ~2¢

Effectuons le changement de variable r' =r — k +d:

Filay,...,a4,n)

k
=P x <Z Z (—l)ltl nr“‘aln“ﬂz . nt,..-.ﬂkakn:ﬁr)
r=0

= sef{oapt
re ot
ISt lr1=2k —2r
=¢ x Fk(al,“ G

=0
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comme dans (vii). Donc Fy(ay,...,as,n) =0 et finalement:

Fa,....azn)=Fo@a,....az,n)= ) er@r(a, ..., ann*
TES

C’est 1a formule (&) qu’on cherchait 4 prouver. Ceci achéve la démonstration du
lemme 2.2.3.

On peut maintenant prouver que ./~ = 0. On sait que R est une F-algébre
dont le radical, ./}, est nilpotent, et que:

R/Rad(R) ~ M4 (F)

D’apres un théoreme de Wedderburn ( [Ka] I1.4 th.33) , il existe une sous-algébre
S de R isomorphe a M (F), telle que R est la somme directe d’espaces vectoriels:

R=Sa@ 4"

Ceci permet de doter ./ d’une structure de My (F)-module bilatére: soit U €
My(Fyetn e 4. Soit u € S I’élément qui correspond a U par I’isomorphisme
S =~ My(F). Comme u et n sont dans R, on peut les multiplier pour définir:

Un=unc V"~
nU=nue 4"

On applique alors les idées de 1’équivalence de Morita & .4 soit a;; 1’élément
d

de S qui correspond a Eij € My(F). On a Za,-,- = lg et gjay = Spay. On
i=1
définit:
”/]'/j'z{ne'/l/‘ | azn=n et naﬁ:n}

Lemme 2.2.4. ./ est la somme directe des espaces vectoriels /¥
V=P A
1<ij<d

d
Démonstration: D’ une part, puisque Za,—,- = 1, on peut écrire pour toutn € .

i=1
d d d
n=( E ag)n (E Gjj) = E aiinaj;
i=1 j=1 ij=l
Or aja; = 6a;, donc aznay € g et A" = E 4. D’autre part, s’il existe

iy
des éléments n; € .4 tels que

d
Znij =0

ij=t
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on choisit i, jo € {1,...,d}. En multipliant cette égalité 2 gauche par ;,;, et a
droite par aj,;,, on obtient n;j, = 0 ce qui prouve que la somme est directe.

Choisissons maintenant n € .4{] pour calculer:

Z a;, .. - ( Z E(T)é‘r(ajl Yoo 7a]d~k))

d
B(n,an,.,au) =Yy (-1F
k=0 1. Fi TES &

avec ay =n et a; = a; pour 2 < i <d. Alors Vi,j i #j a;a; = 0.1l ne reste
donc que les termes en k =0 et k = 1. Si 7 € S, .(qj,-..,a;,_,) est nul
sauf pour 7 = id. Et comme t(a;) = 1 mod m on obtient:

d
B(n,an,...,a4)=— (n + Zakt(n)> +t(n).lg=—n

k=2
Donc n =0.

Ainsi .1 = 0. Donc . = a;;.#1a;; = 0. Donc ./ = 0 ce qui achéve la
démonstration de la proposition 2.2.2 et par conséquent de la proposition 2.2.

2.3 Construction du cocycle

Nous cherchons un morphisme de A-modules ¢ : R — M (m?*) vérifiant:
i) A=trc
(ii) Ya,b € R c(ab) = p(a)c(b) + c(a)p(b)

Si n € .+, sachant que p(n) € My(m) et que c(a) € My(m™), on doit avoir:

clan) = p(a)c(n)
c(ra) = c(n)p(a)
D’ou:
Aan) = tr(p(a) c(n))

Fixons n € .4, Comme p est surjective et A(.#"2) nul, on définit une forme
A-linéaire f : My(A) — A en posant f(U)= A{an) ot a € o). Puisque la
trace est une forme bilinéaire non dégénérée M;(A) x My(A) — A, il existe un
unique élément de M4(A), noté c(n), vérifiant:

VU € Mg(A) f(U)= tr(Uc(n))

C’est-a-dire
VacR Alan)=tr (p(a) c(n))

Ceci détermine une application ¢ : ./~ — My(A). Soit E;; € My(A) la matrice
dont tous les termes sont nuls sauf celui de la i ligne et j¢ colonne, et a; €
p‘l(E,-j). Sin € .47, c(n) est 1a matrice dont le coefficient (i,j) est A(na;).
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L’application ¢ est donc A-linéaire de .4 dans My(m*). Soitn € .4 et a € A;
Vb €A
tr (c(na)p(b)) = A(nab) = tr (c(n )p(a)p(b))
D’ou
c(na) = c(n)p(a)
De méme, on montrerait
clan) = p(a)c(n)

Enfin, en choisissant a = 1 on obtient
tr (c(n)) = A(n)

Maintenant que ¢ est déterminée sur .4, on peut la prolonger en une
application A-linéaire & : R — My(m*) en adoptant, par exemple: &(a) =
X J A(aa;)E;. 11 n’y a aucune raison a priori pour que ¢ vérifie la relation
(ii). Posons

u(a,b) = p(a)e(b) — c(ab) + &(a)p(b)
qui est en fait une application F-bilinéaire:
Ut R/AN X RIAN — Ma(m™)

puisque u(a,b) = 0 si a ou b € .. Nous allons montrer qu’elle peut étre
interprétée comme un 2-cocycle de Hochshild.

Si .-# est une F-algébre associative, on peut définir la cohomologie de
Hochschild HH*(.-#) ([Lo} 1.5.5). C’est la cohomologie du complexe (C*;6)
oll C?(_-€) est I’ensemble des formes (p + 1)-linéaires de . #P*! dans F et dont
la dérivation § : CP~1(.#) — CP(_-#) est donnée par:

p—1
5f(.X(), - axp) = Z(—l)if(x07 sy XiXigls o 7-xp) + (—l)pf(xp.X(),X], s vxp—l)

i=0

Si.# = My(F), ce complexe est isomorphe & un autre complexe, noté (K *; 9)
ou KP(M4(F)) est I’ensemble des applications p-linéaires de My (F Y dans M;(F),
et dont la dérivation 8 : KP~1(My(F)) — KP(M,(F)) est donnée par:

Fulxy, ..., xp) = Xouxy, .. ., Xp)
p—1
+Z(——1)’v(x|, ey XiXrly e 7-xp)+(—l)pv(x17 cee vxp—l)xp
=0

L’isomorphisme entre (C*;6) et (K*; d) est donné par:
KP(My(F)) ~— CP(Mu(F))
v — So
avec:

Solxo, .. xp)=tr (xo v(xy, .. .,x,,))
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Il s’agit bien d’un isomorphisme de complexes, car, si v € K? ™1 (M(F)):

Ofu(xo, ..., xp)=1tr (xo dvlxy, . .. ,xp)) = fau(X0y ..., Xp)

Revenons a notre application 4. Nous savons que R/.4" =~ M,(F). D autre
part,m* est un F-espace vectoriel et My(m?) ~ M;(F) ® m* qui est lui-méme
tsomorphe a une somme directe de copies de M;(F). En choisissant une base
(Ma)acx, de m> sur F, nous pouvons écrire 4 comme une somme directe:

Mmm=§j%(mumw)m

acX
ol i, est une application F-bilinéaire:

o = Mag(F) x My(F) — My(F)

c’est-a-dire que i, € K*(My(F)). On calcule facilement que si a, b, ¢ € R,
alors:

pl@)ulb,c) —ulab,c)+ula,bc) — u(a,b)p(c) =0
Donc 94, = 0. Or la cohomologie de Hochschild vérifie invariance de Morita
( [Lo} 1.5.6). En particulier

TmmmwleH(MAm)=mww)
olt HH *(F) est la cohomologie du complexe:
FALrPLFSF ..

c’est pourquoi HH?{ M (F) | = 0 et iy, qui est un cocycle, est aussi un cobord.
Il existe donc une application linéaire ¥y : Mg(F) — M4(F) vérifiant:

Vx,y € Mg(F) lia(x,y) = x0a(y) — Talxy) + Talx)y

Posons, pour a € R:
me%@@m

acX
L’application ainsi définie est un morphisme de A-modules:

v R — My(mY)

nul sur . %" et vérifiant: Va.b € R
u(a,b) = playu(b) — v(ab) + v(a)p(b) (*)

Puisque v est nul sur ./, & + v est un autre prolongement de ¢ a R. En posant
¢ = ¢ + v, nous obtenons un morphisme de A-modules:

c:R— Md(m’\)
qui vérifie:

Vo €. 4" tre(n) = An)
et, par (*):
Ya,b € R c(ab) = pla)c(b) + c(a)p(b)
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2.4 Ont l'on s’achemine vers une heureuse conclusion

Comme nous I’avions remarqué au début de la deuxiéme partie, p + ¢ est une
représentation de R dans A. Elle reléve p’ puisque ¢ est a valeurs dans My(m?)
et sa représentation résiduelle est p. Quitte a reprendre tout ce que nous avons
fait dans cette partie en remplagant p par p+c¢ et A par A —tr(c) = T —
tr(p+c), nous pouvons supposer que A(.4") = 0. La relation fondamentale (iv):
Y(ag....,ay) € R

A(aoB(al, . ,a,,)) =t (p(ao)C(al, .. ,ad))

devient alors
r (pao)Cea, ... an)) =0

puisque B(ay,...,aq) € A7, Ainsi V(ay,...,ay) € R¢
C(aly s 7ad)= 0

¢’est-a-dire que A vérifie la relation (V)

d—1 me
kg.;(—l)k Z oay, .. .ai,) Z E(T)Z(H t(a]-xl oGt )) X A(ajxl .. .ajfx)

N#.. Fik TES 1 x=1 “s#x

Pour achever 1a démonstration du théoréme de récurrence, nous n’avons plus
qu’a montrer trp =T, c’est-a-dire:

Proposition 2.4, A =0

Démonstration: Comme celle du lemme 2.2.3, cette démonstration est trés simple
dans le cas ol la caractéristique de F ne divise pas d. L’application A est A-
linéaire de R dans My(m?), elle est nulle sur 1z et sur .4, c’est une fonction
centrale et elle vérifie (©).

Puisque A(#") =0, A est en fait un morphisme R/.4~ — My(m*) qu’on
peut identifier & une application F-linéaire M;(F) — My(m™*) nulle sur les ho-
mothéties car A(1g) =0. Comme A est centrale, elle est également nulle sur les
matrices de trace nulle. Or, si la caractéristique de F ne divise pas d, My(F) est
engendrée par ces deux types de matrices puisqu’on peut écrire:

]
M eMyF)y=M = ( — M .1,,) + -(]ItrM.I,,

Donc A =0.

Pour conclure lorsque la caractéristique de F divise d, il faut appliquer la
formule () 2 des éléments a; € p~'(E;) pour 1 < i < d. Alors plaia;) = 0 si
i #j et seuls les termes correspondants & k = 0 et k = 1 subsistent dans (0).
Pour k =0 on a:

Z (1) ZT (H [(ajjl <Ak )) X A(afxl Tt ajé’)

TEY x=l “s#x
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dont tous les termes sont nuls, sauf celui correspondant a 7 = id qui vaut:

d
Z(H 1)A(aj) =0
j=l Ns#
d
car Zaj =1g mod .4 et A(1)=0.Pourk =1 on a:
=1

_ Z o(a;) Z (T) Z (H t(aj - .ajsk_\-)) x Ay .. )

TESH x=1 “s#x

Comme précédemment, il ne reste que les termes ou 7 = id:

- Z pla; )Z A(aj) = Z Ala)E;;

i=1 J#H

Ainsi

d
Z Aai)E; =0
i=1
c’est-a-dire
Vi 1<i<d A@@)=0
Lorsqu’on considére A comme un morphisme My(F) — My(m?), cela signi-
fie que A est nul sur toutes les matrices diagonales. Comme elle est nulle aussi
sur les matrices de trace nulle, A=0. O

Ceci achéve la démonstration du théoréeme 1.

3 Déformations

Soit G un groupe profini, F un corps fini de caractéristique p et j: G — GLg(F)
une représentation continue absolument irréductible. Notons % la catégorie dont
les objets sont les anneaux locaux ncethériens complets de corps résiduel F et
dont les morphismes sont les homomorphismes d’anneaux locaux qui induisent
Iidentité sur F. On dit que G vérifie la condition ¢, si, pour chaque sous-groupe
ouvert d’indice fini Gy C G, il n’y a qu’un nombre fini d’homomorphismes
continus de Gy dans F,. Dans son article sur les déformations, Mazur a démontré
grice au critére de pro-représentabilité de Schlessinger [Sch], que si G vérifie la
condition ¢,, il existe un anneau universel de déformation de p dans la catégorie
z.

Soit A un anneau local de corps résiduel F. Rappelons qu’une déformation
de p dans A est une classe d’équivalence de représentations continues p : G —
M (A) dont la représentation résiduelle est p. Une déformation de trp dans A est
une pseudo-représentation continue T : G — A de dimension d, dont la réduction
modulo I’idéal maximal de A est ¢r . En déformant #r p pour un groupe vérifiant
®p, nous obtenons le m&éme résultat que Mazur. Mais notre méthode permet de
construire explicitement P’anneau universel. Plus précisément:
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Théoreme 3. Si G vérifie la condition ¢, il existe un anneau A, dans % et
une déformation T, de trp dans A, qui est universelle au sens suivant: toute
déformation T de trp dans un anneau A de & se déduit de T, par un unique
morphisme d’anneaux locaux D4 de A, dans A tel que

T:@AOT,,

3.1 Cas des groupes finis

Supposons dans un premier temps que G soit fini. Il vérifie donc la condition ¢,.
L’anneau W(F) des vecteurs de Witt a cceefficients dans F est un anneau local
séparé et complet. Puisque F est parfait, il est ncethérien. Son idéal maximal est
Vi(F) = {(xi)ien | xo =0} = pW(F) et son corps résiduel est F. L application
de F dans W (F) donnée par 7(x) = (x,0,0,...) est un morphisme multiplicatif
[B.IX.1.6 prop.4]. Considérons I’anneau

W = WF)[X,,g € GIl.

C’est un anneau local de corps résiduel F, dont 'idéal maximal my est engendré
par p et les (Xg)geq. D’aprés [B.I11.2.6 prop.6] il est complet pour la topologie
my -adique. Prenons dans cet anneau, 1’idéal I engendré par les polyndmes:

i) X, —d+7(d)

(i) Vg,h € G Xgn — Xiyg

Mo
(iii) Yoo,-..94 €G3 e(o)H(xg‘:,mgih +TOIpgy g )).
o€5 s=1 !
Le noyau de la projection 7 de W dans F qui prolonge la projection naturelle

de W(F) dans F en s’annulant sur tous les X, est exactement my. Il contient
I puisque 7 est nulle sur tous les polynomes qui engendrent /. Nous pouvons
donc construire ’anneau;

Ay=W(F)NXg, g€ G [ 1

qui est local de corps résiduel F et d’idéal maximal m, = my /1. Il est ncethérien
et le corollaire 1 de [B.II1.2.12 prop.16] nous dit qu’il est complet pour la topolo-
gie m, -adique. L’ application

T G — Ay
“1g = (T o trp(g) + Xg) mod 1
est une pseudo-représentation continue qui vérifie

T, mod wm, = trp.

Avant de démontrer que le couple (A,,T,) ainsi obtenu est universel, nous
pouvons faire quelques remarques sur les morphismes de la catégorie . D’une
part, ils sont toujours continus, puisque ce sont des morphismes d’anneaux lo-
caux. D’autre part, si A est un anneau de %, il est séparé et complet; comme F
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est parfait, il existe dans & un unique morphisme W(F) — A ¢’est-a-dire que A
posséde une unique structure de W (F)-algebre locale [B.IX.2.4 th.12]. L’ unicité
de cette stucture permet en outre de montrer que les morphismes de & sont
exactement les morphismes de W (F)-algeébres.

Ainsi, étant donnés A un anneau de la catégorie £ et T une déformation de
trp dans A, on définit un morphisme de W (F)-algebres locales de W dans A en
posant:

VgeG S(X)=T(g)— (Totrp(g)) - la.

Alors, @ est nul sur tous les polyndmes qui engendrent /, aussi ¢ induit-ii un
morphisme de &
QSA : Au —— A

qui vérifie
ByoT(g=Totrp{g)-1a+T(g)—7otrplg)-1a=T(9)

c’est-a-dire
@A o Tu =T.

Cette relation impose P'unicité d’un morphisme tel que @,. Le théoréme 3 est
donc vrai si G est un groupe fini.

3.2 Cas des groupes profinis

Supposons a présent que
G=limG/I,
n>0
ot (I'y)n>o est une suite décroissante de sous-groupes distingués d’indice fini de
G, et qu’il vérifie la condition ¢,. Comme le noyau K de la représentation p est
ouvert dans G, il existe un entier N tel que I'y C K. Alors, pour toutn > N,
I,CKet
G=limG/I,NK.
n>0
Quitte & remplacer I, par 1,,NK, on peut supposer que K contient tous les I, ce
qui nous permet de déduire de 5, pour chaque n, une représentation absolument
irréductible p, : G/I, — GL4(F). On obtient un systeéme projectif tel que

—

p=lim p,.
n>

(o]

Puisque chaque groupe G /I, est fini, on peut construire |'anneau universel de
déformation de trp,

AL =W(F)(Xg,9 € G/TLN / 1

ot I, est I'idéal de W(F)[[Xy,9 € G/I,]] défini comme |/ au paragraphe
précédent. On dispose en outre de la pseudo-représentation universelle 7) :
G /I, — A}, définie par:
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Vge G/I, T/ (g)= (Xg+7-o rrﬁn(g)) mod I,.

Sige Getn > m, en associant Xg mog 1, 2 Xg mod 1, ON induit un systéme
projectif qui fournit, a la limite, un anneau:

A = imW(F)[Xg, 9 € G/Tul} /

n>0

et une pseudo-représentation continue:

T, = Jim 7
n>0

On démontre qu’elle est universelle en écrivant que toute déformation de trp,
parce qu’elle est continue, est la limite d’un systéme projectif de déformations de
tr p,. Reste a vérifier que ’anneau A, est dans la catégorie & . En tant que limite
projective d’anneaux séparés et complets, il est lui-méme séparé et complet. Le
plus difficile est de démontrer qu’il est ncethérien.

Nous disposons de deux foncteurs notés .7 et % : si A est un anneau de %,
F (A) est I’ensemble des déformations de g dans A et & celui des déformations
de trj dans A. Les espaces tangeants a ces foncteurs, obtenus pour A = F[g],
I’ensemble des nombres duaux ol €2 = 0, sont des F espaces vectoriels ([Sch]
lemme 2.10). Notons Adp le F espace vectoriel M (F) ot G agit par conjugaison
via p. On dispose d’un isomorphisme F-linéaire

F (Fle]) = H(G,Adp).
Puisque trp est absolument irréductible, la trace en induit un autre
F (Fle]) = T (FleD)

D’aprés [M], HX(G,Adp) est un F espace vectoriel de dimension finie parce
que le groupe G vérifie la condition ¢,. Donc % (F[¢]) aussi. Puisque T, est
universelle, & (F[e]) est isomorphe & I"ensemble Homw (A, F[e]) des ho-
momorphismes de W (F)-algeébres locales de A, dans F[g]. C’est un F espace
vectoriel dont le dual est m, /mu2 + pA,. Ce dernier espace est donc encore de
dimension finie. Donc m, /m,? aussi. D’aprés [B.I11.2.10 théoreme 2 corollaire
5], puisque A, est séparé et complet, il est ncethérien. Ainsi, le théoréme 3 est
vral.

Remargue: Nous travaillons avec la catégorie & des annecaux ncethériens et
complets, parce que c’est celle utilisée par Mazur. Mais nous pourrions tout
aussi bien nous situer dans la catégorie &, plus grande, des anneaux locaux
séparés et complets, de corps résiduel F. Nous n’aurions alors plus besoin de
supposer que le groupe profini G vérifie 'hypothése ¢,. Dans ces conditions,
la démonstration qui précéde permettrait de construire un anneau universel de
déformations de la pseudo-représentation tr 5 dans la catégorie &.
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