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Die Beugung und Polarisation des Lichts durch einen Spalt. L

Von

K. ScawarzscHiLD in Miinchen.

§ 1.
Einleitung.

1. Kirchhoff’s Beugungstheorie. Die Theorie der Reflexion,
Brechung und Beugung des Lichts, welche Kirchhoff in seiner Abhandlung
yZur Theorie der Lichtstrahlen“*) gegeben hat, gilt mit vollem Recht als
klassisch. Sie zeichnet sich aus durch formale Eleganz, leichte Anwend-
barkeit und Erfolg im Vorhersagen zahlreicher Erscheinungen. Trotzdem
geniigt sie keineswegs allen physikalischen und mathematischen Anspriichen,
und dessen ist sich Kirchhoff bewusst gewesen, denn er sagt selbst in den
einleitenden Worten jener Abhandlung: ,Eine vollkommen befriedigende
Theorie dieser Gegenstinde aus den Hypothesen der Undulationstheorie zu
entwickeln scheint auch heute noch nicht mdéglich zu sein“ Es sei kurz
an den Gedsnkengang Kirchhoffs erinnert und der schwache Punkt seiner
Ableitungen hervorgehoben.

Jede Componente ¢ einer Lichtschwingung geniigt der partiellen
Differentialgleichung

2 3 2 ]
W@t
wobei a die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Fiir homogenes Licht der
Schwingungsperiode z kann man setzen:

;4
@ = pars real. (egm 4 u)
wobei « von der Zeit unabhingig ist, und erhilt dann fiir « die Dif-
ferentialgleichung:

ot 0t 0%
) 0=t 284 2y 2

*) Ges. Abh. von G. Kirchhoff. Nachtrag. Leipzig 1891, pag. 22. S. auch
Kirchhoff’'s Optik. Zweite Vorlesung.

Mathematische Annalen. LV. 12



178 K. ScawarzscriLp.

worin k = 2;’ oder, wenn man die Wellenlinge 4 =@ - © einfiihrt,
2n
(2) k=

ist. Jede Losung der Gleichung (1) wollen wir ein ,,Wellenpotential“ nennen.
Bezeichnet v eine zweite Losung der Differentialgleichung (1), ein
zweites Wellenpotential, so gilt nach dem Green’schen Satz:

"“fd 3;} ou ),

das Integral erstreckt iiber die Oberfliche @ eines Raumes R, in welchem
# und v nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig sind, und unter
n die in’s Innere dieses Raumes gerichtete Normale auf der Oberfliche
verstanden. Geniigt v denselben Bedingungen iberall in R mit Ausnahme
eines Punktes O, in welchem es unstetig wird in der Form:

(3) == % -+ functio continua (r Abstand vom Punkte 0),
so folgt ebenfalls aus dem Green’schen Satz:

(4) 4:m(0)——fd (w2 — 220).

—ikr
Benutzt man fiir v den Ausdruck: v == > —, welcher der Differential-

gleichung (1) geniigt und im Punkte O in der verlangten Weise unstetlg
wird, so ergiebt sich:

p) e—z‘ kr ou e—-i kr

Dies ist im Wesentlichen Kirchhoff’s Ausdruck des Huygens'schen Princips.
Die Gleichung besagt, dass.— nach Kirchhoff’s Worten — ,die Bewegung
des Aethers in dem von der Fliche o umschlossenen Raume angesehn
werden kann als hervorgebracht von einer Schicht von leuchtenden Punkten
in der Fliche w, da ein jedes der beiden Glieder, aus denen der Integrand
zusammengesetzt ist, sich bezeichnen lisst als einem leuchtenden Punkte
entsprechend, der am Orte von do sich befindet.“

Will man mit Hitllfe der Gleichung (5) die Werthe von « im Innern
des Raumes R ableiten, so miissen die auf seiner Oberfliche geltenden

Werthe von # sowohl, als von %‘ , bekannt sein. Es ist aber keineswegs

erlaubt, beliebige Werthe fiir diese beiden Grossen auf der Oberfliche ®
vorzuschreiben, vielmehr lehrt die Theorie der Diffgl. A%y -+ k*u =0,

dass durch Angabe entweder von w oder von 88_:: auf der Oberfliche der

Verlauf von « im ganzen Raume R bestimmt ist. Sind daher z. B. die
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Werthe von % auf der Oberfliche vorgeschrieben, so gehoren dazu, von
gewissen Mehrdeutigkeiten abgesehn, ganz bestimmte Werthe g—:, welche

-allein mit ihnen vertriiglich sind und welche erst bekannt werden, wenn
man die Fortsetzung der Function # durch den ganzen Raum R bereits
gefunden hat. So setzt die Anwendbarkeit der Gleichung (5) im Grunde
schon jedes Mal die Losung des Problems voraus.

Aber in vielen Fillen der Praxis ist es mdglich, geniherte Angaben

iber  und 2zugleich iiber % auf der Oberfliche eines bestimmten Raumes R

zu machen. Einer Lichtquelle L stehe ein vollkommen schwarzer unend-
licher ebener Schirm

S mit einer Oeffnung L

A gegeniiber. Es

werde die Lichtbe-

wegung in einem S A S
Punkte O hinter dem : et “e “
Schirme  gesucht. \
Man grenze einen \ R IR

Raum R ab durch /
die Fliche w, des N, )
Schirms, durch eine o J/

Flache w,, welche die N e

Oeffnung  schliesst, e

und durch die ganz Fig. 1.

im Unendlichen ver-

laufende Fliche w,. Es werde angenommen, dass letztere keinen Beitrag
zum Integral (5) liefert; dann bleibt eine Integration iiber die Flichen
®, und o, auszufiihren. Nun macht Kirchhoff plausibel, dass wenigstens
fiir verschwindend kleine Wellenlénge iiberall an dem vollkommen schwarzen

Schirm S sowohl « als %" Null sei, und iiberall in der Oeffnung A

Q¢

% und g—g diejenigen Werthe haben, welche sie dort ohne Vorhandensein

des Schirmes S bei freiem Leuchten der Lichtquelle L annehmen wiirden.
Hiermit verschwindet auch das Integral iiber @, und es bleibt allein das

Integral iiber die Oeffnung, in welchem fiir % und g-s die leicht zu be-

rechnenden bei ungehindertem Leuchten des Punktes L giiltigen Werthe

einzusetzen sind. Das Problem ist somit auf eine einfache Quadratur

zuriickgefiihrt. Dass man sich bei der Ausfihrung dieser Quadratur ge-

wohnlich auf Anniherungen beschrinkt, welche nur fiir grosse Entfernung

des Punktes O von der Oeffnung und Lage in der Nihe der geometrischen
12*
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Schattengrenzé zuldssig sind, ist eine Verminderung des Giiltigkeitsbe-
reiches der Theorie, welche sich durch Rechenarbeit ohne principielle
Schwierigkeiten beseitigen liesse. Die einzige, aber sehr wesenth’che Schwc’iche

der Theorie bilden die Annahmen iiber die Randwerthe von und o . Priift

man nimlich nach, welche Randwerthe die Function #, und 1hre Denvute
Ci:Q annimmt, wenn man in dem Integral (5) den Punkt O, von dem aus
cn

die Entfernungen r gemessen werden, an den Schirm S oder in die
Qeffnung A (auf die Fliche o,) riicken lisst, so findet man, dass diese
Randwerthe keineswegs mit den angenommenen Ausgangswerthen tiberein-

stimmen. Allerdings wird u, und %%" auf dem Schirm in grosserer Ent-

fernung von der Oeffnung Null, aber um die Oeffnung herum ldsst sich
auf dem Schirm ein Streifen von mehreren Wellenléingen Breite abgrenzen,

in welchem sowohl %, als —-‘-’ betrichtliche Werthe annehmen. Ganz

ihnlich verhdlt es sich im Innern der Oeffnung, auf w,. Auch hier stimmt
nach der Mitte der Oeffnung zu (die Oeffnung als gross gegen die Wellen-

linge vorausgesetzt) «, und %—f mit den bei der Bildung des Integrals

angenommenen Werthen iiberein, wie sie bei ungehinderter Ausbreitung
des Lichts von L aus gelten wiirden, aber auch im Innern der Oeffnung
hat man lings ihres Randes einen #hnlichen Streifen von mehreren Wellen-
lingen Breite abzugrenzen, in welchem starke Abweichungen von diesen
Ausgangswerthen auftreten.

Es ist hiernach nicht unverstindlich, dass die Kirchhoff’sche Beugungs-
theorie fiir Oeffoungen, die gross gegen die Wellenlinge sind, die Be-
obachtungsresultate gut wieder giebt. Denn man kann sich vorstellen,
dass die Wirkung jener Streifen um den Rand der Oeffnung herum ver-
schwindet, solange die Fliche der Streifen klein ist gegen die Fliche der
ganzen Oeﬂ'nung Aber zu beweisen, dass dies nothwendig zutreffe, ist
eine schwierige Aufgabe, deren Behandlung bislang micht versucht wurde.

Mathematisch aber ist die Kirchhoff’sche Beugungstheorie insbesondere

deshalb so unbefriedigend, weil. die- Werthe, welche u, und %3:—2‘1 In jenen

Streifen annehmen, von der Gestalt der Oeffnungen abhiingen und all-
gemein nicht zu charakterisiren sind, sodass der Kirchhoff’sche Ansatz
liberhaupt kein pricise definirtes mathematlsches Problem 1gst.

2. Neuere Fortschritte. Sollte ein Fertsc}mtt iber Kirchhoff
hinaus erzielt werden, so galt es zunichst, ein solches précise definirtes
mathematisches Problem aufzustellen, und dazu musste gerade die Be-
nutzung ,vollkommen schwarzer” Kfjrper als Schirme, die in Kirchhoff’s



Beugung und Polarisation des Lichts. 181

Behandlung die einfachsten Resultate giebt, ausgeschlossen werden. Denn
es lisst sich keine Randbedingung fiir das Wellenpotential % an der
Oberfliche eines Korpers angeben, welche das Auftreten sowohl von
reflectirten als von gebrochenen Wellen verhindern wiirde. Es liegt dies

daran, dass, wie schon oben erwihnt, nicht gleichzeitig % und g—:{ an einer

Fliche gleich Null gesetzt werden konnen. Herr Voigt*) hat allerdings
eine mathematische Form gefunden, gestiitzt auf frithere Untersuchungen
von Herrn Sommerfeld**), welche das physikalische Verhalten schwarzer
Koérper mindestens mit grosser Auniherung zum Ausdruck bringt. Er
fasst ndmlich die Oberfliche eines schwarzen Kérpers als ,Verzweigungs-
fliche eines idealen Riemann’schen Raumes auf, durch welche der dem
ersten Blatt einer Riemann’schen Fliche entsprechende wirkliche Raum
mit anderen gedachten Rédumen zusammenhingt, und stellt sich vor, dass
die Lichtbewegung durch die Verzweigungsfliche in eiuen jener gedachten
Réume tibergeht und ebenso aus dem wirklichen Raum verschwindet, wie
sie von schwarzen Korpern vernichtet wird. Dabei bleibt aber, wie Herr
Voigt selbst angiebt, nicht ausgeschlossen, dass ein kleiner Theil der
Lichtbewegung aus den gedachten Rdumen wieder in den wirklichen
zurlickkommt, und zudem ist das Problem noch immer mit einer gewissen
Unbestimmtheit behaftet, insofern die Art der Verzweigung des ganzen
Riemann’schen Raums durch die Form der vorhandenen schwarzen Korper
nicht eindeutig bestimmt ist.

Zu einer klar bestimmten Aufgabe kommt man erst dann, wenn man
die Lichtbewegung nicht durch vollkommen schwarze, sondern durch voll-
kommen spiegelnde Schirme aufgehalten denkt. Ein vollkommen spiegeln-
der Korper ist nach der electromagnetischen Lichttheorie ein vollkommener
Leiter der Electricitit, auf dessen Oberfliche die electrischen Kraftlinien
stets senkrecht stehn miissen. Soll daher die Beugung des Lichts durch
vollkommen spiegelnde Schirme gefunden werden, so lauft dies auf die
mathematische Aufgabe hinaus, eine Losung des bekannten Maxwell'schen
Systems partieller Differentialgleichungen zu finden von der Art, dass
iiberall auf der Oberfliche der Schirme die tangential zur Oberfliche ge-
richteten Componenten der electrischen Kraft verschwinden.

Uebrigens entspricht die Voraussetzung vollkommen spiegelnder
Schirme den Anordnungen bei vielen wirklichen Beugungsversuchen ge-
wiss ebensosehr, wie die Voraussetzung ihrer vollkommenen Schwirze,

Das Beugungsproblem ist zuerst von Herrn Poincaré***) in dieset

*) Kompendium der theor. Physik Bd. II, S.768 und G&tt. Nachr 1899. Heft1.
**) Math. Annalen Bd. 47, S. 817.
***) Acta Mathematica Bd. XVI, pag. 297.
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Woeise pricisirt und fiir den speciellen Fall der Beugung an einem ,graden
Rand“ in Angriff genommen worden. Unter einem ,geraden Rand“ ist
hier und im folgenden die gerade Kante einer unendlichen und unendlich
diinnen Halbebene zu verstehen, welche den beugenden Schirm bildet.
Wihrend aber Herr Poincaré sich auf eine niherungsweise Losung fiir
Punkte in grosser Entfernung von der Kante beschrinkt hat, ist Herrn
Sommerfeld*) spiterhin die exacte und vollstindige Losung des ganzen
Problems gelungen. Diesem ersten und bisher einzigen Beispiel der
exacten Behandlung eines Beugungsproblems fiigt die gegenwirtige Arbeit
ein zweites hinzu, sie behandelt die Beugung des Lichts durch einen Spalt
mit unendlich langen parallelen Kanten.

8§ 2.
Inhaltstibersicht.

3. Vorbemerkungen. Es liegt nahe, das Problem der Beugung
durch einen Spalt, durch zwei grade Rénder, in analoger Weise in Angriff
7u ‘nehmen, wie von Herrn Sommerfeld (1. ¢.) die Beugung an einem Rand
behandelt worden ist. Die Rolle, welche fiir den graden Rand den Bessel’-
schien Cylinderfunctionen zufillt, spielen fiir den Spalt die Functionen des
elliptischen Cylinders und wie jene als Grenzfall der Kugelfunctionen
erscheinen, bilden diese einen Grenzfall der Lamé’schen Functionen. In-
dessen trifft man bei einem Versuche, von der Theorie der Lamé’schen
Fanctionen auszugehen, auf Schwierigkeiten, die der verwickelten Natur
der Lamé’schen Functionen.entspringen und ein Vordringen von dieser
Seite vorliufig zu vereiteln scheinen.

Ich habe zur Losung des Problems ein Niaherungsverfahren einge-
schlagen, das nicht nach einer derartigen Analogie gebildet ist, sondern
aus einer directen Verwendung der von Herrn Sommerfeld erhaltenen
Resultate entspringt.

Eire Bemorkung ist vorauszuschicken. KEs handelt sich in gegen-
wartiger, wie in Herrn Sommerfeld’s Arbeit stets nur um die ,ebenen“
Probleme. Es wird die Lichtquelle als eine zu den Schirmkanten parallele
leuchtende Linie oder als unendlich entfernt in einer zu den Schirmkanten
senkrechten Ebene vorausgesetzt, sodass der ganze Bewegungszustand nur
von zwei in dieser Ebene zu zihlenden rechtwinklichen Coordinaten ab-
hingig wird. Im folgenden habe ich mich, um das ohnehin verwickelte
Problem ein wenig zu vereinfachen, noch weiter auf den wichtigsten
Specialfall beschrinkt, dass die Lichtquelle in einer auf der Schirmebene

*) Math. Annalen 1. .
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senkrechten Richtung unendlich weit entfernt ist, dass das Licht normal
auf den Spalt auftrifft.

4. Methode der Losung. Das ebene Problem fiir den Spalt reducirt
sich leicht auf folgende Aufgabe: eine Function # zu bestimmen, welche
iiberall im Raume der Diﬁ‘erentia.lgleichung:

(6) x’ + 3y’ + Fu=0

geniigt und welche selbst oder deren Normal-Derivirte auf dem Schirm S
vorgeschriebene Randwerthe annimmt. Wir wollen hier der Einfachheit
wegen nur den ersten Fall in’s Auge fassen, dass die Randwerthe fiir u
selbst vorgeschrieben sind.

Der Schirm besteht aus einer unendlichen ebenen, unendlich diinnen
Platte, aus der ein Parallelstreifen, der Spalt, herausgeschnitten ist.

Die Schirmhilften zu beiden Seiten des Spaltes, aus welchen sich der
ganze Schirm S zusammensetzt, unterscheide man als rechte Schirmhilfte R
und linke Schirmhilfte L. Denkt man sich fiir einen Augenblick die
linke Schirmhilfte fort und die Werthe % nur auf der rechten Schirm-
hilfte vorgeschrieben, so kann man die hieraus entspringende Randwerth-
aufgabe sofort 16sen: Aus einer gewissen von Herrn Sommerfeld con-
struirten, aber von ihm nicht weiter verwandten Function U lisst sich
nimlich unmittelbar eine andere Function g herstellen, welche als Green’sche
Function fiir diese Randwerthaufgabe betrachtet werden kann. Denn diese
Function g hat die Eigenschaften, iiberall im Raume der Differentialglei-
chung (6) zu geniigen mit Ausnahme eines Punktes 0, in welchem sie
unstetig wird, wie der Logarithmus der reciproken Distanz von diesem
Punkte, und iberall auf der rechten Schirmhilfte Null zu sein. Sind «
die fiir die gesuchte Losung von (6) auf der rechten Schirmhilfte vor-
geschriebenen Randwerthe, so bilde man:

M) u(0)=§l”-fdwuaznq

das Integral tiber die Oberfliche w der rechten Schirmhilfte erstreckt und
unter n die #dussere Normale auf dem Schirm verstanden. Dann lehrt der
(hier auf die Ebene anzuwendende) Green’sche Satz, dass «(0) als Function
des Ortes des Punktes O die Differentialgleichung (6) 1ost und auf der.
rechten Schirmbilfte die Randwerthe » annimmt, also die Losung der
gestellten Randwerthaufgabe ist. Im Grunde ist dabei freilich voraus€
gesetzt, ‘dags man der Existenz einer Function u von diesen Eigenschaftéil
im Voraus: gewiss sei. Da dies micht der Fall ist —da ausreichende' all:
gemeine Existenzbeweise fiir Losungen der Differentialgleichung {6) -mit
vorgeschriebenen Randwerthén noch nicht vorliegen, ist der Existenzbewéis
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eigens zu fithren, was aber grade auf Grund der Darstellung (7) von u
leicht wird.

Ganz dhnlich kann man sich die rechte Schirmhalfte entfernt denken
und eine Lésung von (6), ein ,Wellenpotential suchen, welches auf der
linken Schirmhilfte vorgeschriebene Randwerthe » annimmt. Die Losung
dieser zweiten Randwerthaufgabe erhdlt man mit Hiilfe einer ebenso zu
gewinnenden Green’schen Function ¢’ in der Form:

©) u(0) = o [ dwul.

Das Integral ist nun iiber die linke Schirmhilfte erstreckt. Hiermit sind also
die Randwerthaufgaben fiir die beiden einzelnen Schirmhilften geldst.
Die Losung der Aufgabe fiir den ganzen Schirm, fiir den Spalt, gelingt
durch ein Annsherungsverfahren, welches aus einer fortwihrenden ab-
wechselnden Losung dieser beiden auf die einzelnen Schirmhilften beziig-
lichen Randwerthaufgaben besteht.
~ Man gehe aus von den vorgeschriebenen Randwerthen « auf der rechten
- Schirmhilfte B und bilde nach (7) ein Wellenpotential, welches diese Rand-
werthe annimmt und welches mit %, bezeichnet werden mége. Aufder linken
Schirmhalfte Z wird dieses Wellenpotential gewisse von Null verschiedene
Werthe annehmen. Man suche die Ergfinzung dieser Werthe zu den auf
L vorgeschriebenen Randwerthen und bilde mit Hiilfe derselben nach (8)
ein zweites Wellenpotential u,. Die Addition der beiden Wellenpotentiale
ergiebt eine Funetion u, - uy, welche auf L die vorgeschriebenen Rand-
werthe annimmt und welche dasselbe auf R leisten wiirde, wenn nicht
das zweite von L ausgehende Potential ug auf B von Null verschiedene
Werthe erhielte. Um wieder auf R die vorgeschriebenen Randwerthe her-
zustellen, hat man in (7) fiir u diese Werthe, welche das von L ausgehende
Wellenpotential %, auf B annimmt, mit negativem -Vorzeichen einzusetzen
und das entstehende Wellenpotential %3 zu %, -4 4y zu addiren. Die Funec-
tion u, + uy + ug ergiebt nun wieder auf R die vorgeschriebenen Rand-
werthe, hingegen lisst sie einen kleinen Rést ‘auf L weil u, auf L nicht
Null ist. Man bilde. mit Hiilfe der negativ. genommenen Restwerthe nach
(8) ein viertes Wellenpotential 4, und addire es zu: den vorigen. Dann
entsteht eine Function, die auf L die vorgeschriebener Werthe annimmt, —
und so fort gehend erhilt man stets Functionen, die auf der einen Schirm-
hilfte die vorgeschriebenen Randwerthe liefém;=.f”w§:hrei1d sie auf der andern
einen Rest lassen. Wenn der Rest bei stindigei 'Fortsetzung derselben
beiden Operationen schliesslich verschwindet, so muss man auf diese Weise
eine Losung des Beugungsproblems fiir den Spalt erhalten.

Das Verfahren ist kurz zu charakterisiren als ,ein fortwihrendes
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Hintiber- und Hertiberwerfen der Randwerthe von der einen Schirmhilfte
auf die andre“ Es ist ein besonders gliicklicher Umstand, dass die im
Allgemeinen - recht complicirte Function g einen sehr einfachen Ausdruck
annimmt, sobald der Punkt O in die Schirmebene riickt, sodass die Wirkung
des Heriiberwerfens verhiltnissmissig leicht zu iibersehen ist. So viel
schien von vornherein hochst plausibel, dass das Verfahren convergent
sein wiirde, wenn man den Spalt breit gegen die Wellenldnge voraussetzte.
Infolge jenes Umstandes hat sich aber der Nachweis der Convergenz des
Verfahrens fiir jeden noch so engen Spalt erbringen lassen.

Fir den zweiten Fall, dass nicht die Randwerthe von « selbst, son-
dern seiner Normalderivirten vorgeschrieben sind, liessen sich auf ganz
dhnlichem Wege entsprechende Resultate gewinnen.

5. Resultate. Hiermit ist eine Losung des Problems erreicht, welche
den Mathematiker etwa in dem Sinne befriedigen kann, wie die Losung
einer speciellen Aufgabe der Potentialtheorie durch Neumann’s Methode des
arithmetischen Mittels. Es ist jedenfalls der strenge Nachweis erbracht,
dass eine Losung der gestellten Randwerthaufgabe tiberhaupt mdoglich ist,
was bekanntlich bisher nur nach dem ,Rayleigh’schen Princip“ wahrschein-
lich zu machen war, aber keineswegs mit Sicherheit fest stand.

Indessen reicht diese Form der Losung auch aus, um eine Reihe von
physikalischen Folgerungen abzuleiten. Wenn néimlich der Spalt sehr
breit gegen die Wellenlinge ist, convergirt das Néherungsverfahren so
rasch, dass man die hoheren Glieder gegeniiber den ersten Gliedern u,—-u; -
vernachlissigen kann — von solchen Fillen abgesehen, wo die ersten
Glieder selbst sehr klein werden. Dadurch ldsst sich erweisen, dass die
bekannte aus der Kirchhoff’schen Theorie entspringende Formel fiir die
Intensitit des durch einen Spalt gebeugten Lichts:

. a . 3
o (” 7o x) (d Spaltbreite, 4 Wellenlinge,
y Beugungswinkel)

9) J =

™ - fingy

bei weitem Spalt und bei kleinen Beugungswinkeln eine gute Anniherung

an die strenge Theorie darstellt. Wir erhallen also eine strenge Bestitigung

der auf mathematisch unzulissiger Grundlage abgeleiteten dlteren Formel fiir

die Fille, in welchen fiir die dltere Theorie iberhaupt Giltigheit 2u ver-

muthen war. Ferner findet sich eine neue exaktere Formel fiir die Intensitgits-
vertheilung :

sin (7: —;'-i— gin Z) ? cos (at —;1 sin Z) ’

J = 2 -+ 2 ’

2' i 27tiz—cos——
A ey 7 e

(10)
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welche sich bei wachsender Spaltbreite auch fiir immer grossere und grissere
Beugungswinkel der strengen Theorie amschliesst,

Woeitere Folgerungen sind die, dass bei breitem Spalt abgesehn von
den ganz grossen Beugungswinkeln in der Nihe eines Rechten keine
Polarisation des gebeugten Lichtes eintritt, dass hingegen eine Phasenver-
schiebung zwischen den Schwingungscomponenten parallel zum Spalt und
senkrecht zum Spalt besteht.

Schliesslich findet man hier auch die strenge Grundlage filr die Theorie
der Beugung von Impulsen durch einen Spalt, welche Herr Sommerfeld¥)
kiirzlich in Riicksicht auf die Beugung der Rontgenstrahlen ausgefiihrt hat.

Was der Losung durch das Niherungsverfahren fehlt, ist die Be-
rechenbarkeit — wenigstens die practisch durchfithrbare — der héheren
Glieder und damit des ganzen Intensititsverlaufs fiir enge Spalten. Diese
Liicke moglichst auszufiillen, ist ein zweiter spiter folgender Theil dieser
Arbeit bestimmt.

Es sei noch angedeutet, dass die L&sung auch andrer Beugungs-
probleme, z. B. der Beugung durch eine kreisfsrmige Oeffnung, mit Hiilfe
ganz #hnlicher Niherungsmethoden und daraus folgend eine begrenzte
Bestitigung der Kirchhoff’schen Theorie auch fiir andere Félle als méglich
vorauszusehen 1st.

§ 3.
Die Green’schen\.,]'s‘unctionen fiir den einfachen graden Rand.

‘6. Die beiden Randwerthaufgaben fiir den einfachen Rand.
Wie im vorigen Paragraphen erwihnt wurde, griindet sich die Ldsung
des Beugungsproblems fiir den Spalt auf die — im Wesentlichen — bereits
aus Herrn Sommerfeld's Untersuchungen zu entnehmende Losung ge-
wisser Randwerthaufgaben fiir den einfachen graden Rand. Genau pri-
cisirt sind es folgende Aufgaben fiir den graden Rand, die in Betracht
kommen. Wir wihlen als Nullpunkt einen Punkt der graden Kante
selbst, den Schnitt des Schirms mit einer zu ihm senkrechten Ebene als
positive y-Axe, senkrecht dazu die z-Axe, benutzen aber auch Polar-
coordinaten 7;, @, wobei auf der einen Schirmseite S, : ¢ = 0, auf der
andern S;: ¢ == 2x sein soll. Die erste Aufgabe ist nun die: Eine Func-
tion w zu suchen, die iiberall der Differentialgleichung:

ddu aiu
(11) EP+d—gﬁ+ksu=O'

geniigt, tiberall nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig ist und
nur unstetig werden darf fiir x =0, y > 0, beim Uebergang von einer

*) Zeischrift fir Mathematik und Physik. Bd. 46. 1901,
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Schirmseite auf die andere. Die Function muss, wenn man sich fiir
y > 0 dem Werth x == O nihert, vorgeschriebene und eventuell fiir beide
Schirmseiten verschiedene Werthe annehmen. Ferner muss sie im Un-

endlichen von der Form auslaufender Wellen sein — ein Ausdruck, der
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unten seine nahere Erlduterung finden wird. Bei der sweiten Aufgabe ist
nur so viel geindert, dass an Stelle von u der Differentialquotient '?IL:: auf
beiden Seiten des Schirmes S, und S, vorgeschriebene Werthe annehmen
muss; vorliufig wollen wir uns durchaus auf die erste Aufgabe beschrinken.

7. Die Green’sche Function fiir die 1. Aufgabe. Die Rolle

der Green’schen Function fiir die erste der beiden Randwerthaufgaben spielt
der folgende Ausdruck:

(12) 9(’07 Pos 7 (P) = U('roy Py, 7 9’) i U(ror Py 75 —),
worin U die in Herrn Sommerfeld’s Arbeit (Math. Annalen Bd. 47, pag. 351)
auftretende Function bedeutet:

R ¢ 4
sin o do

1
U(ry, 07, 9) = mf U, (kVroi+r*—2rr, cos o) Po—
2

€O8 — — CO8
2

U und g hingen sb von der Lage eines ,Argumentpunktes 7, @ und
eines ,Parameterpunktes” r,, ¢,. Unter U, ist die Bessel'sche Functith
zweiter Art verstanden:

o

(13) Uy@) = f due=isoms
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welche mit Heine’s Cylinderfunctionen erster Art J(2) und zweiter Art
K(¢) durch die Relation:

U,(2) = K(s) — 2 I (2)

zusammenhingt. Die Integrationsvariable ¢ ist complex und in der a-Ebene
tiber einen Weg 4 zu fithren, der an folgende Bedingungen gebunden ist.
Man trage in der -Ebene

a=+ico die Punkte ein, fiir welche

12 —2rr, cos a=0

w 8 . .
5 i1st; das sind zwei con-
“ jugirte Punkte P, P, auf
der imaginédren Axe, und

P M eine Reihe von Punkten
P/, Py u. s. w., deren
Abscissen um Vielfache

von 2m gegen die Ab-
a4-% oo oz «=2T scissen von P, und P,
vermehrt oder vermindert
sind. Der Weg (4) be-
2 o gi.nnt nun im P.ositiv-
imaginir-Unendlichen
zwischen oder auf den
Geraden pars real. ¢=—mx
und pars real. ¢==0, bleibt
stets oberhalb der reellen Axe, liuft aber zwischen P, und der reellen
Axe hmdurch und kehr-t 7W1schen oder auf den Graden pars real. ¢ ==
und pars real. =2z in’s Positiv-imagindr-Unendliche zuriick. Die Wurzel

Om-L00
Fig 8.

V7?4 72— 2rr,cos « machen wir eindeutig, indem wir von den Punkten
P, P, u s. w. parallel zur imaginiren Axe Sperrlinien S;, S,” in’s Un-
endliche ziehn, und schreiben ihr auf der reellen Axe den positiven Werth
vor. Es wird spiter zu betrachten -sein, wie weit der Weg A4 in jedem
Falle deformirt werden darf. ‘

Man sieht der Function g an, dass sie fiir ¢ = 0 und ¢ = 2z, wenn
also der Argumentpunkt von der einen oder andern Seite auf den Schirm
riickt, verschwindet. Aus Herrn Sommerfeld’s Herstellungsweise der
Function U geht hervor, dass sie selbst und damit auch g der Differential-
gleichung (11) gentigt. Ferner lisst sich zeigen, dass g nur im Para-
meterpunkte d. h. fir » =17, ¢ = ¢, unstetig wird und zwar wie der
Logarithmus der reciproken Distanz von diesem Punkte. Diese Eigen-
schaften qualificiren die Function g zur Green’schen Function fiir die
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eingangs gestellte Randwerthaufgabe. Wenn wir wiissten, dass es eine
ausserhalb des Schirms iiberall endliche und stetige Losung der Differen-
tialgleichung gibe, welche auf dem Schirm vorgeschriebene Werthe » an-
nahme, so wiirde dieselbe durch das iber beide Seiten des Schirmes zu
erstreckende Integral:

(14) 27 u(0) =fds g% u

geliefert werden, unter der weiteren Voraussetzung, dass ein &hnliches
iiber einen unendlich grossen Kreis zu fiihrendes Zusatzintegral verschwinde.
Da aber die Theorie der Differentialgleichung (11) noch nicht bis zu
einem allgemeinen Existenzbeweis fiir Losungen in grosseren Gebieten
durchgebildet ist, so miissen wir den Existenzbeweis im speciellen nach-
liefern, also zeigen, dass diese Integraldarstellung wirklich die vorge-
schriebenen Randwerthe liefert, dass sie der Differentialgleichung (11)
geniigt und sich im Unendlichen verhilt, wie es der physikalischen Natur
unsrer Aufgabe entspricht.

Eine Specialisirung konnen wir schon hier vornehmen. Wir werden
es stets nur mit auf beiden Schirmseiten gleichen Randwerthen  zu thun
baben und konnen daher statt des obigen Integrals schreiben:

27u (0) ——fdru aag}
b

— dg 1 dg s dg 1 9y
Da fiir ¢ = O: n. 7 39 und fiir ¢ = 2x: Tb-——;—;lst, so gilt
99 4 %9 __ 1 [(%g 24
n. T om, 7 {(aqo) — (52 ¢=2,,}

und daraus ergiebt sich leicht mit Hiilfe von (12), wenn wir noch die
Abkiirzung G einfiihren:

(15) 2w u(0) =Jdru G,
(16) G =G (ry, 9o, r) = g7z sin —on(er?-}—ro —2rrycos @) sin ¢ de

1 1
. {(cos—‘;-—cos%) + (cos-—+cosq;°) l .

8. Verschiedene Formen von G. Um die zu dem Existenzbeweis
von %(0) nothigen Eigenschaften des Ausdrucks (¢ leichter erkennen zn
konnen, nehmen wir einige Umformungen mit ihm vor.
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In Bezug auf die Bessel'sche Function Uy(#) sei vorausbemerkt, dass
sie zu singuliren Punkten nur den Nullpunkt und den unendlich fernen
Punkt hat. Im Nullpunkt wird sie unstetig in der Form:

(17) U, (2) = log zi -+ funct. cont.

Im Unendlichen hat sie den Grenzwerth:

—ife4+=
19) O, =)/ 2 6
Fiir die Derivirte:

ergiebt sich daraus die Unstetigkeit im Nullpunkt:
(19) U,(2) =— f:— -+ funet. cont.

und der Grenzwerth im Unendlichen:

e .  —ils +_’f
) 06 ——i)/ b,
Der Verlauf des obigen Integrationswegs (4) aus und nach dem Unend-

lichen ist so gewshlt, dass der Ausdruck —iz=—1k Vr*4-r,>—2rr cosa
im Unendlichen keinen reellen positiven Theil bekommt, sodass der ganze

&=+ 100

5
X

G0,
Fig. 4 |

Integrand von G auf
den entfernten Theilen
des  Integrationswegs
hinreichend klein wird,
umtrotzder unendlichen
Weglinge nur einen

endlichen Beitrag zum

Integral zu liefern.

Im Endlichen hat
man als Unstetigkeits-
punkte zunichst die
schon oben in die Figur
eingezeichneten Punkte
P, P;u.s.w.,inwelchen
das. Argument von U,
dis ' Wurzel

"'Vr’—l-ro —2rr,cose

‘irerschwmdet ausser-

dexit a.ber ﬂle Punkte:
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cos % = cos %° oder o« =+ ¢@,-+} 4nx
und n ganzzahlig.
cos ? = — Cos %‘2 oder o= 2x—g,) + 4n=x.

In dem Intervall — x bis + = befinden sich immer zwei von diesen
Punkten,

ndmlich im Falle ¢, <= im Falle ¢, > x
der Punkt @,: « = — g, der Punkt Q,: ¢ =—2x—q,)
und der Punkt @,: « = -+ ¢, | und der Punkt @;: a =4 (2x—q,).

Die Punkte @, und ¢, liegen in beiden Fillen symmetrisch zum
Nullpunkt.

Man kann nun den Weg (4) in folgender Weise deformiren, ohne
einen Unstetigkeitspunkt zu iiberschreiten. Man gehe vom Unendlichen
her lings der Graden pars real. « = — = bis zur reellen Axe, dann weiter
lings der reellen Axe, dabei den Punkt @, durch einen kleinen Bogen
nach oben umgehend, bis man in die Nihe des Punktes ¢; kommt. Hier
mache man einen kleinen Bogen nach unten, der zu dem Bogen iiber @,
vollig symmetrisch ist, kehre aber an der reellen Axe wieder um und
umkreise den Punkt @, einmal vollstindig im Sinne des Uhrzeigers, bis
man von neuem auf die reelle Axe trifft. Dieser gehe man dann entlang
bis zum Punkt « = + = und kehre lings der Geraden pars real. ¢ = 4=
in’s Unendliche zuriick.

Der Integrand von G wechselt mit « sein Vorzeichen. Es wird
daher das Integral tiber den Weg von o= —x bis «= -z, wenn man
die eine vollstindige Umkreisung von ¢, ausnimmt, Null und es kann
demnach der Integrationsweg in die folgenden drei Stiicke aufgelost
werden: 1) Vom Unendlichen lings der Graden pars real.« = — z bis
¢ = —m. 2) Umkreisung von @,. 3) Von a« = - x lings der Graden
pars real ¢ = -+ = ins Unendliche. Die Integrale iiber diese Strecken
wollen wir mit G,, G4, G, bezeichnen. Man setze zunsichst in Gy:

o« Py
7 == o8 —, 7y == CO8 3}~
Dann geht G, iber in:
Gy=— L sin® f (kY G rf —Ernd)ds (= omt = ap|
; M
-+ 2;“ ain % | OV R i s

Das Integral ist um den Punkt ¢, herum zu nehmen. Es ist" abeir
in @ im Falle gy <n: «==-+4 ¢,, demnach 2= 2, ngegen inh
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Falle ¢, > ist in @,: & = 27 — @, und demnach s = — 2z,. In Bezug
auf 2z ist also im ersten Falle um den Punkt 2 = 2,, im zweiten um den

Punkt 2= — 2z, zu integriren. Im ersten Fall liefert der Theil +

der Klammer im Integranden keinen Beitrag zum Integral, weil er in dem
vom Integrationsweg umschlossenen Gebiet stetig bleibt, im zweiten Fall

1 -~ Was in jedem Fall itbrig bleibt,
0

ist von der Form des Cauchy’schen Integrals der Functionentheorie, lisst
sich nach dem Cauchy’schen Satze ausfiihren und ergiebt:

aus demselben Grunde der Theil

Gy = 7 sin 2 o Uy (kY T+ —drres,)

oder:

Gy =F — dgp U, (kY rE—2rr, cos ¢,),

wobel — ein Gebrauch der von jelzt an beibehalten werden soll — das obere
Zéichen fiir @, < =, das untere fiir ¢, > = gilt.

Es ist weiter G, und Gy zu bebandeln. Man ersetze in &; o durch
—m -+ 4v, dann hat man von v=-4 00 bis v==0 zu integriren. Ebenso
ersetze man in G, « durch w 4 iv, wo dann von v =0 bis v = 4 oo
zu integriren ist. Man erhdlt leicht:

G, = Gy == [—sin —fU (kY7 + r,f + 277, cos 1v) cos =

N 2 2
1 1
o l v Q + i Y } )
—_—— RA) — 9
sin g — 0085 sm -+ cos =2 3

Nunmehr wird der vollstindige Ausdruck von @, wenn man noch in G
die Differentiation nach ¢, ausfiihrt:

(21) G (7o) 9o, 7) = G1+G2+Gs=¢2’o 8in o k

U, (kD)
D

-+ é—:‘—r sin EfU o(k D) cos —dv

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:

D =VYr*+r2—2rr,cos g,, D =Vr+r2+2rr cosiv.
Beachtet man, dass der hier auftretende Integrand, wenn man den
Factor U, abscheldet ohne weiteres integrabel ist und fihrt in Riicksicht
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auf diesen Umstand eine partielle Integration aus, so findet man als
zweiten Ausdruck fir G:

—_ . U, kD
(22) G (7o, o, ) = T 27, sin gk 25
k U, kD in 42 in ¢
— sin % /’ (D )d ij}m X - 4+ .smz _
. sin? —cos—2-‘2 sin 20 +cos 2"

Aus den beiden Ausdriicken (21) und (22) von G lassen sich unmittelbar
seine wichtigsten Eigenschaften erkennen. Man bemerkt nimlich sofort,
dass das in (22) auftretende Integral stets endlich und stetig ist, von dem
einzigen Fall abgesehn, dass r =— r, = 0 ist. Das Glied vor dem Integral
wird unstetig nur in dem Fall, dass D = 0 wird, worunter auch der Fall
r =17r,=0 fillt. Demnach wird iberhaupt G nur unstetig im Falle D = 0,
wenn also der Parameterpunkt ry, @, von der einen oder andern Seite auf
den Schirm riickt oder analytisch ausgedriickt, wenn

ro=7r, @,=0 oder 2x

ist. Sehen wir von dem Falle r, = r = 0 ab, so wird die Unstetlgkelt
durch das erste Glied allein bestimmt und erhslt nach (19) die Form:

(23) G =+ 2ry8in gy gy =k g% ___ . p

— r¥ 4 r,*— 277, COB @,

wobei F' stetig und fiir D = 0:
(24) lim F=1
wird.

Das Verhalten von G filr grosses » erkennt man am bequemsten aus
dem Ausdruck (21). Das erste Glied wird fiir grosses », und damit
grosses D), nach (20) klein wie —% Unter dem Integral ist das Argu-

D+
ment von U, stets grosser als k(r+7,). Man schliesst daraus leicht mit
Hilfe von (18), dass das ganze Integral fiir grosses » klein wird wie

1 : : : : 1
————- Sein Beitrag zu G wird also klein, wie —————- Daraus
== 8 ' it
folgt alles in allem, dass fiir wachsendes r der Ausdruck G klein wird
von der Ordnung %

;
9. Existenzbeweis der Lésung der 1. Aufgabe. «(0) hat die

vorgeschriebenen Randwerthe u. Mit Hiilfe der abgeleiteten Eigen-

schaften von G wollen wir nun die Eigenschaften des Ausdrucks:

(25) w(©0) = o= [aru 6, 907)

Mathematische Annalen. LYV. 13
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studiren, wobei wir die vorgeschriebenen Randwerthe w und ihre erste
Derivirte nach r iiberall auf dem Schirm — fiir alle Werthe von » — als
endlich und stetig voraussetzen.

Zunichst ldsst sich zeigen, dass #(0) in u iibergeht, wenn man den
Abstand z, = 7, sin ¢, des Parameterpunktes vom Schirm verschwindend
klein werden ldsst. Setzt man nimlich G = 7, sin @, H, also:

u(0) ==r, sin @, %ﬁfdruﬂ,
0

80 sieht man, dass alle endlichen Theile des Integrals fir verschwindendes
7, 8in @y zu %(0) nichts beitragen kénnen. Auch muss nach dem eben fiir
G ‘abgeleiteten Resultat bei wachsendem r die Grosse H klein werden

e —% , Sodass auch die unendliche Linge des Integrationswegs nur einen
r
endlichen Beitrag zum Integral liefern kann, der mit dem verschwinden-
den Factor 7, sin ¢, multiplicirt, selbst verschwmdet Es sind daher nur
solche Stiicke des Integratiomsintervalles zu beriicksichtigen, in welchen
H iinstetig wird. Das geschieht aber nur in dem Punkt des Schirms, an
welchen der Parameterpunkt heranriickt, allein fiir r =1r,. Ist also ¢
eine beliebig kleine Grisse, so kann man setzen:
roe
Fiir lim 7y sin gy = 0:  %(0) =7, sin @, 5~ fdruH

To—2

In der'Niihe des Parameterpunktes hat aber H nach (23) den Ausdruck:

(26) H=+ 2F

— r*t 1 — 277, cos @,

Daher wird in Ricksicht auf die Stetigkeit von w, die Kleinheit von &
und die Gleichung (24):

ot
2d#
u(0) = +"“"'o sin %u(%)f""i"'o’—?”‘o cos gy
Die Ausfilhrung des Integra.ls giebt:
ro 1— o 1 — o) —
w(0) = + = u(ro) [arc by 7o - —2 20) T are tg Rl - o :’;0) 8]

und daraus _folgtv fir lim g, = 0 oder lim ¢, = 2x:

u(0) = u(r,).
Hiermit ist das gewlinschte Resultat bewiesen, dass #(0) auf beiden Seiten
des Schirmes die Randwerthe % annimmt.
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10. Nachtrag fiir Punkte in der Schirmkante. Indessen sind
im vorigen noch die Punkte in unmittelbarer Nihe der Schirmkante, die
sehr kleinen Werthe von 7,, auszunehmen, da fiir diese 7, und r gleich-
zeitig sehr klein und daher die Ausdriicke (23) und (26) ungiiltig werden.
Um den Beweis fiir diese Punkte nachzutragen, bezeichne man den vor-
geschriebenen Randwerth von u fiir » = 0, an der Schirmkante, mit #,
und setze:

U=1U +r-w.

Dabei wird w eine stets endliche Grosse sein, weil wir die Endlichkeit

von %1—: vorausgesetzt haben. Der Ausdruck (25) von #(0) zerfallt damit

in zwel Theile:

®

’ 1
W (0) = w55 [dr G, 90,7

0
und

u”(0) = -;—ﬂfdrrw G (74, ©gyT)-
§

Von #'(0) wird sich spiter zeigen, dass es iiberall auf dem Schirm, auch
in der Schirmkante, den Werth u, hat. Es kommt also hier nur darauf
an, zu zeigen, dass «”(0) in der Schirmkante, fiir verschwindendes 7,,
verschwindet. Setzt man in «”(0) wieder G = 7, sin @, H, so folgt wie
oben, dass es geniigt, diejenigen Theile des Integrationsintervalls in Betracht
zu ziehen, wo H unstetig wird, das ist die Nachbarschaft von » =7, oder,
wenn 7, sehr klein ist, die sebr kleinen Werthe von ». Es gilt also:

(27)  fir lim 7, sin g, = O: u’(0) = %zfdrrw G (74, @oy 7)),
0

wobei ¢ eine sehr kleine Grisse ist.

Nun ist die Unstetigkeit von G fiir sehr kleines r, und » zu unter-
suchen. (eht man aus von dem Ausdruck (22) und bezeichnet das in
demselben auftretende Integral mit oJ, so wird:

J=fU‘(kW’+r°’+2M°cosw)sinivdv

1 + 1
in 2% _c0s®  gin? 2
sin €08 5 sin - -+ cos 5.

Vridr,t4-2rr,cosiv

0
iv__
5 =

U, (kV(rFr,)F4rr, ) 1 1
J=4) = Ee gt + -
f Vi+r)i+drn s (§+i008%‘3 §—i.cos%) ’

0

Setzt man sin ¢, so schreibt sich J:

13*
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oder durch leichte Umstellungen:

J = f/U (kW+7'0)2+4’”"o§2) 1/47%@2

(4r7,)

1 ¢
Vt V§2+ ('r+7'o) §2+0082¢0

und daraus folgt: 3}
M-8 23 g
(rr, )* 41L ]/§ Vge ("' (379 g2 -+ cos? q;‘)

C4rry

ModJ <

wobei:

M das Maximum des Moduls von i/4w0§9 Ul(kV(r—l-rO)?—}— 4rr, &)

im Integrationsintervall bedeutet.
Setzt man: % = 4rr % so ist M das Maximum des Moduls von

V=V U,kV+r)+7).
Fiir calle grosseren endlichen und nach (20) auch fiir alle unendlichen
Werthe nimmt V" missige endliche Werthe an. Fiir kleine Werthe von ¢
ist nach (19) nahe: °

Ve — L Vn .
L (N

Das Maximum des Moduls dieses Ausdrucks tritt ein fiir n =17 4 7,
: 1

d ist gleich ———;
und ist gleich - Tt
Maximum wichst mit abnehmendem r +- 7, in's Unendliche, wihrend die
fiir grossere Werthe von % eventuell eintretenden Maxima stets endlich
bleiben: ' Fiir hinreichend kleines r 4 7, ist daher dieses Maximum das

grosste, es folgt also:

dieses fiir kleine Werthe von 7 eintretende

1
T EVRrET)
Setzt man jetzt: '
(28) J= i —
. (rry) V(""}‘ro)
so folgt:

Mod 4 < —

§2
f ng +(r+r,,) . cos’%

Dieses Integral ist offenbar stets eine endhche Grosse, sodass A endlich
sein muss.

Fibrt man pun den Ausdruck (28) fiir das Integral in (22) ein und
ersetzt zugleich das erste Glied in (22) durch seinen Ausdruck (23), so folgt:

27, 8in @ q7 1 1
— r¥*4r,¥—2rr, cos (po + k 0 (rr >§ Vr¥r,
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wo F und A’ endliche Grossen sind. Fithrt man dies weiter in (27) ein
und beriicksichtigt, dass man wegen der Kleinheit von ¢ w durch einen
Mittelwerth % und F nach (24) durch 1 ersetzen darf, so folgt:

: e

oreN 1 . — rdr % drrt /

% (O)—i;ro s1n g w'/;2+70’_2"70009¢0+r sin 2 w V_TA
0

Von dem zweiten Integral sieht man sofort, dess es stets endlich ist, weil
der Integrand nicht einmal fiir #, = 0 zur — 1. Ordnung unstetig wird.

t

Demnach verschwindet sein Product mit r5, wenn 7, = 0 wird. Das erste
Integral giebt ausgefiihrt:

Vrod+ & —2¢7, cos g,
7o

w’(0) = + =7, 8in g, % log

irocos¢oﬁ[arctgﬁ+——¢o]

Dieser Ausdruck verschwindet ebenfalls fiir », = O.

Damit ist aber nachgewiesen, dass auch fiir ry = 0 die Function u(0)
in den vorgeschriebenen Ramdwerth w (0) = u, dbergeht, und zwar gilt dies,
da wir keinen speciellen Werth von ¢, vorausgesetzt haben, in welcher
Richtung man sich auch der Schirmkante ndhern mag.

11. Schluss des Existenzbeweises. Sehr leicht ldsst sich zeigen,
dass u(0) der Differentialgleichung (11) gentigt. Da G(r,, ¢,, ) fiir jeden
Werth von 7 als Function von r,, ¢, betrachtet eine Losung der Dif-
ferentialgleichung ist, so muss auch die Superposition unendlich vieler
solcher Losungen, aus der nach (25) »(0) entsteht, eine Ldsung der Dif-
ferentialgleichung darstellen, wofern die Summe nur nebst ihren ersten
und zweiten Derivirten endlich bleibt. Das ist aber der Fall deshalb,
weil G (r,, @y, 7) nebst allen Derivirten iiberall ausserhalb des Schirmes
endlich ist und weil es selbst — und wie sich leicht zeigen lisst, ebenso
seine Derivirten — mit wachsendem 7 in solcher Weise klein wird, dass
die unendliche Lange des Integrationsweges fiir » nicht zu einer Ub-
stetigkeit der Integrale fiihrt.

Somit ist bewiesen, dass der Ausdruck (25) fir u(0) thatsdchlich die
Losung der gestellten Randwerthaufgabe fir den einfachen Rand liefert —
von einem Punkte abgesehn: Wir haben das Verhalten von %(0) im Un-
endlichen mnoch nicht nachgepriift. Dies wird sich indessen bequemer-'
an einer spiteren Stelle erledigen lassen.

12. Der Werth von G fiir ¢,==x. Von ganz besonderer Be-
deutung fiir das Folgende ist der Werth, den G in der Ebene des Schirms,
aber in ihrem vom Schirm freien Theil, fiir @, =m annimmi. -Wir
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wollen diesen Werth kurz durch G(7,, r) bezeichnen. Man findet aus
(22) fir @, = =:

__u R A GESAE S TATTI0]
G(”o, r)__?rofdv CO8 — ) 1[:_*_7 6+2rroc‘:)8w

Fiihrt man eine neue Variable w ein durch:

iv 2V, . Yrr4r,i4-2rr,cosiw
CO8 1w —
2 r4r1,’ r—+7,

§in 4% == 8in

so folgt: _
(29) G (ryy )= — 2 V’}fdw U, {k(r7,) cos im).

Jetzt erinnere man sich an die Integraldarstellung der Bessel’schen Fune-
tion (13):

o

Uy(2) = | dug—izcoriv,
Es sei R .eine sehr grosse Zahl und man setze:
Ty (2) =fduc""°°"“, Uy (2) = | duerireiv, [y(a) =U, (2) + U, ().
§
In U, (¢) darf man unter dem Integralzeichen differenziren und findet daher:
Uy (2)= d U ( ) — i/fiu costu g t*oosu L 1" (s), U,"(s8)= 0% U, ().

Dies wollen wir in (29) einftthren, dann folgt:

(30) G(ro: 7')"" &V-fdedu CO8 14 e—1 ¥ (r+75) cosiwconiu
—-%’f V’—;f’ﬁw U/ {k(r+7,) costw}.

Wir wollen zundichst nachweisen, dass das zweite Integral dieses Aus-
drucks fir wachsendes R verschwindet.
Aus:

[

Uo”(*’) = § due—izcosiu

folgt durch partielle- Integration:
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—{200Bf U . ®
UO',(Z)——: —_— e-——-~———--—__~. d“: 008' "ue—i:con‘u
z8in 1w z sinfsy R
[+ <]
—i2z008i R . .
—_— e_______ 1 d“_ co8 1% e—i:con‘u
zsint R z sin* zu )
R

Hier darf man offenbar unter dem Integralzeichen differenziren und findet:

-]

‘ d , 1 cosiR . ,
U B= 7 U @=— fg "+ 5 | S et
QM
4 ducos?iu iscosiu
2 sin®zu :
R

Fir wachsendes R wird tg ¢ R = 1 und die beiden Integrale verschwinden
wegen des immer rascher oscillirenden Factors ¢—#so¢i%. Daher wird fiir
sehr grosses R: ‘
rr L . :
Ul (Z) — _; g iscoVi R

Damit folgt:

fdwU" k(r+7) cos iw) k(r+ro).[coszw FHrdroconiconi,

Auch hier oscillirt der Exponentialfactor immer rascher, je mehr R wachst.
Das Integral verschwindet also fiir wachsendes R und es bleibt somit in
(30) nur das erste Integral iibrig:

G(¢0’ 7‘) 4sz—ﬁWJ’du cos pu e— k(r+ro)cosiwooniu

Um die Integrationsordnung unbedenklich beliebig vertauschen zu kénnen,
wollen wir setzen:

ik
G("o: 7‘) = _JV“fdw du cos 1% e—tk(r4ro)cosiweosiu

und erst nach der Integration R in’s Unendliche wachsen lassen.
Wir fithren neue Variabeln ein durch die Gleichungen:

sin i (“F2) = igeosw, sini(“F) =ipsiny.

Es folgt durch leichte Rechnungen:
costwcostu =041, cosiu="7)1- g% o*sind¢ cos?y -} o?sin cossp,
ou ou
de oy L 20
2w 9w | VIF e*Fe'sim'ypoos’y
de Ov
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und damit:

(81) G(ro, 7)

Bki]/;;ff d -—'k(r-i-r)(’-’rl)( o’ 8in 3 cos p )
=-—V - et o} t¢ 1 — -
n r edody +W+9’+ o*sin®qp cosfy

Vo .
Aot sin L
.9*
)
- ’
R I
2 oop b
B¢ ._‘,..smzﬁ
Fig. 6.

Zwischen welchen Grenzen ist dieses Integral zu nehmen? In der u, w-
Ebene ist. das Gebiet durch die Geraden u=0, w=0, u=R, w=R
begrenzt.

Die. Abbildung in die g-y-Ebene ergiebt:

a) fiir u = 0: sin%e=z'gcosw==-.—ipsin¢ d h ¢=——%.

b) , w==0: sin%f=z'gcosw=+igsih1/; d. h. w=+i‘_,

sin ¢ R;—-w
¢) , u=R: tg¢=—~—m; o'=—14-"cosiR cosiw.
sin ¢ 3
Wenn also w von O bis B geht, so liuft tg % von I nach 0, 3 von + —Z—
nach 0, zugleick ¢ von 1-? gin z_;j bis —:— gin L R.
. .u—R
: sin ¢ 3
d) fir w=R: tgy= TR’ 0’=—1-4cosiR cosiu.
8in 2




Beugung und Polarisation des Lichts. 201

Wenn u von O bis B geht, so geht ¢ von — - bls 1 @ von ]—/—E sin z2R

bis 7 sin ¢ K.

Das Integrationsgebiet fiir r, ¥ wird demnach ein zur Axe ¥ =0
symmetrisches Viereck mit den beiden geraden Seiten 04, OB und den
beiden krummlinigen AC, BC. Aus der Symmetrie des Gebietes zur
y-Aze folgt, dass der zweite Theil der Klammer in (31), welcher den
Factor sin ¢ enthilt, keinen Beitrag zum Integral liefert. Im ersten Theil
lisst sich die Integration nach ¢ ausfiihren:

+ﬁ
,; e Tkr+ro)

(32) G(?’o, 7‘) = —7;4:— s - + . fdw [1—8‘""‘(’+’o)9]
4

wobei nun noch fiir ¢ die auf den Curven AC, BC giiltigen Werthe ein-
zusetzen sind.

Auf AC, fir v = R hat man:

10 cOos P ==sin _E:%—_?f_, ig Sin ¢ = sini —
Durch Elimination von w aus diesen Gleichungen findet man leicht:

g t'sin’iR
O = [T ein2ycosiR

und ganz #hnlich findet man auf CB, fir w= R

s *sin*: R
0" = 1 —sin2cosi R

damit wird:
id

n
+31

: ik(r-ry)sin?i R
fdwe—f"("*"b)g’ —9 dwel-}-uinztpcosil‘z

N 0

4

Man sieht diesem Integral an, dass es in Folge der Oscillation des Ex-
ponentialfactors bei wachsendem R verschwindet, und es bleibt somit als
einfacher Ausdruck von G(ry, r) der erste Theil von (32) tibrig:

e—tk(r-{-r.)
i

13. Analoges fiir die 2. Randwerthaufgabe. Die bishérigen
Betrachtungen dieses Paragraphen haben sich durchaus auf die-etsbé der

beiden eingangs erwihnten Randwerthaufgaben fiir den graden” &md be-
schriinkt, bei welcher die Oberflichenwerthe von u selbst gegeben: ‘wazen.

(33) G(ry, r) =2
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Es sind jetzt noch analoge Ueberlegungen anzustellen fiir die zweite Rand-

werthaufgabe, bei welcher die Normalderivirte %z—‘ auf dem Schirm vor-
geschriebene Werthe annehmen soll. :

Als Green'sche Function fiir diese zweite Aufgabe tritt wieder ein
aus Herrn Sommerfeld’s U-Function sofort herzustellender Ausdruck ein,
nimlich:

(34) 9 (1o @0, 7, @) = Ulry, Do, 7, ‘P) + U(rg, @0, 7y — —@).

Es geniigt ¢' ebenso der Dlﬁ'erentlalglelchung (11) und wird ebenso im
Parameterpunkte 7,, ¢, unstetig wie g. Nur wird ¢ auf dem Schirm
nicht Null, dafiir sicht man aber sofort, dass auf beiden Seiten des Schirms
(fir @ = 0 und 2x) die Normalderivirte g—i(__ + —;— —a-—g—) verschwindet.

Fir die gesuchte Function u liefert daher der Green’sche Satz:

20u(0) = — f[dug 2%.

Trennt man die beiden Schirmseiten S,(p=0) und S,(¢p =27x) von
einander, so wird:

2x 4 (0) —--—fdr 1g(p=0 (an) 1+ (p_n(@u) }

Spiterhin kommt allein der Fall in Betracht, dass:

0wy _ __ (9w) _ du
isf. Dann wird: (an)‘ (a”) > 0%

0 ,
(35) 2 u(0) _—=fd¢ .a_;_‘ el
0
wobei nach (12) und (34):
(36> Gl=— g("l’=0) -+ 9Z¢=su)
= %in fU (& Vr+r*—2rr,cosa) sin * do 1 —_ 1 _
cos— —+cos =2 3 cos—2— — cog=2 20

ist, das Integral iiber den oben beschriebenen Weg A genommen.

BEs wire nun im Grunde dieselbe Untersuchung der Eigenschaften
von G’ und daran anschliessend der Existenzbeweis fiir die Losung %(0)
der zweiten Randwerthaufgabe zu fiihren, wie sie oben fiir G und die erste
Randwerthaufgabe durchgefiilhrt worden sind. Es mogen uns diese Be-
trachtungen, deren Ergebniss ja vorauszusehen ist, wegen ihrer nahen
Analogie zu den fritheren Ableitungen erspart bleiben und es seien nur
zwei Resultate fiir G” hervorgehoben:
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Eine Deformation des Integrationswegs A, wie in Nr. 8, ergiebt fiir
G' die Form:

(37) G =420,k V478 —2rr,cosp,)

Po_gint? Pyt gin 22
c08-5 sin cos2+sm2

—-—%on(k}/r“’—i—ro”—{—.?rrocosz'v)cos%dv ! + !
§

Ferner findet man sofort aus (16) und (36):

G = 55

und daraus folgt fiir @y =n nach (33) der spiiterhin wichtige einfache
Ausdruck:

.1 0@ r e ikt
(38) Fﬁr q)o-"‘-‘-'ﬂ. ;;'é—‘p—o=2 170-—;—;?.
§ 4

Das Niherungsverfahren fiir die Beugung durch einen Spalt.

14. Pricisirung der Aufgabe.*) Nach diesen Vorbereitungen
gehen wir an unsre eigentliche Aufgabe, die Behandlung der Beugung des

+2
- Z===
==
==
—/
: = R
——
L _/".y
===
- e - == i
+x tad ,— ':;/ _x
et} ==
x4
==
/
=
-2
Fig. 6.

Lichts durch einen Spalt. Wir beschriinken uns, wie erwihnt, von vorp:
herein auf den Fall, dass eine plane Welle aus dem Unendlichen sénk-

*) Vgl. Poincaré, Acta mathematica Bd. XVI, pag. 3021
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recht zur Spaltebene einfillt. Eine Normale der Wellenebene, welche
durch die Mitte des Spalts geht, nehmen wir zur z-Axe; Wir wollen die-
selbe zur Fixirung der Vorstellungen horizontal denken, und es schreite
die Welle von positivem zu negativem z fort. Der ganze (vertikal zu
denkende) Schirm S zerfillt in eine rechte Hilfte R(y>>0) und eine linke
L(y<0). Als z-Axe nehmen wir die Mittellinie des Spaltes. Die Spalt-
breite sei d.

Die Componenten der electrischen Schwingung X, Y, Z geniigen nach
Maxwell den Gleichungen:

0*X 0*Y 0*Z
W =.GSA2X, "a—tz‘ = a2A2 Y, "5‘5? = a2A2Z

verbunden mit der Bedingung:

0X Y | 02

3z T Ty + 5= 0,
und genau denselben Gleichungen geniigen die Componenten des mag-
netischen Vectors L, M, N. Solange es sich um rein periodische Vor-
ginge ‘der Periode = handelt, kann man setzen:

2nit

(39) X = pars real. (e_’_ . ’g’,), Y = pars real. (622:H . n) ,

Z == pars real. (6.2.:'_“. §) ’

wo 7 die Schwingungsperiode ist und §, 4, § kurz als die Componenten der
complexen Amplitude der electrischen Schwingung bezeichnet werden sollen,
und erhilt dann unter Einfithrung der Wellenlinge 1= a7 und der Hiilfsgrosse

2w
(40) k==
die Gleichungen:
(41) A4 BE=0, AEn=0, A%+ =0,

o0& 0 0%
(42) a—5+—53+-d—z=0

Ein identisches System findet sich fiir die Componenten i, p, v der
complexen Amplitude der magnetischen Schwingung.

Die ,Intensitét“ der electrischen Schwingung in jedem Punkte wird
gegeben durch (Mod. §)* + (Mod. 7)?4- (Mod. §)?, die der magnetischen
durch (Mod. 4)? 4 (Mod. ) + (Mod. »)2.

Nun sind verschiedene Fille zu unterscheiden je nach der Art der
Polarisation der einfallenden Welle. Sei dieselbe erstens horizontal polari-
sirt. Dann findet bekanntlich die electrische Schwingung vertikal statt.
Bs ist also £ =% =0. Da ferner eine Abh‘a'mgigkgit« der Schwingung
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von der z-Coordinate nicht bestehen kamnn, so folgt gé = 0, sodass die

(leichung (42) von selbst erfiillt wird. Es bleibt allein die letzte Glei-
chung (41)

() S re—o.

Die Randbedingung am Schirm besteht, wie schon oben erwdhnt, darin,
dass die electrische Schwingung senkrecht auf dem Schirm stehen muss,
Die in der Schirmebene liegenden Componenten %, { miissen also ver-
schwinden. Da dies fiir % von selbst geschieht, so bleibt als Rand-
bedingung auf dem Schirm:

(B) §=0.
Sei zweitens die einfallende Welle vertikal polarisirt. Dann schwingt der
electrische Vector horizontal und der magnetische Vector steht vertikal.
Es wird also 4 = g = 0 und es bleibt wieder allein:

’ 0w 821’
Was die Randbedingungen in diesem Falle angeht, so hingen bekanntlich
nach den Maxwell'schen Gleichungen die zeitlichen Aenderungen der
electrischen Componenten von den rdumlichen Derivirten der magnetischen
Componenten ab und als Bedingung, dass die in die Schirmebene fallen-
den electrischen Componenten dauernd verschwinden, ergiebt sich aus den
Maxwell’schen Gleichungen:

, 0
(B 0—; = 0.
Die Lichtintensitit in jedem Punkte des Raumes wird gegeben fiir hori-
zontal polarisirtes Licht durch:

(43) J = (Mod. §)?,
und fiir vertikal polarisirtes durch:
(44) J = (Mod. v)%

Es sind jetzt noch die Bedingungen im Unendlichen hinzuzufigen.
Hat etwa £ in grosser Entfernung vom Schirm, fiir grosses  die Form:
= (a+z'§)e"’"‘ e, § Constante,
so folgt aus (39):
2t ¢

Z == pars real. (Ce—‘—) = o CO8 27 (—f— + —:—) — fsin 2x (% + 7).

Das ist die allgemeine Form einer ebenen von positivem nach negative;qiag
laufenden Welle. Wire hingegen: & = («-1%f)e~*% so wiirde man fir A
eine in umgekehrter Richtung laufende Welle erhalten.
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Die physikalische Aufgabe verlangt, dass nur eine einzige aus dem
Unendlichen einfallende Welle existirt, welche von positivem z herkommt,
wihrend im {ibrigen nur in's Unendliche auslaufende Wellen auftreten
diirfen, die vom Schirm durch Reflexion oder Beugung ihren Ursprung
nehmen. Als Grenzbedingung im Unendlichen ergiebt sich daher:

(45) ¢ = (@ -+ Bi)e'*= |- auslaufende Wellen.

Nun wire im Grunde eine Untersuchung einzuschalten, woran man ana-
Wtisch auslaufende Wellen im Gegensatz zu einlaufenden erkennt. Doch
dirfen wir uns dies hier ersparen, weil bei den Formen, die uns spiter
begegmen, die Entscheidung ohne weiteres zu fillen sein wird.

Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes der Zeitrechnung kann
man f = 0 machen. Setzt man ausserdem die Intensitit der einfallenden
Welle gleich 1, so wird:

(©) Im Unendlichen: ¢ = ¢'* |- guslaufende Wellen.
Genau ebenso hat man im Falle vertikal polarisirten Lichtes zu verlangen:
(2} Im Unendlichen: » = ¢** - auslaufende Wellen.

Schliesslich wollen wir noch den Fall in Betracht ziehn, dass die
einfallende Welle aus gewdhnlichem unpolarisirtem Licht besteht. Dann
lasst sich die Welle in eine horizontal und eine vertikal polarisirte
Componente ¢ und » zerlegen, deren -jede nach den eben aufgestellten
Gleichungen zu verfolgen ist. Die Lichtintensitit in jedem Punkte wird
gegeben durch:

(46) J = (Mod. £)? 4 (Mod. »)2.

Der Polarisationszustand des gebeugten Lichts hingt ab von dem Ver-
haltniss:

( 47) Mod. ¢

Mod. » "

Ist dasselbe gleich .1, so ist das Licht unpolarisirt. Ist es grosser als 1,
so ist das Licht horizontal, ist es kleiner als 1, so ist das Licht vertikal
polarisirt.

15. Das N#herungsverfahren fiir den Fall der horizontal
polarisirten einfallenden Welle. Wir betrachten vorldufig nur den
Fall einer horizontal polarisirten einfallenden Welle, suchen also eine
Lésung der Gleichungen (A), (B), (C). . Man setze:

(48) {=e*—u.

\
Dann erhélt man fir u wiederum die Differentialgleichung (A)
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a! a!
5zt T gy T Bu=0.
Die Randbedingung (B) auf dem Schirm geht {iber in:
(49) Fir ¢ = 0, ly[>g: w=1

und die Bedingung (C) verwandelt sich in die einfachere, dass u
im Unendlichen nur aus auslaufenden Wellen bestehen soll.
Man bemerkt die Verwandtschaft dieser Randwerthaufgabe mit der im
vorigen Paragraphen fiir den einfachen Rand gelésten ersten Aufgabe.

Um das gegenwirtige Problem auf Grund jenes fritheren zu 15sen,
schlagen wir folgendes Niherungsverfahren ein, dessen Darstellung hier
ein klein wenig gegen die Uebersicht in § 2 aus formalen Griinden ab-
geiindert erscheint. .

Beistehende Figur stelle einen Horizontalschnitt durch den Schirm dar.
Wir fiihren in der -y Ebene fiir denselben Punkt O zwei Systeme von

+L

- +3Y

Polarcoordinaten r,, g, und 7;, @, ein, welche von den beiden Kanten
Kz und K, des Spaltes aus in der durch die Figur erliuterten Weise zu
zihlen sind. Die Punkte auf den beiden Schirmhilften legen wir fest
durch ihre Distanzen r (auf B) und 7 (auf L) von den respectiven
Schirmkanten.

Nudt lisst sich zunichst eine Function u, bestimmen, welche ls
Function des Ortes des Punktes O betrachtet der Wellengleichung *(&)‘
gentigt und welche auf der einen Schirmhilfte B den gewiinschteniWéi‘-ﬁl%l’-
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hat. Dieselbe wird namlich nach Nr. 9ff. geliefert durch den Aus-
druck (25):

1
u (0) = %fdf G (7o) Po, 1)
0

(Gtanz ebenso wird eine Function v, welche auf der Schirmhilfte L den
Werth 1 annimmt, geliefert durch:

1 l4 ’ 14 I
”1(0) = ﬂfdr G(ror @, 7‘).
0

Die Summe u, 4 v, wiirde die Losung des Problems darstellen, wenn u,
auf der linken und », auf der rechten Schirmhilfte verschwéinde. Es ist
physikalisch ziemlich evident, dass #, und v, Lichthewegungen darstellen,
die sich wesentlich senkrecht zur Schirmfliche von ihrer respectiven
Schirmhilfte aus fortpflanzen und nur wenig in seitlicher Richtung nach
der andern Schirmhalfte hintiberstrahlen. In der That ergiebt sich spiter
der Ausdruck u, 4 v, als eine gute Naherung fiir den Fall, dass die
Spaltbreite d gross ist im Vergleich zur Wellenlinge: Geht man aber
auf eine strenge Losung aus, so muss man dies Hiniiberstrahlen auf die
andern Schirmhilften berticksichtigen und kann folgendermassen fortfahren.
Auf der linken Schirmhilfte nimmt u, den Werth an:

1
u, (0) = ﬁfdr G(ry, m, 7).
0

Wir wollen diesen ,hiniibergeworfenen” Werth durch einen Querstrich
kennzeichnen, fiir G'(r,, =, r) den Ausdruck (33) einfiihren und 7, durch den
Werth, den es mnach der Figur fir ¢,= 2 annimmt, nidmlich '+ d
ersetzen. Dann folgt fiir den auf die linke Schirmhilfte hiniibergeworfenen

Werth von w:
_ , 7/__*_ d e—tk(r+r + d)
y (7 _fd r r4r-4d

und ebenso folgt fiir den auf die rechte Schirmhilfte hiniibergeworfenen

Werth von o:
d —tk(r+r'+d)
”1(")"—fd r_; er+7’+d '

Die Randwerthe. von u, -}- v; sind also auf den beiden Schirmhilften,
statt 1 zu werden, gleich 1 4%, resp. 1 4+ %,. Man suche nun die
Randwerthe 1 selbst herzustellen, indem man die neuen Functionen bildet:
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1 -
6(0) = — & [dr G(ro, 90, ),
0

1 '4 ’ 4 N — ’
n(0) = — o [ @ 6, 90, )R ().
0

Die erste Function hat auf R die Werthe — v, die zweite auf L die
Werthe —u,. Die Summe u, v, +u,—+ v, hiitte also auf beiden Schirmen
den Randwerth 1, wenn u, auf L und v, auf R verschwiinde. In Wirk-
lichkeit geht w, auf L iiber in:

— ¢ 1 ) Y d e tkrtrtd _
w()=—= far YTEE 5 )
0
und v, geht auf R iiber in:
_ 1 L /T d ek
) =— = far YR .
0

Diese Reste kann man in #hnlicher Weise zu beseitigen suchen, (es wird dies
nicht weiter zu verfolgen néthig sein), und durch sténdige Wiederholung
derselben Operationen des Heriiberwerfens und der Losung der Randwerth-
aufgaben fiir die einzelnen Schirmhilften kommt man zu der folgenden —
zundchst hypothetischen — Losung unseres Problems:

1) w(©) = S'[u,(0) + 0,00,

wobei die u, und v, aus den Recurrenzen gefunden werden:

Uy 41 (0) = — %,/dr G (705 9oy 1) (1),
(52) ’

1 ’ ’ ’ " — 4
01 (0) = — g [ar Gy 00, 7)),
0

welche fir ¢, = =, resp. ¢, = = iibergehn in:

_ , 1 r,—*-d 8—ik(r+r'+d) _
uh-{-l(r) = —;fdr ‘/ r r+r’+d vn(r)’
0

o
_ 1 A STEd ke
Vpy () == —-—;fdrV j— T Td u,(r).
8

Mathematischo Annalen, I.V. 14

(63)
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Man kann die Darstellung etwas vereinfachen, indem man die Integrale
(52) in (51) einsetzt und beachtet, dass fir »r = 7, wie schon aus der
Symmetrie der beiden Schirmhilften folgt, ,(r) = v,,(r) wird. Es findet
gich dann unter leichter Abinderung der Bezeichnung:

6 w0 =+ o[G0 @) + GO, 90 IFC),

wobei:

(55) w) = 5,0,

. d —ik(r+r +d) ,
(56) ,.+1(7')"—_‘—“fd r—:’- e,-+,- T4 n(”'))

37 T () =+ 1.

Man kann hier #(r) als eine Art Oberflichenbelegung des Schirms
auffassen, aus der nach (54) das Wellenpotential %(0) im Raume abzuleiten
ist. Das Annéherungsverfahren beschrinkt sich auf die Herstellung der
Oberflichenbelegung. Dem entsprechend lisst sich die Aufgabe, die uns
noch bevorsteht, in zwei Theile zerlegen. Wir weisen zunéchst nach,
dass man von dem Anfangswerth (57) ausgehend durch die Recurrenzen
(66) eine convergente Reihe (55) fiir die Oberflichenbelegung erhilt, und
gzoigen spiter, dass das aus dieser Oberflichenbelegung hervorgehende
rdaumliche Wellenpotential #(0) allen unsern Forderungen Geniige leistet.

16. Hiilfssatz zum Convergenzbeweis. Die Grundlage fiir den
Convergenzbeweis des gegenwirtigen und eines shnlichen spiter anzu-
wendenden Néherungsverfahrens bildet der folgende Satz. Seien:

B8 y=1, Yy =19, (%, 7g), ?/s=?/s("’z,xs)‘"?/n=?/n(xmxn+1)"‘

eine Reihe verschiedener Functionen je zweier Variabeln. Jede dieser
Fuanctionen (abgesehen von y,) habe die Eigenschaft, fiir positive Argu-
mente stets positiv zu sein und mit dem Wachsen eines Argumentes in’s
Unendliche stindig bis auf Null abzunehmen, und dieselbe Eigenschaft
komme auch der negativ genommenen Derivirten jeder Function nach dem

zweiten Argument (—- axy” ) zu. Kin Beispiel fiir derartige Functionen

n41
wire y, = x—_F%——— Man bilde der Reihe nach die iiber alle positiven
n n+1

ganzzahligen Werthe der Argumente zu nehmenden Summen:
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21 (1) =1,
22 (%) = 2 (— 1) yy(zy, 75) 14 (2y),
(59) L@ = D (1), 2) 1),

xn+1(xn+1> = 2 (_ l)x” yn(xn’ xn+1) xn(xn)'

z,=0

Setzt man:

(60) Yo Y1 Y3 Y= ‘pn+1(x1’x2)’ v Ly xn+1)’
go kann man auch schreiben:

(61) xn+1(xn+1)= 2 2 e 2 (__1)11+3‘a+“'+-‘¢,, q>,,+1(x1,$g,"-x,.,$,,+1)-

2,=0 z2,=0 z,=0

Fir diese n-fache Summe y,., gelten die Ungleichheiten:

(62) 0< xn+1(xn+1) < 9”n+1(0: 0,---0, xn+1)7
0 ) 0
(63) 0<*—_x2"3-;—1§?-1)‘<—%ff<0’07"‘0rxn+1)
n+ n

oder in Worten: ,Die Summe ist positiv und kleiner als ihr Anfangsglied.
Ihr Differentialquotient nach x, ., (der einzigen Variabeln, von der sie ab-
hiingt) ist megativ und dem absoluten Betrage nach EKleiner, als der Dif-
ferentialquotient ihres Anfangsgliedes nach x, 4.

vEs ist tibrigens hier und im Folgenden stets der Fall der Gleichheit
in dem der Ungleichheit als mdglich mit einbegriffen zu denken. Auch
soll durch die Forderung, dass eine Function stindig abnehme, ihre
streckenweise Constanz nicht ausgeschlossen werden.

Beweis: Fir # =0 hat man 3, = 1, ¢, =y, = 1, sodass die Un-
gleichungen (62) und (63) fir » = 0 (z. T. als Gleichheiten) erfilllt sind.
Wir wollen annehmen, dass sie fiir irgend eine Zahl » — 1 gelten, dass
also die Ungleichungen:

(64) 0< xn(xn) < ¢,0,0,---0, x,),
0%, () 09,(0,0,--- 0, z)
(65) 0<— ——9? < — axn

bewiesen seien und durch den Schluss von # — 1 auf n ihre (iltigkeit
fiir jedes # nachweisen.

14*
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Die ersten Hilften der beiden Ungleichungen (64) und (65) besagen,
dass g, eine stets positive und mit wachsendem z, stindig abnehmende
Function ist. Dieselbe Eigenschaft haben wir fiir y,(z,, x,, ,) eingangs
vorausgesetzt, daher hat auch das Product ¢,(z,)y,(2,, 2, +1) diese Higen-
schaft. Zudem muss es fiir unendliches 2, verschwinden, weil dies fiir y,
vorausgesetzt ist. Die Summe:

Xn +1< +1) = 2 <— l)xnyn( xn+1) Zn(%)

z,=0

ist demnach aus lauter Gliedern von abwechselndem Vorzeichen und all-
méhlich bis auf Null abnehmendem absoluten Betrage zusammengesetzt,
das Anfangsglied ist positiv, und von einer solchen Summe ist klar, dass
gie stets positiv und kleiner, als ihr erstes Glied ist, also:

0 < xn+1(xn+1) < yn(o +1) xn(O)
oder in Riicksicht anf (64):

0< xn+1(xn+1) < yn(07 xn+1) ‘pn(o) O? to O)
oder nach der Definitionsgleichung (60) der g,:

O < xn+1(xn+1) < ¢n+1(0? O O Z +1)?

das ist die Ungleichung (62).
Man findet ferner durch Differentiation der letzten Gleichung (59)

nach z,,4:
n+1( +1) z, Y
=S 1] wle >a " ()|

z, =0

Dem hier in eckige Klammern eingefassten Ausdruck kommen nach (64),
(65) und den obigen Voraussetzungen i{iber den Differentialquotienten von
y, nach z, ., dieselben Eigenschaften zu, wie vorhin dem Product %, -y,
und es folgt daher, wie oben:

o %1 Bayy)
0<— a+a,1”+‘1+1 — 1.(0) 3 (0: Zpp1)
und nach (64):

0% i1 @ppq) 2y,
0< _____é]_‘a_:____._'*_'.i_ —(})n(O,O,-'-O)—aTx::;(O,xn+1>

n+1

oder in Riicksicht auf (60):

0P
Jx 22(0,0,- .0, 2,,,)-

n+1

0%y p1 @pp)
O<__ n+1l\N n+1l <
8mn+1

Das ist aber die Ungleichung (63) und damit ist der Hiilfssatz bewiesen.
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Es ist leicht zu sehen, dass fiir das Bestehn der Ungleichheiten (62)
und (63) bei einer Summe der Form (61) die Productform (60) von ¢
nicht wesentlich ist, sondern dass der Satz auch noch fiir sehr viel all-
gemeinere Functionen ¢ von beliebig vielen Argumenten bestehn bleibt,
die sich mit dem Wachsen der Argumente nur in gewisser Weise asymp-
totisch der Null ndhern miissen. Indessen passt sich der hier hehandelte
Specialfall am besten den folgenden Anwendungen an.

17. Convergenzbeweis. Wir kehren zu dem durch die Gleichungen
(54)—(57) dargestellten Naherungsverfahren zurtick und wollen gestiitzt
auf den eben abgeleiteten Hiilfssatz seine Convergenz beweisen.

Einige Glieder der Entwicklung von %(r) lauten explicit hingeschrieben,
wenn man zum Auseinanderhalten der verschiedemen aufeinanderfolgenden
Integrationen die Variabeln r und #/, soweit es nothig, mit geeigneten
Indices versieht:

U (r) =1, .
_ 1 r+d e—ik(r+rl+d)
() =—5 drll rn r4+r4d’
0
B . ™ oo r+d m +d e—ik(r+r,+d+r,+r1+d)
) =+5 ) Jonan VSV e e
00
_ e—ikd n - n A 3
un+1('r)=<—' - ) e’ r’f'/"”fdrndrn—l' )
0 0
p ]/r+d r,+d ro+d e ka2, 4.+ 2rtr]
N Tn Teii Ty (rFr, ) (TaFTa_sFd - (gt +d)
Setzt man:
1 1
(66) Y (ryy 75) = Vr fhtrntd
und fiir ¢ > 2:
r;+d 1.
(67) (7, "i+1>=]/ T Tt d’
und ferner:
(68) ‘pn+1(.7‘17 7‘2,~ ¢ 'rn’ 7") = yl(rl’ 7.2) ?/s("s: 7‘3) e yn(rm 7‘)

1 e+ d r,.+<3 1 1 1
oV rg 1, nradd rntrd  r,4r+d’

80, wird:
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(69) +1(7-)._.<—— e:"“)”e—m.ym f f.w. : ﬁlmdm_l-‘

v dr, e BT Iy 8Ty
Bt |

' ¢n+1("'1)’"2: . ~7’”,7').

In diesem n-fachen Integral lisst sich der Integrationsweg jeder Variabeln
derartig in Intervalle zerlegen, dass der Exponentialfactor im Integranden
von Intervall zu Intervall seine Vorzeichen wechselt. Die Zerlegung lisst
sich folgendermassen zum Ausdruck bringen. Man setze:

w T
n=p -+ rn= Ps+ 7% " T ==DPnt 5% Tns

oder in Riicksicht suf die Relation & — 311‘ :

2 i A
(70) rn=p+tgt =0+ 7% =0+ T2,
Man erhilt dann die einzelnen Intervalle, indem man p, zwischen O und —;’— , *

die iibrigen p zwischen O und ~il variiren ldsst und jedes 2 der Reihe nach

auf allen moglichen positiven ganzzahligen Werthen festhilt. Fithrt man
diese Zerlegung des Integrals (69) aus und setzt dabei fiir die Variabeln
in den einzelnen Intervallen die Werthe (70) ein, so folgt:

212
—tkd\n — s A 3
@) Fs)= (= e yrFaf [ fanap., -
o 0
' . dpl e"ikmpn'*"pn—l'*""+2?2+P1] +17
wobei:
() a1 = Znsa (B0 B0y 20y 7) =22 2( st

7n=0 2=
"Pn+1(1’1+"2“x17 Ps+2‘x2, Z’n+4 n )

ist, die Summationen {iber alle ganzzahligen Werthe der 2 erstreckt.
Aus (71) ergiebt sich nach dem Satz, dass die Summe der Moduln
complexer Grissen grosser ist, als der Modul der Summe:

(78) Mod. u,,+1(r)< Vr+d f f f AP, AP, _y -+ - dp; Mod. g,,,.

Fiir Mod. y,,,, lésst sich aber leicht eine Glrenze finden. Fiihrt man die
Werthe (70) in die Ausdriicke (66) und (67) ein, so wird y; eine Function
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von z; und x; , (fir » hat man 2, , zu setzen) , welche stets positiv ist
und mit dem Wachsen eines Argumentes in's Unendliche auf Null ab-

nimmt, und dasselbe gilt fir — axy‘ - Das sind aber die Eigenschaften,
i+1

welche wir fiir die y, der vorigen Nummer vorausgesetzt hatten. Die

Grossen @ und y gegenwirtiger Nummer setzen sich aus den y; in gleicher

Weise zusammen, wie die ebenso bezeichneten der vorigen Nummer. Dem-

nach gilt fir die Summe (72) der obige Satz, dass sie positiv und kleiner

ist als ihr erstes Glied:

(74> O<ln+1<‘pn+1(p1).p2)°"pm 7‘)
und zugleich folgt fiir ihren Differentialquotienten:

3zn an
(75) 0<— 28 <— 28 (04, 05y - Par 7).

Da %,., eine reelle und hiernach auch eine positive Grisse ist, so wird
Mod. %, .4 = Zn4:- Fihrt man den Werth von ¢ aus (68) in (74) und
die entstehende Grenze fiir Mod. y in (73) ein, 80 erhdlt man:

®)  Mod 7)< () Y f f f?dp,,dp“

]/20,,+d p+d 1 1 1
», p, »pr+p,+d p,+p +d

Mit einer Abschitzung dieses Integrals ist der Convergenzbeweis
vollendet. Man kann zundchst nach p; integriren:
z

dpx 1 £ Pt l
V”p,+p,+d [p, BV b+

und daraus folgt:

2

sz(p,+d>

dp, 1 )
) Vo < iypra e Ve
Die Einsetzung dleser Grenze in (76) erg1ebt'

(1) Mod. &, ,() < (Zarotg )/ 1) Lo f J ap. - dp,

RTd BT 1 N S
‘p3 r+pn+d p3+p’+d

71
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Nun li#sst sich nach p, integriren:
i

dp, 1 2
J Vo Pytptd Vo, + d are tg 4(ps+d) V Ds + a e th

Setzt man diese Grenze in (77) ein, so kann man nach p, integriren und
wenn man 8o fortfihrt und nur bei der letzten Integration nach p, den
genauen Werth des Integrals beldsst, statt eine Grenze einzufiihren, so
erhilt man:

(78)Modun+1(fr)<< arcth2d)< amth4>ﬂ 2< arc tg ‘/ 4(d+r))

Aus dieser Ungleichung ist sofort das wichtige Resultat abzulesen: , Die
Reihe der w, comvergirt mindestens so rasch, wie eine nach Potenzen von

(% arc tg Vg) fortschreitende geometrische Rethe, und da diese Grosse fiir

jeden von Null verschiedenen Werth der Spaltbreite d kleiner als 1 ist,
go folgt, dass die Rethe fiir jede beliebige endliche Spaltbreite comvergirt.”

Uebrigens gilt die Ungleichung (78) nur fiir » > 2, wihrend fiir
n =1 leicht die ‘einfachere erhalten wird:

— 2 " / p
(79) MOd [us (7‘)] < ; arc tg W .

Man sieht aus (78) und (79), dass fiir wachsendes » simmtliche u, fiir

n > 2 klein werden wie 1—}: , sodass sich in grosser Entfernung vom Spalt
r

die Oberflichenbelegung dem constamten Werth u, = 1 anndhert.

Es sei hier noch eine Grenze fiir den Differentialquotienten von u,
nach 7 eingeschaltet, die sich im Folgenden niitzlich erweist und die man
durch Differentiation von (71) in Riicksicht auf (75) genau nach dem

eben angewandten Verfahren erhilt:

(80) Mod.; ( n+1()e'7"><( arctg]/‘>< a.rctgm
'zz;[“?; T arctgm fir n> 2,

und speciell fiir » =1:

dfu,eN _dr 2 1 ]
Hod dr(,m><dr[ e eV iwral

Die durch die Ungleichungen (78) und (79) gelehrte Convergenz unseres
Verfahrens ist eine sehr rasche, sobald der Spalt breit gegen die Wellen-
linge ist. Man erhilt z. B. numerisch bei einer Spaltbreite von 50
Wellenléngen fiir » = 0:

Mod. |, | < 0-064-[0-0451~% 5> 2.
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Ist die Spaltbreite gleich der Wellenlinge, so folgt:
Mod. |u,| < 0-392[0-295]"-¢,

also immer noch eine ziemlich gute Convergenz.
Fir d =0 aber wird nicht etwa nur der Convergenzbeweis unzu-
reichend, vielmehr hort hier in der That die Convergenz auf, da, wie leichte

Rechnungen lehren, in diesem Grenzfalle simmtliche %, abwechselnd gleich
+ 1 werden.

18. Das rdumliche Wellenpotential. Wir gehen jetzt zum zweiten
Theil unsrer Aufgabe tiber, zu zeigen, dass die durch die Summe der %,
dargestellte Oberflichenbelegung # des Schirms ein riumliches Wellen-
potential u(0) ergiebt, welches unsre Randwerthaufgabe 15st. Esist nach (54):

w(0) = & [ir G, 00, ) 50) + 55 [dr 64, 90, 0.
0 0

Da u(r), wie oben nachgewiesen, fiir alle Werthe von » endlich und wegen
(80) auch stetig ist, so kdnnen wir auf jedes dieser Integrale die Resultate
von Nr. 9—11 anwenden. FEs folgt zundchst, dass jedes der Integrale
und demnach auch ihre Summe u(0) die Differentialgleichung (A) Uost.
Wenn ferner der Punkt O auf die rechte Schirmhilfte R riickt, so wird
@, =0 oder 2z, hingegen ¢,’= n. Das erste Integral geht also nach
Nr. 9 und 10 in %(r,) iiber, das zweite nimmt den Werth an:

L (g ate S G
r r+r,-+d '

Ersetzt man hier u(r) durch die Summez u,(r) und integrirt gliedweise,
1
was bei der absoluten Convergenz der Summe erlaubt ist, so erhélt man

nach (56) als Werth des Integrals:
_—2 an(rO)‘
n=2
Demnach wird der Werth von «(0) auf der rechten Schirmhalfte:
u(0) = W(ro) — D By(re) =, ty(r) — >, Uyr0) = Ty (re) = 1.
n=2 n=1 n=2

Dasselbe Resultat lisst sich fiir die linke Schirmhilfte ebenso beweisen.
Es hat demnach u(0) auf dem Schirm die vorgeschricbenen Randwerthe.

. Schliesslich ist noch das Verhalten von %(0) im Unendlichen zu priifen.
Die Forderung ist, dass dort «(0) nur aus auslaufenden Wellen bestehn soll.
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Da %(0) aus der Superposition unendlich vieler Functionen G entsteht, so
ist diese Forderung erfiillt, wenn die Functionen G im Unendlichen stets
nur auslaufende Wellen liefern. Wir haben also zu bilden:

.t
P == pars real. [G (Toy Poy 7) egm—’_]

und zu priifen, ob dieser Ausdruck fiir sehr grossen Abstand vom Schirm
den Charakter auslaufender Wellen hat. Wir wihlen fir G die Form (21)
und diirfen hierin, da nur grosse Abstinde vom Schirm in Betracht
kommen, fiir die Bessel'schen Functionen ihre asymptotischen Werthe
(18) und (20) einsetzen. Dann wird:

—z——- —sz
G (g, @o, 7) = + 17, 8in @,V 2nk ¢ * e
_im o
e 1 @ —ikD’ iv 1 1
-+- — BIN. z0 '—"‘—,-COS"‘—d’U g +
2ry2nk 2e VD 2 (sm %v — co8 q;°) (sm -+ cos 2")
0

wobei:
D=VrP4+r2—2rr,cos9,, D'=Vr*+tr2+ 2rrjcosiv
ist. Hiernach erscheint G als eine Superposition von Ausdriicken der Form

e—ikD A —ikD’ A_’
. resp. ———-
Vo? oy

wobel 4 und A’ von 7, unabhingige Grdssen sind. Setzt man noch:
A =¥ A =déev¥,

wo ¢ und o reell sein sollen, so folgt:

~ikD g2zit ¢ D
parsrea.l.(evl_ﬁ 4e ’)=17"‘b_;cos2n(?~7+¢),

eI, t) o ¢ D | ,
parsreal.(v_ A'e 17—5;005275(—1-——7—-{—1,{)).
Die Bedingung constanter Phase fiir die durch diese Ausdriicke dargestellten
Wellenbewegungen ist:

LA —112 ~ 9 == const. resp. —:~ — —1;— -+ 11’"“—“‘ const.

T

Da ¢ und ¢ in Bezug auf 7, Constanten sind, so folgt daraus:
= — -t -} const., D= —g'— ¢t -+ const.

Die Wellen schreiten also zu grosseren Werthen von D und D’ und daher,
weil bei an und fiir sich grossem r, sowohl D als I’ mit wachsendem 7,
wichst, zu grosseren Werthen von 7, fort, sie laufen in’s Unendliche hinaus.
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Demnach ist zunichst G und hiermit dann auch w(0) nur aus in’s
Unendliche hinauslaufenden Wellen susammengesetzt.

So ergiebt sich das Resultal, dass in den Gleichungen (54)—(57) that-
séchlich eine Lisung der gestellten Randwerthaufgabe vorliegt.

19. Niaherungsverfahren fiir den Fall einer vertikal polari-
sirten einfallenden Welle. Ist die einfallende Welle vertikal polarisirt,
so hat man nach Nr. 14 eine Losung v der Differentialgleichung (A"):

o*v , o'
(&) =0
zu suchen, welche auf dem Schirm der Bedingung (B): —g—% = 0 geniigt
und im Unendlichen von der Form (C’):
v == ¢'** 1 guslaufende Wellen
ist.
Setzt man:

(81) v =¢* — jku,
so muss % gleichfalls der Differentialgleichung (A") geniigen, auf dem
Schirm muss gelten:

ow 1

5z =
und im Unendlichen muss % nur aus auslaufenden Wellen zusammen-
gesetzt sein. Zur Herstellung der Function % kann man nun ein ganz
analoges Niherungsverfahren einschlagen, wie im Falle der horizontal
polarisirten Welle. Nach Nr. 13 Formel (35) findet man ein Wellen-

potential u, welches auf der rechten Schirmhilfte vorgeschriebene Werthe

von %’i L annimmt, durch:
n ox

1 0 ’
w(0) = g [ar %% & (o, 90, 7).
Daraus folgt: )

ou(0 1 ou 0G

;w(o) == ;,;fdfa—z 7, (o 9o 7).
0

Fir ¢, = auf der linken Schirmhilfte gilt:

der ,hiniibergeworfene“ Werth von g—?—; wird daher:

o

ou(®) 1 ou 1[06 ] .
3z, —'—57,'0["1737, 7;[%?; (70y Pos 7) o=
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1 0¢

Setzt man hier fiir — VIR den Ausdruck (38) ein, beriicksichtigt, dass fiir

@, == uach Fig. 7 r,=17"+ d wird und kennzeichnet den hiniiber-
geworfenen Werth, wie oben, durch einen Querstrich, so erhilt man:

1 oér]/T D Bulr)
T = r4+d r4r+d Oz
0

Mit Hilfe dieser Formel kann ma.n, ausgehend von g—g =1 auf beiden
Schlrmha]ften, die Randwerthe von 3—— fortwihrend hiniiber- und heriiber-

werfen und erhdlt dann ganz analog wie oben die folgende hypothetische
Lésung des Problems fiir die vertikal polarisirte Welle (zur Bequemlich-

keit ist g-g tiberall durch v ersetzt):

@) u(0) =g [IrI6 0 o0 + F (), 95,7100,
wobei: ’

(83) o(r) = D) v, (),

1 3 , 7 —~th(r+r' +d) ,
(84) v =2 [ Yty S )

(85) v, (r) =1.
Der Unterschied gegen den Fall der horizontal polarisirten Welle besteht
darin, dass erstens das réumliche Wellenpotential #(0) aus der Ober-

flichenbelegung v hier mit Hiilfe der Green’schen Function G, statt mit
G, abgeleitet wird und dass zweitens in der Recurrenz (84) unter dem

Integral statt des Factors '/ T—:r{j , wie in der fribheren Recurrenz (56),

I

+ y auftnt‘s -Letzteres bedingt, wie sich gleich

zeigen wird, eine kleine Erschwerung ‘des Convergenzbeweises.

Es ist moglich und fiir .das Folgende vortheilhaft, die Functionen-
reihe v,(r) durch eine andere Functionenreihe w,(r) zu ersetzen, die
ebenfalls nach der Recurrenz (84) gebildet wird, aber von einem andern
Anfangsglied ausgeht. Addirt man alle Gleichungen (84) von n =1 bis
n = o0, 80 folgt unter der Voraussetzung, dass die Reibe (83) convergirt:

(86) 2 (r)—v(r)—l__J ]/‘—d ;:T:;)M)

sein reciproker Werth
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In Nr. 15 hatten wir eine Functionenreihe u,(r) gebildet durch die Re-
currenz (56)

)‘+d e—:k(r+r+d) ,
,.+1<r>—-~—fd e ).

Durch Addition aller dieser Recurrenzen ergiebt sich fiir die Summe

®©

@(r) =2 @,(r) in Riicksicht darauf, dass @, (r) =1 war:

’I‘+d e-tk(r+r +4d)
u(r)—1=—-——fd P a(r’)

Subtrahirt man diese Gleichung von (86), so folgt durch eine einfache
Umstellung:

-:k(r+r +4d)

<r>——u<r>——fd L e o) — )]

ar e-—tk(r+r’+d) .,
+?J ers )

Setzt man jetzt:

(81) o) — a(r) = w(r) L .of Do),
so folgt:

ik +d) 1 ) ) 7 emikir4rita) )
(88) w(r) = iTa +;—fdr |/r+d T Ta w(r).
0

Man erhélt eine dieser Functionalgleichung geniigende Function w(r)
wie man aus der Analogie mit (86) unmittelbar erkennt, indem man setzt:

(89) w(r) = D w,(r)

und die ,(r) nach der mit (84) iibereinstimmenden Recurrenz:

e—-ik(r+r +d)

1 , ’ .
(90) wn+1(r)=—;fdr Vs Srea 0
0
bildet, dabei aber von dem Anfangsglied:

e—ik(r+gi)
(91) w(r) = Vita
ausgeht — unter der Voraussetzung, dass die Summe (89) convergirt. Is
erst deren Convergenz nachgewiesen, so ergiebt sich die Endlichkeit von
v(r) leicht aus (87) mit Hiilfe der oben fiir #(r) nachgewiesenen Eigeit
schaften.
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20. Convergenzbeweis fiir die Reihe der w,(r). Wir beginnen
den Convergenzbeweis ganz analog wie oben in Nr. 17. Durch wiederholte
Anwendung der Recurrenz (90) in Riicksicht auf das Anfangsglied (91)
und Einfiihrung verschiedener Indices fiir die Integrationsvariabeln er-
giebt sich:

)= (5) £ f f fdr dry

l/ r, Ty BTy F )
ra+d r,_ +d " 7'1+d("‘+1' F Dt F ) tr+d)

Die Integrationswege zerlege man shnlich, wie in den Gleichungen (70)—(72),
derartig in Intervalle, dass der Exponentialfactor von Intervall zu Intervall
seine Zeichen wechselt. Man hat zu diesem Zweck zu setzen:

A

"i=Pi+‘[x

fiir o, der Reihe nach alle ganzen positiven Zahlen anzunehmen und p;

i=1,2,..-n,

jedesmal von O bis —Z— varliren zu lassen. Die Zerlegung ergiebt:

(92) Wp4.1(7)

L2
3

(—:kd)n o~ 1 k(r+d) fp dp dp e—Sik(pn+p,,_1+-"+Px)x
Vrikd ol o et "

wobei:

A
1

SES

(93) ln+1 = xn+1 (pn Ps, pm 7‘)

'=2 2 2( l)z FRET Pny1 (p1+ xnps‘l‘ Zgy** pn+ )
H=0z,= z2,=0

and

(99 ‘Pn+1("1’ Tgy -

"y

<r+r+d><r+r_1+d> gt T +d>l/r ¥a' T, 1+d g

ist.
Aus (92) folgt die Gremze fiir w, ,(r)

2 2 2
1 =

N 4
1
(95) Mod.w,, ,(r) < ff'fdp,,dp,,_1°"dp1M°d~xn .-
( |r+d0 ¢ ¥ i

Es handelt sich noch darum, eine Grenze fiir Mod. y,, , aufzufinden. Unser
Hilfssatz aus Nr. 16 scheint zunéchst zu versagen. Denn die hier auf-
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tretende Function @, ,, (94) lisst sich in Folge der erwihnten Ersetzung
der Wurzeln durch ihre reciproken Werthe in keiner Weise so in Factoren
zerlegen, dass jeder Factor mur von zwei Variabeln abhingt, mit deren
Wachsen er bestindig bis auf Null abnimmt. Indessen fiihrt ein einfacher
Kunstgriff auf diesen Fall zuriick. Man setze:

T, 1
—_— 1
% —Vri+d Tt r,+d (Tppr=1),

godass:
Qi1 = %1% %0 2y

wird, Jeder von diesen Factoren z; ldsst sich nun in der Weise in eine
Differenz y, — y, zerlegen, dass die Functionen y; und y, einzeln die
Bigenschaften haben, welche bei der Ableitung des Hiilfssatzes von den
dort mit dem Buchstaben y bezeichneten Functionen vorausgesetzt wurden.
Setzt man ndmlich:

’ ’ r,' +d 1
(96) Y; Y; = 2, Y; + ¥ = ’ r ri+1+ T(-*-d ’

i

1 1 V'T,.-i-d 11/
. (”2‘ T +?VT'71)’

g — _1_,__(_11/3_"&_‘?_11/ )
: r‘.+1+r’,+d 2 T, 2 r+d/’

und man erkennt leicht, dass y; und y,” mit wachsendem 7 oder 7;., von
positiven Werthen stéindig bis auf Null abnehmen und dass dasselbe fiir

so wird:

dyi dye’ i 1 1 ». .
— T und — 7. gilt. Durch Einfihrong der y geht @, ., iiber in:
(97) Prir = — %) Ga—9) - la— )

Denlkt man sich die Klammern ausmultiplicirt, so setzt sich ¢, ,, aus einer
Reihe theils positiver, theils negativer Producte und 2, nach (93) aus
den n-fachen Summen iiber diese einzelnen Producte zusammen. Jedes
Product besteht aus #» Factoren, welche die fir die Anwendbarkeit des
Hiilfssatzes erforderlichen Bedingungen erfiillen. Die Summe tiber jedes
Product ist daher kleiner als das betreffende Anfangsglied und %, .,y muss
dem absoluten Werthe nach kleiner sein, als die Summe der absoluten
Werthe aller Anfangsglieder. Letatere Summe erhdlt man aber aus (9‘7):
indem man allen Producten das positive Vorzeichen giebt, sie wird gleich

W +9) @+ - @ +y,). Es folgh also:

Mod. 7, < (. +9) (% ) Wt y",)f o
wobei iibrigens noch in den Ausdriicken der ¥ fiir alle 7, ihre Werdiie. -
den Anfangsgliedern p; einzusetzen sind.
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Dann ergiebt sich nach (96):

pl-l-d pt+d p,+d 1
Mod: 241 < V 7, 2, (@40, +8 B, o+ (0, 7+
und hiermit nach (95):

n

2

INEN

O\
FNEN

Z
Mod.,,) < (7)== [ [+
5 0

Vzo1+d p2+d p,+d 1 .
2 (B 0,4 ) @, TPy D) (B, 7

Setzt man noch fiir Jp, + d seinen grossten Werth im Integrations-
intervall /d+% ein, so folgt:

Mod. wn+1(r)< ‘l/¢+df/ ﬁpndpn 1°

1 p+d  p,+d 1 .

Das hier auftretende Integral stimmt aber mit dem Integral (76) tiberein

pn dpn — dpl

bis auf den kleinen Unterschied, dass iiber p, nicht von O bis —;— , sondern

nur bis —::— zu infegriven ist. Es gestattet dieselbe Behandlung, wie das

Integral (76), und liefert:

(98) Mod. wn+1(¢)<(%arctg]/g>n—l — T_,_:d -arc tg ‘/ d+r)

Mit dieser Ungleichung ist die Convergems.der Reihe der w,, die Endlich-
keit ihrer Summe w(r), fiir beliebige endliche Spaltbreite d dargethan.

21. Oberflichenbelegung v(r) und Wellenpotential »(0). Da
@(r) und w(r) endlich sind, so bedarf es zum Nachweis, dass die Ober-
flichenbelegung:

_ 1 [ ke
(99) v(r) = a(r) 4 w(r) ?IVT— e~ g (v")
0
endlich ist, nichts weiter, als die Endlichkeit des Integrals:

(100) j AT ik g ()
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zu erweisen. Man setze:
(101) u(r) =14 h(r)e ',
gsodass also:

he) = D) o

ist. Wir priifen das Verhalten von h(r) fiir grosses . Die rechten Seiten

der Ungleichungen (78) und (79) werden fiir grosses r, wie man leicht

sieht, klein wie i/L Addirt man diese simmtlichen Ungleichungen, so
r

folgt daher fiir grosses #:

(102) Mod. h(r) < %

wo A eine endliche Grosse ist. Aehnlich erhdlt man aus den Unglei-
chungen (80) )
(r
Mod 7 () < 7
wo B eine endliche Grosse ist. Letztere Gleichung lisst sich auch schreiben:

aner) 1 her)
dr 2 r4d <n

——— Mod. [

und daraus folgt:

ah(r) Vr+d 1 h(r)
MOdT<B poc +-§-M0d.r+d

und in Ricksicht anf (102):

dh(’r) Vr+ 4
Mod. + —=
2 r+ayyr

oder:

(103) Mod, 22(0)

“dr 3’

wo O eine neue endliche Grésse ist. |
Das zu untersuchende Integral J schreibt sich in Riicksicht auf (101),
wenn man den Accent von r fortldsst:

f e—ikr +f —2ikrk(r)_

Das erste dieser Integrale ist bekanntlich endlich gleich Vkl: Das zweite

konnte, weil h(r) stets endlich ist, hichstens durch die Linge:dés
Integrationswegs unendlich werden. Es geniigt also nachzuweisen; dass:

Mathematische Annalen. LV, - 15
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wd'r —3ikr
J1=‘[W82kh(¢)

endlich ist, wenn R eine beliebige sehr grosse Zahl bedeutet. Fihrt man
die stets endliche Function von »

rdr .
E(r) = f 47 -sikr
0 Vlr

aK(r)
dr

ein, so wird:

J = [ drh(r)

und durch partielle Integration in Riicksicht darauf, dass fiir unendliches r
h(r) verschwindet:

’ ah
J = — h(R) E(R) - dr K (r) 220,
ah(r)
ar
so folgt, dass J’, dass J und damit, dass v(r) endlich ist.

Da K(r) stets endlich ist, aber nach (103) mit wachsendem r klein

wird, wie —% ,
,
Wir sind hiermit soweit gelangt, wie fiir den Fall horizontal polari-
girten Lichts in Nr. 17. Wir haben gezeigt, dass aus dem Niherungs-
verfahren, welches durch die Gleichungen (89)—(91) gekennzeichnet wird,
mit Hiilfe von (99) eine bestimmie endliche Oberflichenbelegung v(r) erhalien
wird. Analoge Ueberlegungen, wie in Nr. 18, deren Ausfthrung wir uns
hier ersparen wollen, filhren zu dem Resultat, dass das aus dieser Ober-
fléichenbelegung nach (82) hervorgehende riumliche Wellenpotential u(0):

w(0) = o= [ 416 oy 30, 7) + G 5 96, P 00)

thatsiichlich allen Bedingungen des Problems Geniige leistet. ,

Ich wiederhole den Satz sus der Inhaltsitbersicht (§ 2): ,,Es st damit
der strenge Nachweis erbracht, dass eime Lisung der gestellten Randwerth:
aufgaben iberhawpt moglich ist, was bisher keimeswegs mit Sicherheit fesi-
stand, sondern nur nach dem ,Rayleigh’schen Princip® wahrscheinlich %
machen war. ‘
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§ b.
Piscussion der durch das Néherungsverfahren gelieferten Ldsung.

22. Vorbemerkung. So befriedigend die vorstehenden Resultate
yom mathematischen Gesichtspunkt aus erscheinen kénnen, physikalisch sind
gie deshalb unzureichend, weil die aufeinander folgenden Glieder der Ent-
wicklung der Oberflichenbelegungen durch fortgesetzte Integrationen gewon-
pen werden, die allgemein nicht ausfiihrbar sind. Indessen lassen sich da
auch speciellere Folgerungen ableiten, wo die Convergenz des Niherungsver-
fahrens rasch genug ist, um eine Beschrinkung auf die allerersten Glieder
zu gestatten. Es wird daher die Discussion der gewonnenen Ldsungen
in der Weise zu fithren sein, dass wir zunichst einmal die ersten Glieder
der Entwicklungen fiir sich betrachten und dann den Einfluss der héheren
Glieder abschitzen. Wo sich der Einfluss der héheren Glieder als hin-
reichend klein erweist, kann die Betrachtung der ersten Glieder zu physi-
kalischen Einzelfolgerungen verwandt werden.

23. Die ersten Glieder der Entwicklung fiir horizontal
polarisirtes Licht. Fiir horizontal polarisirtes Licht war die Ober-

flichenbelegung %(r) in der Form 2 u,(r) dargestellt worden, wobei
n=1

w,(r) =1 war. Beschrinkt man sich auf das erste Glied, setzt also
w(r) =1, so erhilt man fiir das Wellenpotential %(0) im Raume nach (54):

(104) u(0) = w(ro, @o) + w(ry; 9y)

wobei:

(105) w(7o; Po) = §1; f dr G (1, P 7)
0

ist. Diese Function w(7,, ¢,) ist niher zu untersuchen — eine Arbeit, welche
wesentlich erleichtert wird durch Beachtung eines engen Zusammenhangs,
der zwischen w(r,, ¢,) und einem bereits von Herrn Sommerfeld discutirten
Augdruck besteht.

w (o, o) hat nach Nr. 18 und Nr. 9 die Eigenschaften, im Unend-
lichen nur aus auslaufenden Wellen zu bestehn und auf der rechten
Schirmhiilfte den Werth 1 anzunehmen. Bildet man daher:

(108)  Z(ry, ) = €% — w(r,, @) = €429 — w (7, @),

80 wird auf der rechten Schirmhalfte (fiir =0, @,=0 oder 2n) Z =0

und im Unendlichen besitzt Z eine von positivem 2 her einfallende, senk-

recht zur Kante polarisirte Welle. Das sind aber die Bedingungen deés

Beugungsproblems fiir eine aus dem Unendlichen einfallende ebéne Welle,
15*
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welche senkrecht auf den durch die rechte Schirmhélfte gebildeten einfachen
Rand aufféllt, die Bedingungen also fiir einen Fall eben des Problems, das
von Herrn Sommerfeld behandelt worden ist. Herr Sommerfeld giebt seiner
Losung die Form (ich vereinige Herrn Sommerfeld’s Formeln L c. pag. 359 (5)
und pag. 367 (3a), specialisire auf den Fall der senkrecht einfallenden Welle,

indem ich dort ¢’ = Z- setze, versehe ferner r und @ mit dem Index O):

2
T T,
i i

Z(T )__ eikronin(po _e_i e—if* dr — e—-ikrosimpo 6_4__ e——i{* dr

0 Po) = V; - V; b)

(107) —o -
T, =V 2kr, cos (9-’22——%) T, = V2kr, cos (q;° ~+ 4)
= Vkr,(1+sin g,), = Vkry(1—sin g,).

Da die eindeutige Bestimmtheit des Problems physikalisch evident ist,
miissen beide Ausdriicke fiir Z (106) und (107) iibereinstimmen und auf
Grund dieser physikalischen Evidenz moge die etwas umstindliche rechne-
rische Transformation des einen Ausdrucks in den andern hier erspart
blelben*)
Mit Hilfe von Z driickt sich #(0) folgendermassen aus:
u(0) = 2¢*% — Z(ry, @) — Z(ro, 0 »
und nach (48) wird die uns eigentlich interessirende Grdsse, die complexe
electrische Schwingungsamplitude ¢: .
£(0) = é*% —u(0) = Z(r,, @) + Z(ry, ;) — €*=.
Da wir es fortan nur noch mit vom Punkte O abhingigen Grossen zu
thun haben, diirfen wir i{iberall den Index O fortlassen. Setzen wir zu-
dem in §{ den Ausdruck (107) von Z ein, so erhalten wir:

T, Ty

elkz[ / zﬁdt+V“/—iédr_1} —zkx{v ‘/e"'*dt—{—% =% dy
’ 14

-0 -—®

T, —1/2W'_cos(2 ———4:), T, —-V2_k7cos(—‘;—+%),
T1'=V§l?7cos(%——%), T, = 2k7’cos(_‘l_2';"+_15).

*) Eine Eigenschaft des Ausdrucks:

0

1
w (r,, ‘Po)‘=“" dr G(ry, @y, 1)y

die eigentlich erst aus der Transformation hervorgeht, ist bei diesep Schliissen schon
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Es sei daran erinnert, dass 7, @ und 7, ¢’ Polarcoordinaten des
Punktes O in Bezug auf die beiden Spaltkanten bedeuten. Neben diesen
beiden Systemen wollen wir jetzt noch ein drittes g, y einfithren, welches
die Spaltmitte zum Pol hat und bei dem der Winkel y von der negativen

o

:
i

F . T TN AR S

4

-

]
!
1
!
i
1
[
)
1
§
1
1
}
!
1
|
|
1
'

Fig. 8.

xz-Axe aus positiv nach der negativen y-Axe hin gezihlt wird. Der

Winkel y ist dann das, was man gewdhnlich als ,Beugungswinkel® be-

zeichnet. Zwischen den rechtwinklichen Coordinaten z, ¥y und diesen drei

Systemen von Polarcoordinaten ergiebt die Figur die Beziehungen:
Z==—pCosy =7sin@p=r"8ing,

(109)

. d , PR
y=—gsmx=rcoscp—|—?=—_r cos Q — -5

Ferner sei eine Bemerkung iiber die in ¢ auftretenden Integrale voraus-
genommen. Dieselben gestatten eine sehr einfache angendherté Dar-
stellung, sobald die betr. Grenze T numerisch gross ist. Man hat némlich
fitr positives T’ die semiconvergente Entwicklung (Sommerfeld L c. p. 359):

[0

1 e—mdt—e—m{l 1 1 1.3 1 }

—_— ee——— — — — s ——

2¢ T (29)? Ta + @20t T®

anticipirt. Es folgt nfimlich aus Nr. 9 zwar, dass w(r,, ¢,) =1 ist auf allen Pankten
des Schirmes, aber ausgenvmmen die Schirmkante. Fir Punkte in der Sch.lrmka.nte
haben wir nicht gezeigt, dass w(r,, @,) =1 ist, vielmehr haben wir oben (in Nr. 11)
gerade diese Eigenschaft vorausgesetzt und auf einen spiteren Beweis verwiesen. Der
Beweis wiirde in der Transformation liegen. Denn in der Schirmkante, fiir ;== 10,

wird unabhingig von ¢, nach (107) Z=0 und daher nach (106): w=1.
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und daravs folgt unter Beschrinkung auf das erste Glied dieser Ent-
wicklung und in Riicksicht auf die bekannte Gleichung:

+ o
i
CZ .
(110) ﬁ e-qu‘l;‘ =1,

®

fiir grosses positives T

flir grosses negatives T"

T .
e im g ¢ _
(111) V; e dr = Vv_z YA

-—

Bei der jetzt folgenden Discussion des Ausdrucks ¢ wollen wir uns
auf den optisch wichtigsten Fall beschrinken, dass der Punkt O hinter dem
Spalt (go und @' >mw, — 32”— <1< —7;—) und in grosser Emtfernung vom Spalt

liegt. Dabei soll nicht nur das Verhiltniss der Entfernung zur Spaltbreite

-—;— sondern auch das combinirte Verhiltniss 73— - —3— sehr gross sein, d. h.

im Falle der Spalt in einem gewissen Verhiltniss breit gegen die Wellen-
linge ist, soll die Entfernung vom Spalt in einem’héheren Verhiltniss
gross gegen die Spaltbreite sein. Wir wollen direct setzen:

(112) ',%‘ . —2,— =¢* oder o= %Z; ¢,

wo ¢ eine grosse Zahl, ist.
Die Grossen I' driicken sich durch ¢ und y folgendermassen aus:

(Ty)*= 70(]/92 + do sin g+ %f—— ¢ cos x>,
(Iy)'= k(V@” — dgsin g+ — ¢ cos x>,
(Ty )= 76(1/92 +dp sing + 5 + ¢ cos x),
(Iy)*= k(V92 —dgsing + %+ ¢ cos x) |

(113)
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oder fiir sehr grosses ¢ durch binomische Entwicklung der Wurzeln nahe:

(. ' =k(o[1—cosz]+ Fsing), (Ty)'=h(e[1+cosg]+ 5 sing),

(7P —=k(o[1—cosg]—Fsing), (Ty)*=R(e[1+cosy]— g singz).

Das Vorzeichen ist hier jedes Mal in Uebereinstimmung mit (108) zu
wahlen. Aus (108) folgt aber, dass hinter dem Spalt (p und ¢’ > x)

T, und Ty stets mnegativ sind. Ferner folgt aus (114), dass fiir grosses -:—

oder ko hinter dem Spalt ((x) < g—) T, und Ty’ numerisch stets gross

sind. Zerlegt man daher den Ausdruck (108) von ¢ in zwei Theile, indem
man setzt:

(115) ¢ =oa—B.

Tl Tl,

in in
4
— gtz ]l [ -im N
o0 =_¢ Ve dt+V"ﬁ dv 1},

-

Lit ’ in
— p—ikz —1{* —i7?
B=c¢ V‘ dv + f‘/ d‘t],

—-®

(114)

(116)

30 darf man in B die Niherungsformeln (111) anwenden und erhélt:

. Ck k&
’-;-‘—ik(x+g[1+cosx]) —'——;ninx ! du ny
)

e

(4 e
f= R +

Vg(1+cosx)+gsinx Vg(l—}—cosz)—g-sinx

wobei die Wurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind. Hier kann
man noch in den Nennern das Glied —‘21- sin g gegen o(1 - cosy) vernach-
lissigen und findet in Riicksicht auf (109):

e—ike—fzi co8 (%‘-% gin x) .

Vanke cos——g—

117) g—

Etwas schwieriger ist die Behandlung des ersten Theils von §, vor &.
Was zuntichst. die Vorzeichen von 7 und 7" angeht, so sind drei Gibiefe
(I), (I") und (II) zu unterschelden, welche durch die Schirmhélften "ﬁ?na

die Geraden ¢ = —2’—” und ¢’ == -0— begrenzt werden. In den GebietetfBbb
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ygeometrischen Schattens“ (I) und (I") haben 7, und 7|’ entgegen-
gesetztes Vorzeichen, in dem Gebiete des ,geometrischen Lichts“ II sind

' (C)
Fig. 9.

gsie beide positiv. Es ist, wie erwihnt, nur unsere Absicht, das Verhalten
von § auf der Peripherie eines sehr grossen Kreises:

9=_§3.63=R

zu untersuchen. Wir theilen diese Peripherie in folgender Weise ein. Man
ziehe die Linien:
d . 1 1 Ln, 1
-l—smx————c— un Tsmz————-c—
Es sind dies zwei von der Spaltmitte unter sehr kleinem Winkel 4 aus-

gehende Gerade. Dieselben treffen die Grenzen zwischen den Gebieten I,
I’ und IT in der Distanz:

welche kleiner ist als der Radius unsres Kreises B = %f - ¢%. Die Peripherie

des Kreises R. zerfillt demnach in fiinf Theile. In zwei Theile (4) und
(4"), in welchen:

(118) (-f—sinxl>-cl—
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ist, und in drei Theile (B), (B'), (C"), in welchen:

(119) |-§sinx|<-§—

ist und welche sich noch durch das Vorzeichen von 7T, und T, von
einander unterscheiden.

Wir beginnen mit den Gebieten (4) und (4'). Beachtet man die
Ungleichung:
1—cosx=2sin9—§—>-;—sin’x,
so folgt in Riicksicht auf (118):
ko(1— o8 ) = 5 ¢*(1— cos 7) > o ¢ sin? g > 2°
oder, da k = E;_‘ ist
(120) ko (1—cos y) > mec.

Ferner wird:

e —cosy) | e . d g &
7 >gsmy >
—2—sz
oder:
e (1— cosy)
(121) " > ¢,
-2—81nx

Die Ungleichheiten (120) und (121) lehren, dass in den Ausdriicken (114)
von T, und 7," der erste Theil kg (1 — cos y) numerisch gross und ausser-

dem gross im Verhdltniss zum zweiten Theil Zc—; sin g ist. Demnach ist

in (4) und (4") T; und T,” gross. Man darf daher die Niherungsformeln
(110) resp. (111) verwenden und erhdlt in Riicksicht auf das entgegen-
gesetzte Vorzeichen von 7; und I)":

In (4) und (4'):

—’2+ik(x-g[1—cosx]) ‘—)f-‘—isinx —ﬂsinx
et e? e ?

24yl Vg(l—cosx)——g—sinz Vq(l—cosx)-}-—g-sin 4

o ==

oder, wenn man in den Wurzeln die zweiten Theile gegen die ersfen.
vernachlissigt:

e’?—‘ké’ gin (I;E sin x)
(122) ¢ = :
V2=ke einl-

2
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Fir die iibrigen drei Gebiete (B), (B’) und (C") empfiehlt sich
eine kleine Umsetzung des Ausdrucks (116) von «. Es ist:

ny © i ©
fe‘“‘dr = | e '?"dr =f—”’ de —|~fe““‘dr,
—-® -r’ -7 41

ry r’ + ® iy
fe‘i”dt —|—fe"”‘dt =‘f‘”‘dt —{—fe‘”‘dz,
—® —-® - ® -1

und damit wird in Riicksicht auf (110):

5

ig+ik:z:
(128) o="1 7 fr*f‘dr.
¥4

-1

Nehmen wir hier zun#chst das Gebiet (B") in Angriff, so ist in demselben
T, positiv, T, negativ und durch Einfiilhrung der absoluten Werthe der

T folgt:
| T |

if-i-ikx
4
(128a) =12 7 ﬁ-wdr.

'

Nun gilt in (B’) die Ungleichung (119), aus der folgt:

kdsinx=2:z—;£sinx<-2—c’—‘-

Demnach ist der Unterschied zwischen (Z7})? und (Z)")® nach (114) eine
sehr kleine Grosse und es kann daher innerhalb des Integrationsintervalls
e~i” constant gleich seinem Mittelworth ¢~#%¢(1-c%X) gogetst werden.
Damit wird aber:

i{—t+ itk

(124) o= e e—tko(l—cosy) (ITII - lTl,D

Um |T,| — |T,'| mit einer solchen Genauigkeit zu finden, dass der Fehler
klein wird gegen den Betrag der Grosse selbst, sind die Ausdriicke (113)
fir 7, und 7,” etwas genaner zu entwickeln. Beriicksichtigt man bei der
Entwicklung der Wurzeln ein (lied mehr als in (114), sé folgt:

2
T2 =Fko (1 —cosy) +—7%‘§sinx+7%cos"x,

?
T, =ho (1 —cosg) — 5 sing + 5o cos’
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oder durch eine einfache Umstellung:

T2 =2ko sin—x——{—icosl ?_kdl sin® % (2cosy 4+ 1)
9 )
(125) ( 40 2) 8o 2

T/%=2keg (sin %_'Zdz cos %—)2—’%1—’ sin? % (2cosy+1).

Vernachldssigt man die zweiten Glieder, so erhélt man:

(126) T,= VW(sm— cos 2), V.‘Z_Ic—(-—sm +——cos )

Die Vorzeichen sind hier schon 50 bestimmt, dass sie mit den aus (108)

folgenden Vorzeichen iibereinstimmen. Beachtet man noch, dass in dem
Gebiete (B’) nach der Figur:

2gtg%>psinz>—g-
ist und bildet in Riicksicht hierauf die absoluten Werthe von T und 7,

so folgt:
, kd?
T — T =}/ o cos £

Die Wurzel aus den vernachldssigten Gliedern ist von der Ordnung

|/ k;z: sin - 2 , also bei den hier in Frage kommenden kleinen Werthen des
Winkels 4 in der That gegen |T,| — |T”| zu verna.chlasmgen

Setzen wir wegen der Kleinheit von y noch cos % = 1, so folgt:
fir das Gebiet (B'): .
T -ike 1 /ka®
(12 7) o =et . m .

Eine ganz shnliche Rechnung filhrt zu dem Resultat, dass fiir das Gebiet
(B) derselbe Werth von « gilt.
Es bleibt das Gebiet (C). In (C) hat man nach der Figur:

. a
losiny| <<
und dazu die Ungleichung (119):
I% sin xl <%-
Daraus folgt:
T* =kg-2sin® X + ¥ sin <——tg +——sin1< (1—{— >
2 cos? &,

und ebenso:

T/ *=ko- 2sm2——.—‘_i2£sinx<_"_ 14 ! :
¢ 2 cos? £
2
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Im ganzen Gebiet (C) sind also 7, und 7" sehr kleine Grossen. In dem
Integral:

T/

z—7—t+z'7c:zr
e* ;
o= —= e dr,
V=

-1

darf man daher wegen der Kleinheit der Grenzen e=** = 1 setzen und
findet somit:

i-‘-:f+ikx
€ ’
o= e T, +17).
Setzt man hier fiir 7, und 7" die Werthe (126) ein und beachtet, dass
fiir kleines 5 nahe x = — ¢ ist, so folgt:

(128) =t Ve,
e

also eine mit (127) identische Formel.
Unser Resultat fiir « ist sonach zusammengefasst dieses: In den

Gebieten (4) und (4') gilt nach (118) und (122):

5= sin (%‘il sin x)

_ Venke .
81n 2

In den Gebieten (B), (B") und (C) gilt nach (119), (127) und (128):

i
- —tkg
64

Venko ‘

Nun sieht man aber, dass fiir ein g, welches der letzteren Ungleichung
gentigt (c ist sehr gross), die erste Formel in die zweite tibergeht. Dem-
nach kommt der ersten Formel allgemeine Gultigheit fiir alle Werthe von 1 zu.

Setzen wir jetzt die gefundenen Ausdriicke fiir « und 8 in (115) ein,
so erhalten wir als Darstellung der elektrischen Schwingungscomponente fiir
alle Punkte in grosser Enifernung vom Spalt hinter dem Schirm:

kd . 7
l—z— smx|>?,

kd.

kd . 7
.7smx‘<?, o=

ik #i sin (%é gin x) _ @i cos (Z;_d_ sin x)
(129) g =———et —— " — ¢ T .
Vexnke sin-% cos—g-

Das ist das Ergebniss der Discussion des ersten Gliedes des Naherungs-
verfahrens.
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24. Einfluss der héheren Glieder. Es ist in zweiter Linie zu
untersuchen, welchen Betrag der Einfluss der hoheren (lieder des Naherungs-
verfabrens erreicht.

In Riicksicht auf die Ungleichung: arc tg # < 2 kann man die friiher
abgeleiteten Grenzen (78), (79), (80) fiir die Glieder der Entwicklung der
Oberflichenbelegung durch die etwas weiteren ersetzen:

Mod. 7, @] < (2 V/2) T LV

Mod. 77 [ ;;%k] <(3 Vi L (dlfi)"

Setzt man, wie oben:

®

2 @,(r) =h(r) e i*r

n=2

und fithrt die Abkiirzung:

ein, so folgt:

i 2d
(130) Mod. k(r) <125 V 75+

dar k@ & vVed
Mod. d"[]/r—{—d} < 1— & (d + 1)

und aus letzterer Ungleichung:

dh(r) &  yed 1 1
———— Mod. < : — Mod. 2 (r
1/,—+— 1—3 @+n +2<r+d); (r)
und daraus:
(181) Mod 20 o 2 2 V2d

@+ nt

Setzt man jetzt:
. P o ) : o .
Vo) =g [[4r G0 907 D) Talr) = g7 [dr et Glro, 90, 7) 10),
0 n=% 0

so stellt nach (54) die Summe

, V (ry, @0) + V (7o, 95)
das durch die Einwirkung der htheren Glieder zu ¢ hinzukommende Zusatz-
potential dar.
Es ist eine Grenze fiir V(r,, ¢,) zu suchen. Der Ausdrack (22) von
G (7o, @, r) lautete:
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60 50) = T 2rgsin gy BED)

k U( D) 1
————rosm 5 | — 57— dvsiniv —Tﬁ*‘i‘ 1
= N )

2

D=Vr+4ri—2rrycosg,, D =Vr4 3L 277 co8iv.

Wir wollen uns nun bei der weiteren Grenzbestimmung auf Punkte 7,, g,
beschrénken, die erstens in grosser Entfernung vom Spalt liegen und
zweitens nicht zu grossen Beugungswinkeln angeh&ren in der Art, dass
die Entfernung D von den Punkten des Schirms und erst recht die
Grbsse D' im Verhdltniss zur Wellenlinge fiir alle zu betrachtenden
Punkte stets gross ist. Man hat es dann nur noch mit grossen Argu-
menten kD und kD' der Bessel'schen Function U, zu thun und darf fiir
U, seinen asymptotischen Werth (20):

7
U, (¢ ~-—-—zl/2;e—t(z+ )
einfithren. Hiermit geht aber G iiber in:

i
~4$kD—~ —
4

G(7y, @, 1) = -+ iry sin @, V2xnk f——T—
D

—f-—V—rosm———fdrsmz'fv{ — ! ; + 1 7 }e

X))

; 0 3 )
gin — — cos =2 sin — cos =2
2 2 2 + 2

pt
Fithrt man die Hiilfsfunctionen ein:

-zk(D +7)

(182) Flry, 30) = f ar ), F (o 0) = f ar ),

so folgt fir V:

in

V(ry, @) =+ i7, 8in %V— F(ry, o) e *

int o
k e+T P 1 1
b v . 7o o N 4 ' .
—I——V; — o To in 2fdvsmwF(ro,v) — %+ —
0

%o 2y Po
8in - — cos 5 8 -2 ~+ cos 5

Daraus leitet man die Grenze fiir ¥V ab:
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(133) Mod. 7 < |7, sin g,| |/ 2 Mod. F

l,.osm__ V_fdvsm 1v Mod. F'(r,, v)-

Es bleibt also die Aufgabe, Grenzen fir Mod. F' und Mod. F" zu i?.nden.
Aus dem Ausdruck (132) von F folgt durch partielle Integration:

1 1 }
win 32 Po oo §Y %o
.2_.__.cog 3 sm2+cos 5

re=x
[ gD+ 10) ‘ d h(r) ab 7 — 1, CO8 @,
F- % —— ot — dre—‘k(b'f").__ ——mmae =
aD 5t k dr 3+ dD ar D
[ 1+ dr D r=0 e D (1+ do‘)
()

und daraus findet man leicht in Ricksicht auf (130):

)

134) Mod. F va_ 1 drMod. 3 | PO ___|.

(134 <1—0 k roi(1-—cos%)+ / [D’}(l-«}— ):I
0

Wenn man beachtet, dass pt (1 + %g) =D (D + r— 1, cos @) eine mit

r stets wachsende (rosse ist, so wird:

h(r) d 1
Mod. ———p (< — 3= | 7 | Mod. (h7)
a ab a abD
r[Di(l-’-dr):l r[D§(1+d )}

| =

&

+ F(l—:ja_?_) Mod. d;ﬁr)
und mit Hilfe von (130) und (131): |
< ol s
< R g

<_£—W_‘—i ddr l;/——Dg, 1+dD):‘
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Setzt man dies in (134) ein, so folgt:

49 72 1
Mod. F < T Tro’i@-cog%).

Eine ganz #hnliche Behandlung liefert fir F':
Mod Frec *2 V2 1
1—9 k& _3 ;
) . 7,% (1 4 cos ¢v)
Damit wird nach (133):

1

®

1ﬁvsinivl 1 + 1
ox [ 1+4cosiv)] . tv P . 1D o, [ [
81n-—2——008? s1n — 3 COB?

0

Fihrt man in dem Integral & = sin-i; als Variable ein, so wird
dasselbe rational, und ldsst sich daher leicht ausfiihren. Die Rechnung
ergiebt fiir seinen Werth:

27

P <
Py >

(1 + cos %—"—) je nachdem

.3 Po
sin® 5

und damit wird die gesuchte Grenze von V:

Mod. ¥ (7,, @q) < 1 _ 1.
o 1—8 Vakr, sm(;

Bildet man auf dieselbe Weise eine Gremze fiir V(ry, ¢,) und ersetzt,
wie es fiir grosse Entfernung vom Spalt erlaubt ist, », und », durch g,

¢, durch 3—27—‘ — 1, @, durch §—-; + 1 (s. Fig. 8), so erhilt man die gesuchte
Grenze fiir den Einfluss der Restglieder:

rr 49 l/ 2
(135) Mod.[ ¥ (7, 00)+V (7, 90 )I<1—5 nko cosx V “kd.

Der Betrag dieser Grenze wird unten mit dem Betrag { des ersten Gliedes
zu vergleichen sein.

25.. Analoges fiir vertikal polarisirtes Licht. Zun#chst sollen
noch die analogen Ueberlegungen fiir vertikal polarisirtes Licht angegeben
werden, um dann die Resultate gemeinsam discutiren zu konnen.

Man beginne auch hier damit, die Oberflichenbelegung v(r) =1 2u
setzen und das aus dieser Oberflichenbelegung nach (82) entspringende
Wellenpotential :

u(0) = %fdr[G,("w %o, ”? + G (70, @05 7)]
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zu betrachten. Man bemerkt sogleich, dass wiederum ein naher Zusam-
menhang zwischen %(0) und derjenigen Function Z’ bestehn muss, durch
welche Herr Sommerfeld die Beugung einer parallel zur Kante polarisirten
Welle an einem einfachen Rand dargestellt hat, und zwar findet man
ahnlich wie oben:

iku(0) = 2¢'** — Z'(ry, @) — Z' (1, 9y)-
Damit folgt fiir die magnetische Schwingungsamplitude »:
v = &% —iku(0) = Z'(ry, @) + Z'(ry, @) — €*=.

Fithrt man die aus Herrn Sommerfeld’s Arbeit (pag. 359 (5) und pag. 367 (31b))
zu entnehmende Darstellung der Function Z’ein, so erhilt man fiir v durch

einfache Umstellungen:
ve=a+p

(wobei « und § die beiden bei der obigen Discussion von Z in (115) ein-
gefiihrten Hiilfsgrossen sind) und es folgt daher mit Hiilfe der Ausdriicke
(117) und (122) von # und e:

: o (kd .
L ni gin (—é— sin %)

. kd .
_7_‘_‘ co8 ("? s1n x)
4 4
v = et 22

V2”k9 sin X cos A

2 2

(136)

Es wire nun weiter eine Grenze fiir den Einfluss des vernachlissigten
Restes von »(r) abzuleiten. Indessen moge es geniigen, hier nur den
Charakter des Resultates anzugeben, das aus einer Zhnlichen, aber noch
etwas umsténdlicheren Rechnung hervorgeht, wie sie in voriger Nummer
ausgefithrt wurde. Bezeichnet man nimlich mit »" den vernachléssigten
Rest der magnetischen Schwingungsamplitude, so findet sich:

1 iy B
V2nke (1 —8)* cos®y’

(137) Mod. v' <

wobei B eine missige numerische Zahl ist. Diese Grenze bezieht sich
wieder nur auf Punkte in grdsserem Abstand vom Schirm.

26. Zusammenstellung und Ergebnisse. Wir wollen die Er-
gebnisse fiir die Betrige der ersten Glieder unsrer Entwicklungen, wie
der Reste, aus den Gleichungen (129), (135), (136), (137) zusammen-
stellen, dabei aber zugleich eine Aenderung ihrer Form vornehmen. Auch
sei nochmals hervorgehoben, dass die folgenden einfachen Formeln wur fiir
Punkte hinter dem Schirm und in einer Entfernung vom Spalt, fiir welche

93';1— eine grosse Zahl ist, gelten.

Mathematische Annalen. LV, 16
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Wir setzen: .
_ sin (%‘-1 gin z) ! coB (fg—t-Z gin Z)
®) = l: kd sin—g— + W
und:
®) tg 8 = tg (£) - cotg (5 sin z)-

bei horizontal polari-

Dann folgt fiir die complexe Schwingungmmplifnde
sirtem Licht aus Gl (129):

(= VB g e )

und bei vertikal polarigsirtem Licht aus GL (136):

L4 1[}3—: V'Te-‘('e—%“) .

Daraus folgt fir die Schwingungsoomponanwn selbst:

) ;- 1 .
Z == parsreal. te“ ’/::o ‘8——2—1;2. at),
N == pars real. vc"‘ = '/ ::; V_cos X —I———-—Z——a,t)
Man sieht, dass (sbgesehn von dem Factor ——-! ) J die Lichtintensitit be-

deutet, wihrend 8 (a.bgeaehn von dem constanten Phasengewinn —8—) die
durch die Beugung verursachte Phasenverschiebung darstellt.

- Fur die vernachlissigten Reste { wnd »" der Schwingungsamplituden
gelten in jeder gegen die Wellenlinge grossen Entfernung vom Schirm
die Grenzen:

.4
cos =
ka* 8 @& 2 od. ' kd* B g 1
Mod. { < 2mwe kd 1—48 cosy’ Mod. ' < 2we. kd (1 —8)* cos?y’

1/ .]/s : oy
,9.,,_“_.1/.;_ ~%d Bunemmlggrosse Zahl.

Aendert man noch die Einheit der Lichtintemsitit im: Verhiltniss ~%. ,
go kann man such schreiben: 2me

© =gt ymstte )
4

? 8
Mod. » i L 1
8' cosz < B(1—8’)’ cos’x

co8

(D) Mod. ¢ < 4u
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Wir wollen nun die wohlbekannte Formel, welche die dltere Beugungs-
theorie fiir die Intensitdt des durch einen Spalt gebeugten Lichtes giebt,
mit zum Vergleich heranziehn. Dieselbe lautet (Kirchhoff, Optik, pag. 91,
Wwo g = —g— , p="Fksiny und, um auf die jetzige Intensitétseinheit zu

kommen, const. = 1 zu setzen ist):

® 7= { ]

kad
< gin g
Zwischen dem ilteren Intensititsausdruck J° und dem hier abgeleiteten

neuen oJ findet man leicht die Beziehung:

(138) J = J'cos g + ( ! )"

x
kd cos S

Man kennt die Lichtvertheilung, welche der Ausdruck J” liefert. Auf
einem senkrecht zur Richtung nach dem Spalt aufgestellten Schirm zeigt
sich ein System abwechselnd heller und dunkler zum Spalt paralleler
Streifen. Der hellste Streifen von der Intensitit J' =1 findet sich in der
Mitte des Beugungsbildes (y =0), zu beiden Seiten desselben folgen nahe
aquidistant schwichere Lichtmaxima, deren Oerter sehr genshert durch
die Gleichungen:

kdsiny==n(2n—+1) n=1,2,...

gegeben werden. Die Helligkeiten dieser Maxima sind bestimmt durch

den Ausdruck:
1

Eém)2'
(2“7‘

Sie nehmen bei breitem Spalt mit wachsendem Beugungswinkel rasch an
Kraft ab. Zwischen den Maximis finden sich stets Stellen vélliger Dunkel-
heit eingeschaltet.

Aus Formel (138) erkennt man leicht, was sich hieran #ndert, wenn
man den neuen Intensititsausdruck J einfihrt. Zunichst ist die Hellig-
keit tberall mit dem Factor cos 4 zu multipliciren, die Intensitét der seit-
lichen Lichtstreifen nimmt also mit wachsendem Beugungswinkel rascher
ab, als nach der dlteren Formel, und ausserdem lagert sich iiber das ganze
Beugungsbild eine ziemlich gleichférmige, mit wachsendem Beugungswinkel
wenig ansteigende (bei breitem Spalt schwache) Helligkeit, welche durch
das zweite Glied der Formel (188) dargestellt wird. Hs sind also die

16*

J =
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Minima zwischen den Streifen nicht mehr véllig dunkel und fiir gréssere
Beugungswinkel, wo auch die Maxima schwach sind, tritt allméhlich eine
Verwischung der Streifen ein. Der Ort der seitlichen Maxima bleibt
iibrigens unverindert nahe den Stellen:

kd sin y = n(2n 4 1) n=12...
wihrend ihre Intensitit durch die verinderte Formel

J=(—=Y\
(kdsin %)
gegeben wird.

Fragen wir jetzt nach dem Giiltigkeitsbereich des Ausdrucks J in
Riicksicht auf die vernachldssigten Theile {" und 2. Es werden nach (D)
auch im besten Falle, fiir y = 0, die Reste { und 2" numerisch klein
nur dann, wenn %d gross, & klein wird, also bei gegen die Wellenlinge
breitem Spalt. Demnach kann die Formel J nur bei breitem Spalt eine
Niherung darstellen. Da aber die Reste ¢ und " oder wenigstens die
fiir sie abgeleiteten Grenzen mit wachsendem Beugungswinkel wachsen,
go fragh sich weiter, bis zu welchen Beugungswinkeln die Anwendbarkeit
der Formel J bestehn bleibt. Es wird geniigen, wenn § und »' in den
Helligkeitsmawximés klein gegen { und v bleibt, wenn also in denselben:

CcOB -—Z—

98 2 ? 7 a3
VI>4ng i oy wd V>3 Big—m

ist, wobei g eine grosse Zahl ist. Fiihrt man hier flir J/J seinen Werth

ein, so folgt:

1
8ty

in den Maximis

I 4
kd sm-E-

9

9 2
COth>4g'1_:—,5.} cos_xx>g-B(1__,3.)l

sm-§-
Diese Ungleichungen gelten fiir um so grossere, um so niher an einen
Rechten heranreichende Beugungswinkel, je kleiner &, je grosser die
Spaltbreite ist.

- Demnach gilt die Formel J mit um so grosseret Genauigkeit bis zu
um 8o grésseren Beugungswinkeln, je breiter der Spalt im Verhiltniss
zur Wellenlinge ist. Dass fir ganz grosse Beugungswinkel nahe einem
Rechten nicht etwa nur die obige Grenzbestimmuhg ' ungeniigend wird,
sondern thatséichlich J aufhért, eine Niherung zu sein, érkennt man schon

daraus, dass fiir x——— 32‘— strenge {— 0 werden miispte, wihrend es in
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Wirklichkeit von der Ordnung EI'Z wird. Fiir y = 325 ist also ¢ und damit

auch J um seinen eigenen Betrag falsch.

Beachtet man noch, dass fiir breiten Spalt und kleine Beugungs-
winkel J und J' nahezu identisch werden, so ist folgendes Resultat
erreicht:

Wir sehen erstens, dass die dltere Formel:

sin (Z“g sin z) 2

J = T kd .
—8ln ¥

2
der strengen Theorie wm so ndher entsprichi, je breiter der Spalt und je
kleiner der Beugungswinkel ist, und wir finden sweitens eine newe Formel:

. ﬁ X 2 ch . 2
N [sm(z x)] . [ws(g ins) |

. % ¥
kdsm~§— kd cos 5

welche sich bei wachsender Spaltbreite auch fiir grossere und gréssere Beugungs-
winkel der strengen Theorie amschliesst.

Noch weitere optische Folgerungen ergeben sich aus der Vergleichung
der vertikalen und der horizontalen Schwingungscomponente. Die Amplitude
beider Componenten ist nach (C) tiberall gleich. Daraus folgt, dass natiir-
lichés einfallendes Licht durch die Beugung om einem Spalt — inmerhalb
des 'GHilligheitsbereichs des Ausdrucks J — nicht polarisirt wird¥),

Indessen tritt eine Phasendifferens swischen der vertikalen und der

horisontalen Components ein, welche durch S* gegeben wird und nach

Formel (B) in den Maximis verschwindet, wihrend sie in den Minimis bis
auf eine halbe Wellenlinge ansteigt.

Das Gtltigkeitsbereich der Formel J ist in Praxis ein recht sus-
gedehntes. Wir haben bei ihrer Ableitung vorausgesetzt, dass die Ent-
femung ¢ des Standpunktes des Beobachters vom Spalt sehr gross ist,
Die hieraus entspringenden Vernachlissigungen verschwinden aber vollig,
wenn man in der iblichen Weise mit Hiilfo eines auf unendlich ein-
gestellten Fernrohrs die sogenannte Fraunhofer'sche Beugungserscheinung
beobachtet, wie sie in unendlicher Entfernung vom Spalt zu Stande kommen
wiirde. Unsre zweite Gruppe von Vernachlissigungen, die in der Weg-
lassung der héheren Glieder des Niherungsverfahrens bestand, fiihrt

*) Fir ganz grosse Beugungswinkel nahe einem Rechten muss nattirlich vertikale
Polarisation eintreten, weil die horizontale Schwingungscomponente # nach der Rand-
bedingung am Schirm gleich 0 werden muss.
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wenigstens in dem mittleren Theile des Beugungsbildes auch nur bei sehr
schmalen Spalten zu praktisch merklichen Fehlern. Wenn die Spaltbreite

co8 X

zehn Wellenlingen betriigt, erhilt man aus Formel (D): Mod. ¢ <0.014

wihrend { in der Mitte des Beugungsbildes nahe 1 jst. Man sieht daraus,
dass selbst fiir einen Spalt von nur zehn Wellenlingen Breite bei méssigen
Beugungswinkeln y der Fehler der Formel J und auch der ilteren
Formel J” nicht tiber ein paar Procent der in der Mitte des Beugungs-
bildes herrschenden Lichtintensitdt ansteigt.

Einen Abschluss in gewissem Sinne liefern die vorstehenden Unter-
suchungen fiir die Theorie der Beugung -der Ronigenstrahlen. Fasst man
einen Rontgenstrahl als einen Impuls auf, als eine Stosswelle, welche sich
von einem Punkt im Aether, der einer kurzen Erschiltterung ausgesetszt
gewesen ist, fortpflanzt, so kann man sich diesen Impuls mit Hilfe des
Fourier'schen Integrals in lauter homogene Schwingungen aller méglichen
Schwingungsperioden oder Wellenlingen zerlegt denken. Man tiberzeugt
sich leicht, dass hierbei fast die ganze Schwingungsenergie auf diejenigen
homogenen Schwingungen fillt, deren Periode zwischen Null und Werthen
von der -Grossenordnung der Stossdauer liegt, wihrend Schwingungen
lingerer Periode nur mit verschwindend kleiner Amplitude anftreten.
Berechnete man nun die Beugung jeder einzelnen homogenen Welle durch
einen Spalt unter alleiniger Beriicksichtigung der ersten Glieder w (7, ¢,)
+ w(ry, ;) (Gl 104) unsres Niherungsverfahrens, und superponirte dann
die Amplituden des gebeugten Lichts fiir alle vorkommenden Wellen, so
wiirde man auf einem anderen Wege zu genau den Resultaten iiber die
Beugung von Impulsen gelangen, welche kiirzlich Herr Sommerfeld (Zeit-
sohrift - fiir Mathematik und Physik, Bd. 46, 1901) abgeleitet hat. Ich
hebe hervor, dass man hierbei nicht von den obigen einfachen Formeln
fir J Gebrauch machen kann, weil deren Ableitung voraussetzt, dass

% numerisch gross ist, wihrend bei der Zerlegung des Impulses in
homogene Schwingungen Wellenlingen bis zur Null herunter und daher
auch kleine Werthe des Products %’-,1 auftreten. In der That hat Herr

Sommerfeld den Ausdruck w(ry, @,) + w(7,, @, ), lbertragen auf den
Fall des Impulses, a. a. O. pag. 76—86, ohne die obigen Vernachléssigungen
ausgewerthet. Dass dieser Ausdruck an sich eine Néberung fiir' die Lésung
des Problems sei, hat Herr Sommerfeld durch verschiedene Betrachtungen
wahrscheinlich gemacht. Auf Grund unsrer Restformeln (D) lisst sich
aber jetzt ohne Schwierigkeit eine numerische Grenze berechnen, um die
das Sommerfeld’sche Resultat in dem concreten Falle des von den Herren
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Haga und Wind*) ausgefithrten Experimentes tiber Beugung von Rontgen-
strahlen durch die Weglassung der weiteren Glieder des Niherungsver-
fahrens hichstens verfilscht sein kann. Indem ich fir die Spaltbreite
den ungiinstigsten, kleinsten bei dem Experimente der Herren Haga und
Wind vorkommenden Werth 0.002 mm ansetze, finde ich, dass der Fehler
der Intensitit bei den allein in Betracht kommenden kleinen Beugungs-
winkeln unter ein 10000-stel der in der Mitte des Beugungsbildes herrschen-
den Intensitit bleibt.**) Man kommt damit zu dem Schluss, dass Herrn
Sommerfeld’s amgendherte Theorie der Beugung von Rintgenstrahlen im
concreten Fall des Experimentes der Herren Haga wud Wind bis ouf
practisch Unmerkliches mit einer strengen Theorie dibereinstimmd.

*) Wiedemann’s Annalen der Physik. Bd. 68. 1899.

*) Es gilt dies unmittelbar nur fiir den Fall horizontal polarisirten Lichtes, fiir
welches oben allein eine numerische Restgrenze aufgestellt wurde. Indessen ist klar,
dass fiir vertikal polarisirtes Licht der Fehler von derselben Grossenordnung werden

muss.




