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Die Beugung und Polarisation des Lichts durch einen Spalt. 

Von 

K. SCHWARZSCHILD in Miinehen. 

I. 

w  

E i n l e i t u n g .  

1. K i rchhof f ' s  Beugungs theor i e .  Die Theorie der Reflexion, 
Brechung und Beugung des Lichts, welche Kirchhoff in seiner Abhandlung 
,,Zur Theorie der Lichtstrahlen"*) gegeben hat, gilt mit vollem Recht als 
ldassisch. Sie zeichnet sich aus dutch formale Eleganz, leichte Anwend- 
barkeit und Erfolg im Vorhersagen zahlreicher Erscheinungen. Trotzdem 
geniigt sie keineswegs allen physikalischen und mathematischen Anspriichen, 
und dessen ist sich Kirchhoff bewusst gewesen, denn er sagt selbst in den 
einleitenden Worten jener Abhandlung: ,,Eine vollkommen befriedigende 
Theorie dieser Gegenst~inde aus den Hypothesen der Undulationstheorie zu 
entwickeln scheint auch heute noch nicht mSglich zu sein." Es sei kurz 
an den Gedankengang Kirchhoffs erinnert und der schwaehe Punkt seiner 
Ableitungen hervorgehoben. 

Jede Componente ~o einer Lichtschwingung geniigt der partiellen 
Differentialgleichung 

at, - -  ~ L~-~ + ~y' -t- ~ j  
wobei a die Lichtgeschwindigkeit bedeutet, Ffir homogenes Licht tier 
Schwingungsperiode ~ ka~n man setzen: 

(e '~'~ • ) (p ----- pars real. ~ u 

wobei u yon der Zeit unabh~ngig ist, und erhiilt dann fiir u die Dif- 
ferentialgleiehung: 

(1) o = k'u + ~-~ + ~ + ~ ,  

*) Ges. Abh. yon G. glrchhoff. 
Kirchhoff's 0ptik. Zweite Vorlesung. 

Mathematische Annalen.  LV. 

Naehtrag. Leipzig 1891, pag. 22. S. auch 

12 



178 K. Sc,~w~-zsom~.,. 

2 ~  
worin k - - ~ - ,  oder, wen, man die WeUenl{inge ~ - ~ - a .  v einffihrt, 

2~ @) k = T 

ist. Jede L~sung der C~leichung (1) wollen wir ein ~,Wellenpo~ential" nennen. 
Bezeichnet v eine zweite LSsung der Differentialgleichung (1), ein 

zweites Wellenpotential, so gilt naoh dem Green'schen Satz: 

0 ~ u~n  a n y  , 

das Integral erstreclr~ fiber die 0berfl~che co eines Ranmes/~, in welchem 
u und v nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig sind, und unter 
n die in's Innere dieses Raumes gerichtete Normale auf der 0berfliiche 
verstanden. Geniigt v denselben Bedingungen iiberall in R mit Ausnahme 
eines Punl~es 0, in welchem es unstetig wird in der Form: 

1 
( 3 )  - -  r ]- functio continua (r hbstand yore Punkte 0), 

so folgt ebenfalls aus dem Green'schen Satz: 

~ i k r  
e 

~ n  

Benutzt man ffir v den Ausdruck: v -  ~ welcher der Differential- 

gleichung (1) genfigt und im Punkte 0 in der verlangten Weise unstetig 
wird, so ergiebt sich: 

Dies ist im Wesenflichen Kirchhoff's husdruck des Huygens'schen Princips. 
Die Gleichung besag~, dass . - -  nach Kirchhoff's Worten ,,die Bewegung 
des Aethers in dem yon der Fl{iche ~ umschlossenen Raume angeselm 
werden kann als hervorgebracht yon einer Schicht yon leuchtenden Punkten 
in tier Fl~iche ~,  da ein jedes der beiden Glieder, aus denen der Integrand 
zusammengesetzt ist, sich bezeieh-en liisst als einem leuchtenden Punkte 
entsprechend, der am 0rte yon d~  sich befindet." 

WilI man mit Hiilfe der (}leichung (5) die Werthe yon u im Innern 
des Raumes /~ ableiten, so mfissen die auf seiner 0beriliiche geltenden 

Ou 
Wer~he yon u sowohl, als yon ~-~, bekannt sein. Es ist abet keineswegs 

erlaubt, behebige Werthe ffir diese be/den Gr6ssen auf der 0berfliiche 
vorzuschreiben, vielmehr lehrt die Theorie der Diffgl. A~u-[-k~u-~-O, 

~u 
dass durch hngabe entweder yon u oder yon ~-~ auf der Oberii~che der 

Verlauf yon u im ganzen Raume R bestimmt ist. Sind daher z. B. die 
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Werthe yon u auf der Oberflilche vorgeschrieben, so gehiiren dazu, yon 

~u welche gewissen Mehrdeutigkeiten abgesehn, ganz bestimmte Werthe ~n '  

.allein mit ihnen vertriiglich sind und welche erst beka.nnt werden, wenn 
man die Fortsetzung der Function u durch den g'anzen Raum/~ bereits 
gefunden hat. So setzt die Anwendbarkeit der Gleichung (5) im Grunde 
schon jedes Mal die Liisung des Problems voraus. 

Aber in vielen Fiillen der Praxis ist es mSglich, geniiherte Angaben 

fiber u und zugleich fiber ~-~ auf tier Oberfliiche eines bestimmten Raumes R 

zu machen. Einer Lichtquelle L stehe ein vollkommen schwarzer unend- 
licher ebener Schirm 
S mit einer Oeffnung 
A gegenfiber. Es 
werde die Lichtbe- 
wegung in einem 
Punkte 0 hinter dem 
Schirme gesucht. 
Man grenze einen 
Raum R ab durch 
die Fl~iche co 1 des 
Schirms, durch eine 
Fliiche es, welche die 

oL 

aJz ~ I 
l 

/ 
i I 

I 

\ �9 
% �9 

~ , ,  ~ s s  *e 

Oeffnung schliess.t, -- ................ "* 
und durch die ganz Fig. 1. 
im Unendlichen ver- 
laufende Fl~iche co s. Es werde angenommen, dass letztere keinen Beitrag 
zum Integral (5) liefert; dann bleibt eine Integration fiber die Fliichen 
co I und ms auszuffihren. Nun macht Kirchhoff plausibel~ class wenigstens 
ffir verschwindend kleine Wellenl~inge fiberall an dem vollkommen schwarzen 

~u 
Schirm S sowohl u als ~-~ Null set, und fiberaU in der Oeffnung A 

Ou diejenigen Werthe haben, welche sie dor~ ohne Vorhandensein u und T~ 

des Schirmes S bet freiem Leuchten der Lichtquelle L annehmen wfirden. 
Hiermit verschwindet auch das Integral fiber co I und es bleibt aUein das 

~u 
Integral fiber die Oeffnung, in welchem ffir u und ~ die leicht zu be- 

rechnenden bet ungehindertem Leuchten des Punktes Z gfiltigen Werthe 
einzusetzen sind. Das Problem ist somit auf eine einfache Quadratur 
zurfickgeffihrt. Dass man sich bet der Ausffihrung dieser Quadratm' ge- 
wShnlich auf Anniiherungen beschrRnkt, welche nur fiir grosse Entfernung 
des Punk~es 0 yon der Oe~%ung und Lage in der N~ihe der geometriselien 

12" 
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Schattengrenze zuliissig sind, ist eine Verrninderung des (~filtigkeitsbe- 
reiches der Theorie, welche sich dutch Rechenarbeit ohne princil0ielle 
Schwierigkeiten beseitigen liesse. Die einzige~ abet sehr wesentliche Schw~he 

~u 
der Theorie bilden die Annahmen fiber die Randwerthe yon u und ~-~. Priift 

man niirnlich nach, welche Randwerthe die Function u o und ihre Derivirte 

s uo a.nnimrnt, wenn man in dern Integral (5) den Punkt 0, yon dern aus 
~n 
die Entfernungen r gernessen werden, an den Schirrn S oder in die 
Oeffnung A (auf die Fliiche to2) rticken liisst, so finder man, dass diese 
Randwerthe keineswegs rnit den angenornmenen Ausgangswerthen fiberein- 

stimmen. Allerdings wird % und ~-~ auf dem Schirrn in grSsserer Ent- 

fernung yon tier Oeffnung Null, abet um die Oeffnung herurn liisst sich 
,~uf dem Schirm ein Streifen yon mehreren Wellenliingen Breite abgrenzen, 

0st o in welchern sowohl u s als ~-ff betr~chtliche Wer~he annehrnen. (~anz 

:,i.hnlich verh~lt es sich irn lnnern der Oeffnung, auf ro~. Auch bier stimrnt 
nach tier Mitre der Oeffnung zu (dis Oeffnung als gross gegen dis Wellen- 

0uo l~nge vorausgesetzt) u o und -~-ff rnit den bei der Bildung des Integrals 

angenomrnenen Wer~hen iiberein, wie sic bei ungehinderter Ausbreitung 
des Lichts yon L aus gelten wiirden, aber auch im Innern der Oeffnung 
hat man 1Kngs ihres Randes einen i~hn!~chen S~reffen yon rnehreren WeUen- 
liingen Breite abzugrenzen, in welchern starke Abweichungen yon diesen 
Ausgangswerthen auf~reten. 

Es ist hiernach nicht unverstiindlich, dass die Kirchhoff'sche Beugungs- 
theorie fiir OefiMungen, die gross gegen die Wellenliinge sind, die Be- 
obachtungsres~tate gut wieder giebt. Dean man kann sich vorstellen, 
dass die Wirkung jener S~reffen urn den Rand der Oefi%ung herurn ver- 
schwindet, solange die Fl~che der Streifen klein ist gegen die Fliiche der 
ganzen Oeffnung. Aber zu beweisen, dass dies nothwendig zutreffe, ist 
eine schwierige Aufgabe, deren Behandlung bislang Iiicht versucht wurde. 

Mathernatiseh aber ist die Kirchhpff'sche Beugungstheorie insbesondere 

deshalb so unbefriedi'gend, weft: die Wer~he, w elche % und ~-ff in jenen 

Streifen annehmen, yon der (~estalt der Oefi~ungen sbh~ngen und all- 
gemein nich~ zu charakterisiren sind, sodass der Kirchhoff'sche Ansatz 
~iberhaupt kein priicise defmir~es rnathematische, Problem liist. 

2. Neuere  Por t sch r i t f ,  e. Sollte ein ~or~schri~t fiber Kirchhoff 
hinaus erzielt werden, so galt es zuniichst, ein solches pr~icise definirtes 
ma~hernatisches Problem aufzustellen, und dazu rnusste gerade die Be- 
nu~zung ,,vollkornmen schwarzer" KSrper als Schirme, dis in Kirchhoff's 
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Behandlung die einfachsten Resultate giebt~ ausgeschlossen werden. Denn 
es liisst sich keine Randbedingung fiir das WeUenpotential u an der 
Oberfliiche eines Kiirpers angeben, welche das Auftreten sowohl yon 
reflectirten als yon gebrochenen Wellen verhindern wiirde. Es lieg~ dies 

~u 
daran~ dass, wie schon oben erwiihnt, nicht gleichzeitig u und ~-~ an einer 

Fliiche gleich Null gesetzt werden kSnnen. Herr Voigt*) hat allerdings 
eine mathematische Form gefunden, gestiitzt auf friihere Untersuchungen 
yon Herrn Sommeffeld**)~ welche das physikalische Verhalten schwarzer 
KSrper mindestens mit grosser Anniiherung zum Ausdruck bringt. Er 
fasst niimlich die Oberitiiche eines schwarzen KSrpers als ,,Verzweigungs- 
fl~iche" eines idealen Riemann'schen Raumes auf~ durch welche der dem 
ersten Blatt einer Riemann'schen Fl~che entsprechende wirkliche Raum 
mit anderen gedachten Riiumen zusammenhiing~, und stellt sich vor, dass 
die Lichtbewegung durch die Verzweigungsfliiche in einen jener gedachten 
Riiume iibergeht und ebenso aus dem wirklichen Raum verschwindet~ wie 
sie yon schwarzen KSrpera vernichtet wird. Dabei bleibt aber~ wie Herr 
Voigt selbs~ angiebt~ nicht ausgeschlossen, dass ein kleiner Theil der 
Lichtbewegung aus den gedachten Riiumen wieder in den wirklichen 
zurfickkommt~ und zudem ist das Problem noch immer mi~ einer gewissen 
Unbestimmtheit behaftet, insofern die Art der Verzweigung des ganzen 
Riemann'schen Raums durch die Form der vorhandenen schwarzen KSrper 
nicht eindeutig bestimmt ist. 

Zu einer klar bestimmten Aufgabe komm~ man erst darm, wenn man 
die Lichtbewegung nicht durch vollkommen schwarze~ sondern dutch voll- 
kommen spiegelnde Sehirme aufgehalten denkt. :Ein volll~ommen spiege]n- 
der KSrper ist nach der electromagnetischen Lichttheorie ein vollkommener 
Leiter der Electrieit~t, auf dessen Oberfl~che die electrischen Kraftlirden 
stets senlrrecht stehn m(issen. Soll daher die Beugung des Lichts dutch 
vollkommen spiegelnde Schirme gefunden werden, so liiuft dies auf die 
mathematische Aufgabe hinaus, eine LSsung des bekannten Maxwell'schen 
Systems parfieller Differentialgleichungen zu finden yon der Art, dass 
fiberall auf der Oberfliiche der Schirme die tangential zur Oberfl~che ge- 
richteten Componenten der electrischen Kraft versehwinden. 

Uebrigens entslJricht die Voraussetzung roll]foremen spiegelnder 
Schirme den Anordnungen bei vielen wirklichen Beugungsversuchen g~ 
wiss ebensosehr~ wie die Voraussetzung ihrer voll]~ommenen Schw~irze. 

Das Beugungsproblem ist zuerst yon Herrn Poincar6 ~**) in dies~ 

*) Kompendium der theor. Physik Bd. ILl, S. 768 und G~itt. Nachr" 1899. H@t~:l'. 
**) Math. Annalen Bd. 47, S. 817. 

"**) Acta Mathematics Bd. XVI, pag. 297. 
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Weise priicisir~ und f~r den speciellen Fall der Beugung an einem ,,graden 
Rand" in Angriff genommen worden. Unter einem ,,geraden Rand" is~ 
hier und fin folgenden die gerade Kante einer unendlichen und unendlich 
d/innen Halbebene zu vers~ehen, welche den beugenden Schirm bildet. 
Wiihrend aber Herr Poincar6 sich auf eine n~herungsweise LSsung fiir 
Punk~e in grosser Ent~ernung yon der Kante beschr~nk~ hat, is~ Herrn 
Sommerfeld*) Sp~terhin die exac~e und vollstiindige L~sung des ganzen 
Problems gelungen. Diesem ersten und bisher einzigen Beispiel der 
exacten Behandlung eines Beugungsproblems fiigt die gegenwiirtige Arbei~ 
ein zweites hinzu~ sie behandel~ die Beugung des Lichts durch einen Spal~ 
mi~ unendlich langen parallelen Kan~en. 

w  

InhaltsUbersicht. 

3: Vorbemerkungen.  Es lieg~ nahe, das Problem der Beugung 
dutch einen Spal~, durch zwei grade R~inder, in analoger Weiso in Angriff 
Zu ~nehmen~ wie yon Herrn Sommerfeld (1. c.) die Beugung an einem Rand 
behandelt worden ist. Die RoUe, welche fiir den graden Rand den Bessel'- 
schen Cylinderfunctionen zuf~illt, spielen ffir den Spal~ die Functionen des 
eliii)tischen Cylinders und wie jene als Grenzfall der Kugelfunctionen 
erscheinen, bilden diese einen GrenzfaU der Lamg'schen Functionen. In- 
dessert tritR man bei einem Yersuch% yon der Theorie der Lamg'schen 
F~ctionen auszugehen, auf Schwierigkeiten, die der verwickelten Natur 
der Lam~'sehen Functionen.entspringen und ein Vordringen yon dieser 
Se~te vorlKufig zu vereiteln scheinen. 

Ich babe zur LSsung des Problems ein N~herungsverfahren einge- 
schtagen~ das nicht nach einer derar~igen Analogie gebildet is~ sondern 
aus einer directen Yerwendung der yon Herrn Sommeffeld erhaltenen 
Re:sulfate entspring~. 

Eine Bemerkung is~ vorauszuschicken. Es handelt sich in gegen- 
w~r~iger, wie in Herrn Sommerfeld's Arbeit stets nur um die ,,ebenen" 
Problemel Es wird die Lich~quelle als eine zu den Schirmkanten parallele 
leuchtende Linie oder als unendlich entfern~ in einer zu den Schirmkanten 
se~rrechten Ebene vol~usgesetzt~ sodass der gauze Bewegungszus~and nur 
yon zwei in dieser Ebene zu z~hlenden rech~winklichen Coordinaten ab- 
h~imgig wird. Im folgenden babe ich reich, um das ohnehin verwickelte 
Problem ein wenig zu vereinfachen, noch weiter auf" den wichtigs~en 
Specialfall beschriinkt, dass die Lichtquelle in einer auf der Schirmebene 

*) Math. Annalen 1. c. 
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senkrechten Richtong unendlich weir entfernt ist, dass das Lich~ normal 
auf den Spalt aufflrifl~. 

4. Methode der LSsung. Das ebene Problem ffir den Spal~ redueir~ 
sich leicht auf folgende Aufgabe: eine Function u zu bestimmen~ welche 
iiberall im Raume der Differentialgleichung: 

~su ~'u 
(6) a , ,  + + o 

geniigt und welche selbst oder deren Normal-Derivirte auf dem Schirm S 
vorgeschriebene Randwerthe annimmt. Wit wollen bier der Einfachheit 
wegen nut den ersten Fall in's Auge fassen, dass die Randwerthe for u 
selbst vorgeschrieben sind. 

Der Sehirm besteht aus einer unendlichen ebenen, unendlich dfinnen 
Platte, aus der ein Parallelstreifen, der Spalt, herausgeschnitten ist. 

Die Schirmh~ilften zu beiden Seiten des Spaltes, aus welchen sich der 
ganze Schirm S zusammensetzt, unterscheide man als rechte Schirmhiilfte R 
und linke Schinnhiilfte Z. Denkt man sich for einen Augenbliek die 
linke Schirmh~ilfte fort und die Werthe u nur auf der rechten Schirm- 
Mlfte vorgeschrieben, so kann man die hieraus entspringende Randwerth- 
aufgabe sofort liisen: Aus einer gewissen yon Herrn Sommerfeld con- 
struirten, abet yon ibm nicht welter verwandten Function U l~sst sieh 
niimlieh lmmittelbar eine andere Function g herstellen, welche als Green'sche 
Function for diese Randwerthaufgabe betraehtet werden kann. Denn diese 
Function g hat die Eigenschaften, tiberall im Raume der Differentialglei- 
chung (6) zu gentigen mi~ Ausnalnne eines Punl~es 0, in welchem sic 
unstetig wird, wie der Logarithmus der reciproken Distanz yon diesem 
Punk4~, und fiberall auf der reehten Sehirmhlilfte Null zu sein. Sind u 
die fiir die gesuchte Liisung yon (6) auf der rechten Schinnhiilfte vor- 
gesehriebenen Randwerthe, so bilde man: 

(7) = 

das Integral fiber die 0berfl~iehe ~ der rechten SchirmhKlf~e erstreckt trod 
unter n die ~,ussere NormMe auf dora Sehirm verstanden. Dram lehr~ dot 
(bier a ~  die Ebene mazuwendende) Green'sche Satz, dass u(0) als Function 
des 0rtes des Punktes 0 die Differentialgleichung (6) 15st und auf def. 
reehten SchirmMlfte die Randwer~he u annimm~, also die LSsung dot 
gestellten Randwer~haufgabe ist. Im Grunde ist dabei freilich vorau~ 
gesefizt~ das~ man der Existenz einer Function u yon diesen Eigenschaf~ 
im Voraus~ gewiss sei. Da dies nicht der Fall ist~..da ausreichende',~li 
gemeine Existenzbeweise fOr LSsungen der Differentialgleichung {6),.mi~; 
vorgeschriebenen l~ndwer~hen noch nicht vorliegen, ist der Exlstenzbew'ei~ 
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eigens zu ftihren, was abet grade auf Grund der Darstellung (7) yon u 
leicht wird. 

Oanz iihnlich kann man sieh die reehte SchirmhiilfCe entfernt denken 
und eine L6sung yon (6), ein ,,WellenpotentiaV suchen, welches auf der 
]inken Schirmhiiffte vorgeschriebene Randwerthe 'u annimmt. Die L6sung 
dieser zweiten Randwerthaufgabe erhglt man mit Hfilfe einer ebenso zu 
gewinnenden Oreen'schen Function g' in der Form: 

(8) u ( 0 )  - -  

Das Integral ist nun fiber die ]inlre Schirmh~li%e erstreck~. Hiermit sind also 
die Randwerthaufgaben ffir die beiden einzelnen Schirmh~lften gelSst. 
Die L6sung der Aufgabe ffir den ganzen Schirm, ftir den Spalt, geling~ 
dutch ein Ann~herungsverfahren, welches aus einer fortw~ihrenden ab- 
Wechselnden L6sung dieser beiden auf die einzelnen Schi .rmh~lften bezfig- 
lichen Randwer~haufgaben besteh& 

:' Man gehe aus yon den vorgeschriebenen Randwerthen u auf der rechten 
SChirmh~J_fte R und bride nach (7) ein Wellenpot~ntial, welches diese Rand- 
wer~he annimmt und welches mit u 1 bezeichnet werden m6ge. Auf der linden 
Schirmh'~lfte L wird dieses Wellenpotential gewisse yon Null verschiedene 
Wer~he arnehmen. Man suche die Erg~inzung dieser Werthe zu den auf 
/~ vorgeschriebenen Randwerthen und bflde mit Hfilfe derselben nach (8) 
ein zweites Wellenpotential uj. Die Addition der beiden Wellenpotentiale 
ergieb~ eine Function u 1 -J-u~, welche auf L die vorgeschriebenen Rand- 
wer~he annimmt und welche dasselbe auf 2~ leisten wiirde, wenn nicht 
das zweite yon L ausgehende Potential u~ auf ~ yon l~ull verschiedene 
Werthe erhielte. Um wieder auf t / d i e  vorgeschriebenen Randwert/le her- 
zustellen, hat man in (7) ftir u diese Wer~he~ welche das yon L ausgehende 
WeUenpotential .ug. auf t~ annlmmt, mi~ negativem .u einzuse~zen 
und das entstehende Wellenpotential us zu u~ -~7 us zu addiren. Die Func- 
tion ul Jr" u~ -]- u s ergiebt nun wieder auf R die vorgeschriebenen Rand- 
werthe, hingegen l~sst sie einen kleinen: Rds~ ::auf ]L,-. weil u s a u f  L nicht 
Null is& Man bride mit Sfilfe der negativ genommenen Restwerthe nach 
(8) ein vier~es Wellenpoteni~ial ~ und addi~e eszu~ den vorigen. Dann 
entsteht eine Function~ die auf L die vorgeschriebenert.Werthe ann~mmt~ M 
und so for~ gehend erhiilt man stets Ftmc~io~e~ die auf der einen Schirm- 
h~ilf~e die vorgeschriebenen Randwerthe liefdr~/wghxehd sie auf der andern 
einen Rest lassen. Woun der Rest bei st~ndigdf: l~ortse~zung derselben 
beiden Operationen schliesslich verschwindet, so muss:man auf diese Weise 
eine L6sung des Beugungsproblems ftir den Spalt erhalten. 

Das Verfahren is~ kurz zu charakteri~iren als ,ein for~wghrendes 
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Hiniiber- und Hertlberwerfen der RandwerChe yon der einen Schirmhiflfte 
auf die andre." Es ist ein besonders gltteklicher Umshmd, dass die im 
Allgemeinen-recht complicirte Function g einen sehr einfaehen Ausdruck 
annimmt, sobald der Punl~t 0 in die Schirmebene riickt, sodass die Wirkung 
des Herfiberweffens verhiiltnissmiissig leicht zu iibersehen ist. So viel 
schien yon vornherein hiichst plausibel, class das u convergent 
sein wiirde, wenn man den Spar breR gegen die Wellenliinge voraussetzte. 
Infolge jenes Umsiandes hat sich aber der Nachweis der Convergenz des 
Verfahrens f'gr jeden noch so engen Spalt erbringen lassen. 

Ftir den zweiten Fall, dass nicht die Randwer~he yon u selbst, son- 
dern seiner Normalderivirten vorgeschrieben sind, liessen sich auf ganz 
iihnlichem Wege entsprechende Resultate gewinnen. 

5. Resul tate .  Hiermit ist eine Liisung des Problems erreicht, welche 
den Mathematiker etwa in dem" Sinne befriedigen kann, wie die Liisung 
einer speciellen Aufgabe der Potentialtheorie dutch Neumann's Methode des 
arRhmetischen Mittels. Es ist jedenfalls der strenge Nachweis erbraeht~ 
dass eine L~isung der gestellten Randwerthaufgabe tiberhaupt m~iglich ist, 
was bekanntlich bisher nur nach dem ,,Rayleigh'schen Princip" wahrschein- 
lich zu machen war, aber keineswegs mit SicherheR lest stand. 

Indessen reicht diese Form der Liisung anch aus, um eine Relhe yon 
physikalischen Folgerungen abzuleiten. Wenn niimlich der Spalt sehr 
breit gegen die Wellenliinge ist, convergirt das Niiherungsveffahreu so 
rasch~ dass man die hiiheren Glieder gegenttber den ers~en Gliedern u 1 § u~ 
vernachliissigen kann - -  yon solchen Fiillen abgesehen, wo die ers~en 
Glieder selbs~ sehr klein werden. Dadurch liissl sich erweisen, dass die 
bekannte aus der Kirchhoff'schen Theorie entspringende Formel fiir die 
Intensitli~ des dutch einen Spal~ gebeugten Lichts: 

(9) 
J---- L ~ T  sinz 

(d Spaltbreite, ). Wellenliinge, 
Z Beugungswinkel) 

bei weitem Spalt und bei kleinen Beugungswinl~eln eine gute Ann~iherung 
an die strenge Theorie darstellt. Wit  erhalten also eine strenge J~estdtigung 
d~r auf mathematisch unzul~siger Crrundlage abge~'teten ~lteren Formel fiir 
die 2'~ille~ in welchen f'~r die ~iltere Theorie iiberhaupt Giiltigkeit zu ver, 
muthen war. Ferner finder sich eine neue exaktere Formal fiir die I n ~ s i ~  
vertheilun# : 

( l o ) J - - -  - - - x  - - + - - - x  - - T ' 

L . J L j ~ = T s i n u  
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wdche sich bei w a c h s ~  SpaUbreite auch fiir i~nmer grSssere und gr6ssere 
Beugungswinkd der strengen Theorie anschliesst. 

Weitere Folgerungen sind die, dass bei breitem Spal~ abgesehn yon 
den ganz grossen Beugungswinkeln in der N~he eines Rechten ]~/ne 
Pol~isation des gebeugten Lichtes eintrit~, dass hingegen eine Ph~enver- 
sch~wf~j zwischen.den Schwingungscomponenten parallel zum Spalt und 
senkrecht zum Spalt besteht. 

Sohliesslich finder man bier auch die strenge Grnndlage ffir die Theorie 
der Beugung yon lmpulsen durch einen Spalt, welche Herr  Sommerfeld*) 
k~rzlich in Rficksich~ auf die Beugung der RSntgens~rahlen ausgeffihr~ hat. 

Was der LSsung durch das N~herungsverfahren fehl~ ist die Be- 
rechenbarkeit - -  wenigstens die practisch durc]fffihrbare ~ der h6heren 
Glieder und damR des ganzen Iu~nsit~tsverlaufs fiir enge Spalten. Diese 
Liicke m6gliehst auszuffiUen, ist ein zweiter sp~iter folgender Theft dieser 
Arbeit bestimmt. 

Es sei noch angedeutet, dass die LSsung auch andrer Beugungs- 
probleme, z. B. der Beugung dureh eine kreisf'6rmige Oeffnung, mit Httlfe 
ganz ~bnllcher N~herungsmethoden und daraus folgend eine begrenzte 
Best~tigung der Kirehhoff'sehen Theorie aueh fiir andere FRlle als mSglich 
vorauszusehen ist. 

w  

Die Green'schen Funetionen for den einfaehen g r a d e n  Rand. 

6, Die beiden Randwer~haufgaben ffir den e i n f a c h e n  Rand. 
Wie im vorigen Paragraphen erw~hnt wurde, grfindet sich die LSsung 
des Beugungsproblems ffir den Spalt auf die im Wesentlichen bereits 
aus Herrn Sommerfeld's Untersuchungen zu entmehmende LSsung ge- 
wisser Randwer~haufgaben ffir den einfachen graden Rand. Genau pr~- 
cisir~ sind es f01gende Aufgaben fiir den graden Rand, die in Betrae~t 
kommen.. Wir w~hlen als Nullpnnk~ einen Plm~t tier graden Kaute 
selbst, den Sch~itt des Sct~irms mit einer zu ~ senlrrechten Ebene als 
positive y-Axe , senkrechg dazu die x-Axe, benutzen abet auch Polar- 
coordina~n r, cp, wobei auf der einen SctLirmseite S~ : ~ --- 0, auf tier 
andern S b: ~ ---2~ sein soil. Die erste Aufgabe ist nun die: Eine Func- 
tion u zu suchen, die iiberall der Differentialgleichung: 

(11) d'u d'u + + --O. 

geniig% iiberall nebst ihren ersten Derivirten endlieh und stetig is~ mad 
nur unstetig werden daft fiir x----0, y > 0, beim Uebergang yon einer 

*) Zeischrift fiir Mathematik und Physik. Bd. 46. 1901. 
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Schirmseite auf die andere. Die Function muss, wenn man sich flit 
y > 0 dem Werth x - ~  0 n~ihert, vorgeschriebene und eventueU fiir beide 
Schirmseiten verschiedene Werthe annehmen. Ferner muss sie im Un- 
endlichen yon der Form aus]aufender Wellen sein - -  ein Ausdruck, der 

+3g 

I 

:Fig. 2. 

unten seine n~ihere Erli~uterung finden wird. Bei der zwe/ten Aufgabe ist 
du 

nur so viel ge~ndert, class an Stelle yon u der Differen~ialquotien~ ~-~ auf 

beiden Sei~en des Schirmes S~ und S b vorgeschriebene Werthe annehmen 
muss; vorl~ufig wollen wir uns durehaus auf die erste Aufgabe beschrinken. 

7. Die G r e e n ' s c h e  F u n c t i o n  fiir die 1. Aufgabe.  Die Rolle 
der Green'schen Function fiir die erste der beiden Randwerthaufgaben spielt 
der folgende Ausdruek: 

( l~)  g(,'o, ~o, r,  ~) - u(,,o, ~o, r, ,v) - u(,'o, ~o, ~, - ~ ) ,  
worin U die in Herin Sommerfeld's Arbeit (Math. Annalen Bd. 47, pag. 351) 
auftretende Function bedeutet: 

, f  
U und g hingen sb yon 
eines ,,Parsmeterpnn~es" 
zweiter Art verstanden: 

(13) ~(.)- fd.~-',o~" 

sm ~- dr 

et cp o - -  r 
cos -~ - cos --V-- 

der Lage eines ,,Argumentpunktes" r, ~ und 
to, cpo. Unter 1.70 ist die Bessersche Functibill 
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welche mit Heine's Cylinderfunctionen erster Art J(z)  und zweiter Art 
K(z) dureh die Relation: 

Uo(z ) = K(z)  i,t J(z) - - y  

zusammenhKngt. Die Integrationsvariable a ist complex und in der a-Ebene 
fiber einen Weg A zu ffihren, der aa folgende Bedingungen gebunden ist. 

Man trage in der a-Ebene 
a-~,~ die Punkte ein, ftir welche 

r~+ro ~ 2rr  o cosa--~O 

is~; das sind zwei con- 
M) jugirte Punk~e/)1 P~ auf 
~ ~ / ~  der imagin~ren Axe, und 

P,; eine Reihe yon Punkten 
PI', P2' u. s. w., deren 
Abseissen urn Vielfaehe 
yon 2g gegen die Ab- 

a.:-~ ~ o  ~z- z o:- ~x scissen yon P1 und P~ 
vermehr~ oder verminder~ 
sin& Der Weg (A) be- 

p~ ~, ginnt nun im Positiv- 
z imagin~r-Unendlichen 

zwischen oder auf den 
~--ioo Geraden pars real. a~---~ 

rig s. und pars real. a--O, bleibt 
stets oberhalb tier ree'ilen Axe, li~uft abet zwisehen P~ und der reellen 
Axe hindureh und kehr& zwischen oder auf den Graden pars real. a ~ 
und pars real. ,--~ 2~'i~'s Positiv-imagini~r-Unenclliche zurfiek. Die Wurzel 

Vr ~-{yro ~ -  2rr  o cosa machen wit elndeutig, indem wir yon den Punkten 
~1., .P~' u. s. w. parallel zur imaginiixen Axe Sperrlinien $1,5'1' in's Un- 
endliehe ziehn~ und schreiben ihr auf der reellen Axe den positiven Werth 
vor. Es wird spiiter zu betrachten sein, wie welt der Weg A in jedem 
Falle deformirt werden darf. 

Man sieht der Function g an, dass sic ffir (p = 0 und (p - -  27t, wean 
also der Argumentpunkt yon der einen odor andern Seite auf den Sehirm 
rfick~, versehwindet. Aus Herrn Sommerfeld's Herstellungsweise der 
Function U geht hervor, dass sic selbst and damit auch g der Differential- 
gleichung (11) genfigt. Ferner lgsst sich zeigen, dass g nut im Para- 
meterpunkte d. h. ffir r ~ re, r  unstetig wird und zwar wie der 
Logarithmus der reciproken Distanz yon diesem Punkte. Diese Eigen- 
schaften qualificiren die Function g zur Green'schen Function filr die 
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eingangs ges~ellte Randwerthaufgabe. Wenn wir wfiss~en, dass es eine 
ausserhalb des Schirms iiberall endliche und ste~ige LSsung der Differen- 
tialgleichung g~ibe, welche auf dem Schirm vorgesehriebene Werthe u an- 
n~ihme, so wfirde dieselbe durch das fiber beide Selden des Schirmes zu 
erstreckende Integral: 

_-fd (14) 2~, ,(o) s ~ u .  

geliefert werden, mater der weiter~n Voraussetzung, dass ein ~hn|iehes 
fiber einen unendlich grossen Kreis zu fiihrendes Z.usatzintegral verschw~inde. 
Da aber die Theorie der Differentialgleiehung (11) noch nieht bis zu 
einem allgemeinen Existenzbeweis flit L~Ssungen in grSsseren Gebieten 
durchgebildet ist, so mfissen wir den Existenzbeweis im speciellen nach- 
liefern, also zeigen, dass diese Integraldarstellung wirklieh die vorge- 
sehriebenen Randwerthe liefert, dass sie der Differentialgleiehung (11) 
geniigt und sieh im Unendlichen verh~ilt, wie es der physikalisehen l~atur 
unsrer Aufgabe entspricht. 

Eine Speeialisirung kSnnen wir schon hier vornehmen. Wit werden 
es stets nur mit auf beiden Sckirmseiten gleichen Randwerthen u zu thun 
haben und k~Snnen daher start des obigen Integrals schreiben: 

0 

~g 1 ~g und ffir q o - - 2 z :  Og 1 }gist, so gilt: Daffir  ~0--0 :  

Og Og 1 

und daraus ergiebt sich leicht mit Htilfe yon (12), wenn wir noeh die 
:Abkfirzung G einftihren: 

__j. (15) ~ . ( o )  d,.uG, 
0 

s~n '~~ f Vo (k V, -~ + 2 ;-re (16) G = G(,'o, %, ,') = 4~,.-1 T , '2 - -  r s,.,-~" d,~ 

1 1 

o _ + (co ~ § oo. cos V 

8. Verschiedene F o r m e n  yon G. Um die zu dem Existenzbeweis 
yon u(0) nSthigen Eigenschaften des Ausdrucks G leichter erkennen zu 
kSnnen, nehmen wir einige Umformungen mit ihm vor. 
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In Bezug auf die Bessel'sche Function Uo(Z) sei vorau~bemerkt, dass 
sie zu singul~iren Punkten nur den Nullpunkt und den unendlich femen 
Punkt hat. Im Nnllpunkt wird sie unstetig in der Form: 

1 
(17) Uo (~) = log ~- + ~mct. cont. 

lm Unendlichen hat sic den G renzwerth: 

Fiir die Derivir~e: 
V 

d ~o (z) 

ergiebt sich dsraus die Unstetigkeit im Nullpunkt: 

1 
(19) U 1 ( z ) =  z ~ funct, cont. 

und der 6~renzwerth im Unendlichen: 

(~0) ~ (z) - -  i ~ e �9 

Der Verlauf des obigen lntegrationswegs (A) aus und nach dora Unend- 

lichen ist so gewithlt, dass der Ausdruek i z - - - - i kVr*+roL-2rrocosa  
ira Unendliehen keinen reellen positiven Theil bekommt, sodass der ganze 

Integrand yon G auf 
(r.+ioo den entfernten Theilen 

des Integrationswegs 
hlnreichend klein wird, 
um tro~z der unendlichen 
Wegl~uge nur e/nen 
endlichen Beitrag zum 
Integral zu liefern. 

P' P*: Im Endliehen hat 
j man als Unstetigkeits- 

- / ~  t ~  punk~e zuniichst die 
"-' " schon.oben in die Figur 

eingezeichneten Punkte 
Pz, ~ u. s. w., in welchen 
das Argumon~ yon Uo, 

~ .  D r 
�9 " ~'d !Wurzel 

;u 2rroCOS~ 
,~-.~.,o~, "~r'ersehwind'et , ausser- 

ri~. ~ , de~ abe~' the PnM,~o: 
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und 

9~o oder c o s  -~ ---- c o s  

% oder cos -~ ~ - -  cos -E 

---- + 

n ganzzahlig. 
_- + + 

In dem Intervall 
Punkten, 

niimlich im Falle % ~ 

der Punkt Q~: a ~  % 

und der Punkt Q~: a ----- Jr- % 

his -'F ~ befnden sich immer zwei yon diesen 

im Falle (Po ~ ~ 

der Punkr QI: a----~--(2~--~o) 

und der P u n ~  Q~: a---~t-(2~--Cpo ). 

Die Punkte Q1 und Q~ liegen in beiden Fiillen symmetrisch zum 
NuUpunkt. 

Man kaun nun den Weg (A) in folgender Weise deformiren~ ohne 
einen Unstetigkeitspnu~t zu iiberschreiten. Man gehe yore Unendlichen 
her li~ngs der Oraden pars real. a ----- ~ bis zur reellen Axe~ daun weiter 
liings der reellen Ax% dabei den Puu~t Q1 durch einen kleinen Bogen 
nach oben umgehend, bis man in die N~the des Punktes Q~ kommt. Hier 
mache man einen kleinen Bogen nach unten, der zu dem Bogen fiber Q1 
vSllig symmetrisch is~, kehre aber an der reellen Axe wieder um und 
umkreise den Punkt Q~ einmal vollst~udig im Sinue des Uhrzeigers~ bis 
man yon neuem auf die reeUe Axe trifft. Dieser gehe man dann entlang 
bis zum Punkt a ~ - ~ - ~  und kehre l~tngs der Geraden pars real�9 a - - - F  
in's Unendliche zurfick. 

Der Integrand yon G wechselt mit a sein Vorzeichen. Es wird 
daher das Integral fiber den Weg yon a ~ - - z  bis a - - - I - ~ ,  wenn man 
die eine vollstiindige Umkreisung yon Q~ ausnimmt, Null und es kann 
demnach der Integrationsweg in die folgenden drei Stficke aufgelSst 
werden: 1) Veto Unendlichen llings der Graden pars real. a ~ z bis 
a ~ ~ x. 2) Umkreisung yon Q~. 3) Von a - - - + - ~  liings der Graden 
pars real a ----- -t- z ins Unendliche. Die Integrale tiber diese Strecken 
wollen wir mit G~, G2, .G s bezeichnen. Man setze zuniichst in G~: 

Z ~ cos  -~-~ z 0 ~ cos  r 

Dann geht G~ fiber in: 

G, ---~ - -  t sin U~176176 iz zoi i-it- (z--zo)' 
2 i ~ r  ,, 7.. 

Das Integral is~ um den Punl~t Q~ herum zu nehmen. Es ist~sboi" 
in Q~ im Falle % < ~: a -~- -F r demnach z ---- zo.. l :h.gegen - i~ 
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Falle r > z ist in Q~: a - -  2 z  ~0 o und demnach z ~ �9 z o. In Bezug 
auf z ist also im ersten Falle um den Punkt  z - - Z o ,  im zweiten um den 

P u n ~  z - - - - ~ o  zu integriren, lm ersten Fall liefert der Theil 1 
'go -3 L Z  

der Klammer im Integranden keinen Beitrag zum Integral, weil er in dem 
yore Integra~ionsweg umschlossenen Gebiet stetig bleibt, im zweiten Fall 

aus demselben Grunde der Theil 1 �9 Was in jedem Fall fibrig bleibt, 
Z o ~ Z 

is~ yon der Form des Cauchy'schen Integrals der Functionentheorie, liisst 
sich nach dem Cauchy'schen Satze ausf(ihren und ergiebt: 

oder: 

1 9~o d G, +_ 7 Vo (k V(,  r,'o o ') 

~ ' 2 ~ r o c o s  '~o), 

wobei .... ein Gebrauch der yon je t z t  an be~7)ehalten werden soll ~ das obere 
Z~iichen for (Po < z~, das untere f'tir 90 > 7r grit. 

Es ist weiter G I und G s zu behandeIn. Man ersetze in G 1 a dutch 
- -  ~ -f- i v ,  dann ha~ man yon v - -  -f- ~ bis v --- 0 zu integriren. Ebenso 
ersetze man in G a a dutch ~r-~-iv, wo dann yon v - - - 0  bis v- - - - - f -co  
zu integriren ist. Man erhiilt leicht: 

agt 

1 ~o (k 2fro iv) cos - G1 - -  Gs - -  ~=~  sin V Uo Vr ~ A: ro ~ + cos 
0 

�9 d v  i v  - i v  
in -~- cos ~ sin V "3t" cos 

Nnnmehr wird der vollst~ndige Ausdruck .yon G, wenn man noch in G~ 
die Differentiation nach ~0 o ausfiihrt: 

(21) G(ro, r r) - -  G~ ~-  G,  -}- G s - -  - ~  2 r  o s in rpo k ~ (kD) .D 

" {< 1 qPo f f  iv 1 1 -t- ~-~ sin ! Uo(k / ) ' )  cos -~ -~ dr .  ~ ~ iv  ~ ' 
sin-~--cos ~ ~ ) (sin~- + cos ~ )  

wobei zur Abktirzung gesetzt ist: 

D = l /r~ -3L ro* - 2rro  cos q~o , D '  = ]/r* -4- roS -l~..2rro cos i v  . 

Beaehtet man, dass der bier auftretende Integrand, wenn man den 
Factor Uo abscheidet, ohne weiteres integrabel ist und fiihrt in Rticksicht 
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auf diesen Umstsnd eine partielle Integration aus, so ~ndet man als 
zweiten Ausdruck ffir G: 

(22) G(ro, %, r)----- T 2ro sin %k U,(kD) 
D 

" " { 
k ro sin % f U,_~(kD') av" ivsin it, q~o -~ 

2-'o sin ~- --  cos -~ 
/-~- --  

sin ~ + cos 

Aus den beiden Ausdriicken (21) und (22) yon G lassen sich unmittelbar 
seine wichtigsten Eigenschaften erkennen. Man bemerkt n~mlich sofort, 
class das in (22) auftretende Integral stets endlich und stetig ist, yon dem 
einzigen Fall abgesehn, dass r = r  o = 0 ist. Das Glied vor dem Integral 
wird unstetig nur in dem Fall, dass D -  0" wird, worunter auch der Fall 
r ----- r o = 0 f~illt. Demnach wird iiberhaupt G nut unstetig im $alle D O, 
wenn also der Parameterpunkt to, % yon der einen oder andern Seite auf 
den Schirm riickt oder analytisch ausgedriickt, wenn 

r o = r ,  ~ o ~ 0  oder 2 

ist. Sehen wir yon dem Falle r o -----r 0 ab, so wird die Unstetigkeit 
durch das erste (}lied allein bestimmt mad erhiilt nach (19) die Form: 

F 2 r o sin ~o �9 F ,  
(23) G = -~- 2ro sin g~o -p~-'--~ r, {_ro, 2rro coscpo 

wobei F stetig und ftir D = 0: 

(24) lira F =  1 

wird. 
Das Verhalten yon G ftir grosses r erkennt man am bequemsten aus 

dem Ausdruek (21). Das erste Glied wird fiir grosses r, und damit 

1 Unter dem Integral ist das Argu- grosses D, nach (20) klein wie D-~" 

meat yon U o stets gr(isser als k(r--~-ro). Man sch|iesst daraus leicht mit 
Htilfe yon (18), dass das ganze Integral filr grosses r klein wird wie 

1 1 
�9 D a r a u s  Vk(r+ro) Sein Beitrag zu G wird also klein, wie rVT~ro 

folgt alles in ahem, dass fiir wachsendes r dcr Ausdruck G klein wird 
1 yon der Ordnung ~ .  

9. E x i s t e n z b e w e i s  der  L S s u n g  der  1. Aufgabe .  u(0) h a t  die 
v o r g e s c h r i e b e n e n  R a n d w e r t h e  u. Mit Htilfe der abgeleiteten Ellen:  
schaften yon G woHen wir nun die Eigenschaften des Ausdrueks: 

r 

0 

Mathematische Annalen. LV. 13 
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studiren, wobei wir die vorgeschriebenen l~andwerthe u und ihre erste 
Der/v/rte nach r iiberall auf dem Schirm - -  fiir alle WerShe yon r - -  als 
end~ich und stetig voraussetzen. 

Zuniichst liisst sich zeigen, dass u ( 0 ) i n  u iibergeht, wenn man den 
Abstand x o - - %  sin % des Parameterpunl~tes yore Schlrm verschwindend 
klein werden 1Ksst. Setzt man niimlich G ~ r o sin (pc H, also: 

co  

o 

so Sieht man, class alle endlichen Theile des Integrals fiir verschwindendes 
to.sin " (pc zu u(0) nichts beibagen k~innen. Auch muss nach dem eben fib 

~abgaleiteten Resultat bei wachsendem r die Griisse H klein werden 

t sodass auch die unendliche Li~nge des Integrationswegs nut  einen wie ~ ,  

endlichen Bei~ag zum Integral liefern kann, der mit dem verschwinden- 
den Fac to r  r o sin % multiplicirt, selbst verschwindet. E s  sind daher nut  
solc.h~ Stiicke des Integrationsintervalles zu beriicksichtigen, in. welchen 
H tins~etig wird. Das geschieht aber nut  in dem Punkr des Schil~ns, an 
welchen der Parameterpunkt heranriickt, aUein ftir r - - - r  o. Ist also e 
eine beliebig kleine Gr(isse~ so kann man setzen: 

ro-f -  s 

Ftir lim r o sin % ~ O: u (0) - -  r o sin ~Vo ~ dr u H. 
r o ~ m  

In derNii~he des Parameterpunl~es hat aber H nach (23) den Ausdruck: 

(26) 2F  
H - -  -4- r'-4- to' -- 2fro cos ~o 

Daher wird in R~icksicht. auf die Stetigkeit von~ u, die Kleinheit yon s 

und die ~leiehung (24): 
TO~- �9 

1 ) / r ~  2dr 
r o  "-~- R 

Dis Ausfahrung des Integrals giebt: 

I [ ro (i-- cos ~o) + 
Ko)  = +  (ro) tg - tg " ~'o sin ~o 

mid daraus folgt f~ir lira % --- 0 oder lira % --- 2~: 

u(o) - -  Kro). 

ro (1--cos~ %) - -  8] 
r osm % 

Hiermit ist das gewflnschb Resultat bewiesen~ dass u(0) auf beiden Seiten 
des Schirmes die Randwerthe u annimmt. 
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10. N a c h t r a g  f i i r  P u n k t e  in  d e r  S c h i r m k a n t e .  Indessen sind 
im vorigen noch die Punlde in unmittelbarer  Nithe der Schlrmkante, die 
sehr kleinen Werthe yon re, auszunehmen, da fiir diese r o und r gleich- 
zeitig sehr klein und daher die kusdriicke (23) und (26) ungiiltig werden. 
Um den Beweis fiir diese Punkte nachzutragen, bezeichne man den vor- 
geschriebenen Randwerth yon u ffir r ~ 0, an der Schirmkante,  mit  uk 
und setze: 

U ~ U k - ~ - $ ' ' I .  

Dabei wird w eine stets endliche Gr~isse sein, well wir die Endlichkeit  
~ u  

yon ~-7 vorausgesetzt haben. Der Ausdruck (25) yon u(0) zerf~illt damit 

in zwei Theile: 

(0) ---- u, ~l. t dr G(ro, %, r) 
f ~  

U' 

0 
und 

o0 

u"(O)------l f drrwG(ro, %,.r). 
0 

Von u'(0) wird sich spiiter zeigen, dass es iiberall auf dem Schirm, aueh 
in der Schirmkante,  den Wer th  u k hat. Es kommt also hier nur  darauf 
an, zu zeigen, dass u ' ( 0 )  in der Schirmkante,  ftir verschwindendes re, 
verschwindet. Setzt man in u"(0) wieder G ----- r o sin ~o H, so folgt wie 
oben, dass es gentigt, diejenigen Theile des Integrationsintervalls in Betraeht 
zu ziehen, we H unstetig wird, das ist die Nachbarschaft  yon r------r o oder, 
worm r o sehr klein ist, die sehr kleinen Werthe  yon r. Es gilt  also; 

@ 

(27) ffir lira r o sin % ~ O: u'(O) ~ 2~ drrw G(ro, %, r), 
0 

wobei ~ eine sehr kleine GrSsse ist. 
Nun ist die Unstetigkeit  yon G fiir sehr kleines r o und r zu unte~r~. 

suchen. Geht man aus yon dem Ausdruck (22) und bezeichnet das .ia 
demselben auf~ret~nde Integral mit J~ so wird: 

j ~ / ~  U 1 (k Vr,+ro,+ 2rr o cosiv) sin iv dv 
Vrt+ ro t+  2 r r  o cosiv 

0 

1 
�9 i v  r 

s in ~ -  - -  cos  - ~  

+ 1 j 
iv % 

sin T + cos 

iv i~, so schreibt sich J :  Setzt man s in~-  

j_~4 f u,(kV(r+ro)'+4r~o~')~d~ 1 + 1 
V(r+~:o)t+4rror l ~ + i c o s ~  ~-- icos  (p~ ? d 

0 

13" 
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0der dutch leichte UmsteUungen: 
@0 

d _ . . . . -  

V~,+ <~o)' ~,+~o~,~ 
o g o  4 r r  o 2 

und daraus folgt: 
@O 

<,,o)~ ~ j , -  ] / : ,+ <, +'.)' :,+ oo~.%' 
o 4~ro 2 

wobei: 

M da~ Maximum des Moduls yon ~/4~o~'  Ul(kV(r+ro)~+4rro~ s) 
im lmtegrationsintervall bedeutet. 

Setz~ man: ~/~---~ 4rro~ ~, so ist M das Maximum des Moduls yon 

v = g~ vl (k V(~ + ;o; + ~). 
Fiir~alle grSsseren endlichen und nach (20) auch ffir alle unendlichen 
Werthe nimmt V miissige endliche Werthe an. Ffir kleine Wer~he yon ,/ 
ist nach (19) nahe: 

V= i V:/ 
k V(r + to)' + n' 

Das Maximum des Moduls dieses Ausdrucks tritt ein ffir ~ - - r  + r o 

und is~ .gleich 1 /~ ]/'~ (r+r~) ; dieses fiir kleine Wer~he yon ~ eintretende 

Maximum w~ichst mi~ abnehmendem r + r o in's Unendliche, w~hrend die 
f~r gr~ssere Werthe yon ~ eventuell ein~retenden Maxima stets endlieh 
bleiben. Fiir tfinreiChend kleines r + r o is~ daher dieses Maximum das 
grSssb, es folgt also: 

. M =  ,1 

~V~(~+ro) 
Setzt man jetzt: 

so folgt': 

j _ .  A 

Mod A < E j v~ ~l /~, d (r + ro)' ~,+eos ,% 
o 4rr  o 

Dieses Intogral ist offenbar steb eine endliche GrSsse, sodass A endlich 
sein muss. 

Ffihrt man nun den Ausdruck (28) fiir das Integral in (22) ein lind 
ersetzt~ zugleich das erste Glied in (22) dutch seinen Ausdruck (23), so folgt: 

A'.  ~ % 1 1 
2r o sm ~o �9 F + - - k -  ro si~ 2 (rro)~ ~ r o  G = Jr- r '  + t o '  - -  ~ r r  o cos % 
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we F u n d  A' endliche GrSssen sind. FEihrt man dies weiter in (27) ein 
und beriicksichtigt, dass man wegen der gleinheit yon e w durch einen 
Mit~elwerth ~ und F nach (24) dutch 1 ersetzen daft, so folgt: 

1 ~0/~ rdr 
u"(O) --- -+- ~ r  o sin 90 , + t o ,  2fro cos~ ~ 

0 

] / 7 + , o  
0 

Von dem zweiten Integral sieht man sofort, dass es stets endlieh ist, weil 
der Integrand nieht einmal fiir r o ~---0 z u r -  1. Ordnung unstetig wird. 

Demuach verschwindet sein Product mit re ~, wenn r o = 0 wird. Das erste 
Integral giebt ausgeftihrt: 

1_ u" (o) - -  + = re sin log  V o' + - cos 
�9 r O 

- -  r e cos q~o ~ ~ o ] .  
~___ r o cos ~o ~ [arc tg To ~ ~o + 

Dieser Ausdruck verschwindet ebenfalls ffir r o = 0. 
Damit is~ abet nachgewiesen, dass auch fib" r o = 0 die Function u(O) 

in den vorgeschriebenen Randwerth u ' (O)---u  k i~ergeht, und zwar gilt dies, 
da wit keinen speciellen Werth yon % vorausgesetzt haben, in wdcher 
Richtung man sich auch der Schirmkante niihern mag. 

11. Sch lus s  des E x i s t e n z b e w e i s e s .  Sehr leicht liisst sieh zeigen, 
d~s  u(0) der Di~erentialgleich~ng (11) gen~gt. Da V(~o, 9o, ") f~r jede,  
Werth yon r als Function yon re, % betraehtet eine LSsung der Dif- 
ferentialgleiehung ist, so muss auch die Superposition unendlich vieler 
solcher L~isungen, aus der nach (25) u(0) entsteht, eine L~sung der Dff- 
ferentialgleichung darstellen, wofern die Summe nur n~bst ihren ersten 
und zweiten Derivirten endlich bleibt. Das ist aber der Fall deshalb, 
weft G(ro, 90, r) nebst allen Derivirten tiberall uusserhalb des Schirmes 
endlich is~ und weft es selbst ~ ~- und wie sich leicht zeigen liiss~, ebenso 
seine Derivirten - -  mit wachsendem r in soleher Weise klein wird, class 
die unendliche L~-nge des Integrationsweges fiir r nicht zu einer Un- 
stetigkeit der Integrale fiihrt. 

Somit ist bewiesen, class der Ausdruck (25) fiir u(O) thats~M/ivh die 
L6sung der gestdlten Randwerthaufgabe fiir den einfachen Rand liefert - -  
yon e/nero Punkte abgesehn: Wit  haben das Verhalten yon u(0) im.Un: 
endlichen noch nicht naehgeprfif~. Dies wird sieh indessen bequem0r 
an einer sp~teren Stelle erledigen lassen. 

12. Der  W e r t h  yon G fiir 9o--" ~. Von ganz besonderer Be- 
deutung fiir das Folgende ist der Werth, den G in der E~bene des Schirms, 
aber in ihrem veto Schirm freien Theft, f'dr 9o = ~ w n n i ~ t .  ~.W~ 
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wollen diesen Worth 
(22) far ~ o - - ~ :  

GO'o, ~ ) - - - - -  

kurz dutch G(ro, r) bezeichnen. Man finder 

,~ ro v cos -V V~' + to' + 2fro cos ~ " 

Ffihrt man eine neue Variable w ein durch: 

a t l S  

sin i w ~ sin 

so folgt: 

iv ~ V~-~. cos i w  - -  Vr '  + to' + erro co. iv 
2 r + r  o ~ r + r  o 

�9 e ( , o ,  v,  Ik(,+,o)oo  
0 

Jetzt erinnere man sich an die Integraldarstellung der Bessel'schen Func-  
tion (13): 

Uo(,,) = f du~-,.oo,,.. 

Es sei N eine  sehr grosse Zahl und man setze: 
R 

0 

In Uo'(Z) daft man unter dem Iutegralzeichen differenziren und finder daher: 

d z  

.R 

- -  ffi=--~/d** oos iu e-"~176 + ~" (~), ~" (") - ~ ~o" (~). 

Dies wo]len wi/ in (29) elnt~thren, r folgt: 

(~o) 
2 

" ~ COS iq~ ~ - - - i k ( r + r e ) e o s i w e o s i u  
7f 

Wit wollen zun~chst nachweisen, dass alas zweite Integral 
drucks ~ r  wac~sendes R verschwindek 

kUS: 
00 

UO" (~ ) ~/d~ e -~:c~ 

folg~ durch par~ielle !ntegra~ion: 

dieses Aus-  
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Uo,,(.)=i_ ~-,.oo.,. ~ I'd.co,., ,.oo.,~- 

= ~ - . . o . , R  i f ~ e o . ~ _ . e _ , . o o . , "  
z s i n i R  z , J  sin ~iu 

R 

Hier daft man offenbar unt:er dem In~egralzeichen differenziren und find~ 

d i c o s i R  e _ i , c o s l  R 
~ " ( s )  = ~ U o " ( z )  = - -- ~ ~ 

1 Cdu cos 2iu 
z J sin ~ iu 

R 

i fdueosiu e-iseo.iu 

e - i : c o s i u .  

Fttr wachsendes R wird tg iR---  1 und die beiden Integrale verschwinden 
wegen des immer raseher oseillirenden Factors e -;,~176 Daher wird ftir 
sehr grosses /~: 

i e._isoo.iR ~"(~) - - 7  
Damit folgr 

fdw ~ " { k ( r + r o ) c o s i w }  = ,~ i f_cdw 
0 

e--ik(r+ro) oo.iw oo.~R. 

Aueh hier oseinirt der Exponentialfactor immer raseher, je mehr/~ wiichst. 
Das Integral versehwindet also fiir waehsendes // und es bleibt somit in 
(30) nar das erste Integral ttbrig: 

R 

0 0 

Um die Integrationsordnung unbedenklieh bell~ verCauschen zu kSnnen, 
wollen wit setzen: 

R R 

= ' U COS i~$ F --ik(r+r~176176176162176 

0 0 

und ers~ nach der Integration /~ in's Unendliche wachsen lassen. 
Wir ftihren neue Variabe]n ein dureh die Gleichungen; 

sin i ( ~ - ) - - - i 0  cos ~, sin i (u__~) ~ i0 sin ~. 

Es folgt dureh leichte Reehnungen: 

cos iwcos i u - - e ~ +  1, 

Ou 
~Q 

Ow 

cos iu~-  V 1 -3 t- o ~ -[- r sin~ ~p cos~ ~p -Jr- Q~ sin~p c~aO, 

0u 

Ow 
20 

Vz-r e' + r sin'q, cos'q, 
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und damif~: 

K. ~CHWARZSCH1LD. 

G(,o, ~) 
_~_ 8ki~ ]//ro odod~l,e-i~'("+"o)(r ~) 1 + o j sin V cos ~ ~.  

V~ + ~' + Q' Bin' ~ cos ~ V / 

a~ 
2 

g 

6' 

Fig. 5. 

Zwischen wolchen Orenzen ist dieses Integral  zu nehmen? In der u ,  w- 

:Ebene i s t  das Oebiet dutch die Geraden u ~--- O, :w ~ O~ u ~ / ~ ,  w ~ R 

be~enzt. 
.Die. Abbildung 

a) far u = 0 :  

b) ,, w = O: 

in die O-lp-Ebeno ergiebt: 

sin y -~-- iO cos ~, ~ . - - -  io  sin ~ d. h. ~' ~'-" - -  4 " 

�9 i u  zr 
s m T - ~ - i o c o s V - - - + i ~ s m 1 1 ,  d . h .  ~ - - - + u  

sin i ~  
2 

c) ,, u',-- B: t g r  R + w '  
sin i ~  

2 

Worm also w yon 

nauh O, zugleich 

e * - -  ~::1 + : e o s i R  cos iw. 

0 bis R geht, so lgufr tg ~ yon 

i R  1 q yon V~ sin bis ~ sin iB ,  7- T 

1" n ~ h  0, ~ yon + u  

d) ~ r  w ~  i~: t g ,  - -  
sini u-- .R 

2 

~ini u + R '  
0 ~ - -  1 + cos iR  cosiu.  



Beugung und Polarisation des Lichts. 201 

his  1 0 v o n V S s i n i R  Wenn u yon 0 bis R geht, so geht ~b yon 4 ' -~- s 

l 
bis -~ sin i ~ .  

Das IntegrationsgebieL ftir r, q~ wird demnaeh ein zur Axe ~0 = 0 
symmetrisches u rail den beiden geraden Seiten OA, OB und den 
beiden krummlinigen A C, BC. Aus der Symmetrie des Gebietes zur 
,-Axe fo l# ,  dass der zweite Theil der Klammer in (31), weleher den 
Factor sin ~V enth~lt, keinen Beitrag zum Integral liefert. Im ersten Theil 
l~issL sich die Integration nach O ausffihren: 

+-~ 

u r + r o $ [l--e--it(r+r~ 
lg 
4 

wobei nun noch ftir O die auf den Curven AC~ BC gttltigen Werthe ein- 
zusetzen sin& 

Auf AC, fiir u---~ R hat man: 

iQ cos ~p -'-- sin i R + w 2 ' i O s i n o - - s i n i  R w - -  '~  

Durch Elimination yon w aus diesen Gleiehungen finder man leieht: 

Q2 _ _  i s sin* iR  
1 + sin 2 ~ cos i R 

and ganz ~hnlich finder man auf CB, ffir w ~ R 

i t sin I iR 
02 -~- 1 - -  s in2#  cos iR  

damit wird: yt 
+-s u 

f d ; d  ik(r+r~ 
~e--ik(r+r~ ~ ~ 2 t~e  x+"ia2~vc~ 

t #  
0 

4 

Man sieht diesem Integral an, dass es in Folge der 0seilla~ion des Ex- 
ponentialfactors bei wachsendem R versehwindet, und es bleibt somi~ al~ 
einfacher Ausdruck yon G(ro, r) der erste Theft yon (82) abrig: 

V ~  e--th(r+r') 
(33) G ( r o ,  r )  ---  2 + �9 

13. A n a l o g e s  ftir die 2. R a n d w e r t h a u f g a b e .  Die bish4x~eh 
Betrachtungen dieses Paragraphen haben sich durchaus auf d i o , : e ~ : ~  

�9 , ~ "  t i . J " 

beiden emgangs erwiihnten Randwerthauf, gaber~ f'zir don gradea : .~ i t~Se-  
schr~nkt, bei welcher die Oberfliichenwerthe yon u selbst g e g e ~ ~ r ,  ea. 
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Es sind jetzt noeh analoge Ueberlegungen anzustellen fiir die zweite Rand- 
~u werthaufgab% bet welcher die Normalderivirte ~ auf dem "Schirm vor- 

geschriebene Wer~he annehmen sell. 
AIs Green'sche Function ffir diese zweite Aufgabe trit~ wieder ein 

aus Herrn Sommeffeld's U-Function sofor~ herzustellender Ausdruek ein, 
ngmlich: 

(34) g'(~o, ~o, r, ~) = U("o, q'o, ", ~) + U("o, q~o, " , - - '~) .  
Es geniig~ g' ebenso der Differentialgleichung (11) trod ~vird ebenso im 
Parameterpunk~e ro, ~o unstetig wie g. Nut wird g' auf dem Schirm 
nicht Null~ dafiir sieht man aber sofo~ dass auf beiden Seiten des Sehirms 

(flir ~ ~ 0 und 2~) die Normalderivirte ~-g~g'(~Q-rz ~g'~/ verschwindet. 

Fiir die gesuehte Function u liefert daher der Green'sehe Satz: 

2~u(O) --~ ~ y d w g '  
~u 
~-~. 

Trennt man die beiden Schirmseiten S=(r und Sb(~---2~) yon 
einander, so wird: 

00 oo} 
= -  

y b 

Spiiterhin kommt allein der Fall in Betracht~ dass: 

~0 

(~5) ~ , ( o )  ~ ~ .  G, 
0 

wobei nach (12) und (34): 

(36) G~= --g('~=o) + g~=,~) 

--slfUo(lC )/r o' -J-r'-- 2rrocosa ) s i n ;  de Lcos ~ +C08~-- COS; 
ist, das Integral tiber den oben beschriebenen Weg A genommen. 

Es w~e nun im Grunde diesolbe Untersuchung der Eigenschaf~en 
yon G' und daran ansch]iessend der Existenzbeweis ftir die Liisung u(0) 
der zweiten Randwer~haufgabe zu fiihren, wie sie oben ftir G und die erste 
Randwer~haufgabe durchgeffihr~ worden sind. Es mSgen uns diese Be- 
traehtungen~ deren Ergebniss ja vorauszusehen ~st, wegen ihrer nahen 
Analogie zu den .fr.i~lheren Ableitungen erspart bleiben und es seien nut 
zwei Resulta~e fiir G' hervorgehoben: 

ist. Dann wird: 
.#b 
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Eine Deformation des Integrationswegs A, wie in Nr. 8, ergiebt fiir 
G' die Form: 

(37) G' - _+_+ 2 Vo (k Y~' + ~ o "  ergo eo~ ~o) 

f U o (  ~ ~ ---~l,j k]/-~+ro,+ 2rrocosiv)cos_2 d v iv + iv " 

Ferner finder man sofort aus (16) und (36): 

1 0G' G =  
r 0% 

und daraus folg@ ftir Cpo----~ naeh (33) der spi~terhin wichtige einfaehe 
Ausdruek: 

1 ~G' ~ 2 1 / ' - ~  e - t k ( r+ro)  

yr. (38) FUr 90--- ~: ro ~--S r +to 

w 

Das Niiherungsverfahren flir die Beugung durch einen Spalt. 

14. Pr~e i s i rung  der Aufgabe.*) Nach diesen Vorberei~ungen 
gehen wir an unsre eigen~liche Aufgabe, die Behandlung der Beugung des 

# 2', 

/ /  

L 

- X  

Fig .  6. 

Lichts durch einen Spalk Wir besehr~nken uns, wie erw~hnt, yon vor~, 
herein auf clen Fall, dass eine plane Welle aus dem Unendiichen sen~- 

*) Vgl. Poincard., Aeta mathematica Bd. XVI, pag. 302ff. 
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reeht zur Spaltebene einfgllt. Eine Normale der Wellenebene, welche 
dureh die YIi~e des Spalts geht, nehmen wir zar x-Axe; wir wolhn die- 
selbe zur Fixirung der Vorstelhngen horizontal de nken, und es schreite 
die Welle yon positivem zu negativem x fort. Der ganze (ver~ikal zu 
denkende) Sehirm S zerfiillt in eine rechte HKffte / /  (y > 0) und eine linke 
"L(y<0). Als z-Axe nehmen wir die Mittellinie des Spaltes. Die Spalt- 
breite sei d. 

Die Componenten der eleetrisehen Sehwingung X,  Y, Z geniiger~ nach 
Maxwell den Ghiehungen: 

~'X ~' Y a2A~ ~ Z  a~A~Z 
OP --a~A~X'  Or" --- Y~ ~t ~ 

verbtmden mit der Bedingung: 

~x ~Y ~Z 

und genau denselben Gleichungen gen~igen die Componen~en des mag- 
netisehen Vectors L, M, _N. Solange es sich um rein periodische gor- 
giiage ~der Periode v haadelt, kann man setzen: 

(39) 
2rtit [ 21tit 

Z---pars  real. [e " �9 , 

we �9 die Schwingtmgsperiode ist und ~, ~, ~ kurz als die Componenten der 
complexen Amplitude der electrrischen Schwingung bezeiclmet werden sollen, 
und erhglt dann unter Einftlhrtmg der Wellenlgnge ~--  av und der Hfilfsgrtisse 

(40)  k = 
;t 

die 01eichungen: 

(41) ' 

0~ On 0~ 

Ein identisches System 6ndet sich ftir die Componenten Z, ~t, v der 
complexen Amph~ude der magnetischen Schwingung. 

Die ,,Intensitgt" der eleetrischen Schwingung in jedem Punlde wird 
gegeben durch (Mod. ~)' -4- (hIod. ~)~ q- (Meal. ~)~, die der magnetisehen 
durch (Mod. ~.)~ + (MOO. g)' + (Mod. v) ~. 

Nun sind verschiedene Fiille zu un~erscheiden je nach der Ar~ der 
Polarisation der elnfallenden Welle. Sei dieselbe erstens horizontal polari- 
sir~. Darm finder bekann~lich die electrische Schwingung verfikal sta~. 
Es ist also ~---*1 = 0. Da ferner eine Abhi~ngigkeit. de r Schwingung 
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yon der z-Coordinate nicht bestehen k~nn, so folg~ ~ - -  0, sodass die 

Oleichung (42) yon selbst erfiillt wird. Es bleibt allein die letzte Glei- 
chung (41) 

Die Randbedingung am Schirm besteht, wie schon oben erwi~hnt, darin, 
dass die electrische Schwingung senkrecht auf dem Schirm stehen muss. 
Die in der Schirmebene liegenden Componenten ~/, ~ mitssen also ver- 
schwinden. Da dies fiir y yon selbst geschieht, so bleibt als Rand- 
bedingung auf dem Schirm: 

(S) ~ --- 0. 

Sei zweitens die einfallende Welle vertikal polarisirt. Dann schwingt der 
electrische Vector horizontal und der magnetische Vector steht vertikal. 
Es wird also X ~ t  ~---0 and es bleibt wieder allein: 

(A') ~ ,  + ~ + k ~  = o. 

Was die Randbedingungen in diesem Falle angeht, so hiingen belranntlich 
nach den Maxwell'schen Gleichungen die zeitlichen Aenderungen der 
electrischen Componenten yon den r~umlichen Derivirten der magnetischen 
Componenten ab und als Bedingung, dass die in die Schirmebene fallen- 
den electrischen Componenten dauernd verschwinden, ergiebt sich aus den 
Maxwell'schen Gleichungen: 

~v 
(S') O x  

Die Lichtintensitiit in jedem Punkte des Raumes wird gegeben fiir hori- 
zontal polarisirtes Licht durch: 

(43) J = (Mod. ~)~, 

und ffir vertikal polarisirtes dutch: 

(44) j =  (Mod. ~)~. 
Es sind jetzt ~och die Bedingungen im Unendlichen hinzuzuffigen. 
Hat etwa ~ in grosser Ent~rnung veto Schirm, fiir grosses x die Form: 

~ (a -~ - i~e  ik~ a, ~ Constante, 

so folgt aus (39): 

+ + 

Das ist die allgemeine Form einer ebenen yon posi~ivem naeh negati~rem~x 
laufenden Welle. W~re hingegen: ~ ----- (a ~-i~)e-~k~ so wiirde man ffir:~. 
eine in umgekehrter Richtung laufende Welle erhalten. 
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Die physikalische Aufgabe verlangt, dass nur eine einzige aus dem 
Unendlichen einfallende Welle existirt, welche yon positivem x herkommt, 
w~hrend im iibrigen nut in's Unendliche auslaufende Wellen auftreten 
diiffen, die yore Schirm dutch Reflexion oder Beugung ihren Ursprung 
nehmen. Als Grenzbedingung im Unendlichen ergiebt sich dahar: 

(45) ~ - -  (~ + fl i)e ikx .~  auslaufende We]_len. 

Nun wiire im Orunde eine Untersuchung einzuschalten, woran man ana- 
hflisch auslaufende Wellen im Gegensatz zu einlaufenden erkennt. Doch 
diirfen wit uns dies hier ersparen, weft bei den Formen, die uns spiiter 
begegnen, die Entscheidung ohne weiteres zu f~illen sein wird. 

Durch geeignete Wahl des Anfangsp,n~tes der Zeitrechnung kann 
man 16-----0 machen. Setzt man ausserdem die Intensit~it der ei~falleaden 
Welle gleich 1, so wird: 

(C) Im Unendlichen: ~ - - d  k~ -[- auslaufendo Wellen. 

Genau ebenso hat man im Falle vertikal polarisir~en Lichtes zu verlangen: 

(C'): Im Unendlichen: ~ ~---e ik~r -~- auslaufende Wellen. 

SchliessHch wollen wit noch den Fall in Betracht ziehn, dass die 
elnfallende Welle aus gewiihnlichem unpolarisirtem Licht besteht. Dann 
liisst sich die Welle in eine horizontal und eine vertikal polarisirte 
Componente ~ und ~ zerlegen, deren-jede nach den eben aufgestellten 
Gleichungen zu veffolgen ist. Die LichtintensitRt in jedem Punkte wird 
gegeben dutch: 

(46) J - -  (Mod. ~)~ + (Mod. v)~. 

Der Polarisationszustand des gebeugten Lichts h~ugt ab yon dem Ver- 
h~ltniss: 
(47) Mod.__~. 

Mod. ~, 

Ist dasselbe gleich I, so ist das Licht unpolarisirt. Ist e~ grSsser als I, 
so ist das Licht horizontal, ist es kleiner als i., so ist das Licht ve1r 
polar is , .  

15. Das Ni iherungsver fahren  fiir den Fa l l  der hor izonta l  
po la r i s i r t en  e infal lenden Welle. Wir betracl~ten vorl~ufig nur den 
Fall einer horizontal polarisirten einfallenden Welle, suchen also eine 
L(isung der Glelchungen (A), (B), (C).. Man setze: 

( 4 s )  = u .  
\ 

Dann erh~It man fiir u wiederum die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  (A) 
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Die R a n d b e d i n g u n g  (B) auf dem Schirm geht  fiber in: 

d 
(49) Ffir x~---0, lYI>-~:  u - - -1  

und die Bed ingung  (C) verwande l t  sieh in die einfaehere,  dass u 
im Unend l ichen  nur  aus aus laufenden Wel len  bestehen sell. 
Man bemerkt die Verwandtschaft dieser Randwerthaufgabe mit der im 
vorigen Paragraphen ffir den einfachen Rand gelSsten ersten Aufgabe. 

Um das gegenwiirtige Problem auf Grund jenes frfiheren zu 18sen, 
sehlagen wit folgendes :N~iherungsverfahren ein, dessen Darsbellung bier 
ein klein wenig gegen die Uebersicht in w 2 aus formalen Gr~inden ab- 
gegnder~ erseheint. 

Beistehende Figur stelle einen Horizontalschnitt durch den Schirm dar. 
Wit fiihren in der x-y Ebene far denselben Punkt 0 zwei Systeme yon 

§ 

-y 

0 

r 

.R 
.I +// 

Fig .  7. 

t Polarcoordinaten re, (Pound re' , (Po ein, welche yon den beiden Kanten 
KR und KL des Spaltes aus in der durch die Figur erliiuterten Weise zu 
z~ihlen sin& Die Punl~e auf den beiden Schirmhiilften legen wit fes~ 
durch ihre Distanzen r (auf 2) und r" (auf L) yon den respectivan 
Schirmkanten. 

Ntm l~isst sich zun~ichst eine Function u t bestimmen, welch~ ~ :  
Function des Or~es des Punktes 0 betrachtet tier Wellengleiehung 
geniig~ und welche auf der einen Schirmh~lfte R den g e w i i n s c h t e n - W ~  ~. 
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hat. Dieselbe 
druck (25): 

wird niimlich nach Nr. 9ft. geliefert 

CO 

0 

durch den Aus- 

Ganz ebenso wird eine Function vl, welche auf der Schirmh~lfte L den 
Wer~h 1 annimmt, geliefert dutch: 

OO 

= ,-' G( o, 
0 

Die Summe u 1 -~-~l wiirde die L~sung des Problems darstellen, wenn u 1 
auf der li~ken and v 1 auf der rechten Schirmhilfte verschwinde. Es ist 
physikalisch ziemlich evident, dass u~ und v i Lichtbewegungen darstellen, 
die sich wesentlich senkrech~ zur Sehirmfliiche yon ihrer respectiven 
Schirmh~-lf~e aus fortpflauzen und nur wenig in seitlicher Richtung nach 
der andern Schirmh~ilf~e hinfibersi:rahlen. In dot That ergiebt sich sparer 
der Ausdruck ui-  ~- v 1 als eine gute N~herung fiir den Fall, dass die 
Spaltbreite d gross ist im Vergleich zur Wellenl~nge." Geht man aber 
auf eine sbenge L~sung aus, so muss man dies Hiniiberstrahlen anf die 
andern Schirmh~lften bertieksichtigen mid kann folgendermassen fortfahren. 

Auf der linken Schirmhilfte nimmt u i den Werth an: 
OO 

0 

Wit wollen diesen ,,hinilbergewoffenen" Werth durch einen Querstrich 
kennzeichnen, fttr G(ro, ~, r) den Ausdruck (33) einftihren and r o dutch den 
Werth, den es nach der Figur ffir ~ o - - ~  annimmt, ns r ' -~-d 
erset;zen. D~nn folgt fiir den auf die ]inke Schirmhiilfte hiniibergeworfenen 
Werth yon u: 

0 

and ebenso folgt .fiir den auf die rechte Sohirmhilfte hintibergeworfenen 
Wer~h yon vi: 

'f V r '  r-~7 d e -~k(r +r,+~) 

0 

Die Randwerthe yon u 1 ~t_ v, sind also anf den beiden Schirmhiilften, 
start 1 zu werden, gleich 1 Jr-vl resp. 1 Jr-Ur. Man suche nun die 
Randwerthe 1 se!bst herzustelle~, indem man die neuen Functionen bildet: 
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0 

~ (o) = / ~ ( ~ o ,  %,  ~)u,  (~). 
0 

Die erste Function hat auf /~ die Werthe - - v l ,  die zweite auf L die 
W e r t h e - - u i .  Die Summe u l + v l + u , + v  2 hiitte also auf beiden Schirmen 
den Randwerth 1, wenn u~ auf L mid v, auf /~ verschwiinde. In Wirk- 
lichkeit geht u 2 auf L tiber in: 

~, (r') - -  - -  - i f  dr ~ / r ~  de-'k(~+~'+~' 
= r + r  ~ ( r )  

0 

mid vj geht a u f / /  fiber in: 
~O 

'f l/ - - -  r" r+ d e -;k(r+r'+d) 
~ (r) - -  ~ ~ ~ + , :  + a 

0 
u-1 (r 

Diese Reste k~nn man in iihnlicher Weise zu beseitigen suchen, (es wird dies 
nicht welter zu verfolgen niithig sein), und durch stiiadige Wiederholuag 
derselben Operationen des Herfiberwerfens und der L~isung der Randwer~h- 
aafgaben ftir die einzelnen Schirmhiilften kommt man zu der folgenden - -  
ztmiichst hypothetischen - -  L6sung unseres Problems: 

00  

(51) . ( o )  = ~  [?~n(O) + Vn(O)], 

wobei die u. mid Vn aus den Recurrenzen gefmiden werden: 

(o2) 
u , , + ~ ( O )  - -  - -  - -  

v , , + ~ ( O )  - -  - - - -  

0 
00  

/ ~ (~o, 9~  r  u.(~) ,  
0 

! 

welche flir 9 o -  ~, resp. 90---- z fibergebn in: 

I �9 u~+l(r)  = - - -  

; .+l (~)  - -  

l f ~ ~  d~(r'~r''t'~r 
= r+r '+a 

0 
oO 

l i d  ]//rr" +r" d e -ik(r+r'+d) 
r+r '+d 

0 
Mathematitche Annalen. LV. lg  
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Man kann die Darstellung etwas vereinfachen, indem man die Integrale 
(52) in (51) einsetzt und beachtet, dass ftir r---r', wie schon aus der 
Symmetrie der beiden Schirmhiilften folgt, ~ ( r  ~) ~(r)  wird. Es finder 
sich dann unter leichter Abiialderung der Bezeichnung: 

(54) 

wobei: 

at) 

0 

(55) 
1 

- - -  u . ( r ) ,  

0 

(St/) ~l(r)--- + 1. 

Man kann bier ~(r) als eine Art Oberfl~henbelegung des Schirms 
auffassen~ aus der nach (54) das WeUenpotential u(0) im Raume abzuleiten 
ist. Das knniihenmgsveffahren beschriinkt sich auf die Herstellung der 
Oberflgchenbelegung. Dem entsprechend liisst sich die Aufgabe, die uns 
noch bevorsteht, in zwei Thefle zer]egen. Wir weisen zuniichst nach, 
dass man yon dem hnfangswer~h (57) ausgehend dutch die Recurrenzen 
(56) eine convergente Reihe (55) ffir die Obertiiichenbelegung erhiilt, und 
zeigen Spiitar, dass das aus dieser 0berfliichenbelegung hervorgehende 
rilumliche WeUenpotential u(0) allen unsern Forderungen Gentige leistet. 

16. Hiilfssatz zum Convergenzbeweis. Die Grundlage f'dr den 
Convergenzbeweis des gegenwiirtigen und eines iihnlichen spiiter anzu- 
wendenden Niiherungsverfahrens bildet der folgende Satz. Seien: 

(58) ~o---1, ~l----y,(xl, x~) , y , - -~ , (x~,~s) . . .y~--y , (~ , ,x ,+l ) . . .  

eine Reihe verschiedener Functionen je zweier Variabeln. Jede dieser 
Fauctionen (abgesehen yon Yo) babe die Eigenschaft, ftir positive Argu- 
mente stets positiv zu sein und mit dem Wachsen eines Argumentes in's 
Unendliche stiindig bis auf Null abzunehmen, und dieselbe Eigenschaft 
komme auch der negativ genommenen Derivirten jeder Function nach dem 

Oy, ~ mi. Ein Beispiel ftir derartige Functionen zweiten Argument (. 

1 
wiire y, --- x~+~+l  Man bilde der Reihe nach die fiber alle positiven 

ganzzahligen Werthe der Argumente zu nehmenden Summen: 
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(~9) 

~1 (xl) = 1, 
Oo 

x l ~ O  

~(x~) = ~ ( -  1)~ y, (x,, ~)~,(~,), 
~a.~---O 

X~.~ ~ 0  

Setzt man: 

(60) 

so kann man auch schreiben: 
O0 aO 

N... N 
x t ~ O  z~---O x n ~ O  

(-- 1T" y.Cx., x.§ z.(~.). 

Yo" Y l "  Y2 " "" Y .  - ~  r (xl, x ~ ,  . . . x . ,  x . + t )  , 

(--1)x,+~++x. ~.+I(Xl,X~,...X.,X.&I). 

Fiir diese n-fache Summe X.+I gelten die Ungleichheiten: 

(62) 0 < ~n+, (xn+l)< ~.+t(0, 0 , . . .  0, x,+,), 

~n~-I . . �9 (63) o < -  ~'+~(~-+~) < �9 (o,o, o,x.  ~) 
~x+t  ~x.+t + 

oder in Worten: ,,Die Summe ist positiv und kleiner als ihr Anfangsg~ied. 
Ihr l~fferentialquotient nach x.+ 1 (der einzigen Variabdn, yon der sie ab- 
hiingt) ist negativ und dem absol~ten Betrage nach kleiner, als der Dif- 
ferentialquotient ihres Anfangsg~iedes nach x.  + 1." 

~Es ist tibrigens bier und im Folgenden s.tets der Fall der Gleichheit 
in dem der Ungleichheit als mSglich mi~ eiabegritfen zu denken. Auch 
soll durch die Forderung, dass eine Ftmction stiindig abnehme, ihre 
streckenweise Constanz nicht ausgeschlossen werden. 

Beweis:  Fiirn-----0 hat man ~t ~ 1, ~ 1 -  Yo--1 ,  sodass die Un- 
gleichungen (62) und (63) fiir n - - - 0  (z. T. als Gleichheiten) erfitllt sin& 
Wit wollen annehmen, dass sie fiir irgend eine Zahl n -  1 gelten, dass 
also die Ungleichungen: 

(64) 0 < ~(x.)  < 9o.(0, 0 , . . .  O, ~.), 

~z,(x) ~%(o, o,... o, %) 
(65) 0 < - -  ~x < - -  ~x 

n 

bewiesen seien und durch den Schluss yon n -  1 auf n ihre Oiiltigkeit 
jedes n nachweisen. 

14" 



212 K. Sc~w,-~scm~. 

Die ersten HKlften der beiden Ungleichungen (64) und (65) besagen, 
dass ~ eine stets positive und mit wachsendem x~ stindig abnehmende 
Function ist. Dieselbe Eigenschaf~ haben wit fiir y~(x~, x~+l) eingangs 
vo~usgeset~,t, datier hat ~uch das Product Z~(xJ y~(x~, x,+l) diese Eige~- 
schaf~. Zudem muss es fib unendliches x~ verschwinden, weft dies fib y~ 
vorausgesetzt ist. Die Summe: 

i) y~(~, x~+l) z~(xj ~.+~(xn+~) = ~ (-- ~ 

is~ demnach aus lauter Gliedern yon abwechselndem Vorzeichen und all- 
miihlich bis auf Null abnehmendem absoluten Betrage zusammengesetzt, 
das Anfangsglied ist positiv, and yon einer solchen Summe ist Mar, dass 
sie stets positiv mid kleiner, als ihr erstes (]lied ist, also: 

0 < ~+1 (x,+l) < y~(0, x.+l) ~(0)  

oder in Rficksicht auf (64): 

o < z~+l(~.+l) < y~(o, x~+l) ~(o ,  o , . . .  o) 
oder nach der Det3nitionsgleichung (60) der ~ :  

o < z,+~(x.+~) < ~+l(o, o , . . .  o, x,+~), 
das is~ die Ungleichung (62). 

Man finder ferner dutch Differentiation der letzten Gleichung (59) 

~Y" (x~, x~+l) 1 . [- 
~+i ~=o 

nach x~+l: 

Dem bier in eckige glammern elngefassten Ausdruck kommen nach ~64), 
(65) und den obigen Voraussetzungen fiber den Differentialquotienten yon 
y~ nach X.+I, dieselben Eigenschaften zu, wie vorhin dem Product Z~ "Yn 
mid es folgt daher, wie oben: 

und naeh (64): 

az,,+l (~+l) o < - -  a~+~ < - -  ~ (o ,o , . . . o )  a,. (O,x~+D 
a%+1 

oder in Riicksicht auf (.60): 

0 < - -  +l < (0, 0 , .  �9 0, x~+l). 
~%+i a~+l  

Das ist abet die Ungleichung (63) und damit ist der Hiilfssatz bewiesen. 
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Es ist leieht zu sehen, dass fiir das Best~hn der Ungleiehheiten (62) 
und (63) bei einer Summe der Form (61) die Productform (60) yon r 
nicht wesenthch ist, sondern dass der Satz auch noch ftir sehr viel all- 
gemeinere Functionen (p yon beliebig vielen hrgumenten bestehn bleibt~ 
die sich mit dem Wachsen der Argumente nut in gewisser Weise asymp- 
totisch der Null niihern mtissen. Indessen passt sich der bier behandelte 
Specialfall am besten den folgenden Anwendungen an. 

17. Convergenzbeweis .  Wir kehren zu dem dutch die Gleichungen 
(54)--(57) dargestellten :N~herungsverfahren zurttck und wollen gestfitz~ 
auf den eben abgeleiteten Htilfssatz seine Convergenz beweisen. 

Einige Glieder der Entwicklung yon ~ (r) lauten explicit hingeschrieben, 
wenn man zum Auseinanderhalten der verschiedenen aufeinanderfolgenden 
Inte~ationen die Variabeln r und r', soweit es niithig, mit geeigneten 
Indices versieht: 

1 ~  V ~ - ~ d  e-"(r+rl+a') 
u~(~) ~ r, 

0 

0 0 

e--ik(r +ra +d+r2+rx +d) 

( r+  r, + d) (r, + r, + d) ' 

(- 
OO 00 r 

e ~ k a ) ' e - ' k ~ . / / . . . y d r . d r . _ x . .  
0 0 0 

V rilt-d r n + d  
�9 . dr,  ~ r,,-1 

r2.3r d e-ik[2rn + 2rn-1 +''' +2r2+r~] 

r 1 (r+rn+d) (rn+r,~_l+d) . . . (r~+rl+d ) 

Setzt man: 

(66) 

und ~ r  i > 2: 

(67) 

mid ferner: 

1 1 
y~ ( r .  r2) -~ VT( ~, + ~, + a 

_ + d  

r i r~+r i+l+ d'  

(68) 

1 V r -Jr- d r.  + d 1 1 1 
*'2 rn r l + r , + d  r ~ + r a + d  r n + r + d ~  

.~o. wird: 
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a o  ~ o o  

o o o 

�9 . d r ,  e -~[=r~+2rn-i+'''+~r=+r'l �9 ~ p . + , ( r , , r ~ , . . . r . , r ) .  

In diesem n-fachen Integral liisst sich der Integra{ionsweg jeder Variabeln 
derar~ig in Intervalle zerlegen, dass der Exponentialfactor im Integranden 
yon Intervall zu Intervall seine gorzeichen wechselt. Die Zerlegung liisst 
slob folgendermassen zum husdruck bringen. Man seize: 

oder in  Riicksich~ auf die Relation k--2--~" ~,- 

(70) r,--.pl+-~x,, r ,  = p ,  + T x , . ,  �9 �9 �9 r . - - - p .  + u x . .  

Man erh~lt; (]ann die einzelnen Inberval]e, indem man Pl zwischen 0 und 

die fibrigen p zwischen 0 und u variiren liisst und jedes x der Reihe nach 

auf allen m~Sgliehen posi~iven g~nzzatfl.igen We~hen fes~hgl~. Ff i l~  man 
diese Zerlegung des Integrals (69) aus und se~z~ dabei ffir die Variabeln 
in den ein~.elnen In~ervaUen die Wer~he (70) ein, so folgr 

(71) ~.+1 (~) = ( - - - -  

wobei: 

(72) 

4 4 2 

vel.,"7~ 1 o*'-- ik  [2pn + $Pn -- 1 + ' "  " + 2p= + p , ]  & @ ~+i, 

~ = 0  x..a = 0 z n = O  

"r ~-k-gxl, p~q-Tx~,...Nq-Tx., 

i~, die Summationen fiber alle ganzzahligen Wer~he der x erstreckt. 
Aus (71) ergieb~ sich nach dem Satz, dass die Summe der Moduln 

complexer Griissen gr~isser is~, als der Modul der Summe: 

4 4 2 

o o o 

Fiir Mod. iEn+l l~iss~ sich aber leich~ eine (~renze linden. Fithrt man die 
Wer~he (70) in die Ausdrticke (66) und (67) ein, so wird y, eine Function 
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yon x~ und x~'+i (far r hag man x,+ 1 zu setzen), welehe stets positiv ist 
und mit dem Wachsen eines Argumentes in's Unendliche auf Null ab- 

0Y~ Das sind abet die Eigenschaf~en~ nimmt, und dasselbe gilt ffir - -0x i+  1 

welche wit fiir die y~ der vorigen Nummer vorausgesetzt hatten. Die 
GrSssen r und Z gegenw~irtiger Nummer setzen sich aus den y~ in gleicher 
Weise zusammen, wie die ebenso bezeiehneten der vorigen Nummer. Dem- 
nach gilg ftir die Summe (72) der obige Satz, dass sie positiv und kleiner 
ist als ihr erstes Glied: 

(74) 0 < ~, +1 < ~, +, (P,, P~, ' ' "P., r) 
und zugleich folgt fiir ihren Differentialquotienten: 

0 ~n+ .. ~z.+~ < ~ (Pl,P,," p. ,r)  (75) 0 <  o~ ~r " 

Da ~+i eine reelle mad hiernach auch eine positive OrSsse ist, so wird 
Mod. Z . + ~ -  ;G+~. Ffihr~ man den Werth yon 9 ~ aus (68) in (74) trod 
die entstehende Grenze ftir Mod. % in (73) ein, so erhiflt man: 

4 4 2 

f f .fi (76) Mod. ~,+~(r) < �9 p,,dp,,_~.., dpx 
0 o 0 

Mit 
vollendet. 

2 

"g p- & & r+p.+d " p ~ + & + a '  

einer Absch~i~zung dieses Integrals ist der Converge~beweis 
Man k~nn ztm~chs~ nach Pl integri~en: 

2 ~ ~ 
_ _  are tg (p, Jr d) 

und daraus folgt: 
1 

o Y ~  p' Jr P~ Jr d • Vp-~-~ arc ~g 

Die Einsetzung dieser Grenze in (76) ergiebt: 

4 4 

(77) M ~  f " ~ n - 1  o . . / d p n . . . d i o s  

. ]//p. jr d p s J r a  i i i 

& ,+p.+a' Ps+PJ~-~/ 
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l~un l~s t  sich naeh p~ integriren: 

4 

..- arc tg < V~+~ 

Setzt man diese Grenze in (77) ein, so kann man nach Ps integriren und 
wenn man so fortf~hr~ und nur bei der letzten Integration nach p, den 
genauen Wer~h des Integrals bel~isst, start eine Grenze einzuffihren, so 
erh~lt man: 

+, < ( .ro G)(  ro G y - '  
Aus dieser Ungleichung ist sofort das wichtige Resultat abzulesen: ,,Die 
t?~,ihe dec ~ convergirt mindestens so rasch, wie eine nach Potenzen yon 

u n d  da diese Gr6sse ffir 

jeden voi~ Null verschiedenen Wer~h der Spaltbreite d kleiner als 1 ist, 
so folgt, dass die Reihe fiir jede beliebige endliche Spaltbreite convergirt." 

Uebrigens gilt die Ungleichung (78) nut ffir n _  2, wi~hrend ffir 
n - - 1  leicht die "einfachere erhalten wird: 

(79) l~Iod. [~,(r)] < ~ arctg ~(a:t-r) 

Man sieht aus (78) und (79), dass ftir wachsendes r s~tmmtliche ~. ffir 
1 

n > 2 klein werden wie ~-~, sodass sich in grosset Entfernung yore Spalt 

die Oberfl~henbeleg~ dem constanten Werth ul--" 1 ann~ihert. 
Es sei hier noch eine Grenze fiir den Differentialquotienten yon u~+l 

nach r eingeschalte~, die sich im Folgenden niitzlich erweist und die man 
dutch Differentiation yon (71) in Riicksicht auf (75) genau nach dem 
eben angewandten Verfahren erhiilt: 

(8o) ~od. ~ t V~+= 

�9 ~ " ~ ~ arctg (r~d) --  ' 

mid speeiell fdr n 1: a(u,(r)e"'~ [ ~ i 
Mod. ~--~ , ~ . ] < ~  - -  = ~ - I -  ~otgV2(r_t_d)J.  ~ 

Die durch die Ungleichtmgen (78) und (79) gelehr~e Convergenz tmseres 
Verfahrens ist eine sehr rasche, sobald der Spal~ breit gegen die Wellen- 
l~nge ist. Man erh~lt z. B. numerisch bei einer Spaltbreite yon 50 
Wellenl~gen f ~  r - -  0: 

Mod. I~.t < 0"064'[0"045] "-* n ~ 2. 
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Is~ die Spaltbreite gleich der Wellenl~uge, so folg~: 

Mod. I~.1 < 0.392[0.295] --~, 

~!Ro immer noeh eine ziemlieh gute Convergenz. 
Ffir d ~ 0 aber wird nieht etwa nur der Convergenzbeweis unzu- 

reiehend, vielmehr hSrt bier in der That die Convergenz auf, da, wie leiehte 
Rechnungen lehren, in diesem Grenzfalle siimmtliehe un abwechselnd gleieh 
-{- 1 werden. 

18. Das r~umliehe  Wel lenpoten t ia l .  Wit gehen jetzt zum zweiten 
Theft unsrer Aufgabe fiber, zu zeigen, dass die dutch die Summe der ~, 
dargestell~e Oberfl~ichenbelegung ~ des Schirms ein r~umliches Wellen- 
potential u(0) ergiebt, welches unsre Randwerthaufgabe l~s~. Es ist naeh (54): 

u(O) = l j  dr G(ro, 9~o, r)~(r)%- ~ j  d~ 0<~o', ~o',')~<~>" 
0 0 

Da ~(r), wie oben naehgewiesen, ffir alle Werthe yon r endlieh und wege- 
(80) auch stetig ist, so k6nnen wir auf jedes dieser Integrale die Resultate 
yon Nr. 9 - 1 1  anwenden. .Es folgt zun~hst, dass jedes der Integrale 
und demnach aueh ihre Summe u(0) die Differentialgleichung (A) 16st. 
Wenn ferner der Punkt 0 auf die rechte Sehirmh~lf~e R riiekt, so wird 
r " - 0  oder 2=, hingegen % ' - - ~ .  Das erste Integral geht also nach 
Nr. 9 und 10 in ~(ro) fiber, das zweite nimmt den Wer~h an: 

oO 

+ + d 

Ersetzt hie  dutch die = d  integrir~ gliedweise, 
1 

was bet der absoluten Convergenz der Summe erlaubt ist, so erhiilt man 
naeh (56) als Werth des Integrals: 

~0 

. . . .  

Demnach wird der Werth yon u(0) auf der rechten Schirmh~lfte: 
QO ~ Oo 

~I ---- 9. n=l n=~ 

Dasselbe Resultat l~sst sieh ffir dis ]inke Schirmh~ilfte ebenso beweisen. 
Es hat dernnach u(O) auf dem Schirm die vorgeschriebenen Randwert~. 

Sehliesslieh ist noeh das Verhalten yon u(0) im Unendliehen zu pr~ffen. 
.Die Forderung ist, dass dort u(0) nut aus auslaufenden Wellen bestet~a soil. 
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Da u(0) aus der Superposition unendlich vieler Functionen G entsteht, so 
ist diese Forderung erfiillt, wenn die Functionen G im Unendlichen stets 
nut auslaufende WelIen liefern. Wir haben also zu bilden: 

t)  = pars real. [G(ro, ~o, r) e~'~] 
und zu priifen, ob dieser Ausdruck flit sehr grossen Abstand yore Schirm 
den Charakter auslaufender Wellen hat. Wir w~ihlen fiir G die Form (21) 
und diiffen hierin, da nut grosse Abst~inde yore Schirm in Betracht 
kommen, fiir die Bessel'schen Functionen ihre asymptotischen Werthe 
(18) und (20) einsetzen. Dann wird: 

a(,o,  ~o, ,) = • i,o ~ % V ~  e 
e--ikD 

4 f e-ik ' iv 1 1 
~ iv 2r]/2~k s i n - ~ , / - ~ _ ~  c o s y d v  (s in~ cos~ ~ (sin~--t- cos~ ~ 

0 
wobei: 

isk 

1) - -  y ~  + ~o ~ 2~o oos ~o, Y -  V ~ + ~o ~ + 2~o ~os iv 

Hiernach erscheint G als eine Superposition yon Ausdriicken der Form 
6-ikD e--ikD' 
]/-D~ . A  resp. ~ .A',  

wobei A und A' yon % unabh~ngige GrSssen sin& 

A --  ad~, A'--- a'dv', 
wo a und a' reell sein sollen, so folgt: 

---- V ~  cos  2 ~ pars real. ( .e-ikD y~ 

Se~zt man noch: 

) x - F r  

e-ikD' ) 
pars real . \  V ~  A'e~"~- ~" - - ~  z + ~ ' ) "  

Die Bedingung constan~r Phase ft ir die dutch diese Ausclrticke dargestellten 
Wellenbewegungen is~: 

29 t D' ~, 
;t ~ ~p ~--" eonsk resp. �9 ~. -Jr- ~ cons~. 

Da ~p und ~p' in Bezug auf r o Constan~en sind, so folgt daraus: 

D~---- 7x �9 t Jr- const., D ' ~  -Tz t -F cons~. 

Die Wellen schreRen also zu grSsseren Werthen yon D und D'  und daher, 
weft bei an und f ~  sich grossem r o sowohl D als D' mR wachsendem r o 
w'~chst, zu grSsseren Werthen yon r o for~, sie laufen in's Unendliehe hinaus. 
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Demnach ist zun~chst G und hiermit dan- auch u(0) nut aus in's 
Unendliche hinauslaufenden Wellen zusammengesetzt. 

So ergiebt sich das l~sultat, dass in den G~'chungen (54)--(57) thab 
s~hlich eine Lb'sung der gestellten 1Mndwerthaufgabe vorliegt. 

19. N i i h e r u n g s v e r f a h r e n  ftir den Fa l l  e iner  v e r t i k a l  po l a r i -  
s i r ten  e in f a l l enden  Wel le .  Ist die einfallende Welle vertikal polarisirt, 
so hat man nach Nr. 14 eine LSsung v der Differentialgleichung (A'): 

(A') ax, + + = o 

zu suchen, welche auf dem Schirm der Bedingung ('B'): a~ ~-~ ---- 0 gentigr 

und im Unendlichen yon der Form (C~): 

r - -  e ik~ -+- aus laufende  W e l l e n  
isk 

Setzt; man: 

(81) v = d J'~' ..... i ku ,  

so muss u gleichfalls der Differentialgleichung (A') geniigen, auf dem 
Schirm muss gelten: 

O__~u ._  1 Ox 

und im Unendlichen muss u nut aus auslaufenden Wellen zusammen- 
gesetzt sein. Zur Herstellung der Function u kann man nun ein ganz 
analoges N~iherungsveffahren einschlagen, wie im Falle der horizontal 
polarisir~en Welle. Nach Nr. 13 Formel (35) finder man ein Wellen- 
potential u, welches auf der rechten Schirmh~f~e vorgeschriebene Werthe 

~u au ann~mmt, durch: y o n  ~ ---- 

u ( o ) .  r G %, 9"). 
u 

Daraus folg~: 
OO 

Ox ~ r ~x ~xo (r~ %,  " 
0 

90----- ~ auf der linken Schimhiilf~e gilt: 

0 1 0 
OXo r o 0% ' 

Ou 
dot ,rkiniibergewoffene" Werth yon ~-~ wird daher: 

oO 

a~o - -  r Ox ro ~ o  (to, ~Vo, r)  ,eo 
0 

=15 



220 K. Scaw~zsc*m.u. 

Setz~ man bier fiir 1 0G' den Ausdruck (38) ein, ber~icksichtig~, dass fiir 
ro ~% 

�9 o = ~ naeh Fig. 7 r o - - - r ' -~ -d  wird und kennzeiehnet den hin~iber- 
gewoffenen Werth, wie oben, dutch einen Querstrieh, so erh~ilt man: 

oO 

0 

~u 
Mit Hitlfe dieser Formel kann man, ausgehend yon ~-~-----1 auf beiden 

Ou 
Schimh~lf~en~ die Randwerthe yon ~-  fortw~hrend hiniiber- und herilber- 

weffen und erh~lt d a , ,  ganz analog wie oben die folgende hypothetische 
L~smlg des Problems Nr die ver~ikal polarisir~e Welle (zm" Bequemlich- 

Ou 
keR ist; ~u ttberall dm'eh v ersetzt): 

~(o) -- ] ~ f ~  [~'(%, ~o, ~) + o'(%; %; ~)] ~(~), 
0 

(82) 

wobei: 

(83) 

OO 

~(~) - ~ ~(~), 
n = l  

(85) ~ ( , )  = 1. 

Der Un~erschied gegen den Fall der horizontal polarisirten Welle besteht 
darin~ dass erstens das riiumliche Wellenpotential u(0) aus der Ober- 
flilehenbelegung v bier mit Htilfe der Green'schen Function G; start mit 
G, abgeleRe~ wird und dass zweit~,ns i n  der Recurrenz (84) unter dem 

Integral start des Factors ~r-~d ,  wie in der friiheren Reeurrenz (56) ~ 

sein reciproker Wer~h ~ d auft~rit~. ~ Letzteres bedingt, wie sich gleieh 

zeigen wird, eine ldeine Erschwerung des Convergenzbeweises. 
Es is~ mSglich und fiir ,das Folgende vortheflhaft, die Functionen- 

reihe v~(r) dutch eine andere Functionenrelhe w,(r) z u  ersetzen, die 
ebenfalls nach der Recurrenz (84) gebildet wird, aber yon einem andern 
Anfangsglied ausgehk Addirt man alle Gleiehungen (84) yon n ~ 1 bis 
n - -  ~ ,  so folgt unter der Voraussetzung, dass die Reihe (83) converg:Lr~j: 

~ a  ~ + , + ~  v(r'). 
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In l~r. 15 batten wir eine Functionenreihe un(r ) gebilde~ dutch die Re- 
e u r r e n z  (56) 

g n + l  ( r )  ---~ ~ r" r~r~d e - - i k ( r + r ' + d )  , .+, . '+a an(r'). 
0 

Durch Addition aller dieser Reeurrenzen ergiebt sich flir die Summe 

~(~) = ~  
n = l  

an(r ) in Riicksicht darauf, dass a l ( r  ) ~ 1 war: 

~(r) - -  1 = l f d  ]//7+d ,k(~+~'+d, _ _ _  , e -  ~( ,) 
rc r" r -at- r" q- d 

0 

Subtrahir~ man diese Gleichung yon (86), so folgt dutch eine ein~aehe 
Umstellung: 

V (r) ,~ (r) __1_ f d  r'  V i  r' e-,k(r + r' + a, + d  ~+r [~(r 
0 

OO 

1 f dr" e -ik(r+r'+d) 

0 

Setzl man jetzt: 

(87) 

so folgt: 

(88) 

a(~'). 

1 f d r '  - t 

oO 

yr+d k-Z r' ~+d ~+r w(r'). 
0 

Man erhiilt eine dieser Funetionalgleichung geniigende Function w(r) 
wie man aus der Analogie mit (86)unmittelbar erkenn~, indem man setzt" 

O0 

(89) w(r) =~_~ wn(r) 
n----1 

und die w.(r) nach der mit (84) iibereinstimmenden Recurrenz: 
ao 

+ d  r + r  w~(r') 
0 

bfldet b d~bei aber yon dem .~ffangsglied: 
e-i~(r+.d) 

(91) w~ (,') ---- 1/.~_ e 

ausgeh~ - -  under der Vorausse~zung, dass die Summe (89) convergirk ~ 
erst deren Convergenz nachgewiesen, so ergieb~ sieh die End]ichkeit yon 
v(r) leicht aus (87) mi~ Hfilfe der oben fiir ~(r') nachgewiesenen-Ei~o~t~: 
sohaf~en. 
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20. Convergenzbeweis  ffir die Reihe der w~(r). Wit beginnen 
den Convergenzbeweis ganz analog wie oben in Nr. 17. Dutch wiederholte 
Anwendung der Recurrenz (90) in Riicksicht auf das An~angsglied (91) 
und Einffihrung verschiedener Indices ~ r  die Integrationsvariabeln er- 
giebt sieh: 

e-i~(r+d) " f f " f d �9 . . . 

0 0 0 

r.-F-d rn_l + d 

drt 

rl e-- 2i k(r~: + r n_ 1 + . - .  +r i )  

~ + d  (~+~.+d) ( ~ + ~ _ l + ~ ' " ( ~ + ~ l + ~ "  

Die Inbgrationswege zerlege man ~ihnlich, wie in den Gleichungen (70)--(72), 
derartig in Intervalle, dass der Exponentialfactor yon Intervall zu Intervall 
seine Zeichen wechselt. Man hat zu diesem Zweck zu se~zen: 

i 
Xi T 

x~ der Reihe nach 

jedesmal yon 0 bis T v~rfiren zu lassen. 

4 4 4 

e,--ik(r+d) f f . 

wobei: 

(93) 

-2 E 27 
~ = O z ~ = O  zn=O 

~nd 

i - -  I, 2,... n, 

alle ganzen posRiven Zahlen anzunebmen 

Die Zerlegung ergiebt: 

-- 9i~(Pn +Pn-I +" "" +PD 
"" ~I e 

Z~+l - -  Z.+I (Pl,  ~ , ,  �9 ~) 

und p~ 

i i I 

(94) 

ist. 

~.+~(r.  r , , . . ,  r,,, r) 

1 I// r. 
- -  --(r+r,,+~)(r,+r,,_l+~...%+q+d) [ /  r ~  r~ - i+  d r 1 + d 

Aus (92) fo]gt die Grenze fiir w.+1(r ) 

4 4 4 

0 0 0 

"Es handeR sich noch dan~m~ eine Grenze f i r  Mod. ~+1 aufzufinden. Unser 
H~ilfssatz aus Nr. 16 schein~ zunichs~ zu versagen. Denn die hier auf- 
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~retende Function q0,+~ (94) liisst sich in Folge der erwiihnten Ersetzung 
der Wurzeln durch ihre reciproken Werthe in keiner Weise so in Fach)ren 
zerlegen, dass jeder Factor nur yon zwei Variabeln abhiingt, mit deren 
Wachsen er bestiindig bis auf Null abnimmt. Indessen ffihrt ein einfacher 
Kunst~iff auf diesen Fall zuriick. Man setze: 

r~ + d r~+ ~ + r i + a ( r . +  ~ ---- r ) ,  

sodass �9 
~On+ I = Z 1 . Z  ~ �9 . , Z i .  . . Z n 

P 

(96) y~ - y~ - ~  z i ,  

so wird: 

! 

Setzt man niimlich: 

�9 V ~ +  a Yi + Yi ----- 7. , r~+ t + r~ + a ' 

1 (:_ 
ri+~ + riWd r., 

t (1 ] / r , + ~  
r i + l + r i - k d  V r i 

F ~ --~,+d/' 

2 ~ 

und man erkennt leicht, dass y~ und Yi' mit wachsendem r~ oder r~+ t yon 
positiven Werthen stiindig bis auf Null abnehmen und class dasselbe ftir 

dYi und dye' gilt. Durch Einffihnmg der y geht cp~+t tiber in: 
dri+ t dri+l 

( 9 7 )  = ( y l -  " ' ( y . - y . ' ) .  

Denkt man sich die Klammern ausmultiplicirt, so setzt sich ~,+t aus einer 
Reihe theils positiver, theils negaUver Producte und ~+1 nach (93) aus 
den n-fachen Summen fiber diese einzelnen Produete zusammen. Jedes 
Product besteht ans n Factoren, welehe dis fiir die hnwendbaxkei~ des 

Hiilfssatzes erforderlichen Bedingungen erfiiUen. Die Summe tiber jedes 
Product ist daher kleiner als das betreffende Anfangsglied und ~ + t  muss 
dem absoluten Werthe nach kleiner sein, als die Summe der absolutan 
Werthe aller _hnfangsglieder. Letztere Summe erhiil~ man aber aus (97)~ 
indem man allen Producten das positNe Vorzeichen glebe, sie wird gleieh 
(y, + y,~ (y~ + y j . . .  (y~ + y ' ) .  V,s folg~ also: 

Mod. Z,+~ < (Y~ + U/) (Y~ + K ) " "  (U- + U,'), 
wobei iibrigens noch in den husdrticken de ry  fiir alle r~ ihre Wavliita~- 
den h,fangsgliedern Pi einzusetzen sin& 

wird. Jeder yon diesen Factoren z i liisst sich nun in der Weise in eine 
Differenz Y i - - Y ~ '  zerlegen, dass die Functionen Yi und y~' ein~.eln die 
Eigenschaften haben, welche bei der Ableitung des Hfilfssatzes yon den 
deft mit dem Buchstaben y bezeiehneten Functionen vorausgesetzt wurden. 
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Dann ergiebt sieh nach (96): 

+ d P~ + d 

und hiermi~ naeh (95): 
I I l 

4 4 4 

<~ + ~  + d) (~. +_% + d)... (~. +~- + ~) 

Integral (76), und liefert: 

(98) Mod. w.+l(r) < are tg V~-~) . ~  
V~+~ 

r + a  

Mit dieser Ungleichung ist die Convergenz~der t~eihe der w~ die ~mdlich- 
kdt ihrer Summe w(r), fiir bdiebige endliche Spaltbreite d dargethan. 

21. Ober f l i i ehenbe legung  v(r) und Wel lenpoten~ia l  u(0). Da 
, ( r )  und w(r) endlieh sind, so bedaff es zum Nachweis, dass die Ober- 
fl~ichenbetegung: 

(99) v(r) ----- a(r) ~- w(r) 1 f g__~r - ~ j y ~  ~ e-'~'a(r') 
0 

endlich is~, niehts welter, als die Endliehkeit des Integrals: 
O0 

0oo) J =  f ~ '  ~-'" ~(~') j ~ ) -  
0 

i ~ o d .  w . + ~ ( r )  < ~ �9 @ ~ _ ~  �9 �9 �9 a/o~ 

0 0 0 

Segzg man noeh ffir ]/l~l "4-d seinen grSssgen Wergh im In~egra~ions- 

fo1 - 

4 4 4 

Moa. ~~ < ( - ~ ) " V > + ~  J j - . .dp~_~ . . . dp~ 
0 0 0 

. V Z l~ + ~ g, + cz i 

Das bier auf~retende Integral stimmt aber mit dem Integral (76) fibereia 

his aaf den kleinen Untersehied, dass fiber pl niehl yon 0 his ~ ,  sondern 

nut his ~- zu integriren isi. Es gestattet dieselbe Behandlung, wie das 
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zu erweisen. Man setze: 

(101) 

sodass also: 

~,(,.) = 1 + ;,(,.)e-'~', 

o0 

ist. Wir priifen das Verhalten yon h(r) for grosses r. Die rechten Seitmn 
der Ungleichungen (78) und (79) werden ftir grosses r, wie man leicht 

sieht, klein wie 1~;" Addirt man diese si~mmtlichen Ungleichungen, so 

folgt daher fiir grosses r: 
A 

0o2) Mod. h(~) < v7 

wo A eine endliche GrSsse ist. Aehnlich erh~lt man aus den Unglei- 
chn.gen (80) 

Mod. ~r ( h ( r )  '~ .B 
\ ~VT4-~ / < ~ '  

wo B eine endliche GrSsse ist. Letztere Gleichung liisst sich auch schreiben: 

] / r + d  

und daraus folg~: 

Mod. dh(r----A 

_ _  FaB(r) ~ ~(_0 3 B 
i MOd. L. ~7 __ s r + 4 j < ~  

d~. < B YrY~ d 1 h(r) r' +~-MOd. r+a 

und in Rticksicht auf (102): 

Mod. dh(O ~ d 1 2i 

oder: 

(lO3) Mod. a~(~---~) < o dr ~ 

wo C eine neue endliche GrSsse ist. 
Das zu untersuchende Integral J schreibt sich in Ritcksicht auf (101), 

wenu man den Accent yon r fortliisst: 
QO o0 

o o 

Das erste dieser lmtegrale ist bekannflich endlich gleich ] / /~/ .  Das zw~.'~ 

kSnnte, well h(r) stets endlich ist, h~chstens dutch die Liug~::;-d~t~. 
Integrationswegs unendlich werden. Es geniig~ also nachzuwei~e~ .~ : .  

ltfathematische Ann~len. LV. 15 
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oO 

R 

endlich ist, wenn R eine beliebige sehr grosse Zahl bedeutet. Filhr~ mala 
die ste~s endliche Function yon r 

ein, so wird: 

r 

f d~" e-2ikr - -  

0 

J' - - ~ d r  h(r) dK(r)dr 

and dutch partieUe Integration in Riicksicht clarauf~ class fltr unendlichee r 
h(r) verschwindet: 

o~ 

j ' -  - - - j  K ( r )  dh(r) - - j ~  . 
R 

Da K(r) stets end]ich ist, dh(r) abet nach (103) mit wachsendem r klein 
d r  

1 wird, wie ~ ,  so folgt, dass J', dass J und damit, dass v(r) endlich i~  

Wir sind hiermit soweit gelangt, wie fttr den Fall horizontal po!~-  
sir~en Lichts in l~r. 17. Wit haben gezeigt, class a/us dam 2 r  
verfahren, welches dutch die Gleichungen (89)---(91) gekennzeic~net wird~ 
mit Hiilfe yon (99) e/he bestimmte endUche Oberfl~ichembe~ng v(r) erhal~ 
ugrd. hnaloge Ueberlegungen, wie in Nr. 18, deren Ausftthrung wit ur~ 
bier ersparen wollen, ffihren zu dem Resultat, dass alas aus dieser Ober- 
fl&henbelegung nach (82) hervorgehende r~i~mliche Wel~ .~n t ia l  u(0): 

= + G' (ro, 
o 

thats~hlich allen JBeding~r~gen des Problems Gen~je l~istet. 
Ich wiederhole den Satz aus der Tnhal~sitbersicht (w 2): ~Es/st dam/t 

der s~renge ~achweis erbracht, dass eine L b ~  tier g~d~te~ ~ e r f b r :  
aufgaben iiberha~t mb'g~ich ist, was bisher ~ e g s  mit Sicher~it fat- 
stand, sond2rn nut navh dem ,,t~leigh'schen P r i n ~  ~ wahrschei~ich 
machen war. 
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w 

Discussion der durch das NEherungsverfahren gelieferten L~sung. 

22. Vorbemerkung .  So befriedigend die vorstehenden Resultate 
yore ma~ematischen Gesichtspunkt aus erscheinen k~nnen, physikalisch sind 
sie deshalb nnzureichend, well die aufeinander folgenden Glieder der Ent- 
wicldung der Oberfl~chenbelegungen dutch fortgesetzte Integrationen gewon- 
nen werden, die allgemein nicht ausffihrbar sind. Indessen lassen sich da 
auch speciellere Folgerungen ableiten, wo die Convergenz des bTKherungsver- 
fahrens rasch genug ist, um eine Beschr~nkung auf die allerersten Glieder 
zu gesf~t~en. Es wird daher die Discussion der gewonnenen L~sungen 
in der Weise zu fiihren sein, dass wir zun~chst e~nmal die ersten G]ieder 
der Entwickhngen fiir sich betrachten und dann den Einfluss der h~heren 
Glieder absch~itzen. Wo sich der Ei~fluss der hSheren Glieder als hln- 
reichend klein erweist, kann die Betrachtung der ersten Glieder zu physi- 
kallschen Einzelfolgerungen verwandt werden. 

23. Die e rs ten  Glieder  der E n t w i c k l u n g  ftir ho r i zon ta l  
po l a r i s i r t e s  Licht .  F~ir horizontal polarisirtes Licht war die Ober- 

oo 

in  der dargestent   orden,  obei fl~chenbelegung 
n----1 

~ ( r )  ~ 1 war. t~eschr~.n~ man sich auf das erste Glied, setzt also 
u(~) = 1, so erh~lt man f~r das Wenenpotential u(0) ~m Ra~ne nach (54): 

(lo4) ~(o) - W(~o, ~o) + ~(~o', ~o') 
wobei: 

~o 

0 

ist. Diese Function W(ro, ~o) ist n~her zu untersuchen-  eine Arbeit, welche 
wesentlich erleichtert wird dutch Beachtung eines engen Zusammenhangs, 
tier zwischen W(ro, ~o) und einem bereits yon Herrn Sommeffeld discutirten 
Ausdruck best~ht. 

w(ro~ ~o) hat nach l~r. 18 und l~r. 9 die Eigenschaf~en~ im Unend- 
lichen nut aus auslaufenden Wellen zu bestehn und auf der rechten 
Schlrmhiilf~e den Wer~h 1 anzunehmen. Bildet man daher: 

( l o 6 )  Z( o, _ ---  - 

so wlrd auf der rechten Schirmhiilfte (fiir x o -----O~ (Po--'-0 oder 2x) Z--O 
und ira Unendlichen besitz~ Z eine yon positivem x her einfallende~ Senk- 
reeht zur Kanf~ polarisirte Welle. Das sind aber die Bedingungen des 
Beugu~sprobl~ms fiir eine aus d em Unendlichen einfallende eb~no~l~e~ 

15" 
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welche senkrech6 auf den durch die reehte Schirmh~ilfte gebildeten einfachen 
Rand auff~illt, die Bedingungen also for einen Fall eben des Problems, das 
yon Herrn Sommeffeld behandelt worden ist. Herr Sommeffeld giebt seiner 
LSsung die Form (ich vereinige Herrn Sommeffeld's Formeln 1. c. pag. 359 (5) 
und pag. 867 (3a), speeialisire auf den Fall der senkrecht einfallenden Welle, 

indem ieh dor~ ~' ----~ setze, versehe ferner r u n d  (p mit dem Index 0): 

rl r~ 

Z(ro, 9o) - - d ~ ' ~ 1 7 6  ,~ - , ~  ,-r  . 

( ~ o 7 )  _ .  _. 

oos(. o_ -7-) Z = 
--- Vkro(1 +'sin 9o), ~- ]/kro(1 ..singe ). 

Da die eindeu~ige Bes~imm~heit des Problems physikalisch evident ist, 
mmssen beide Ausdrficke fiir Z (106) und (107) fibereinstimmen und auf 
Gnmd dieser physikalischen Evidenz mSge die etwas umst~indliehe reehne- 
rische Transformation des einen Ausdrueks in den andern hier erspart 
bleiben*). 

Mit Htilfe yon Z driickt sich u(0) folgendermassen aus: 

, , (o) - 2~,~,o z(, ,o,  ~o) - Z(~o, ~o'~, 
und nach (48) wird die uns eigentlich interessirende GrSsse, die complexe 
electrische Sehwingungsamplitude ~: 

~(o) = ~,,o u(o) - Z(ro, ~o) + Z(,o', ~o') - -  e , ,o .  
Da wit es for~an nut noeh mi~ veto Punkte 0 abh~-ngigen Gr6ssen zu 
thun haben, dttrfen wit iiberaU den Index 0 forflassen. Setzen wir zu- 
dem in ~ den Ausdruck (107) yon Z ein, so erhalten wir: 

( l o 8 )  - ~ - -  

T 1 - -  c o s  4, ' 

*) Eine Eigenschaf~ des kusdrucks: 
aO 

r~ rs' 

I 2- . 

die eigentlich erst aus der Transformation hervorgeht, ist bei diese~ Sehlflssen sch'0'n 
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Es sei daran er~nnert, dass r, ~ und r ,  ' ~' Polarcoordinaten des 
P,mktes 0 in Bezug auf die beiden Spal~kanten bedeuten. Neben diesen 
beiden Systemen woUen wir jetzt noch ein drives ~, 2~ e~nffihren, ~velches 
die Spaltmit~e zum Pol ha~ und bei dem der Winkel Z yon der negs~iven 

0 ~ I 
1 
I 
t 
I 
! 

F i g .  8. 

x-Axe aus positiv nach der negativen y-Axe hin gez~Mt wird. Der 
W~nkel Z ist dan u das, was man gewShulich als ~,Beugungswh~el" be- 
zeicbnet. Zwischen den rechtwiuklichen Coordinaten x, y und diesen drei 
Systemen yon Polarcoordinaten ergiebt die Figur die Beziehungen: 

p 

x----- ~ p cos Z ---~ r sin ~ ---~ r" sin ~ ,  
(109) d ~ r  r d 

y ~ - -  Q sin Z ~ r cos ~ J r  ~ cos ~ 

Ferner sei eine Bemerkung fiber die in ~ auf~re~enden Integrale voraus 
genommen Dieselben gestatten eine sehr einfache angen~her~ Da r  
stellung, sobald die betr  Grenze T numerisch gross ist Man hat n~mlich 
fiir positives T die semiconvergente Entwicklung (Sommeffeld i c p 359): 

sn~icipirt. Es folgt n~mlich aus l~r. 9 zwar, dass w(ro, %) ~- 1 ist auf allen Punkah 
dee Sctdrmes, abet ausgenommen die Schirmkan~e. F~r Punkte in tier $chirmka~t6 
haben wit nicht~ gezeig~, dass W(ro, ~o) ~--- 1 is~, vielmehr hsben wit oben (in Nr. 1i) 
gerade d/ese Eigenschaf~ vorausgesetzt und auf einen sp~teren Beweis verwiesen. ~ e r  
Beweis wiirde in der Transformation liegen. Denn in der Schirmkante, f i i r r  o - -0 ,  
l~rd unsbh/~ugig yon ~o nach (107) Z ~ - 0  und daher nach (106): w ~ 1. 
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und daraus folgr unter Beschriinkung auf das erste Glied dieser Ent- 
wicklung und in Rticksich~ auf die bekann~e Gleichung: 

-.~.- oo 

(110) e~ f e  - ' ~  dv ---- 1, 

fiir grosses l~ositives T: 
T 

e 4 / e _ ~ d w ~ l _ _  ~/~j - 

flir grosses negatives T: 

(111) 

- i r ~ +  ~- 
e 1 

T 

r  I "~ 2 ~ ~ 
- -  / e - i T  + ~  

e t  - ~  dw  - -  e 1 ~j- - -~ ~. 

Bei der jetzt folgenden Discussion des Ausdrucks ~ wollen wit uns 
auf den optisch wichtigsten Fall beschr~inken, dass der t)unkt 0 hinter dem 

( o 
Spalt ~ und ~ ' >  ~, 2 < X < und in grosset ]gntfernung vom Spalt 

liegt. Dabei soU nicht nur das Verhiilhaiss der Entfernung zur Spal~breite 

q--4' sondern auch das combinirte u ~- . -~  sehr gross sein~ d. h. 

im Falle der Spalt in einem gewissen Verhiiltniss breit gegen die Wellen- 
li~uge ist, soU die Entfernung yore Spall in einem~ Verh~ltniss 
gross gegen die Spalibreite sein. Wit wollen direct setzen: 

d~ (112) q Z-'--c 8 oder q - ~  c~ 7 f ' ~  T 

wo c eine grosse Zahl, isK 
Die (~rSssen T .drficken sich durch q und Z folgenflermassen aus: 

(113) 

(V ) 
(V ) ( T ( ) ' =  k ~ - -  dq sin z -1 ~ - -  ~ cos z , 

ds ~), 
(r~),-- k(Vo~ +do ~ x  + T +  ~ cos 

(v ) (r~),__ ~ q 2  aq s i n z +  ~ - +  q cos z 
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oder ftir sehr grosses ~ dutch binomische Entwicklung der Wurzeln nahe: 

(114) 
(T,)'=k(o[1--cos%]q- ( r , ) ' = k ( o [ :  +r ~ , 

d sin %) (r,')'=k(q[1 +cos%]-- ~ . 

Das Vorzeichen ist hier jedes Mal in Uebereinstimmung mit (108) zu 
~vghlen. Aus (108) folgt abet, dass hinter dem Spalt (~ und ~ ' >  ~) 

Q T 2 und T~' stets negativ sin& Ferner folg4 aus (114), dass ftir grosses T 

oder kO hinter dem Spalt ((%)< ~-) T, und T,' numerisch stets gross 

sind. Zerleg% man daher den Ausdruck (108) yon ~ in zwei Theile; indem 
man se~zt: 

(::5) r  

(116) 

r, r,' 

- -  e- ~ a = e ik~ -ir + - i ~ d r  --1 
(e=j - 

r~ re 

- - 0 0  - - 0 ~  

so daft man in fl die Niiherungsformeln ( l l l )  anwenden und erhglt: 

-4- - i k (z  + 0 [1 + co ,  X]) 

ti m e  
2 i Vq-~ 

ikd ain X i k d  ain X I 

e 2 d "[- e ~  

i (1 -[- cos %) + -~ sin Z (1 -b cos %) ~- sin Z 

wobei die Wurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind. Hier kann 
d man noch in den Nennern das Glied -g sin % gegen Q(1-]-cos %) vernach- 

lgssigen und finder in Riicksicht auf (109): 

- i k r  cos sin z 
(117) p = e  

V~k~ cos _z 
2 

Etwas schwieriger ist die Behandlung des ersten Thefts yon ~, Vo~& 
Was zungchst die Vorzeichon yon T 1 und T 1' angeht, so sind drei . 6 ~ b ~  

Q 

( I ) ,  (I') und ( / / )  zu unterscheiden, welche dutch die Schirmhglf%e~,{~ 
, 3 r 6  

8~v und 9 '"" ~ begrenzt werden. In den Gebie~e~lgbi~ die (~eraden (p--- 2 o 
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,,geome~rischen Scha~ens" (1) und (I ')  haben T~ und Y~' entgegen- 
gesetztes Vorzeichen, in dem (~ebie~e des ,,geometrischen Lich~s" 1 I  sind 

-+' ~ ,li~ @ '- . . . . . . . . . .  +Y 
( r j  (~ I , 

# 

' ~ T,'+ Tt I s, 
l \ 

# X 
# x 

# 

I (2T) 
# x 

\ , 
/ ~ "/. \ 

i/ T/+  ' 

A 
%..  ,,' ! '\ +,1, 

i L..--r 
! 

/ (~ l (B) ", 
' ( C )  , 

Fig. 9. 

sie beide posi~iv. Es ist, wie erwiihnt, nur unsere kbsich~, das Verhalten 
yon ~ auf der Peripherie eines sehr grossen Kreises: 

~--T.cs--R 

zu untersuchen. Wir  ~heflen diese Peripherie in folgender Weise ein. Man 
ziehe die Linien: 

1 d 1 
~-d sin Z - -  --c und 2- sin Z ~  - -  --'c 

Es sind dies zwei yon der Spaltmi~te unter sehr kieinem Winkel Z aus- 
gehende {~erade. Dieselben ~reffen die Grenzen zwischen den Gebie~en/~ 
I '  und H in der Distanz: 

d d ~ c 
P 2sin z 1 2 

d ' .  cS" Die Peripherie welche kleiner is% als der Radius unsres Kreises R - -  T 

des Kreises ~ zerfi~llt demnach in ftinf Theile. In zwei Theile (A) und 
(A'), in weletien: 

(118) sin ~ :> ~- 
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ist;, und in drei Theile (B), (B'), (C'), in welehen: 

(119) T sin Z < - /  

is~ und welehe sich noeh durch des Vorzeiehen 
einander unterseheiden. 

Wir beginnen mit den Gebieten (A) trod (A'). 
Ungleiehung: 

Z 1 
1 - -  cos Z - -  2 sin* ~ > V sin* ~' 

yon /'1 und T," v.on 

Beaehtet man die 

so folgt in Rtieksieh~ auf (118): 

ko(1 
2~ 

oder, da k - ~ - ~ -  is~ 

(120) 

Ferner wird: 

oder: 

(121) 

k2• s k ~. c 
ka' c8(1 __ cos Z) > ~ c 8 sin ~ Z > cos Z) = T 

kO (1-- cos Z) > ~c. 

q (1 -- cos Z) 
d ~- sinz 

I o d cS.,t > -~- sin ~ > T  ~/-~ 

o (1 -- cos Z) 
d 

y sin Z 
C 2 . 

Die Ungleichheiten (120) und (121) lehren, dass in den Ausdr(tcken (114) 
yon T, mad T l' der erste Theil k O ( 1 -  cos Z) numerisch gross trod ausser- 

kd 
dem gross im Verh~ilhaiss zum zwei~en Theil T sin Z ist. Demnaeh is~ 

in (A) trod (A') T 1 und r z' gross. Man daft daher die Niihertmgsformem 
(110) resp. (111) verwenden mad erhiilfl in Rticksicht auf des enggegen- 
gesetz~e Vorzeiehen yon 

In (A) und (A'): 
2' 1 und TI': 

e --'~ti +ik(z--q[1-  eosx] ) / e --~'-ikd ,," n X 

a =  2i'V'~k '~11/ " - - - "  d 
q (i-- cos z) -- ~- Bia z tV 

_ i~_....a~ r 
2 

J y d . 
q ( z - -  co, z) + ~ sm z 

oder, wenn man in den Wurzeln 
vernachl~ssigt: 

(122) r = 

die zweiten Theile 

nj_,@ sin (kr sin ~ ) 
e 4 

8in!- 2 

gegen die ers.~en 
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Fiir die fibrigen drei (]ebieb (B), (B') trod ((73 empfiehlt sieh 
eine kloine Umse~zung des Ausdrucks (116) yon a. Es ist: 

2d ~ rl .o 

-~ -r,' -r,' f, 

2"I r,' +~ T, 

~ ~ -- ~ --0o -- 2 I' 

uad damit wird hl Rficksicht auf (Ii0): 

r, 

eX + ~ k z /  
- ~ d v .  (i 3) 

-- T,' 

l~ehmen wi t  h ler  zuniichs~ alas (~ebie~ ( B ' )  in Angriff ,  so is~ in demselben 
T a posi~iv, T l' negativ und durch Einffihrung der absolubn Wer~he der 
r folg~: 

(123a)  

Ir, I 

e ~ l e  - i e ' d ~ .  

Ir,'l 
Nun gilt in (B') die Ungleiehung (119), aus der folgt: 

d 2~ 
k d s i n z - - 2 =  s i n z < ~ e  " 

Demnach ist der Unbrschied zwisehen (T1)' und (T~') 2 naeh (114) eine 
sehr kleine GrSsse undes  k_~nn daher innerhalb des Integrationsinbrvalls 
e - ~  r  g l e i e h  

Damit wird aber: 

(124) a = 

seinem Mitblwer~h e-~ke(~-~176 gesetzt werden. 

e u 
(IT I- T(I). 

Um I T x l -  IT~'I mif einer solehen Genauigkei~ zu ilnden, dass der Fehler 
klein wird gegen den Be~rag der OrSsse selbst, sind die Ausdrticke (113) 
f/it T 1 u n d / 1 '  e~was genauer zu entnvickeln. Beriicksichtigt man bei der 
Entwieklung der Wurzeln ein Glied mehr als in (114), s6 folg~: 

kd kd ~ 
rl~ - -  k e (1 - -  cos Z) + T sin X + W cos' Z, 

k~ sin X -f- k~, /'1 '~ = k~ (1- -cos  Z) ~ ~ cos' Z 
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oder durch eine einfaehe Umstellung: 

(125) 
d 

8O 

TI"~= 2k 0 (sin }), ,d. ' +:>. 
o cos ~ ,  ~ - sin' : Z 

Vernachl{issig~ man die zweiten (}lieder, so erh~lt man: 

Z d , d cos  -~-) o 

, , .  r 

Die Vorzeichen sind hier schon so bestimmt, dass sie mit den aus (108) 
folgenden Vorzeichen [ibereinstimmen. Beachtet man noch, dass in dem 
flebiete (B')  nach der Figur: 

d 
20 tg ~- > 0 s i n z >  V 

ist und bildet in Racksicht hierauf die absoluten Werthe yon T und T', 
so fol~: 

IT~l--lr'l ]~ cos ~ =~,~. : .  

Die Wurzel aus den vernachlKssigten flliedern ist yon der 0rdnung 

] ~  sin -~, also bei den bier in Frage kommenden kleinen Werthen des v ~  
Winkels Z in der That gegen [ T : I -  I T'I zu vernaehl~ssigen. 

Setzen wir wegen der Klelnheit yon Z noel: cos ~--s ----- 1, so folgt: 

far das Gebiet (B'): 

(127) ~ = e "  �9 �9 

Eine ganz ~hnliche Rechnung fiihrt zu dem Resultat, class fiir das flebiet 
(B) derselbe Werth yon r gilt. 

Es bleibt das Gebiet (C). In (C) hat man nach der Figur: 
d 

IQ ~in zl < : 

und dazu die Ungleichung (119): 

X s i n z  < T "  
Daraus folgh -( T~' ~-- -k@.2s in '~-~- -~-s in~<~ -/--: -sinZ <T 1-1- ~,, 

20  , 

und ebenso: 

T " - - k O . 2 s i n  ~ z d k s i n z  1 + �9 
�9 : -- V - - Y  <-8- scos' 
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Im ganzen Gebiet (C) sind also T i und T 1' sehr kleine Gr6ssen. In dem 
Integral: 

a = e --_- _ ] e_~ dr, r=J- 

daft man daher wegen der gleinhei~ der Grenzen e - i * - -  1 setzen und 
finde~ somi~: 

u 
(r, + r,'). 6 - -  V-~ 

Se%zt man bier fiir T i und T l' die Werthe (126) ein und beachtet, dass 
ffir kleines Z nahe x = - - @  ist, so folgt: 

(i2s) ~ : , ~  ~-'~ IF ~ y ~--~' 

also eine mi~ (127) identische Formel. 
Unser Resul~a~ f'tir a is~ sonach zusammengefass~ dieses: In den 

Gebieten (A) und (A') gill nach (118) und (122): 

I sin t> , e~-  - -  % 

yi~ke sin -%- 
2 

In den Oebieten (B), (B') und (C) gilt nach (119), (127) und (128): 

I sin~ < ~ - ,  a - - - ~  .kd. 

Nun sieh~ man aber, dass ffir ein Z, welches der le~zteren Ungleichung 
genfig~ (e ist sehr gross), die erste Formel in die zwei~e iibergeh~. Dem- 
nach kommt der ersten Formel allgemeine Giiltigkeit fiir alle Werthe yon ~ ~u. 

Setzen wit jetzt die gefundenen Ausdriicke ffir a und fl in (115) ein, 
so erhalten wir als Darstellu~g der elelctrischen Schwingungscomponente f'~r 
alle Punkte in grosser ~tfernung yore Spalt hinter dem Schirm: 

e/ smt   t  co sin t / 
(129) ~ = y~-=~-~ e 7 -- e- 7 �9 

sm 2 cos 2 
2 

Das is~ das Ergebniss der Discussion des ersten Gliedes des N~i~erungs- 
verfahrens. 
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24. E i n f l u s s  der h i i he ren  Gl ieder .  Es isl in zweiter Linie zu 
untersuchen, welchen Betrag der FAnfluss der h~iheren Glieder des N~iherungs- 
veffahrens erreicht. 

In Riicksicht auf die Ungleichung: arc tg x < x kann man die frtiher 
abgeleiteten Grenzen (78), (79), (80) ftir die Glieder der Entwicklung der 
0berfl~ichenbelegung dutch die etwas weiteren ersetzen: 

Se~z~ man, wie oben: 
O0 

und fiihr~ die Abkfirzung: 

ein, so folgt: 

(130) 

a . ( r )  - -  e 

1 1 

M~ h(r) < 1--a  ~ r '  

Mod.~ L V ~ _ I  < i - ~  (d + ~-)' 

11__ -J~d 21t 
7g --{-r ~ 

. 

(d--I-r)' 

mid aus letzterer Ungleichung: 

1 Mod. dh(r) a V~-d 1 1 Mod. h(r) 
VT+d d--7--<1-~ (d+r) '  -~ u ( r+gfl  

mid daraus: 

(131) Mod. dh(r) 3 ~9 
d---V- < -V ~ - -a  (d+r)~" 

Setzt man jetzt: 
oO CO O0 

0 n=2 0 

so s~;ollt~ nach (54) die Summo 

v(ro, + r(ro, 
das dutch die Einwirkung tier hSheren Glieder zu ~ hinzukommende Zusatz- 
potential dar. 

Es is~ eine Grenze ftir V(ro, (po) zu suchen. Der Ausdruck (22 )yon  
G(ro, r r) lautete: 
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G(ro, %, r) ----- ~ 2to sin % ~ ~ (~ z)) 

= r o sin dv sin iv  .l)' 
0 

1 

�9 i~ C + iv  1 sm ~- -- cos -~- sin ~ + cos 

1) = y r  ~ + ro ~ 2fro cos %,  D' -~- V r  ~ -[- ro~ _{_ 2rro cos i v .  

Wit  wollen uns nun bei der weiteren Grenzbest immung auf Punl,~ %, ~o 
besehr~inken, die erstens in grosser Enffernung ve to  Spalt liegen und 
zweihms nich~ zu grossen Beugungswinkeln angeh~iren in der Art, class 
die Enffernung D yon den Punk~en des Seh i rms  und ers~ recht die 
Oriisse D'  im Verhiiltniss zur Wellenlii~ge fiir alle zu be~raehtenden 
P u n ~ e  ste~s gross ist. Man hat es dann n u t  n o c h  mit grossen Argu- 
menten kD und kD" der Bessel'sehen Function U 1 zu ~ u n  und daft ftlr 
U['seinen asym.pto~isehen Wet4h (20): 

elnffihren, tIiermit geht abet G tiber in: 

--~kD-- -- 4 
G(ro, r r) --- Q- ir  o sin (Po 2 ~  e 

o sin -~ 

1 1 ! 

% -i- i v (Po 
- - -  cos y sin y + cos -u 

_ikD, +i.._ ~ 
4 e 

Fithrr man die Hiilfsfunctionen ein: 

f ~ e -ik(D+r) 

0 

OD 

f d  e-it(z)'+r) 
P'(ro, ~') r z~t 

0 

h( , ) ,  

so folg~ ftir V: 

V(ro, ~o) = ~__ ire sin 90 V ~ "  "F'(r~ , ~o) e- r 

+ ~-= ~--~%sin v s i n i v F ' ( r o ; v )  ~ iv 
o si -~---  sm~- + co8 

Daraus leite~ man die Grenze fiir V ab: 
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(133) 

I ~ ' I ' ~ Z  ~ ' + 4"- rosin ~ vsin iv Mod. F'(ro, r).  ~ ~o 
o sin y -- cos y 

Es bleibt also die iufgabe, Orenzen fllr Mod. F und Mod. F' zu finden. 
Aus dem Ausdmck (132) yon F folgt (lurch partielle Integration: 

( +~)_1 
0 

sin ~- Jr- cos 

dmmus finder man leicht in Riicksicht auf (130): 

(134) Mod.F<i-e- ~-%i(i_cos%) 

Wenu man beach~e~, dass D~}(I -I'- "~-b 
r sbb wachsende Gr6sse ist,  so wird: 

0 

-~ ]/~ (D -4- r .u ro cos ~o) eine mit 

dD <---- 
~o~ ~(;u 

dr ~ 1-J-.-~-~- 

I Mod. dh(r) 
dr dD 

+ 

~d Izdt HO~'e yon (130) und (131): 

O' 

< 

< 

$ 1 1 

~o~.~ F.._~ ] 
L~,~O +$--f)..I 

y;-+ a ar "t(~ + am 

d D r -- r o cos % 

dr  D 
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8etz~ man dies in (134) sin, so folgt: 

~e V~ Mod. ~ < 
l--& k 3 

r o ~ (1 - -  cos ~o) 

Eine ganz ~hnliche Behandlung liefert ftlr F ' :  

,~e y~ z Mod. F" < 
i--a ~ ro.~(l+cosiv) 

Damit wird nach (133): 
O@ 

I I �9 
~ i ,into + ~ ~,~+~,i~ +. 

�9 , m  ~ - - -  s ln -~- - -  cos 

o 

�9 i v  Ftthrt man in dem Integral ~ - - s m  T als Variable sin, so wird 

dasselbe ra%ional, und l~isst s ich daher leich~ ausffihren. Die  Rechnung 
ergiebt fttr seinen Wer~h: 

sin" r \ ~ ]  % > 
2 

und damit wird die gesuchte Grenze yon ]7." 

4,8' i 1 
Mod. •(ro, ~o)<  z - e  V=k~ 8i,, ~o 

2 

Bildet man auf dieselbe Weiss sine Grenzs ftir V(ro, %~ und ersetzt, 
wie es fiir grosse Entfernung yore Spalt erlaubt ist, r o und r o' dutch Q, 

�9 o dutch s= , ~_~ 2 2:, % dutch -~- 2: (s. Fig. 8), so erh~l~ man die gesuchb 

Grenzs fitr den Eiufluss tier Restglieder: 

' " ~e V ~ k ~  c~  V ~  V =  2 1 ~. 2 (135)M~ "r ' 0 = u  --- ~a" 

Der Betrag dieser Grenze wird unten mit dem Bet-rag ~ des ersten Gliedes 
zu vergleichen sein. 

25. Ana loges  fiir v e r t i k a l  po la r i s i r t e s  Licht. Zun~chst sollen 
noeh die analogen Ueberlegungen fib ver~ikal polarisir~es Licht angegeben 
werden, um dann die Resultate gemeinsam discutiren zu kennen. 

Man beglnne auch hier damit, die 0berfl~ichenbelegung v(r ) - -1  zu 
setzen und das aus diese/~ OberfUichenbelegung nach (82) entspringende 
Wellenpobntial: 

. (o)  = ~[o'(~o, s ,  ~) + G'(~o; s ,  ~)] 
o 
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zu be~rachten. Man bemerk~ sogleich, dass wiederum ein naher Zusam- 
menhang zwlschen u(0) und derjenigen Function Z" bestehu muss, durch 
welche Herr Sommeffeld die Beugung einer parallel zur Kan~e polarisir~en 
WeUe an einem einfachen Rand dargestellt hat,  und zwar finder man 
i~hnlich wie oben: 

ik,,(O) --- ~e~  Z'(~o, %) Z' (~o', %'). 

Dami~ folgr ftlr die magnetische Schwingungsamplitude v: 

,, - -  , ' ~  - -  iku(O) = Z'(,'o, %) + Z'( , 'o,  %') - -  *'~. 

Ftth~ man die aus Herrn Sommerfeld's Arbeit (pag. 359 (5) und pag. 367 (3 b)) 
zu enhaehmende Darstellung der Function Z' ein, so erhi~l~ man fitr v dutch 
einfache UmsteUungen: 

(wobei a und fl die beiden bei der obigen Discussion yon Z in (115) ein- 
gefilhrten HtilfsgrSssen sind) mid es folgt daher mit Hfilfe der Ausdrficke 
(117) und (122) yon 3 und a: 

e-iM 
(136) , , =  

e * ~ sin ( ~  sin %) sin ~'2 "=-" --~e -n~ c~ (kd sin %) } 4 cos --~ % " 

Es wiixe nun welter eine Grenze ftir den Einituss des vernachliissigtmn 
Restes yon v(r) abzuleiten. Indessen midge es gentlgen, hier nut den 
Charal~er des Resultates anzugeben, das aus einer ~BM~chen, aber noch 
etwas ums~iindlicheren Rechnung hervorgeht, wie sie in voriger Nummer 
ausgeffitn.t wurde. Bezeichne~ man ni~mlich mi~ v' den vernachl~ssigCen 
Rest der magaetischen Schwingungsamplitude, so 6nder sich: 

(137) Mod. v' < 
1 @ B 

V2--~-Ve (1 - a), cos, z ' 

wobei B eine miissige numerische Zahl ist. Diese Grenze bezieh~ sich 
wieder nur auf Punkte in gdisserem Abs~and yore Schirm. 

26. Z u s a m m e n s t e l h n g  und  E r g e b n i s s e .  Wit  woUen die Er- 
gebnisse ftir die Betr~g4 der ersten Gheder unsrer En~wicklungen, wie 
der Reste, aus den Gleichungen (129), (185), (136), (137) zusammen- 
stellen, dabei aber zugleich eine Aenderung ihrer Form vornehmen. Auch 
sei nocbmals hervorgehoben, dass die folgenden einfachen Forme~ n~r f'dr 
Punkte hinter dem Schirm und in einer ~mtfernung yore Spalt, fiir wdche 

~ eine grosse Zahl ist, gelten. 

Mathematische A~alen. LV. 16 
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(A) 

Wit eetzen: 

. , _  r.,.. < .  _ , L iiT-L# j L-',,'~'§ 

(c) 

(D) Mod. ( < 4~r 1--0 cos z '  

~i'~" ( ) _.-~_ -~ (~ ,_  ~_ + ~) 
~ _  ~.~ ~ ' . ' , - . - t  , -  w ,  ' ,~ �9 

M o d .  ~ '  = 'O'S �9 1 

Aender~ man noeh die Ei~heit der Liohtinte~it~t..im, Verh~Itniss ~d' 
so k ~ r  man such sehreiben: ~ '  

@ "-- "~'~f~ -- V~-~ J~ e~ue m i ~  grosse Zahl. 

und bei vertil~tl po!~i~'~em Lieht sea ~L (1~6): 

, - V ~ ,  ~ '  ("- ~* ') . 
D m u e  folg~ ~ die S c h w i n ~ m p o n a n ~ n  selb~: 

N-.  p .  real. (. e' " : )  = I k/~v. I/J"eo, ~ ( ~ , [  ~-~ ' ~ s  ~ ~-~,-- a,) . 

Man miehr ~ (abgeaolm yon dora Faobr ~ .  d die JLichtintensit~t be- 

wdlwaut d (sb6~Jehn yon dmn ooaltm,n.~ _P11~engewirn ~) die dour ,  
o /  

dutch d/e ~ ~ s a c h ~  P ~  dars~t. 
Fttr die vernaold~igten Rewte ~" ~md ~" tier Sehwingungsamplituden 

gelten in jeder gegen die W e l l o ~  gromen Eufferm]ng yore Schirm 
die Grenzen: 

- . r y . - ' ( ' , -  z 

mad: 

Dann folgt fltr die eomplexe Schwingungaamplltude bei horizontal polari- 
sirtem Licht a ~  61. (129): 
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Wit wollen nun die wohlbeka~te Formel, welche die ~ltere Beugungs- 
theorie ftir die Iutensi~iit des durch einen Spalt gebeug~en Lichtes giebt, 
mit zum Vergleich her~-,.iehn. Dieselbe lautet (Kirc]~hoff, Optik, pag. 91, 

d wo a ~ ~ ,  p - -  k sin % und, um auf die je~zige Intensi~tseinbeit zu 

kommen, cons t . - -1  z u  setzen ist): 

(E) 

Zwischen dem iilteren Intensitiitsausdruek J '  und dem bier abgeleiteten 
neuen J tlndet man leicht die Beziehung: 

038) 
j = j '  z + V oo. 

gegeben werden. 
den Ausdruck: 

Man kennt die Lichtvertheilung, welche der kusdruck J '  liefert. Auf 
einem senkrecht zur Richtung nach dem Spalt aufgesteUten 8chirm zeigt 
sich ein System abwechselnd heller und dunkler zum Spalt paralleler 
Streifen. Der hellste Streifen yon der In~ensitiit J'----- 1 ~udet sich in der 
Mitre des Beugungsbildes (Z--0) ,  zu beiden Seiten desselben folgen nahe 
~iquidistant schw~chere Lichtmaxima, deren Oerter sehr geniihert durch 
die Gleichungen: 

kd sin % ~ ~(2n nt- 1) n---~ 1, 2 , . . .  

Die Helligkeiten dieser Maxima sind bestimmt dutch 

j , __  1 

Sie .nehmen bei breitem Spal~ mit wachsendem BeugungswinkeI rasch an 
,:Krai~ ab. Zwischen den Max~mis finden sich s~ets Stellen vSlliger Dunkel- 
heir eingeschaltet. 

Aus Formel (138) erkennt man leicht, was sich hieran iindert, wenn 
man den neuen Intensit~tsausdruck J e~rftihr~. Zun~chst ist die HeHig- 
keit ttberall mit dem Factor cos ~ zu multipliciren, die Intensit~t der sei~ 
lichen Lichtstreifen nlmmt also mit wachsendem Beugungswiukel rsscher 
ab, als nach der ~/teren Formel, und ausserdem lager~ sich tiber das :g~r,.e 
Beugungsbild eine ziemllch gleichf6rm{ge, ,nit wachsendem Beugungswi~el  
wenig ansteigende (bei breitem Spalt schwache)Helligkeit, welche din'oh. 
das zweite Glied tier Formel (138) dargestellt wird. Es sind atsS'::die 

16" 
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Minima zwischen den Streifen nich~ mehr vSllig dunl~el mid ffir grSssere 
Beugungswinkel, wo auch die Maxima schwach sind, tritt allmiihllch eine 
Verwischung der S~reifen ein. Der Ort der seitlichen Maxima bleibt 
fibrigens unver~ndert nahe den Stellen: 

kd sin Z -~- ~(2n 2f_ 1) n ~ 1, 2,. �9 �9 

w~hrend ihre Intensitiit durch die verindei~e Formel 

gegeben wird. 
l~ragen wix je~z~ nach dom Giiltigkeitsbereich des Ausdrucks J in 

Rticksicht auf die vernachliissigten Theile ~' mid v'. Es werden nach (D) 
auch im besten Falle, ftir % ~ 0, die Resb ~' und v' numerisch klein 
nut d a ~ ,  wenn kd gross, ~ klein wird, also bei gegen die Wellenliinge 
breitem Spalt. Demnach kan~ die Formel J nur bei breitem Spalt eine 
Niherung darsbllen. Da abet die Reste ~' und v' oder wenigstens die 
i~ir sie abgeleiW~en Grenzen mit wachsendem Beugungswinkel wachsen, 
so" ~ra'g~ sich weibr, bis zu welchen Beugungsw~nl~eln die Anwendbarkeit 
der Formel J bestehn bleibt. Es wird genfigen, wenn ~' und v' in den 
Helligkeitsmaximis klein gegen ~ und v bleibt, wenn also in denselben: 

cos -~ @s 2 
~ ' ~ - >  4 ~ g  i - -  e cos ~: und 

~.~. ~ @s 1 
~ B g  (i--~)' r 

ist, wobei g eine grosse Zahl ist. Fiitn4 man bier ftir ~ seinen Werth 

in den Maximis 1 ein, so folgt: 
kd sin ~--- 

2 

@ 
cotg % > 4g .  i - - a '  cos~ z > g  B ( 1 - - ~ ) '  

s ine  
2 

Diese Ungleichungen gelten f f i rum so grSssere, um so niiher an einen 
l~echten heranreichende Beugungswiulrel, je kleiner @, "je grSsser die 
SpalCbreib is~. 

Demnaoh gilt dieFormel J mi~ um so grSsserer Genauigkei~ bis zu 
um so grSsseren Beugungswln~eln, je breibr der Spalt  ~m Verhiiltniss 
zur Wellenl~bige ist. Dass f ir  g~uz grosse Beugungswhtkel nahe einem 
Rechte~ nichi~ etwa nur die obige Grenzbestimmu~'ungenfigend wird~ 
sondern tha~s~ohl.i~h J aufhSrt, eine N~iherung zu sei~ :erke, nt man schon 

daraus, dass fiir: ~ sbenge ~---0 werden mfis~e, ,w~arend es in ~---~-  
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1 ~ is~ also ~ und damit Wirklichkeit yon der Ordnung k-~ wird. Ftir ~-----~- 

auch J um seinen eigenen Betrag falsch. 
Beachtet man noch, dass ftir breiten Spal~ und kleine Beugungs- 

wlnl~el J und J" nahezu identisch werclen, so is~ folgendes Resulta~ 
erreicht: 

Wit sehen erstens, class die ill,ere lrormel: 

der s~engen Thearie um so n5her ents~rricht, je breiter der ~palt und je 
]deiner der Beugungswinkel ist, und wit finden zweitens eine neue Formel: 

we~he sich bei wachsender Spaltbreite auch fiir gr~sere und gr6ssere Beugungs- 
wirJ~ der stxengen Theorie anschliesst. 

Noch weitere opCische Folgerungen ergeben sich aus der Vergleichung 
der ver~ikalen und der horizon~alen Schwingungscomponen~e. Die Amplitude 
~ider Componenten is~ nach (C) tiberall glei~h. Daraus folg~, dass na~'r- 

d~fallendes Zicht durd~ die ~eugung an einem S~a~t ~ innerhalb 
~a~ ~ ~ ' ~ e i c h s  des Ausdrucks J -  nicht ~olarisirt wird*). 

Indessen tritt eine Phasendifferenz ew~chen der vertika~en und der 

~ t a ~ n  G ~  ein, welche dutch ~zz gegeben wird und nach 

Formel (B) in den MarSmis verschwindet~ w~n'end sie in den Minimis bis 
auf eine halbe Wellenl~age ansr 

Das Gfiltigkeitsbereich der Formel J ist in Praxis ein rech~ aus- 
gedeh~h~s. Wit haben bei ihrer Ableitung vorausgeselzt~ class die Ent- 
fe~aung ~ des Shmdpunkles des Beobach~ers yore Spalt sehr gross ist. 
Die hieraus entspringenden Yernachl~sigungen verschwinden abet v~illig~ 
wenn man in der ftblich~u Weise rail Hlllfe eines auf unendlich ein- 
gesh~ten Fernrohrs die sogenaunt:e Fraunlmfer'sche Beugungserscheinung 
beobachh~r wie sie in unendlicher En~fernung yore Spalt zu S~ande l~ommen 
wtirde. Unsre zwei~e Gruppe yon Yernachli~sigungen, die in der Weg- 
lassung der h~iheren Olieder des N~iherungsveffahrens bes~and~ fiihr~ 

*) Fill- ganz grosse Beugungswinkel nahe einem Reehten muss na~firlich ver~ikale 
Polarisa~ion ein~r~ten, weft die horizontale Schwingungscomponen~e ~ nach der Raud- 
bedingung am Schirm gleieh 0 werden muss. 
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wenigstens in dem mittleren Theile des Beugungsbildes anch nur bei sehr 
sehmalen Spal~en zu prak~isch merkliehen Fehlern. Wenn die Spal~breite 

COS ~ 
2 zetm Wellenl~iagen betr~g~, erh~ilt man aus Formel (D): Mod. ~'<0.014 cos ~ ' 

w~hrend ~ in der Mitre des Beugungsbfldes nahe 1 is~. Man sieh~ daraus, 
dass selbst Ftir einen Spalt yon nur zehn Wellenl~ugen Breite bei m~issigen 
Beugungswln~eln ~ der Fehler der Formel. J und auch der ~l~eren 
Formel J" nicht fiber ein paar Procen~ der in der Mitre des Beugungs- 
brides herrschenden Liehtintensit~t ansteig~. 

Einen Absehhss in gewissem S~nne liefern die vorstehenden Unter- 
suehungen fitr die Theorie der Beugung .der t~'ntgen~rahlen. Fasst man 
elnen R~ntgenstrahl als einen Impuls auf~ als eine Stosswelle,~ welche sich 
yon einem Punkt im Aether, der einer kurzen Ersehiitterung "ausgesetzt 
gewesen ist, fortpflanzt, so kann man sich diesen Impuls mi~ Hiiffe des 
Fourier'sehen Integrals in lauter homogene Schwingungen aller mSgliehen 
Schwingungsperioden oder Wellenl~ngen zerleg~ den~en. Man iiberzeug~ 
sigh leicht, dass hierbei fast die ganze Schwingungsenergie auf ~ejenigen 
hSmogenen Schwingungen f~ll~, deren Periode zwischen ~ull und Werthen 
yon der .Gr~ssenordnung der Stossdauer liege, w~lrend S c h ~ e l i  
l~ugerer Periode nut mi~ verschwindend kleiner Amplitude aufbre~en. 
Bereohnete man nun die Beugung jeder einzelnen homogenen Welle dutch 
einen Spal~ unter alleiniger Beriicksichtigung der ersten Glieder w (re, ~o) 

w(ro, e#o ~ (GI. 104) unsres l~herungsverfahrens, und superponir~e dann 
die Amplituden des gebeug~en Lichts fiir aUe vorkommenden Wellen, so 
wiirde man auf einem anderen Wege zu genau den Resul%aten tiber die 
Beugung yon ImpuIsen gelangen, welche kiirzlieh Herr Sommeffeld (Zeit- 
schrff~-fiir Ma~hematik und Physik~ Bd. 46, 1901) abgeleitet hat. Ich 
hebe hervor, dass man hierbei nicht yon den obigen e~faehen Formeln 
fiir J Gebraueh maehen ka~n, well deren Ableitung voraussetzt, dass 

numerisch gross ist~ w~hrend bei der Zerlegung des Impulses in 

lmmogene Sehwingungen Wellenl~ngen his zur 1~,~1t herunter und da~aer 

kleine Werthe des Products ~ auf~reten. In der That ~llC]l hat Herr 

Sommerfeld den Ausdraek w(ro, ~o)_~u w(ro; ~o~, iiber~ragen auf den 
Fall des Tin pulses, a. a. O. pag. 76~86, ohne die obigen VernacM~issigungen 
ausgewer~het. Dass dieser Ausdruek an sich eine l~herung fiir" die L~sung 
des Problems sei, hal Herr Sommeffeld dutch verschledene Betrachtungen 
wahrsche~lich gemacht. Auf Grund unsrer Res~formeln (D) l~ss~ sich 
abet jetzt ohne Schwierigkeit eine numerische Grenze bereeb~en, um die 
das Sommerfeld'sche Resulta~ ~in dem concreten F~.l]e des yon den Herren 
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Haga und Wind*) ausgefiihrten ExTerimentes fiber Beugung yon Riintgen- 
s~ahlen dutch die Weglassung der wei~eren Glieder des N~iherangsver- 
fahrens hiichst~ns verfs sein kann. Indem ich ftir die Spaltbrei~e 
den ungtinstigs~en~ kleinsten bei dem Experimente der Herren Haga und 
Wind vorkommenden Wer~h 0.002 mm ansetze, tlnde ich~ dass der Fehler 
der /ntensi~ bei den allein in Betrach~ kommenden kleinen Beugungs- 
winkeln unter ein 10000-stel der in der Mitre des Beugungsbildes herrschen- 
den In~ensi~ii~ bleib~.**) Man komm~ dami~ zu dem Schluss, dass germ 
Sommerfeld's angen~herte Theorie der t~eugung yon ~6ntgenstrahlen im 
concreten .Fall des Experimentes der Herren Haga uud Wind bgs auf 
practisch Unmerkliches mit einer strengen ~ e  iibereinstimmt. 

*) Wiedemann's Annalen der Physik. Bd. 68. 1899. 
**) Es gilt dies unmittelbar nut ffir den Fall horizontal polarisirten Lich~es, ffir 

welches oben a]lein eine numerische Res~grenze aufgestellt wurde. Indessen ist klar, 
dass f(ir ver~ikal polerisirtes Lich~ der Fehler yon derselben GrSssenordnung werden 
m U S S .  


