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[]])er die Existenz der Grundl6sung bei einer linearen partiellen 
DifferenViatgleichung der 2. Ordnung yon elliptischem Typus. 

Yon 

E ~ x  HOL~GRE~ in Upsala. 

In  der Theorie der Differen~algleichung 

(1) D(~)--  ~ ~ ~ ~ 

spiel~ ~ e  sogena~nte GrundlSsung eine wichtige Rolle.*) 
Diese ist in foIgender Weise definiert. Es seien (}, ~), (x, y) Punkte in 

dem Gebiete wo die Koeffizienten a(x, y), b(x, y), c(x, y) definien sind, es 
sei r der Abstand zwischen (~, ~) und (x, y). Die Grundl(isung yon (1) 
is~ yon der Form 

~(~, y, f, , )  log ~ + v(~, y, }, v), 
u(}, ~, f , , )  = 1, 

wo u und v s~etige Funk~ionen yon x, y, ~, ~ sin& 
Bei der Voraussetzung~ dab a, b, c analytische Funl~i~onen sind, ha~ 

Prof. ~ilberr eine sehr einfache Methode gegeben (Vorlesung S. S. 1901; 
siehe H e d r i c k ,  Diss. G(iltingen 1901), die Existenz yon solchen L~isungen 
nachzuweisen. (Die Funktionen u und v sind d~.nn analytische Funktionen 
yon x, y, ~, ~.) 

In dem vorliegenden Aufsatze solI eine Me~hode entwickel~ werden 
um die Exis~nz der GrundlSsung bei (1) unter denselben Voraussetzungen 
d~rzulegen**), die sich auch auf den Fall yon drei Veriindel"lichen aus- 

*) Siehe Encyklot)'~ie tier Math. Wiss. Bd. 2, p. 515. Mehrere Si~tze fibe~ das 
Verhal~en tier Integrate in der Umgebung yon isolierCen singul~ren Stellen, die bei 
tier Po~entiatgleichung getten, kiinnen leicht auf (1) ausgedehnt werden; nachdem die 
E~Cenz tier Grundliisung nachgewiesen is~ (z. B. das Theorem yon Lauren{). 

**) Die Mefl~ode ist ganz analog mi~ der, die Picard angewandr ha~ am den 
analytSschen CharakCer tier Liisungen bei (1) nachzuweisen. 

In einex nach dem FAnreichen dieses Aufsa~zes erschienenen No~e (Compims 
readus, 2. Jun~ 1903) wendet Picard die Hitber~sche Met~hode an (ira Falle ~--~--~0), 

~x + ~), 

a, ~ beliebige Konstan~ sind, bei (t) exisl~ieren (ffir a ~ i q = 0  ge'ht die Grand- 
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dolmen l ~ t * )  (d. h. auf die Oleich~mgen 

~x, + ~-, + ~ + a F~+ b ~ + 

Wit  se~zen in (1) 

(2) z = u log r + v, 
u_ud bekommen 

c ~ + d u ~ - O ) .  

(a) 2)(~) log ~ + ~ ( x - f )  ~ + (v-~)  

+ ~(~) = o. 

Wir wollen je~zt u als eine LSsung yon D ( u ) ~  0 bestimmen~ die so 
beschaffen ist~ dat~ 

1 ~u ~u 

eine regulate analy~ische Funk~ion yon x, y, ~, ~ ist. 
Wird d a n n v  aus der Gleichung 

D(~) + f(~, ~)-- 0 

bestimm~, so s~ellt u log r + v eine GrundlSsung dar. 
Zu diesem Zwecke fiihren wir Polarkoordinalen ein durch die Formeln 

x -- ~ = r cos 0, y -  ~ = r sin 0. 

Nach Mul~iplikation mit r ~ geht da~u D ( u ) =  0 fiber in 

(4) ~ii' + r ~-~ + r ~ - ~  = ar cos 0 ~-~ -- sin 0 ~-~ 

~u ~u 
+ br (r sin 0 ~-; + cos 0 ~-~) + cr~u. 

Fiir f(x, y) bekommen wit den Ausdruck 

y) = 7- [2  ~-~ --  (a cos O+b sin O)u]. (5) f(x, 

Wit  benu~zen jetz~ den folgenden Hfiffssatz**): 
Eine reelle Po~enzreihe f(x,  y) yon (x--~) und (Y--*2), welche konver- 

gier~, wenn tx--~l ,  ty--~/] < / ~  is~, kann in der Form 

16sung hervor), ein Resulta~ welches er, wie er bemerk~, in den Comp~s rendus, 1891 
~uagesprochen hatt~. (Dies6 L~sung kann offenba~ linear in der Grundt~ung und 
ihren Ablei~ngen erster Ordnung naeh ~ und ~ darges~ll~ werden). Er erw~hnt 
daselbst d~B seine frtihere nich~ mitge~eil~e BeweismetJaode yon En~wickelungen in 
~gonome~ischen Reihen Gebrauch ~ch~e. 

~) Diese Ausdehnung ist im ,Arkiv for ma~ema~ik, astronomi och fysik" Band I, 
(herausgegeben yon der Academie dex Wiss. in Stockholm) ~usgef~Shr~ worden. 

**) Siehe z. B. Paraf ,  Th~se~ Paris 1892~ p. 78. 
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(A) f(~, y) = ~ , , P ,  
",'~0 

gesdrrieben werden, wo 

(a (') ( ~ - 2 ) o  + b ~ 

Dabei konvergier~ die Reihe 

(A3 ~ '  ~" [~,], 

WO 

(~) 

wenn r < / ~ .  

~ (~-  2) 0) +.... 

[a? = I o'~'l, + lb:'t + Io'~' ~I,_ + Ib",_~,' + --- 

Umgekehr~ s~ll~ eine Reihe yon der Form (h) ,  wenn die zugehSrige 
Reihe (6) konvergent ist, eine regulate analytische Funktion yon x, y in 
der Umgebung yon x = ~, y = ~  dar, wenigsf~ns wena 

Wi t  werden versuchen die Fun~ion  u in der Form (A) zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an 

(7) u =  1 + e~(O)r + %(O)r ~ + . . .  + a,(O)r" + . . .  

WO 

(7') ~(o) = 7. -(")~o~-o + ~(")~. ,o+c)~o~(,~-~)o+C)_~i~(n-2)o+.... 
Dureh Einsetzung in (4) bekommen wir das folgende System yon 

Differentialgleichungen f'fir a,(0):  

flit  n = 1 d~a' dO ~ + e a =- O, 
ffir n = 2, 3,--- 

+(~)~ ( (n -2 )~osO,~_~-s i~O ~ ~, 
dcq 

(8) 

+(b)~(("-~>~m~ ~176176176 
~,dai\ 

+ (c)oa,_~ + (c)~a,_8+ .. �9 + (c),_~, 
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wo die Bezeiehnung (q~), f-fir den Koeffizien~ yon r" in der Entwicklung 
yon einer Funk~ion r nach Potenzen yon r angewand~ wird (diese Be- 
zeic.hnung wird iiberall in der Folge gebraucht). Wit  machen die Voraus- 
setzung, dab die Koeffizienten a, b, c in dieser Weise entwickelt werden 
kSnnen (vgl. p. 410). 

Die Funktionen a,(0) mtissen die Bedingung erffillen, d~B f(x, y) 
regulir wird, d. h. yon der Form (A). 

Man finde~ leicht, da$ 

(9) f(x, y) = ~  Q,_~-~,  

wo 

(9") Q,,_~=.2nr { (aeos0 +bsin0)oa,_ ~ (O)+(acosO+bsinO), a~,_~(O) -4-" 
. . + ( a e o s  O + b s i n  O ) . _  ~ } . 

Nehmen wir an ~ was spgter gezeigt werden wird ~ dal~ 

( o ) , . . . ,  ~.(o) 
yon der Form (7') sind, so flnden wir leicht dab Q~_.~ auch yon dieser 
Form ist d. h. 

(io) e._~ =p?-~)~o~.0 + C-~)si..0 +p:?r (.-2)0 + (~_]~) ~. (.-2)0 + .  

Die rechte Seite in (9? kann n~mlich offenbar als eine Summe yon 
Gliedern der Form 

A .  eo~ co~ ( i - -  2 r )  0 r 

geschrieben werden mid ein solches Glied l~$t sich in die Gestalt (10) 
umformen, wie man dutch Anwendung der Formel 

1 r ~ ~o~ b = - ~  [~o~ (a+b) + oo~ (~ -b ) ]  

mad den analogen ffir cos a sin b, sin a sin b finde~. Man sieh~ leicht, 
dab die Koeffizienten yon cos n0, sin n 0 in Q~_ ~ d. h . / ~ -  ~), q(2- 3) nur 
yon den Koeffizienten yon sinus und cosinus der hiSehsfen Multipeln yon 0 
in ~ (o) ,  ~ ( o ) , . . . , ~ , ( o )  abh~gen, d. L ~on yc:~, ~) (~= 1,2, . . . ,~) .  Sie 
sind dutch die folgenden Ausdrficke gegeben 

i ;  (x) _-(1),~. (,,_.9) 

: (i)x ~(~ - ~) \ -(v (1)~ + l*~ j . - 2  ! 

- <"_7')q)) + . . .  + (<<=?) <"~))  ~l - 

--%-i JJ, 
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t 

+. . .  + ((,,L-? + ~L-:  ) ) r: ~) + (,L-/)- ~=7 )) ~)) 

wo die g und v dutch die En~ricklungen 

a(x, ~,) = ~,o + @i ~ ) r o + ,# ) , i~  e),, + (#~) ~o~ 2o + ,4 ~ ) ~i~ ~ o + ~,i~)), -, +. . . ,  

b(x, ~) = ~o + (t~i" cos o + ~i ~) sin 0),. + (~,) cos 20 + ~ ) s i n  2 o + ~)~ ,~  ~,,~ ] - -  - I - ' * "  

defiaiert sin& 
Die Bedingung d ~ r  da$ f(x, y) regulRr ist, d. h. 

ist nach dem ttiflfssatze die, dat~ 

v(. : - ~ ) =  q(:- ~) = 0 ( n =  1, 2, 3 ,-- . ) .  

Also mfissen wit haben 

die Form (A) h a t ~  

(11) 

7(•) 

~ =  

1 f (n-  1) 
. { 2 ~or . ,_  ~ - ~o,~L7 )) + ( ( , : ' ) -  .'~-(~)'~ ~'.._ ~ '~- ~) 

- (,,:~+ ~:~)) ~ L - ? )  +.- 

/,- (~-~) 7~ 1) -" + ,.~.#.._~ - ~ 'L-7)  - ( . ' L - : ) +  ~ L 7  )),if ')) 
�9 (n-i) 

+ 2 (.._, -~:_7~) }, 

1 - -  - -  - -  1 ~. { ~ (~o~: ?+  ~o~: ?) + ((~) + ~(~)) ~L-: ) 
~ 1  ) " "  

= (,~- ~)\ 

n = 2, 3,-  --. 

Dutch (11) werden somif die Koeffizien~en 7(~), ~ )  flit sinus und 
eosi~us der hSdhs~en Mul~ipeln yon 0 in a,,(O) eindeutig bes~imm~. 

Wir werden je~z~ sehen dab das System (8), die Funktionen a,(O) 
~ o m ~ d ~ g  ,~d  eind~utig b e s ~ m ~ ,  w e ~  ~ r~-) .~a  ~(:) (n=  1, 2, 3,...) 
die darch (11) bes~immt~n Wer~e gebem 

Wir  bemerken zuers~ dM~ die allgemeine L5sung der Differential- 
gleiohung 
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n - 1  

to=0 

dutch die Formel 

(C) a = / ~  cos n0 + F sin n 0 + 
~v=0 

wo E and F beliebige Konstant~en sind, gegeben is~. 
Mit~ dieser Formel bestimmen wir mit Bezugnahme 

successive die Funktionen 

eq(O), ~ ( 0 ) ,  . . ., an(O ). 
Wir linden 

eos/~0 sin~o0 

yon (11) je~zt 

1 (o) = -~ (Zo cos o + ~o sin o). 

a2(O ) ist dureh die Gleiehung 

a~'~ (cos -- sin 0 - ~ )  ao~ + 22'~2 = (a)o O~j 

d~ + (b)o ) 
+ (C)o 

besfimm~. Wie man leieht sieh~, reduzier~ sich die rechte Seite auf eine 

.~ (o) = 7~ ~) cos 2 o + ~(~) sin 2 o + r?). 

Wh" bestimmen j&zt; as(O ) usw. hllgemein bekommen wit 

. (,) ( n _ 2 ) O + ~ ( ' )  s i n ( n _ 2 ) O + . . . .  % ( 0 )  = 7 (") cos nO + ~(,o sin n 0 + 7~_ ~ cos 

Nehmen wir in der Tat an, da$ at(O), e~(O) , . . . ,a~_t (O ) yon dieser 
Form sind, so zeig~ man analog wie S. 407~ dag die rechte Seite in der 
Differentialgleichung fiir a~(O) yon der Form ist 

r.(") ( ~ - 2 ) o  + zx(") ~m ( ~ - ~ ) o  + r(~ ,  ~o~ ( ~ - 4 ) o  -- 2 C O S  n - i~ 

+ A  (") sin (n--4)O + . - .  

Die endliehen Fourieren~wieklungen der versehiedenen Glieder~ 

(a)~_i E(n- i )  cos Oa._~ -- sin 0 

(b),_~ [ ( ~ - ~ )  sin o~._, + ~o~ o 

d o ~  _ i  7 

sind n~m!idh yon dieser Form (weft die Koeffizienten yon cos nO, sin ~0 
gIeieh ~ u n  s~d).  
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Nach (C) finden wir also den angegebenen Ausdruck ffi{ a~(O)da 
E = ~g~), F = ~(~) sein miissen. 

Die formetle Besf~mmung der Reihe (7) ist also ausgeffihrt. Wir 
gehen jetz~ zu der Konvergenzuntersuchung fiber. 

De~ K~r~e wege~ n e ~ e n  wit d~bei an da~ a(x, y) - -b(x ,  y) = O. 
Der Koeffizien~ c(x, y) sei in der Umgebung yon Origo in einer gewSb,- 
lichen Potenzreihe entwickelbar~ welche konvergier~, wenn Ix! < a, i Yl < a. 
Nach dem Hiilfssa~e S. 405 kSnnen wit dann diese Funk~ion in der Um- 
gebung eines Pun~es ~ ~ in der Form entwlckeln 

c(x, y) = @)0 + (c)~r + (~ )~  + . . -  

(12) = % + (~(~) cos 0 -}- el I) sin O)r 

+ (~ )  cos 20 + e~ 2) sin20 + ~2))r~.-., 

wo die Koeffizienten gewSnliche Potenzreihen yon ~, ~ sind. Diese Reihe 
konvergiert unabh~iagig yon ~, V wenn l~!, I~! < #, r < / ~  vorausgesetzt, 
dab e + R < a. Nach dem Hfilfssatze S. 405 ist dann die Reihe 

(13) [(~)o] + [(~)d ~' + [(.)~l~'+ �9 - �9 

konvergent, wenn 2~'</~ und dies, wie man leicht sieht ~ wenn man 

sich erJnnert wie der Ubergang yon der Potenzreihe ffir c(x, y) in der 
En~wickelung (12) ausgeffihr~ wird ~ nach elementaren Eigeuschaf~en der 
Potenzreihen~ unabh~kugig yon der Lage yon ~, ~ (reei1 oder komplex) in 
dem Gebiete t~t, l~f < ~. Es sei die obere Grenze yon (13), wenn ~, 
in diesem Gebie~e variiert, M. 

Die Koeffizienten a.(0) in (7) werden nach (8) successive aus den 
Gleidlmngen 

g ~  "9 al O~ dO~ 
(14) d,,~,, 

do, + " ~  = @o~-~  + (~): .-~ + "  + (~).-~ 
@ = 2 ,  3 , ~ , . . . )  

b e s o m s .  ~ac5 (11) is~ ~.")= ~.")= 0 ( ~ a  ~ o  ~ = 0). 
Um die KoeN~ienf~a er zu sch~itzen, machen wir zuers~ einige 

vorbere~f~nd~ Bemerkungen. 
Wena C~") D(]) die Koeffizienten yon s in~0,  cosp0 in der Fourier- 

entwickelung" der rech~en Seite yon (14) bezeichnen, so haben wir 
na~t~ (C) 

1 (15) 

Weitar is~ 
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[(~)~._,] < [(c),] [~_,]*) < ~ [~..~ 

Dureh hnwendung dieser Formeln bekommen wir successive nach (13) 

M M M.R" M [%]<~ [~]<,!~ < (~+ , /~, ~;~ 

M / ~  M/~' M ~o~<~(r +~)(~+~) 
M M 

_~ ~ (M.~" + ~___,) M_n" M , (~+~)(~+~) 
M [MR" M [(c)~ ~ + (c).~ ~ + (c)~, + (~),] < ~ \ ~. ~ + ~-) 

~:~ ,~  +~)(~+~)+~(~+~)(~+~)} 
- ;~+~)(~ +~)(~+~) 

und allgemein 

M MR' M/~  MR" M 1 (~  ~)(~+~) ~%~ < ~ < ~ , _ ~ > ( ~ + ~ )  + . .  (~<o_~ ~)- + 

Man finder jetz~ leich~, dab die Reihe 

konvergier~, wenn r < R'. 
OO 

Die Reihe u(x, y)=~--l 
~ - 0  

a.(0)r ~ konverg~ert also (unabh~ngig yon ~, ~, 

welche reelle oder komplexe Wert~, deren absolu~en Be~r~ige kleiner als 
sind, annehmen dfirfen) wenn r < / ~ ,  also in demselben Gebiete wie die 

Reihe (12)**).  Wenn  man  die Variabeln x, y s~a~ r~ 0 ein~hr~, so sieht 

*) Diese erste Ungleichung folgt leicht, wenn man sich der Formel 

1 
c o s  me c o s  no = - ~  [ c o s  (m+n)o + c o s  (m--n)e] 

und der analogen fox cos mO sinm0 und sin mO sin nO bedient. 
**) Wenn man auf das Erhal~n des grSflt~nSgHchen Konvergenzgebief, s ver- 

zichtet, so kann der Konvergenzbeweis offenbar einfacher geffihrt werden. Ohne eine 
Besc-hr~mkung zu mac-hen, kann m ~  annebmen dab ~ ~ 1; d~nn dutch die Trans- 
formation x - - $ ~ - ( x ' - - $ ) a ,  y - - ~ - ~ - ( y ' - - ~ ) a ,  wo ~ eine genfigend klein zu 
nehmende Konstant~ ist, kann dieses immer erreicht we~len. Ist G die g ~ t e  der 
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ma~ (nach dem Hfi!fssalze S. 405 lind dem Weierstrai~schen Doppelreihen- 
sa~) dab u(x, y) eine eiadeutige analytische t~n!ddon yon x, y, ~, ~ isl, 

__B Ist z. B. c(x, y) eine ganze 

~anscendente Fun!d;ion, so wird u(x, y, ~, *2) eine ganze tmanscendente 
Fank~ion yon x, y, ~ V. 

Nachdem so u(x, y) bestimmt ist, geschiehl die Bestimmung yon 
v(x, y) aus der Gleichung .D(v) + f(x, y) = 0 nach derselben Methode. 
Die Konstanten ~,(~'), e~(~') sind beliebig zu nehmen, nut mut~ die Reihe 

(1~) t  q - l ~ ' ) I ) / ~  konvergieren. Ist c(x,y) eine ganze ta~nscenden~e 

Funktion so kann v(x, y, ~, ~) als eine solche (yon x, y, ~, ~) bestimmt 
werden. 

Zahlen M, die zu den Funk~-ionen a, b, c gehSren (wit betrach~en den allgemeinen 
r" d otn"l 7n - 1 M ~  Fall) so b e k o ~ t  man [a,,] < ~- 

i 
yon (7) in dem Gebiet~e r < ~ sich exgibt. 


