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Uber die Existenz der Grundlosung bei einer linearen partiellen
Differentialgleichung der 2. Ordnung von elliptischem Typus.

Von

Erix HormereN in Upsala.

In der Theorie der Differentialgleichung
2 2
1) D(z)fg-g;ju%imagg—b%-cho
spielt die sogenannte Grundlosung eine wichtige Rolle.¥)

Diese ist in folgender Weise definiert. Es seien (£, %), (x,y) Punkte in
dem Gebiete wo die Koeffizienten a(z, y), b(z, y), ¢(x, y) definiert sind, es
sei r der Abstand zwischen (£, 4) und (z,%). Die Grundldsung von (1)
ist von der Form

u(z,y, & 7)) logr + v(2, 9, §, 1),
u(g? 7, &, 77) =1,

wo «# und v stetige Funktionen von z, y, §, 5 sind.

Bei der Voraussetzung, daB a, b, ¢ analytische Funktionen sind, hat
Prof. Hilbert eine sehr einfache Methode gegeben (Vorlesung S. 8. 1901;
siche Hedrick, Diss. Gottingen 1901), die Existenz von solchen Ldsungen
nachzuweisen. (Die Funktionen w und v sind dann analytische Funktionen
von #, ¥, £, "7')

In dem vorliegenden Aufsatze soll eine Methode entwickelt werden
um die Existenz der Grundlosung bei (1) unter denselben Voraussetzungen
darzulegen®¥), die sich auch auf den Fall von drei Verinderlichen aus-

* Siebe Encyklopidie der Math. Wiss. Bd. 2, p. 515. Mehrere Sitze fiber das
Verhalten der Integrale in der Umgebung von isolierten singuliiren Stellen, die bei
der Potentialgleichung gelten, konnen leicht auf (1) ausgedehnt werden; nachdem die
Existenz der Grundlosung nachgewiesen ist (z. B. das Theorem von Laurent).

“) Die Methode ist ganz analog mit der, die Picard angewandt hat um den
analytischen Charakter der Losungen bei (1) nachzuweisen.

In einer nach dem Einreichen dieses Aufsatzes erschienenen Note (Comptes
rendus, 2. Juni, 1903) wendet Picard die Hilbertsche Methode an (im Falle § = ¢ =0),

um 7w zeigen, daf immer Losungen der Form o(z, y}logr—i-“m‘f'g?lqj‘ 'w(a:,y)‘ wo
«, B beliebige Konstanten sind, bei (1) existieren (fiir ¢ = =0 geht die Grund-
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dehnen li8t%) (d. h. auf die Gleichungen

otu

8m’+8y"+6z2+ 2x+bﬁy+ 'a‘?‘*"d“"'())

Wir setzen in (1)
(2) z=ulogr+w,
und bekommen
(3) D@ logr+ 2 (@...g) + (=) 5) — (@la—8) + bly—n)u) ]
+ D(v) =

Wir wollen jetzt w als eine Losung von D(w) = O bestimmen, die so
beschaffen ist, daB

X2 (@9 52+ - 5) — (ae—+by—nw) | = f(z,9)

eine regulire analytische Funktion von z, v, &, » ist.
Wird dann » aus der Gleichung

D('U) +f($:y) =
bestimmt, so stellt « log » 4+ v eine Grundlésung dar.
Zu diesem Zwecke fithren wir Polarkoordinaten ein durch die Formeln

Z—&=17cos b, y—n=7rsnb.
Nach Multiplikation mit 72 geht dann D(u) = O iiber in

o%u ou
4) eg—i— 8r+ r? rz—-ar(rcosear smﬁae)

+br(rsm0 +cos() )+cr2
Fir f(x,y) bekommen wir den Ausdruck
(5) f(x,y)w%[Q%%———(acos 6+bsin0)u]~

Wir benutzen jetzt den folgenden Hiilfssatz®¥):
Eine reelle Potenzreihe f(z, y) von (z—£) und (y—v), welche konver-
giert, wenn |z—E&|, |y—n| < R ist, kann in der Form

15sung hervor), ein Resultat welches er, wie er bemerkt, in den Comptes rendus, 1891
ausgesprochen hatbe. (Diese Losung kann offenbar linear in der GrundlSsung und
fhren Ableitungen erster Ordnung nach £ und 5 dargestellt werden). Er erwihnt
daselbst daf seine frithere nicht mitgeteilie Beweismethode von Entwickelungen in
trigonometrischen Reihen Gebrauch machte.

* Diese Ausdehnung ist im ,,Arkiv for matematik, astronomi och fysik* Band I,
(herausgegeben von der Academie der Wiss. in Stockholm) ausgefiihrt worden.

*¥) Siehe z. B. Paraf, Thése, Paris 1892, p. 73
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) fa,9) = SwP,

vy=0

geschrieben werden, wo
P = ( o cos v8 + B sin v@) + (& ( ) jcos (v—2)8 4 b _sin (v—~2)0) +
Dabei konvergiert die Reihe

A9 2B,

»=0

wo

(6) [2]=

wenn r < R.
Umgekehrt stellt eine Reihe von der Form (A), wenn die zugehorige

Reihe (6) konvergent ist, eine regulire analytische Funktion von %, y in
der Umgebung von # = £, y = 4 dar, wenigstens wenn

(”) o + -

B B
le—8| <5, ly—nl<z

Wir werden versuchen die Funktion % in der Form (A) zu bestimmen.
Zu diesem Zwecke nehmen wir an

@ u=14e¢O)r+&O)r"+- -+ a,0)r +
wo
(1) e (8) =y cosnd 4+ oPsm n0 + ) cos (n—2)0+0% ,sin(0—2)0+---.

Durch Einsetzung in (4) bekommen wir das folgende System von
Differentialgleichungen fiir e, (6):

de,

fir n=1 d6,+u1=0,

fir n =2,3,---

(420 P
VT -+ nfe ——(a)o((n-—l)cosea 1 smB de )
+ (@), ((n——.?) cos B¢, _, —sin @ d"a 2)

+(@),_s (cos O, —sin 6 —-3“—1«)
®) ‘

-{—(b)o((n 1)sinfe,_,+ cosf ”"1)

+ (b); ((%-—-2) sin fe 2+0080 )

+ (0),_s (sm B¢y + cos 0 d“‘)
\ + (ﬁ}b 0, st (c):t o, 3+ " + (c)n—-2 ]
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wo die Bezeichnung (g), fiir den Koeffizient von »* in der Entwicklung
von einer Funktion ¢ nach Potenzen von » angewandt wird (diese Be-
zeichnung wird iiberall in der Folge gebraucht). Wir machen die Voraus-
setzung, daB die Koeffizienten o, b, ¢ in dieser Weise entwickelt werden
kénnen (vgl. p. 410).

Die Funktionen «,(f) miissen die Bedingung erfiillen, daB f(z, y)
regulir wird, d. h. von der Form (A).

Man findet leicht, daB

) F@,9) = D Qu_sr?,
WO

(9) Que=2ne,(0)—{(acosb+bsinb)ye, ,(6)+(acosf+bsinb) a, ,(6)+-
.-+ (acosf+bsind), _,}-

Nehmen wir an — was spiter gezeigt werden wird — daB
o (0), - - @,(0)
von der Form (7') sind, so finden wir leicht daB @, , auch von dieser
Form ist d. h.

(10) @,_,= S‘ 2)cosn0+q; )smne—i-p(" ‘)cos(%~—2)0+ - 2)sm(n —20+ -

Die rechte Seite in (9") kann nimlich offenbar als eine Summe von
Gliedern der Form

A- sgf ) ;’f’ (i—2r)0 oS p G+ —25)0
geschrieben werden und ein solches Glied IiBt sich in die Gestalt (10)
umformen, wie man durch Anwendung der Formel
cos @ cos b = «2— [cos (a+b) + cos (a—D)]

und den analogen fiir eosa sinb, sina sinb findet. Man sieht leicht,
daB die Koeffizienten von cos 8, sinnf in @, _, d. h. p*—3  ¢»=? nur
von den Koeffizienten von sinus und cosinus der hichsten Multipeln von 6
in e (8), 0,(8), -, «,(0) abhiingen, d. h. von y®, 6 (n=1,2,--.n). Sie
sind durch die folgenden Ausdriicke gegeben

n—2 n 1 = n (n—2
pi ) 2n yfz ) 4 } 2 (y'()yfz 11) $u'0 5: 11)) ((‘u‘(l) {1)) ? )
(‘1)(1) -+ (1)) 3(” 2))

n—2

-2 -2 1 2 ~{n—2 1
I _{_(”(l 2) (n ))7)() (72 ) ”5__2))6())
+2u’b(n 1) /V(ﬂ. 1 }7

rz~-1
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07 = 2m00 — L [2 04 )+ (0
+ (@(1) —(1)) 6(”-2))
4 ((v(ﬂ -2) + u(n 2)) Y ® + (“’(72 2) —("—9)) 3(1))
D 1
F2OET R, (00 =r, =5, =0, #0=1),
wo die g und » durch die Entwicklungen
a(z, y) =y + (@Y cos 0 4 »{V sin B)r 4 (uf) cos 20 4 vP sin 26 + uP)r? +
b(z, y) = o+ (@ cos 6 + »P sin 0)r + (u) cos 260 + vP sin 2 0 + uP)r? +

definiert sind.
Die Bedingung dafiir daf f(z, y) regulir ist, d. h. die Form (A) haf,
ist nach dem Hiilfssatze die, daB

PE-D = g0 =0 (n=1,2,3,-").

Also miissen wir haben

2
1= g 2 )+ (7
— O+ ED)8P) -
A (WO P = 08+ 8)
),

00— g {2, i”';”-l* Bo?n )+ (0 + B 9P
+ (y‘” — 7)o ) 4
(OB A+ W =05 0)
#2p2 +80))
g n=2,3,---

(11)5

Durch (11) werden somit die Koeffizienten (), 6 fiir sinus und
cosinus der hochsten Multipeln von 6 in «,(6) eindeutig bestimmt.

Wir werden jetzt sehen daB das System (8), die Funktionen «,(6)
vollstdndig und eindeutig bestimmt, wenn wir ™ und 6@ (n=1,2,3,...)
die durch (11) bestimmten Werte geben.

Wir bemerken zuerst daB die allgemeine Ldsung der Differential-

gleichung
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(B) de’ +n2a-2(0 cos p0+ D, sin p6)
durch die Formel

©) o« = F cosnf 4+ Fsinnb +2’( p%czospa +D, smp;z)’
p=

wo E und F beliebige Konstanten sind, gegeben ist.
Mit dieser Formel bestimmen wir mit Bezugnahme von (11) jetzt
successive die Funktionen

“1(6); “2(0>> Y a’n(9>'

1 —
ey (0) = < (1 cos 6+, sin 6).
0y (6) ist durch die Gleichung

2
a2,

a6

Wir finden

. d
+ 220, = (@), (cos O, —sin 8 -d%l

+ (B), (sin Beay + cos 8%%&)
+ (€

bestimmt. Wie man leicht sieht, reduziert sich die rechte Seite auf eine
Konstante. Nach (C) bekommen wir dann, da = yQ, F = ¢

¢ (6) = @ cos 20 + 0P sin 20 + P,

Wir bestimmen jetzt o;(0) usw. Allgemein bekommen wir
o, () =y cosnb + 0" sinnd 4 p | cos(u—2)0+08" , sin (n—2)64---.

Nehmen wir in der Tat an, daB «(6), ,(0), -+, «,_ () von dieser
Form sind, so zeigt man analog wie S. 407, da die rechte Seite in der
Differentialgleichung fiir «,(6) von der Form ist -

F® cos(n—2)0+ AP _sin (n—2)0 4™, cos (n—4)0
+A%, sin(r—4)0+ -
Die endlichen Fourierentwicklungen der verschiedenen Glieder,

dee, .
(@); [(n—-—z) cos 8¢, _, — sin 0 ——-—gié"—'-‘-},

oo v dan--i
(), 4 {:(n—-z) sin B¢, _; -+ cos ¢ ——-3-5—*]

sind nimlich von dieser Form (weil die Koeffizienten von cos %8, sin 6
gleich Null sind).
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Nach (C) finden wir also den angegebenen Ausdruck fir «,(9) da
E =y, F =0} sein miissen.

Die formelle Bestimmung der Reihe (7) ist also ausgefiihrt. Wir
gehen jetzt zu der Konvergenzuntersuchung iiber.

Der Kiirze wegen nehmen wir dabei an daB a(x,y) = b(z,y) = 0.
Der Koeffizient ¢(z,y) sei in der Umgebung von Origo in einer gewshn-
lichen Potenzreihe entwickelbar, welche konvergiert, wenn |21 <<a, |y|<a.
Nach dem Hiilfssatze S. 405 konnen wir dann diese Funktion in der Um-
gebung eines Punktes £, # in der Form entwickeln

(@, y) = (0) + (O + () + - - -
(12) = 6, + (6{V cos 0+ ¢ sin §)r
+ (6P 0326 + 0P sin 20 4 6P)r? - - -,

wo die Koeffizienten gewidnliche Potenzreihen von £,  sind. Diese Reihe
konvergiert unabhingig von £, y wenn |£!, 9] <o, r < B, vorausgesetzt,
daB ¢ + R < a. Nach dem Hiilfssatze S. 405 ist dann die Reihe

(13) [(©e] + LOA R + [ B+ - -

konvergent, wenn R’ < R und dies, wie man leicht sieht — wenn man
sich erinnert wie der Ubergang von der Potenzreihe fiir ¢(z,y) in der
Entwickelung (12) ausgefiihrt wird — nach elementaren Eigenschaften der
Potenzreihen, unabhingig von der Lage von £, 5 (reell oder komplex) in
dem Gebiete |£], || <<o. Es sei die obere Grenze von (13), wenn &, g
in diesem Gebiete variiert, M.
Die Koeffizienten «,(6) in (7) werden nach (8) successive aus den

Gleichungen

2

%"é‘“zl" + =0,

e,

462 + ng‘iﬂ = (6)0“ ~2 + (c)lj&a -3 + Tt + (c>n—-2
("=27 3,4, "')

bestimmt. Nach (11) ist y® = §® =0 (und also o = 0).

Um die Koeffizienten «,(f) zu schitzen, machen wir zuerst einige
vorbereitende Bemerkungen.

Wenn C(? D die’ Koeffizienten von sin p@, cos pf in der Fourier-
entwickélung' der rechten Seite von (14) bezeichnen, so haben wir
nach (C)

(14)

n—2
1
(15) [0 < gy > (O] + 1 D).
‘Weiter ist: o=
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[(©)ien-i] <L():] [, J*)< s Loyl

Durch Anwendung dieser Formeln bekommen wir successive nach (13)

M 1 M MR
[“2]<-2—§7 [3]<4 2R<42(22+ )

] < 75 (7 +7%) <75 (15 +7) (7 +
[(6)1062+(C)20£3+(6>3]<R (22 )
] <13 (5s (@) Y7 (@ +g) =rialis +2)(F +7)
s +tw) (@3 rw) (3 e
[+ (€ ee + (0504 + (0] < ® (ilz; + R’) (g“*‘ R_%“)
[ <35 (G (s + ) (& 2e) 7 (15 +2) (7 +20)
=Z¥3(¥%+R’)(4 s T& )(yf Trz’ﬂ")

und allgemein

#%);

<

[“"]<4<n 1)((n 5T E )(4(%MR>+R) (iujJrR')('ﬂg"*“?l‘f)‘

Man findet jetzt leicht, daB die Reihe

e

n=10

konvergiert, wenn r < R’.
Die Reihe u(z, y) =——2 e, (0)r" konvergiert also (unabhingig von £, 1,

n=0
welche reelle oder komplexe Werte, deren absoluten Betrige kleiner als ¢
sind, annehmen diirfen) wenn r < R, also in demselben Gebiete wie die
Reihe (12)**). Wenn man die Variabeln z, y statt », 8 einfithrt, so sieht

*) Diese erste Ungleichung folgt leicht, wenn man sich der Formel
cos m@ cos nf = —;— [cos (m -} %)6 - cos (m—n)6]

und der analogen fiir cos m0 sinm® und sinm6 sin n6 bedient.

*) Wenn man auf das Erhalten des groBtmoglichen Konvergenzgebiets ver-
zichtet, so kann der Konvergenzbeweis offenbar einfacher gefiihrt werden. Ohne eine
Beschrinkung zu machen, kann man annehmen da8 R > 1; denn durch die Trans-
formation # —E=(@ —&«, y—n=( —1n)e, Wo « eine geniigend klein zun
nehmende Konstante ist, kann dieses immer erreicht werden. Ist G die groBte der
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man (nach dem Hiilfssatze S. 405 und dem WeierstraBschen Doppelreihen-
satz) daB wu(z, y) eine eindeutige analytisehe Funktion von z,y, &, 5 ist,
wenn [£], |] < e, |o—&| <, ly—n| < 2. It 2B. e(s,y) cine ganze

transcendente Funktion, so wird u(z, y, &, 1) eine ganze transcendente
Funktion von z, v, &, 7.
Nachdem so u(x,y) bestimmt ist, geschieht die Bestimmung von

v(z,y) aus der Gleichung D(») + f(z, y) = 0 nach derselben Methode.
Die Kounstanten ™, 6 sind beliebig zu nehmen, nur muB die Reihe

2( i |+ 6@ ) B* konvergieren. Ist ¢(z,y) eine ganze transcendente

Funktxon so kann v(z,y, £, %) als eine solche (von z,y, £, n) bestimmt
werden.

Zahlen M, die zu den Funktionen a, b, ¢ gehoren (wir betrachten den allgemeinen
Fall) so bekommt man [a,] < % =M, %ﬂ] <71 M" woraus die Konvergenz

von (7) in dem Gebiete ¢<~7——%¥~ sich ergibt,




