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Beitri~ge zur Theorie der Punktmengen. IL 

Von 

A. SeHO~FLmS in KSnigsberg i./Pr. 

Dem ersten Beitrag zur Theorie der Punk~engen*), der den Beweis 
eines speziellen Theorems enthielt, lasse ich die al/lgemeine 27worie do" 
ebenen ~ 7 e e / ~  Me~gen folgen. Sie kann als naturgem~ge Weiterfiihrung 
der Resultate betrachtet werden, die wit Herrn G. Cantor  verdankem 

Das wichtigste und umfassendste Theorem der Cantorschen Theorie 
lautet bekannf~ch: ,,dab jede abgeschlossene Punktmenge, die nicht ab- 
z~hlbar ist, (lurch allm~hliche Abspaltung einzelner Punl~te auf eine per- 
fek~ Menge reduziert werden kanu ~. Ist S die gegebene Mange, so ist 

s = R + r ,  
wo J~ abz~Mbar und 2' perfekt ist. Man kann abet sofort die weitere 
Frage steUen, welcher geome~rische Bau den perfekten Mengen selber zu- 
kommt. Hieriiber ist bislang wenig gearbeitet worden. Nur die linearen, 
perfekten Meng~n sind uns in ihrer inneren Struktur vollst~dig durch- 
sichtig; fiir sie hat bereits Herr G. Cantor  setbst die bezfiglichen Resul- 
tat~ abgeleitet. Von dem geometrischen Charak~r der ebenen oder r~um- 
lichen~ perfekten Mengen wissen wir jedoch noch so gut wie gar nichts. 

Diese Lficke soll der folgende Beit~g ftir .die ebenen Mengen aus- 
ffillen, er soU eine vollstiJ,udige Analyse aUer perfekten, ebenen Mengen 
liefern. Um eine geometrische Einsieht in den Bau dieser Mengen zu 
erzielen, wird es sich zun~ehst darum handeln, sie in gewisse einfache 
Bestandteile zu zerlegen. Man kann die Method% die Herr Cantor  flit 
die Reduktion der abgeschlossenen Mengen benutzt hat~ in der Weise auf 
die peffekten Mengen veraUgemeinern, dal~ aufler den einze]nen Punkten 
isotierte, zusammenh~ngende Bestandteile aufireten, die yon der Gesamt- 
menge in analoger Weise abgespalten werden, wie die isoliert~n Punld~e. 
Auch hier besteht das Hauptresultat in dem Nachweis einer Gleichung 

*) Diese Anna~en, Bd. 58, S. 195. 
M~thematilche Amm&len~ T~I~ 9 
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wo ~ die gegebene perfek~e Menge ist, ~ eine stets abz~hlbare Menge 
isolier~r, zusammenb~.ngender Bestandtefle und ~ eine dem angegebenen 
Redul~ionsprozet~ nicht mehr zug's Menge, deren Natur iibrigens 
noch sehr man~igfach sein ka,~. Sie ist entweder eine zusammenhiingende 
Menge oder abet eine solche nicht zusammenh~ngende Menge, die un- 
begrenz~ in Teilmengen zerleg~ werden kann, deren jede immer wieder 
eine unbegren~ Teilbarkei~ besitzk 

Der zweite Tefl der Un~ersuchung hat sich mi~ den Eigenschaften 
der eben erw~hn~en einfachsten Bestandtefle selber zu hefassen. Wie ich 
bereits in meinem ersten Bei~rag erw'~hnte, h'~agen diese Untersuchungen 
auf das Engste mit der Analysis situs zusammen; sie sol]en die geliiufige~ 
P, egriffe und S~tze der Analysis situs mit den Mitteln der Mengentheorie 
 fen und in roller Allgemeinheit begriinden. Die No~wendigkeit dieser 
Aufgabe wird kaum bestri~en werden. Sie beruht darauf, dal~ die Analysis 
si~us die Grundlage der gesam~en Cauchy-Riemannschen Funktionentheorie 
bildet. Freilich hat man kiirdich begonuen, den Kurvenbegriff im Inter- 
esse der Beweise zun'~chst enger zu fassen. Aber mag eine solehe Be- 
sc-hr~flmng auch zun~chs~ nii~zlich sein~ so ist doch fiir jeden Sa~z seine 
volle Tragweite zu ermitteln und zu sichern. 

Die naturgemSfle Grundlage d2r vorliegenden Aufgabe kann meines 
~rachtens nichts anderes sein, als die Ana~sis situs der aus gewb~nlichen 
Po~ygonen ~usam~,~gesetzten Ge~ilde. Dem entsprechen auch die yon Herrn 
Pr ingshe im*)  einge~hr~en Trel~mwege, die eine monotone F!~n~ion 
approyimieren sollen. Was bier ffir den einfachsten Fall geschehen ist, 
kann abet auf jed~s geometrische Gebilde, ~ wie beschaffen es auch 
immer sei - -  ausgedehnt werden. Diese Ta~sache bildet eines der wich- 
~gs~en ttilfsmit~el der folgenden Untersuchungen. 

In dem vorliegenden Beitrag beh~ch~e ieh insbesondere die Begriffe 
der gesc~lossenen Kurve, der Gebietsgrenze und Gebietste~ung, sowie ihr Ver- 
t~ l~ i s  zu den sie bestimmenden oder durch sie bes~immten abgesch/ossenen 
Mengen. Es is~ mlr nut eine Arbeit des Herrn Phragm~n be~ann~ die 
ein spezielles tderhergehSrs Theorem enfl~t.**) 

~ is~ zweekm~t~ig, die Un~rsuchung auf a//e abgeschlossenen Mengen 
auszuddhnen. Andrerseits ist es natu.~gem~t~, da$ man nur abgesch!ossene 
Mengen in Riicksicht ziehk Nur sie ex~euen sich einer Ar~ Gese~zm~iBig~ 
kai~ Eine nich~ abgeschlossene Menge ha~ denselben CharakCer, wie eine 
~ l / e h e  FunkCion, die man mi~ Bezug auf eine abgeschlossene Menge 
de~ieren ~ann, flu: die also wieder die abgeschlossene Menge das 0pe- 
rat~onsgebie~ abgibt. 

*) Berich~e de~ Akad. d. Wiss. Mfinchen, Bd. 25, S. 56 if. 
**) Aet~ math. 7, S. ~.  
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Definition und Hilfss~tze. 

Ich stelle zun'~chst die zur Anwendung kommenden Definitionon nebst 
einigen Hilfss~tzen kurz zusammen. Diejenigen, die schon im ersten Bei- 
trage enthal~en sind, effahren zugleich eine teilweise E r g ~ u n g .  

Ist ~ eine beliebige abgesddossene Menge und bedeute~ ~ die Menge 
aller Punkte einer Ebene*), so heiBt die durch die Gleichung 

defiuierte Menge ~ die Komplementiirmenge yon 6.  
Als einfachen We9 oder kurz als Weg bezeicbn~e ich einen sich n~rgends 

kreuzenden Streckenzug, der entweder nur aus einer endlichen Zahl yon 
Strecken besteht, oder aber, falls er aus unendlich vielen S~recken be- 
steht, nur e/hen oder h5chstens zwei Grenzpunlr~e besitzen soft, ~ c h  
den Anfangst~nk~t resp. den/~ndpunkt. Zwei derartige einander nirgends 
kreuzende Wege, die denselben Anfangspunk~ und denselben Endpunkt 
besitzen, bflden ein einfaches Polygon. F~ir dieses Polygon gelten die be- 
kannten S~itze der Teilung, Zerlegung und Zusammensetzung. Dutch 

soll das Polygon, sein Inneres resp. sein Aufleres bezeichnet werden; 
es ist dann = + + 

Insbesondere erwiihne ich noch den folgenden evidenten Satz: 
1) Ist ~1~ die Komplement~rmenge einer Menge ~ und sind ~1 und 

~ zwei einfache, zur M:enge ~ gehSrige Polygone, die einen Punkt 
gemein lmben, so lassen sic sich an diesem Punkte so ab~inder~, dab sie 
zusammen ein einziges e~nfaches Polygon bilden, das ebenfalls der Menge 

angehSrt. 
Unter einem Weg, der einen Punkt s der Menge ~ mit einem Punkt 

yon ~ verbindet, wird ein solcher verstanden 7 dessen Punkte, yon s 
abgesehen, s~mtlich zu ~ gehSren, und der h5chstens in s einen Grenz- 
punkt besitzt. Von diesen Wegen gelten folgende, leicht beweisbare S~tze: 

2) Zwei Wege, die yon einem Punkt m zu zwei verschiedenen Punkten 
sl und a~ yon ~ fiihren, lassen sich so legen, dab sie sich nicht kreuzem 

Sind n~m!ich 11 und l s die beiden Wege und ent, h~ t  z.B. ls unend- 
lich viele Strecken, so kann 11 nut eine endliche Z~.hi dieser Strecken 
kreuzen~ da sonst der Grenzpunkt yon /~ auf l~ liegen miiBte. Dadurch 
ist der Satz auf Streckenzfige mit endlieher Seitenzahl zuriickgeffihr~ 

*) Die Ebene ist die Ebene der Funktionentheorie; dadurch wird erreicht; da~ 
man jede gegebene Menge al~ im Endh'chen liegend ~muehmen kann. 

9* 
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3) Zwei Wege /' und /", die denselben Puukt s yon ~ mi~ zwei ver- 
schiedenen Pun]~n ~n' und m" verbinden, lassen sich ebenfalls so legen~ 
daft sie sich nich~ kreuzen. 

Kreuzen sie sich n~m!ich und is~ m~ der erste Kreuzungspunl~ so 
tausch~ man die Teflwege~ die yon ~n" und m'" bis ~n 1 ffihren~ gegen ein- 
ander aus. Dies modifizier~ die Wege l' und l".so, dab sie in m I einen 
gemeinsamen Pun~  haben, ohne sich abet in Lhm zu ]rreuzen. Gem~l~ 
Sa~z 1) lassen sie sich deshalb durch Wege ersetzen, die in m 1 nicht mehr 
zusammentreffen. Ebenso kann man mit jedem weiteren Kreuzungspunkt 
veffahren; anch mut~ man zu jedem Kreuzungspunkt nach einer end- 
lichen Zahl yon Schritten gelangen. Aus dem eben bewiesenen Satze folg~ 
wei~er: 

4) Zwei Wege, die yon demselben Punk~ m zu demselben Punk~ s 
ffihren, lassen sich so legen, dab sie ~ich nirgends ]~reuzen, mithin ein 
ein&ches Polygon bestimmen. 

Ich er~.hne ferner die folgenden einleuchtenden Begriffsbes~immungen: 
Ist 0(P, s) der Abstand eines Punktes p yon einem Punkt s einer 

abgeschlossenen Menge 6 ,  so ist 0(p,s)  eine in ~ stetige Funktion.*) 
Ihr Minimum heil~ Abstand des :Punktes p yon ~ und soll dutch e(P~ 6)  
bezeictmet werden. Dieser Abstaud ist eine in jedem endlichen Gebietstefl 
G stetige Fun~on ,  er erreich~ in G ein Maximnr, und es gibt mindest~ns 
einen in G gelegenen P u n k t -  der natiirlich zur Menge ~ g e h S ~ -  
fox den dies Maximum eintritt A-~log kann man den Abstand e ( ~ ,  ~ 
zweier abgeschlossener Mengen definieren. Haben die Mengen ~ und 6 '  
keinen Pun~  gemein~ so ist e(~,  ~ )  yon Null verschieden; auch gibt es 
 des ns s, s" so e(s, s ' ) =  , ( e ,  6 )  is . 

Aus der S~etigkeit yon e(/~, 6 )  folgt insbesondere, dab es ffir jede 
Schar yon Parallelen eine erste und letzte gibt, die Punk~e der Menge 
en~halten oder yon ~ einen gegebenen Abstand besitzen. Adf ihr beruht 
auch die Exis~enz des zu einem Pun~  m gehSrigen ~n~nktfreien Bereic~.es. 

Dieser Bereich, dessen En~stehung ich in meinem ers~en Bei~rage 
genauer erSrt~r~ habe**)~ existiert ffir beliebige abgesc~ossene Mengen 
ebenso, wie ffir perfelr~m; er ist ein Rechteck, dessen Inheres zu ~R ge- 
tdir~, w~hrend sein Umfang eine endliche oder unendliche, jedenfalls ab- 
geschlossene Teilmenge yon ~ en~h~t. Man kay- m mit jedem auf dem 
Umfa~ge des Bereichs liegenden Pu,~t  yon ~ durch einen zu ~ ge- 
]~rigen Weg verbinden, er soil ein yon m zu ~ ~iln~ender Weg heil~en. 
~r~en solvhen g~7~t es also fiir jeden P~nkt m. Dagegen bemerl~e ieh schon 

*) Fiir die ~ ] ) e ~ g  des S~e~dgkeitsbegriffs ~uf beliebige abgeschlosseae 
Mengen ~e~gh meinen Beric~ht S. l15ff. 

~*) Diese h~alen, Bd. 58, ~. 207. Yergl. auch. meinea Berieht, S. 81. 
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je~zt, daft es nich~ immer einen Weg g~b~, der v~n einem Punk~ m zu 
einem bdie~igen Punkt yon ~ fiihr~. 

Der eben defmierte Bereich l~i~ folgende Verallgemeinerung zu. Wird 
< o(m, ~) gewiiMt, so kann man um m einen rechteckigen Bereich yon 

der Art konsh'aieren, da$ auf jeder seiner Seiten mindes~ens ein Punkr 
liegt, der yon | den Abstand e hat. Man geht auch Mer von~ einem den 
Punkt m nmgebenden Qhadrat aus, lii$t es zuni4chs~ so lange wachsen, 
bis mindestens eine Sei~e einen Punkl der genann~en Ar~ enlh~tt~ und 
l'fi~ als(tann die andern Sei~en sieh welter yon m enffernen, bis fiir sie 
der Reihe nach das gleiche zu~riff~. Dabei isl zu beachten, da$, wenn der 
Bereich zugleich innerhalb eines gewissen Polygons ~ bleiben soll, alas 
Wachstum einer Sei~e auch daAurch ein Ende finden kann, dab die Seif~ 
an das Polygon anst~i$~. Er m~ige dann der ira Innern vo'a ~ tiegende 
Bereich heigen. 

w 
Erg~nzende Betrachtungen fiber den Zusamme-hangsbcgriff. 

In meinem ers~n Beitrag babe ich den Zusammenhang FOr t rfekte 
Mengen und ihre Kom$lement~rmengen gesonder~ definierk Ich gebe hierzu 
einige Erg~nzungen; insbesondere is~ noch zu zeigen~ dab beide Definitionen 
im Einklang mi~einander stehen. 

Eine perfekte Menge wurde als zusammenhiingend bezeiehnet, wenu sie 
nicht in Teilmengen zerlegbar ist~ deren jede perfekt ist~ Die Definition 
kSnn~e dahin abge~ndert werden, dab die Teilmengen niah~ beide ab~ 
geschlossen se~n sollen, und kann in dieser Weise auch auf abgeschlossene 
Mengen ausgedehnl werden. Da jedoeh f'tir abgeseMossene Mengen, die 
nicht perfek~ sind, der Zusammenhang nicht in Frage kommen kann, so 
geniigt es die Definition auf peffekte Mengen zu beschr~nkcn. 

Genau genommen~ bedarf aber die Definition des Nachweises flzrer 
Berech~igung. Insbesondere soll ja der Zusammenhang einer beliebigen 
Menge ~Is Veral]gemeinerung desjenigen ehffacheren Begriffs erscheinen, 
der sich auf Polygone bezieh~ und der bier die Grundlage bildek Wit 
beweisen daher den folgenden Sa~z: 

I. 1st die 2erfekte Menge ~ nicht z u s a m ~ n g e n d ,  so kann ma~ sie 
in zwei ~rfekte Tei~ngen zertegen, yon denen die eine innerhalb, die amt~re 
au~erhalb eines einfac~ Polygons mit end~id~r S e ~ a h ~  liegt. 

Da die Menge 2: nicht zusammenh~gend isl, so 1 ~  sie sich auf 
eine oder mehrere A r t ~  in peffekt~e Teilmengen zerlegem Seien ~ und 

zwei solche Mengen~ dab 

ist Wir se~zen noch 
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= % )  - -  = 

wo ~n ein beliebiger P n n ~  der Menge ~]~ ist, und umgeben die Menge 
mit einem Quadra~ q, so da~ auch ~)(q, 2:) ~ $ is~. Endlich sei q' ein 

~nnerhalb yon q liegendes Quadra~, dessen Selden yon q den Abstand 
haben. 

Nun seien t 1 und t~ zwei solche Punk~e yon ~1 und ~:~, dab 
e(tl, t2 )=  (~ 1st. Auf jeder Teilstrecke t~'.--t~'  yon t l - - - t~  ist mit e1 
und 03 auch der Quotient ~l :e~ eine s~etige Funktion des Ortes; auf ihr 
gibt~ es daher mindestens einen Punkt yon ~ ,  der yon ~-1 und ~ den 
gleichen Abstand hat. Sei t~o ein solcher, so konstruiere man den zu ihm 
gehiirigen punktfreien Bereich S o und zwar so, dab seine Seih~n zu q 
parallel sin& M6gen zun~hst  weder S O noeh die weiterhin zu kon- 
shmierenden Bereiche an ff oder aneinander ans~l~en, dann lieg~ keine 
ihrer Seiten aul~erhalb yon q'. 

hu f  dem Umfang yon S o gib~ es nun mindestens je einen Punk* yon 
und ~ ,  und daher auch mindestens zwei Intervalle, yon denen ein 

Endpun]r~ zu ~ und einer zu ~ geh6rt, w~hrend die inneren Pn,~te zu 
gehSren; sie seien el = v z ' " r . ,  und a~ v~" v~ ). Jedem yon 

ihnen gehSr~ wieder mindestens je ein Punk~ an, fiir den ~x = e~ is~; diese 
Pun~e  seien /~z und t~'- Kons~ruier* man zu itmen die zugehSrigen 
p u n k t ~ i e n  Bereiehe S~ und S~', die beide an S o angrenzen, so bilden sie mit 
S O ein Polygon ~x, dessen Umfang wiederum Punkte yon ~ und ~:~ 
ent~l t .  Auf ibm gibt es daher wieder mindestens zwei In~ervalle % und 
a~', yon denen ein Endpunkt zu ~ und einer zu ~ gehSrt, und auf jedem 
mindesh~ns einen Punkt~ ffir den q~ = ~ is~ Sind #~ und ~" zwei solche, 
so konsta~ier~ man zu ihnen die Bereiehe S~ und S~, die mit ~ ein 
Polygon ~ bestimmen, ftir das die gleichen Schltisse gel~en usw. 

Der Fl~cheninhalt aUer so kons~ruier~er Bereiche bleib~ oberhalb einer 
angebbaren Griil~e. Sehtiigt man n~mlieh um einen Punk~ ~ mit dem 

1 Radius -~ ~ einen Kreis, so gehSr~ das Innere dieses greises zu 2}~ und 

liege dem obigen gem~i~ aneh in-erhalb ~'. Demnach macht der zu 9~ 
geh6rige Bereich mindesh~ns ein Vier~el des in diesen Kreis eingeschriebenen 

1 ~ Daher muB unser Quadra~ aus, und hat also mindestens den Intmlt ~ 

Konshmk4ionsvexfe~hren nach einer endlichen Zahl yon Schrit~en zu Ende 
kom~en. "Dies ist auf zweiexlei Weise mSglich. Es kann der l e ~ e  Be- 
reie.~ ~ wie der leOz~e Bereich ~" an q angrenzen; alsdann bflden aUe 
Bereiche einen das Inhere yon ~ durchziehenden Polygons~reifen und jeder 
diesen Shreifen durchziehende Weg t zerleg~ ~ in zwei Teitpotygone, deren 

*) Die Interv~2te k~auen einen Endpunk~ gemein haben. 
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jedes eine Te~menge yon ~ umschlieBt, die naturgem~iB peffekt ist2) 
Die Konstruktion kaun aber auch dadurch zum St~!]st~nd kommen, da~ 
der letzte Bereich an einen bereits vorhandenen Bereieh angrenzt. &ls- 
dann entsteht ein ringf6rmiger, polygonaler Bereich.**) Und man k~.nn 
in ibm ein einfaches Polygon endlicher Seitenzahl so zeietmen~ dab inner- 
halb und auBerhatb yon ibm eine naiurgem~B peffek~ Tei]menge yon 
enChalten ist. 

Die Komplementiirmenge ~ einer abgeschlossenen Menge ~ wurde 
als zusammenhiingend definierl, wenn sich je zwei Punkte yon ~ dutch 
einen zu ~ gehiirigen einfachen Weg verbinden lassen. Um zu zeigen, 
dab sich diese Definition mi~ derjenigen far peffek~e Mengen in Uber- 
einstimmung befindet, beweise ich folgenden Satz: 

Werden zu einer nicht abgeschlossenen, zusammenhtingenden Me~e die 
ihr fehlenden Grenzjmnkte hinzugefiigt, so entsteht eine perfekte, zusamme~c- 
h~nger~ Menge. 

Die Menge ~,  die aus ~ dutch Hinzuffigung der Gvenzpun]rte e~- 
s~eh~, is~ naturgems abgeschlossem Einen isoliert~n Punkt kiin~te sie 
nut enthalten, falls er schon zu ~ gehiir~ h~tte; dies isi ebenfalls aus- 
geschlossen "und ~: daher perfek~. W~re nun ~ nich~ zusammenh~ugend 
und w~iren ~v~ und ~ irgend zwei peffekte TeiImengen yon ~, so refute 
jede yon ihnen, wie leichl ersichflich, auch Punkie yon ~ en~alten. 
Iqach Satz I g~ibe es tiberdies ein einfaches Polygon, das nicht zu ~ also 
auch nicht zu ~ gehSr~, und ~ in zwei getrennte Teflmengen zerlegte.. 
Es g~be daher Punkte yon ~ ,  die nicht verbindbar w~en, was abet ein 
Widerspruch is~. &us diesem Satze kan~n die ]:~bereins~immung unserer 
beiden Defini~ionen gefolgert werden. 

Endlich bemerke ich der Vo~sff~udigkeit halber noch folgendes. Ist 
ein Punl~ yon ~1~, so gibt es auch eine gewisse Umgebung yon m, die 

ganz zu ~ gehSrt. D~.n~ sonsl mtiB~e m ein Punkr yon ~ seim Mi~ 
Rficksicht hierauf soU ~ aud~ als Geb/et bezeichnet werden. 

w 
Die approximierenden Polygonfiguren. 

Jede abgeschlossene Menge liiflt sich in ein ~on Polygonen begrenztes 
Gebiet so einsddie,6en, daft der Abstand der b e z i i g l ~  Pdygone yon ihr 
in gewissen, vorgesch r i e~  G~renzen liegt. Diese Ta~ache, die fdr jede 
beliebig gea_rt, e~e Menge gil~, wie die in sie eingehenden geomeh-ischen 
Gebflde auch beschaffen sein mSgen, bildet eines der haupts~hlichsten 

*) I)iese ~engen br~uchen ~brigens nich~ mi~ T~ resp. T.~ idemtisch zu seiw 
**) Es ist nieht ausgeschlos~e~, da~ sich die T,~enitftche die~ Be~iches auf 

Null reduzier~, dies ~i~udert jedoch die. weiteren Schlfisse nicht. 
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Hilfsmi~el der weiteren Soh[iisso and bedarf daher einer ausfiihrliehen 
Dsrlegung~ wie einleuch~end sie auoh seheinen meg. Doch so~d es sieh nur 

hande'm, auf mSgliehs~ einfaohe Weise die Exis~enz soloher po!y- 
gonalen Gebie~e naehsuweisen.*) 

Die Menge ~ denken wit uns wiedor in dem Qu~ira~ q enthal~en. 
Nun sei ~ ein die Menge ~ einschlieBendes Polygon, dossen Seit~n denen 
yon q ~ e l  taufen. Forner werde t so bost.imra~, dab 

1 

is~, so ~ndem wit des Polygon ~ zun~chst in folgender Weise ab. Ist p 
eine Seite yon ~ so verschiebon wir sio, wiihrend das Polygon zusa~amen- 
h'~ngend bleib~, parallel mi~ sich in des Innere yon ~, bis entweder 

1 
(1) O(.P, ~)  = ~ t 

iBm, also auf ihr mindestens ein Punkt m liege, fiir den diesolbe Gleichung 
bes~eht, odor abet, bis sic der Lage nach mit einer andern Polygonseite 
zusammen~s In dem Ie~z~eren Falle kann ~ dadurch in zwei ge~rem~e 
Polygone zoffallen; alsda~n hat jedes yon ih,en weniger S eiten als 
selbst. Zeff~ll~ jedoch ~ bei diesom Verfahren nicht, so verlier~ es 
mindes~ens eine Ecke. Wonder man also ~eses Veffahren der Reihe nach 
auf jede Soi~e yon ~ an, so gelangt man naeh einer endlichen Zahl yon 
Schrit~en zu einem odor mehreren Polygonen, bei denen a//e Selden min- 
destens einen Punkt en~halten, ffir den die Gloichung (1) gilt. Diese 
Polygone seien 

Ich bemerke, dab tides Polygon, des im Laufe des weiteren Ver/ahrens 
entsteht, ebenfalts sofort gem vorste~nden J)rozefl unterworfen werden sell. 

:En~l~ das Polygon P~ auf einer Seite Pl einen Punkt m, ffir den 

(2) 
is~, so konsh~ieren wir zu m den im Innern yon J~l liegenden in w 1 de- 
finiert~n Bereich S, dessen Seiten dot Gleichung (1) goniigen. Dabei ist 
zu beachter~ da~ die Sei~en des Bereiehes auch daduroh fes~ werden kSnnen, 
dab sie, noch ehe sio der Relation (1) geniigen, an /)1 anstoBon~ Dies 
se~zen wir so lango fort, wie sich suf eine~n Polygon P~ rosp. auf einem 
a~s ibm entss Polygon ein Pun~  m dioser Ar~ finder. Dann ist 
zu zeigen, dab dieser Proze~ nach einer endlichen Anzaifl yon Schrit~n 
zum AbschluB kommt. Dies gesahieht wie folg~: 

Man schlage um m mi~ ~ t als Radius einen Kreis und ziehe in ibm 

*) Potygone dieser Art betrachtet auch Herr C. J o r d a n  beim Bowels seines 
Kurvensatzes. Vgl. tours d'aualyse, 2. Au~ Rd. 1, S. 9~. 
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die zu den Seiten yon q parallelen Durchmesser. Sie zerlegen den Kreis 
in vier Quadrant~n. Liegfl mindes~ens einer yon ihnen ganz innerhalb PI~ 
so ergibt sick for die Fl~iche yon ~ die Relation 

(3) S > ~ ' .  

Wird also der Bereich 8 yon/)1 getflg~, so bestimmt er mit /)1 ein neues 

Polygon~ dessen Fl~che um mehr als ~ e kleiner ist, als die Fl~che yon 

P~. Das neue Polygon hat grOBere Sei~enzahl als /)l- 
Lieg~ keiner der vier Kreisquadrant~n gauz innerhalb/)1, so wird der 

sich um m dehnende Bereich an /)1 anst~Ben, ehe noch fOr eine seiner 
Seif~e~u die Relation (1) erfoll~ ist. Alsdann zerleg~ er /)1 in zwei Polygone. 
Die so defi~ierten Polygone seien Bil und ~ ,  und S' sei der so erhalt~ne 
innerhnlb /)1 liegende und sie ~rennende Bereich. Jedes dieser beiden 
Polygone wird im allgemeinen weniger Selden haben~ als B 1 selbsK Eine 
Ausnahme ~rit~ nut ei~, wenn das eine yon ihnen es sei P~  - -  ein 
Viereck ist; damn grenzt der Bereich B" so an zwei parallele Selden p 
and p '  yon BI, dab zwischen ihnen nur noch eine wei~re Polygonseite yon 
xP 1 liege. Die BreiLe des zwischen ihnen liegenden Teils yon /)1 ist dan~ 
gem~B der obigen~ die neu enbs~ehenden Polygone betrefl~enden Festsetzung 

I so  i s t  d ies  un-  mindestens gleich e ]/2. Is~ n~mlich 0 (P,/~') ~ -~- e 

I V ~, so folg~ es leict~ daraus, dab mitblbar klar, and ist Q(p,p')~-~e 
1 ja der gauze um m m i t  - ~  geschlageae Kreis zu ~ gehSrK Wenn 

nun das Polygon/)12 auf p oder/~' noch einen weiteren P u n ~  m besi~zt, 
ffir den die Gteiehung (2) gilt, so veffahren wir mit ibm ebenso. Auch 

hier ist die Brei~e des trennenden Teiles mindes~ne gleich 1 ~ a ]/'2. Diese 

M~glichkeit kan- daher nur in endlicher Zahl auftrebn. Hiermit ist aber 
die obige Behauphmg bewiesen. Denu wenn wit die Kons tn~ ion  tier 
Bereiche so lange for~se~en, wie es auf den Polygonen P~ oder auf den- 
jenigen, die aus ihnen hervorgehen, Pun]de m gib~ for die die Gleiehung (2) 
gil~ so mfissen wit nach einer endlichen Zahl yon Schritbn engweder zu 
einer Reduk~on des Inhalbs der gesamt~n Polygonfl~iehen um mindesbns 

1 e~ oder aber zu Polygonen geringerer Seitenzahl gelaugen. Unser Ver. 

fahren liefer~ daher sehh'e]lich eine end~che Reihe yon Polygonen end- 
licker S e i ~  

die die folgenden E i g e n s ~ n  besitaen. Auf jeder i ~ e r  Sei~en liegt 
1 

mindes~ens ein Pun]~ m, der yon ~ den Abs~ud -~ a besitzt, und .~ r~  

S~'te enthiilt einen P~l~t  m, dessen Abstand yon ~ gr61~r als a ist. 
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Im Inneren eines dieser Polygone kSnnen aber sehr wohl Pw~te m 
tiege~ fox die die Relation (2) giltz Lieg~ im l~eren  yon/>i' ein solcher 
Punk~ m e so tra~u tier zu ibm gehSrige Bereich S ganz innerhalb yon/)1' 

I ~ und bestimmt mit/)1' ein liegen~ er ~nat dann mindestens die GrSBe 
1 ringz~rmiges Gebiet~ dessen Fl~che mindes~ens um V ~ kleiner ist~ als die 

~ e  yon/)1 '  Liegt ~q nicht ganz innerhalb yon />1, so lassen wit (]as 
um m sich dehnende Quadrat resp. den sich bildenden Bereich zun~ichst 
wieder nur so lange wachsen, his er an eine Sei~e Pl' yon J)l' anstSBt, 
und fassen nut den in~rha/h yon J)l' sich weiter dehnenden Teil des Be- 
reiches ins Auge. Er sei $1; alsdann ist wieder zu un~erscheiden, ob er 
schlieB~ch an noch andere Seiten yon/)1' anst~Sl~t oder nicht. Es greifen 
dann die gleichen Schlfisse Platz~ wie oben. Im zweiten Fall gilt fiir S I 
die Relation (3); im ers~n Fall kann J)l' in zwei Polygone zerfallen, 
deren jedes geringere Seitenzahl hat~ wie PI' selbst, oder aber, wenn das 
eine dieser beiden Polygone die gleiche Seitenzahl hat, wie PI' selbst~ 
so kann es wieder nur eine endliche Zahl yon Punkf~n m geben~ fiir die 
die~ eintritt. Nach einer endlichen Zahl yon Schrit~n muB man also 
zu einem Pvn]r~ m gelangen~ dessen Bereich S entweder grSBer ist als 

2es~ oder der aus PI' zwei Polygone hervorgehen 1~ ,  deren jedes ge- 

ringere Sei~nzahl hat~ wie/)1' selbst. 
Wit prfifen nun jedes der neu entst~mdenen Polygone oder Ring- 

gebiete wieder~m darauf~ ob auf ibm oder in seinem Inneren Punk~e liegen~ 
ffir die die Relation (2) gilt. Ist m ein solcher, so bleiben auch fiir ihn 
die obigen Uberlegungen in Krai~. Entweder gehSr~ zu ibm ein Bereict b 

der eine Redu]r~on der gesamten Fl~iche nm mehr als 1 ~2 bewirkt oder 

wir ge.l~gen nach einer endlichen Zahl yon Schri~en zu einem Bereich~ 
der ein Polygon in zwei Polygone geringerer Sei~enzahl, oder abet ein 
Ringge'biet in ein Polygon zerleg~, das allerdings eine hShere Seitenzahl 
besii~zen wir~ wie das ~iu~ere Randpolygon. Abet da jed~, wenn ein 

1 $~ 
Ringgebiet entsteht, die ges~,m~e Polygonfl~he sich um mindestens ~- 

�9 ~rm~ so folg~ auch bier die Endlich~eit unseres Prozesses. Es ent- 
s~ht also schlleBlich ein wohl definier~es (~ebiet, das yon einem oder 
mehreren Polygonen endlieher Sei~enzahl begrenzt is~ und die Eigenschaft 
besitzf~ dab die Menge ~ sowie aUe Pun~e, deren Abstand yon ~ ~r  

als 1 ~ ist, in~rka/h dieses Gebietes liegen~ w~it~rend alle Punkte, deren 

A b ~ A  yon ~ 9 r ~ r  als ~ ist, ~u~er]~b dieses Gebietes liegen. Also folgt: 
]I. jec  abgesc  sich ei e sie einsch ie  ,e 

lwl~(aal~e ~ d ~  T~ emfliche~ f~,azah[ ]~mst~wren, so daft bei v o r g e g ~  
die Menge yon als 
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1 -~e ist, dem In~ren yon 1"[ und a!le 1)unIde yon ~'~, f'gr die dieser Ab- 

stand grSfler alx ~ ist~ dem Au~ren yon 11 ange]~ren. 
Von der so definier~n, polygonalen Figur sage ich~ dab sie die Menge 

im Abstand e approximiert. Das aus ihrem Innera bestehende Geb/et, 
dessen Zusammenhang sehr mann~gfach sein kann, soll r heiBen. Die 
eiuzelnen das Gebiet [" begrenzenden Polygone nenne ich /~ndpobygone. 
Unter ibuen gibt es jedeafalls eine endliche Zahl solcher~ die nicht inner- 
halb eines andern Randpolygons liegen. Sie sollen als tiufere l~and- 
polygone bezeichnet werden. 

Aus dem obigen Satze ziehen wir noch eine wichtige Folgerung: Sei 
T eine zusammenhii~gende Teilmenge einer beliebigen abgeschlossenen 
Menge ~ and sei 

-- r + %; 0(r,  ~1) = ~; 
1 

w&hlt man dann e ~ ~ (~, so folg~, dab jeder Pnu!4 yon ~1 auBerhalb 

des zu T geh(irigen I"[ liege. Wit nennen daher T einen isot/erten, zu- 
sammenhiingenden Bes~ndh~il yon ~ und es folgr 

IH. 1st T ein isolierter ~usammenMing~ Bestandteil der ab- 
geschlossenen Menge ~ so kann man eine ihn einschlieflende a/t~oximierende 
Polygonfigur H endlicher Seitenza]d zeichnen, so daft aUe ni~t  zu T g ~ e ~  
t)unkte yon ~ au~erhalb des van H begrenzten Gebietes liegen. 

Ubrigens bemorke ich, dab die Brei~ des Gebietes i', d. h. der Ab- 
scond irgend zweier Randpolygone dieses Gebietes keineswegs unh~rhalb 
yon eoder  einer soastigen angebbaren Grenze zu liegen braucht. Das 
gleiche gilt ftir den Abstand irgend eines Ptm]des der Menge ~ yon U. 
Auf ein Beispiel dieser hr~ komme ich am SchluB yon w 5 zurfick. 

huf  einen weiteren wichtigea Satz fiihr~ folgende Betrachtv.ng: 
Man denke sich unendlich viele isolier~ Mengen: 

T1, r ~ , . . . r , , . . .  , 

deren jede zusammen~ngend and nirgends dic,r isk Ist nun t irgend ein 
Punkt yon T, so hat jede Punk~menge 

{ t , } =  ~, ~ , . . .  ~ , , . . .  

mindes~ens einen Grenzpunk~ t~, der~ wie unmit~elbar ersichfl[r is~ keiner 
Menge T, angehSren ka~n. Die Ges~,m~ei~; dieser Punlctr bildet die Mange 
T~, die wir als G r ~ e  der Mongen T, b~eielmen. Von ihr gil~ der 
folgende Sat;z: 

IV. ~nd T~, T~, T , . . .  u~end//ch v/de /sd/erte Me~ge~, &ten jede 
~u~mmenMingend und n~rgerMs dicht ist, so ist a~w~h ihre G r ~ ,  falls 
sic ~icht etwa aus einem e i ~  1 ) u ~  bestir, ~ s a z a ~ ~ g e ~  u ~  
~,irgends diaht. 
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Alas der Definition der Menge T, folg~ n~mlich unmit~elbar, dab sie 
abgeschlossen und nirgends dict!t ist. Wen, nun T~ in ge~rennte Teil- 
mengen T'  und T" zerfiel% so liel~e sich jede von beiden durch eine 
approximierende Figur H" und IT" so einsGhlieBen~ daB die yon ihnen be- 
grenz~en Gebiete [" land F'" au,6erhalb voneinander liegen; falls n~imlieh 
Q(T'~ T'3 ~ ~ ist~ so geniig~ es TI' und l'l" so zu wKhlen~ daB sie T '  und 

1 r~" ha Abs~and e < y ~ appro~mieren. Ist nun t' ein solcher Punkt yon 

T ,  der Grenzpunkt yon 
{t,'} t1' t ;  ~ ~ ~ 1 7 6 1 7 6  ~ ~ 1 7 6 1 7 6  

ist nnd analog t" ein Punl~ yon T"~ der Grenzpunk~ yon 
II tl . * {t,"} = , , .  

is~, so gibt es einen Index ~,  so dab alle Punkte t~,,+e zu ['" gehSren und 
einen Index ~' ,  so dab alle Pun~e t~,,,+e zu [" gehSren. Sei # die grS~ere 
beider Zahlen, so folg~ daB yon den zusam~hiingenden Mengen 

. - .  . . .  

je ein Punkt innerhalb H" und H" liegt; es gib~ also auGh Punkte dieser 
Mengen au~erhalb H' und H". W~hlt man nun aus jeder Menge T~,+e 
je einen solehen Punkt aus, so lieg~ auch ihr Grenzpunkt night innerhalb 
H' oder H' ,  w~hrend er andrersei~ zu To, gehSrk Dies is~ abet ein 
WiderspruGh and daraus ist zu folgern, dab To, nicht in ge~ennte Be- 
stand~eile zeffallefi kanm Fa!]s also die Menge T~, night etwa aus einem 
einzelnen Punkt bes~h~ mu~ sie zusammenh~iagend sein. 

Einige Beispiele mSgen folgen: Zieht man innerhalb eines Winkels 
parallele~ yon den SGhenkeln begrenz~e Streeken, die sigh gegen den SGheitel 
verdichten, so best~tit To, aus dora Scheitelpunk~. N~mmt man sta~ des 
Win-kels ein Rechteck und l ~ t  die StreGken sich gegen eine seiner Sei~n 
verdieh~n, so wLrd To, aus einer Strecke bestehen. Man kann also auGh 
Mengen konstruieren, bei denen To, eine endliehe Z~hl yon Punk~en und 
Sh-ecken enth~lt. Nimmt man auf einer Geraden beliebige gegen einen 
P tm~ sieh verdichtende In~ervalle ~ an, erriGhtet in ihren Endpunk~n 
die Lo~ und setzt in jeden~ fiber einem Intervall ~ s~henden yon zwei 
Leben begrenz~en S~eifen unendlich viele para~ele Strrecken, die sigh gegen 
einen inneren Punk~ yon r als ein~igen Grenzpunk~ verdichten~ so hat man 
ehm Menge, bei der T~, aus unendlich vielen Punkah bes~ht. Man kann 
dies auck so oab~mdern~ dab die iiber ~ s~henden parallelen S~reGken die 
beiden Endpunk+m yon r a!~ Grenzpunkt~ haben. Wenn man nun die 
Inf~r~alle ~ auf der Geraden so anordnet~ dab sie eine perfek~e Menge 
bes~'mme~ so wird T,~ eine nirgends dieh~ perfekt;e l~eare Menge seim 
A:~al~ I ~  sich eine Menge kons~ruiere~ far die T~, eine abges~--~m~ 
]iue~re Menge aligemeins~r Ar~ is~ und es is~ klar~ da~ man sta~ der 



Beitr~ge z ur Theorie tier Punktmengen. H. 14I 

Geraden auch ein beliebiges Kurvens~ck als Tr~ger yon T~ verwenden 
kann. Eine Menge T~ yon noch allgemeinerex Stmktux werden wit im 
n~chsten Paragraphen kennen lernem 

w 

Die Verallgemeinerung des Cantorschen Haupttheorems. 

Wir be~rachten zun~ichst eine abgeschlossene Menge ~:~ die keinerlei 
isolierte Bestandtefle enth~ilt, weder Punkte noch zusammenh~ende 
Mengen, und demnach ~ f e k t  ist. Wit nehmen iiberdies an, sie sei auch 
selber n/cht zusammenh~ngend~ und lasse sich deshalb in zwei Teilmengen 
~1 und 2:2 zerlegen. Keine yon ihnen kanu zusammenh~mgend sein, denn 
sonst enthiel~e ja 2: einen isolierten, zusammenh~ngenden Bestandtefl. Es 
l~t~t sich deshalb auch jedo der beiden Mengen 2:1 und ~ in zwei Be- 
stand~eile zerlegen, deren keiner zusammenh~ngend ist. Diese Bestand- 
teile seien ~-~1, ~ , ,  2:,1, ~,~. Von ihnen gilt das gleiche, wir gelaugen 
also bier ~u einem ZerlegtmgsprozeB, der niemals aufhSren kann. Dies 
gilt auch beziiglich jeder tier Teilmengen 2:,, 2 ~ , , - . .  also folgt: 

V. Wenn eine ebene ~ f e k ~  Menge nidd zusammen~ngend ~t und 
auch ~ine isolierten, zusammenhSngenden Bestandteile o#Milt~ so l~i~t sie 
sieh auf vielfache Art in beliebig vide 2erfekte Mengen zerlegen, die immer 
wieder die gleiehe $truktur besitzen, wie sie sdbst. 

Ein einfaches Beispiel einer solchen Menge bilden die Lore, die man 
auf einer Geraden in den Endpunl~n einer nirgends dichten, perfek~n 
Menge errichtet. 

]~brigens schlieBt der obige Satz nicht aus, dab die Menge 2: ge- 
schlossene Kurven enthhlt. Ein einfaches Beispiel erh~t man folgender- 
ma~n: Auf dem Radius eines Kreises k verteile man Intervalle so, dab 
sie eine perfekte, nirgends dichte Menge bestimmen, und lege durch die 
Endpunkte jedes Intervalles KreisbSgen, die mit dem Kreis k konzentrisch 
sind und deren L~inge bei der Ann~herung an die Peripherie yon k gegen 
den ganzen Kreisbogen konvergiert~ bei der Ann~herung gegen den Mittel- 
punkt abet gegen Null. Das gleiche kann man auch auf der Verl~ngerung 
des Radius auBerhalb yon k vornehmem Man k~nn sogar auch Mengen dieser 
Art konstruieren~ bei denen die in ihnen vorhandenen~ gesehlossenen 
Karven in unendlic-her Anzahl vorhanden sind. Man kann yon mehreren 
oder audh unendlich vielen Kreisen ausgehen~ yon denen je zwei auBer- 
halb voneinander liegen~ und in ~h~en die gleichen Kons~--rak~one~ vor- 
ne~men. Oder aber man kann die vorige Verteilung fiir eine un]~egrenzte 
Reihe konzentrischer Kreise wieclerholen und dann die Figur gegen einen 
oder behebig viele dieser-Kreise spiegeln. Wit  kommen bei der Unter- 
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suchung der durch eine abgeschlossene Menge bewirkten Gebie~steilung 
hierauf noch einmal zurfick. (w 7.) 

Sei nunmehr 6 eine abgeschlossene ebene Meng% die isolierte Be- 
standteile enthiilt. En~h~l~ sie auc'h isolierte Punkte, so sei J die yon 
ihnen gebildete Menge. Enth~ilt sie isolierte~ zusammenh~ingende Bestand- 
teil% so seien dies 

I . �9 r ,  r ' ,  . .  , 

die zusammen die Menge ~: = {T(~)} ausmachen; dann setzen wir 

Die Menge 6~ wird nur exqs~ieren, w ~ -  es unendlich viele isolierte Punkte 
oder Mengen T(~) gibt, d,.nn abet auch notwendig; sie en~h~ilt jedenfalls 
den Grenzpunkt yon J resp. die Grenzmenge T(~) aller Mengen T (~) als 
Bestaud~eil. Sie braucht aber nicht ausschlieBlich aus der Menge T (~) zu 
bestehen, vie]mehr wird sic im allgemeinsten Fail den Typus einer be- 
liebigen abgeschlossenen Menge besitzen. DaB sie abgeschlossen ist, folgt 
unmittelbur aus ikrer Definition; dab sie auch ein~lne Pnntrte enthalten 
kann, lassen die oben in w 3 angefiibxten Beispiele erkennen. In diesen 
Beispielen i~st fibrigens ~ mit T (~) identisch. Fiigt man jedoch bei diesen 
Beispielen der Menge 6 die Gerade, auf der die Intervalle $~ liegen, gan~. 
oder teilweise blnzu, so hat man Mengen 6 ,  bei denen 61 nich~ mit T(~) 
identisch ist. Endlich ist zu bemerken, dab wenn T(~) zusammenh'~[ngend 
is~, oder e~uen zusammenh~ugenden isolier~n Bes~andteil besitzt, es in 61 
keinen isolierten Bes~udteil zu geben braucht, dem T (~) augehSrt. Ein 
solches Beispiel erh~lt man, wen- man fdr 61 die Lo~e w~hl~, die man 
in den Punl~n  einer nirgends dich~en ]inearen Menge errich~et, mad ffir 
T(') Strecken, die sieh gegen eines dieser Lore verdichten. 

Man unterwirft jetzt die Menge 6~ der gleiehen Behandlung, die wir 
eben auf 6 angewendet haben. Besitzt sie einen isolierten Pun]r~ oder 
einen isolierten~ zusammenh~ugenden Bestandteil~ so spaltet man aUe diese 
Bestandtefle yon ihr ab und ert~ilt eine Gleichung 

= + % + 6 .  = + + 

we 6s nur existiert, falls die Pnnlrte yon J~ resp. die Mengen yon ~:l in 
unendlieher Anz~hl vorhanden sind, daun aber auch notwendig. Auch 6s 
ist eine abgeschlossene Meng% auch sie kann wieder isoliert~ Punk~e oder 
isolierte zusammenh~ugende Bestandtefle besitzen. Dann zerlegt man sie 
ebenso und kann diesen ProzeI~ immer wei~r fortsetzen; ftir jedes ~ 
finde~ ~ch eine Gleichg~ag 

Mengen dieser Art erh~t man, wenn man in den oben erw~mten Bei- 
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spielen jede isolierte S~recke dutch unendli~h viele ersetzt~ die sich gegen 
sie verdichten~ und dies wiederholt ausi~ihrt. 

Der vorstehende Absp~ttungsprozeB kann his zu transfmiten Ordnungs- 
zahlen for~gese~z~ werclen. Naturgem~k~ komm~ dies nur dann in Frage, 
wenn flit jedes ~ die Menge ~:~ unendlich viele Best~ndtefle en~h~lt. Es 
gibt abet eine bes~immte transfinite Ordnungszahl~ ffir die er sein Encle 
erreicht. Diese Tatsache bilde~ das genaue Analogon des Cantorsohen 
Haupttheorems, clas sie als speziellen Fall unter sich entlEilt, und kann 
folgendermaBen bewiesen werden. 

Aus den ]~engen 
~:, ~ l ,  ~:~, "" " ~  

denke man sich je einen Bestandteil beliebig herausgegriffen und bezeichne 
itm durch r ,  r l ,  r~, . . .  r~. 
Wie wir oben sahen, gehSr~ kein Punk~ der Menge ~ einer der Mengen 
T(*) an. Die beiden Mengen T und ~1 haben daher einen yon Null ver- 
sehiedenen Abstand und wir setzen G(T, ~1) = & Da T~, Tz , . . .  T,, siimt- 
lich Bestand~efle yon 61 sind, so is~ dann aueh flit jedes Z ~ 1 

(4) q(T, rD >= ~. 
Ebenso fol~, dab kein Punkt yon T t der Menge ~ angehSrt: wird 
G(T~, ~2) = #I gesetz~, so ist fiir 2 ~ 2 

(5) e<rl, rD > ~1. 
So kann man for~fa-hren; setz~ man G(T~_~, ~ ) =  ~ ,  so ist anch 

(6) ~(T~_. ~ )  > ~;  
man ha~ also aneh 

(~) ~(r, r 2 > ~, ~(r~, r 2 > ~1, .. ~(~_~, rD > ~ .  
Nun sei 3' die klei~wre der beiden Gr/SBen ~ und ~l, ebenso $" die/ddns~e 
der drei OrSt~en 3, ~i, ~ und schliet~lich ~u) die kleinste s~ntlieher ~, 
~l, " '"  ~ -  Bestimmt man dann e, el, " " %  so, dab 

1 1 1 

is~ und schlie~t jede Menge T~ mit der sie im Abstand ~ approximierenden 
Figur ]7 z ein, so folgt aus der Definitionseigenschaft dieser Figuren, dab 
je zwei der yon den 1"I z eingesehlossenen Gebieto 

r, r, ,  r . . . . r . ,  . . .  
au~erhalb voneinander liegen. 

Diese Eigensehaf~ 17~t sich yon/a auf tz + 1 unmi~telbar fibe~rage~ 
][st n~m|ich wieder T~+i irgend eine MeRge yon ~+i uncl ist 

~ ( r , ,  ~ .+ , )  -- ~.+,,  
so ist sieher auch 
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man hat also auch 

, ( r ,  r~§ => ~, , (r l ,  r~+l) >= ~1,--.  ,(r~, r~+l) >= ~+1, 
und wenn man mlt ~ + I )  die k ] ~ / ~  aller GrSBen ~ ~1, ""~/~+1 be- 

1 ~+i)w~hl t~  so wird die Figur ~ + 1 ,  die T~+~ zeichnet und ~ § t < 
im Abstand ~ + t  approxlmlert, die Eigensehaft haben, dab ~ r  Inneres 
auBerhalb aller der Gebie~e F~ Fx , . . .F  ~ liegk 

Diese Eigenschai~ 1RBt sieh aber auch yon {g} auf ~ iiber~-agen.*) 
Wenn nRmlich auch die Menge ~ unendlich viele isolier~e zusammen- 
hRugende Bestandteile en~h~t, so ha~ man die Gleiehung 

(8) ~~ = ,% + ~ r ( 2  + ~ + 1  = 3 .  + ~;~ + ~o+1. 
Ist nun T~ die Grenzmenge aller Mengen 

T, rl, r ,  . . .  r~, . . .  
so wird T~ nur zu e / ~  Summanden yon ~ ,  gehSren. Sei T~" ein soleher 
Bestandteil yon ~E~ = ,~T~) ,  dem kein Punlrt yon T~ angehSrt, und sei 

~(r~, r ~ ' ) =  ~o. 
Da T~" auch Bestandteil der Menge ~t  ist, so g41t die Gleichung (4) auch, 
wen- wir T~ durch T~' ersetzen; das gleiehe gilt ftir die Oleichung (5) 
usw. Es hat also T~" yon jedem T, oinen yon Null verschiedenen Abstand. 

Seien die Absf~inde 

(9) q(T, T~') = ~, q(Tx, T~3 = ~x, " '"  0(T~, T,3 = ~ff, . - .  
so kann die untere Grenze aller ~, nieht Null sein. WRhlt man n~anlich 
in den Mengen T/, Punkte 

~, ~1, ~ , . . -  ~, - . -  
so, da$ ~ r  sie 

~(~, 2o3 = ~', 0(~,, To3 = ~'1',""" ~(~, 2.3 = ~ '  
ist, so mfigte sonst der Abstand ihres HKuf-angspunktes t~ yon T "  kleiner ~J 

als jede beliebige Or6ge sein, der Punkt t~ miigte also Tff angehSren. 
Dies ist abet ausgeschlossen~ da t~ zu T~ gehSrt. 

Sei nun ~o' die untere Grenze aller $~, so kann man, wenn man jetzt 
die obigen GrSgen % noch der Beschr~kung unterwirft s~mflidh kleiner 

1 �9 t als -Et~o zu sein, um T,~ eine approximierende Figur H~' im Abstand 

~o' < t$o' ~ so zeiehnen, dab alle Oebiete 

r, r,, r , , . . ,  r , , . . ,  r, 
aul~-hatb voneinauder liegen. Der Sehlug, dab man jede neue Figm- H 
so zeiehmen kunn, dab alas zugehSE~e Gebiet I" auBerhalb aller bereits 

~) Vg!. hie~u meinen Bericht~ S. tS]ff. 
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vorhandenen Gebiete liegt, gilt also nicht allein beiw Fortgang yon t~ zu 
9 ~- 1, sondern anch beim Fortgang yon {~ } zu v. Er ist daher auf jede 
transfinite Zahl ausdehnbar*). Da nun aber gemiiB einem Cantorschen 
Satz die Zahl der voneinander verschiedenen und auBerhalb voneinander 
liegenden Gebietsteile endlich oder abzi~hlbar ist~ so muB unser Yeffahren 
nach einer endlichen oder abz;4hlbaren Menge yon Schritten sein Ende 
erreichen. D~.mit ist die Behauptung erwiesen, also folgt: 

VI. Jede abgeschlossene Menge ltiflt sich dutch wiederholte Abspaltung 
isolierter s oder isolierter, zusammenhtingender Mengen so reduzieren, 
daft zuletzt eine perfekte Menge iibrig bleibt, die keine isolivrten Bestandt~ile 
mehr enthiilt, und zwar gibt es e~ine Zahl a der ersten oder zweiten Zahl- 
klasse, fiir die dieser t~uktionsl~roze~ sein Fmde erreicht. 

Man hat also die Gleichung 

~ -  23J,-t- ~?s ?s 
y - - - - 0 j  1 ~ 2 , - -  - ~ a ~ -  - �9 ~ - 0 , 1 , 2 , -  �9 -~aJ~ - �9 

wofiir ich im AnschluB an die Cantorsche Schreibweise noch setze 

wo ~ abziihlbar ist und %, keine isolierten Bestandteile mehr enthi41t; 
die Menge ~:~ ist daher entweder zusammenhiingend oder sie hat den 
im Satze V ausgesproehenen Typus. Auch bier ist klar, daft die Menge 
~:~ nieht bloB aus Grenzpunkten solcher Ptmk~ zu bestehen braucht, die 
der Menge ~ angehSren. 

~brigens liefert die obige Darlegtmg auch einen neuen einfachen 
Beweis des Cantorschen Theorems selbst. 

w  

Die  geschlossene  Kurve.  

Die weitere Analyse der Strukhlr und der Eigenschafl~n der peffekCen 
Mengen beruht auf einigen B%o-riifen und S~4tzen, die ich im folgenden 
zusammenstelle. 

Ist s ein Punkt einer nirgends dichten abgeschlossenen Menge ~ so 
liegen in jeder N~he yon s Punk~ der Komplement~rmenge 9X. Der 
Punkt s heii~t daher ein Grenzpunkt des Ge~ietes ~ .  Umgekehr~ besteht 
aber auch der Satz: 

1)ie gesamte Gren~ze eines Gebietes ~ ist eine abgescldossene nirgends 
dichte Menge 6.  

In der Tat folgt aus der Definition der Grenzpunkte sofort, daft die 
Menge ~ nirgends dicht und abgeschlossen ist. Man bezeichnet~ ~ in 

*) Vergl. Cantor: Dies~ Annalen Bd. 21 S. 576, sowie meinen Bericht fiber 
Mengenlehre, S. 45 fl~. 

M~thematit~he Ann~len. LIX. 10  
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dieser ttinsieht als Gebietsyrenze und nennt die tblnlr~e yon ~ selbst 
innere tbml4e des Gebie~ ~J~. ~ r igens  erforder~ der Sa~z und die 
Definition nieht~ dab ~ ein zusammenhi~gendes Gebiet fist. 

Nehmen wit nun insbesondere an, da~ ~ ein zusammenh~gendes 
Gebie~ ist, so bes~eht der Satz: 

1st ~ ein zusammenhiingendez Gebiet, ist ~ seine volle Grenze und 
besteht die Gleichun4j 

so bleibt das Gebiet ~1~ zasammenhiingend, wenn man ibm diejeMgen Punkte 
yon ~ hinzufiigt, die GrenelOunMe nut yon fO~, aber nicht van 21~ 1 sind. 

Seien ~ '  diejenigen Punkte yon ~ ,  die Grenzpunkte nur yon ~ und 
nicht yon ~1~1 sind, so fist zu zeigen, dag 

eine zusammenhiingende Menge is~. Dazu betrachte man einen Pnnkt s" v(m 
~ ,  so gib~ es um s" einen Krefis, der ganz dem Gebiet fil~' angehSrt; es 
sind also je zwei P~mk~e dieses t~refises miteinander verbindbar. Andrerseits 
liegen im Inneren dieses Kreises Punlrte yon ~ ,  und da diese mit einem be- 
liebigen Punkt~ m yon ~ verbindbar sind, so folgr dies auch fiir den Punkt s'. 
Dies gilt ftir jede~n Punl~ s" yon ~' ,  also fist ~1~' eine zusammentg4ngende Menge. 

Wit bewefisen nunmehr den nachs~henden, fiir die weiteren Schliisse 
grnndlegenden Satz: 

VII. ZerfiiUt das ]nnere eines Polygons in zwei getrennte Gebiete 
urjd ~I, deren jedas zusammenhiingend ist, so gibt es Punkte, die sowoId 
zur Crrenze ~ !l, wie zur Grenze yon ~ gehiiren, und diese bilden eine 
nirgends dichte per['ek~ zusammenhiingenJe Menge T. 

Zun~chs~ zeigen wir die Exis~enz der Menge T. Sei ~ das Polygon, 
sei ferner ~ die voile Grenze. yon 2 und ~ die volle Orenze yon ~. 
Wenn nun Ca nnd ~ keine gemeinsamen PunkCe h~ten, so sei 

0(~o, ~)  = ~o, 0(~, ,  ~)  = ~,, 0(~o,  ~ J  = ~, 
und sei ~o die kleins~e der drei GrSl~en ~, ~, ~ .  Konstraier~ man dann 

1 ha ~bs~and e < ~ o  die ~a ~ und ~ gehSrigen Polygonfiguren II, 

und l~I~, so liegen sie i~nerhalb ~ und es mf.~te unter allen ibsen an- 
gehgrigen Randpolygonen mindest~ns je eines geben, so ~ zwei P u n l ~  
dieser Polygone dutch einen Weg l verbindbar sin(l, der nut zu ~ resp. ~[ 
gehSr~. Se~en xP~ und /), diese Polygone. Von einem Punkr nI~ yon/)~ 
ga~be es alsda, n einen Weg zu ~ and yon einem Punkt m, yon/)a einen 
Weg zu ~a, und diese Wege bilden mit I zusammen einen Weg, der 
Puffkt.e yon ~ und 2[ enflml~en w~ireIe, was -nroSglich ist. Damit ist die 
l~ .~x i~  der Menge T naehgewiesen. 

Ans ihrer Definition folg~ nunmehr leieh~, dab sic nirgends diel~ 
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nnd abgeschlossen ist. Sie ka~n aber auch keinen isolier~en Punkt en~- 
halten, denn in dessen Umgebung wiirden l~ulr~e yon ~ und ~ h'egen~ die 
verbindbar w~ren. Endlich muB T auch zusammenh~Igend sein. Zerfiele 
n~mlich T in zwei Teilungen T I und Ts, so konstruieren wL- wieder die 
innerhalb ~ gelegenen approximierenden Figuren ~i uncl M s. Unter ihren 
Randpolygonen gRbe es mindestens eins~ es sei P~ so dab ~nen und auBen 
yon ibm Punlr~e yon T l~gen, w~il~end es selbst nicht zu T gehSrt. Da 
nun jeder Punkt yon T Grenzpunk~ yon ~, wie yon ~ ist~ so liigen 
iunerhalb und auBerhalb des Polygons P, nl~te yon ~, wie yon ~. Nun sind je 
zwei Pun]tie yon ~ durch einen zu ~ gehSrigen Weg verbindbar; dies 
gilt daher auch ffix einen innerhalb und einen auBerhalb yon ~ gelegenen 
Punkt yon ~ und da diese Wege P kreuzen~ so muB P zu ~{ gehSren. 
Ebenso kSnnte man folgern, dab P za ,.~ gehSrt, was nicht mSghch ist. 

Eine jede, den Bedingungen des vorste~n~en Satzes geniigen~e Menge 
sou geschlossene Kurve h e i r .  Dutch 

C, ~(V), 2(0)  

soll die Kurve, ihr Inneres und Au~res bezeictmet werden. Ferner soU 
jede zusammenh~ngende TeiImenge yon C ein z u s a r ~ m e ~ ~  Kurvere 
bogen oder kurz ein Kurven]oogen heiBen. 

Zur Kurve C konstmieren wit jetzt gewisse approximierende Polygone, 
und zwar in folgender Weise: Sei ~n o derjenige Pun]~ yon ,~(C), (lessen 

1 
Al~stand ~o yon C ein Maximum ist, und sei ~ < ~ o ,  so konsh-uieren 

wir die die Kurve C im Abstand e approx]mierende Polygoniigur IT. Diese 
kann noch sehr vielgestaltet sein. Es gibt aber ein wohl defmiertes ein- 
laches Polygon P, das Bestandtefl yon IT ist und den Punkt ~n o ein- 
schlieBt. Iunerhalb dieses Polygons liegen aIle diejenigen Punk~ ~n yon 
~(C), die mit m o dutch Wege 1 verbindbar sin(l, so dab fEir jeden Punkt 
yon 1 

e) > 
ist. Man kann daher e so wiihlen, dab jeder beliebige Punkt ~n' ~nnerhalb 
des zugehSrigen Polygons P f~llt. Ist n~mlich l '  der yon ~no nach ~n" 
i~ihrende Weg und ist 

1 , so hat man ~ < ~-~ zu w~hlen. Denkt man sich also eine gegen Null 

konvergierende Reihe yon Gr~Ben 

.e>e~>~--.>%>-,-, 

so werden Rie sagehSrenden e~r Polygonr 

10"  
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immer gr6Bere Teile yon ~(C)  e/nschl/efien und ftir tim v = ~ hat man 
! i r a  = 

Diese Polygone nenne ich approximierende innere Polygone. Ebenso kann 
man eine Reihe yon ei~fA~hen Polygonen 

Q,Q, Q,,... 
bes~imme% die immer gr6Bere Teile yon 2 (C)  ausschlie~6en und zwar s% dab 

ist; sie soUen approximierende guflere Polygone heil~en. 
Die Reihe dieser Polygone hat iiberdies die Eigenschaf~, daB 

ist. In der Tat folgr unmittelhar, da6 wenn man auf den Polygonen P,  
P - ~ e  

Pl, P2, P,, " " ", P,, " " 
beliebig anuimmt~ jed~ zu ihnen geh6rige Grenzpunk-r zu C gehSrt. 
A ndrerseits ist jeder Pnnl~ c yon C Grenzpunlrt einer gewissen Reihe 
yon Punkten 

die zu ~ gehSren und nut ibn als Grenzpunkt besi~zen. Diese Pnn~e bastim- 
men gewisse Polygone  

I f  �9 ~ * P ,  P ,  , 

so dab P '  das erste Polygon ist~ zu dessen fnnerem i 1 geh6rt, P "  das 
erste, zu (lessen Innerem i s geh6rt usw. Ist dann /~' derjenige Punkt 
des Po lygons / ) ,  der am n~hsten  zu i t liegt, p"  der analoge Pullet yon 
JP'" usw., so werden auch die Pnnl~te 

�9 ,, f ) . . .  p ~ p  ~" . ;  

den Punkr c zum Crrenzpnu!~ haben. Wit  sagen noch, da6 die Kurve C 
die beiden Gebiete ~ und 2 voneinander trennt~ Also folgt: 

VHL Zu jed~ geschtosse~. Kurve gibt es eine Reihe innerer und tiuflerer 
wtOroximierender, einfaeher _Polygone yon der Art ,  daft die Polygone gegen 
die Kuroe, und das Inrwre resp. ;4uflere dieser Polygone gegen das Innere 
rest. ~u~ere der Kurve konvergieren. 

l~ber die Breite des zwischen /~, und Q~ liegenden Gebietes kann 
auch bier nichts ausgasagt werdem Sie kann fiir jedes v ~ oder teil- 
weise oberhalb einer fasten endlichen GrSBe bleiben. Schon die Kurve 

y ~--sin 1 liefert ein Beispiel, bei dean die Ringbreite fiir jed~ v stellen- 

w~ae grSl~er als 2 bleib& Ein vorziigliches Beispiel liefert abet die 
k fw~ch  yon Herin Osgood*)  beschriebene Kurve, die einen metibaren 

�9 ) ~ a c t i o - _ s  of the Amer. ~ t h .  Sac. ~ 4, S. 107 (190~). 
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Fl~che,~halt; n~ehi; nmsch!~eBt;. Der Umstand, dab dieser nieht meBbar 
ist, beruht gerade darau~ dab die Breite des sie ein~cl~lleBenclen polygonalen 
Ringgebietes nirgen(ls unter eine gewisse yon Null verschiedene Gr6Be 
sinl~t, wie klein man auch e~ wKhlen mag. 

w 
Die Zerlegungs- und Zusammensctzungss~tze t'fir gesclflossene Kurven. 

Es handeI~ sieh je~z~ darum, Fur die gescMossenen Kurven und die 
durch sie begrenzt~n Gebiet~ die S~ze abzuleiten, die denen fiber Zerlegung 
und Zusammensetzung der Polygone entsprechen. Naturgem~B beschr~nl~en 
wir uns auf die e~nfachsten F~lle~ da dutch deren wiederholt~ Anwendung 
die andern sieh ergeben. Zu diesem Zweek geniigt es, zwei geschlossene 
Kurven C und C" zu betrachten und alle mSglichen Lagen zu erSrtern~ die 
sie zueinander haben kSnnen. 

Der Vollsf;~ndigkei~ halber betrachten wir zun~ehs~ auch den FalI~ dab 
C und ~' keinen Punkt gemein haben~ alsdann sei (~ ihr Abstand. Ken- 
s~uier~ man nun die Polygone P, Q, P ;  Q'~ die C und C' im Abst~nd 

1 ~-~-8 yon auBen uncl innen approximieren~ so haben keine zwei yon 

ibuen einen Punk~ gemein~ Sind daher [" und F' die yon ibnen begrenzten 
Gebiete, so liegen sie entweder auBerhalb voneinander, oder das eine 
liegt i-~erhalb des andern. Im ersten Fall liegen auch die Gebiefe ~(C) 
und ~(C ~) auBerhalb voneinander, im zweiten ist das eine ein Teflgebie~ 
des andern, was einer n~heren Aus~hrung nicht bedarf. Im ersten Fall 
ha~ man noch 

= + + 

wo ~" zweifach zusammenh~ngend ist. Als Querschni~, der ~" eln~.ch 
zusammenhiingend macht, kann man den Verbindungsweg zweier punld~e 
m und m' nehmen, die behebig auf Q resp. Q' liegen, sowie die yon 
ihnen zu C resp. C' ff~hrenden Wege. Im zweiten Fall hat man anaIog~ 
falls C' innerhalb yon C liege, 

= + 

wo ~" wieder zweifach zusammenl~ngend ist. 
Wen~ C und C" gemeinsame Punkte besitzen, so wollen wit ~ ~  

~nnehmen, dab ke/n Pnnld~ yon C" a ~ r h a / b  yon C liegk Da, n 1~-~ 
auch ke~n/nnerer P u ~  yon C'/~u~6erer l~m~ yon C sein. Ist n~.miich 
a ein Punkt yon ~(C),  und Q ein die Kurve d approximierendes Ru~eres 
Polygon, das a ausschliet~t, so liegt C' innexllalb yon Q und fails 

~(Q, C ~) = ~ ~st, wird auch das Polygon Q, das C' im Abstand ~ <~ ~v. 



yon a~_~en approximiert, innerhalb yon Q liegen. Es kann daher kein 
Punkt yon ~(C') aul~rhalb Q liegen, mad da Q ein beliebiges Polygon 
war~ so ist damit die Behauptung bewiesen, es ist also jeder in~ere P-~t 
yon C' such innerer P u . ~  yon C and damit jed~ ~ufere Punkt yon C 
zugleich duflerer Punkt yon C'. Dann sind die beiden Gebiete 

, q '=  und = 

irnmer noch zusamme~b~ingende Gebiete. *Sind n~ich i und i I zwei 
i~nere Punkte yon C' und ist l" ein sie verbindender Weg, der also aus 
inneren Pnn~sen yon C" besteh~, so ist ja jeder dieser Pnn~e innerer 
Pu~kt ~r C und C" zugleich, woraus die Behauptung ftir ~" folgt. Ebenso 
folgt sie f~ ~I(C). 

Ist nun jeder t~uflere Pvn~  yon C' auch i~ugerer Punk~ yon C, so 
sind C und C" idenfisch. Wen~ also C und C" verschieden sind, so mut~ 
es ~iul~ere Punkte yon C' geben, die innere thml~te yon C sind. Sie mSgen 
die Menge ,~" bflden. Seien r und i~" zwei yon ihnen, seien die Abst~nde 

e(/ ' ,  C) = ~, ~(r C~ = ~', e(~/, C) = ~ ,  ~(~',  C~ = ~t" 

und sei (~o die kleinste dieser vier GrSgen; konstruiea4 man dann das 
1 Polygon P, das C yon innen im Abstand e < - ~  ~o approximiert, mad das 

Polygon Q', das C' in gleichem Abstand yon augen approximier~, so wird 
/" und ~" sowohl innerhalb P, wie av~erha!b Q' liegen. Man sieht nun 
zuniichst, da~ sich die Polygone /) und Q" durdhdringen. Denn sonst 
l~ge notwendig Q' innerhalb P, also auch C" i,nerhalb .C, was nich~ 
der Fall is~. 

Die sich durchdringenden Polygone teflen die Ebene in eine endliche 
Zabl yon Gebieten. Deren gibt es vier Arten, die wit in leichtvers~nd- 
licher Bozeictmmag 

nen~en wollen. Dabei enth~ilt (~9~ ~) alle diejenigen Gebietsteile, deren 
Punk~e sowohl zu ~(/~) wie zu ~(Q') gehSren usw..tnsbesondere gehSren 
die Punk~e i" und i1" beide zu ( ,~ ' ) ,  w~rend jeder Punkt, den C und C' 
gemein haben, dem Oebie~ ( ~ ' )  angehSrt. 

Es is~ leich~ zu zeigen, daft d/e Za]d der Te~ge~'ete in d/e ( ~ ' )  
 rf#nt. deter ist. zeff#2U.*) be- 
zeichnen noch die Gesamthei~ der ersteren durch J und die Gesamtheit 
tier le~h~ren dutch G. In J sincl i" und it" enthalten, in (~ jeder zu 
Ound C' gehSfige P v u ~  Wir bezeichnen ferner dutch ~g den gesamten 

*) Ebemo is~ die Z~fl tle~ Geb/ete ( ~ )  gleich aer yon (~ ' ) .  
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Umfang yon G und dutch ~i den gesam~en Umfang yon J. Jeder dieser Um- 
fgnge gehiir~ teilweise zu P und ~eilweise zu Q'. Is~ ~ ein Schni~pun~ 
yon P und Q~ so k6nnen wit setzen 

~ = == + ~p~ + =q;,  ~ = == + =~, + =q;. 

Nunmehr nehme man ~, < 1 beliebig an, so liegt P,  auBerhalb 

P und Q," in~erhalb Q,. Es liegt demnach auch jeder Pnnk~ der z~m 
Gebiete 'G, gehiirt, also auch G~ selbst, innerhalb yon G. Ganz analog 
folgt, dab J innerhalb yon J,  liege. Wenn wit also % gegen Null kon- 
vergieren lassen, so kSnnen neue Gebiets~efle yon G~ au~erhalb der sehon 
vorhandenen, bei wachsendem v niemals auft~e~en; dagegen is~ es wohI 
miiglich, dal~ mit wachsendem v solehe' Gebietstefle verschwi~.  

Es sind nun folgende Fgtle miiglieh: Gibt es ein ~, so dab alle 
Gebie~stefle yon G, versehwunden sind, so gib~ es auch ein Q,,', (]as ganz 
innerhalb yon / a  liege. Wit kommen also auf den Fall zuriiek, dab C 
mad C" keinen Punk~ gemein haben. Wenn daher C und C' gemeinsamo 
Punkte haben, so gibt es eine unbegrenzte Folge yon Gebie~en, 

G,G~,G,...,G.,..-, 
so dab jedes folgende innerhalb des vorhergehenden lieg~ und alle Pnnk~e 
die in s~.mffichen G~ enthalten sind, sind gemeinsame PunkCe yon C 
und C'. Bezeichnen wit sie dutch C~ und beach~en~ daft die in allen G~ 
enthaltenen Punk~e zugleich die Grenzmenge der Umfgnge aller G~ dar- 
s~ellen, so folg~ 

Ebenso definieren wit je eine Teilmenge C~ und C~' yon C resp. C' dutch 
die Gleiehungen 

(3) C, = Yam ,Y,z + Zp,, C / =  lira 2 ~  + 2~q;. 

Jedes G~ bestehl aus einer endlichen Zahl ge~rennh~r Gebie~e; sie seien 

Sei nun G~i ein Teflgebie~, das mif wachsendem v versehwindel, f ~  das 
also eine Zahl N existier~ so da~ wenn 0 > 2~ ist~ kein Pun~  yon G~ 
mehr zu G e gehSr~. Dann kiinnen wit jedes derartige G,~ aus G, tilgen. SeA 

e :  = {~,~, GL, . . - ,  e;',,} 
die so reduzier~ Gebietmnenge, so wird nunmehr jedes G~+r aus ~ i ~  
g getre~mten Teilgebieten bes~ehem Analog bes~eh~ J .  aus /t Teilgebief~n 

~,~, J , . - . . ,  ~ . .  
and wenn das Gebiet G~i ffir v=O versc~w~den ist~ so b e w ' ~  dies, 
dab flir v =  0 zwei der vors~ehenden Teilgebiebe sich zu einem Gesam~ 
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gebie~ vereinig~ haben. Wenn wit yon je zwei solehen Gebie~en laur eines 
bei~h~t~u, so on, sight eine reduzierte Gebiet~menge 

J ; =  { S ;  , J : ,  . . ., J &  } , 

so daft nun uueh jedes J;+e aus mindestens l~ getrennten Teilgebie~en be- 
steh~, mad zwar so, dab je zwei yon ihnen flit jedes p voneinander getrennt 
bleibea. Es ist ldar, dab es geniigt, start G~ and J, die Gebietsmengen 
G~" and #~' in Beh'ach~ zu ziehen. 

Nun kann zuniiehst jedes G,' ein einziges, zusammenhiingendes Oe- 
bieg sein. Alsdann isg gemiiB Sa~z IV aueh C~ eine zusammenh~mgende 
Menge. Die Kurven 0 mad C' haben daher einen zusammenbi~ngenden 
Kurvenbogen gemein, der fibrigens auch ein Punk sein kann. Umge- 
kehr~ ist klar, dai~, nut wenn jedes G,' ein zusammenh~gendes Gebie~ 
is~, C mad C" einen zusammenh's Kurvenbogen gemein haben 
kSnnen. Gemii~ dora angefiihr~en Polygonsagz is~ ferner aueh jedes J~', 
also aueh ~" selbsg ein einziges, zusammenhiingendes Gebiet. Umgekehr~ 
folg~ auf die gleiehe Weise, dab wenn jedes J~' ein zusammenh~i~gendes 
Gebie~ is~, dies auch fiir jedes G~" zutrifft. Ubrigens shad aueh Q und C[ 
z~_sammenh&ngende Mengen, wie wir am Ende dieses Paragraphen be- 
weisen werden; sie bilden entweder je eine gesehlossene Kurve oder einen 
Kurvenbogen, also folgt: 

IX. Liegt kein t)unkt der geschlossenen Kurve C" auflerhalb der ge- 
schlossenen Kurve U and haben C und C' einen Kurvenbogen gemein, so 
~erlegt die Kurve C" das Inhere yon C in zwei dutch sie getrennte Gebiete, 
deren jedes einfach zasammentdingend ist und umgekehrt. Das eine dieser 
Gebiet~ ist zagleivh das Ianere van C'. 

Die Punk~menge C a besbeh~ ihrer Definition nach aus solehen Punk~n, 
die Grenzpunkte en~weder nur yon ~' und ~ oder abet gemeinsame Grenz- 
punk~e yon ~,  ~" und f~ sind; diese sind zugleieh die Grenzpnnk~e der 
PunkCe ~,. Se~z~ man 

+ c , .  

wo C~u die Punk~e darsfellf, die Grenzpunk~e yon ~', ~" und ~ sind, so 
ist C~ eine abgeseblossene Menge. Die Menge Q,  is~ nicht abgesehlossen; 
wie die Beispiele zeigen, kann sie sieh auf Null reduzieren. Die Menge 
C~ ~s~ ihrer Definition nach aueh Best~ndteil yon Ci and C~', wie die 
Gleiehungen (3) umnit~elbar erkennen lassen. 

]~esCehg niehg jedes Gebieg G,' aus einem zusammenh'~genden Be- 
st~md~it, so gibt es ein ers~es, das in mindestens zwei ge~renn~e BesCand- 
~fle zeff~lt. Es kann dana wieder jedes fotgend~ aueh nut in swei 
~ d ~ e f l e  ~ l e n ;  daun schliel~ man, daft C v in zwei vers~hiedene 
Kurvenb6gen z~al l~ und dab demgem~ aueh ~" sieh in zwei verscin'edene 
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Gebiatm spatgeg. Dies gil~ dann aueh f'~ Q und Ci, wie wir am Sehlusse 
dieses Paragraphen zeigen werden. 

In dieser Weise kann man for~fahren. Die Zabl der Gebiets~ile, aus 
denen G~" bestehf~ ka-n m~ wachsendem v beliebig groB werden; es werden 
dann auch die den Kurven C und (7" gemeinsamen Punk~e in mehrere 
resp. unbegrenz~ viele Teilmengen zerfallen. Ebenso spalf~ sich ~" in 
die en~sprechenden Teilgebief~, mad umgekehr~, was einer aus~hrlichen 
Dars~ellung nich~ bedarf. Man kann demgem~i~ folgenden Sa~z aussprechen: 

X. ~Liegt "~n Punkt der geschlossenen Kurve C" innerhalb C und haben 
C und C" n Kurvenb6gen gen~ein, so zerlegt C" das Into*re yon C in n + 1 
dutch sie getrennte Gebiete, deren jedes einfach zusammenhiingend ist, und 
u~gekehrt. 

Ich gebe noch einige Beispiele zu den einfaehs~en F~illen und bemerke 
zun"achst, dab sich die Menge Ca, die C mad C' gemeinsam ist, nieh~ nut 
auf einen Pnnkt, sondern auch auf eine endfiche resp. unendliche Zahl 
isolierf~r Punk~e reduzieren l~ann. W~hl~ man z. B. C als einen Kreis, 
C' als einen inneren Berf~rungskreis~ so ist C a ein Punkt~ w~ihrend C~ mi~ 
V und C~" mit C" identisch ist; ferner ist Qa mit C a identiseh, also Q a = 0 .  
Errichf~ man tiber zwei augrenzenden In~ervallen s~ und s 2 einer Q u ' , ~ -  
sei~e naeh innen zwei aul~erhalb voneinander liegende Dreiecke mit den 
Spleen S~ mad S~ und sef~t in jedes Dreieck einen sich gegen die Gz~md- 
linie verdichtenden Linienzug, so stellen diese beiden Linienztige nebst 
der Strecke S~ S~ eine Kurve C" dar. Die Kurve C ist das Quadra~ und 
C a besteh~ aus den Intervallen s~ und s~, w~hrend wiederum C~' mi~ C" 
und C~ mit C identisch ist. Die Intervalle s~ und .% bflden zugleic~ die Menge 
Qa, die gemeinsame Grenze yon ,~', ~" und 9~ is~, w~arend Punk~, die 
nut zur Grenze yon 2 und ~' gehSren, nicht existieren, so dab C~ = 0 
ist. Dies bleibl im wesenffichen bes~ehen, falls man das IntervaU s~ durch 
den Endpunk~ yon s~ ersetzt. Wenn man jedoch s~ mad s.~ nichi an- 
einander grenzend w~ihl~, so bes~eh~ Ci~ ans den i-neren Pnnlr~en des 
zwischen s~ und s~ fiegenden In~ervalls. Beispiele, in denen C a in mehrere 
Punk~e oder eigentliche KurvenbSgen zeff~ll~, lassen sich analog zu dem 
vorstehenden Beispiel ebenfalls leich~ aufsf~tlen. 

Analog beweist man such die S ~ e  tiber die Zusammense~g  zweier 
Gebiete, die aul~erhalb voneinander liegen und durch gesehlossene Kurven 
begrenzt sind, die einen oder mehrere KurvenbSgen gemein h~ben. Sie 
enf~reehen dem Fall, dab C und C" gemeinsame Pu~l~e besitzen a-bet 
"ke/n Pun]~ yon C' innerhalb yon (? liege. Man zeig~ daan zu,  Tachs~, dab 
kern/nnerer Punk~ yon C" innerer Punk~ yon C sein kann. Daraus folgt, 

~--= ~(C) und ~" = ~(C') zusammenl~ngende Gebie~e sind~ w~hrend 
der fibrige Teil yon ~ in Teilgebie~e zerf~It, die man mit den Polygonen 
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O mad'Q', die C mad C" yon auBen approximieren, in gleidher Weise 
erSrf~rn kann, wie im vorigen Fail. Mart getang~ dadureh zu folgen- 
dora Satz: 

~ .  Liegt kein .Punkt der gesdd~ssenen Kurve C" innerhalb yon C, und 
batten C und C" einen Ku/n, enbogen #emein, so zerlegt C' alas Auflere vo~, 
C in zwei r 1eilgebiete, yon denen das eine zugleich das 
Innere yon C" ist und umgekehrt. Haben C und C' n KurvenbSgen gemein, 
so zerf#l# alas A'uflere yon C in n + 1 sotcher Te@ebiete, und umgekehra 

Hieraus fliet~t endlieh noeh der folgende Sat% der als Umkehrtmg 
der vorsteheade~ angesehen werden kann, und iiberdies die Ausdelmung 
des Satzes VII auf geschlossene Kurven darstellk 

YH. Wenn das Innere ~ einer geschlossenen Kurve C in zwei Gebiete 
und ,~2 zerfdEt, deren jedes zusammenh~ngend ist, so bihLm die gemeinsamen 
Grenzlrankte vo~ ~I und ~s entweder eine geschlossene Kurve oder einen 
zusamme~hangenden Kurvenbogen. 

Ztm~hs~ folger~ man~ wie beim Beweis yon Saiz VII, dab gemeinsame 
Grenzpunkte yon ~1 trod ,~ wirklieh existieren. Sei ~E die yon ihnen 
gebfldete Menge. Falls nun ers~ens ~E keinen Punk~ mit C gemein hat, 
so besteht ~E ihrer Definition gemii$ aus~ inneren Punkten yon C. Is~ 
dann e(~E, C ) =  ~, so lieg~ 2: aueh innerhalb des Polygons P, das die 

1 Kurve C yon innen im Abstand e < ~-~ approximier~. Alsdann folgr 

aus Satz V/I unmittelbar, da$ 5E eine innerhalb yon C gelegene geschlossene 
Kurve isf,, 

Wean jedoda 5E Punkte mR C gemein ha~, so sei C~ die Menge ~.l!er 
dieser Pnnlrt~. Wit  setzen dann 

Ans der Gleiehung 

folgr daher 

~ ; = q + ~ ' ,  c =  q + c". 

~ =  ~t +,% + ~ + ~:+ c" 
und zwar bes~hen die Punkte yon C" aus denen, die Grenzpnnkte nur 
yon ~ mad ~I~ resp. nut yon ~ und ~2 sin& Wir se~zen demgemii6 noc'h 

c"=q"  + c /  
und erhal~en die Gleiehung: 

~ - a + ~  + ~ + ~ +  q " +  c;. 
Nun ~ind 

~ = ~ + , % + c ; "  ~d  % = ~ + ~ , + c ; "  
z u s a m m e ~ e n d e  Gebiet~, was ebenso gezeigr wird, wie der ira Beglnn 
van w 5 bewiesene Hiffssatz. In der Gleiehung 

~ =  ~ +.% + ~ +  c;' 
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sfiad daher ~ und ~ zusammenh~ingende Gebiete, wKhrend jeder Punk~ 
yon 5E q-C~" gemeinsamer Grenzpunkt yon ~ und ~ isL Daher is~ 
gem~6 Satz VII c;' 
eine geschlossene Kurve. Kein Punkt dieser Kurve liegt au6erhalb yon C; 
es greifen also ftir die Beziehungen yon C und C" die Er~Sr~erungen dieses 
Paragraphen Pla~z. Da nun C' das Innere yon C in zwei Gebiete zerleg~, 
so folgt, daft C' entweder ein Kurvenbogen oder eine gescblossene Kurve is~. 

Abn!ich lassen sich die S~i~ze tiber die Teflung des Kurveninnern in 
mehr als zwei Gebiete ableiten. Analog zu Satz XII beweist man noch den 
folgenden Satz: 

Wen~ das Au1~yre einer gescldossenen Kurve C in zwei Gebiete 
und ~ zerfiillt, deren jedes zusammenhiingend ist, so bilden die gemeinsamen 
Crrenztmnkte yon ~ und 9.I~ entweder eine #e.sehlossene Kurve odvr einen 
Kurvenbogen. 

Mi~els~ dieser S~ze ka-n man nun auch die Ar~ der oben definierten 
Mengen 

bestimmen. Falls niimljeh Satz X sta~ ha~, falls also die Kurve O" d~s 
Inhere yon C in zwei Gebietsteile zerleg~, so gibt es nach dean vorstehen- 
den Satz eine gesehlossene Kurve oder einen zusammenhKngenden Kurven- 
bogen, der die Teilung bewirkt. Daraus folgt, daft C[ mit C" identisch 
ist, oder ein zusammenhiingender Kurvenboge~ yon C'. .~bn!ieh folger~ 
man, dab auch Ci mit C iden~seh ist oder ein Kttrvenbogen. Ebenso 
folgert man, dab wenn C~ in zwei versehiedene Kurvenbiigen zeff~i]lt, 
aueh C~ und C~' sieh in je zwei versehiedene KurvenbSgen spaltef., die die 
gleiehe Lage zueinander haben, wie dies bei Polygonen der Fall isL 

Endlieh gelmag4 man mi~els~ der vorstehenden Res~ta~e aueh za 
Beziehungen fiir Kttrven O trod C ,  die sieh beliebig durehdringen, was 
einer n~heren A ~ u n g  nich~ bedarf. 

w  

Gebietsgrenze, Zusammenhangszahl und Gebietsteilung. 
Die vorstehenden En~wickebmgen bflden die Grundlage alter wei~ren 

ErSrterungen. Die Prob]eme, die noch zu erledigen sind, sind wesenffich 
zweierlei A~. Erstens kaun man yon einer beliebig gegebenen Menge ~]~ 
ausgehen und fragen, welches die Gestalt ihrer Gebietsgrenze und die Art 
ihres Zus~mmenhauges ist, falls sie ein z u s a m m ~ n d e s  Oebiet dar- 
stellt; z~veif~us kanu man yon einer beliebig gegebenen Menge ~ ausgehen 
und nach der dutch sie bewirkt~n Gebiet~eilung fragem Beide Auf~ben 
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h~ugen eng mitminander zusammen. Es mag geniigen fiir einige einfache 
F~l!e die LGsung in Kfirze abzuleiten. 

Die voUe Gebie~sgrenze ~ einer zusammenh~ingenden Menge ~ is~ 
eine abgeschlossene Menge und hat daher ste~s den in w 4 abgelei~eten 
Typus, & h. es ist 

Sei zun~hs~ ~ ein sich unbegren~ weir ers~reckendes Gebiet. Da-~ is~ 
zu untmrscheiden, ob under den Mengen 2:~ solche vorkommen, in die 
geschlossene Kurven eingehen oder nicht. GehSr~ zu ~ eine geschlossene 
Kurve, so kann ihr Inheres nicht zu ~ gehSrem Nun kann eine ge- 
schlossene Kurve in ~ ent~weder so auftre~en, dab sie selbs~ mit einem 
T~ iden~isch is~, oder Besf~udteil einer zusammenh~ingenden Menge T~ is~. 
Diese kann dann entweder nut diese eine geschlossene Kurve enthalten oder 
abet beliebig viele geschlossene Kurven, yon denen je zwei auBerhalb von- 
einander liegen und einen Pun~  oder einen Kurvenbogen gemein haben, 
wie es den ErSr~erungen yon w 7 entspricht. Das gleiche trifft auch fiir 
die Menge 2: a zu, falls sie zusammenh~ugend is~ und eine oder mehrere 
gesc~ossene Kurven enth~l~, l~origens k,.nn die Menge ~:=, falls in sie 
eine oder mehrere oder auch unendlich viele geschtossene Kurven ein- 
gehen, auch e'me Menge des ers~en Typus sein; hierfiir, sowie flit die Ar~ 
und Weise, in welcher die iibrigen Bestandteile yon ~ zu diesen Kurven 
liegen, verweise ich auf die Ausffihnmgen yon w 4. 

Bezeichnen wir noch eine der eben genann~en geschlossenen Kurven 
dutch C~ und ihr Inneres durch ~(Q), so erh~lt man noch die Gleichung 

~ =  ~ + ~ ( e , )  + ~o + ~=, 
wo ~c alle Pu ,  k~e enth~lt, die zur Grenze der s~mflichen Gebiete J(C~) 
gehSren und ~ der ~ibrige Bes~nd~efl yon ~ is~. 

Die gleichen Verhiiltnisse liegen vor, wenn es sich um ein zusammen- 
h~ugendes Gebiet ~ handel,, das aus dem Inneren einer geschlossenen Kurve 
C bes~eh~. Hier h~it~ zur vollen .Grenze yon ~ noch die Kurve C als 
~uBere Ge-bietsgrenze hinzu. [bre Beziehung zur Gesamtmenge ~ unter- 
lieg~ wieder den allgemeinen ErSrteruugen yon w 4. Sie kaun entweder 
mi~ einer der in einem ~:. en~hal~enen Mengen resp. mi~ ~= identisch 
sein oder abet ein Besf~z~dlefl einer solchen Menge sein~ insbesondere falls 
sie ein Bes~mdtefl yon ~= is~, so kann 2:= auch wieder eine Menge des 
ers~en Typus sein. 

Es is~ l~]~x, dab man auf ein zusammenb~ugendes Gebiet ~ den 
Begriff der Z u s ~ k a ~ a h ~  ~ i b e ~ e n  kan~ Ich bescln~nt~ reich 
im wesenflichen auf die Bemerkung, dab die Z u s a m m e ~ h l  unend- 
tieh grol~ werden und sich sogar darch h~nsfini~e Ordnungszahten aus- 
eh~i~ken k~n,. Hande]t; es sieh z. B. am eine Menge ~,  wie sie dem 
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Sa~ V entspricht, so umgebe man die Teilmengen 5g 1 and 5gs mit den 
approximierenden Figuren H i und 17 2 und konstruiere yon einem l~m~t m i 
yon TT 1 den zu ~l ffibrenden Weg, ebenso yon einem Pun__~ m~ yon TI~ 
den beziiglichen Weg zu ~:~ (w 1). Diese beiden Wege bestimmen daun 
mit dem yon m 1 zu m S fiihrenden Weg einen Querscbnitt. In gleicher 
Weise hat man fiir jede weitere Teflung zu verfahren; alle so bestimmten 
Querschnitte werden dann ~ in ein einfach zusammenhiingendes Gebiet 
verwandeln.--Handelt es sich urn eine abgeschlossene Menge yore all- 
gemeinsten Typus, so hat man fox die successive inbringung yon Quer- 
schnitten gerade die im Sa~ VI ausgeffihrte Abspalt~mg isolierter Mengen 
vorzunehmen, und die beziiglichen Querschnitte so lange zu legen, his 
der Abspaltungsprozel~ sein Ende erreicht. Ist dann die schlieBlich fibrig 
bleibende Menge ~:~ zusammenhingend, so ist man am Ziel, ist sie nicht 
zusammenb~ngend, so hat man auBerdemnoch die f i r  eine so]che Menge 
nStigen Querschnitte anzubringen. 

Ein einfaches Beispiel des ersten Falles bfldet die oben S. 140 ge- 
nannte Menge der Lore, die man auf einer Geraden in den Punkten einer 
peffek~en, nirgends dichten Menge erricht~t. ]~origens bemerke ich, daft 
nicht jede M:enge dieser Art eine zusammen]~i/rcge~de Komplements 
besitzt. Die oben S. 141 genannbn Beispiele zeigen, da~ ~ in beliebig 
viele ge~rennte Bestandteile zeffallen kann. 

Die Frage, welches die zu einer beliebigen Menge ~ gehSrige Ge- 
bietsteflung ist, bedaff an sich nut noch in dem Falle einer Erledigung, 
daft ihre Komplement~menge nicht zusammenh~gend ist. Teilweise ist 
sie tibrigens durch das vorstehende schon beantworbt. Wit wollen sie 
noch in dem einfachsten Falle etwas eingehender behandeln. Der el-fachste 
Fall ist der, daft ~ in zwei Teilgebiete zeffgllt. A]sdann l ~ t  sich das 
eine Teilgebiet dadurch definieren~ da~ ibm die tXanlrte des Quadrats q 
angehSren, in dem ~ enthalten ist. Dies bezeichnen wit als das //u/g~re 
Gebiet ~; die audere Teilmenge heit~t das innere Gebiet ~. Es ist also 

Wir setzen noch 

wo ~ , '  diejenigen Punkte bedeutet, die Grenzpunkte nut von ~ sind, mid 
~ '  diejenigen, die Grenzpunk*m nut yon ~ sind. Dann sind gem~d~ w 5 
die beiden Mengen 

zusammenh~_gend~ fernex ergibt sich 

a!~ folgt unmit~lbar gemii~ Satz VH, daft ~,~ eine geschlossene Kurve C 
darstellt. Also ergibt si&: 



158 ~. S c u o ~ .  

XIII. Zerf~t  die KomplementSrmenge einer abgescldossenen, nirgends 
dieh~ Menge in zwei get_ren~te Gebiete ~ und ~, deren jedes zusammen- 
Mingend ist, so g ~  es eine wotd definierte, geschlossene Kurve C, der alle 
gemeinsamen Grenztmnkte yon 2 und ~ angeh6ren, und die die bek~ 
Geb~.~e 2 und ~ vondnand~ trennt. 

SeAz~ man noch 

so st~llen ~ und ~ die voUe Grenze yon 9~ und ~ dar trod sind daher 
abgeschlossene Mengen. 

Fiir die zusammenh~genden (~ebiete 2 und ~ sowie fiir ihre vollen 
Grenzen ~ und ~ greifen die Bemerkungen Platz, die wir im Beginn 
dieses Paragraphen ffir eine zusam~enh~ngende Menge gemacht haben. 
Ffir ~ is~ C die ~ugere Randkurve, ftir ~ ist es das Quadra~ q, in dem 
enthal~en ist, w'~hrend C eine der inneren Rand]mrven darstellt. Sei noch 
T diejenige Menge, der die Kurve C angehSr~, und man setze 

T = C +  T : +  T/, 
so ist T a" ein Bestandteil yon, ~ trod T~' ein solcher yon ~ .  Kein~ der 
beiden Mengen t~" trod T i" ist abgescMossen, die ihnen fehlenden Gronz- 
punkte gehSren zu C. Werden sie durch C, resp. C i bezoichnet, so ist 
jede dieser beiden Mengen,-wie auch 

r o = c .  + to, T ,=Q + r,' 
eine abgeschlossene Menge. Ubrigens kann C, resp. C i auch mit C 
idents sein. 

Konstz~ier~ man z. B. zu den Sei~en eines Quadrats augen and innen 
eine sieh gegen die Quadratsei~en verdich~ende Menge paralleler Strecken, 
yon denen keine zwei mi~einander oder rail dem Quadrat einen Punl~ 
ge~mein haben, so bildet das Quadrat die Kurve C und ist mit den 
Mengen ~ ,  und ~ identSzch, die s~ntlichen Parallelen bilden die Mengen 
~ '  und ~ ' ,  w~hrend Ta" , C~, T[ und Q nich~ exis~ierem Errichte~ man 
dagegen auf einer Quad_ra~sei~e in den Pnukten je einer perfekten, nirgends 
dieh~en Menge Lo~e nach augen und innen, so ha~ man eine ein~.ige, 
z u s a m m e ~ e n d e  Menge. C ist das Quadrat~ w~hrend ~ , '  und ~ [  mit 
T," mad T i' iden~isch sind und mi~ C. resp. C~ zusammen die s~mflichen 
~u~eron re~. inneren Lore ausmachen Die Mengen C a und C~ bilden die 
eben genann~en perfelr~n |iuearen Mengen. Die Mengen Ta und T i s~ellan 
je eine Menge dar~ di~ dem Sa~z V en~sprich~. Endlich sbell~ bei dem im 
Begi~n yon w 4 gen~nu~en Beispiel C den Grundkreis dar, w~hrend ~ and 

je eine Menge isr die Sa~z V entspricht. Dieses Beispiel lii~t sieh 
betiebig ver~gemeinern~ indem man in eine gegebene Menge immer wieder 
neue Mengen einse~zt~ die aie]a gegen einzelne Bestand~eile der e ~  
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verdichben. Hier greifen dieselben emfachen Methoden Ptatz, mit~elst 
derer man Punld~engen zu bilden pflegt;~ deren Ableitung eine immer 
hShere Ordnung besitzk 

Die Fglle~ in denen ~ in mehr als zwei Gebie~e zerfgllt~ lassen sich 
in ghnlicher Weise behandeln. Besteht ~J/ zun~hst aus drei Gebie~n~ 
so hat man 

wo 9.I wieder dasjenige Gebiet ist, dem die PnnId~ yon q zugehSren. Man 
seize nun 

wo ~ .  die voUe Grenze yon ~ ist, also jeder Punld~ yon ~" Grenzp!m~ 
nut yon ~ '  is~ ~an kann dann wei~er schreiben 

wo ~ , '  die Punk~e en~hglt, die Grenzpunk~ nut yon 2 sind. S&zt man 
-.9 

f / dana noeh 9~ + ~,~ = ~ ,  

so is~ ~" gemgfl {} 5 zusammenhgngen& Man ertg~lt noch 

und hat nun zu unterseheiden, ob ~ zusammenh~ngend ist oder nieht. 
hn ersten Fail beweis~ ,nan, analog zu den obigen En~ickelungen, 

dag C~ oine geschlossene Kurve ist~ deren lnneres ~[}~x isg, und dag dies 
dureh eine ebenfalls geschlossene Kurve oder einen Kurvenbogen in zwei 

zerf~llt, wo ~ '  und ~ '  diejenigen Teilmengen yon ~ sind, die Grenz- 
p,mh~e nut yon ~ oder nut yon ~ sin& 

Im zweiten F~!!, wenn also ~ nicht zusammenhgngend ist, folger~ 
man, dab C~ in zwei geschlossene Kurven C~ und C~ zerf~illt, die ~ul~er- 
halb voneinander liegen, und deren Inneres die Gebie~e ~' und ~'  sind, usw. 

Wie zu erwarten war, ~ also unsere Analyse auf die ngmlichen 
F'~lle, die wir in w 8 bei der Kombin~tion yon zwei geschlossenen Kurven 
a~ einfachs~e MSglichkeif~u erk~-nten. 

Der Volls~udigkeit halber erw~me ich noch~ d ~  ~])l, wie ich bereits 
in meinem ers~en Beit~g anfiihr~e, in unendlich viele Teflmengen zer- 
fallen kann, man lint eine Gleichung 

wo ~ wieder das ~uSere Ge-biet bedeutet, dem die Punkte yon q zugehSren. 
Diese B ~ h b l , g e n  lassen sich auf die F~lt% daft ~ in beliebig 

vide Gebiete zerfiillt, ohne M~he ausdelmem 
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w 
Die Struktur der aHgemeinsten abgesehlossenen ebenen Mengen. 

Wir haben bisher yon der Menge ~ angenommen, sie sei nirgends 
dicht. Ist ~ eine Menge anderer Ar~, so e n t h ~  sie Punl~e, in deren 
Umgebung sie iiberall dicht isf~ Es hat keine Sehwierigkeit die Sm~tur  
der Menge ~ in diesem Fall zu beschreiben. Dies soll der Vollstiindig- 
keit halber bier in Kfirze geschehen. Wit setzen dann 

wo 1I die Menge derjenigen Punk~ darstellt, in deren Umgebung ~ fiberall 
dich$ ist. Sei u 1 irgend einer yon ihnen. Es gibt dean sicher Punlcte u, 
die mi$ % dutch einen Weg verbindbar sind, dessen siianfliche Pun~te zu 
U gehSren, sie m5gen die Menge b~ bildem Diese Menge ist zusammen- 
tg4agead and es sei ~ die zugehSrige Gebietsgrenze*). Ftir diese Gebiets- 
grenze gelten die allgemeinen ErSrterungen der vorstehenden Paragraphen, 
nut mit der MaBgabe, dab Punkte, die Grenzpunkte yon U 1 allein sind, 
in ~ offenbar nicht auftreten k5nnen. Es kommen also Ffir die Gebiets- 
teflung nut geschlossene Kurven in Frage trod es gibt daher eine oder 
mehrere resp. auch unendlich viele geschlossene Kurven, die das Gebiet /71 
begrenzen trod natfirlich zur Menge ~ goh5ren. Die so definier~e Kurven- 
menge sei ~1; sie besitzt jedenfalls eine Kugere Randkurve Ca'. Gibt es noch 
andere tbmlc~e, in deren Umgebung ~ iiberall dieht, ist, so sei u s einer 
yon ihnen. Alle mit u s verbindbaren Punk~e definieren dalm ebenso ein 
zusammenh~.,gencles Oebiet U~ und es gibt eine Kurvenmenge ~.2, die die 
volle Orenze yon U darstellt, die aus einer oder mehreren oder aueh aus un- 
endlich vielen Kurven bestehen kann und eine ~uSere Randkurve G j" besi~t. 

So kann man forffahren and erhKlt eine abz~hlbare Zahl soldher 
Gebie~f, efle, in denen ~ fiberall dich~ ist, und deren Grenzkurven im 
iibrigen jede behebige Lage zueinander haben kSanen. 

Naeh Abseheidung aller Gebie'te 

bleibt yon ~ noeh die nirgends diehf~ Menge ~1, der die Grenzpunl~ 
der Gebief~ U~ na~urgem]i$ angeh6ren. Sie ist offenbar abgeschlossen 
und kann eine Menge des allgemeinsten Typus sein, was einer n~heren 
Ausffihrung nicht bedaff. Man e r h ~  also sehlie$1ich 

= + = + + .,v 

mo jedes U, ein zasammenlg/mgendes Gebie~ darst~llt, aber ~" keine ab- 
gescMossene Menge me]It sein kann. Es hat; keine Sohwierigkeit~ tmf die 
Nahlr der Menge ~ '  n ~ e r  einmgehen. 

*) Die Bezeiohnung ist so zu verstehen, daft 1~ und ~ keinen Punkt gemein hdben. 


