
Ueber den C a yl  e y '  schen Schnit~punk.tsa~z. 

! )* . I. BACmU~CH in Erlangem 

FAal0itung. 

Die zumeist auf Constantenzi~hlung gegrfindeten Beweise der Schnitt- 
lounkts~tze tassen noch gerechte Zweifet fiber deren allgemeine Giilfigkeit 
bestehen, sind desshalb, wie sogleich gezeigr werden soll, zu verweffen, 
and die daraus hervorgehenden S~iCze selbst bediirfen wesentliaher 
Modifiea~ionen. 

Durch Ab~hlen der in einer Function n t~ Grades enthattenen 
Constanten beweist man den Satz: 

,Eine Curve n, Ordr~ung ist dureh 

L n(n + 3) 2 
Tun~te beztimmt." 

Bei besonderer Lage dieser Punl~e gilt jedoch das ausgesprochene 
Theorem nieht mehr, und es giebt ganze Schaaren yon Oarven n. Ord- 

x n(~q_. 3) Ptmktea hhadurehgehem hung, die dureh jene Grappe yon ~- 

In bekannter Weise wird aus dem angeffi/a~m Sat~e der folgende 
Sehnit~tmktsa~z abgdeih~t: 
(I) ,,:Eine Curve n. Ordnung, ~e~he dutch 

L n ( n + 3 )  - i 
2 

Schnittpunkte zweier anderen Curven n. Ordnung hindureh- 
geht, enth~lt auch die 

• (,~ - 1) (n - ~) 
2 

weiteren Schnttt.punkte ~ le iden."  
Eine Erwe~erung dieses Sat~es bildet der folgende yon Cayl ey 

ebenfalts dutch Constant,nz~hltmg abgeleif~e Sa~z:*) 

*) VergL Cambridge, Math, Journal, vOL 3, 1845, 1 ~. 91L 
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,Jede Cuxve yon der Ordnung r (r ~ m und r ~ n; 
r ~ ra + n -  3), welche dutch alle bis au/ ] 

• (m a) (m + n r 2 + n - - r - -  - -  -- 2) 

yon den mn .Durchschnittspunkten zweier Curven yon den 
Ordnungen mund n hindurchgeht, enthKlt auch diese iibrigen 
Schniltrunkte." 

Wiihrend man nun weiss~ dass Satz (I) zu gelten aufhSrt~ sobald 

1 ( n -  1 ) (n  2) Punkte auf einer Curve die in Rede stehenden y 

( n -  3). Ordnung liegen, sind yon dem allgemeineren Cayley ' schen  
Satze noch keine Criterien fiir .4usnahmefiille bekannt, wiewohl deren 
nothwendig bestehen miissen~ was auch aus folgender Ueberlegung 
hervorgeht : 

Die Gleichung einer jeden Curve r. Ordaung lgsst sich offenbar 
in die Form bringen: 

C, = A._,.r + B ._ .C.  + it'C/ + Z'C/" + �9 �9 + Z~r162 = O. 

wo die C,-----0 gesetz~, gegebene Curvengleichungen~ ihre Indices 
deren Ordnungen, ferner A ~ 0 und B ~ 0 willkfirliche Curven, 
endlich die q GrSssen it willkiirliche Constanten bedeuten, wenn noch 

ist (wo r < m + n). Denn alsdann enth~lt die homogen geschriebene 

1 r(r-[- 3) + 1 Constanten, die gerade zur Be- linke Seite genau 

stimmung der (7, ausreichen. Wenn nun diese dutch O Schnittpunkte 
der C,~ mit der C, hiadurchgeht, so erh~lt man 0 lineare and homogene 
Bedingungsgleichangen ffir die Q GrSssen it; wenn daher die Deter- 
minante der C/, C/" . . . C/O geschrieben in den Coordina~ea jener 
0 Punkte nicht verschwindet~ so verschwinden s~mmtliche it~ also 
verschwindet die ganze linke Seite obiger Gleichung auch noch fiir 
die Coordinaten dcr iibrigen Sehaittpunkte der C~ nnd C,, mithin 
geht die C~ durch dieselben. Nu// w i'rd "abet auch: 

I ( m + n - - r  1 ) ( r e + n - - r - - 2 ) ,  

womit wir einen Beweis ffir den yon c a y l e y  ~usgesprochenen Satz 
erbracht hiRten. 

Aber es daxf nicht unbeachtet bleiben~ dass in besonderen F~illen 
jene Determinante der Cr verschwinden kann, alsdann werden alle 
oder doch einige der GrSssen ~" v0n Ndll vers'chiedea sein, womit die 
MSglichkeit yon Ausnahmef'~llen des C a y 1 e y'  ~chen Satzes erwiesen ist. 

Dagegen kann man ohne Bedenken dem Cayley'sch.en ~atze die 
folgende Fassung geben:. 
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,, Von den mn lb~earen :Bedingungsg~eickungen , wekhen 
die Coeffic~ten der Gleichung einer dutch das gauze Schnitt- 
~vunktsystem zweier C/arven yon den Ordnungen m und n 
h i n d u r c h g e ~  Curve r. Ordnung genfigva miissen, sind 

i_ (m + n -- r - -  1 ) ( m - ~ - n - - r - -  2) 
2 

eine lineare Folge der iibrigen." 
Jedoch welche dies sind, das bleibt einer weiteren Untersuehung 

fiberlassem 
Besondere Erw~.hnung verdient noch ein Schnittpunktsatz, der, 

nach dem union zu erwiihnenden rein algebraischen Beweise, ohne 
jede ~4usnahme gilt, obgleieh bei Anwendung des iiblichen Beweises 
dureh Constantenz~hlung die Mfglich~it yon A.usnahme~llen nieht 
ausgeschlossen bleibt. Es ist der Satz: 

, Wenn yon den np Schnit~punkten einer Curve n. Ord- 
hung mit einer Curve p. Ordnung p q auf  einer Curve q. Oral- 
hung li~gen, so liegen die iibrigen p(n -q) Sehnittpunl~ 
auf  einer Curve (n - -  q)'~ Ordnung." 

Und das Gleiche gilt sogar, wie sich sparer herausstellen wird, 
t'iir den speciellen Fall des Cayl ey'schen Satzes, in dem r ~ m ~ - n -  3 
angenommen wird. -- 

Diese husfiihrungen mSgen gentigen, um die Mangelhaftigkeit der 
ConstantenzShlung zum Beweise der Sc'hnittpunkts~tze darzufhun, und 
trotzdem ist vielfach yon denselben gerade in der Form, welche nicht 
ausnahmslos gilt, Anweudung gemacht worden. 

Zweck vorliegender Arbeit ist es nun, dutch Beniitzung anderer 
strengerer Bewelsme~hoden, welche slch auf die algebraischen Theorien 
yon Herrn N o e t h e r  (Math. Ann. VI) und der Herren Bri l l  und 
N o e t h e r  (Math. Ann. V/I) stiitzen, jene Lfieke in den Sehnittptmkt- 
satzen" auszuftillen d. h. die Grenzen der Giiltigkeit derselben aufzu- 
suchen" und die sieh ergebenden AusnahmeF~lle besonders zu behandeln. 
Im Wesentliehen ist die Abhandlung nut eine Umarbeitung des ersten 
Theils meiner Inauguraldissertation'*), wetche aber insofern eine Er'- 
weiternng erfahrea hat, als die Mahnigfaltigkeit tier' Curven r. Ord- 
hung, welehe dutch das Schnittpunktsystem einer Curve m. mit einer 
Curve n:Ordnung 0def. nut durch einen Theii desselben hindurehgehen, 
bestimmt wird. Ferner.ist  ein zweiter Beweis des Cayley ' sehen  
Satzes hinzugefiigt und endlich ist gezei ~ worden, class die G'renzen, 
innerhalb vreleher sieh die Zahlen r,  m u n d  n dieses Satzes bewegen 
dfiffea, einer gewi~sen Erweiterung ~F~hig sin& 

Wenn wir hier unsere Untersuehung auf Curven. mit. nut, ein- 

*) Ueher Seh~it~uz&-tay~,eml~ algebraischer C a r v e n , . ~ .  l~SL. 
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fachen Schnittpunkten beschr~nken, so geschieht dies lediglich der 
Einfachhei~ der Darstellung wegen~ und wir bemerken~ dass eine hus- 
dehnung der erhaltenen S~itze auf Curven mi~ gemeinsamen vielfachen 
Punkten, wie im II. Theile der Dissertation gezeigt ist, keine wesent- 
liche Schwierigkeit biete~. 

w  

"Fandamentalsatz. 

Von fandamentaler Bedeutung ffir die ganze Un~ersuehung ist 
der bekannte Sa~z der Algebra: 

,,Versehwindet vine ganze, nicht homogene Function / 
van x und y fiir a~le Werthsysteme x,  y, welche zwei ganze 
Functionen ~p und ~p zu 0 machen, so ist f yon der Form 

f~_ A~ + B% 
wo A und B ebenfalls ganze JFu~iionen yon x und y sind." *) 

Wenn daher eine Curve f -~-0  durch s~mmtliehe Schnittpunkte 
zweier Curven ~---~ 0 und ~p-~-0 hindurchgeh~ so l~ss~ sieh ihre 
Gleichung in die Form setzen: 

f ~ A ~p -[- B ~P ~ 0 , 

wo A-~-0 und B-~-0  ebenfalls Curven bedeuten. (hnmer voraus- 
gesetzt, dass die gemeinsamen. Punkte der Curven q~-~-0 and r ~ 0 
keine vielfaehen Punkte sind. ~*) 

Seien/ ,  r und 7p beziehungsweise yon den 0rdnungen n~ ~ und 
(n ~1o und n ~> ~), so sind zufolge obiger Iden~i~ die Curven A ~ 0 
und / ~ - 0  yon den resp. 0rdnungen n ~ p  und n ~ q .  Da nun 
ffir die Coordina~en der np Schnittpunkte yon f mit ~ diese Ausdrficke 

�9 

vexschwmden, so muss fgtr ebendieselben auch B~p ~ 0 identisch er- 
ffillt sein. Nun versehwindet aber ~b nur ffir die Coordinaten yon loq 
jener n~ Sehnittpunkte, al~o muss ffir diejenigen der ~o(n ~ ~) iibrigen 
B ~ - 0  befriedigr werden. Wit kSnnen somit den Fundamentalsatz 
auch folgendermassen aussprechen: 

,, Wenn yon den n~ 8chnit~nkten einer Curve n. Oral- 
hung mit einer Curve p. Ordnung ~v ~ auf  viner C/urve g. Oral- 
hung ~iegen, so liegen die iibrigen p ( n -  q) Schnittpunkte 
auf  einer Curve ( n -  ~)~ Ordnung." 

Dieter Satz gilt au.mahmslos, also unabh~h~gig yon der Lage jener 
/~(n - -  q) PunMr und natiirlieh auch, wean f zerf'allt; s~nmtliche 

*) Der strenge Beweia dieses Sa~s ist von Herrn ~oether ,  Math. Ann. 
I~1. VI, p. 354 geffihrt worden, 

**) I)iese im fibrigen maniifJaige Be~h2s machen wi~, well im Folgendea 
n a r  voa dem ~:~21en F',~ einfar, hc~ Schaittl~ak~ die ~ sein soil 
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Beweise dutch Constantenz~hhmg sind zu werwerfen~ da sie die Frage 
fiber die allgemeine Giiltigkeit jener S~tzr unentschieden lassen und 
well aus denselben nieht geschlossen w.erden ka , , ,  dass die Curve f 
sowohl als auch insbesondere die Curve ~p zerfallen daft. 

Bemerkenswerth ist der specielle Fall p ~-n~ der vielfache An- 
wendung finder. 

w  

I)er Restsatz*). 

Durch Q Punkte einer Curve ~' yon der 0rdnung p seien die 
Curven q) yon der Ordnung ql und V yon der Ordnung q~ bindurch- 
ge]egt, yon denen erstere noch weitere /~, letztere noch /~ Punkte 
aug t '  aussehneiden mSge. 

Wir bezeiehnen die Gruppe der Q Punkte mit Ga~ die der R 
Punkte auf �9 mit GR und die der /~" Punkte auf V mit Gx, nennen 
ferner zwei Gruppen wie GQ und GR oder G a und GR,, welche zu- 
sammen das vollst~dige Schuittpunktsystem yon ~' mit irgend einer 
andern Curve bilden, zu einander residual, endlich zwei Gruppen, wie 
Gn und Ga,, welche zu einer und derselben dritCen GQ residual sind, 
zu einander corresidual. Wenn wir nun noch durch die Gruppe Ga 
eine Carve A der r. Ordnung legen, welehe z ~ in weiteren Q' Punk4en 
sehneiden mSge, so finden wit, dass yon den (q2 "{" r ) ~  Schnit~punkten 
einer (zerfallenden) Curve AV/der (q: -[- r) t~ Ordnung mit einer Carve F 
der p. Ordnung Pqt auf einer Curve (P der qt t~ Ordnung liegen; der 
Fundamentalsatz berechtigt daher zu dem Sehlusse, dass die tibrigen 
p(rq -q2- -q l  ) Schnittpunkte auf einer Curve 3~ der Ordnung r-]-q2--q~ 
liegen. Es muss daher die yon A a u f / e  ausgeschnittene zu Ga resi- 
duale Gruppe Ga' yon pr  ~ ~ Punk~en mi~ der Gruppe G~, auf einer 
Curve B liegen, oder die beiden Punktgruppen GR und G~ sind cor- 
residual nicht bloss in Bezug auf die Gruppe G~, sonderu auch in 
Bezug auf die zu Gn, residuale Gruppe Ga'. 

Auf r liegen die Gruppen G~ und GR; 

,, A ,, ,, ,, G a  ,, G~'; 
mithin auf ~B ,, , G~. ,, Gn,. 

Wenn wir uns der 0ben definirten Bezeiehnungen bedienen, so 
kSnnen wir den Restsatz in folgender Weise ausaprechen: 

,,~i~d auf ~ a l g e b r a ~  C,~ve F d/~ / 'un/ ,~-u~ 

grup~ G~, so sind s~  es auch in ~ ~u f  jcd,~ andere Gr 
u~c~e~ einer yon i h ~  (et~a G~) r~iduat ist". 

�9 ) Wegen de~ ~olge~e~ ve~gL_ ~a_e: Brill .und ~oet~her,~.~h. Ann. 
Bd. VII, p. 271 fl~ 
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Die Bedeuttmg des Restsatzes iiegt darin, dass man gewisse Punk~- 
gruppen definiren kann unabh~ngig yon der durch sie hindurchgehenden 
Curve. Um dies einzusehen,, denken wir uns auf eiaer Curve F eine 
ganze Sehaar gQ yon Punktgruppen yon je Q Punkten, welche zu 
einander in Bezug au f  die PIml~tgrulalae GR corresidual sind. Legt 
man jetzt dureh eine beliebige Gruppe GQ der Schaar g~ eine beliebige 
Curve, welche auf F noch eine,weitere Gruppe Gg yon /~' Punktett 
aussehneiden mSge, so ist die Schaar g~ aueh eorresidual in Bezug 
auf G~,, d. h. sie isL auch durch Curven ausschneidbar, welche allo 
durch die Gruppe Gg gehen. Die Sehaar g~ ist fJberhaupt corresidual 
in Bezug auf jede Gruppe Gr welche zu irgend eiaer Gruppe der 
Schaar residual ist. 

Als Beispiel f~ir die Verwendbarkeit des Restsatzes zum Beweis 
der Sehni~punktsStze mSge das Chas les ' sche  Theorem entwickelt 
werden. Dasselbe lautet: 

,Fallen yon eiuem Curvenbiischel der n. Ordnung die n ~ Basis- 
launk6e auf eine Curve Ct~+~, j der (n-[.-n') t'n Ordnung, so giebt~ es 
immer einen zu jenem Curvenbiischel der n. Ordnuag projeetivischen 
Curvenbtischel der n'. Ordnung, dessen Basispunkte ebenfalls auf die 
Curve Q~+~,j fallen, and welcher mit jenem dure.h den Durchschnitt 
der entsprechenden Elemeate die Curve C(~_I_~, ~ erzeugt.,,,) 

Zum Beweise legen wir dutch die n ~ Basispunkte eines Curven- 
bfisehels n. Ordnung eine Curve der (n q-n ' )  t~ Ordnung and w~hlen 
letztere als Gruudcurve F. Der Curvenbiisehel schneider nun auf/~' 
eine einfach unendliche corresiduale Schaar g~, yon je nn" Pankten 
aus, yon der zu zeigen ist, dass sie auch dureh eine Curvenschaar 
der n "ten Ordnung ausgesehnitten werden kana, deren n '2 Basispuakte 
ebenfalls auf der Curve F l[egen. Dies ist abet immer m5glich, da 
'wit dureh eine beliebige Gruppe G~. der Schaar g~, elne Curve der 
n'. Ordnung legen kSnnen, wodurch wir eine weitere zu G~, residuale 
Gruppe G~,~ yon n '~ Punkten auf ~ erhalten. D~ese .sind" zuf01ge des 
Restsatzes die ~Basispuakte des gesuehten Curveabiischels der n'. Oral- 
hung. Dass man dureh die Gruppe G~, immer" eine Curve n 't~ Ord- 
nung legea kahn,'setbs~ wean 

n'n' > ' n'tn" + s) 
2 

ergieb~ 's~c~ aus dem Ums~aud, dsss yon den ( ~ - ~ ' ) n  Sehnittpunkten 
der..Cr n ~  derjenigen' Cdrve ~..Orduung, welches,die Gruppe 
G ~  ~nsschneide'~ n~ auf einer andern'Curve n.:Ordnung, liegen (sogar 

*~Cka~tes, Deox th~t~mes g ~ a v ~  su~ Le.s r et les 8urfaceb g~o. 
metriques de tou8 les ordres. (Comptes rendus, 28. d~cembre t857). 
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auf unendlich vielen); alsdann liegen nRmtieh die fibrigen n n '  Schnitt- 
punkte, das sind die Punkte der Gruppe G..,, nach dem Fundamenta]- 
satze, auf einer Curve der n '~h Ordnung. 

w  

Der Cayley 'sche Sat~ 

In seiner gewShnlichen Form lautet derselbe: 

,,Jede Curve yon der Ordnung r 

(fiir r > m  und r>=n, r ~ m + n - - 3 ) ,  

welche dutch alle his auf  

L (m + n - r - -  1) (m -J- n - r - -  2) 
2 

yon den Durchschnittspunkten zwder Curven yon den Ord- 
nungen m u n d  n hindurchgeht, enth~ilt auch aloe diese iibrigen 
Schnittpunkte." 

Zur Untersuehung desselben fiihren wit folgende Bezeichnungen ein: 

m - ~ n - - r - ~ - 7 ,  

• (7 - 1) (7  - -  ~) - ~  ~;  
2 

endlich sei n ~ m. 
Wit w~hlen nun die Curve m. Ordnung als Grundcurve . F u n d  

sehneiden dieselbe dutch diejenige Curvenschaar r. Ordnung, wetche 
dureh die r a n - - ~  festen Punkte auf ~" hindurchgeht. Zu dieser 
Schaar gehSrt sowohl die gegebene Curve r. Ordnung~ als auch die 
in die gegebene Curve n. Ordnung und eine beliebige Curve ( r - -n )  ur 
Ordnung zerfallende Curve r ter Ordnung. Wir untersuehen jetzt die 
zu den m n  ~ $ festen" Punkten residualen Punktgruppen yon je 
m ( r -  n ) +  8 Punkten, die yon der betraehteten Curvenschaar aus- 
gesehnitten werden. Ge|ingt es, nachzuweisen, class ~ Pankte lest, 
d. h. allen Gruppen gemeinsam sind, so ist der Satz bewiesea, dean 
die gegebene Curve r. Ordnung geht dann in der That dureh die 
$ Punkte, in welchen sich die Curven n. mid m. 0rdnung (ausser den 
festen) ,nqch schneiden. 

Zu den zu untersuchenden Gruppen gehSrt nun au.ch, wie schoa 
erw~il~t, diejenige, welche aus den (~ zu unfemsaehenden Punkten und 
weiteren m ( r -  n) Punkten besteht, die e ine  heliebige Curve Q,_~j 
der (r - -  ~)t~, 0rdnung au f /v  au.sschneidet. 

Wix wollen eine sQicJae Gruppe, weft sie yon einer zerfallenden 
Carve ausgesehnitten wird, .eSne zexfat~eade Grupp~ und d e n  yon den 
(~ frag[ichea Punkten gebildeten Bestand~eil. G$ de r se l~a :  .R~. t ~ u p ~  
nennen. Dutch unsre zerfallende P z m ~ p l ~ .  legen wir ~etzt eine 
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Ourve ( m -  2) t~r Ordnung. Diese muss nach dem Fundamen~lsatz 
zerfallen in die C~-n und eine Curve C~,_~ der Ordnung: 

m - -  2 - -  (r - -  n ) ~ - - m  Z i - n - - r  - -  2 = 7 - - 2 .  
Wir lassen nun noch die C~_~ zerfallen in irgend~ eine Gerade Q 

dutch einen beliebigen a der ~ Punk~e der Restgruppe und eine Curve 
C7_3 der (~ - -3 )  re. Ordnung dutch die $ -  1 iibrigen, was immer 
mSglich ist, da 

1 
- = T r ( r  - 3). 

Von der Cr_~ nehmen wir zun~ehs~ an, dass sie durch a nich~ 
hindurchgehe. 

In Bezug auf diese zerfallende Curve 

- -  O , _ , .  �9 Q 

suehen @ir jetzt das Residuum der Gruppe der oben erw~hn~en 

r e ( r - -  n) 

Punkte. Da der eine Bestandtheil - -  n~mlieh m ( r -  n) Punkte - -  
dieser Gruppe das vollst~ndige Schnittpunktsystem der Gmndcurve 
mit tier C._~ hildet', so liefert diese Curve keiue wei~eren Schni~tpunkte; 
das Residuum besteh~ daher aus m -  1 Punkten der Geraden Q 
and aus 

~ ( r - -  3) - -  ( ~ - -  1) 

Punk~en, welche yon der Cr__s auf F noch ausgeschni~en werden. 
b/ach dem Rest~sa~ is~ die frag]iche Schaar you Punktgruppen yon je 

Punlr~en auch corresidual in Bezug auf das soeben gefundene Residuum, 
d.h. sie kSnnen auch dutch eine Curvenschaar (m ~ 2). Ordnung aus- 
geschnit;~en werden, welehe dutch letzteres hindurchgeht. Nun liegen 
abet m --  1 Punkte dieses Residuums in gerader Linie Q; es mfissen 
daher s~mm]iche Curven (m ~ 2) '~r Ordnung zerfaUen in die fes~e 
Gerade Q und in eine Curvensehaar (m --  3) te~ Ordnuag, welche dureh 
die fibrigen Ptmk~e des Residuums hindurehgeh~. Wfirden jene Curven 
niehi zerfalien, so k~imen wit zu dem Widersinn, dass eine Curve 
( m -  2). Ordnung yon einer Geraden in mehr als m -  2 Punkten 
getroffen wird. 

Damit ist gezeigt, dass der Punk~ a der R e ~ p p e  fest ist, d. h. 
(lass alle Curvenr .  Ordnung unsrer Sehaar, mi~hin auch die gegehene, 
denselben ~ en~aaltem Da er abet beliebig war~ so gilt gleiehes auch 
yon den 6 ~ 1 iihrigen Punkten der Res~gruppe, miflain enthalten die 
Curvenr. Ordnung, welche dureh m n - -  d SehnitSpunld~e zweier Curven 
m. und n. Ordnung hi~durehgehen, aueh die # ~ibrigen Sehni~tl~unk~e 
der le~z~en. /~ unserem Bewe~se war es a~thig, dutch 
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! 

Punkte eine Curve ( 7 -  3) t~ 0rdnung zu ]egen; es verdient hervor- 
gehoben zu werden, dass bei speeieller Lage jeuer Punkte mehr als 
eine Carve ( 7 -  3) ter Ordnung hindurchgetegt werden kann; der Beweis 
b|eibt abet derselbe, da es genfi~, wenn wir nut irgend elne dieser 
fiberhaupt mSg]ichen Curven, welehe a nicht entbalten, herausgreifen. 

Es bleibt nun noch tier Fall zu berfieksichtigen, dass die 0 Punkte 
der Restgruppe auf einer Curve (7 - 3) ~ Ordnung liegen. 

Alsdann wird die Gerade Q fiberfliissig, trod es geniigt letz~re 
Curve ( 7 -  3). Ordnung zusammen mit der C~,__~, um das Residuum 
yon m ( 7 -  3 ) -  $ Punkten auf F aaszuschneiden. Durch dieses 
Residuum sind jetzt alle mSglichen Carven der Ordnung 

7 - - 3 - ~ - r  - - n ~ m - - 3  

an Stelle der friiheren Curven ( m -  2) ~ Ordnung zu legen, welche 
uns wiederum die zu untersuchenden corre~idualen Gruppen yon 
0 - ~ - m ( r -  n) Punkten liefern. Es ist abet jetzt kein Grund vor- 
handen, weshalb diese Curven ( m -  3) t~ Ordnung zerfallen sollen in 
eine feste Curve, die etwa die d Punkte der Restgruppe ausschneiden 
wfirde. Die ~ Ptmkte sind daher in diesem FaUe nicht nothwendig 
fest, wir haben somit einen Ausnahmefall des Caytey ' sehen  Sa~es 
nachgewiesen, und letzterer muss daher genauer in folgender Weise 
ausgesprochen werden: 

,FAne Curve der r. Ordnung, welche dutch 

1 
m n - -  -~ (7 - -  1) ( 7 - - 2 ) ,  [wo 7 ~ ~ + n - r] 

Schnittpunkte zweier Curven m. und n. Ordnung geht 

[ r ~ m  und r ~ n ;  r ~ m - [ - ~ - - 3 ] ,  

entMilt i m a Hgem ei nen auch die iibrigen 
1 
-r ( r  - -  1)  (7  - -  2 )  

Schnitt~nkte &r letzteren; wenn dagegen diese 

1 

l>unkte auf dner Curve (7 ~ 3) ~ Ordnung l~egen, so bra~ht 
eine dutch die mn ~ ~ ~u~dcte gelegte, abet son~ ~ r l ~ 2 ~ e  
Curvet. Ordnung n ich t  zuglvieh dutch die ~ iibrigen Schn~- 
~nk te  de'; b e ~ n  Curves m. ur~d n. Ordnu~ ~ ~ . "  
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~ 4 .  

Besondore Bohandlung des Ausnahmefalles. 

Wit haben gesehen, dassj wenn die 5 Punk~e der Restgruppe auf 
einer Curve, (7 - -  3) t~ Ordnung liegen~ dieselbe aufhSrt~ fes~ sei• za 
mtissen. In diesem kritisehen Falle ist mm die weitere Frage zu er- 
5r~rn, ob dana nothwendig aloe ~ Punkte der Restgruppe beweglieh 
sind, d. la. ob die Curvenr .  Ordnung~ die dureh r a n - - 8  Sehnitt- 
punkte der Curven mter uad n ter Ordnung hindurehgehen~ ke/nen der 
noeh fibrigen ~ Sehnitt~uakte euthalten, oder ob sie durGh einen Theil 
der Punk~e der Restgruppe hindurehgehen, dutch den a~adern abet meh~ 
oder endliGh~ ob sie doeh dureh aZle d Punkte gehen. 

Ein Beispiel mSge die Frage noeh n~her beleuGhten. Gegeben 
sei eine Curve 8. Ordnung Ca, welGhe dutch 36 SGhnittpunkte einer 
Curve 6. Ordnung C6 mit einer Curve 7. Ordnung C 7 hindurehgeht, 
wKhrend yon den 6 iibrigen SGhnittpunkten der beiden letzten Curven 
5 in gerader Linie A liegen, der 6. Pankt a aber ausserhalb A liegen 
soll. In diesem FaUe ist 7 - ~ - 6 q - 7 - - 8 - ~ - 5 .  Die 6 Punkte der 
Restgruppe liegen auf einem Kegelschnitt, gebildet yon der Geraden 
A zusammen mit einer beliebigen Geraden / /  durch a. Unser Satz 
l~ssl uas daher sehliessen, dass die C s dutch diese 6 Punkte nieht 
hiadurchgehen wird. 

Wean man aber den Beweis genau so wie im allgemeinen Falle 
wiederholt trod jeden der 6 Punkte der Restgruppe einmal dadurch 
auszeiehnet, dass man die Gerade Q (vgl. oben) dutch ihn hindureh- 
leg~, so stelll sigh heraus, dass zwar die C s durGh die in Rede 
stehenden 5 Ptmkte der Geraden A night hinderchgeht, woht aber 
dutch den Punkt a. 

Daruus miissen wit schliessen, dass in dem Ausnahmefalle einige 
der d Punkte z~ar beweglieh~ andre abet noeh fesl sein kSnnen, und 
wit haben uns jetzt die weitere Frage vorzulegen: Wenn eine Curve 
r. Ordnung dutch einen Theil des vollst~ndigea Sehnittpunldaystems 
zweier Curven m. und n. Ordnung, n]imliGh dutch mn ~ e~ Sehnitt- 
punk~e, hindarehgehf,, auf weleh~ Weise l~ss~ sieh adsdaan ermitteln, 
ob sie dta'eh einen aus den ~ tibrigen Punkten ~ beliebig ausgew~hlten 
weiCeren Ptmk~ auGh noeh-hiadurchgeht? Um diese Frage zu eat- 
seheiden~ miissen wir uns erinnern ~ dass die im Beweis des allgemeinen 
F~te~r benti~zte Curve~sehaar (m --  2) ~r Ordnung in eine fes~ Gerade Q 
nnd eine C~rvensch~ar (m ~ 3) t~ O rdnufig zerfiel. Dies verhalf tins 
~ m  Naehweise~des Umstands, dass ~ ein' Punkt der Restgruppe, der- 
jenige n~mIich, der auf"der Geraden Q liege, f'est' i s t :  Wollte man 
dassetbe ffir einen anderen der 5 Punk~e nachweisen~ so miisste man 
ihn dadureh auszeiehnen, dass man durch die noeh fibrigen d -  1 



Ueber den" Cayley'~:hen Sehni~punkh~ar ~85 

P,,nkt~ eine Curve (7 -- 3) ter Ordnung und dutch ihn selber -- falls 
diese C~--s nicht schon hindttrchgeht -- eine Gerade Q" legt. So oft 
nun Q' auf diese Weise einzaf~ren ist, was z. B, l~i Mlgemeiner 
Lage der ~ Punkte der Rest~uppe fiir alle der F~ll ist, dann ist 
immer der auf ihr liegende Punkr fesk Wenn abet die ~ Punk~e auf 
einer Curve ( 7 -  3) t~ Ordnung liegen~ so kann man freilich die~e 
beniitzea, womit die Gerade Q ~berittlssig wird; damit ist abet noch 
nicht gesagr dass dann alle @ Punkte beweglich sind. Denn es kSnnen 
dann schon (~ - -  1 Punkte so speciell liegen, dass man tmendlich viele 
Curven ( 7 -  3) ter Ordnung dutch sie hindurchlegen kann, yon denen 
zwar ein Theft dutch den letzten Punl~ hindurchgeht, der andere abet 
nich~ Sobald sich nun wenigstens e/he unter diesen Curven befindet, 
welche den le~zten Punk~ nicht enthRlt, so kann man dJese henfitzen, 
und die Gerade Q ist dann durch ihn hindurch zu legen~ wie im all- 
geme[nen Falle, er ist mithin fesL Also: 

,,Urn zu erfahren, ob einer der # Pun~e der l~estgrutoe 
fest ist, lege ma~ dutch die ~ - -  1 i~rigen aloe mSgHdhen, 
auch zerfa~nden Curven (7 - -  3) t~r Or~A~g (ira a~jemelnen 
giebt es nut  eine); wenz~ sich ~un m~er diesen eine so~che 
befindet, die den fraglicl~m Punkt nicht entMi~t, so ist der- 
sdbe lest." 

In dem yon uns gewiihlten Beispiel (s. oben) ist tier Punkr a fest, 
obgleieh er mit den 5 Punk~n der Geraden A auf einem Kegetschnii~ 
liegt; denn es giebt nieht nut einen, sondern unendlich viele Kegel- 
schniY~e dutch diese 5 Punkte, die den 15nn~ a nieht en~hal~en. Da- 
gegen sind die 5 Punkte der Geraden A beweglich, denn aUe Kegel- 
schnitte, die man dutch a und 4 betiebige dersetbau l~gen kann, gehen 
auch durch den fiinften, da sie atle in die fest~ Gerade A und eine 
weitere dutch a gehende Gerade zerfaUen. Wit  fotgern daraus, (lass 
eine U~ durah mehr ats mn -- e~ Schnits einer U~ mi~ eine~" U~ 
hindurehgehen kann, ohn~ dass sie durum nothwendig auch die fibrigen 
Schnir derselben ent~halt~n muss, Wiirden in dem yon uns ge- 
w~hlten Beispiel 4 yon den 6 Punkten der ResCgruppe -in gerader 
Linie, die beiden anderen auss~rhalb derselben liegen, so w~ren le~ztere 
lest, ersh~re abet beweglich, und Wit l~t~en eb~e Curve 8. Ordnung, 
welche dutch 38 SchniY~p~mkt~ eider Carve 6. mit einer Curve 7. 0rd- 
nung hindurchgeht, ohne zugleich die vier iibrigen zu eaflaalten (weft 
sie in gerader IAnie liege.u). 

Aus dem Beweis des Cayley ' schenSa~e~ ha~ sich ergebe~ dash, 
wenn die # P, m l~e der Restgruppe auf einer C ~  liegen, dieselben 
nich~ nothwend/g fest sind; es is~ wei~er alas K ~ i ~ u ~  daf~r naeh- 
gewiesen worden~ class iR d iesem A u s n a ~ l e  ~ tier # Punk~e 
noch fes~ bleiben; es er~brigt north, zu untersuehen; ob nich~/a~otz 
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ihrer besonderen Lage (auf einer UT._z ) doeh alle 8 P u n ~  der .Rest- 
gru~e/'~ ~ n  ~ n e n .  Wir werden beweisen, dass dies unm5glieh ist. 

Seien a~, a , . . . ,  a~ die ~ Punkte tier Restgruppe, welehe auf 
einer Curve (r--3)'o~ Ordnung C ~ 0 liegen sollen. W~ren nun die 

Punkte a, fest, so g~be es 6 verschiedene Curven (7--3)  t'r Ordnung, 
yon denen jede dutch 8 -  1 Punkie tier Restgruppe hindurchgeht, 
durch den letzten aber nicht. Seien 

c, = o ;  c ~ = o ;  . . . ;  c ~ = o  
die Gleiehungen dieser Curven, so dass Ci = 0 dureh alle Punkte at 
bis auf ai, C~ = 0 dureh alle bis auf a~ u. s. w., C~ ~---0 dureh alle 
bis auf a~ hindurehgeht. Nun lassen sieh aber, da die Ct, C ~ . . . ,  C~ 
linear yon einander unabh~ngig sind, Parameter 

so bestimmen, dass die Gleiehung einer beliebigen Curve ( 7 -  3) tev 
Ordnungj mithin auch derjenigen, auf welcher a//e Punkte ai liegen 
(C ~---0), in die Form 

~, e~ + ~e~ + . - .  + ,~ C~ = o 
gebraehr werden kann. Dieser Gleiehung m~issten daher die Coordi- 
naten eines beliebigen der Punkte a gen~igen; dies ist aber nieht der 
Fall, da fiir die Coordinaten eines beliebigen Punktes a~ der Rest- 
gruppe alle C bis auf C~ versehwinden. /also: 

t ( 7  ~ 1)  (7  - -  2) Punkte auf einer oder unendlieh ,,Wenn ~ ~ -~ 
vielen Curven @--3)  t~ Ordnung liegen, so lassen sich immer ~ -  1 
dieser Punkte so ausw~ihlen, dass age dureh sie hindurehgele.gten 
Curven @--3)  te~ Ordnung aueh noch den letzten Punkt enthalten." 

Unter Beibehaltung der frfiher gemaehten Annahmen fiber m, 
und r k5nnen wir nun den Satz aufstellen: 

,, Wenn eine Curve r. Ordnung durch m n - -  ~ Schnitt- 
punkte einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch- 
geht, so giebt es unter den ~ iibrigen Schnitt_punX'ten dann 
und" nut  dann solche, welche die Curve r. Ordnung nicht 
enthtat, wenn jene ~ Punkte auf einer Curve (7- -3)  re' Oral-- 
hung lieges." 

Wir stellen uns jetzi ~ie Frage, wie viele yon den ~ Ptmkten der 
Restgruppe im Aumaahmefalle, wo also ? > 3, zum Mindesten beweg- 
lich sein milssen. 

Zu diesem Zweeke beweisen wir unter Beibehal~tmg der friiheren 
Bezeiehnnngen zuerst den folgenden ttilfssatz: 

, W e a n  e4ne Cuwe r. Ordnu~g durch m n - - ( 7 - - 1 )  
Schnittpunl~e .einer C,, mi$ einer C,, hindurehgeht, dutch die 
iibrigen r - -  1 Punkte abet nieht., ,~ so liegen letztere in gerader 
I_,inie. " 
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W~hlt man die C~ als Grundeurve und denkt sieh dureh die Gruppe der 

m n  - -  ( r - -  1) 
Punkte alle m5glichen Cr hindurchgeleg~, so schneiden, diese die O~ 
noch in einer Schaar yon Gruppen yon je 

v -  i + 
weiteren Punkten. Zu dieser Schaar gehSrt auch die Gruppe yon 
Puntrten, welche die Ca ausser den festen PunkCen, ferner eine will- 
kfir}iche C,._~ auf C,~ noch ausscbneiden. Durch diese Gruppe lege 
man eine Cm-l, welche nach dem Fundamentalsatze in die C~._~ und 
eine Cr_l dutch die fraglichen y -  1 Punkte zerfallen muss. 

Letztere Curve schneider C~ noch in einer Gruppe G~ yon 

(m--  1) (~ - -  1) 
Punkten. Obige Punktgruppen yon je 

( r -  l) + 
Punkten mtissen daher nach dem Restsatze ausschneidbar sein durch 
Curven ( m ~  1) t~ Ordnung, welehe durch die Punkte der Gruppe G~ 
hindurchgehen. Wenn aber yon den m(~,--1) Schnit~punkten einer 
C~ mit einer Cr_l 

0'-- 1) (m-- I) 
auf einer Curve der Ordnung m -  1 liegen, so liegen die fibrigen 
y - -  1 Schnitt-punkte in gerader Linie (nach dem ausnahmslos geltenden 
Fundamentalsatz). Das sind gerade die ~ , -  1 Schnitt~punkte yon C,~ 
mit Ca, durch welche die Cr nicht hindurehgeht und unser Hilfssatz 
ist bewiesen. 

Aus dem Hilfssatze folgt sofort, dass im Ausnahmefalle wenigstens 
- - 1  Punkte beweglieh sein miissen. Denn w~r~ noch einer der- 

selben lest, so wiirden die ~ ~ 2 bewegliehen Punkte mit jedem be- 
]iebigen der festen in gerader Linie liegen, was unmSglich. 

Dass das gefundene Minimum fiir die Zah| der im Ausnahmefalle 
noch beweglichen Punk~e sieh nicht weiter begrenzen 1.~sst, zeigen wir, 
indem wir beweisen, class you den ~ Punkten der Kestgruppe noch 

1 
(v - i) (r- 4) 

fe~t sein kSnnen. 
Man braueht bloss anzunehmen, dass letztere beliebig und die 

wei~ren ~, - -  1 Pnn!4e der [~estgruppe in gerader Linie liegen. Wendet 
man jetzt, um zu effahren, welehe der ~ Punkte fest und welche 
beweglich sind, auf alle (~ Punk~ das oben erSrter~e Verfahren an, 
so stellt sich heraus, class die 

( v -  i) (v-- 4) 

Punkte lest, die F -  1 Punkte jedoch beweglich..sin& 
19" 
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Wit kommen daher zu dem Sehlusse: 
,,Eine Curve r. Ordnung, welche dutch mn - ~ Schnitt- 

punkle einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch- 
geht, kann, wenn die ~och iibrigen t} Schnittl~u~kte auf einer 
Curve (7--3) t~ Ordnung liegen, hiichstens noch weitere 

(r  - 1) ( r - 4 )  

der letzteren ~ t)unkte enthalten, und wenn dies der Fall ist, 
so liegen die noch iibrigen 

7 - - 1  
1)unkte in gerader Linie." 

w  

2. Bowels dos Cayley'schen Satzes. 

Un~r Beibehaltung der frtiheren Bezeiehnungen sei 

r ~ - - m - f - n - - 3 .  

Dannist  7 ~ 3  und ~ - - - L  
Es handelt sich in diesem Falls am die Untersuchung der Curven 

(m-{-n--3) t~r Ordnung, welehe dutch alle bis auf einen der mn Dureh- 
sehni~tspunkte einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch- 
gehen. W~hlen wit Wieder die C~ als Grundeurve und verfahren wie 
beim ersten Beweis, so ergiebt sich mit Hilfe der Geraden Q dureh 
den fragliehen Punkts, dass alle Curven r. Ordnung, welche dureh 
m n -  1 Sehnittpunkte einer C,~ mit einer C~ hindurchgehen, auch noch 
den letzten S c h n i t ~ n ~  dieser C/arven enthalten. 

Es muss hier betont werden, dass sich fiir diesen besonderen Fall 

r - ~ - m - ~ - n - - 3  

"~ne Ausnahme des Cayley'schen Satzes ergiehL 
Ftir die Coefficienten der Gleichung einer Curve r. Qrdnung, welche 

dutch das vollstiindige Schnittpunktsystem einer Curve m. Ordnung 
mit einer Curve n. Ordnung hindurehgehl, hat man mn lineare Be- 
dingungsgleichungen, und der Cayley'sche Satz sagt gewissermassen 
aus, dass, wenn r ~ m + n --  3, ~ bestimmte, aber nieht beliebige 
tier Gleiehtmgen eine Folge der iibrigen sind; ist abet ~, ~ m n t- n - -  3, 
also B ~ 1, so folgr dass jede eine Folge der mn -- 1 fibrigen Glei- 
chungen ist. 

Es sei jetzt 
r ~ - - m - { - n - - ~ , ;  ~ . > 3 .  

Wit fragen: Enth~ilt eine Curve r. Ordnung, welche dutch mn -- 
Schnittpunkte einer Curve m. Ordnung mit einer Curve n. Ordnung 
hindarehgteht , auch die ~ fibrigen. ~r163 ml~te dieser Curven? 
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Durch 
1 

dieser letzteren r Punkte legen wir eine Curve ( 7 -  3) t~ Ordnung. 
Diese erg~nzt die Curve r. Ordnung zu einer Curve der Ordmmg 

m-t-n --3, 
welche, wie sehon bewiesen, unbedingt dutch den letz~en der 8 Punk~e 
hindurchgehen muss. Dieser lieg~ somit entweder auf der Curve r. Ord- 
hung, ist also lest, oder auf der Curve (7-- 3) ~r Ordnung, womit wieder 
des Vertmlten der Curve r. 0rdnung im AusnaJamefall des Cayley'sehen 
Satzes charakterisirt ist. 

Dieses Beweisverfahren giebt zum Onterschied veto ~rs~n Beweis 
unmi~elbar zu erkennen, warm einzelne der auf einer Curve (7--3) t~ 
Ordnung liegenden t~ Punkte der Restgruppe noch zu den festen Punkten 
gehSren. 

{}6. 

Specielle F~lle und Anwendungen. 

Der Cayley'sche Satz gilt, wie sich aus unserem Beweise ergiebt, 
aueh noch, wenn r ~---n ist. In diesem Falle ist 7-~-m, und wir 
haben dann den bekannten Satz:*) 
(A) ,,AUe ~ n. Ordnung, welche dutch 

1 ( m -  1) �9 ( m - 3 )  

Schnittlaunkte einer C/arve n. mit einer Curve m. Ordnung 

( n ~ m) hindurchgehen, gehen auch dutch die ~ ( m - -  1). (m -- 2) 

iibrigen Schnit~2unk~ der letzteren, vorausgesetzt~ dass diese 
nieht auf einer Curve (m--3) tr Ordnung liegen." Oder: 

,, Vo~ den Schnittpunk2en einer gegebenen Oarve m. Oral- 
hung mit einer Curve n. Ordnung sind, wenn m ~ n, im 

1 ( m - - l ) ( m - - 2 )  dutch die i~rigen bestimmt; allgemeinen 7[ 

wenn abet letztere auf einer Curve (m - 3) t~r Ordruang liegen, 
so sind weniger t)u~kte durch die iibrigen bestimmt." 

Ffir r ~ - m - ~ - n  erh~lt man den Satz: 
(B) ,,gine Curve n. Ordnung, welche durch 

n~__ t (n --1) ( n ~  2) 

Schni#pu/akte zwd, er andere~ Curven ~. Ordnung hindurch- 

*) Vergl. Brili und N6ther~ Ueber die algebraischen Func~ionen etc. Math. 
Ann. Bd, VII, p. ~7~. 
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(n--  1)(n--  2) weitere~ Schnitt~unl2e geht, enthli~t auch die 

der let~teren, vorausgesetzt, dass sie nidd auf  dner Carve 
( _3)tor Ordnu g  /egen." 

Bisher lagen als Grenzen der Giiltigkeit des Cayley'schen Satzes 
stets die Bedingtmgen zu Grunde 

r > m  trod r>=n.  
Wir wollon jetzt annehmen, r liege zwischen m and n, und zwar so, dass 

n > ~ ' > = m .  
Die Zahl der yon einander unabhgngigen Bedingungen, welchen in 
diesem Falle eine dutch s~mmtliche Schni~tpunkte der C,~ mit der C~ 
hindurchgehende C~ zu geniigen hat~ is~, da die C~ yon tier Form 
AC~ wird, we A eine willktlrliche Curve der ( r - -m)  t~ Ordnung is~: 

Diese Zahl s~immt ffir r = n - - 1  und fiir r = n - - 2  noch mit der 
anderen 

1 m n  - -  y (m + n ~ r ~  l ) ( r e + n - - r - - 2 )  

tiberein, so dass der Cayley'sche Satz auch noch flit r = n -  l und 
fiir r = n -  2 anwendbar ist. Auch kann der Beweis ftlr diese 
speciellen Fiille ganz ebenso geftihrt werden wie frfiher. Freilich wird 
eine Curve r. Ordmmg, welche dutch m n  ~ ~ Schnittpunkte einer C,~ 
mit einer C~ und mithin im allgemeinen aueh dutch die d iibrigen 
Schnittptmk~e derselben hindurchgeht, ftir 

n : > r ~ m  

in die Cm und eine beliebige Curve ( r - -m)  t~ 0rdnung zerfallen, aber 
im Ausnahmefalle existirea eigentliche Curvenr. 0rdnung (ffir r ~ - - n -  1 
und r ~- n ~ 2) ,  welche dureh m n  ~ ~ Schnittpnnk~ einer C,,, mit 
einer C~ hindurchgehen, obgleich r < n isr 

Fiir r ~- n - -  1 ergiebt sich 7 ~ m -}- 1; 

1 m ( m ~ l )  5 = y  

trod wir kSnnen somit den Satz aussprechen: 
(C) ,,Ziegen yon den mn  Schnit t~nkten einer C~, mit einer C~ 

1 re(m--  1) mn - - y  

au f  einer, nicht in C~ und eine we#ere Curve zerfallend2n, 
Curve ( n - - l )  ~ Ordnung, so liegen di,. iibrigen 

]Pymbte auf  einer Curve ( m - - 2 )  ~ Ordnung." 
Dieser Satz 1,~ssr sich auch direct ~" mi~els~ des Resfi~a~es beweisen. 
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Der Cayley'sche Satz gilt ausnahmslos, wenn ~ ~-- 1 ist. In diesem 
Falle wfirde m -~- 2 sein mfissen and vorstehender Satz noch niches aus- 
sagen, daes keine nicht zerfallende Curve (~--1)  t~r 0rdnung giebt, die 
dutch alle bis auf einen der Schnittpunkte eines Kegelsehnitts mit einer 
Curve n. Ordnung hindurehgeh~ 

Ffir r ~ n -  2 erha[ten wit den Satz: 
(D) ,,Liegen yon de~ m n Schnittpunk, Wn ei~wr C,,, mit ether C,, 

i r e ( m +  1) m f b  - -  ~ -  

auf  ether, nieht i~z C~ und eine weitere Curve zerfallenden, 
Curve ( n - - 2 )  *~ Ordnung, so ~iegen die iibrigen 

i__ re(m-}- 1) 
2 

.PunL~ auf e/~n~r Curve (m-- ly~  Ordnu~." 
Der Restsatz ergiebt aueh noeh die ~iehtigkeit vors~hender S~ze ffir 
m-~-~ ,  in welehem Falle sie iibrigens identiseh werden, weil 

t 1 
n~ - -  ~- n (n - -  1) ~ T n ( n  + 1). 

Es gilt daher der Satz: 
(E) ,, Wenn yon den n 2 Basis punI~ten eines Catrvenbii.schds 

n. Ordnun9 
1 n(n-~ 1) 
2 

auf  einer Curve ( n - -  1)t~ Ordnung ~iegen, so liegen die iibrigen 

-~ n (n - -  1) 

auf  einer Curve der ( n - - 2 )  ~" Ordnung." 
Endlich gelten die ZaMen des Cayley~sehen $atzes noch FLir den Fall 

m~---- .n--1; r ~ n ~ 2 .  

Daxaus erhalten wir: 
(F) ,, Wenn yon den Sehn#tpunkte'a ether C,, mit ether C,,_~ 

die eine E~ilfte au f  ether C,,_~ liegt, so liegt auch die andere 
tt~ilfte au[ ether C,,-~." 

Beispiel zu Satz (C). 
r ~ 6 ,  n ~ 7 ~  m ~ 4 .  

Dann ist: 
r ~ 5 ;  $ ~ 6 .  

Alle Curven 6. Orduung, welche durch 22 Schni~punkb einer 
Curve 7. Ordnung mit einer Curve 4. Ordnung hindurchgehen~ end- 
baleen ira allgemeinen auch die 6 weiteren $ehnietpunk~ der le~zteren, 
miissen also zerfallen. Liegen aber diese 6 Punkte auf einem Kegel- 
sehni~L so giebt es thats~chlich nieht zeffallende Curven 6. 0rdnung~ 
die dureh jene 22 SchnittpunlVm der C7 mi~ der U~ kindurchgehen, olme 
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die iibrigen Schnittpunkte dieser Curven zu enthalten. Liegen ins- 
besondere yon den 6 Punkten der Restgrappe 4 in gerader Linie, die 
beiden anderen ausserhalb derselben, so sind letztexe lest, mad wit 
schliessen daraus, dass es Curven 6. Ordnung giebt, welche durch 24 
Sehnittpunkte einer 04 mit einer C 7 hindurchgehen, ohne die 4 tibrigen 
SchuiL~punk~e zu enthal~en, wean dizse in gerader Linie liegea. Die 
Curve 7. 0rdnung geht dann dutch das vollsK4ndige Schnittpunktsystem 
der gegebenen C 4 mit einer beliebigen der Curven 6. Ordnung, und 
es erheUt liberdies auch aus dem Fundamentalsatze (w 1), dass diese 
C 4 yon der C7 noeh in 4 Pun~en ether geraden Linie gesehnitten 
werden muss. 

Bevor wir nun zu Anwendungen der bisher en~wiekelten S~iize 
libergehen, mfissen wir noch die wichtige Bemerkung vorausschieken, 
dass, ebenso wie der Restsatz, aueh der Cayley ' sche  noch gilt, wenn 
die betrachteCen Curven zerfallen~ da an keiner Ss des Beweises 
Irreducibiliti4t ver]ang~ war; nut miissen die Sehnittpunkte der Be- 
standtheile einer zerfallenden Curve als Doppelpunkte derselben gelten~ 
was abet so lange die Sgtze nieht beeinfiJusst, als keine andere der 
Curvea dutch einen sol, hen 1)op2elpunk~t hindurchgeht. Dies wollen wit 
abet bier voraussetzen. 

Herr Ol iv i  er hat fo!genden Satz aufges~ell~:*) 
,,Sehneiden sich drei Curven St, ~qz und Sz der n. Ordnung in 

denselben 
1 p -~ ~ n(n  - -  1) -}- 1 

Punk~en, so schneiden sie sich paarweise noch in weitexen 

1 ( n - l )  (~+2) q-----~ 

Punkten und bestimroen dadurch drei Curven /~t, E~ und E 3 der 
(n - -1 )  *~ Ordmang. Diese gehen dureh dieselben 

1 
= -~ n ( n -  1) 

Punkte dot Ebene, wghrend ihre librigen 

(n- 1) (n--2) 
Sahni~tpunkte, paarweise genommen, bezfiglieh auf die drei Curven 
S~, S~ und Sa zu liegen kommen." 

Um diesen Satz zu beweisen~ fassen wit die 6 Curven zu drei 
Paaren, n~anlich ($1 ~j) ,  ($2 :E2)und (SaC.a) zusammen und haben so 
drei zerfallende Curven der ( 2 n - - l )  t~ OrdnuBg~ yon denen jede, 
z. B: ~;8 t ~ t  ~ dureh 

*iBoret~-~l~,s Journal B& 70, p.~ 1~9, 



Ueber den Cayley'sclmn Scbnittpunktsatz. ~93. 

1 io + 3q = (2 , , - -  ~)~ - -  -r ( 2 n - . 2 )  ( 2 n - 3 )  

einfache Schnittpunkte der beiden anderen hindurchgeht. 
Nach dem sich aus dem C a y l ey'sehen Satz ergebenden und unter 

den obigen Specialf'dllen unter (B) aufge~hrten Satze geht nun die 

CurveSt~E Iim allgemeinen auch dureh die noch tibrigen 1 (2n--2) ('2n--3) 

Schnittpunkte der Curve S. E 2 mit B 3 E a. Von diesen Schnittpankten 
miissen nun je ~ auf jede der 3 Curven S fallen. Dean nimmt man 
z. B. S, als Grundcurve an und schneider sie mit ,92 und S s in der festen 
Gruppe der la Punkte, so erh~ilt man 2 corresiduale Gruppen yon je 
q Punkten, welche nach dem Restsatze auch durch die beiden Carven 
E~ und E a ausgeschnitten werden kSnnen, die dutch dieselben /t Punkte 
der B t gehen. Ebenso zeigt man, dass sich E t u n d  Ea in ~ Punkten. 
auf $2, ferner E 1 und E 2 in /t Punkten auf S 3 schneiden m~sen. Da 
nun auf den Curven S keine weiteren Schnittpunkte liegen kSnnen, 
so miissen dutch die noeh fibrigen g Punkte alle drei Curven E hin- 
durehgehen, wo 

Damit h.~tten wit einen neuen Beweis des 01ivier ' schen Satzes 
geliefert; nun verliert abet dieser Satz naeh dem allgemeinen Theorem 
seine Gfiltigkeit, sobald die 3~t -Jr- g Punkte der Restgruppe auf einer 
Curve der (2 n - -4 )  re" 0rdnung liegen. Es fragt sich nun, unter welchen 
Umst~inden dieser Ausnahmefall eintreten kann. Um dies zu ermitteln, 
miissen wir aufs neue unsere Schnittpunkts~tze verwerthen. Bei der 
erwiihnten besonderen Lage der 3~ + g Punkte, die sich' schon aus 
dem Sehnitt der Curve B t ~1 mit S ~  2 ergeben, w~irden yon den 
Sehuittpunkten einer C2~-4 mit der Curve E 1 der 0rdnung n - -  1 

z + t~ ---- (n--1)~ 

Punkte auf einer weiteren Curve ( n ~  1) t~ Ordnnng, ngralieh E=, liegen; 
dann miissen aber nach dem Fundamentalsa~ze die noch iibrigen Sehnitt- 
punkte jener Curven C~_4 und C,-~(/~1) nofllwendig auf einer Curve 
(n--3)  tr Ordnung liegen. Zu diesen gehSrt nun noch die Gruppe der 

Punkte, in welehen sieh E, ,  /~3 und .$2 schneiden. Es m~issen 
demnach yon allen Gruppen tier Z Punkte jede FOr sieh auf einer 
Curve (n--3)  ~~ Ordnung liegen, wenn der Ausnahmefall stai4~nden 
soil. Liegen aber yon den Sehnit~punkten einer C~ mi~ einer C ~  

~=~ ( n - l )  ( , , - -~)  

auf einer C.-s, so bilden (nach Satz (C) der spee. F~lle fur r = m - ~ - r t  - -  1) 
die fibrigen 
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(**--1) 

Schni~punkte die Basispualde einer einfach unendlichen Schaar, und 
man kaau daher dutch solehe q Punkim unendlich viele Curven (n - -  1) ter 
0rdnung hindurchlegen. Der 01ivier'sche Satz verlier~ daher seine 
Gfilfigkeit, sobald die 3 Grnppen yon je q Punk~en, in welchen sich 
die Curven S paarweise sehneiden, die jedesmaligen Basispunk~e eines 
Bfischels yon Curven (n- -1)  ter 0rdnung bilden. Fiir n-~-2 und n~---3 
sag~ diese Ausnahme noch nichts aus. 

0 l ivi  er  hat dann analog dem frfiheren noch den folgenden wei~eren 
Sa~z abgelef~et: 

,Schneiden sich drei Curven n. Ordnung ~1, $2, S~ in denselben 

1 + 1 

Punk~en, so schneiden sie sich paarweise in noch wei~eren 

Punlr~en und bestimmen dadurch drei Curven El ,  E~, E~ der ( n ~ 2 )  te~ 
0rdnung. Diese drei Curven .El, .E~, E~ gehen dureh dieselben 

1 

Punkte der Ebene; flare iibrigen 

1 (n - - l )  (n--2) 

Schnittpun.k~ paarweise genommen, fallen beziiglieh auf die Curven 

Auch dieser Satz erleidet in dem Falle eine Ausnahme, wenn die 

1 ( ~ n - - a ) ( ~ n - - ~ )  + ] 32 + ~ ~- ~ (2n- -3 )  (2~--4)  ~ -ff 

Punkte der Re~gruppe auf einer Curve der (2n- -5 )  t~ Ordnung liegen~ 
oder, wie sich auf eine der obigen ganz analoge Weise heraasstell~ 
wenn die drei Gruppen yon je q Punkten die Basispunkte eines Biischels 
yon Curven (n- -2)  ter 0rdnu-g bilden. Die Ausnahme dieses Satzes 
sag~ fibrigens ffir n ~---3 und n ~ 4 noch nichts aus. 

Die soeben behandelten zwei S~ze sind yon Herrn Li n d e m a n n 
zu folgendem allgemeinen Sa~e zu erweitern versueht worden:*) 

,Schneiden sich 3 Curven C~, C~ Ca der n. 0rdaung in denselben 

- �88 

Punk~en, so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren 

~) Clebsch-Lindemann~ Vorlesungen fiber Geomei~ie, I, p. 763. 
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Punkten und bestimmen dadurch 3 Curven KI,  K2, K 3 der ( ~ r )  '*~ 
Ordnung. Diese letzteren gehen alsdann durch dieselben 

Punkte der Ebene, w~Jarend ihre tibrigen 

Schnittpunkfe, paarweise genommen, beztiglieh auf den Curven CL, 
C2, C 3 liegen." 

Diese VeraUgemeinerung l~sst sich aber nicht aufrecht erhalten. 
FOr r ~ 3 miissten sich z. B. drei Curven 4. Ordnung (n~-4) darch 
d/eselben 14 Punkt~ noeh paarweise in je zwei Punkten schneiden, 
w~s doch solche drei Curven jederzeit einem Btischel angehSren. 
FOr n ~ 5 and r ~ 3 wiirde sich ergeben, class 3 Curven 5. Ordnung 
durch dieselben 20 Punkte paarweise noch je 5 Punkte gemein h~tten, 
w~hrend doch im allgemeinen 3 Curven 5. Ordnung dutch dieselben 
19 Punkte schon einem BOschel angehSren; im besonderen kSnnten 
die fraglichen 5 Punk~,  wie sieh aus w 4 ergiebt, beweglich sein, 
dann m0ssten sie abet in gerader Linie liegen uad die Lindemann'sche 
Verallgemeinerung wird wieder illusorisch. 

Der yon Lindemann ausgesprochene Satz gilt also nut ffir r ~- 1 and 
r~-2, wofiir er sehon yon Olivier gegeben ist~ 

Analoge Bemerkungen lassen sich zu den beiden S~itzen machen, 
zu welehen Herr O l i v i e r  in seiaem Aufsatze: ,,Zur Theorie der 
Erzeugung geome~rischer Curven" gelangt*). 

Der erste jener S~tze lautet: 
,, Schneiden sich drei Curven K1, Ks, K 3 der n. Ordanng in dem- 

selben Punkte :P, ausserdem paarweise in noeh n ~ -- 1 Pank~n and 
1 nimmfi man auf jeder der 3 Curven noeh bel[ebige ID ~ n  ( n - - l )  

Punkte, so treffen sieh die 3 Curven 2~I, 2~, 2~ der (2n--2) t~ Ord- 
hung, welche beziiglieh dureh (n 2 -- 1) Schnitt-punkte zweier Curven/~ 
und die auf diesen gew~hlten 2~ Puakte bestimmt sind, paarweise 
noch in 

1 ( n - - l )  ( n - - 2 )  

weiteren Punkten, die beziehungsweise auf die drei Curven K Zu liegen 
kommen; zugleich gehen aber auch alle drei Curven 2~ dutch die.~elben 

r ~ -  3 ( n - - 1 ) ~  
Pnnlcte der Ebene." 

*) Borchardt'a Journal Bd. 7t, p. 1. 



2 ~  I. B~o.xaAcH. 

Zur genaueren Untersuchuag dieses Satzes kann man wieder wie 
friiher je eine Carve K mig einer Curve 2 zusammeanehmen, so "class 
man drei Curven ( 3 n ~ 2 )  t~" Ordnung K1 21, K2 27~, /f~ 273 erh~% 
yon denen jede durch 

1 (3~--3) (3n--4) (3n- -2)  2 -- ~- 

eiafache Schni~puakte der beiden anderen hindurchgeht; naeh dem 
allgemeinen Schnittpuakhstheorem geht sie dann auch durch die iibrigen 

2 c r ~ -~ (3n--  5) (3n - -2 )  ~- 3s 1 

Sehnittpunk%e, wetehe sieh, wie man dureh leichte Reehnung findet~ 
in der angegebenen Weise auf die eiazelnen Curven vertheilen. Nur 
in dem Falle erleidet der Sa~z wieder eine Ausnahme, wean die 3sq=r 
Punkte, die sich schon dutch die Wahl zweier Gurven z. B. K 1 2 l 
und .K~/J2 ergeben~ auf einer Curve (3n--5)  tcr Ordnung liegen. Nun 
zeig~ sich aber, dass dieser Ausnahmefall nut dann ein~reten kann, wean 
die 3 C~rvea 27 zusammenfallen (d. i. wean die 3 Curven K einem B[isehel 
aagehSren). In dem Ausnahmefalle ginge n~mlich eine Cs~-5 durch 

~, + s = ( 2 n  -- 2)~ 1 - -  ~ n ( n - - l )  

Schnittpunk~e zweier C~_~; nach dem Cayley'schea Sa~ze gcht sic 
daher auch durch die fibrigen 

1 
io = -{ n (~ - -  1) 

Schait~ptmk~e. Hieraus ergiebt sich, dass, wean die 3s d - r  Punkte 
auf einer C~-5 liegen, auf dieser auch die 3p willkfirlich auf den 
Curven K gew~hlten Ptmkte liegen miissen. Daan wtirden aber yon 
den Schait~punk~en einer C~-5 mit einer C~_~ 

auf einer anderen C~_2 liegen, also die ~brigen auf eiaer C,~-~. Dazu 
gehSren aber auch die 

p + s----(n--l) ~ 

Punkfe, die auf einer und derselben Curve K der n. Ordnnng liegen, 
was nur mSglich is%, wenn left, ere zeri~ll~; natfirlich miissten dann 
die beiden anderen K auch zeffallen. 

Wenn also ein Zerfallen der urspriinglichen Curven derar~, t/ass 
alle 3 einen gemeinsamea Bestand%heil haben, sowie aueh tier Umstand, 
class sie einem Bilschel angehSren, ausgeschtossen wird, so ist tier 
Satz allgemein giiltig, Auf das gteiehe~ Kesulk~ w[irde die Discussion 
des weiter yon Olivier behandel~en Falles ffihren, in welchem sich die 
3 Curven K in denselben 4 Punkten schne/den. Eine Erweiterung 
des Theorems auf drei Curven, d i~ dureh~diesetben ~ ~mk~.e ffehen, 
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zu geben~ ]ieg~ auch bier wieder nahe~ ffihr~ aber wiederum zu keinem 
Resullat, und zwar aus folgendeni Grunde: 

3 Curven n. Ordnungp welche durch dieselben (2 Punkte gehen~ 
sehneiden sieh paarweise noch in n 2 -- 0 ~ Punkten, und wenn durch 
eine dieser 3 Gruppen yon je n ~ 0 2  Punkah eine Curve der ( 2 n ~ 2 0 )  re" 
Ordnung (diese Ordnung wiirde n~mlich im allgemeinen Falle der 
Ordnung 2 n  - -  2 im speciellen, ~ ~ I~ en~spreehen) hindurehgehen soll~ 
die nichL gleichzeifig die iibrigen Q~ Schnittpunkte der drei gegebenen 
Curven enth~lt~ so muss nach dem Cayley'schen Sa~ze sein: 

1 n2 _ ~)2 < n2 _ -ff (2 ~ - 1) (2 ~ - 2).  

Dies is~ aber nut der Fall ffir 0-~-1 mad O ~ 2, woftix der Satz 
yon Olivier gegeben ist. 

Wollte man aber selbs~ den Fall, dass die C2~-2r jene 02 Ptmkte 
en~ielt% noeh gelLen lassen, so wfirde sieh zeigen, dass die n 2 -  0 ~- 
Punkte zusammen mit den beiden auf zwei Curven K befiebig gew~hlLen 
Gruppen von je 

1 
p ~-- ~ (n - -O)  (n--30-[-3)  

Punk~en~ die C~_~ e nicht mehr bestimmen wiirden, sobald 0 > 2 wird. 
Weieere Anwendungen der Schnittptmktsgtze sind yon Herrn 

C r e m o n a  in seiner ,,Theorie der ebenen Curven" gemacht worden; 
die daselbst (w 9, Anwendungen) abgeleiteten SgLze gelten alle Ohne 
Ausnahme, well sie auf den ausnahmslos gelLenden Fundamentalsatz 
zuriiekftihrbar sind. 

w  

Mannigfaltigkeit dot Carven r. Ord~ung. 

Die Frage, wie viele Curvenr. Ordnung durch m n  ~ ~ Sclmit~- 
puakCe einer C,~ mit einer C~ hindurchgehn~ l~sL sich nun sowohl fur 
den allgemeinen Fall als auch ffir alle mSglichen AusnahmeF~tlle mit 
Leich~igkeit beantwor~en. 

Im allgemeinen Falle, wo die d Punkte tier R~stgruppe keine 
specielle Lage haben, ist Cr yon der Form: 

c,. ~ AC~ + Bc , , .  

Mithin is~ die Mannigfaltigkeir t der Curvensehaax r ter Ordnung: 

t = - r  0 " - ' ~ )  0 ' - , ~ + 3 )  + -~ O ' - n ) ( r ' n + 3 ) +  1 

Es ist natQrlieh auch: 

t ~ - I  r(r-}-3) - -  ( m n - - ~ )  
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Liegen aber die ~ Punkte der Restgruppe G~ auf einer Curve 
( r - - 3 )  '~r Ordnung, so bilden die corresidualen Punktgruppen yon je 

Punkten, welche die Curvenschaar r. Ordnung auf tier Cm aussehneidet, 
eine Speeia]schaar, die dutch Curven (m--3)  ter Ordnung ansschneidbar 
ist. (Ein ~hnliches Verhalten finder auf der C~ start). Daher ]~ss~ 
sieh ~ufolge des R i e m a n n - R o c h ' s c h e n  Satzes auch in den Aus- 
nahmef~llen die Maanigfaltigkeit der Curvenschaar r t~r Ordnung be- 
stimmen. Nach diesem Satze erhSht sieh die Mannigfat.tigkeit t am so 
viele Einheiten als die Zahl der linear yon einander unabh~u~gen 
Curven (~r~--3) ter Ordnung betr~gt, welche sich durch die Gruppe der 

a + ~ ( . - n )  
Punlr~, n~mlich der ~ Punkte yon G~ und m(r--~)  Sehni~punkten 
einer beliebigen C(,~.~) mi~ der C,~, bindurehlegen lassen. Da abet 
diese Curven ( m ~ 3 )  t~r Ordnung alle in die C(,_,) and in Curven 
( r - - 3 )  '~* Ordnung dutch Gd zerfallen, so brauehea wir nur zu bestim- 
men, wie viele linear yon einander unabh~ingige Curven (~,--3) te~ Ord- 
nung dutch diese ~ Punkte gehen. Ist diese Zahl ~ i ,  so beta~g~ 
die Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ordnung, welche dutch die 
fibrigen m n -  ~ Sehni~punkte der C,~ mit der C~ hindurehgeht~ 

t ' - ~ t - t -  i, 
wenn t deren Mannigfalt, igkeit im allgemeinen Falle bedeutet. 

Die Zahl t' h~ngt also (ausser yon t) lediglich yon der Manaig- 
faltigkeit i ~ 1 der Curvenschaar (~ ~ 3) ter Ordnung ab, die man durch 
die # Punkte der Restgruppe hindurchlegen kann, dagegen wird sie 
dureh die Zahl derjenigen Punkte der Restgruppe, welche m5glicher- 
weise noeb lest sein k[Snnen, nicht welter beeinflusst. 

Die Maximalr.ahl der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ord- 
nung durch m~ ~ 8 Schnif~punlr~e einer C,, mit eiaer C~ wird nun 
offenbar erreicht, wenn die Mannigfal~igkeit i ~ 1 der Curvenschaar 
@ ~ 3 )  t~ Ordnang durch d/e ~ Punk~e der Restgruppe ihr Maximam 
erreicht. Die Aufgabe, auf der Curve ~n. Ordnung die Gruppen yon 
je ~ Punkten anzugeben, durch welche sich eine Curvenschaar (~, ~ 3 )  t~ 
Ordnung yon grSsstmSglicher Mannigfalt, igkeit legen l~st~ ist nun 
gleichbedeutend mit der 13estimmung der Punktgruppen yon je 

Punk-~en auf C~, dutch welche sich mSgliehst viele Curven ( m ~ 3 )  t~, 
Ordnuag legen lassen. Dieses Problem ist yon Herrn N S t h e r  in seiner 
Abhandlung: ,,Zar Theorie der algebraisehen Raumcurven" Botch. 
Journ. Bd. 93, p. 287 gelSst worden. Set~t man nSmlich 
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so ist nach dem 1. e. bewiesenen Satze die Sehaar ga yon je 

Punk~n immer dann yon mSglichst; grosser Mannigfaltigkeit, wean, 
ffir r162 die 

d ~- r e ( r - - n )  

Punkte attf einer Curve a ter Ordnung liegen und~ far a <_~ i~ - -  1, wenn 
( a - -1 )m  dieser Punkte auf einer Curve ( a - -1 )  tr Ordnung, die iibrigen 
m -  3 beliebig liegen, wobei letziere fes~ Punkge tier Sehaar werden. 
Nun liegdn aber r e ( r - - n )  Punkte der beh'ach~en Gruppe alff einer 
Curve ( r ~ n )  t~ Ordnung, welehe einen festen Bestandtheil tier dureh die 

q - r e ( r - - n )  zu legenden Curven (m--3)  t~ Ordnung bilder Unser 
Kri~rium fiir die Maximalzahl der Mannigfatt;igkeit der Curvensehaar 
r t~ Ordnung, l~sst sieh daher folgendermassen aasspreehen: 

,,.Es lassen sich durcl~ m n -  ~ Sehni~rankte e i~"  Cr, mit einer 
C. m~gliehst viele Curven r. Ordnung hindurchlegen, wenn, sofern 

gesetzt wird,  fiir a' + r - -  n ~ 3 - -  1 d@ ~ ]Punkte der l~estgruppe au f  
einer Curve der Ordnung a' liegen~ und wen~ I~r a ~ - + - r - - n  <~ fl --  1 
yon den ~ 1)unkten der l~extgru/ploe (a'-- 1 ) m au f  einer Cuxve der (a '--  1 )t~ 
Ordnung, die iibrigerb m ~ fl hell, big liegen, wobei letztere Zu den fes~ 
Punkten yon Go gehSren, a 

Die BestSmmtmg der Mannigfaltigkeir der Curvenschaar r. Ordnung 
in jedem gegebenen ffalle sowie der Maximalzahl derselben bietet somit 
keine Schwierigkeii mehr. 

Er l  a n g e n ,  im Mai 1885. 


