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Tiber Zerlegung von Rechtecken in Rechtecke. 

Yon 

M. DEH~ in Miinster i./W. 

Tm folgenden sol] ein einfaches und doch recht allgemeines Problem 
der Geometrie eine erste Behandhng erfahren. Zu der Fragestellung leitet 
uns folgende Uberlegung: Jedes ebene Polygon l~iBt sich, wie leicht ersieht- 
lich, aus rech~-win~l~gen Dreiecken zusammensetzen, also aus Gliedern 
einer ,zweigl iedr igen  Schar yon Polygonen. Es entsteht die Frage: 
gibt es eine e ing l i ed r ige  Schar yon Figuren, etwa Dreiecken~ aus deren 
CTliedern sich jedes Polygon zusammensetzen l~Bt? Diese Frage ist hSchst 
wahrsche~lich zu verneinen. Im folgenden soll nun ein besonderer Fall 
erledig~ werden, der uns den Satz liefert: Aus den Gliedern einer ein- 
gliedrigen Schar yon Rechtecken l~Bt sich nicht jedes Reehteck zusam- 
mensetzen (genauer: l~Bt sich wieder nur eine eingliedrige Schar yon 
Rechtecken zusammensetzen). Wit werden spezielle F~ille, in denen die 
Gtiltigkeit dieses Satzes sich ziemlich leicht ergibt, und die doch andrer- 
seits die Me,bode zur Erledigung des aUgemeineren Falles zug~nglieher 
machen~ vorausschicken. 

lo 

lnalytische Formulierung. 

Wit gehen yon der Bemerkung aus, dab sieh jedes Rechteck nur so 
in Rechtecke zerlegen l~iBt, dab die Seiten der Teilrechtecke je der einen 
oder anderen Seite des groBen Recht~cks parallel sind. Dies ergibt sich 
sofor~, wenn man mit der Zusammensetzung in einer Ecke des groBen 
Rechtecks beginn%. Durch die ,,Ausf~illung" einer Ecke durch ein Recht- 
eck h~erbleibt  ein noch auszufiillendes Polygon mit nur solchen Winlre]n, 
deren Schenkel den Seiten des groBen Rechtecks parallel sin& Dutch 
Ausffilhng einer Ecke dieser Figur dutch ein Recheck entsteht eine neue 
Figur yon derselben Beschaffenheit usw., so dab die Richtigkeit der Be- 
merkung einleuchtmt. 
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Sei nun eine Zerlegung des Rechtecks mit den Seiten x o and Yo in 
Rechtecke m~t den Seiten x~ mid y~, x~ trod y s , - . . ,  x~ und y~ vor- 
geleg~, wobei die Seiten x~ der Seite Xo, die Seiten y~ der Seit~ Yo parallel 
sind. Seien 

& 

~;(~o, ~ , . . . ~ )  = o 

g(Xo, x , . . .  ~ .)  = o una { ~(~o, ~ . . .  ~.) = o 

~(~o, ~ . , . ) = o  

diejenigen homogenen, linearen, ganzzahligen mid yon einander unabh~lgigen 
Beziehungen, die zwischen xo, x l - '  .x~ und zwischen Yo, Y l " " Y , ,  bestehen. 

Es befriedigen diese GrSBen ferner nach u die CTleichtmg 

(I) Xoyo = x~y~ + x~y~ + . . .  + x,,y,,. 

hus der speziellen Eigenschaf~ abet tier Gr(iflenpuare x~, y l ; . . . x ~ ,  y,~, dab 
die aus ihnen gebildeten Rechtecke das Rechteck xo, Yo einfach und 
lfickenlos tiberdecken kiinnen, folgt nun: 

Satz  1. J e d e s  Sys t em yon W e r t e n  xo, Yo; xl, Yl;" " ": x~, y~, das 
die G l e i c h u n g e n  3~ und Sy be f r i ed ig t ,  erf f i l l t  audh die Glei-  
c h u n g  (I). 

Zum Beweise lassen wit zwei Seiten des in die t~echtecke xl, y~; ..- 
zerleg~en Rechtecks xo, Yo zusammen~llen mit den positiven Achsen eines 
Koore]inatensystems und zwar die Seite yon der L i i~e  Yo mit der y-Achse. 
Dann ist jedem der Eckpnn~e jedes Rechtecks xi, y~ es Koordin~tenpaar 
zugeordne~, das wit je nach der Wahl des Eckp-n]~s mit x~o , Y~,o; x~,l, Y~o; 
X~,o, Y~,I trod x,,1, Y~,I bezeichnen, wo 

x~, 1 = x~, o + xi; Y~,I = Yi, o + Yi,1 

ist. Jede der (~rSBen x~, o und x~l kann, wie leieht ersichtlich, auf mazmig- 
lathe Weise uls Summe yon GrSi~en x~, x~,---,  jede der Griit~en Yi, o und  

Yi,1 ebenso als Snmme yon GrSl~en Yi, Y~,"" dargestellt werden. 
Fiihren wit nun zuniichst start des gegebenen GrSt~ensystems Xo, xl-- . ,  

Yo, Yl"'" ein neues xo, x l . . .  , Yo, Yl "'" ein, in dem wir, wie schon die Be- 
zeichnung andeutet, nut die Griit~en x o . . .  abgeii~dert haben und zwar 
so, dat~ auch die abge~nder~en GrSBen go'" die Gleichmigen S~ befriedigen. 
Wit  wollen ferner diese Ver~derung als so klein an~ehmen, dat~ wie 
die GrSt~en Xo-. .  so aueh die GrS~en Xo""  ~mtl ich posi~iv sin& Wir 
ordnen nun den l~nl~en x~,o, Y~,o; x~,~, Y~o;. x~,o, Y~,~; x~,~, y~,~ solche neue 
hbscissen x-~o , x-~ zu, wie sie slch dutch Einse~ung der neuen Gr~iten 
x-o,---  in die Dars~tlung tier alien Abscissen dutch die alten (~rSt~en 
xo , . - ,  ergeben. Zun~hst  ist diese Zuordnung eindeutig. Denn war 
vorher e~ra: 

x~o --- x,, + x~ + . . . - - - x ~  + x~ + . . .  
21" 
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so wird jet~: 
&o = ~ +  ~ + . . .  = ~ + ~ + . . .  

weft die earS~en ~ ,  ~ , . - - ,  ~a, 5a,- .-  nach Voraussetzung die s~mtlichen 
ga~zahligen !inea~en Beziehungen, die zwisehen den xa, x~, . . . ,  xa, x~,... 
bestehen,,ebenfalls effifllen. Es ergibt sich ferner, dab 

is~. Dean war 
X~,o = X ,  + X~ + . . . ,  

so ergibt sich flit x~,~ die Darstelhng: 

x~,~ = x ,  + x~ + . . . + x~. 

Mso flit die neuen Werte: 

r = r + ~ + - - - ,  
�9 ~ = ~ + ~ + . . .  + ~,. 

Und daraus: 

Aus den Rechtecken mi~ den Seiten x~ und y~ werden demgem~iB Rech~- 
ecke mit den Sei~en ~.i und yi, welche gegen die fffiheren lediglich nach 
rech~s oder links verschoben und in ihrer Breite abge~nder~ sin& Sie 
sind aber weder nach unten oder oben verschoben noch in ihrer HShe 
ver~uderk Daraus ergibt sich nnmi~elbar: Fielen die Basen (zu der Seite x o 
parallelen Sei~en) zweier Rechtecke vor der Abs in eine Gerade, so 
liegen sie auch nach dieser in einer Geraden. Abet wit kSnnen auch leicht 
schlieBen: Fielen die H6hen zweier Rech~ecke vor der Ab~nderung in eine 
Ger-~le, so liegen sie auch nachher in einer Geraden. Denn war etwa: 

und: 

so folgt: 

Dann ist auch: 

X~,o =x~,  + & + - . - ,  
Xh, o=X~ + X~ + " . ,  

x ~ + x ~ + - . . = x ~ + x ~ + - . . .  

Z , , o =  ~ ,  + ~ + . . ., 

�9 ,~o= "~ + ~ + . . . ,  

~ + ~ + . . . = ~ + ~ + . . . .  
Also aueh: 

~,o = r  

und auch die HShen mi~ den neuen kbscissen x~o und x~, o liegen in einer 
Geraden. 

Dami~ is~ die Lfickenlosigkeit der Bedeckung des Recht~e~ks xa, go 
mit den Recht~cken xl~ Yl; ~'~ Y~;"" gew~lrleis~et Wit haben noch die 
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,,]~ineaehhei~ u dieser Bedeckung nachzuweisen. Kngenommen nun, zwei 
Rech~ecke mit den Ecken x~, o Y~,o"" und x~, o Y~,o"" g'mgen dutch die 
Ab~iaderung in die Rechh~cke x~,o,y~,o-. ,  und Xk, o,Y~,o"" fiber, die 
fibereinandergriffen. Da die Ab~i~uderung die Rechtecke nicht nach oben 
oder unten verschiebt, auch ihre HShen nicht veriindert, so mfissen diese 
beiden Rech~ecke so liegen, dab sie dutch eine Verschiebung parallel zur 
x-Achse zum L%ereinandergreifen gebracht werden kiinnen. Ist etwa 
x~, o > x~l , dann muB, wenn die Abiinderung die Rechtecke fibereinander- 
schieben soll, jedenfa.!!s xh, z > X~,o sein. Es sei nun 

x~o = x,,1 + x~ + x, + -  --, 

wo x~, x~. .-  Grtmdlinien yon Rechteckea zwischen den Rechteeken x~ 
und x~ bedeu~en. 

Es folg~: 
X\o -- ~ l  + ~ + ~ + ' "  "- 

Also da nach u auch alle abge's GrSSen positiv sein 
sollen: 

x~o > x~,l. 

Also is~ ein Ubereinandergreffen der abge~nder~en Rechtecke x-o, xl; 
x-i, Yl; '"  "; x~, Y~ unmSglich und wit haben damit nachgewiesen, daii 
xo, Yo yon xl, Y l , " "  einfach und liickenlos fiberdeck~ wird. Folglich be- 
friedigen x-o, Yo; xl, Yi; "'" auch die Gleichung (I). 

Veriindern wir jetzt auch die GrSSen Y i " "  und sh~llen die analogen 
Be~rachtungen an, so ergib~ sich: Jedes System yon lauter positiven 
GrSSen xo, Yo; xl, Yl;" " " das in S~ und S~ ffir xo, Yo; xi, Yl;'" " eingesetzt 
diese Gleichungssysteme befriedig~, erftillt auch die Gleichung (I). Weil 
abet die Gleichungen S~ und S~ linear sind und die Gleichung (I) eine 
ana~y~ische ist, so kSnnen wit die Vorausselzung der Posi~ivitiit (die wit 
zur Erleichterung der geometrrischen Beh~ach~ung eingefiihr~ haben) fallen 
lassen. Wir lassen je~zi die Striche fiber den xo, Yo weg, indem wit uns 
die zunii~hst fes~ gegebenen GrSSen Xo, Yo variabel denken und erhal~en 
den Sa~z 1. 

Man ka:nn diesen Satz aueh geometriseh deu~en: Die l inear 'e  
M a n n i g f a l t i g k e i t ,  welehe  im Raume  der xo, Yo, x l ,  y~, . . .~  x,,,y,, 
dureh  die l i n e a r e n  G l e i c h u n g s s y s t e m e  S~ und S~ b e s t i m m t  wird,  
l i eg t  au f  der q u a d r a t i s e h e n  M a n n i g f a l t i g k e i t ,  die du rch  (I) ge- 
geben isk 

Soll es also m~iglieh sein, aus den Recht~ken mit den Seiten 
x~, y x ; . . . ;  x,,, y,~ ein Reeh~eek zusammenzuse~zen, so mfissen zwisehen 
diesen GriiSen gewisse lineare ganzzahhge Beziehungen bestehen, wetche 
yon der Ar~ sind~ wie sie aus S~ und ~ dutch Elimination yon x o und Yo 
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engs~ehen. Wit  wollen nun ha folgenden besondere Klassen yon Rech~ecken 
be~rachten. Aus itmen werden dutch jene Bedingungen gewisse Unier- 
klassen ausgeschiede~, derem Glieder imstaade sind mi~ einander Recht- 
ecke zusammenzusegzen. Diese werden hiiufig wieder derselben Un~er- 
klasse angehSren. 

. 

Die einfachsten Beispiele. 

a) R e c h l e c k e  mit k o m m e n s u r a b e l e n  Sei ten.  

Sei e~wa: 
Yl ~ r ~ x l ,  Y~ ~ r~x2 ,  " �9 ", Y~ = r~x~ .  

Set~en wit diese Werte yon Y l " " Y , ,  m die Gleichangssys~ome S~ und Sy 
sowie in die Gleichtmg (I) ein, so ergibt sich: 

Soll es mSglich sein aus den Rech~ecken Yl, x l ; ' "  "; Y,~, x,~ e i n  Recht- 
eck, etwa mi~ den Seiten x o und Yo, zusammenzuse~zen~ so muff jedes 
Wer~esys~em xo ,  xl~ . . . ,  x , ,  welches 

[ y o ,  X ,  X ,  . . . ,  = o ,  

x.) = o , . .  . 

das System aller ganzzahligen Beziehungen zwischen Xo, Yo, x l , "  " ", x , , ,  be- 
friedigr auch die Oleichtmg: 

erfiillen. Se~zen wit in (1) x o = -  Yo, so ergib~ sich, 

Xo ~ Yo = x~ ~ x~ ~ . . . .  x ~ - ~  O 

als einziges reelles Wertesystem, das diese Gleidhtmg effiil]~. Dieses 
Wer*~esystem isr demna~h such das einzige, welches die Gleiehungen S und 
die Gleichang x o ~ - - Y o  gleichzeifig befriedigr Daraus folg~ abet, dab 
S aus n + 1 Gleichungen bes~ehen mul~. Dean aus weniger als n + 2 
!in_earen Gleichungen zwischen n + 2 Variabeba kann ~iemals das identische 
Verschwinden aller Variabeln gefolger~ werden. Da nun der Fall, dab 
eine der OrSi~n xo, Yo, x l , ' "  ", x~ verschwindet auszuschlieBen is% so folgg 
daB diese GrSt~en alle zu einander in rafionalen Verhiilt~aissen stehen. 
Wi t  haben also den Sa~z: 

L~il3t s ich aus e ine r  A n z a h l  yon R e c h l e c k e n  e in  Rech~eck  
z u s a m m e n s e t z e n  und s t ehen  die Se i i e n  j edes  e i n z e l n e n  der  Te i l -  
Rech~ecke  in r a t i o n a l e m  V e r h ~ l l n i s  zu e inande r ,  so s t ehen  die 
SeiCen s i imt l i che r  T e i l - R e c h t e c k e  u n t e r e i n a n d e r  u n d  mi~ den 
Se i i en  des z u s a m m e n g e s e S z ~ e n R e c h l e c k s  in ra~ iona lemVerhMtl~ is .  
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Als SpeziaJ_f~Jle yon diesem Satz wollen wir folgende erw~xuen: 
E in  Quadra t  l~Bt sich nu t  in Quad ra t e  mi t  k o m m e n s u r a b e l n  

Sei~en zerlegen.  Leg~ man also ha eine Ecke eines Quadrates ein 
Quadrat, (lessen Seite nicht kommensurabel ist mit tier Sei~e des groBen 
Quadrates, so l'Al~t sich der iibrig bleibende Teil des groBen Quadrates 
auf keine Weise in Quadrate zerlegen. 

E in  Rech teck  rail  n ich t  k o m m e n s u r a b e l e n  Sei ten  liil~t s ich  
n i ch t  in Quadra te  zerlegen.  

b) Rech tecke  mi t  Se i ten ,  die in vo rgegebenem VerhMtn i s  zu 
e inande r  stehen. 

Sei 
Yi = a l x l ,  Y~ = a~x~ , .  . ., y,~ = a,~x,~, 

wo al, a s , . . . ,  a, irgend welche positive Zahlen shad. Setzea wit diese 
W e ~  yon y ~ . . . y ,  m ~ ,  S~ = d  (I) eha, so erSbt sich: 

Angenommen, es liiBt sich aus den Rechtecken mit den Seiten x 1 
und Yl, x~ und y~ , . . - ,  x. und y~ ein Rechteck, e~-wa mit den Seiten x o 
u n d  Yo, zusammensetzen und sei: 

[Z~(xo, yo, ~ ,  ~,, �9 -, ~ )  = O, 

. 

das System allot solcher lj~earen homogenen C~leichungen zwischen xo, Yo, 

x l , - . - ,  x,, in denen die Koeffizienten yon Xo, Yo, x l , ' "  ", x ,  beziehungs- 
weise yon der Form: 

to,  Qo, rl -[- ~ , a l ,  r2 + o~a2, " " ", r~ -[- a~Q~ 

sind, wo to, @o, r,, @i,'" ", r, ,  0~ rationale Zahlen sind. Dann mui~ jedes 
Wer~esystem xo, Yo, x i , ' "  ", x. , ,  das S befriedig% auch die C~leichung 

x o y  o = a l x ,  ~ + a~x~ ~ + . . .  + a , , x2  

Sekzen wit je~z~ wieder x o = - -  Yo, so erhal~en wit aus dieser befriedige~ 
Gleiehung 

Xo = Yo = X~ = x~ . . . .  ~- x~.--- O. 

Folglich mul~ S wieder aus n + 1 Gieichungen besbhen und es ergibt sich: 

y o  = a o X o ;  x l  = k l X o ,  = - 

Zu jedem Werte x~ gehSr~ also nut ein einziges Wer~esystem xo,  x ~ , . . ; x , , ;  

Yo, Y ~ , ' "  ", Y,,. Fenler ist~bemerkenswer~, dab die GrS~en ao; k , ,  k , z , . . . , k  ~ 

rationale Ausdriicke in a , , - - . ,  a m mit ra~ionalen Koeffizien~en sin& Die 
so erhal~enen Resultmte kiin,en wix in folgende Formed bringen: 
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1) Sei ein Rechteck x o ,  Yo vorgelegt ,  das in die Rechtecke 
xl, y~; x~, y~;-..; x~, y, ge ie i l t  ist. Dann ist: 

~ =  ~ x ,  x,, . . .  

yo ~ y~ ~ 

wo /~ eine ra t ionale  Funk~ion der Argumen~e mit  ra~ionalen 
Koeffizien~en bedeu~ek 

2) Be~rach~en wit  die unendl iche  Reihe yon Scharen yon 
Rechtecken~ deren Seitenverhii l~nisse vorgegebene Wer te  

a~,  a~ , �9 � 9  a , , ,  �9 �9 �9 

haben. Dann lgBi sich a) aus den l~echtecken dieser Scharen 
n ich t  jedes Rechteck zusammense~zen, violmehr mut~ das Seilen- 
verh~ltnis dieses Rechtecks sich rational mi~ rationalen Koeftizienten durch 
eine endliche Anzahl yon 0rSBen aus der Rei]ae eh~ a , , . . . ,  a , ~ , . . ,  aus- 
driicken lassen. Es gib~ also wieder nut eine abzghlbar unendliche An- 
zahl yon Scharen yon Rechtecken, die sich so zusammense~zen lassen- 
b) Zu einem bes t immten  Rechteck einer jener  Scharen mit  n ich t  
verschwindenden Sei ten gehSren nu t  je eine abzghlbar  unend- 
l i t he  Anzahl  yon Rechtecken  jeder  der Scharen,  die mit  dem 
vorgegebenen  Rechtecke zusamenzusetzen f~ihig sind. 

3) Vorgelegr sei ein Rechteck xo, Yo. irgendwie zusammengesetzt aus 
den Rechtecken xi, Yi; x~, y~;- .-; x~, y~. Wir denken uns nun die Teil- 
Recht~cke und das groite Rechteck veriinderhch und zwar mi~ folgenden 
Beschr~nktmgen: 

a) Jedes einT~lne Teil-Rechteck fiir sich is~ nut so zu bewegen~ dab 
es ein Rech~eck bleib~ mid dat~, wenn man einen Winkel festh~lt, die 
gegenfiberhegende Ecke auf der zugehSrigen Diagonale for~schreitet. Also 
jedes Rech~eck daft nur in ibm ihnliche iibergeffihrr werden. 

b) Rechtecke, die je mit einer Seite aneinander liegen, diirfen nichl 
iibereinander geschoben werden, sondern k~iunen nut aneinander hinglei~en. 
Diese Beschrgnkung, die sich nach frtiher Entwickeliem analytisch aus- 
driicken Igl~, als s~indige FaC~ung gewisser linearer ganzzahliger Rela- 
~ionen zwischen den Recht~eckssei~en, bewirk~, dab die ver~nder~n TeiI- 
rechtmcke wieder das groBe (ebenfa~ ver~nder~e) Ir einfach und 
lfickenlos bedecken. 

Hal~en wit endlich c) um bloBe Bewegungen des Systems auszu- 
schlie~en, eiaen Winkel des groBen Rechtecks fesl, so ergibt sieh: 

Das durch a), b), c) definier~e kinema~ische System ha~ nu t  
einen Fre ihe i t sg rad :  Durch die Lage einer Ecke irgend eines Reehl- 
ecki~ (nat;firlich mit husnahme der yon vorneherein fes~ehal~enen Ecke) 
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des groSen Reeh~eclrs ist die Lage jeder Eeke jecles Rechf~cks besis 
und es schrei~et auch die dem lessen Winkel gegeniiberliegende Ecke des 
groSen Rech~ecks auf eisner Geraden fort, die dutch den festen Seheitel hin- 
durchgeh~. Die Figur des in Reehteeke eingetefl~n Rechtecks kann nut in 
ibr ~h-liche Figuren ~ibergehen.- Rechtecke  die aus resp. ~ihnlichen 
Rech tecken  homolog  zusammengesetz~ sind, sind ~hnlich. 

Wir wollen bei dieser 6elegenhei~ bemerken, dab die Resulta~e dieses 
Paragraphen im wesen~lichen yon der Form sind, da$ sie zeigen, dab nut 
die gleiehsam trivialen Arden der Zerlegung mSglich sind. Denn wie es 
beispielsweise trivial ist, da$ sich ein Quadrat aus kbmmensurablen 
QuaAraten zusammensetzen l~gt, so ist es ebenfalls selbstversf~ndllch, dab 
wit, bei gegebener Zerlegung eines Rechtecks in Rechtecke, mi~ ,,pro- 
por~ional" abgeiinderten Teilrechtecken wieder ein Rech~eck und zwar mit 
ebenfalls proportional abgeiinder~en Seiten zusammensetzen k6nnen. 

. 

Ein Satz fiber lineare Mannigfaltigkeiten, die auf quadratischen 
liegen, und neue Beispiele. 

Es ist bemerkenswer~, da$ sich mit den bisherigen Me~hoden eine 
Reihe yon sehr einfachen und an das frfiher Behandel~e sich eng an- 
schlieSenden Pxoblemen nicht erledigen l~$t. Wit  woUen nut das folgende 
nennen: Aus einem Rechteck mi~ den Seiten x 1 und Yl und einer Anzahl 
yon Quadra~en 1~i$~ sich ein Quadra~ zusammensetzen: miissen x~ und Yl 
irgend welche Bedingungen erfiiIlen? Die Gleichung (I) laut~t ffir diesen 
Fall: 

Xo~= X~y~ + x~ ~ + x,, ~ + . . . +  x2. 

Wenn wir die in dem vorangehenden Paragraphen angewaudten 
Met]~oden benutzen und x o = 0, x 1 ~-y~ se~en.~ so folgt: Es mfissen 
zwischen den n + 2 Variabeln Xo, x l ,  Yl,  x~, x3, . . . ,  x ,  n l ineare Glei- 
chungen best~hen. Da wir abet die Na~ur dieser Gleic'hungen gar nicht 
kennen, so k6nnen wir nich~ schlieBen, daft aus diesen Gleichungen eine 
Beziehung zwischen x 1 und Yl folg~, weft wit ja nur n Gleichungen 
zwischen n + 2 (]rSl~en haben. Es wird sict/aber im ~ folgenden ergeben, 
daB, wie man wolff schon vermu~eh dfirfte, x~ und Yl kommensurabel 
sein miissen, dab also auch bier nut tier ~riviale Fall m~glich isk 

DaB unsere bisherigen Met~hoden bier versagen, lieg~ nun dara~ dab 
wir, was auch in den vorangehenclen "F~llen nicht nSirig war~ n-~rn  
Satz 1 nich~ vollsf~uclig ausgenut~ haben. Diesen haben wit n~mlich 
bisher immer nur in der Form angewaud~: dab aus den Kuearen gauz- 
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zahligen Relationen zwischen Xo, x t ,  x~, . . . ,  x~, Yl, Y~, "" ", Y~ die G]ei- 
chung (1): 

XoYo xly  + "'" + 

folge. Wir haben aber viel mehr bewiesen; n'~mlioh, dab diese Beziehung (I) 
allein aus den hnearen Beziehungen zwischen den xo, x l , - . - ,  x~ mid den- 
jenigen zwischen den Yo, Yl , ' "  ", Y~ folgt. Wir wollen jetz~ folgenden 
allgemeinen Sa~ beweisen: 

Satz 2: Sei 

i l~(xo, Xl, " " ,  x~) ~ 0,  IlV~ (Yo, Y~, " " ,  Y,~) = 0, 
(i .)  Z;(~o, ~ ,  " " ", x,~) = O, (B) Z~(Vo, Y~, ", Y,~) = O, 

eine l inea re  M a n n i g f a l t i g k e i t  des (xo, Yo; xl ,  Yx; '"  "; x~, y~)-Raumes, 
die au f  der quadra~ i schen  M a n n i g f a l t i g k e i t :  

(1) %XoYo + ~x lY~  + " "  + a,~x,,y,, = 0 

l iegt .  Dann  fo lg t  aus (A) und (B) und i rgend  welchen  n Be- 
z i e h u n g e n  under  den n + 1 Bez i ehungen :  

ao X o -~ boy o + c o = O, 

a~ x 1 + bl y 1 + c 1 = O, 
( c )  . . 

a,,x,~"l- b,y~,-t- c,, ~- 0 
die n + I u Bez iehung .  

Dabei sind die Koeffizienien in den Gleichungen (A), (B), (C)und (1) 
sonst beliebige reelle oder komplexe GrSBen und nur den (selbsiversi~ind- 
lichen) Bedingungen unierworfen, dat~ keine GrSBe a~ gleich Null is~ und 
nichl die GTiil~en ai, bi, gleichzeitig verschwinden, also eine der Glei- 
chungen (C) identisch effiillt ist. Von den Gleichungen (A) und (S) 
wird nich~ vorausgesetz~, dab sie homogen sin& 

Beweis:  1) Spezialfall: (A) besieht aus (mindestens) n Gleichungen. 
Sei die in ((3) weggelassene Gleichung etava: 

aoXo + boYo + Co = O. 
Folgt dann aus den Gleichungen (A): 

Xo  -Jo, 
so ist unmittelbar die im zu beweisenden Satze geforderte Boziehung 
zwischen x o und Yo vorhanden (b o ~-0; a o -~ 1; c o ~Jo)- Folgr aus den 
Gleichungen (A) abet niche, dab x o konstan~ is~, so k~innen wir alle 
G~l~en xx, x~,-- . ,  x. dutch x o ausdrficken; es sei etwa; 

x~ = ;~o, lx o +j~;  x ~ =  2o,~X o + s  �9 . ;x ,  ~- ;to,,~x o +j~ .  
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Setzen wit diese Wer~e ftir x~, x~ , - . - ,  x~ in (1) ein, so ergibt; sich: 

Xo(~oyo + ~o.~y~+--+,~,~o..y, ,)  + ,~,s + , ~ y ~  + - " +  ,~5,,y,~= o. 
Diese Gleichung is~ fttr alle Werte yon x o erffi~t. 
ergibt sich, 

~j~y~ + . . . =  o 
und folglieh auch: 
(~) 

Es sei ferner: 

Setzen wir x o = 0 so 

r + eq ~o, lYl + " '" q- u, flo,,,Y~ = O. 

(c') / al xl -t- b1Yl q- cl = 0, 

( a,,x,, + b,,y,~ + c,~ = O. 

Wir kSnnen also y~ durch x~ linear ausdriicken, wenn nicht 

a i 

is~. Is~ in diesem Falle in der Gleichung 

x~ = ~o,~ Xo + j~ 

;to, i nicht gleich Null, so folgr vermSge einer der Gleic-hungen (C~. 

a. 

XO~-" Z~ i =Co, 

was wieder der Behaup~ung entspr~che. Verschwindet aber fiir keinen 
Index i ( i =  1, 2,-- . ,n) 4,  ohne dag 4,i  verschwinde~, so k~.~n ich (lurch 
Einse~zung der Wer~e yon x~, ausgedrtick~ dutch Xo, in (C~ alle diejenigen 
yi, deren Koeffizient in (2): a~Xo, ~ nicht verschwindet, durch x o aus- 
driicken und erhalte so sNt~ (2) die Gleichung: 

oder: 
i = 1  

- -  ~' ~~ (a,~o.,X. + a j ,  + e~) = 0 bi 

%Yo -- xo 

n 

i=:1 i----I 

b, ( a j , +  c,) = o. 

Dami~ haben wir aber, da nach" Vorausse~mg der Koeffizien~, % yon Yo 
nich~ gleich Null isl, die in (C) weggelassene Beziehung zwischen x o 
und Yo wieder erhaltan und unsere Behauphmg fiir diesen speziellen Fall 
erwieseIL 
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2) Allgemeiner Fall: (A) besteht aus n -  m Beziehungen zwisehen 
xo, x , ,  . . ., x,~. Sei wieder: 

aoXo + boyo + co = 0 

die Be.ziehung, die aach der BehaUlatung aus (A), (B) und deIt tibrigen 
Gleiehungen (C) fblgen soil Wieder kiinnen wir den Fall, dab aus den 
Cxleiehtmgen (A) folgr dal~ x o konst~ut is~, aussehlieBen, da dann unsere 
Behaup~mag unmiltelbar folgen wiirde. 

Wit  kSnnen also (lurch x o und m weitere (~rSBen x~, etwa xl, x~,...,  x,,, 
die iibrigen GrSBen x ~ + l , - - . ,  x.  linear ausdriicken. Es sei etwa: 

/ x.,+~ = Zo,~+~Xo + z~,~+~x~ + - . .  + z~,~+~x~ + j ~ + .  

( D )  . . . . . . . . . . . . . . . .  

ix,, =~o,,,Xo +,~,,x~ +..-+Z,~,,x= +j~. 
Se~zen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wit: 

( " ,2 : )2  i = m T 1  

= 0 -  

Da nun diese (~leichung flit jeden Wert yon x I : - . x ~  erfiillt sein soll, so 
fo l~  ztmiichst: 

9~ 

i = m + l  
und darauf: 

Nun ist ferner: 

(~) 

ao Yo + ~'va~Zo, iY~ = 0, 
i = m + l  

%y,~ §  a~Z.,,iy ~ = O. 
i = m + l  

(c') 

al xl + bl yl + cl = 0 ,  

a,,x,, + b,,y,, + c,~ = O. 

Wit  k6nnen y~ dutch xi linear ausdriicken, wenn nich~ bi gleic~ Null ist. 
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In diesem Falle folgt abet, wenn i < m + 1 ist, dab zu den (~leichungen 
(D) (oder (A)) eine neue Beziehung, niimlich: 

c~ 
X~ = a~ 

hin~ukommt. Ist i > m, so folgt aus (D): 

c~ 
= ~,o,~Xo + ~h,,x~ + . . -  + z. , ,x,  + Jo 

eine neue Beziehung zwischen den (~rSBen xo~ x~.--~ x~  
' "~X~ 

also ebenfalls 
(da ja nach Voraussetzung aus (-4,) keine Beziehung zwischen Xo, x~,. 
folg~) wenn nicht;: 

= o  und ~=j, % ~O,i = ~ l , i  "~- . . . .  ~m~i 

also ist der Fall yon ist. Entweder n -- m Beziehungen zwischen den 
GrSBen % - - . %  auf den Fall yon n -  m + 1 Beziehungen reduzier~, oder 
wir kSnnen dutch Einsetztmg der Werte yon x~ ( i > m ) ,  ausgedriickr dutch 
die GrSBen x0- . .  x=, in (C~ alle diejenigen y~ ( i =  1, 2~..-~ n), deren Koef- 

Nehmen fizienten in (E) nicht versehwinden, durch xo- - .x  = ausdriicken. 
wir den letzteren Fall als vorhegend an, so erhalten wit: 

~ ~(zk,~ ~ k + &  + c, 
k = O  

a~x~ + c. 
Yi  "~-" bi 

Setzen wir diese Werthe in (E) ein, so erhalt~n wit: 

i>m 

O<i<m+l. 

_ % Yo = %,o Xo + %,1 xl + "'" + %,= x,. + ~o, 
~1 Xl Cl 

( ~ )  . . . . .  

_ . . . . . . . . . . . . . .  

% 
%,.o% bm '.'m 

Hierbei ist: 

Z. ,  b, 

gesetz~, wo die Snmmen zu erstrecken sind fiber a]l e diejenigen Indie~ 
i > m~ ~ die b~ yon Null verschieden ist. 
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Verschwinden nicht alle Koeffizienten der Variabe]n x o . . . x  ~ in den 
letzten Gleiehungen yon (F), so haben wit wieder nicht mehr blo~ 

- -  m Beziehungen zwischen x o . . .  x,~, sondern n -- m + 1 und unser 
Fall ist wiederum auf diesen Fall reduziert. Verschwinden dagegen alle 
Koeffizienten in den m let~ten Gleichungen yon (F), so erhalten wit: 

%Yo = %,o xo + flo, 
also die gewiinschte Beziehung zwischen x o und Yo, die jedenfalls nicht 
identiseh erf/illi is~, da ja a o nach Voraussetzung yon Nul l  verschieden 
ist. Indem wit die Betrachtung ftir den Fall yon n -  m Gteiehungen 
zwischen X o . . . x , ~  zusammenfassen, erkennen wir: Entweder lii~t sich 
die Behauptung direkt erweisen oder aber der Beweis ist ffir den Fall 
yon n -  m + 1 Gleiehungen zu erbringen. SchlieBen wir nun ffir diesen 
Fall in der obigen Weise und fahren so fort, so folgr entweder direkt, 
dab die Behauptung richtig ist, oder daB wir unsere Behauptung fiir den 
Fall yon n Gleichungen zwischen x o . . . x , ~  zu prtifen haben. Diesen Fall 
abet haben wit direkt erledigt, so dab der Satz 2) bewiesen ist. 

Beispie le .  

Mittets dieses allgemeinen Satzes l~Bt sich leicht eine ganze Reihe 
yon Beispielen erledigen. Wit  wollen nur zwei kurz behandeln: 

a) Als erstes Beispiet w ~ e n  wit das im Eingang dieses Paragraphen 
erwghnte und beweisen den Satz: 

E in  Rech teck  lgBt sich (lurch Hinzuf f igen  yon Quadra t en  
p u r  dann zu e inem Quadra te  ergiinzen~ wenn seine Se i ten  kom- 
mensu rabe l  sin& 

Angenommen, ein Rechteck xl ,  Yi wiirde .dutch Hinztu~igen anderer 
Rechtecke x2, y~; ' - - ;  x~,y~ zu einem Rechteck xo, Yo erg'~lzt. Sind die 
Rechtecke xo, Yo; xl ,  Yl; " " "; x~, y,~ Quadrate, so lautet das Gleichungs- 
system (C'): 

(C') 

x.. 

GemgB Sa~z 2 folg~ daraus verm(ige der Systeme S~ und S v (siehe w 1), die 
an St~lle yon (A) und (B) ta'e~en: 

alxx + bly, + c 1 - - - 0 .  

Da aber die g4mt~chen Gleichungen ~9= and S~ sowie (C') homogen sind 
and ganzzahlige Koe~zlenten haben, so muss diese Gleidmng yon der Form: 

nxl =my1 
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sein, wo n und m ganze positive oder negative Zahlen und eine yon 
beiden auch gleieh Null sein kaun. Also ~ der Satz bewiesen. Wit  
wollen noch hinzuftigen, dal~ wir diese Oleichung auch geometrisch inter- 
pretieren, wenn m oder n negativ fist. Dies bedeute~ natiirlich, dab das 
Rechteck mit den Seiien x 1 und yl wegzunehmen (herauszusch-eiden) fist 
aus dem Oeftige der Rech~ecke x~, y2; . - - ;  x., y~. 

b) Welche Bedingung besteht fiir die Seiten xo, Yo eines Reehtecks, 
damit es aus Rechtecken mit einer vorgegebenen Seit~ g zusammengesetzt 
werden kann? Dabei soll yon einem Rechteck xi, Yi entweder x, oder Yi 
gleich g sein. Nehmen wir an, es sei 

x 1 = x~ . . . . .  x~ ----- Ym+1 = Y~+e = . . . .  Y~ = g" 

Dann lautet das Oleichungssystem (O): 

X 1 ---- g~ 

x~ i g' 

(c') .y.t  g, 

g. 

Nach Satz 2 folgt aus diesen Gleichungen und den Gleichungen der 
Systeme S~ und S~: 

aoX o + boy o + c o = O. 

Abet da die Gleichungen (C'), wie die Gleichungen yon S~ und S~ nur 
Beziehungen zwischen den GrSgen x~ aUein und zwischen Oriigen y~ allein 
enthalten, so folgt, dab entweder a o oder b o gleich Nnll zu setzen isg. 
Da nun ferner S~ und S~ ganzTahlige Koeftlzienten haben, so mut~ min- 
desgens eine yon den beiden Oleichungen: 

lx o = m g; ny o =.pg 
best~hen, wo l, m, n , p  ganze Zahlen und m und p auch gleich Null sein 
kSnuen. Wit  haben deswegen den Satz: 

I s t  ein R e c h t e c k  x0, Yo aus R e c h t e c k e n  m i t  e ine r  vorge-  
g e b e n e n  Se i t e  g z u s a m m e n s e t z b a r ,  so is~ m i n d e s t e n s  e ine yon 
den GrSBen xo, Yo mi t  g k o m m e n s u r a b e l .  

Miltels ganz analoger Betrachhmgen erhalten wir ferner den Satz: 
Is~ das R e c h t e c k  xo, Y o aus  den R e c h ~ e c k e n  xl, Y l ; ' " ;  x,~,y~ 

z u s a m m e n s e l z b a r  und  ~ei len w i t  die T e i l r e c h t e c k e  in  zwei  
Gruppen ,  e twa:  xl, YI; '" ;  x~,y~ und  x~+t, Y~+I;'" "; x~, y~ so b e s t e h t  
yon jedem der beiden Paare yon homogenen linearen ~ganz- 
zahligen Oleichungen 
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~;(~o, ~l ,- �9 x , )  = 0, 

Nqo,  y~+l, �9 �9 -, ~.) = o  
und 

~;(Xo, ~ + , ,  �9 �9 ~.) = 0 ,  

~ ( ~ o , ~  , - - - , u . )  = o  

mindes~ens  eine (~le ichung.  

o 

Das allgemeine Problem. 

Wit  wollen eine Kurve in der (x, y)-Ebene eine g e w S h n l i e h e  Kurve 
nennen, wenn sie aus einer abzKMbaren Anzahl yon PunkCen und ganz 
im Endlichen gelegenen Kurvenstiicken 

y =- r (x) oder x =- ~p (y) 

zusammengesetzt werden kann, wo (p und ~p stetige FunkCionen sind, die 
einen steligen monotonen ersten Differentialquotienten besitzen. 

Sa~z 3: Sei 

= o ,  

/ 
z!,. (yo,. ,l, . .: y.).. = o, 

eine l i n e a r e  Mannigfa l t i ' gke i~  au f  der  q u a d r a t i s c h e n :  

(1) aoxOyo dr ~ x l y l  -l- " " -t- a,x,,y~, -.~ O. 

B e s c h r i i n k t  man  dann  n P u n k t e p a a r e  u n t e r  den n + 1 P u n k t e -  
p a a r e n  xo~ Yo; xi~ Yl; "" "; x~ y~ e twa  xi, Yl; " " "; x~ y~, au f  gewShn-  
l i che  K u r v e n  der (x~, Y i ) - , ' "  ", (x~, y~)-E bene,  so i s t  bei  E r f i i l l u n g  
yon (A) and  (B) auch  das n + 1 t~ P u n k t e p a a r  xo, Yo au f  eine ge- 
w S h n l i c h e  K u r v e  der (xo, yo)-Ebene beschr~nk~.  

t~erbei si~d die Koefllzienten in den Gleichungen (_h)~ (B) trod (!) 
als reell vorausgesetzt; % . . . a * *  miissen s'~mtlich yon Null verschie- 
den sein. 

Seien nun xo~yo; x l ~ y l ; . . . ;  x,,~y,, e in System yon Wertepaaren, 
welche die Gleichtmgen (3,) and (B) befriedigen, indem gleichzeitig 
x1~yl;  . . . ;  x~,~y~ atff den ihnen ~ugeordneten Kurven der (xl, Yl)-,'" 
�9 .,~(x,,, y~)-Ebene liegen. Und zwar miigen die be~reffenden~ ,,Stticke" 
dieser Kurve durch die Gleichungen gegeben seia: 
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(D) 

~ = ~ ( ~ ) ,  

~.  = ~ . ( ~ . ) ,  

~ + ~ - - ~ , ! ( Y ~ + ~ ) , .  . . 

~x. = ~ ( ~ ) ,  

wo ~ - - .  ~p~, ~ + 1  " ' "  V.  
ferentialquotienten besitzen. 
nan~n  die Matrix: 

~ o  

nach Voraussetzung einen stefigen ersten Dif- 
Da,nn bflden wir fiir die Funk%ionaldet~rmi- 

(E) 
0 . . . . . . .  0 

. . . . - . -  0 

- �9 - 0 0 

. - . . . -  0 

- . . . . .  0 

0 

. . . .  �9 * �9 �9 o - 

0 1 . - .  0 

und die entsprechenden linearen Gleichungen: 

(F) 

r~z~ 
~ ,  ( X . - x o )  + . . . . . . .  ~ o, 

~0 ( ro -yo)  + . . . . . . .  = o ,  

d ~  
( X ~ - x , )  - ( Y ~ - y , )  = o .  

�9 �9 , 

Da nach Vorausse~zung xo~yo; - - . ;  x~y~ die Gleichungen (A) und 
(B) befriedigen, so kSnnen die ersten Gleichungen in (F) auch geschrieben 
w e r d e n :  

Mathomati~che /knnalen. LVII.  



= o ,  o 

(i')  t . . . . . . .  (B') / . . . . . .  

Die iibrigen Gleichungen (F) sind yon der Form der Gleichungen (C ~) 
in Satz 2. Es ergibt sich deshalb durch Anwendung dieses Satzes, dab 
die Gleichungen (F) die Gleichnng 

~oXo + boro + ~o = o 

zur Folge haben, wo a o mid b o -nicht beide gleich Null sin& Damit 
nun im System (F) alle GrijBen X 1 , . . . ,  X~; ~ , - - . ,  Ir~ diminier~ werden 
kSnnen, miissen gewisse Unterde~r~ninanten der Matrix (E) yon Null 
verschieden, andere gleich Null sein. Es gibt eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Kombina~ionen yon verschwindenden und yon Null verschiedenen 
Un~erdeterminanten der Mata, ix (E), die diese Elimination erm{igHchen. 
Lassan wir nun xo, Yoi xl, Y i ; " "  so variieren, dal~ sie nicht aufhSren die 
Gleiehungen (A), (B) und (D) zu befriedigen, so wird zn jedem Werte- 
system eine solche Kombination yon Unterdeterminanten gehSren. Da 
diese aber nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, so wird in einem 
gn.nzen Intervall der Variation dieselbe Kombination yon verschwindenden 
und niehtverschwindenden Unterdeterminan~en bestehen bleiben. Dsnn 
folgt abet gemiiB des Fundamentaltheorems der Elimination*), demzufolge 
die MSglichkeit der Elimination der GrSl~en xi, x~, . . . ,  yi, y~ , . . ,  aus den 
Gleiehungen (A), (B) und (]3) identiseh ist mit der MSglichkeit, aus den 
Gleichungen (P) in einem ganzen Intervalle die Variabelen X o X ~ , . . . ,  
~ ,  Y~, . . .  zu eliminieren, dab in einem g~.nzen Intervalle der Variation 
zwischen x o und Yo eine Beziehn~g yon der Form 

to(Xo, Vo) = o  
besteht, welche sich fiir das ganze Intervall auf eine yon den beiden 
Formen: 

Vo = ~o(Xo), Xo = *o(Vo) 

bringen lii~t. Wegen der Voraussetzungen tiber die Funk~ionen ~ l ' " ~ l ' " ~  
mut~ ferner der gauze durch die {~leichungen (A), (B)und (D) definierte 
Variationsbereich der Variabelen x i, Yl; " " "; x~, y~ auf den Kurvenst-ticken 
der betreffenden Ebenen sich in eine endliche Anzahl yon Bereichen zer- 
legen lassen, derar~, ~ in jedem yon ihnen dieselbe Kombination yon 
verschwindenden lind nichtverschwindenden Unterdeterminanten yon (E) 
e~stien, welc~ die ~ i n a t i o n  ~on , ~ , . . . ,  V , ' "  ", V. aus (a), (S) un~ 
(D) erm~glicht. Der Beweis hierftir kann ohne erhebliche Schwierig- 

*) Siehe z. Bsp. C. Jordau, Cours d'Analyse, I1 ~m~ 6d. Nr. 92~95. 
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keiten mit den Methoden, die in der Theorie reeller Funktionen iiblich 
sin(l, geffihrt werden. 

Fiir diesen ganzen Variationsbereieh ist also das Variabelnpaar xo, Yo 
abgesehen yon isoliert~n PunkCen auf eine endliche Anzahl yon Kurven- 
stricken beschriinkt, die entweder yon der Form 

yo =  0(xo) 
oder yon der Form 

x~ =  o(y0) 

s~nd, wo ~o und ~Po wieder stetige monotone erste Differentialquo~ienten 
besitzen. Nun gibt es abet nur eine abziihlbar-unendliehe Anzahl Kombi- 
nationen, bestehend aus je einem der Kurvenstficke, welehe die vorgegebenen 
(gewShn!ichen) Kurven respektive in tier (xl, y,)-~-.-, (x., y.)-Ebene zusam- 
mensetzen. So ist also aueh der Punkr der duxeh das Werf~paar xo~ Yo in 
der (Xo, yo)-Ebene dargestellt wird, wie zu beweisen war, gezwungen auf einer 
gewShn_lichen }Curve zu verbleiben. Es liegt darin natfirlieh eine Besehr~nkung 
des mSglichen WerCevorrates yon Oriigenpaaren Xo, Yo, well eine gewShn- 
liche Kurve die Ebene nirgendwo volls~ndig fiberdecken kann. 

Es folgt nun weiter leicht der Sahz: 
L i e g e n  die P u n k t e  xl, Yt; "" "; x . ,  y~ auf  je e iner  g e w S h n l i e h e n  

Kurve  der  (xl ,  y l ) -  , . . . ,  (x~,y . ) -Ebene  so kann  man  aus R e e h t -  
eeken mi t  den Se i t en  xl~ Yl; '" "; x~ y~ nu r  dann  das R e e h t e e k  mi t  
den Seits"en xo, Yo zusammense tzen~  wenn  der  P u n k t  xo~ yo in der  
(xo, yo)-Ebene au f  e ine r  b e s t i m m t e n  g e w S h n l i e h e n  Kurve  l ieg t .  

ZunKchst miissen die GrSl~en xo~ Yo;'" "~ x~ y~ nach Satz 1 auf einer 
solehen linearen Mannigfaltigkeit; der quadratischeu M~n~nigfal~igkeit 

xoy o =- x l y  1 + . . .  + x,,y,, 

liegen, die dargestellt werden kann durch eine Anzahl linearer homogener 
ganzzahliger Gleichungen zwischen xo, . . . ,  x,,; Yo, "" ", Y,,. Solcher Glei- 
ehungen abet gibt es nur eine abziihlbar-unendliehe Anzahl, etwa/,1, L~,--- 
Liegen nun xo, Yo;'" "; x~, y,, auf einer besCimmten solchen linearen Mannig- 
faltigkeit, etwa /'1, so folgr nach Satz 4, dab der Punkt xo, Yo in der 
(xo, yo)-Ebene auf einer gewShnliehen Kurve liegen muB, ebenso, wean 
xo, Yo;" " "; x,,, y,, auf  I , .2, . .  �9 liegen. Also mu$ der PnnkC xo, Yo in der 
(xo, yo)-Ebene auf einer abz~lbaren A nTahl yon gewShnlichen Kurven, 
d. h. wieder auf einer gewiihnliehen Kurve liegen. 

Lassen wir jetzt n unendlieh werden, so erhal~en wit den 
Satz  4. L i egen  die P u n k t e  x l ,  Y l ; ' "  "; x,,~ y ~ ; . . ,  a u f  je  e ine r  

g e w S h n l i e h e n  K u r v e  der  (x l ,  Y l ) - , ' "  ", (x,~, y~,)-~. . . ,  -Ebene ,  so k a n n  
man  aus e iner  e n d l i e h e n  A n z a h l  yon R e e h t e e k e n  m i t  den Se i t en  
xl ,  Y l ; ' "  ", x~,  y ~ ; . . ,  n u t  dann  das R e c h t e e k  mi t  den Se i t en  xo, Yo 

22* 
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zusammense t z~n ,  wenn  der  P u n k t  xo, Yo in der  (xo, yo)-Ebene au f  
e ine r  b e s t i m m t e n  g e w S h n l i c h e n  Kurve  l iegt .  

Denn es gibt nur eine abz~hlbar-unendliche Anzahl yon Gruppen 
mit einer endlichen A nza~] yon Gliedern, yon denen jedes eines der 
Variabelnpaare Xo, Yo;" " "; x~,  y~; �9 �9 ist. 

Ffir jede solche Gruppe gilt der eben bewiesene Satz, also ist auch 
der Satz 4 bewiesen. 

Wir wollen nun kurz eine solche Schar yon Rechtecken, deren Selden 
x, y einen P u n ~  in der (x,  y)-Ebene repr~sentieren, der stets auf einer 
bestimm~n gew5hnlichen Kurve liegt, eine eingliedrige Schar nennen. 
D,,n, ergibt sich endlich als Spezialfall yon Satz 4, wenn wh ~ die Recht~ 
ecke xl ,  Y l ; ' "  "; x~,  Y m ; " "  alle derselben Schar angehSren lassen, der am 
Anfang dieser Arbei~ aufgestellte 

Sa tz  5. Aus  e ine r  e n d l i c h e n  A n z a h l  Repr~ i sen tan ten  e ine r  
e i n g l i e d r i g e n  S c h a r  yon R e c h t e c k e n ,  l~l~t s ich  n u t  e ine ein- 
g l i e d r i g e  Scha r  yon R e c h t e c k e n  z u s a m m e n s e t z e n .  

Indem wit bedenken, dal~ wir, nicht nut wie in den bisherigen An- 
wendungen yon Satz 3 ec o gleich - - 1 ,  r  . . . . .  a~ ~-1,  sondern 
beliebig r = ~-1 oder - ~ -  1 setzen kSnnen~ ergibt sich, dab wir dem 
Satz 5 hinzusetzen kSnnen: Die , ,Zusammensetzung" daft nicht nut 
mi~tels bloBem ,,Hinzuffigen zu dem Vorhandenen" sondern auch mi~els 
,,Wegnehmen yon dem Vorhandenen" geschehen. 


