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Uber Zerlegung von Rechtecken in Rechtecke.

Von
M. Deex in Miinster i./W.

Im folgenden soll ein einfaches und doch recht allgemeines Problem
der Geometrie eine erste Behandlung erfahren. Zu der Fragestellung leitet
uns folgende Uberlegung: Jedes ebene Polygon 148t sich, wie leicht ersicht-
lich, aus rechtwinkligen Dreiecken zusammensetzen, also aus Gliedern
einer zweigliedrigen Schar von Polygonen. Es entsteht die Frage:
gibt es eine eingliedrige Schar von Figuren, etwa Dreiecken, aus deren
Gliedern sich jedes Polygon zusammensetzen 138t? Diese Frage ist hochst
wahrscheinlich zu verneinen. Im folgenden soll nun ein besonderer Fall
erledigt werden, der uns den Satz liefert: Aus den Gliedern einer ein-
gliedrigen Schar von Rechtecken 148t sich nicht jedes Rechteck zusam-
mensetzen (genauer: 4Bt sich wieder nur eine eingliedrige Schar von
Rechtecken zusammensetzen). Wir werden spezielle Fille, in denen die
Giiltigkeit dieses Satzes sich ziemlich leicht ergibt, und die doch andrer-
seits die Methode zur Erledigung des allgemeineren Falles zuginglicher
machen, vorausschicken.

1.
Analytische Formulierung.

Wir gehen von der Bemerkung aus, daB sich jedes Rechteck nur so
in Rechtecke zerlegen liBt, daB die Seiten der Teilrechtecke je der einen
oder anderen Seite des groBen Rechtecks parallel sind. Dies ergibt sich
sofort, wenn man mit der Zusammensetzung in einer Ecke des groBen
Rechtecks beginnt. Durch die ,Ausfiillung einer Ecke durch ein Recht-
eck hinterbleibt ein noch auszufiillendes Polygon mit nur solchen Winkeln,
deren Schenkel den Seiten des groBen Rechtecks parallel sind. Durch
Ausfiilllung einer Ecke dieser Figur durch ein Rechteck entsteht eine neue
Figur von derselben Beschaffenheit usw., so da8 die Richtigkeit der Be-
merkung einleuchtet.
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Sei nun eine Zerlegung des Rechfecks mit den Seiten z, und y, in
Rechtecke mit den Seiten 2, und y,, 2, und %, - .., 2, und y, vor-
gelegt, wobei die Seiten x; der Seite z,, die Seiten y; der Seite y, parallel
sind. Seien

Zf(x(h xl”‘xn)=0 l;’(?/m ?/1"'3/,;);:0
S, L@y 2, -+ 2,) =0 und 8, B 1Y) =0

diejenigen homogenen, linearen, ganzzahligen und von einander unabhingigen
Bezichungen, die zwischen #,, z,-:-z, und zwischen y,, y, - .-y, bestehen.
Es befriedigen diese GroBen ferner nach Voraussetzung die Gleichung

@ ZoYo = TiYy + Zo¥Yy +  + + T LpYy-

Aus der speziellen Eigenschaft aber der Gro8enpaare z,, ;- - - 2,,¥,, da
die aus ihnen gebildeten Rechtecke das Rechteck %y, Y, einfach und
liickenlos iiberdecken kdnnen, folgt nun:

Satz 1. Jedes System von Werten z,,y,; 2y, %5 - - ,, ¥,, das
die Gleichungen S, und S, befriedigt, erfiillt auch die Glei-
chung (I).

Zum Beweise lassen wir zwei Seiten des in die Rechtecke x,,4,;---
zerlegten Rechtecks z,, 9, zusammenfallen mit den positiven Achsen eines
Koordinatensystems und zwar die Seite von der Linge 4, mit der y-Achse.
Dann ist jedem der Eckpunkte jedes Rechtecks z;, y, ein Koordinatenpaar
zugeordnet, das wir je nach der Wahl des Kckpunkts mit z,,, ¥, o3 %; 1, ¥; 03
Z; 0, Yin und 2,9, bezeichnen, wo

i = Zi0 + 25 Y1 =Yio T Yin
ist. Jede der GroBen z,, und z;, kann, wie leicht ersichtlich, auf mannig-
fache Weise als Summe von GroBen x;,,,---, jede der Grofen y,, und
y;, ebenso als Summe von GroBen y,, ¥, - -- dargestellt werden.

Fihren wir nun zunichst statt des gegebenen GroBensystems z,,z, - -+,
Yo, Yy - ++ €In neuwes Z,, T, -+, Yo, ¥; - €in, in dem wir, wie schon die Be-
zeichnung andeutet, nur die Gro8en x,--. abgeiindert haben und zwar
so, daB auch die abgesinderten GroBen Z,--- die Gleichungen S, befriedigen.
Wir wollen ferner diese Verinderung als so klein annehmen, daB wie
die GroBen z,--- so auch die GréBen Z,--. simtlich positiv sind. Wir
ordnen nun den Punkten ., ;05 i1, ¥i05. %i0» Yi15 Zi1r ¥y Solche neue
Abscissen Z;,, 7;, zu, wie sie sich durch Einsetzung der neuen Grofen
Z,, - - - in die Darstellung der alten Abscissen durch die alten Grofien
Zy,+-- ergeben. Zunichst ist diese Zuordnung eindeutig. Denn war
vorher etwa:

To =&y F &yt =Ty T B
21%
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so wird jetzt:
Ba=Zy + &, + = + &+
weil die GroBen 7,,7,, -+, 7, Z,, - - - pach Voraussetzung die simtlichen
ganzzahligen linearen Beziehungen, die zwischen den z; , 2, -, %, 2, , -
bestehen, - ebenfalls erfiillen. Es ergibt sich ferner, da8
Ti1 = T + Z;
ist. Denn war N N
Too=L+ 2+
so ergibt sich fiir #;; die Darstellung:
Z;q =%, + X+ + .
Also fiir die neuen Werte:
Zo=%,+Z,+--
fi’l=fk+fz+"-+.’@.
Und darauns:

$i,1

Aus den Rechtecken mit den Seiten z; und ¢y, werden demgem#f Recht-
ecke mit den Seiten Z; und y;, welche gegen die fritheren lediglich nach
rechts oder links verschoben und in ihrer Breite abgedndert sind. Sie
sind aber weder nach unten oder oben verschoben noch in ihrer Hihe
verindert. Daraus ergibt sich unmittelbar: Fielen die Basen (zu der Seite 2,
parallelen Seiten) zweier Rechtecke vor der Abéinderung in eine Gerade, so
liegen sie auch nach dieser in einer Geraden. Aber wir kénnen auch leicht
schlieBen: Fielen die Hohen zweier Rechtecke vor der Abénderung in eine
Gerade, so liegen sie auch nachher in einer Geraden. Denn war etwa:

%

— Ty = Ty

Z:a = X,
%40 k,0
und:
xi’o_—_.xkl_}_xh..l_...,
.’L’h’0=x]&+xzz+'° ',
so folgt:

x_*_w +..-=x -l—-x +....
. &y Y & L
Dann ist auch:
xi’o=xk1+wzl+.-.,
gh,():ikz"}‘.x-lz")—"',

By + &y 4 =F +F A
B h Iy L
Also auch:
Zio = Zp0
und auch die Hohen mit den neuen Abscissen z,, und 2, , liegen in einer

Geraden.
Damit ist die Liickenlosigkeit der Bedeckung des Rechtecks Z,, 4,
mit den Rechtecken Z,,y,; %;, 4p; - - - gewdhrleistet. Wir haben noch die
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yEinfachheit dieser Bedeckung nachzuweisen. Angenommen nun, zwei
Rechtecke mit den Ecken z;,4;,--- und 2,49, gingen durch die
Abinderung in die Rechtecke Z,,,4,0--- mnd Z;,,4,, - -- iber, die
iibereinandergriffen. Da die Abinderung die Rechtecke nicht nach oben
oder unten verschiebt, auch ihre Hhen nicht veréindert, so miissen diese
beiden Rechtecke so liegen, daB sie durch eine Verschiebung parallel zur
z-Achse zum Ubereinandergreifen gebracht werden konnen. Ist etwa
;o > ¥, 1, dann muB, wenn die Abinderung die Rechtecke iibereinander-
schieben soll, jedenfalls 7, , > 7, sein. Es sei nun

xi,ozxk,1+xr+xs+.'.’

wo Z,, %, - Grundlinien von Rechtecken zwischen den Rechtecken z;,
und z, bedeuten.

Es folgt:

Bio=1Tyy + B+ &+ .
Also da nach Voraussetzung auch alle abgeinderten Grofen positiv sein
sollen:

Zio > Tpye

Also ist ein Ubereinandergreifen der abgeinderten Rechtecke Z,, Zi;
Zyy Yy5 -0 3 Tpy Y, unmiglich und wir haben damit nachgewiesen, da8
Zy, Yy VOO Zy, Yy, -~ einfach und liickenlos iiberdeckt wird. Folglich be-
friedigen Z,, 9o; Zy, Y3 - - - auch die Gleichung (I).

Veréindern wir jetzt auch die Grofen y, - -- und stellen die analogen
Betrachtungen an, so ergibt sich: Jedes System von lauter positiven
GroBen Z,, o5 Zy, ¥y; - - - das in S, und S, fir 2, yo; 2, 9,3 - - - eingesetzt
diese Gleichungssysteme befriedigt, erfiillt auch die Gleichung (I). Weil
aber die Gleichungen S, und S, linear sind und die Gleichung (I) eine
analytische ist, so konnen wir die Voraussetzung der Positivitit (die wir
zur Erleichterung der geometrischen Betrachtung eingefiihrt haben) fallen
lagssen. Wir lassen jetzt die Striche iiber den Z,, 7, weg, indem wir uns
die zunichst fest gegebenen GroBen z,, y, variabel denken und erhalten
den Satz 1.

Man kann diesen Satz auch geometrisch deuten: Die lineare
Mannigfaltigkeit, welche im Raume der %, ¥,, %, ¥, ) %2 ¥,
durch die linearen Gleichungssysteme S, und S, bestimmt wird,
liegt auf der quadratischen Mannigfalfigkeit, die durch (I) ge-
geben ist.

Soll es also moglich sein, aus den Rechtecken mit den Seiten
Zyy Y3 003 X, Y, €in Rechteck zusammenzusetzen, so miissen zwischen
diesen GroBen gewisse lineare ganzzahlige Beziehungen bestehen, welche
von der Art sind, wie sie aus S, und S, dureh Elimination von z, und 7,
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entstehen. Wir wollen nun im folgenden besondere Klassen von Rechtecken
betrachten. Aus ihnen werden durch jene Bedingungen gewisse Unter-
klassen ausgeschieden, deren Glieder imstande sind mit einander Recht-
ecke zusammenzusetzen. Diese werden hiufig wieder derselben Unter-
klasse angehoren.

2.
Die einfachsten Beispiele.
a) Rechtecke mit kommensurabelen Seiten.
Sei etwas:
Yo =71%, Yo =T3Zs, "+ ) Yp = V%

Setzen wir diese Werte von y, - - -y, in die Gleichungssysteme S, und S,
sowie in die Gleichung (I) ein, so ergibt sich:

Soll es moglich sein aus den Rechtecken y,, #,;- - -;¥,, z, ein Recht-

eck, etwa mit den Seiten z, und y,, zusammenzusetzen, so muB jedes
Wertesystem z,, «,, - - -, z,, welches

li(xm Yos Xyy Xy +, 339;) = 07
S L%y Yor %1, %5 - - -, @,) = 0,

das System aller ganzzahligen Beziehungen zwischen z,, y,, %,, - - -, Z,, be-
friedigt, auch die Gleichung:

1) TolYo = 11 %y° + 1527 + - - - + 7,22
erfiillen. Setzen wir in (1) x, = — y,, so ergibt sich,
x0=y0=x1=x2=...=mn=0

als einziges reelles Wertesystem, das diese Gleichung erfiillt. Dieses
Wertesystem 1st demnach auch das einzige, welches die Gleichungen S und
die Gleichung z, = — y, gleichzeitig befriedigt. Daraus folgt aber, daB
S aus n + 1 Gleichungen bestehen muB. Denn aus weniger als » + 2
linearen Gleichungen zwischen # - 2 Variabeln kann niemals das identische
Verschwinden aller Variabeln gefolgert werden. Da nun der Fall, daB
eine der GroBen x,, y,, %, - - +, , verschwindet auszuschlieBen ist, so folgt,
daB diese GroBen alle zu einander in rationalen Verhiltnissen stehen.
Wir haben also den Satz:

LaBt sich aus einer Anzahl von Rechtecken ein Rechteck
zusammensetzen und stehen die Seiten jedes einzelnen der Teil-
Rechtecke in rationalem Verhidltnis zu einander, so stehen die
Seiten simtlicher Teil-Rechtecke untereinander und mit den
SeitendeszusammengesetztenRechtecksinrationalemVerhaltnis.
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Als Spezialfalle von diesem Satz wollen wir folgende erwéhnen:

Ein Quadrat 188t sich nur in Quadrate mit kommensurabeln
Seiten zerlegen. Legt man also in eine Xcke eines Quadrates ein
Quadrat, dessen Seite nicht kommensurabel ist mit der Seite des groBen
Quadrates, so 188t sich der iibrig bleibende Teil des groBen Quadrates

auf keine Weise in Quadrate zerlegen.
Ein Rechteck mit nicht kommensurabelen Seiten 148t sich

nieht in Quadrate zerlegen.

b) Rechtecke mit Seiten, die in vorgegebenem Verhiltnis zu
einander stehen.
Sel
Yo = 0y gy Yp == Oy, " <, Y, = @, T,

WO @, dy, - - -, a, irgend welche positive Zahlen sind. Setzen wir diese
Werte von ¢, ---y, in S, S, und (I) ein, so ergibt sich:

Angenommen, es 1aft sich aus den Rechtecken mit den Seiten z,
und 4, %, und %,, - - -, £, und y, ein Rechteck, etwa mit den Seiten z,
und %,, zusammensetzen und sei:

Zi("'vo: Yor L1y Zgs * * % xn) = O;
S (%o Yo 4, Zgy * * % z,) =0,

das System aller solcher linearen homogenen Gleichungen zwischen 2, ¥,
%, -, %, in denen die Koeffizienten von x,,y,, 2y, : - -, 2, beziehungs-
weise von der Form:

7a) Qo> 11 + 018y, 73 T 0algy* =y ¥y T @0,
sind, WO 7y, 0, 71y 01y - s Vay @, rationale Zahlen sind. Dann mufl jedes
Wertesystem z,, %, 2, - - -, &,, das S befriedigt, auch die Gleichung

Loy = Ay 2y" + Gy %" + -+ + @27
befriedigen. Setzen wir jetzt wieder 2, = — ¥,, so erhalten wir aus dieser
Gleichung
To="Yp=oy =Ty =" =2,=0
Folglich muB S wieder aus » - 1 Gleichungen bestehen und es ergibt sich:
Yo = Goo; &y = ky o, By = by, -+ -, 2, = ki, 2.
Zu jedem Werte z; gehdrt also nur ein einziges Wertesystem 2, 2, - - -, 2,

Yor Y15 * = *» Yo- Ferner ist bemerkenswert, daB die GroBen ay; %y, by, -+, %,
rationale Ausdriicke in a,,-- -, @, mit rationalen Koeffizienfen sind. Die

so erhaltenen Resultate konnen wir in folgende Formen bringen:
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1) Sei ein Rechteck z,y, vorgelegt, das in die Rechtecke
Ty, Yy5 oy Yzt 3 %,y Y, geteilt ist. Dann ist:

%N _pfa B

Yo (.% Ty yn)’

wo R eine rationale Funktion der Argumente mit rationalen
Koeffizienten bedeutet.

2) Betrachten wir die unendliche Reihe von Scharen von
Rechtecken, deren Seitenverhiltnisse vorgegebene Werte

AuyQgyc ey Qpy e

haben. Dann 148t sich a) aus den Rechtecken dieser Scharen
nicht jedes Rechteck zusammensetzen, vielmehr muB das Seiten-
verhiltnis dieses Rechtecks sich rational mit rationalen Koeffizienten durch
eine endliche Anzahl von GrSBen aus der Reihe a,, a5,:--,a,,--- aus-
driicken lassen. Es gibt also wieder nur eine abzihlbar unendliche An-
zahl von Scharen von Rechtecken, die sich so zusammensetzen lassen.
b) Zu einem bestimmten Rechteck einer jener Scharen mit nicht
verschwindenden Seiten geh6ren nur je eine abzihlbar unend-
liche Anzahl von Rechtecken jeder der Scharen, die mit dem
vorgegebenen Rechtecke zusamenzusetzen fahig sind.

3) Vorgelegt sei ein Rechteck z,, y,. irgendwie zusammengesetzt aus
den Rechtecken 2, 4,5 %5, %55 -3 2,,%,. Wir denken uns nun die Teil-
Rechtecke und das groBe Rechteck veriinderlich und zwar mit folgenden
Beschrinkungen:

a) Jedes einzelne Teil-Rechteck fiir sich ist nur so zn bewegen, daB
es ein Rechteck bleibt und daf, wenn man einen Winkel festhilt, die
gegeniiberliegende Ecke auf der zugehorigen Diagonale fortschreitet. Also
jedes Rechteck darf nur in ihm #hnliche iibergefithrt werden.

b) Rechtecke, die je mit einer Seite aneinander liegen, diirfen nicht
iibereinander geschoben werden, sondern kdnnen nur aneinander hingleiten. —
Diese Beschrinkung, die sich nach friiher Entwickeltem analytiseh aus-
driicken 14Bt, als stindige Erfilllung gewisser linearer ganzzahliger Rela-
tionen zwischen den Rechtecksseiten, bewirkt, daB die verinderten Teil-
rechtecke wieder das groBe (ebenfalls veriinderte) Rechteck einfach und
lickenlos bedecken.

Halten wir endlich ¢) um bloBe Bewegungen des Systems auszu-
schlieBen, einen Winkel des groBen Rechtecks fest, so ergibt sich:

Das durch a), b), ¢) definierte kinematische System hat nur
einen Freiheitsgrad: Durch die Lage einer Ecke irgend eines Rechs-
ecks (natiirlich mit Ausnahme der von vorneherein festgehaltenen Eecke)
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des groBen Rechtecks ist die Lage jeder Ecke jedes Rechtecks bestimmt,
und es schreitet auch die dem festen Winkel gegeniiberliegende Fcke des
groBen Rechtecks auf einer Geraden fort, die durch den festen Scheitel hin-
durchgehf. Die Figur des in Rechtecke eingeteilten Rechtecks kann nur in
ihr dhnliche Figuren iibergehen. — Rechtecke die aus resp. #hnlichen
Rechtecken homolog zusammengesetzt sind, sind dhnlich.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit bemerken, daB die Resultate dieses
Paragraphen im wesentlichen von der Form sind, daB sie zeigen, daB nur
die gleichsam trivialen Arten der Zerlegung moglich sind. Denn wie es
beispielsweise trivial ist, daf sich ein Quadrat aus kommensurablen
Quadraten zusammensetzen 1i8t, so ist es ebenfalls selbstverstindlich, daB
wir, bei gegebener Zerlegung eines Rechtecks in Rechtecke, mit ,pro-
portional“ abgeénderten Teilrechtecken wieder ein Rechteck und zwar mit
ebenfalls proportional abgeinderten Seiten zusammensetzen konnen.

3.

Ein Satz iiber lineare Mannigfaltigkeiten, die auf quadratischen
liegen, und neue Beispiele,

Es ist bemerkenswert, daB sich mit den bisherigen Methoden eine
Reihe von sehr einfachen und an das frilher Behandelte sich eng an-
schlieBenden Problemen nicht erledigen 1i8t. Wir wollen nur das folgende
nennen: Aus einem Rechteck mit den Seiten z;, und y, und einer Anzahl
von Quadraten liBt sich ein Quadrat zusammensetzen: miissen z; und ¢,
irgend welche Bedingungen erfiillen? Die Gleichung (T) lautet fiir diesen
Fall:

2 =29 + 2+ 2+ + 2l

Wenn wir die in dem vorangehenden Paragraphen angewandten
Methoden benutzen mnd z, =0, z, =y, sefzen, so folgt: Es miissen
zwischen den % -+ 2 Variabeln 2, z,, ¥,, ,, %, * -+, , n lineare Glei-
chungen bestehen. Da wir aber die Natur dieser Gleichungen gar nicht
kennen, so konnen wir nicht schlieBen, daBl aus diesen Gleichungen eine
Beziehung zwischen 2z, und y, folgt, weil wir ja nur » Gleichungen
zwischen # + 2 Gro8en haben. Es wird sich aber im folgenden ergeben,
daB, wie man wohl schon vermuten diirfle, z, und y, kommensurabel
sein miissen, daB also auch hier nur der triviale Fall moglich ist.

DaB unsere bisherigen Methoden hier versagen, liegt nun daran, daB
wir, was auch in den vorangehenden Fillen nicht nitig war, unsern
Satz 1 nicht vollstindig ausgenutzt haben. Diesen haben wir nimlich
bisher immer nur in der Form angewandt, daB aus den linearen ganz-
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zahligen Relationen zwischen z,, 2, %y, - - -, Z,, ¥, %, -, ¥, die Glei-

chung (I):
xo?/o = xlyl + e + xnyn

folge. Wir haben aber viel mehr bewiesen; nimlich, daB diese Beziehung (I)
allein aus den linearen Beziehungen zwischen den #,, 2, - - -, z, und den-
jenigen zwischen den ¥, ¥, ---, y, folgt. Wir wollen jetzt folgenden
allgemeinen Satz beweisen:

Satz 2: Sei
lf(xm Lyy oy xn) = 07 liy(ym Y15 *» yn) = O;
<A') l;(xm Tyys oy xn) =0, (B> lzy(yo; Y1, ?/n) = 0;

eine lineare Mannigfaltigkeit des (2, yy; 2y, %5 - - -; 2,,, ¥,)-Raumes,
die auf der quadratischen Mannigfaltigkeit:
(1) % ZoYo + &2 Yy + -+ &Ly Y = 0
liegt. Dann folgt aus (A) und (B) und irgend welchen » Be-
ziehungen unter den #» + 1 Beziehungen:
(o % + By Yy + ¢ =0,

a & + by +¢ =0,

\anmn_*' bnyn+ Cp = 0
die n + 1* Beziehung.

Dabei sind die Koeffizienten in den Gleichungen (A), (B), (C) und (1)
sonst beliebige reelle oder komplexe Gr6Ben und nur den (selbstverstind-
lichen) Bedingungen unterworfen, daf keine GroBe o, gleich Null ist und
nicht die GroBen a,, b;,, gleichzeitig verschwinden, also eine der Glei-
chungen (C) identisch erfiillt ist. Von den Gleichungen (A) und (B)
wird nicht vorausgesetzt, daB sie homogen sind.

Beweis: 1) Spezialfall: (A) besteht aus (mindestens) » Gleichungen.
Sei die in (C) weggelassene Gleichung etwa:

ayy + byy, + ¢, = 0.
Folgt dann aus den Gleichungen (A):
Zo =jo7
so ist unmittelbar die im zu beweisenden Satze geforderte Beziehung
zwischen z, und y, vorhanden (b, = 0; @y =1; ¢, =j,). Folgt aus den
Gleichungen (A) aber mnicht, daB z, konstant ist, so konnen wir alle
GroBen z,, z,,- - -, %, durch z, ausdriicken; es sei etwa:

Xy = Ao 1% + Ji; %y = Ao %o+ Ja3* 3 Lp = Ao, n%p + Jp-
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Setzen wir diese Werte fir z,,,,---, 2, in (1) ein, so ergibt sich:

NCN/ by Y+t d ,nyn) + oY F GodeYs + o+ 0.4, = 0.

Diese Gleichung ist fiir alle Werte von z, erfiilllt. Setzen wir 7, =0 so
ergibt sich:

) Yy +---=0
und folglich auch:

2) Yo + ey do Yy + -0 @AY, = 0.
Es sei ferner:
a2 + by, + 6 =0,
) C e
a,z, + by, +¢,=0.
Wir konnen also y; durch z; linear ausdriicken, wenn nicht

by=0; 2;=—

?

ist. Ist in diesem Falle in der Gleichung
;= Ao ; %y + J;
4, ; nicht gleich Null, so folgt vermdge einer der Gleichungen (C).

0o os

was wieder der Behauptung entspriiche. Verschwindet aber fiir keinen
Index ¢ (¢=1,2,---,m) b;, ohne daB A, verschwindet, so kann ich durch
Einsetzung der Werte von z;, ausgedriickt durch z,, in (C") alle diejenigen
Y;, deren Koeffizient in (2): «;4;; nicht verschwindet, durch z, aus-
driicken und erhalte so statt (2) die Gleichung:

n
o; 10,.. .
%Yo — Y - (@27 + a5, + ) =0
=1 ¢
oder:
n

;43 0, - wdy;, .
%Yo — %o 2, b 2, —5— (@J;+¢) = 0.
2 i=1 2

s 9

i=1

Damit haben wir aber, da nach Voraussetzung der Koeffizient. ¢, von y,
nicht gleich Null ist, die in (C) weggelassene Beziehung zwischen 2z,
und y, wieder erhalten und unsere Behauptung fiir diesen speziellen Fall
erwiesen.
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2) Aligemeiner Fall: (A) besteht aus #» — m Beziehungen zwischen

Zyy gy **y B, Oel wieder:
A%y + boYo + € =0

die Beziehung, die nach der Behauptung aus (A), (B) und den iibrigen
Gleichungen (C) folgen soll. Wieder konnen wir den Fall, daB aus den
Gleichungen (A) folgt, daB x, konstant ist, ausschlieBen, da dann unsere
Behauptung unmittelbar folgen wiirde.

Wir kionnen also durch z, und m weitere GroBen «;, etwa z,, 2, -, 7,
die iibrigen GroBen x,_,,- -, 2, linear ausdriicken. Es sei etwa:

Zus1=tome1% + AmerZBr+ - F A1 T R ol
D) C e
Z, = }'O,n Zy + X’l,n Xy A+ + X’m,n Ly +jn‘

Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir:

%o (a"% +2“¢' lO,igi) T % <“1"./1 +2“i}~1,iyi) + -

t=m+1 t=m+1

( m Y +2 i m,zyi) + 2“&7}%

i=m+1 i=m+1 /

‘r:-_-.:O-

Da nun diese Gleichung fiir jeden Wert von z, - - z,, erfiillt sein soll, so
folgt zunichst:

k2

Z“Ji% =0

i=m+1

und darauf:

% Yo +2“i3’0,iyi =0,

i=m+1

® 1§ .

R +2 A5 =

i=m+1
Nun ist ferner:

a, %, +by +¢ =0,
(©) .
ez, + by, + ¢, =0.
Wir kénnen y; durch z; linear ausdriicken, wenn nicht b, gleich Null ist.
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In diesem Falle folgt aber, wenn ¢ <m + 1 ist, daB zu den Gleichungen
(D) (oder (A)) eine neue Beziehung, nimlich:
¢;
1. = —

?
a;

hinzukommt. Ist ¢ > m, so folgt aus (D):
C. .
EE. = 30’4390 + z'lﬂ'xl + ot lm,s‘xz' + Jis

also ebenfalls eine neue Beziehung zwischen den GriBen z,, z,, - - -, %,,
(da ja nach Voraussetzung aus (A) keine Beziehung zwischen z,, #;, ---, 2,
folgt) wenn nicht:

c

lo,i='2~1,i="'='1m,i=0 und &i":ji

ist. Entweder also ist der Fall von % — m Beziehungen zwischen den
GroBen z, - - - z, auf den Fall von » — m + 1 Beziehungen reduziert, oder
wir kénnen durch Einsetzung der Werte von z, (¢ >m), ausgedriickt durch
die GréBen z, - - - z,,, in (C") alle diejenigen ¥y, (¢=1,2,---,#), deren Koef-
fizienten in (E) nicht verschwinden, durch z, ...z, ausdriicken. Nehmen
wir den letzteren Fall als vorliegend an, so erhalten wir:

@; Z(Zk,ia’k +i)+ &
Y= — B b. ’ 1> m
a,x; ¢ .
Y, = — A * ’ O<Z<m+ 1.

z

Setzen wir diese Werthe in (E) ein, so erhalten wir:

[ Yy =y Lot oy Xy ot &y Ty T By
— o c
""E‘“l' =“1,oxo+“1,1x1+“'+“1;mwm+ﬁ1+]i:7
)
— 0, Z, Cn
b, = m,0x0+“m,1x1+°"+“m,mxm+ﬁm+b—’;'

Hierbe1 ist:

. . oy dy 0y
“I,k - “k,l - bi ?

o; Ay (23,1 €)
b=,

gesetzt, wo die Summen zu erstrecken sind iiber alle diejenigen Indiees
i > m, fir die b, von Null verschieden ist.
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Verschwinden nicht alle Koeffizienten der Variabeln z,--.z, in den
m letzten Gleichungen von (F), so haben wir wieder nicht mehr bloB
n — m Beziehungen zwischen z,---z,, sondern % —m + 1 und unser

Fall ist wiederum auf diesen Fall reduziert. Verschwinden dagegen alle
Koeffizienten in den m letzten Gleichungen von (F), so erhalten wir:

%Yo = %0 %o + Bos
also die gewiinschte Beziehung zwischen z, und y,, die jedenfalls nicht
identisch erfiillt ist, da ja «, nach Voraussetzung von Null verschieden
ist. Indem wir die Betrachtung fiir den Fall von #» — m Gleichungen
zwischen z, - - -z, zusammenfassen, erkennen wir: Entweder liBt sich
die Behauptung direkt erweisen oder aber der Beweis ist fiir den Fall
von % — m + 1 Gleichungen zu erbringen. SchlieBen wir nun fiir diesen
Fall in der obigen Weise und fahren so fort, so folgt entweder direkt,
daf die Behanptung richtig ist, oder daB wir unsere Behauptung fiir den
Fall von » Gleichungen zwischen - - -z, zu priifen haben. Diesen Fall

aber haben wir direkt erledigt, so daB der Satz 2) bewiesen ist.

Beispiele.

Mittels dieses allgemeinen Satzes laBt sich leicht eine ganze Reihe
von Beispielen erledigen. Wir wollen nur zwei kurz behandeln:

a) Als erstes Beispiel wihlen wir das im Eingang dieses Paragraphen
erwihnte und beweisen den Satz:

Ein Rechteck 188t sich durch Hinzufiigen von Quadraten
nur dann zu einem Quadrate ergiinzen, wenn seine Seiten kom-
mensurabel sind.

Angenommen, ein Rechteck z,,y, wiirde -durch Hinzufiigen anderer
Rechtecke z,,yy35- - -;2,,4, zu einem Rechteck z,, y, erginzt. Sind die
Rechtecke 2y, y,; 2, 45 - - -3 %,, ¥, Quadrate, so lautet das Gleichungs-
system (C'):

Lo = Yo,
) Ty = Yo,
e 3. . .
2, = Z,.

GemiB Satz 2 folgt daraus vermdge der Systeme S, und S, (siche § 1), die
an Stelle von (A) und (B) treten:

oy + by + ¢ =0.

Da aber die simtlichen Gleichungen S, und S, sowie (C") homogen sind
und ganzzahlige Koeffizienten haben, so muss diese Gleichung von der Form:

nZy = my,
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sein, wo » und m ganze positive oder negative Zahlen und eine von
beiden auch gleich Null sein kann. Also ist der Satz bewiesen. Wir
wollen noch hinzufiigen, daB wir diese Gleichung auch geometrisch inter-
pretieren, wenn m oder » negativ ist. Dies bedeutet natiirlich, daf das
Rechteck mit den Seiten x, und y, wegzunehmen (herauszuschneiden) ist
aus dem Gefiige der Rechtecke z,, 4,3 - - 3 %, ¥,-

b) Welche Bedingung besteht fiir die Seiten z,, y, eines Rechtecks,
damit es aus Rechtecken mit einer vorgegebenen Seite g zusammengesetzt
werden kann? Dabei soll von einem Rechteck z;, y; entweder z; oder y;
gleich g sein. Nehmen wir an, es sei

Ly=Tg= =LY = Ypi1 = Ypse = =Y =9
Dann lautet das Gleichungssystem (C):
(2, =9,
Yni1=9,
Yn =9

Nach Satz 2 folgt aus diesen Gleichungen und den Gleichungen der

Systeme S, und S

@y %y + bty + € = 0.
Aber da die Gleichungen (C"), wie die Gleichungen von S, und S, nur
Beziehungen zwischen den Grdfen z; allein und zwischen Gré8en y, allein
enthalten, so folgt, daBl entweder @, oder b, gleich Null zu setzen ist.
Da nun ferner S, und S, ganzzahlige Koeffizienten haben, so muf min-
destens eine von den beiden Gleichungen:

l% =mg; nyy=pg
bestehen, wo I, m, n, p ganze Zahlen und m und p auch gleich Null sein
konnen. Wir haben deswegen den Satz:

Ist ein Rechteck =, %, aus Rechtecken mit einer vorge-
gebenen Seite g zusammensetzbar, so ist mindestens eine von
den GroBen 2, y, mit ¢ kommensurabel

Mittels ganz analoger Betrachtungen erhalten wir ferner den Satz:

Ist das Rechteck z,,y, aus den Rechtecken z,, y;---; 2,,9,
zusammensetzbar und teilen wir die Teilrechtecke in zwei
Grnppen, etwa: 4y, 4153 TaYn und Zo+1 Ym+13 """ Ty Yu SO besteht
von jedem der beiden Paare von homogenen linearen .ganz-
zahligen Gleichungen



328 M. Dgax.
Zf(xm Ty 50 wm) == 07
lf(f‘/o: Yn+1o° " 5 yﬂ) =0
und
Z;(xo, Lopg1s """ xn) = O)

lzy@o; Y1 5, uY,) =0

mindestens eine Gleichung.

4,
Das allgemeine Problem.

Wir wollen eine Kurve in der (z, y)-Ebene eine gewdhnliche Kurve
nennen, wenn sie aus einer abzihlbaren Anzahl von Punkten und ganz
im Endlichen gelegenen Kurvenstiicken

y=o@(xr) oder z=1(y)

zusammengesetzt werden kann, wo ¢ und 3 stetige Funktionen sind, die
einen stetigen monotonen ersten Differentialquotienten besitzen.
Satz 3: Sei

lf(xm Zyyt xn) = O? lf(y()) Y1, yn) = 0)
(A) Iy (@gy gy -5 3,) =0, (B) L Yos Y157+ 2 Yu) =0,

eine lineare Mannigfaltigkeit auf der quadratischen:

(1) “oxo?/o + “lmlyl + e + anx'ny'n = O'

Beschrinkt man dann » Punktepaare unter den % 4+ 1 Punkte-
paaren Zy, Yo5 Ly, Y13 * - 3 Lyy Yuy €6WE 2y, 415 -5 @, 9, auf gewdhn-
liche Kurven der (z,,¥,),- -, (%,,9,)-Ebene, so ist bei Erfiillung
von (A) und (B) auch das » - 1* Punktepaar z,, y, auf eine ge-
woéhnliche Kurve der (2, y,)-Ebene beschrinkt.

Hierbei sind die Koeffizienten in den Gleichungen (A), (B) und (1)
als reell vorausgesetzt; ¢, - - - «, miissen simtlich von Null verschie-
den sein.

Seien nun ,, ¥y; %y, Y3+ 3 % Y, €0 System von Wertepaaren,
welche die Gleichungen (A) und (B) befriedigen, indem gleichzeitig
2y, Y15 *5 %oy Y, auf den ihnen zugeordneten Kurven der (z,, y,)---

-y (%, ¥,)-Ebene liegen. Und zwar mégen die betreffenden . ,Stiicke“
dieser Kurve durch die Gleichungen gegeben sein:
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(y, = o(2),
Y = q’m(

m+1 ¢m+1(ym+1)>

N

)

z, =, (yn)?

WO @, - @, ¥,,q ¥, nach Voraussetzung einen stetigen ersten Dif-
ferentialquotienten besitzen. Dann bilden wir fiir die Funktionaldetermi-

nanten die Matrix:

oL 2l
e - ey 0 +---a" 0
o .. g 0

ox, oz,

O -vvuvns 0 %4 ...... o4
(E) 0Y, 0Y, |
o1 on !

0 «covenn 0 2...... 'S

und die entsprechenden linearen Gleichungen:

(o1
1(Xo Zp) +-venne =0,

3’1 (Y Yo) 4 =0
4]

""Pl (Xl—-xa (Y yo 0.

\

Da nach Voraussetzung z,,%,; - - -; #,, 9, die Gleichungen (A) und
(B) befriedigen, so konnen die ersten Gleichungen in (F) auch geschrieben

werden:
Mathematische Annalen. LVIL 22
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lf(Xo: XI’ T Xn) = O;

n,

li,/<YO7 Y, - X,)=0.
(A) @)y . . . .. .o
Die iibrigen Gleichungen (F) sind von der Form der Gleichungen (C")
in Satz 2. Es ergibt sich deshalb durch Anwendung dieses Satzes, daB
die Gleichungen (F) die Gleichung

Gy Xy + by ¥y +¢6,=0

zur Folge haben, wo @, und b, micht beide gleich Null sind. Damit
nun im System (F) alle GroBen X,,---, X,; Y, -+, Y, eliminiert werden
kénnen, miissen gewisse Unterdeterminanten der Matrix (E) von Null
verschieden, andere gleich Null sein. Es gibt eine endliche Anzahl ver-
schiedener Kombinationen von verschwindenden und von Null verschiedenen
Unterdeterminanten der Matrix (E), die diese Elimination ermoglichen.
Lassen wir nun #,, y,; 2,, #;; - - - so variieren, daB sie nicht aufhoren die
Gleichungen (A), (B) und (D) zu befriedigen, so wird zu jedem Werte-
system eine solche Kombination von Unterdeterminanten gehéren. Da
diese aber nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, so wird in einem
ganzen Intervall der Variation dieselbe Kombination von verschwindenden
und nichtverschwindenden Unterdeterminanten bestehen bleiben. Dann
folgt aber gem#B des Fundamentaltheorems der Elimination¥*), demzufolge
die Moglichkeit der Elimination der GroBen 2;, 2y, - - -, ¥;, ¥, - - - aus den
Gleichungen (A), (B) und (D) identisch ist mit der Méglichkeit, aus den
Gleichungen (F) in einem ganzen Intervalle die Variabelen X, X ,---,
Y, Y,,--- zu eliminieren, dafl in einem ganzen Intervalle der Variation
zwischen z, und y, eine Beziehung von der Form

fo(®o, %) =0

besteht, welche sich fiir das ganze Intervall auf eine von den beiden
Formen:
Yo = Po(%o); o = % (%)

bringen 1a8t. Wegen der Voraussetzungen iiber die Funktionen ¢, ---¢,-- 9,
mub ferner der ganze durch die Gleichungen (A), (B) und (D) definierte
Variationsbereich der Variabelen z,,y,; - - -5 z,, ¥, auf den Kurvenstiicken
der betreffenden Ebenen sich in eine endliche Anzahl von Bereichen zer-
legen lassen, derart, daB in jedem von ihnen dieselbe Kombination von
verschwindenden und nichtverschwindenden Unterdeterminanten von (E)
existiert, welche die Elimination von z,,---,9,,---,¥, aus (A), (B) und
(D) ermdglicht. Der Beweis hierfiir kann ohne erhebliche Schwierig-

%) Siehe z. Bsp. C. Jordan, Cours d’Analyse, IT®™° ¢d, Nr. 92—95.
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keiten mit den Methoden, die in der Theorie reeller Funktionen iiblich
sind, gefiithrt werden.

Fiir diesen ganzen Variationsbereich ist also das Variabelnpaar z,, y,
abgesehen von isolierten Punkten auf eine endliche Anzahl von Kurven-
stiicken beschrinkt, die entweder von der Form

Yo = Po(%)
oder von der Form
2y = Yo (%)

sind, wo ¢, und 3, wieder stetige monotone erste Differentialquotienten
besitzen. Nun gibt es aber nur eine abzihlbar-unendliche Anzahl Kombi-
nationen, bestehend aus je einem der Kurvenstiicke, welche die vorgegebenen
(gewohnlichen) Kurven respektive in der (z,, ¥,)-, - -, (,, ¥,)-Ebene zusam-
mensetzen. So ist also auch der Punkt, der durch das Wertepaar z,, y, in
der (z,, 9,)-Ebene dargestellt wird, wie zu beweisen war, gezwungen auf einer
gewshnlichen Kurve zu verbleiben. Esliegt darin nattirlich eine Beschrinkung
des moglichen Wertevorrates von GroBenpaaren z,, y,, weil eine gewdhn-
liche Kurve die Ebene nirgendwo vollstindig iiberdecken kann.

Es folgt nun weiter leicht der Satz:

Liegen die Punkte z;,4,; - - +; 2,, 9, auf je einer gewdhnlichen
Kurve der (z,4)-, -+, (2,,9,)-Ebene so kann man aus Recht-
ecken mit den Seiten 2, 4;- - ;7,,¥, nur dann das Rechteck mit
den Seiten z,,y, zusammensetzen, wenn der Punkt z,, y, in der
(%, %,)-Ebene auf einer bestimmten gewdhnlichen Kurve liegt.

Zunichst miissen die GroBen z,, ¥y;- - -, Z,, ¥, nach Satz 1 auf einer
solchen linearen Mannigfaltigkeit der quadratischeu Mannigfaltigkeit

ZoYo = LYy + -+ - + 2,9,

liegen, die dargestellt werden kann durch eine Anzahl linearer homogener
ganzzahliger Gleichungen zwischen z,, - -« %,; Yy, -+ Y,- Solcher Glei-
chungen aber gibt es nur eine abzihlbar-unendliche Anzahl, etwa L,, L,,---
Liegen nun z,, 4« * 3 %,, ¥, auf einer bestimmten solchen linearen Mannig-
faltigkeit, etwa L,, so folgt nach Satz 4, daB der Punkt 2, y, in der
(z,, ¥,)-Ebene auf einer gewShnlichen Kurve liegen muB, ebenso, wenn
Zyy Yo3* * *3 Zuy Y a0f Ly, - liegen. Also muB der Punkt z,,y, in der
(,, ¥,)-Ebene auf einer abzihlbaren Anzahl von gew&hnlichen Kurven,
d. h. wieder auf einer gewsOhnlichen Kurve liegen.
Lassen wir jetzt % unendlich werden, so erhalten wir den
Satz 4. Liegen die Punkte 2,45 2, Y,; -+ auf je einer
gewohnlichen Kurve der (2, 9,)-, -, (@, Yu) * - » -Ebene, so kann
man aus einer endlichen Anzahl von Rechtecken mit den Seiten
Ty, Yy "'y Ly Yy - - - Dur dann das Rechteck mit den Seiten z,, g,
22%
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zusammensetzen, wenn der Punkt z,, y, in der (z,,y,)-Ebene auf
einer bestimmten gewdhnlichen Kurve liegt.

Denn es gibt nur eine abzihlbar-unendliche Anzahl von Gruppen
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern, von denen jedes eines der
Variabelnpaare z,, ¥o;« - ' %, Y - -+ 18t

Fiir jede solche Gruppe gilt der eben bewiesene Satz, also ist auch
der Satz 4 bewiesen.

Wir wollen nun kurz eine solche Schar von Rechtecken, deren Seiten
z, y einen Punkt in der (z,y)-Ebene reprisentieren, der stets auf einer
bestimmten gewChnlichen Kurve liegt, eine eingliedrige Schar nennen.
Dann ergibt sich endlich als Spezialfall von Satz 4, wenn wir die Recht-
ecke ., 9,5 3%, Yy c ¢ - alle derselben Schar angehoren lassen, der am
Anfang dieser Arbeit aufgestellte

Satz 5. Aus einer endlichen Anzahl Reprisentanten einer
eingliedrigen Schar von Rechtecken, 148t sich nur eine ein-
gliedrige Schar von Rechtecken zusammensetzen.

Indem wir bedenken, da8 wir, nicht nur wie in den bisherigen An-
wendungen von Satz 3 e, gleich —1, ¢, =0y =-.--=¢,=1, sondern
beliebig o, = + 1 oder = — 1 setzen kénnen, ergibt sich, daB wir dem
Satz 5 hinzusetzen konnen: Die ,Zusammensetzung® darf nicht nur
mittels bloBem ,Hinzufiigen zu dem Vorhandenen“ sondern auch mittels
,Wegnehmen von dem Vorhandenen® geschehen.




