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I Introduction 

Un des probl~mes centraux de la th6orie analytique des nombres est de montrer 
qu'un ensemble ~r d'entiers naturels, d~fini de far non artificielle, contient 
une infinit6 de nombres premiers. Suivant l'usage, la lettre p e s t  r6serv~e 
aux nombres premiers. Cette question, habituellement tr~s difficile, peut rev~tir 
diff~rentes formes suivant la nature de la suite ~1. Si celle-ci est par exemple 
~r = {p - 2}, le probl6me est de nature multiplicative. Si ~ = {P(n); n E 7.} 
avec P(n) polyn6me satisfaisant des hypoth6ses raisonnables, le probl~me 
devient alors de nature alg~brique. Enfin, si ~r est l'ensemble des parties 
enti~res de 1 ", 2 c, 3c,... avec c r~el 16g~rement sup6rieur h 1, on peut qualifier 
ce probl~me d'anatytique. 

L'objet de cet article est de traiter le cas o~ d est de nature automa- 
tique, question, qui ~t notre connaissance, ne semble pas avoir &6 abord6e 
dans la litt6rature. Notons, par exemple, ~r et ~d- l'ensemble des entiers 
naturels n dont la somme des chiffres dans l'6criture en base 2, not6e s(n), 
est respectivement, paire et impaire. Chacune de ces suites est tr~s dense, 
de densit~ asymptotique �89 pourtant on ne sait pas d6montrer que ~r et 
~r  contiennent chacune, une infinit6 de nombres premiers. Cette recherche 
de nombres premiers pr~sente l'attrait de m61anger structures multiplicative et 
r6cursive. En effet, nous utiliserons explicitement ou implicitement la construc- 
tion suivante de ~1+ et ~ ' - :  

0E,~r + 

n E ,~r =~ 2n E .~r177 2n + 1 E .N ':F . 

Dans cette &ude, les suites ~1+ et ~r jouent des rbles identiques; nous avons 
choisi de privil6gier la premibre. 

Le fait que la transformation n* , 2n + 1 envoie ~r darts ~r et vice- 
versa, et que ces deux ensembles forment une partition de N donne 
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naissance ~ un jeu de ping-pong entre ~1+ et ~r  qui conduit /l la remarque 
suivante: 

Remarque O. Pour tout x > 1 et tout ~ C N, on a l'in~galit6 

1 
I{e; cECg, c E ~ / + ,  c =<x}l >-- ~l{c; cGCg, 2 c + 1 E c ~ ,  2 e + l  =<x}l. 

En particulier, si l'6quation 2c + 1 = c ~ admet une infinit6 de solutions avec e 
et c ~ darts rg, chacun des ensembles d + N cg et z r  n cg est infini. 

Ce processus g~n6ral peut ~tre test6 en prenant des suites cg tr~s particu- 
li6res: par exemple si cg est l'ensemble des valeurs d'un polyn6me entier P(n)  
du second degr~, l'6quation 2c + 1 = c I e s t  du type Pell-Fermat, le r6sultat est 
tout de fois d~cevant, les solutions trouv~es sont peu nombreuses et cet abord 
n'est gu&e plus efficace que l'abord direct, qui consiste ~ chercher dans zr + 
des 616ments de la forme P(n)  of a on part de n dont la forme est, suivant 
les cas 2 ~, 2 kl + 2 k2 .... avec les ki judicieusement choisis. Mais, selon toute 
vraisemblance, les familles de solutions trouv6es par ces deux m&hodes, sont 
de nature diff6rente. 

Une application, ~t notre avis surprenante, concerne les entiers dont on a fix6 
l'ordre de grandeur du facteur premier de rang donn6 et passe par d'ing6nieux 
arguments de combinatoire dus ~ Hildebrand ([Hi]) et Balog ([Ba]). 

Corollaire 0. Soit p l ( n )  >= p z ( n ) . . ,  la suite d~croissante des diviseurs 
premiers ou ~gaux gt 1 de l'entier n. Soit I >= 1 un entier fixO, c~ et 
deux cortstantes vkr~ant  0 <~ ~ < 13 < 1. Il existe alors une constante 
6 = c~(t,~,~) > O, telle qu'on air, pour x assez grand la minoration 

t{n < x;n  ~ < pl(n)  < nP, n c ~r > fix. 

Pour montrer ceci, on prend pour cg, l'ensemble 

cg = {n;n~ < p l (n)  < nt~), 

cet ensemble est de densit6 positive et est k-stable au sens de Balog et 
Hildebrand, par multiplication et division par tout nombre entier k > 1, c'est- 
~t-dire qu'on a l e s  relations 

kCg~cg et k-l(cg fq k N ) ~ ,  

of a keg = {kc; c E qr et cg~c,r signifie que cg est quasiment inclus dans cgr 
autrement dit que l'ensemble {c; c c c#, c q~ cg~} est de densit~ nulle. 

Balog avait conjectur6 et Hildebrand ([Hi]) avait d6montr~ qu'il suffit 
qu'une suite g6n&ale ~ /d 'en t ie rs  v6rifie les conditions pr6c~dentes de densit~ 
et de stabilit~ pour que l'intersection a21 N (..~r + I), soit de densit6 positive. 
Mais ici, nous devons traiter le cas de l'intersection ~r N (2~1 + 1 ) pour mon- 
trer qu'elle est de densit6 positive. I1 faut donc adapter la preuve d'Hildebrand, 
mais cette modification n'est pas immediate. Elle a &~ accomplie par Balog et 
Ruzsa (I-B-R]) dans tm r~cent travail, qui montrent ainsi que, toujours sous les 
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hypotheses pr&6dentes, l'intersection ~r n ( m ~  + n) est de densit6 positive 
pour tousles  entiers n e t  m > 1. 

Consacrons-nous ",i la recherche des nombres premiers dans ~r et dans 
d - .  Grace ~ ce qui pr6c6de, on peut 6noncer: 

Si l'Oquation p' = 2 p + 1 a une infinitk de solutions en nombres premiers 
p e t  pr, chacun des ensembles ~[+ et ~r contient une in.finit~ de nombres 
premiers. 

Puisque les m&hodes actuelles sont trop faibles pour montrer que l'6quation 
pr&6dente en nombres premiers a une infinit6 de solutions, on peut poursuivre 
ce jeu en se rabattant sur le th6or+me de Chen ([H-R], chapitre 11 par exemple) 
qui montre qu'il y a une infinit6 de p tels que 2p  + 1 air au plus deux facteurs 
premiers. De fa~on pr&ise, ce th6or~me (sans doute plus connu darts le cadre 
du probl6me de Goldbach et de la conjecture des nombres premiers jumeaux) 
affirme l'existence d'une constante positive c~0 telle que l'in6galit6 suivante soit 
vraie pour x suffisamment grand: 

X 
(1.1) [ { p ; p < x ,  2 p + l = p l  o u Z p + l = p l P 2 } [  > Cr �9 

Supposons qu'il n 'y ait qu'un hombre fini de nombres premiers dans ~q'+. 
L'in6galit6 (1.1) donne alors 

J{p C ~ - ;  p < x ,2p  + 1 = PlP2}I > ao x 
= = 2 log2x ' 

maintenant, dans l'expression pr&6dente 2p + 1 E d +, d'o~ le 

Th6or6me 0. L'un au moins des ~noncOs suivants est correct 
i) II y a une infinitO de hombres premiers clans d +. 

ii) I1 y a une infinitk de couples de nombres premiers (Ph  P2) de ( s l - )  2, 
tels que PiP2 appartienne h sJ +. 

Puisque l'ensemble ~1+ est stable par multiplication par 2, on d6duit la 
minoration asymptotique suivante, qui semble bfiser le ph6nom6ne de parit6 
attach6 au crible lin6aire: 

[{PIP2 < x; plp2 C ~r >> x l o g - 2 x .  

De m~me, si ~+  et ~-d6signent respectivement les ensembles d'enfiers 
qui, 6crits en base 2, ont un nombre pair de blocs 11 ou un nombre impair 
de tels blocs, on voit, en constatant que l'application b ~ ~ 2b + 1 envoie les 
impairs de ~ +  dans les impairs de ~q:, que le Th6or~me 0 est vrai en rem- 
plaqant ~r par ~ .  Bien entendu, le Th~or+me 0 et sa variante entra~nent que 
~/+ et ~ +  (connues respectivement dans la litt~rature sous le nom de suites 
de Thue-Morse et Rudin-Shapiro) contiennent une infinit6 d'entiers ayant au 
plus deux facteurs premiers. 

Ce principe se transpose au cas plus g6n6ral des suites automatiques, dont 
n o u s  rappelons la d~finition. Soit r un entier supbrieur ou 6gal h 2. On 

d6signe par [r] l'alphabet {0, 1 , . . . , r -  1}, par [r] ~ l'ensemble des mots de 
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longueur k __> 0 et par [r]* = Uk~o[r] k l 'ensemble des mots de longueur finie 
sur l 'alphabet [r]. 

D6finition I .  Un r-automate 92 est la donn~e d'un quadruplet 9.I = (A,ao, ~o,z) 
avec 

i) A alphabet flni; 
ii) ao E A (~tat initial); 

iii) q ~ : A x [ r ] . ~  ~A; 
iv) z: A p , {0, l } (application de sortie). 

Pour tout ( a , s ) E  ,4 • Jr], on pose ~o(a,s)= a~. On prolonge par con- 
cat6nation, q~ en une application de A • [r]* vers A. En particulier, s i n  est un 
entier posi t i f  dont la repr6sentation en base r e s t  t~ = egeg-i " "e0  E [r] ~+1, on 
pose pour  tout a E A: 

~ o ( a , ~ )  = a �9 ~ = a �9 ~ q ~ g - 1  "'  ' ~ 0 ,  

(h n = 0, on associe le mot  vide I~, avec ~0(a,r = a). 

D6finition 2. On dit qu'une suite d'entiers ql est engendr~e par le r-automate 
92 = (A,ao, q~,T), si l'on a l'kquit~alence 

n E qz r r(ao �9 ~) = 1. 

D6finition 3. On dit qu'un r-automate 92 = (A, ao, ~O, T) est irrkductible, s'i! 
est toujours possible de passer d'un Otat h un autre par un certain chemin; 
en d'autres termes, pour tout a e t a '  de A, il existe I > 0 et # d a n s  [r] t, tel 
que a . # = a'. 

Exemple 1. L a  suite des entiers 2 " +  1 est engendrbe par le 2-automate 
( ( a , b , c , d } , a , ~ , z )  avec a . O = a ,  a .  l = b ,  b . O = b ,  b .  l = c ,  c . 0 =  
c . 1 = d . O = d . 1 = d et r ( a ) = z ( b ) = z ( d ) = 0  et z ( c ) =  1: 

0 ~ 0~ 
a I b 1 c 0,1 d 

Cet automate n'est  pas irrkductible. 

Exemple  2. La  suite ~ l  + est engendr~e par le 2-automate ({a, b }, a, ~, ~ ) avec 
a - 0 = a ,  a .  1 = b ,  b - 0 = b ,  b -  1 = a  e r r ( a ) =  1, z ( b ) = 0 :  

a••b 0 

1 
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Cet automate est irr~ductible et se gkn~ratise sans problkme ?t la suite des 
entiers n teh' que s(n) appartienne ?l une certame elasse de congruence ou 
lorsqu'on passe gt un dbveloppement clans une autre base. 

Soit q/ une suite d'entiers engendr6e par un r-automate irr6ductible 
92 = (A, ao,~O,z) e t a  E A tel que r ( a ) =  1. Posons {ab. . . ,a ,q}  = r-~({0}) .  
Par hypoth~se, il existe des entiers strictement positifs li tels que, pour tout 
1 < i _< g, il existe /~i E [r] 1~ tel que a i . t l i  = a. En particulier, il existe 
0 < mi < r li pour 1 -< i -< g tels que, pour tout entier positif n, l 'un au moins 
des entiers 

n~ rllTl--~ lFll~..., rl.on q- tn.q , 

appartient ~ la suite q/. Supposons tout d 'abord que tous les  mi sont non nuls 
et que les facteurs rl iX + m i sont distincts. Soit Pga(X) le polyn6me 

P ~ ( X )  = S ( r l X  + m l ) - - .  (rr~S + ma) . 

Ce polynSme est de degr6 g + 1 et il existe tc(9.I) facteurs premiers p 
fixes, c'est-/t-dire tels que, pour tout n, p lPu(n}  (on a l'in~galit6 grossi~re: 
1c(9.I) ~ g + 1 + co((r ,m, . .  "mq)), avec co: fonction nombre de facteurs pre- 
miers). On se tourne maintenant vers [H-R] Theorem 10.5, il y a donc un 
entier G, une infinit~ de valeurs de n tels que Pga(n) ait au plus G facteurs 
premiers. En fait ce th6or~me de [H-R] n 'est  ~nonc6 que dans le cas off le 
polyn6me en question n ' a  pas de facteur fixe, ce r~sultat continue d'etre vrai 
dans le cas g~n6ral, quire  ~t augmenter de rc(9.I) la valeur de G propos~e dans 
ce th6or~me. 

Dans le cas de nullit~ d 'un des mi ou d'~galit~ de deux facteurs rt iX + mi, 
on se ram~ne au cas pr6c6dent en mettant de c5t6 certains des facteurs de 
P~t(X). Si on est int~ress6 par l 'existence de G, le recours au crible pond6r~ 
est inutile; le crible de Brun, par exemple, suffit. Puisque pour g = 1 on 
retrouve le principe du ping-pong, l '6nonc6 suivant appara~t donc comme une 
g~n~ralisation du Th6or~me 0: 

Th$or~me 0his. Soit  all une suite d'entiers engendrde par un automate irr~duc- 
tible. II existe une constante G e t  une infinit~ d'Mdments de ql ayant au plus 
G fi tcteurs premiers. 

Notre d~marche est beaucoup trop g~n~rale pour conduire /t des valeurs 
optimales de G en fonction de l 'automate 9.I, mais fournit des exemples de 
suites non engendr~es par un automate irr6ductible: 

Corollaire 0. Soit q~(n) une fonction tendant vers l'infini avec n. Alors aucune 
sous-suite non vide de l 'ensemble 

{n;og(n) > I~(n)} 

n'est  engendr~e par un automate irrkductible. 

Notre but est d 'acc6der h des petites valeurs de G dans le cas particulier 
des suites ~q,b des entiers n tels que s(n)  soit eongru ~t b modulo q, (ainsi, 
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on a ,~r = ~/2,0 et ~ r  ~r Volontairement, nous nous restreignons 
aux d6veloppements en base 2, les autres bases engendrent d'autres types de 
probl~mes qui feront l'objet d'un prochain travail. L'un des objets de cot article 
est de montrer le 

Th6or~me 1. Pour tout choix des entiers q >__ 2 et b, la suite ~q.b contient 
une infinit~ d'entiers ayant au plus deux facteurs premiers. Plus pr~cis~ment, 
on a I(2 minoration asymptotique 

2( 
t{n;n < x,s(n) - b (modq), n = pl ou n = piP2}] >>q logx ' 

Signalons que l'ordre de grandeur esp6r6 du cardinal minor6 pr6c6demment 
est x(log logx)/ logx,  et que, pour q = 2, l'application directe du principe du 
ping-pong et de ses am61iorations conduisent ~ une minoration de moindre 
qualit6. 

Les techniques employ6es darts ia preuve du Th6or~me 1 sont cellos du 
crible lin6aire appliqu6 h dq,  be t  passent ainsi par une 6rode de la repartition 
en moyenne de ~q,b dans les progressions arithm6tiques. Nous posons done 
pour a et d entiers, 

Aq, b(x;d,a) = I{n < x;s(n) =- b (modq), n ___- a(modd))  I , 

les quanfit6s A+(x;d,a)  ayant une d6finition 6vidente. Nous verrons que la 
preuve du Th6or+me 2 ci-dessous repose sur la majoration de l'im6grale Ijv(Q 
d6finie par 

1 

IN(~) = f ~ I COS(~Z(2"t+ ~))ldt,  
0 0 ~ n < N  

et, en particulier, pour r fix6, sur les valeurs des constantes C v6rifiant la 
relation 

(1.2) /N(r = O(C u)  (N , cr  

Nous montrerons le 

Th6or~me 2. Soit Cq une constante vbrifiant (1.2) pour tout r E { ~, . . . , ~q l }. 
On a, uni[brmOment pour x et D supOrieurs ?~ 1 

(1.3) ~ max max A q b ( y ; d , a ) -  ~d 
d~_D y~_x 

_ o + l o g . )  

pour une certaine constante ~q < 1, 

Pour rendre plus parlant le Th6or~me 2, il faut proposer des valeurs 
de Cq. Nous verrons au paragraphe IV.I, qu'on pout, pour tout q, prendre 

Cq = 1/x/~, le second membre de (1.3) 6tant alors, pour tout A, en O(x(log x)-a), 
pour D =xl/2(Iogx) -ntA). Ceci est l'exaet analogue du th6or~me de 



Sommes des chiltres et nombres presque premiers 577 

Bombieri-Vinogradov pour les nombres premiers. Nous montrerons la 

Proposition 1. Pour tout r&l  ~, on a 

Autrement dit, (1.2) est v6rifi6e pour tout ~, avec le choix C = 0,679661... 
La Proposition 1 et le Th6orbme 2 entrainent imm6diatement le 

Corollaire 1. On a 

max max Aq,b(y; d ,a )  - ~d = Oq'~(x(l~ ) - a ) '  
d~D y<x 

pour tout A e t  D = x ~ 

II est alors facile d'appliquer les formules du crible pond6r& La grande 
valeur de l 'exposant de r6partition, ~ savoir 0,55711 ne nous oblige pas/~ re- 
courir fi des systbmes de poids tr~s sophistiqu~s: les poids de Richert sont suffi- 
sants. Le Th~or6me 9.3 et la page 258 de [H-R] fournissent la valeur 
A2 = 3 - ( tog(I  8 /5 ) ) / log  3 = 1,8340. Donc, puisque 0, 55711 > l/A2, le crible 
pondbr6 appliqu~ fi la suite ~r N [1,x] donne directement le Th6or6me 1. 

Une autre application du Corollaire 1 nous est fournie par la formule de 
majoration du crible lin~aire. On a, de fa~on classique la majoration 

2 x 
[{p; p < x, s ( p ) -  b (modq)}[  < 

= = 0,5571 q l o g x '  

pour x suffisamment grand; d'o~, en sommant cette majoration sur les 
classes b n'appartenant pas/~ une ensemble .~. de classes de congruences modulo 
q et en appliquant le th6orbme des nombres premiers, on obtient par soustrac- 
tion le 

Corollaire 2. Soit q un entier au moins ~yal gt 2 et .~ un ensemble de classes 
de congruences modulo q. II existe alors une infinitk de nombres premiers p 
tels que s ( p )  E .~ d~s que [-~1 > 0,722 �9 q. 

Ce Corollaire ne donne rien pour q = 2 ou q = 3 mais indique, par ex- 
emple, qu'il  y a une infinit6 de p,  et m~me une proportion positive, avec 
s ( p )  = 0, 1 ou 2 (modulo 4). On verra par la suite, que q 6tant donn6, on 
peut ambliorer la valeur de Cq, et ainsi diminuer quelque peu la valeur de la 
constante apparaissant dans le Corollaire precedent. 

Les int~grales IN(~) ont un int~r~t intrins~que. Par la th6orie des op6rateurs 
de transfert, nous en donnerons des 6quivalents asymptotiques sous la 
fomae du. 

Th6or~me 3. Soit  ~ non entier. II existe deux constantes absolues tr et 2~ > 0 
telles que, pour N ~ oo, on air l'~#alit~ 

(1.4) IN(~) = ,r + o (1 ) ) .  
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Signalons qu'un tel 6nonc6 est faux pour ~ entier. En effet des manipulations 
616mentaires de trigonom6trie conduisent h l'6galit6 

i ] sin2N~tl 
IN(O) = 2-N f -: dt 

0 s i n / r t  ' 

puis des techniques simples de d6coupages d'intervailes, de changements de 
variables, de majorations et de minorations conduisent ~ la relation 
IN(0) • N2 -:r Ce comportement diff6rent de l'int6grale IN(~) pour ~ entier 
s'interpr&e, en terme de d~composition spectrale de l'op&ateur Po (voir para- 
graphe V) par un bloc de Jordan de longueur 2 associ6 ~ la valeur propre 1. 

L'&ude de la fonction ~ ~ 2~ peut donner lieu/l d'int6ressantes questions 
tant th6oriques (comportement local, global, en moyenne...) que num6riques 
(encadrement de 2~, quotient de Rayleigh de l'op6rateur de transfert qui lui est 
associ6...). Ainsi dans ce travail, nous nous sommes restreints, par la minoration 
de IN(() et par la Proposition l, ~ l'encadrement g6n6ral 

1 
< 2~ < 0, 679661... 

pour ~ non entier. 
La suite de notre travail sera uniquement consacr6e au cas q = 2 que nous 

6tudierons plus soigaeusement. Nous poserons 

IN =IN = f H [sin(zn~t)l dt .  
0 0 ~ n < N  

La valeur num6rique prbcise de 2 = ~1/2 nous semble quelque peu d61icate/i 
appr6hender. Des ealculs sur machine de l'int6grale Iu nous am~nent/l penser 
que 2 = 0, 661.. La m&hode choisie, pour deviner cette valeur de ~ consiste en 
un d6coupage de l'intervalle [0, 1] en 2 N intervalles off le produit des foncfions 
sinus a un signe constant, en une int6gration formelle sur chacun des intervalles, 
grace au programme Mathematica, enfin, en un calcul exact par une diff6rence 
des valeurs de ces primitives aux bomes. II est facile de voir que le calcul 
pr6c6dent sature tr~s vite, nous n'avons calcul6 qu'une douzaine de valeurs 
de I~r. 

Nous montrerons ~ la Proposition 2, clue, dans (1.3), on peut prendre 

?2 = log 3/log 4 .  

Par une m6thode directe, nous d6montrerons l'encadrement 

(1.5) C21 < 2 < C20 

o/l les constantes c21 et C20 seront d6finies comme minimum et maximum de 
certaines fonctions. Elles ont respectivement pour valeurs num6riques 
c21 = 0, 654336... et C2o = 0, 663197... I~tant donn6 le contexte, il n'y a gu&e 
de risque de confusion avec Cq apparaissant dans (1.3). 

Le Th6or6me 3 permet d'6valuer la norme t[ " Ill de certains polyn6mes 
trigonom&riques li6s aux suites automatiques. En 6erivant la fonction carac- 
t6ristique de a /+  sous la forme (1 + (-l)S(n))/2 et en anticipant ia tech- 
nique qui sera d6velopp6e au paragraphe II, on a l'6galit6 suivante (nous nous 
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restreignons au cas x = 2 g, pour raison de commoditr): 

! I fo .e~<x + exp(2niaa) d~ 

= ~fl i n<x y~ ( -  1)s(") exp(2nin~) d~ + 0 

KI/2 . A _- 12 " 2N " / ~  + O(logx) ,.o --~---x , 

off A est une constante absolute comprise entre 0,3881 et 0,4075. 
La suite d + se diff~rencie totalement de la suite ~+  de Rudin-Shapiro 

6voqure ci-dessus: soit ~, le nombre de blocs 11 dans le d~veloppement en 
base 2 de ~+.  On a donc 

f exp(2nib~) de 
o b 

1 l exp(2ninoO = ~o f n~<x(-1)e" da +O(logx)<<x '/~ , 

par I'inrgalit~ de Cauchy-Schwarz. Par contre, on a la minoration 

'L~<~ exp(2nincO ( i  ) ~  } - '  f ( -  1)~" d~ > I "  12d~ sup I " "  I 
0 k 0 N e N I  

Mais la suite de Rudin-Shapiro jouit de l'importante proprirt~ que le sup 
pr~crdent est O(x I/2) ([Ru, Sh] et aussi [A-MF] pour des grnrralisations); en 
conclusion, on voit que, ~ la totale diffrrence de s/+, la suite ~+  v6rifie 
l'encadrement 

1 
f ~ exp(2nibot) da x x 1/2 . 
o b 

Pour revenir ~t notre propos principal, nous reportons darts (1.4) et dans 
(1.3) la majoration (1.5), nous obtenons alors directement le 

Corollaire 3. On a l'~galitd 

t Y l = O(x(l~ ' (1.6) ~ max max A•  ~-~ 
d<=D y < x  

pour tout A et D = x ~ 

I1 est bon d'insister sur la valeur tr~s 6levee de l'exposant 0,5924, qui pour- 
rait mrme ~tre pouss~e au-del/L de 0,595, si notre hypoth~se sur la valeur num- 
6rique de 2 6tait vrrifi~e. En fair, il nous suflirait d'avoir dans le Corollaire 3, 
un exposant quelque peu inf~rieur/t 0,5 pour en d~duire le Th~or~me 1, en 
combinant des m&hodes renommres de throrie analytique des nombres: crible 
pond~r~ et principe d'inversion du rrle des variables d'Iwaniec-Chen, mrthodes 
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qui menbrent /~ la preuve du Thror~me de Chen cit6 auparavant. En d'autres 
termes, le Thror~me 1 (avec q = 2) quoique trrs attrayant, est beaucoup moins 
profond que le Corollaire 3. 

La puissance du crible sera augmentre en profitant du fait de la densit6 de 
d +. Ainsi, par le crible linraire et le Corollaire 3, nous obtenons la minoration 
classique 

x 
(1.7) [{a E ~ + ; a  __< x, Pla ~ P > X0'296}1 )> Iogx 

En jouant sur la combinatoire qui est au drpart des formules du crible 
de Rosser-Iwaniec, il est possible de tenir compte de termes systrmatiquement 
oublirs par le crible grnrral ([l-J, Ha, Fo] par exemple); dans notre cas, ils sont 
alors traitrs par l'inversion du rrle des variables et une majoration absolument 
triviale (voir (7.1)). Ceci nous conduira au 

Corollaire 4. Soit D v~rifiant pour tout d t'~galit~ (1.6). 

Alors, pour z ~ oo et 2 < z < D�89 on a la minoration 

[{a E d + ; a  < x, pla ==*. p >= z}l 

x e - ' (  ( logx '~ ( logx '~ ( logD'~ ~ 
=> (1-~ _F\ l - -~gzJ  + f k l o g z J  - F  k logz J J  " 

Dans cette expression F et f sont les Jbnctions classiques du crible lindaire 
et Y est la constante d'Euler. 

Signalons tout d'abord que la minoration standard de la quantit~ en question 
au C0rollaire 4 est 

Ixe-~ ( l o g D ~  (1.8) (1 
~  k, logz ] '  

i 

qui implique directement (1.7), puisque f ( s )  > 0 pour s > 2. Pour illustrer 
le gain apport6 par ce corollaire, il suffit de savoir que F(s) = 2e~ pour s < 3 -7-, = 
et f ( s )  = 2~1o~(~-1) pour 2 < s < 4; on volt alors que (1.7) est vrai avec un 

S 

exposant 16g~rement suprrieur g la valeur critique 1/3 au lieu de 0,2951. Cette 
remarque redonne une drmonstration du ThSor~me 1, toujours pour q = 2. Le 
gain par rapport/t la formule (1.8) de minoration du crible linraire est d'autant 
moindre que la valeur de logD/logx est grande, ou encore logD/logz est 
importante (lemme fondamental du crible). 

Une autre faqon de tendre vers la notion de nombre premier est de se situer 
dans un problbme de crible, autant que possible assez naturel, clans lequel 
la dimension soit assez proche de 1. C'est ce qu'ont fait Iwaniec ([Iw2]) 
puis Iwaniee et Pomykala ([I-P]) qui se sont intrressrs au probl~me de la 
reprrsentation d'un entier grand, ou d'un entier fix~ eomme somme ou comme 
difference de deux normes d'idraux d'une extension ab~lienne de (t~ de degr6 
3 ou 4. Les dimensions des cribles rencontrrs sont alors 2/3 et 3/4. En nous 
inspirant de ees articles et en remplagant le principe d'inversion du rrle des 
variables par l'in~galit6 (7.1), nous montrerons le 



Sommes des chifl]'es et nombres presque premiers 581 

Corollaire 5. Soit K / Q  une extension abOlienne de degrO k = 2, 3 ou 4. On 
a alors la minoration 

[{a c ~r a < x;c~ = N ~ ,  9.IidkaldeK}[ >> x(logx)~ - l  . 

L'61aboration de cet article tilt facilit6e par des conversations avec Jean- 
Pierre Conze, Loic Hervd, Francois Parreau et Jo~l Rivat. Qu'ils en soient 
remerci6s ! 

II Passage aux sommes trigonom6triques 

Nous commenqons par 6tudier le comportement de ~gffq, b dans une progression 
arithm6tique fix6e. Cette &ude, qui a 6t6 d6jh mende par Gelfond ([Ge]) (voir 
aussi [Fi]), prdsente un intdr& intrins+que et est un passage oblig6 avant l'6tude 
en moyenne faite au Thdor~me 2. Nous donnons une d6monstration un peu 
diffdrente de la 

Proposition 2 (IGe] Th6or~me 1). Soit ~ un nombre complexe de module 1. 
Posons 

S:(x;d,a) = ~ U "~ . 
0 < t t < x  

n~a(mod d) 

On a, unijbrmkment pour x > 1, a et d entiers (d >= 1), 

(2.1)  &(x ;  d, a )  = Or 

(2.3) 

( l vee  7q : =  ff lax{7(ff) ;  

)'2 = log 3 / log  4. 

o2 7(0  < 1 s i  ~ # i, 
et, clans le cas o2 ~ =- - 1 ,  l'in~galitO plus prkcise 

(2.2) IS-l(x;d,a)l < (1 + v /3)  x <l~176 . 

Uniformkment pour a e t  d > 1 entiers, on a l'~galitk 

X 
Aq, b(x;d,a) = -~  + O(x~r . 

~q = 1, i f # l }  < 1. En particulier, on a 

Enfin, pour tout D < x et pour tout A, on a l'dgalitd 

(2.4) y~ ~ q,b(X;d,a) -- = O(Dx) + OA(X2(1og2x)-A). 
d<_D a=0 

1. D6monstration de la Proposition 2 

Posons, pour ~ r6el, 

Tr u,a ) = 
O<n<x 

(s(n)e2i~(n--a)~ , 
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on d6duit alors, par orthogonalit6 des caract~res, l'6galit6 

(2.5) Sr T~ (x;  J , a )  . 

Majorons T((x; ~, a) uniform6ment par rapport ~ ~. Nous partons de l'6ga[it6 

Ir~(x; ~,a)l = I~r 

avec 
re(x, ~ ) =  T~(x; ~,0). 

Nous divisons la d6monstration en deux cas: 
(i) x = 2 u avec N entier. L'existenee et l'unicit6 de l'~criture de tout entier 

en base 2, factorise Tr u, ~) sous la forme 

Tr ~) = 1"-[ (1 +e2in(2%+r 
O<=n<N 

en ayant pos~ ~ = e zin~, ce qui conduit h l'6galit6 

IT,,(zN,~)I = 2N 1-I I cos(~(2"~ + #))1 -- 2NIFu(~,r 
O~n<N 

avec 
FN(a, ~) = 1-I c~ 2n~ + r  

O'gn <N 

Dans le produit FN(a,~),  on regroupe les termes deux par deux, d'ofl 
l'6galit6 

IFN(cq r = O ({max I cos(.(t + O)cos(n(2t + r ~v/2) ; 

puisque ~ n'est pas un entier, le maximum ci-dessus est stfictement inf6rieur 
1, d'o/h dans ce cas, l'6galit+ 

Fu(cr = O(fl(~)N), (fl(r < 1) ,  (2.6) 

et enfm 

(2.7) Tr ~) = O(x~(r 

avec y ( [ ) : =  1 + logf l (~) / log2  ( <  1). 
(ii) Cas g6n6ml. On peut supposer que x est un entier qu 'on 6crit 

sous la forme x = 2 ~ + �9 -. + 2 "* avec n~ > �9 �9 �9 > n,. La somme ~tudi6e se 
d6compose en 

(2.8) T~(x, ~ ) = Tr n' , o:) + (e 2i"2"' "T;(2 n2, ~) 

+ (2e2in(2nt +2"2)~T((2n3, ~t) + - . "  

une application r6p&6e de (2.7) ~ chacun des 616ments ~ droite de (2.8) montre 
alors ClUe (2.7) est vraie clans tolls les cas. Il suffit de regrouper (2.5) et (2.7) 
pour terminer la preuve de (2.1). 
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La preuve de (2.3) consiste ~ 6crire l'~galit6 

(2.9) Aq, b(x;d,a) = 1 ~_, ~_bSr ; 
q r 

le *emae { = 1 est le terme principal, il vaut donc x / ( q d ) +  O(1), dans les 
autres cas, on applique (2.1). 

Enfin, puisque (2.3) implique que aCq, b v~rifie le crit}re U de [Ho], par le 
Th6or}me 1 du m~me article, on volt que cette suite v&ifie un th~or~me h la 
Barban-Davenport-Halberstam, d'ofi (2.4). 

2. L e c a s q = 2  

Dans ce cas, on 6crit 

= f sin(ncOll/31 sin(2N-Im@ 2/3 

n=N--2 
x I-I (I sin(2nrc~)12/3[ sin(2n+lrc~)l 1/3) 

n : 0  

n=N--2 

< I-I r sin(2"rc~)j), 
n=0 

off on a pos6 rp(t) = t2/3(2tlv/-~-t2) 1/3. Cette fonction est d6finie pour t E [0, 1] 
et atteint son maximum en t = v~ /2  or1 elle vaut vrS/2. 

On a donc montr6 l'inbgalit6 

(2.10) cq =< , 

valable pour tout e r~el, on d6duit aiors l'in6galit6 

I r_,(2N,~)I=< 2 ( v 5 7 - ' .  

Dans le cas g6n6ral, on fait la m~me d6composition que dans (2.8) d'ofi 
l'in6galit6 

IT_~(x, o01 __< --~3 ( (v~)" t  + . . .  + ( v ~ )  "k) < (1 + v~) (v '3 )" '  

= (l + v5)(2", + . . .  + 2"~)~, __< (1 + vS)x~ ,  

ce qui, grRce/l (2.5), termine la d6monstration de (2.2). 

3. Remarques 

I1 nous faut signaler le caract~re quasi-optimal de ?2 dans (2.2) et (2.3), en 
effet en choisissant �9 = 2/3 et en constatant que 2 n ~  = -t-2n/3 (mod 2~), on 
a l'6galit6 

17'_ ~(2 u, 2/3 )l = 2N('v~/2 yv. 
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Cette quasi-optimalit6 se retrouve si on se reporte au r6sultat de Newman 
([Ne]), raffin6 par une autre m6thode par Coquet ([Co]), qui a montr6 l'6galit6 

li--'~ ~ .  <N(- 1 )s(3n) 
= 1, 60195... 

Autrement dit, dans l'6nonc~ de la Proposition 2, on ne peut remplacer la 
constantr 1 + v ~  = 2, 732... de (2.2) par une constante inf~rieure h ~ - 372 - -  
0, 67071... Au vu du choix prSc~dent de ~ et des r~sultats de Newman et 
Coquet, on per~oit le r61e particulier le l'entier d = 3. 

III Preuve du Th~or~me 2 

L'objet de ce paragraphe est d'utiliser les techniques du grand crible qui ont 
montr6 toutes leurs forces dans le cadre de la r6partition des nombres premiers 
dans les progressions arithm6tiques (th~or~me de Bombieri-Vinogradov). Pour 
transformer la partie gauche de (1.3), on 6crit, grfice ~ (2.5) et (2.9), les 
relations 

m~xAq.b(y;d,a) Y I <  1 d T r  (3.1) - ~  = ~ E y, +1  
./=0 ~q=l,~*l 

= ~ k qd j=l E y, + --d - + l , 
~'q=l,~+ 1 

la demi~re 6tant impliqu6e par (2.7). 
Soit 2 N la plus grande puissance de 2 inf~rieure ou 6gale/l x. Par l'identit~ 

(2.8), on a, pour tout y __< x et tout ~ r6el, l'in6galit6 

ITc(y,~)I < E [Tc(2",")I, 
n~_N 

puis, en utilisant (3.1), en faisant un d6coupage dyadique de l'intervalle [1,D] 
et un changement de notations, on est ramen~ A prouver, pour tout D et tout 

racine q-~me de l'unit6 diff6rente de 1, la relation 

(3.2) ~ ( D ) : =  ~ ~ T~ ( 2 N , ~ )  
D/2<d~_D 0 < j < d  

( 2"2 . logCa. + Dlogx) )  = 0 [(2Cq)ND 2 + 2rqN(D t -rq~- or~g2 J 
J 

/ 
1 

Pour faire apparaitre les fractions l id sous forme irr~ductible, nous ~crivons 
l'6galit& 

fr = ~ ~Y~(Du-1), 
u~D 

(3.3) 

avec 

I z/2<d~z 0 < j < d  
(.Ld)=~ 
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Nous voulons prendre en compte les effets de moyenne sur les fractions 
_/ d' autrement dit ramener la somme double &udi~e ~ f o  1 1Tr N, t)ldt. Pour ce 
faire, nous appliquons le lemme de Sobolev-Gallagher, c61~bre dans le contexte 
du grand crible ([Mo] Lemma 1.2): 

Lemme 1. Soient To, T > 6 > 0 des hombres rdets, f une Jonction de classe 
~fl sur l'intervalle [To, To + T]. Soit J un ensemble de hombres rdels de 
t'mtervalle [To + ~, To + T - ~], vdrifiant It - t'l >= a pour tous rdels t e t t '  
de Jr. On a alors t'indyalitk 

ro+r 1 ro+r 
~2 If( t ) l  <= a -~ f If(x)ldx +-~ f I f ' (x) ldx.  
t~.r To ro 

Nous appliquons ce lemme avec To = 0, T = 1, 

J =  { j / d ; ( j , d ) =  1,1 __<j < d,d  < Du-m}, 

donc on peut choisir 6 = u2D -2. Le choix d'appliquer ce lemme avec 

f ( t )  = 2 N 1--i cos(rc(2"t + 4)) = 2NF~(t, ~), 
ON n<N 

quoique naturel, a l 'inconv6nient de donner lieu / tune  d6riv6e f t ( t )  d'ordre 
de grandeur trop 61ev& Nous introduisons donc un entier Nb compris entre 1 
et N e t  nous d6composons FN(t, 4) en 

FN(t, ~) = FN, (t, 4)" FN-N, (2 N' t, ~) 

ce qui donne, en utilisant (2.6), l'in~galit6 suivante valable pour tout t r6el 

(3.4) 1Tr N, t ) l  = o(2N(fl(~)) N-N' IYu, (t, 4)1 ) ,  

d'o/I la relation 

(3.5) tE,•E [Tc(2N, t)' = 0 (2  N " (~ (~ ) )  N-NItE,f ~ IFN'(t' r " 

Par d6finition de Cq, on a la relation 

(3.6) 
1 

f IFN, (t, r = o(c , ). 
0 

On majore trivialement F~ (t, r d'ofi les relations 1 

IF~q(t,r < ~ 2i7t I-i I cos (u(2J t+r  
i<N 1 j#i;  j < N  1 
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l'6galit6 (3.6) appliqu6e ~ Fi(t, 4) donne la relation 

(3.7) f [F~(Nt, t)tdt = O f i : O((2Cq) zVl ) ,  
0 i 

puisque nous verrons au paragraphe IV.l, que Cq v6rifie n6cessairement 
l'in6galit6 Cq > I/2. On regroupe maintenant (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) dans 
le Lemme 1 pour 6crire la relation 

a~Y~(Du-') = 0(2  N . 2(~q-IXN-N1)(D2u-2C~, + (2Cq) N' )) ,  

en ayant remarqu~ l'in~galit~ fl(~) =< 2~q -1. 
On choisit pour Nl le minimum de N e t  de la partie enti+re de 

21og(D/u)/iog2; on est donc conduit ~ la relation 

~*( Du- '  ) = O ( (  2Cq )N D2 u-2 + 2'qN (O2u-2 )2-'q+ ~ ) ; 

nous sommons par (3.3) sur u, puisque nous ignorons les tailles respectives 
de Cq et yq nous devons envisager les deux 6ventualit~s de convergence ou de 
divergence de ia s6rie en u, d'ofl la relation 

X~(D)= O ((2Cq)ND 2 + 2YqN(D2(2-Yq+~} + D l o g / ) ) ,  

ce qui est exactement la formule (3.2) recherch6e et termine la preuve du 
Th6or~me 2. 

IV l~tude asymptotique des int~grales In(~) 

1. Premieres observations 

L'objet de ce paragraphe est d'avoir une premi&e idee sur les constantes 
C v6rifiant (1.2). En fait nous sommes interess6s par une 6valuation de 
llF~(-,Ol[l. La norme IIFN(',~)II2 se calcule directement, c'est une 
cons6quence du lemme suivant 

Lemme 2. Soit nl . . . . .  nk une famille de k entiers tels que, si l esc  i sont des 
coefficients valant 0 ou :kl, on ait l'implication 

~ini ---- O =e~ ~i = O (1 < i < k) . 
t<i~k 

Alors pour tout r~el 4, on a l'~galit~ 

1 

f 1"I I cos(zc(ni t + ~))12dr = 2-~ 
o 1 <i<k 
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D~monstration. Soit I l'int6grale 6mdi6e. La trigonom6trie entraine 
1 

I = 2 - k f  1-I (1 +cos(2rc(nit+()))dt, 
0 l < i ~ k  

on d6veloppe le produit sous I'int6grale, on utilise de faqon r6p6t6e l'6galit6 
cos a cos b = (cos(a + b) + cos(a - b))/2,  pour se ramener A calculer les 
int6grales 

f cos 2~- ~ e~(n~t + ~) dr, 
o i 6 k  

avec ci = 0, •  Par hypoth~se, seule l'int6grale avec tous les  ei nuls est non 
nulle et vaut 1, d 'oh le r6sultat. 

Puisque des puissances de 2 distinctes v6rifient trivialement los hypotheses 

du Lemme 2, on a directement lIEN(.,  r = - - (v /~  ) - N ,  puis par l'in6galit6 

de Cauchy-Schwarz, l'in6galit6 lIEN(. ,~)ll~ =< (v~)  -N, en d'autres termes on 
a montr6 que dans (1.2), on pout, pour tout ~, choisir C = x/2/2 = 0,7071.., 
valeur, qui, comme nous l 'avons vu, conduit ~ u n  6quivalent du Th6or~me de 
Bombieri-Vinogradov pour les suites ~r L'in6galit6 

lIEN( �9 ,r > lIEN( - , r " , OI1~o 1 

et la formule (2.6) entra~nent que pour chaque 4, on a, pour tout C v6rifiant 
(1.2), l'in6galit6 C > (2fl(~)) - t  > 1/2 pour r non entier. En partieulier pour 
r = 1/2, on a toujours C > v~ /3  = 0,5773... 

2. Un abord direct 

Pour am~liorer notre connaissance de IN(l), il faut 6viter la norme I1" 112 et 
profiter des changements de variable x ~ * 2x et x ~ , 2x - 1. On ~cfit donc 

1 

0 
l 
2 

= f lcos(n(x + ~))]. IFN_l(2x, 4)1 dx 
0 

1 

+ f [ cos(~(x + ~))[. IFg-d2x, ~)l dx 
l 

1 cos (TO X 

X 
' 1  s i n ( r c ( ~ + r  .[FN-l(X,r 

1 

= f ~o~(x, ~). IEN-,(x, 4)1 dx;  
0 

off l 'on a pos6 ~01(x,~) = 1 x [sin(re(} ~))l). r cos(~(~ + O)1 + + 

(4.1) I cos(~r(x + ~))I" IFN-~(2x,~)I ,Ix 
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Construisons par r6currence la suite de fonctions q~k(x) (k > 1; 0 < x < 1), 
par la formule 

~ok+l(x, r = 

Enfin, par une r6currence 6vidente, la formule (4.1) s'6tend en 

1 
IN(~) -- f ~0k(x,r �9 IV~,-k(x,r <- k <_ N) .  

0 
(4.2) 

Posons 
Mk(r  max lq~k(x,~)l~ , 

0<x ~ I 

l'6galit6 (4.2) entraine la majoration 1N(~) < (Mk(~))klN-k(~) et par suite 

(4.3) /N(r = Ok(Mk(~)N), 
ce qui revient /t dire que dans (1.2), on peut prendre C = Mk(~). 

I1 reste g donner des valeurs int6ressantes de Mk(~). I! ne semble pas 
6vident de donner, pour tout k, la valeur de Mk = suP0__<r Mk(r mais nous 
y sommes parvenus pour k = 2 en montrant l'6galit6 

(4.4) Mz = (c~ ) 1/2 

qui, par (4.3) conduit directement h la Proposition 1. 

3. Preuve de (4.4) 

Une r6currence facile conduit/t la relation de sym6trie 

cpk(x, 1 - ~) = cpk(1 - x , r  

valable pour tout 0 < x < 1 et 0 < ~ < 1, donc dans la d6finition de Mk, 
on peut se restreindre ~ l'intervalle 0 < r < I/2. Pour contourner la difficult~ 
engendr~e par les valeurs absolues dans les formules r ~), nous ins6rons 
dans les arguments des fonctions trigonom&riques la fonction 0, d6finie sur 
[0,1] ,par  O(t)=O s i 0  ~ t < 1 - 2 ~  et O(t)= 1/2 si 1 - 2 ~  < t < I. On a 
donc 

+ t + ) ,v,(x, r = 

= ~  cosrc ~ + ~ + 2 0 ( x )  + s i n n  ~ + r  

1 ) 
= - - c o s ~ r  + ~ -  - 0 ( x )  

2 4 " 

(ce qui redonne 6videmment l'6galit6 MI = x/'2/2). 
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De m6me on peut 6crire 

q % ( x , ~ ) = - ~ - -  cosn  + ~ - ~ - 0  coszc g + ~ + 2 0 ( x )  

soit encore, en utilisant la formule 

(4.5) c o s a c o s b + c o s c c o s d = c o s  
a+b+c+d a+b-c-d 

589 

c o s  
2 2 

a-b+c-d  a-b-c+d 
+ c o s  c o s  

2 2 ' 

on parvient ~t l'6galit6 

~,2(x, ~ ) = --i- 

1 (O(2)-O(~-))+O(x))  +cos~(~_+~ 
(4 1 ,( ( ~ ) ) ) ]  

En majorant certains Icos I par l, on a l'in6galit6 

-[~os~(~ m(o(~)_o(x~l))+o,x,)l ~o2(x, ~) _-< -X- 

maintenant, en utilisant l'6galit6 lal + Ibl = max(la + hi, la - bf) et la trigono- 
m6trie, on parvient A l'in6galit6 

-~  {Ic~ ~ (~+~ ))r - 2 max x + cos rc - , 

sinrc(~+O(x')sinrc(~+~(O(2)-O(~-))) } 
1 

__< ~ c o s g ,  
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puisque, on a constamment l'6galit6 

cosrc ( 1 + O ( x ) ) [ = s i n n ( ~ + O ( x ) ) = - - 2 - ' v ~  

et 

(v6rification 616mentaire, en distinguant la place de ~ par rapport g 1/4). 
1 La valeur ME est effectivement atteinte par ~oE(�89 7), ceci termine la preuve 

de (4.4). 

V Preuve du Th6or6me 3 

L'objet de ce paragraphe est de donner le d6veloppement asymptofique de 
IN(c) en faisant appel /l des techniques plus profondes que celles rencontr6es 
au paragraphe IV.2. 

Sur l'espace E des fonctions f lipschitziennes sur [0, 1] muni de la norme 

, , [ f [ , [= sup , f ( x ) [ +  sup [ f ( x ) _ - f ( y )  , 
0 < x < l  0_~x<y_~l Y 

on consid~re l'op6rateur Qr d6fini par 

Q~f(x) = 2[ cos ~(x -4- ~)j f ( 2 x ) .  

On a donc les 6galit6s 

1 1 

IN(r  2-N f (o~r 1) dx =2-Nf(p~V~ 1) dx ,  
o o 

off PC = Q~ est l'op6rateur adjoint de Q~: 

L'op6rateur P~ est l'op6rateur de transfert associ6 /~ la fonction positive 
]cos Tc(x + ~)[ (pour cette d6finition, voir par exemple le paragraphe 3 de 
[Her2]). La d6composition spectrale de P~ sur E est r6solue par la s&ie de 
r6sultats suivants. Tout d'abord, on rappelle la d6finition de quasi-compacitd: 

D6finition 4. Soit (L, Ill" I[IL) un espace de Banach complexe; un opOrateur 
T bornk sur L, de rayon spectral p(T), est dit quasi-compact s'il existe un 
nombre rod r >__ 0 et deux sous-espaces F et G supplkmentaires dans L, 
stables par T, tels que 

i) F est fermd et le rayon spectral de TIE est strictement in]~rieur it r, 
ii) 1 < dim G < +oo et TIG n'a que des valeurs propres de module > r. 
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Le point crucial est la 

Proposition 3 ([Her2]). Pour ~ non entJer, l'opdrateur de transJert P~ de E 
est quasi-compact. H admet 

p(e ) = ItP  

comme rayon spectral et unique valeur propre de module P(Pc) et poss~de une 
fonction propre associ~e ~ strictement positive sur [0, 1] avec ~b(0)= if(1 ). 

On a la dkcomposition spectrale suivante de PC: 

o~ Fr est un sous-espace de E, stable par Pr tel que le rayon spectral de 
Pr162 soit strictement in~krieur gt P(Pc). 

Ce rrsultat obtenu par Herv6 (Thror~mes 3.l et 4.2 de [Her2]) Iors de 
l'rtude des fonctions d'~chelle dans le cadre de la th~orie des ondelettes, r~sulte 
de la throrie spectrale des oprrateurs de transition, d~veloppre par de nombreux 
auteurs ~ la suite des travaux de Ionescu Tulcea et Marinescu ([IT-M]). 

Pour pouvoir appliquer le thror~me 4.2 de [Her2], on v&ifie que si ~ ~ 7/,, 
il n'existe pas de cycles prriodiques invariants pour la fonction [cos rc(x + ~)l, 
c'est-~-dire qu'il n'existe pas de nombre entier q > 1, tel que 

V n c { 1  . . . . .  q}, V k < 2 ~ , c o s r t ( 2 ~ k  1 + ~ + 1 ) = 0 .  

Mais puisque la fonction cos rot n'a qu'un seul zrro sur [0, I], il suffit de vrrifier 
cette condition pour q = 1. 

Notons que la d~composition spectrale de P~ r~sulte d'un thror}me plus 
gbnrral dfi ~t Hennion, qui montre en particulier: 

Proposition 4 (IHenl). Supposons qu'il existe une norme II �9 [t sur L telle que T 
soit un opkrateur compact de (L, I[1" IIIL) dana" (Z, I1" II) (i.e. telle que l'imaye 
par T de la boule J'ermke unitd soit compacte pour la topoloqie Jorte) et que, 
pour chaque hombre entier n >= 1, il existe des hombres rods positifs Rn et 
r,, tels qu'on sit 

i) pour tout f de L, [11 z~ ftlIL --< R, Ilfll + r~lllflllL, 
ii) lira r 1/~ < p ( T )  

J / n  Alors, T e s t  quasi-compact et on peut prendre r = lirn r .  clans la 
dkfinition prkc~dente. 

Cette Proposition s'applique avec L = E, II1" I IlL = I[1" III et [1" II = I1" IIo~, 
voir par exemple [Herl] et [Her2]. 

La stricte positivit6 de ~b fonction propre rrsulte de l'rtude effecture par 
Conze et Raugi ([C-R]) des compacts invariants associ~s aux transformations 

x+l de [0, 1] et de la description des z~ros des fonctions x, ,~  et x ,  ) T 
propres de l'op&ateur P donn6e par Herv~ ([Herl]). Enfin, le fait que P(Pc) soit 
l'unique valeur propre de PC de module P(Pc) d6coule de la d6monstration du 
Th~or~me 4.2 de [Her2]. Ces r~sultats g6n~ralisent l'&ude effectu6e par 
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Keane dans le cadre des 9-mesures ([Ke]). Signalons, pour terminer, une 
cons6quence directe de la Proposition 3 h savoir que pour tout 0 <_ x < 1, 
la suite q~k+t(x,~)/qgj,(x,r converge vers �89 (rappelons l'tgalit6 
q~k(',r = 2-kP: 1). 

Maintenant, il suffit d'~crire la fonction 1, selon la dtcomposition spectrale 
de PC prtsentte dans la Proposition 3, ~ savoir 1 = ~ + f ,  avec e constante 
et f darts Fr pour conclure que pour N ~ c~, on a 

1 

I~r = 2 -N �9 ~ �9 (p(P~))~ f ~b(t)dt(1 + O(o-N)), 
o 

ou 0 > 1 est le rapport de p(P~) sur le rayon spectral de Pr et 2~ = p(P~)/2. 
Ceci termine la dtmonstration du Thtor~me 3. 

Vl  Le cas particulier ~ = 1/2 

Chacune des fonctions q~,(x, �89 est sym6trique par rapport ~t x = 1/2 et nous 
montrerons, au Lemme 3, qu'elle jouit de l'importante propri6t6 de concavit6. 
On a donc l'6galit6 

Mk = ~Pk , , 

le maximum de cette fonction est donc immobile, ce qui facilite 6norm6ment 
son calcul sur machine. On a le 

Lemme 3. Pour tout k, la Jbnct~on ~pk(x,�89 est concave sur [0,11. Plus 
prtciskment, il existe une suite (ak(n))O<n<2k-1 de rbels positifs telle que 

(x 1)  v/2 { 2n + l rcx 2n + l , 
~k ,~  = 2--- fn<2 k-l~ ak(n)cos \ ~  ~'kTl n )  . 

L'tnonc6 est vrai pour k = 1 puisque ~ol(x, � 89  2-~cos(~x-3)" Nous 
nous proposons de montrer, par rtcurrenee les formules plus prtcises suivantes 
(qui entrainent aussitbt la positivit6 des ak(n), n < 2 k-I ) 

(6.1) ak+,(2k-i+i)=ak(i)cos(2k+2i+'Tt)2k+2 ( i < 2 k - ' ) ,  

(6.2) ak+l(2~-l - - i - -1)=ak( i )cos(  2 . - 2 i - 1  ) 2 *-1 ~ ~ (i < ). 

Par lintarit~, il nous suffit de transformer, sous la forme recherch~e, 
I'expression suivante (voir la d6finition de q~k+l en fonction de ~0k) 

Xk(n) = cos ~ k ~ n  2k+l 7r sin -~- 

/ 2 n + l  (x+__.._ll) 2 n + l  '~ 
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= co~ ~, 2 - S w v - ~  2,+,  ~ cos  5 -  - 

/e2n+ 1 "~ rex + o=tT=jco=(7). 
Puis on utilise de nouveau la formule (4.5) avec, pour choix des variables, 

2 n +  17z 7zx it ~ =~.x. a = lrx - ~ , b = T - 2 '  c = nx et d L'expression 

6tudi6e devient alors 

X~(n) = cos + 2--~-U-Tz) cos + 2--~ 7T-Ttx 4 2 ~+2 =) 

( ~  2 n + l  ) ( 2 1  2 n + 1  7~ 2 n + l s t  ~ 
+ cos 4 2k+2 zc cos -- 2k+l 7zx - ~ -t- ~ /# . 

I1 suffit maintenant de regrouper les termes /l l'int6rieur des fonctions cos, 
c'est-h-dire 6crire X k ( n )  sous la forme 

( 2 k + 2 n + l  ) (. 2 k + 2 n + l  2 k + 2 n +  ' ) 
Xk(n) = c o s  2k+2 ~ c o s  2k+l  ~ 2k+2 7r 

( 2 k - 2 n - 1  ) ( 2 k - 2 n - 1  2 k - 2 n - I  ) 
+ cos ~r;-~ ~ cos } ; Z i  ~x - ~ 2  ~ ' 

et ainsi retrouver les formules (6.1) et (6.2). 
II reste fi calculer des valeurs de Ck := Mk(�89 = Ok(�89 �89 Ainsi, trouve-t-on 

CI = v/2/2 = 0 ,7071. . ,  C2 = ~ : ~ ~  = 0,6796..., r6sultats d6j~ trouv6s. 
Le calcul de C3 est moins direct et conduit ~t la valeur 

1 (sin0 
C3 = ~ ~ = 0,6739...  

Le calcul devient de plus en plus d61icat ~t la main, puisque ~ chaque pas, 
le nombre de valeurs consid6r~es est multipli6 par deux. I1 faut alors faire 
appel au programme Mathematica, on parvient aux valeurs approch6es : CT2 = 
0, 6644 .... C13 = 0, 664199 . . . . . . .  , C2o = 0, 663197... I1 est possible d'acc6der 
A quelques autres valeurs des Ck avec un peu plus de soins, mais le calcul sur 
machine sature tr6s vite. Ceci termine la preuve du Corollaire 3. 

Pour minorer Ix(�89 on 6crit 

IN => 0/x<lmin ~ok ' -2 o x ,  d x ,  

en posant ck = mino~=~! [q~k(x, 1/2)ik, on parvient/t 
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Puisque tpk est concave et sym&rique, on a ck = (tpk(0)) ~/~. Par la relation de 
r6currence, on a tp~+l (0, 1) = �89 (~, �89 ce qui conduit h 

1 
Ck+l = C k  1 

(2Ck)~'T 

Avec la valeur num6rique de C2o trouv~e pr6c6demment, on d6duit la minora- 
tion 

IN >> (C2~) N = (0,654336.. .)N, 

ce qui termine la preuve de (1.5). 

VII Preuve du Corollaire 4 

On note .~r l'ensemble des entiers de d + plus petits que x, de m~me 
IN(x) dgsigne l'ensemble des entiers inf6rieurs ~ x. Les performances du crible 
seront am61ior6es par I'in6galit6 6vidente suivante 

(7.1) n < IN(x) n el .  

valable pour tout ensemble infini dr d'entiers. Si l'ensemble g est assez r6gulier 
et, par sa d6finition n'a rien h voir avec ~r on peut penser que le membre de 
gauche de (7.1) est asymptotiquement 6gal h la moiti6 du membre de droite. 
Maintenant, si ~ est, par sa d6finition, 1i6 h une question g6n6rale de crible 
lin6aire, o6 le ph6nom~ne de parit6 entre en jeu, on sait que, pour majorer 
la pattie gauche de (7.1), on ne pourra pas, par le crible, faire mieux, dans 
certaines situations, que deux fois la valeur esp6r~e. Autrement dit, on a tout 
int6r& h recourir ~ la majoration (7.1). 

Pour mettre en place les formules g6n&ales du crible, ,d~-(x) et INd(x) 
d6signem l'ensemble des entiers de sC+(x) et IN(x) divisibles par l'entier posi- 
tif d. Le plus petit diviseur premier de l'entier d est d6sign6 par p(d) et 
S(d+(x),z) est le cardinal de l'ensemble des 616ments de d + ( x )  dont tous 
les diviseurs premiers sont sup6rieurs ou 6gaux ~ z. Nous travaillons avec le 
crible de Rosser, comme l'a pr6sent6 Iwaniec ([Iwl]). Associ6es au parambtre 
D, Iwaniee construit, dans le cadre de la dimension 1, deux suites de coef- 
ficients 2 + (valant 0, 1 et - 1 )  et try- (valant 0 et 1), tels que nous ayons 
l'6galit~ suivante 

(7.2) S(,d+(x),z) ~ 2~l~r ~ + + = tr# SOda (x), p(d)), 
alecz) ale(z) 

obtenue par iteration de l'identit~ de Buchstab ([Iw] pages 178 et 179). Nous 
appliquons la m~me identit6 ~ la suite ~q; par division par 2 et par soustraction, 
o n  a 

, 
(7.3) I.  1-IXal 

"~ ,/IP(z) 
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En associant l'6galit6 6vidente 

X 
(7.4) INd(x)l = ~ + 0(1) ,  

le Corollaire 3 et le fait que ~- = 0 pour d > D, on transforme (7.3) en 

(7.5) S(~r = 1S(N(x),z) 

+ O(x(logx)-2). 

Maintenant, nous ins6rons la majoration triviale, qui n'est qu'une illustration 
de (7.1) 

S(dS(x ), p(d)) < S(Nd(x), p(d)), 

et (7.5) devient l'in6galit~ 

(7.6) 

S(d+(x),z) > S(N(x),z) - ~ ~ eJS(Nu(x), p(d)) + O(x(logx)-Z). 
diP(z)  

L'6galit6 (7.2) ~crite avec sC+(x) remplac6 par N(x) exprime ~ aJS(Nd(x), 
p(d)) en fonction des INd(x)l; en reportant dans (7.6), on a 

I + 
(7.7) S(d+(x),z) >_ S(N(x),z) - ~ ~ 2 a ]Nd(X)l -- O(x(logx)-2). 

.,- diP(z)  

On utilise maintenant (7.4) et la majoration suivante du terme principal de 
la formule du crible lin~aire (voir formule (1.4) de [Iwl]): 

(7.8) ~ '~'a- ----< I-I ( 1 - 1 )  { F(l~ } 
diP(z) 7 p<z \ logz ] + O((l~ ' 

uniform~ment pour 2 _ z < D. La fonction S(N(x),z) a &~ intensivement 
~tudi6e, voir par exemple le chapitre 111.6 de [Te]. Cette fonction est notre 
cP(x, z), nous n'aurons besoin que d'une forme tr~s faible du Th~or~me 3, page 
445 de [Te], ~ savoir 

xo)( log x / log z) 
(7.9) S(N(x),z) ~ , 

log z 

avec o) fonction de Buchstab. Cette fonction d6finie par une 6quation diff6renti- 
elle aux diff6rences, v6rifie entre autres, l'~galit~ 

F(u) + f(u)  (u >= 1). 
o)(u) - 2er 

I1 reste/t insurer dans (7.7), les relations (7.8) et (7.9),/t utiliser la formule 
de Mertens, pour conclure la preuve du Corollaire 4. 
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VIII Preuve du Corollaire 5 

Comme dans l 'article de Iwaniec et Pomykala ([I-P]) ,  soit K / ~  une extension 
ab61ienne de degr6 k valant 2, 3 ou 4, dont le eonducteur est not6 A. I1 existe 
un sous-groupe ~ d'indice k de (Z/ATZ)*, ayant la propri&~ suivante 

Soi t  a un entier premier  avec A. Alors,  on a l 'kquivalence 

a est la norme  d'un ideal de K / Q  .'. > {p[a ~ p ( m o d A )  E ~ } .  
Notons maintenant 

= {a ~ ~r a __< x, a--= l ( m o d A ) } ,  

of = {a ~ IN*; a __< x, a--- l ( m o d A ) } ,  

= {p; p tA, p ~ ~,~f:(modA}, 

P ( z )  = H P ,  
p<z, p~.~ 

et 
s(~r;~,z) = I(a ~ ~ ,  pl a e t  p ~ ~ ~ p _-> z} l .  

Puisqu'un 616ment de W ne peut pas poss~der exactement un diviseur premier, 
compt6 avec multiplicit6, dans ~ ,  on voit, grace ~ la propri6t~ pr6c6dente de 
~f', que S(5~; # , z ) ,  pour z = xV2 + 1, minore le cardinal &udi6 dans l'~nonc6 
du Corollaire 5. 

L '&ude de S ( ~ ; ~ , z )  est un probl~me de erible de dimension x = 1 - 1/k 
et se m~ne, comme au paragraphe VII, en criblant en parall61e &r et off. La 
formule (7.2) se transforme en 

E E 
alP(z) air,z) 

les coefficients 2 + et a~- &ant alors relatifs ~t la dimension x. 
Nous travaillons avec les formules d 'approximation 

(8.1) l:r l = + A+(x;dA, a a ) -  , 

x 
= ?-5 + o 0 ) ,  

pour d i P ( z )  et Ctd 6tant d6fini par les congruences ad = - l ( m o d d )  et 
ad -- 0(mod d).  

On suit la m~me d6marche qu'au paragraphe VII, on arrive done /t 
t 'analogue de (7.7) ~ savoir 

I 
(8.2) s ( & r ; ~ , z )  > S ( ~ / ; ~ , z )  - ~ ~ 2~-[~ -- O ( x ( l o g x ) - 2 ) ,  

alP(z) 

le terme d'erreur venant de i 'application du Corollaire 3. 
Pour 6valuer le premier terme ~ gauche de (8.2), nous remarquons, toujours 

pour z = x 1/2 + 1, qu 'on  a l'6galit~ 

S ( O f ; ~ , z )  -- I(n < x; n - l ( m o d A ) , p l n  ~ p E g } J ,  
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dont nous connaissons un 6quivalent grace h la formule (26) de [I-P]: 

(8.3) 

,  l )x,,ogx, 
le produit des deux produits infinis 6tant naturellement interpr6t~ comme 6tant 
convergent. 

En utilisant le Th6or+me 1 de [Iwl], d~j~ ~voqu6 auparavant, on a la 
majoration 

(8.4) 2 aS < I-I 1 - F~ \ l -~gz J + O (logD) -1/3 ' 
diP(z) d p<z,(p,~)=l 

p~ ~'(mod 4) 

avec D ayant la valeur du Corollaire 3. Sur l'intervalle consid6r6, la fonction 
de crible F,, a pour expression 

A~ 
F ~ ( s )  = - -  

SK ' 

avec A,~ est une constante absolue, dont certaines valeurs sont tabul~es dans 
([Iwl], page 176). 

Quant au produit eul6rien apparaissant dans (8.4), on le transforme en 

p<z,  p E ~  p < z  

d'ofi l'~quivalence asymptotique, cons6quence de la formule de Mertens 

~p(A-----~ " (log z)--'-"-- ~ p [ X g  _ 1 )  ~ _ p )  . 

En regroupant (8.1),(8.2),(8.3),(8.4) et (8.5), on volt, que pour obtenir la 
minoration 

S(~;  ~ , z )  >> x(logx) -~ , 

il suffit de v~rifier l'in6galit6 

( k )  1 . ( l o g x ~  ~ (8.6) kF -1 - ~ . A x . e  - ~  \ ~ ]  > O. 

Pour k = 2, il n'est pas n6cessaire de faire appel h tout ce qui pr6c~de. En effet, 
on voit que, dans le cas present, on a logD/logz = 1,1848... > 1, et 1 est 
la sieving limit du crible de dimension 1/2. Autrement dit, puisque la fonction 
fl/2(s) est positive pour s > 1, on a directement la minoration recherch6e 
en appliquant la formule de minoration du crible h la fonction S(~ 
Signalons que si nous choisissons K = Q(i), nous obtenons, avec le bon ordre 
de grandeur, une minoration du cardinal 

[{n _-< x;s(n) pair, n = a 2 +b2}[ . 
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Dans le cas des extensions cubiques, le raisonnement pr6c4dent ne s'av6re 
pas suffisant, puisque la fonction f2/a(s) est positive pour s > fl2/3 = 1,2242 
alors que nous sommes au point s = 1, 1848. On e n e s t  r6duit & v6rifier (8.6), 
ce qui se fait sans peine lorsqu'on sait que A2/3 = 1,9134.. . ,  y = 0, 5772 .... 
F(1/3)  = 2 ,6789. . .  Le membre de gauche de (8.6) vaut au moins 0,196 et 
l'in6galit6 recherch6e est v6rifi6e. 

Enfin, dans le cas o6 k = 4, on utilise les valeurs A3/4 = 2 , 2 0 2 0 . . ,  
F(1/4)  = 3,6256 .... le membre de gauche de (8.6) vaut au moins 0,045, ce 
qui termine la preuve du Corollaire 5. 
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