Ueber die invariante Darstellung algebraischer Fuunctionen.
Von

M. Norrnzr in Erlangen,

Der folgende Aufsatz®) ist eine Weiterentwicklung von Ideen und
Schliissen, die in dem gemeinsamen Aufsatze von Herrn Brill und
mir, Math. Ann. VII, zuerst niedergelegt sind. Es handelt sich jetst
principiell um die Darstellung der algebraischen Functionen einer
Variabeln in dnvarianter Form, 4. h. in einer Form, welche durch
rationale, eindeutig umkehrbare Substitutionen nicht wehr veriindert
wird. Dieses ist die Form, welche jeder allgemeineren Untersuchung
iiber diese Functionen, insbesondere in der Theorie der Abel’schen
Functionen, zu Grunde gelegt werden sollte.

Nun kennt man die Quotienten der ,Functionen ¢ als solche mit
invariantém Charakter, und durch sie ist jede algebraische lunection
der betreffenden Classe auszudriicken, cinzig den hyperelliptischen Fall
ausgenommen, den ich im Folgenden ausschliesse. Um die Dimen-
sionen von Zihler und Nenner dieser Ausdriicke in den @ niher fest-
zulegen, ist vor Allem dic Frage nach der Anzahl der Relationen irgend
einer Ordnung zwischen den p linear von einander unabhingigen Func-
tionen ¢ zu behandeln. Ich weise diese Anzahl als eine in allen Fllen
Gleichbleibende, nur vom Geschlecht p der Classe abhingige nach.

Dagegen gebe ich auf die Frage nach der Form und gegenseitigen
Abhiingigkeit dieser Relationen, durch welche die specielle Classe be-
stimmt wird, hier nicht ein.

Auf die Frage nach der Anzahl der quadratischen Relationen
zwischen den ¢ hat schon Herr Weber (,,Ueber gewisse in der Theorie
der Abel’schen Funet. auftretende Ausnahmefille?, diese Ann. XIII)
hingewiesen; diese Frage wurde dann von Herrn Kraus (,Note iiber
aussergewdlnliche Specialgruppen auf algebr. Curven®, diese Ann. XVI),
der sich fibrigens vorwiegend mit der Torm dieser Relationen beschiftigt,

* Ein Auszug aus demselben ist in den Ber. der Erlanger physik.- medie.
Soecietit vom 10, Mai 1880 veréifentlicht,
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weiter behandelt, aber noch nicht ganz erledigt, da, abgesehen von
der nicht in allen Fillen giiltig bleibenden Constantenzihlung, noch
zu zeigen ist, dass die quadratischen Functionen der ¢ nicht etwa
blos einen Theil der dort allein behandelten Curven 2(n — 3)tr Ord-
nung, mit 2k — 1)-fachem Punkte in einem k-fachen Punkte der
Grundeurve, bilden.

Die §§ 6.—8., in denen ich die Curven behandle, welche die
Grundcurve in allen Schnittpunkten in der ersten Ordnung beréihwren,
sind nur als Beispiel zu der entwickelten principiellen Auffassung an-
zusehen, durch welche man zu viel allgemeiner giiltigen Resultaten in
Bezug auf Systeme von Berithrungscurven gelangt, als es durch Be-
trachtung etwa blos adjungirter Curven allein mbdglich ist. Die hier
algebraisch abgeleiteten Siitze liefern erst eine feste Grundlage fir die
weiteren transcendenten Untersuchungen. Dass man diese algebraischen
Entwicklungen iibrigens noch fortsetzen und insbesondere auf in htherer
Ordnung beriihrende Curven unmittelbar ausdehnen kann, ist sofort
klar, und ich gedenke spiiter hierauf zurtickzukommen.

g 1.
Invariante Form fiir die algebraischen Funetionen.

Im Sinne der ,,algebraischen Function wird eine algebraische Curve

(h f(s,8) =0

mit allen aus ihr durch rationale, eindeutig umkehrbare Substitutionen
ableitbaren Curven als zu einer Classe gehorig betrachtet, Es stelit
sich daher die Aufgabe, alle rationalen Functionen 6 von s, 2, zwischen
welchen Grossen die Gleichung (1) besteht, d. h. alle zur Classe ge-
horigen algebraischen Ifunctionen 6 von 2z, in einer Darstellangsform
auszudriicken, welche von der besonderen, erst aus der Classe aus—
gewihlten Beziehung (1) unabhiingig ist. .

Fiir eine Gattung von Functionen ist eine solche Darstellungsform
bekannt. Ich bezeichne nimlich als Functionen ¢ diejenigen ganzen
Functionen (n — 8)' Ordnung (wo » die Ordnung von f(s, 2)) von
§,2, welche =0 gesetzt, f adjungirte Curven (% — 3)*r Ordnung
vorstellen, d. h. solche, welche jeden 4-fachen Punkt von [ zumn
(i — 1)-fachen Punkt haben. Die Quotienten dieser Funetionen g
haben den invarianten Charakter.*)

Jede rationale Function dieser Quotienten hat also ebenfalls schorz
die verlangte invariante Darstellungsform. Umgekehrt kann man leicht
zeigen, dass jede rationale Function ¢ von s, z sich als rationale

*) Vergl. Brill und Noether, Ueber die algebraischen Functionen etc.
Math, Ann, VII,
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homogene Function Ot Dimension der ¢ darstellen lisst, einzig den
Fall ausgenommen, dass f(s, 2) = 0 eine , hyperelliptische’ Curve be-
deutet, d. h. eine solche Curve, auf welcher eine lineare Schaar von
Punktepaaren existirt.

Denn nimmt man aus den KFunctionen ¢ die Gesammitheit der-
Jjenigen heraus, welche fiir ein beliebiges Werthsystem s;2,, fiir welches
f(sy, 2,) = 0 ist, verschwinden, so werden diese Functionen nicht noch
alle fir ein und dasselbe weitere Werthsystemm von f verschwinden,
allein den hyperelliptischen Fall ausgenommen, wo dieses immer ein-
tritt (vergl. d. o. cit. Arb, p. 286). Die Transformation

§ = P , g = S
Ps Ps
ist also, wenn @, ¢,, @, aus der Schaar der @ nicht in specieller
Weise herausgewihlt sind, eine rational umkehrbare. Und jede alge-
braische Function ¢ driickt sich somit als rationale Function von s, 7,
d. h. als rationale Function der Quotienten der ¢ aus,

Indem wir also im Folgenden uberall den Fall des hyperelliptischen
(harakters der betrachteten Classen ausschliessen, dagegen keinen
weiteren im Uebrigen noch so specicllen Fall, denken wir uns alle
algebraischen Functionen ¢ der Classe rational durch die Quotienten
der ¢ dargestellt. Man bat alsdann nur noch mit Beziehungen zwischen
diesen Quotienten der g zu thun und kann von der speciellen Glei-
chungsform (1) vollstindig absehen.

Stellt man alsdann 6, statt wie oben durch die Quotienten von
dreien der @, durch die Quotienten aller p Functionen ¢, die linear
von einander unabhingiy sind, dar, so fragt es sich zuniichst, bis 2o
welcher Dimension in den @ Zahler und Nenner eines solchen Aus-
drucks fir eine gegebene Function ¢ unzusteigen habeu. Zur Beant-
wortung dieser Frage sind die aus den Producten der ¢ quadratisch,
cubisch, ete. zusammensetzbaren Schaaren nach ihrer Maunigfaltigkeit
der Reihe nach zu untersuchen. Dabei seien im Folgenden durchaus
die p Functionen g selbst mit @, @,, - - > Pp bezeichnet; eine homo-
gene ganze Function der @ von der Dimension w mit

W, Y, @', .

§ 2
Die Schaaren ®@ und die quadratischen Relationen zwischen den
Funotionen ¢.
Wir untersuchen zunichst die Mannigfaltigkeit der ganzen Schaar
der ¥,
* Indem man zum Zwecke des Beweises irgend eine ebene Curve

Mathematische Annalen. XVIL 18
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(1 f(s,2) =0,
welche zur betrachteten Functionselasse vom Geschlechte p gehort, zu
Grunde legt, nehme man auf f p — 2 Punkte

Ay gy ~+ 7y Op-2
in vollig allgemeiner Lage an. Durch solche p — 2 Punkte a, wird
dann nur eine einfach unendliche Schaar von ¢-Curven hindurchgehen,
die mit

(2 o1+ A,

bezeichnet sei; und keine weiterc @-Curve. Ferner wird diese Schaar
dann nicht einen weiteren festen (von A4 unabhingigen), nur von den
a; abhiingigen Punkt auf £ besitzen, da wir den hyperelliptischen Fall
von f iberall ausschliessen. Dies ist dann nur fiir p > 3 zu zeigen.
Sei b cin solcher weiterer fester Punkt, und ¢ ein ganz beliebiger
weiterer Punkt von /5 wenn nun der beliebige Pankt ¢ nicht von selbst
einen weiteren festen Punkt mithestimmen soll (was der hyperelliptische
IFall wire), so miisste die Curve durch die p Punkte

Uy -0y Gpny by c

- —2 . S - .
noch durch ~£P~—l)—_}p—w———)— von diesen abhiingige weitere Punkte hin-

durchgehen, die auch alle von einander und von den p Punkten ver-
schieden wiren, da p — 1 der p Punkte ganz willkiirlich auf f lagen
und jede Verbindung von ¢ mit p — 3 der ersten p — 1 Punkte einen

weiteren festen Punkt liefern soll.- Aber da p + @:%{p:—?)- fiir

p >4 grosser wird, als die Anzahl 2p — 2 der Schuittpunkte von f
mit eincr Curve @, so ist dic Anuahme, dass p — 2 beliebige Punkie
von [ cinen festen Punkt mitbestimmen, nicht zulissig.®)

Hiernach besteht der Restschnitt der Schaar ¢, 4 1¢, noch aus
Gruppen von je p Punkten, die alle von 4 abhiingig (beweglich) sind,
d. h. keine festen Punkte auf f gemein haben. Ferner geht durch
eine solche Gruppe von p Punkten nach dem sogenannten Riemann’-
Roch’schen Satze (Math. Anw. VII, p. 280) nur eine Curve ¢, da
durch die p — 2 Punkte a; nur eine einfach-unendliche Schaar von
Curven ¢ geht.

Betrachten wir jetst die Schaar

@) 9, OO + ¢, &M,

wo &1 und '™ allgemeine lineare Functionen der ¢ sind. In diesens
Ausdruck (3) sind 2p — 1 willkirliche Constanten in linearer homogenesr
Weise enthalten. Denn zunichst enthilt @ p Constanten und eben-

*) Diese Ausfithrung ist auch beim Nachweis der Normaleurve (p 4 1)ter Ord-
nung (Math, Ann, VII, p. 287) hinzuzufiigen,
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§oviele W, aber ein Glied von @, @™, niimlich ¢, ¢,, kommt schon
in @, &% vor. Eine weitere lineare Relation zwischen den Gliedern
von (8) kaun aber nicht bestehen, auch nicht vermige der Gleichung {1).
Denn man hitte dann eine Identitit .
PO — @ ¥ = A,

wo W@ und YW bestimmte Functionen g wiiren, verschieden von
@,, 9,7 d. h. die Schaar (2), @, + Ag¢,, hitte wit einer zweiten vou
dieser verschiedenen Schaar von Curven ¢, W' 4 2Y®, genau den-
selben beweglichen Schnitt gemein, was nach dem Obigen, wo geceigt
ist, dass durch einen solchen Schnitt nur eme Curve @ geht, un-
mbglich ist.

Sei weiter g, eine beliebige @-Cuarve, welche nur die Bigenschaft
babe, durch keinen der oben angenommenen Punkte @, von f hin-
durchzugehen. Wir betrachten dann die Schaar

@ Py B 4 9, 00 4 g, &V,
wo auch @"® gine lineare Function der ¢ mit p unbestimmten Para-
metern vorstellt. Der Theil

@y (e, 9y + @, 9a)

von ¢, ®"® kommt bereits in den beiden ersten Gliedern von {4) vor;
der iibrige Theil
@y, g, 4+ @, 0, 4+ o)

von @, "0 ist dagegen fitr keinen Werth der @ schon in diesen beiden
ersten Gliedern, & h. der Schaar (3), enthalten, weil sonst dieser
Theil, fiir die speciellen Werthe der &, wie (3) in den Puukten «a; von
[ verschwinden, also auch, da ¢ in den @, nicht verschwindet, ein
Ausdruck az @b, @+ F o pp fir alle Punkte a;==( sein musste,
wihrend nach dem Obigen in diesen Puukten doch nur die Schaar (2),
@, - Ap,, verschwindet.

Haernach enthélt der Ausdruck (4) 3p — 3 willkiirliche Parameter
in linearer homogener Form; niwlich in den beiden ersten Gliedern
92p — 1, in dem letzten Gliede alsdann noch p — 2 weitere.

Nimmt man nun weiter zu (4) noch andere aus den ¢ guadratisch
zusammengesetzte Glieder hinzu, so erhiilt man keine Gheder, mebr,
die nieht schon in dem Ausdruck (4) enthalten wiiren. Denn  die
Curvenschaar (4) geliort einer solchen linearen Schaar an, welche f in
Gruppen von je 2(2p — 2) Punkten trifit, und deren Manuigfaltigkeit
ist immer (Math, Ann. VII, p. 278) gevau eine ootlEr—¥-P == oc¥P—1-
fache. Dic Curven der Schaar (4), von derselben Mannigfultigkeit,
stellen also schon die ganze (4) corresiduale Schaar dar, und dwse sind
also jedenfalls von der Form ®@. ’

Man kann das Letztere auch so ausdriicken:
18*
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Sei Y@ eine gegebene quadratische Function der ¢; dieselbe ver-
schwindet in 2(2p — 2) Punkten, und die allgemeinste in diesen Punkten
einfach unendlich werdende algebraische Funetion hat noch 3p — 3
Constanten in linearer homogener Weise. Zu diesen Functionen ge-
hort aber

@
®) 3@
wo ®® die allgemeinste quadratische Function der ¢ ist, und ins-
besondere auch

(5/) 2} (D(]) + (P?q)l(l) + P3 cb”(l) .
P ?

und da die Letztere schon an sich die volle Anzahl der iiberhaupt
auftretenden Parameter besitzt, so ist sie selbst schon die allgemeinste
Function von der betrachteten Eigenschaft; um so mehr also auch (5).

Ohne die obigen Beweise war nur klar, dass (5) einen Theil der
betrachteten Functionen ausmacht.

Will man eine Function darstellen, welche nur in einem Z%heil
der 2(2p — 2) Verschwindungspunkte von ¥® unendlich wird, so ist
diese Function natiirlich ebenfalls unter den (5) oder (5") enthalten.

Da map aus den p Funetionen ¢

+p(p+1)

Combinationen ®® bilden kann und unter diesen nur 3p — 3 von
einander linear unabhéngig sind, so hat man noch:

Die Anzahl der von einander unabhingigen Relationen 2t Ordnung
zwischen den p Tunctionen o betriigt genau

sP+D—Bp -8 =1(p—2) (p—3),

einzig die hyperelliptischen Classen ansgenommen.

§ 3.
Die Schaaren & und die cubischen Relationen zwischen den .
Es werde nun #hnlich die Mannigfaltigkeit der Schaar ¢®
untersucht.
Man wihle hier zunfichst aus der Schaar der ¢ zwei solche Curven,

@, und @,, aus, welche einen, und nur einen, gemeinsamen Schnitt-
punkt @ mit [ besitzen. Die Schaar

1 P+ Ay,

trifft dann f in Gruppen Gs,5-von je 2p—3 beweglichen Punkten, durch
welche keine weitere g-Curve geht. Legt man durch eine solche Gruppe
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Gip—s alle Curven Y@ so schneiden dieselben weiter noch in Gruppen
lep—1 von je 2p — 1 Pankten. Weil nun deren Mannigfaltigkeit
oolP~1—¥ — oo?~! ist und weil diese Gruppen corresidual sinr(’i de; von
@, PV ausgeschnittenen Punktgruppe 5,1, wo ¢, durch Gy, 5 geht
und @O rgend eine Curve @ ist, so folgt, dass die Gruppen g, 1 rJalle
selbst von den ¢, ®M, welche ebenfalls die Mannigfaltigkeit ocr—?
haben, aus f ausgeschnitten werden, und dass diese Gruppen alle aus
dem festen Punkt @, verbunden mit den von den &0 ausgeschnittenen
Gruppen von je 2p — 2 Punkten, bestehen. Man hat somit:

(2) Yo = g, PIU,
Wir betrachten nun den Ausdruck
(3) P, O 4, @'V,

wo @ und ¢'@ allgemeine quadratische Functionen der ¢ sind. ©®
enthilt nach § 2. noch 3p — 3 Parameter linear und homogen, und
ebenso viele @@, Aber der Ausdruck (3) enthiilt hochstens 2(3p—3)
— p = bp — 6 Parameter, da das Stiick
@, - 9 P
des zweiten Gliedes von (3) bei willkiirlichem ®! schon im ersten
Gliede von (3) enthalten ist. Man Jkann nun leicht zeigen, dass (3)
auch genau Bp — 6 Constanten enthilt. Deun eine Relation zwischen
den Gliedern von Y3) ist von der Form
g WO — o, VO = Af,
d. h. die Schaar
Y& - AV =0
schneidet aus f genau dieselben Gruppen von heweglichen Punkten
aus, wie die Schaar
@ + Ap, = 0.
Aber nach Formel (2) sind alsdann (vermoge f=0) ¥@& und ¥'® von
der Form:
Yo == g, O, YO = g, O
d. h. die oben bereits angegebene Reduction der Constantenzahl 2(3p —3)
um p ist auch die einzige, welche stattfindet.

Sei weiter ¢, eine beliebige ¢-Curve, welche nur nicht durch
den Punkt @ von f hindurchgeht; ®”® eine solche quadratische Fune-
tion der ¢, welche ebenfalls fiir a nicht verschwindet. Dann ist

@y - O
picht im Ausdruck (3), der fiir a verschwindet, enthalten (auch ver-
mége [ = 0 nicht); und der Ausdruck
) 9,0 + g, 0 + @, &

enthilt somit, wenn man @"® allgemein annimmt, wenigstens

(Bp.—6)+1=5(p—1)



270 M. Nowegen.

Parameter in homogener, linearer Weise; aber auch nicht mehr als
5(p — 1) Parameter. Denn eine Function, die in 6(p — 1) Punkten
von f verschwindet, enthilt iuberhaupt nicht mehrals 6(p—1)—p—-1
Constanten (homogen). Die ganze Schaar der (4) corresidualen Curven
ist also schon durch (4) selbst gegeben, also jedenfalls von der Form @@,
Hieraus folgt weiter, duss dic Anzahl der von einander wnab-
héingigen cubischen Relationen zwischen den p Functionen ¢ genaw

ap+ D (p+2)—50p—1)
betrdigt.

§ 4.

Die Schaaren <&@ und die Relationen gt* Ordnung zwischen den .

Um nun allgemein fiir w > 3 die Schaaren ®% zu untersuchen,
setzen wir die Schaaren ®—1 schon als bekannt voraus. Sei nidmlich
Y1) irgend eine solche Function (g — 1)t* Ordnung der @, so sollen
alle Gruppen von je 2(w — 1) (p — 1) Punkten, welche der von Wik—1
aus f ausgeschnittenen Gruppe corresidual sind, von der Schaar der
=1 ausgeschnitten werden, sodass diese Schaar noch

=D -1 —p+1=2Ce—3(»—1)
Constanten in linearer homogener Weise enthalte.
Wir withlen hier, fir w > 3, zunichst aus der Schaar der ¢

solche zwei Functionen, ¢, und g@,, aus, welche keinen gemeinsamen
Nullpunkt anf f besitzen. Die Schaar

(H @ + A,

trifft dann f in Gruppen G.,_2 von je 2p — 2 beweglichen Punkten,
durch welche keine weitere p-Curve geht. Legt man durch eine solche
Gruppe G3p—s alle Curven W@—1, 50 schneiden dieselben weiter noch
in Gruppen [ _g)p—r von je 2{(u--2) (p—1) beweglichen Punkten.
Zu diesen Gruppen I gehiren die von den Curven

@ ) G

ausgeschnittenen Gruppen, wo ¢, durch G5, , geht und ¢« eine
ganz beliebige Function (u—2) Ordnung der g ist; und da diese
letzteren selbst schon (wegen g > 3) eine co®x-9(—1-1.8chaar bilden,

wie die Gruppen [3,_g (,—1) liberhaupt, so werden alle Gruppen [ von
den Curven (2) aus [ ausgeschuitten. Man hat somit

(2’) Yu—-1) — P, dle—2)
Man bestrachte nun den Ausdruck
3) §y U 4 P&,
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wo QU= | '~ miglichst allgemein genommene Functionen (u— 1)t
Ordnung der @ sind In &0 sind (2p¢ — 3)(p — 1) Parameter homogen
und linear enthalten und ebensoviele in ¢ ®-Y  Um sogleich alle
linearen Relationen zwischen den Gliedern von {3) zu erhalten, beachte
man, dass eine solche Relation durch Specialisirung der Parameter in
Gle-D upd O'w—Y erhalten wird, also von der Form ist:

o, Vi — g Wbz 4. f
Dies sagt aus, dass die Schaar
Yiem) f QY ) = )

aus [ genau dieselben Gruppen von beweglichen Punkten ausschueidet,
wie die Schaar

¢, + g, =0.

Aber nach Formel (2) sind alsdann (vermige [ == 0) W= und ¥ fe-D
von der Form:

Wie-1 __ g, w2 YD, G

d. h., die linearen Relationen, welche swischen den Gliedern von (33)
existiren, bestehen nur darin, dass im zweiten Gliede das Stiick

Py - P
bei willkiirlichem ®#—% schon im crsten Gliede von (3) enthalten ist.
Da ®w—2 fiir w > 3 dann noch (2u-—>5) (p -1) Constanten homogen
und linear enthiilt, so ergeben sich fiir den Ausdruck (3) genau:
2Q2p—3) (p—1) — @p—0) (p—1 = Cu -1 @—1)
willkiitliche Parameter, die homogen und linear eingehen.

Aber eine Curvenschaar, die in Gruppen von je 2¢(p~ 1) Punkten
trifft, kann fiir g > 1 tiberhaupt nur 2 (p—D—{p—D=2u -Htp-—1)
Parameter in der genannten Weise enthalten. Daher bestht dic ganze
Schaar der (3) corrvesidualen Curven, dic in Gruppen von je 2p(p—1
Punkten trefien soll, nur aus den Functionen @ der Schaar (3) selbsl;
wnd insbesondere sind alle Functionen ®“ unler den Junctionin (3)
enthalten.

Anders ausgedriickt:

Sei W irgend eine gegebene Iunction p"t Ordnung der ¢. Die-
selbe verschwindet emfach in 2u(p—1) Junkien, wnd dic allgeneewste
algebr.  Fumction, welche in diesen Punkten oder in irgend elnem Theil
dersclben cinfach unendlich wird, st

Bt
yim
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Dieselbe kann fiir u > 3 augh schon in die Form geselzt twerden

90U 4 g &'
yir) ’

wo @, und ¢, fest gewdhlt werden kimnen, wenn sie nur der Bedingung
gendigen, nicht einen gemeinsamen Nullpunkt zu besitzen,

Da man die p Functionen ¢ auf

pip+1) - (ptp—1)
1.2...#

Weisen zu ®*) combiniren kann, von denen nur (2u—1) (p—1) linear
unabhiingige existiren, so folgt noch:
Die Anzahl der von einander linear unabhdngigen Relationen pler

Ordnung (> 1) zwischen den p Functionen @ betrdgt (immer nur den
hyperelliptischen Fall ansgenommen)

petll ctpte=l _ @u—1)(p—1).

§ 5.
Die Functionen @) in einigen speciellen Fillen.

1. Legt man der algebraischen Classe eine solche ebene Curve
p' Ordoung

(1) f(s,2) =0
zu Grunde, bei welcher ein Geradenbiischel
A, +24,=0

existirt, dessen Scheitel nicht auf f liegt und der in solchen Punkt-
gruppen schueidet, die zugleich durch ein Biischel von Curven ¢

9+ Ag, =0
aus f ausgeschnitten werden, so lat man
&) ) Ay, — Ay, =0,

wenn zugleich f==0 ist. Aber da die linke Seite von (2) nur von der
Ordoung # — 2, so muss diese Gleichung identisch, ohne Hiilfe von
f =0, bestehen, und man hat

¢, =4,¢; @, = 4A,v,

wo ¥ = 0 eine f adjungirte Curve (n—4)% Ordnung wird. In diesem
Falle existiren also eine oder unendlich viele adjungirte Curven (n— 4)'er

Ordnung.
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Trausformirt man insbesondere eine Curve f der Classe durch die
eindentige Substitution

§:8:l=0 9,9,
wo die @,, @,, @, beliehige Curven ¢ sind, die keinen Punkt auf £
gemein haben, so geht f==0 iiber in eine Normalcurve

(3) F =0,

von der Ordnung N = 2p — 2, fiir welche alle Geraden der Ebenen
in Gruppen treffen, die zugleien von Curven ¢ ausgeschnitten werden.
In diesem Falle existirt also eine ¥ adjungirte Curve (N — 4)ter Ord-
nung, ¥, und zwar nur eine, weil sonst jede von ihnen, verbunden mit
einer Geraden, dieselben 2p — 2 Punkte aus F' ausschneiden wiirde,
was uumbglich. W selbst trifft F ausser den singuliren Punkten
nicht mehr.

Fiir diese Curve I bestehen die ®% qus der Schaar der F ad-
Jungirten Curven (N—4--p)r Ordnung, verbundew mit der f[esten
Curve (W) -1,

Denn diese Curven schneiden in Gruppen von je w N Punkten
und zwar in allen Gruppen, die einer von ihnen corresidual sindj ein
Theil von diesen Curven, niimlich die Curve (¥, verbunden mit g
Geraden, gehort aber jedenfalls zu den @) also vermdge I’ = O alle
Curven, nach den allgemeinen Sitzen der §§ 2., 3., 4.

2. In Bezug auf die Normalcurve f von der Ordnung

v=1p-}1
ordnen sich die adjungirten Curven (v—2)tr Orduung ebenfdlls den
®® unter; sie stellen aber solche ®® dar, welche noch ftir p — 3 be-
liebig ausgezeichnete Punkte von f verschwinden. Die adjungirten
Curven (v—1)er Ordnung sind Curven ¢®, welche fiir diese p —3
Punkte doppelt verschwinden; ete.

3. In Bezug auf irgend eine Curve f, von der Ordnung » und
dem Geschlecht p, lisst sich nicht allgemein angeben, welchen Curven
¢ die adjungirten Curven der Orduungen # — 2, # — 1, . - - unter-
zuordnen sind. Diese sind immer solche Curven ®®, welche durch -
gewisse specielle Punktsysteme geheu, die eben nur durch diese Eigen-
schaft der ®®), aber nicht an der Curve f selbst, auf invariante Weise
zu definiren sind. Bei allgemeinen Untersuchungen, die sich an die
durch f definirte algebraische Classe kniipfen, ist es daher nothwendig,
von der speciellen Form f abzusehen, und nur die Beziehunges swischen
den ¢ allein, oder, was im Wesentlichen, damit identisch .ist, . dig
Normalform (3) oder die Normalform (p-- 1)t Ordning, zh betzachies,

4. Nur ein Theil dieser Betrachtungbu ldsst; sichiiauveh: nbob’ ud
f selbst durqpfithren. Bs 'lisst.sich nimlich dek hewegliche Sclimitt
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von [ mit denjenigen adjungirten Curven (» —2)'* Ordnung, g, welche
durch #n — 2 feste Punkte von f gehen, die zugleich auf einer Geraden
A liegen, direct in invarianter Weise auffassen. Dieser Schnitt be-
steht aus Gruppen von je 2p beweglichen Punkten; und darunter be.
finden sich auch die Gruppen, welche aus den beiden iibrigen Schnitt-
punkten a,, @, der Geraden 4 mit f und ans dem Schuitt £ mit den
adjungirten Curven @ bestehen. Transformirt man nun fin f', von
der Ordnung %', so gehen diese letzteren Gruppen ftiber in solche, die
ans zwei Punkten a,,, @,, verbunden mit den Schnittpunkten der zu
f’ gehorigen ¢, bestehen; simmtliche obige Gruppen von je 2p Punkten
gehen also iiber in diejenigen, welche diesen letzteren Gruppen corre-
sidual sind, d. h. in den Schnitt von f* mit den [* adjungirten Curven
(n' — 2)t Ordnung, §’, welche ausserdem durch die ' — 2 festen Punkte
von [’ gehen, die noch auf der Geraden A4’ durch a, a, liegen.

Transformirt man so f in eine der Normalformen, so sieht man,
dass die genannte Schaar der y tibergeht in die Schaar der Functionen
®®, welche noch fiir 2p — 4 feste Punkte verschwinden, fiir welche
zugleich eine Function ¢ verschwindet.

Dieses invariante Verhalten der Curven g ist der Grund ihres
Auftretens bei den Iutegralen dritter Gattung tiber algebraische Func-
tionen.

5. Wir wollen am Schlusse dieses Paragraphen noch das Ver-
halten der Functionen ®® in dem hisher ausgeschlossenen Falle, hei
den Tlyperelliptischen Funclionsclassen, erwihnen. Diese Functionen
®® verschwinden alsdann in Gruppen von je 2u(p — 1) Punkten, von
denen aber jede Gruppe aus u(p—1) Punkiepaaren besteht; und die-
sclben bilden eine oot(r=N-Schaar. Die Anzahl der Relationen p
Ordnung zwischen den p 'unctionen ¢ betrigt daher hier

pp+1- - (pto—1
PR P —u(p -1 — 1,

giiltig flr jedes p.

§ 6.

Die in erster Ordnung berithrenden Curven X(,
Ich bezeichne im Folgenden mit
X ()

eine sclche Function ®®, also Function wlr Orduung der ¢, welche
in g(p—1) Punkten je in der zweiten Ordnung verschwindet, d. h.
eine Curve @, die f iiberall, wo sie f trifit, in der ersten Ordnung
beriéhrt, also in w(p—1) Punkten. Ferner sage ich, dass zwei solche
Bertihrungscurven, X® und X®, sum selben System gghiren, wenn
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eine Cuarve CD( 2 ) existirt, deren (u+4v){p—1) Nullpunkte ans den
p{p—1) Berithrungspunkten von X und den v(p—1) Berithrungs-
punkten X©) bestehen.

Schon diese Definition zeigt, dass fiir zwei Beriihrungscurven X
und X, die zum selben System gehiven, * T ¥ gerade, also beide Zahlen
w und v gerade oder beide ungerade scin miissen.

Um nun alle Berithrungscurven zu erhallen, und nur diese, welche
mit einer gegcbenen solchen Curve X% zum selben System gehiren,
dient der folgende Satz:

I. Legt man durch dic Beriihrungspunkie emer X drgend cine
Curve @, so berithrt tn den dbrigen Verschwindungspunkien der &
eine Beridrungscurve X @1, welche also mit XW zum selben System
gehirt,

Zum Beweise betrachte man die ganze Schaar der Curven ®Ge),
welche die u(p—1) Berthrungspunkte von X9 ebenfalls zn Be-
rithrungspunkten haben. Diese Curven schneiden noch in beweglichen
Gruppen von je 2(2¢9-—p) (p-— 1) Punkten, welche Gruppen aber auch
von Curven ®®¢— ausgeschnitten werden kinnen. Denn unter diesen
beweglichen Gruppen sind jedenfalls dic von den Curven ®¢ # aus-
geschnittenen enthalten, welche also nach dem Satze des § 4. afle
Gruppen bilden miissen. Insbesondere existirt unter diesen Gruppen
die von der Curve ®@ . ®®@ ausgeschnittene Gruppe; diese Gruppe be-
steht aber aus den weiteren (29—gu) (p—1) Verschwindungspuukten
von ®®, fiir welehe nicht X = 0 wird, und zwar diese doppelt ge-
rechnet; daher sind diese Punkte, doppcltgerechnet, auch die Ver-
schwindungspunkte einer ®@e—0 , d. h. die Beriihrungspunkte einer
X@o—u wie es der Satz aussagt.

Algebraisch ist dieser Beweis dasselbe, wie der Nachweis der
Identitéit:

(PO = A f+4 B X0,

wenn man eine ebene Curve f der Classe zu Grunde legt; dabei wird
dann B die gesuchte Function X®¢=; und die Identitiit wird fiir f==0:
(Do) — X X@e-r) == (). )

Insbesondere konnen wir die ganze Schaar der Derithrangscurven
X betrachten, welche gleiches v haben und zam selben System ge-
horen. Da deren Beriihrungspunkte aus denen einer und derselben
Curve X dadurch abgeleitet werden, dass man durch die letzteren

2R -
die ganze lineare Schaar der (D( +) legt, so bilden jene, cinfach ge-
nommen, eine lineare Schaar, Die Mannigfaltigkeit dieser Schaar ist
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(Anu. VII, p. 278), da die Gruppen aus je v(p—1) Punkten bestchen,
im Allgemeinen eine oo*(#—1-r-fache und wird nur und émmer dann
erhbht, wenn diese Gruppen zugleich von Curven ¢ ausgeschnitten
werden. Dieser letztere Fall kaun fiir » > 2 nicht eintreten, Fir
v = 2 konnen die Gruppen gerade aus simmtlichen Verschwindungs-
punkten der ¢ bestehen, und dann hat man eine co?—*-Schaar; die
Schaar der X® Iisst sich aber hier unmittelbar angeben: es ist die
bei jeder Curve existirende Schaar (¢®™)2, d. h. die Schaar der Curven
@, jede doppelt gerechnet. Wir wollen dieses System (®)? als das
uneigentliche System X® bezeichnen. Dic aus diesem uncigentlichen
System (G 1)? abgeleiteten Beriihrungscurven X @9 bestehen immer nur
aus den doppelt ziihlenden Curven @, aber die Mannigfaltigkeit der-
selben erhéht sich nach dem Obigen fiir ¢ > 1 nicht. — Fiir v =1
endlich bertihrt in der Gruppe von p — 1 Punkten eine Curve ¢, und
zwar geht durch eine solche Gruppe im Allgemeinen nur eine einzige
Curve @, so dass diese Gruppe einer linearen Schaar von der Mannig-
faltigkeit 0 angehort und mit keiner weiteren Gruppe von p— 1
Punkten zum selben System gehort; im Speciellen aber kann durch
eine solehe Gruppe auch eine ganze Schaar von Curven ¢ gehen und
dann gehirt sie einer linearen oo®-Schaar von je p — 1 Punkten an,

in denen je eine Curve X desselben Systems beriihrt. Dabei kann

. —2 —1 . ) .
aber ¢ hochstens = ~1—9—2~ , bez. ﬂ;)A sein; denn nimmt man irgend

eine Gruppe von p — 1 Punkten der ooo-Schaar mit irgend einer
zweiten zusammen, so erhdlt man oo2 verschiedene Gruppen von je
2p — 2 Punkten, durch welche auch 00?7 von einander verschiedene
Curven ¢ gehen miissen, und da es von diesen letzteren nur oo?r—!
giebt, kann 2¢ hdchstens = p — 1 sein. Die obere Grenze von ¢
tritt iibrigens ausser den einfachsten Fillen (p==4, 6) nur im hyper-
elliptischen Falle auf.

Zusammenfassend baben wir so den Satz: .

1I.  Die Beriihrungspunkte aller X, welche gleiches v haben und
aqum selben System gehoren, bilden cine lineare Schaar von Gruppen
von je v(p—1) Punkten. Die Mannigfaltigheit einer solchen Schaoy
ist fiir v > 2 immer = v(p—1) — p; fiir v=2 bei einem System,
dem uncigentlichen (P2, = p — 1, bes den iibrigen Systemen = p — 2
fiir v =1 im Allgemeinen == 0, in besonderen Féllen aber = 1,2, -+ -,
und hichstens = ¥ ;’1 , bes. £ ;2 .

Im Vorhergehenden sind alle zu einem System gehorigen Be-
rihrungscurven aus einer Curve des Systems, X®, abgeleitet worden.
Um nun diesen Systemsbegriff als in sich widerspruchsfrel zu erkennen,
ist noch zu zeigen, dass man nur zu denselben Curven gelangt, wenn
man sie aus irgend einer andern Curve des Systems ableitet.
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Zu dem Zwecke bemerke man, dass die Gruppe Mpg—up—n von
(2 0 — u){p—1) Punkteu, in welchen eine X@¢—# berithrt, zu der Gruppe
Gup—r) von g (p—1) Punkten, aus welchen die erstere nach I. abge-
leitet ist, sowohl residual als corresidual ist. Denn die beiden Gruppen
sind einander residual, insofern, als sie zusammen die Verschwindungs-
punkte einer ®© sind*); und corresidual, weil die Gruppe G (p—1y zu
sich selbst residual ist, indem sie, doppelt gerechnet, die Verschwindungs-
punkte der X liefern. Ebenso ist irgend eine weitere Gruppe
leo—w (p—1, die aus der Gy (p—y durch eine O abgeleitet ist, dieser
Ableitang nach zur Gruppe Mg g(p—1 corresidual, und ferner, da sie

zu sich selhst residual ist, auch zur Mppoy)(p—yy residual; d. h. es existirt

auch eine ¢ ), welche durch diese beiden Gruppen hindurch-

geht, w. z. b. w,

§ 1.
Beziehungen zwischen den Systemen der X (9.

Aus dem am Schlusse des § 6. entwickelten Begriffe ergiebt sich
sogleich eine Reihe von Sitzen iiber den Zusammenhang der ver-
schiedenen Systeme, von demen ich nur die wichtigsten hervor-
heben will:

111, Gehiren X® und XW demselben Systeme, X® aber irgend
cinem weiteren System an, so gehdren dic beiden  Berithrungscurven
XD X XO X chenfulls eimem wnd demselben Systeme un.

Denn damit zwei Berithrungscurven einem und demselben Systeme
angehoren, ist nur nithig, dass die beiden Gruppen ihrer Berithrungs-
punkte einander corresidual sind. Da dieses nun bei den beiden
Gruppen, in welchen X und X beriihren, der Full sein soll, so
findet dasselbe auch bei den Gruppen statt, in welchen X @ X% und
X®X® berithren; denn diese Gruppen unterscheiden sich von den
fritheren nur um eine feste Gruppe, in welcher X® beriihrt.

Man sieht hieraus, dass, wenn man die Curven eines Systems

X, X&), ...
mit den Curven eines zweiten Systems
X', Xo, ...
zu neunen Berithrungscurven

#) Dieser Begriff des , Residualen* ist mcht genau derjenige, welcher in den
Math. Ann. VII gegeben ist und welcher sich anf die Schnittpunkte blos ,,ad-
jungirter* Curven bezieht Aber die vorhergehenden Paragraphen haben gezeigt,
dass der Restsatz auch fiir die Curven &' genau in derselben Form gilt, wie fir
die rein adjungirten Curven,



278 M. Noerueg.

XWX '@, XOHX0, ..

zusammensetzen will, man immer dasselbe System erhilt, gleichgiiltig
welche Curve des ersten Systems man an Stelle von X' nimmt, ete.
Bildet man aus zwei Curven des ersten Systems allein die Curve

Xw X0,

so gehdrt dieselbe mit (X#)? zum selben System, also zum ,,uneigent-
lichen System.

Man erhilt indess schon alle tiberhaupt existirenden Systeme nach
folgendem Satze:

IV. s giclt keine weiteren Systeme, als eine endliche Anzahl von
Systemen der X wund eine endliche Anzahl von Systemen der X@
Alle Berithrungscurven XE+0 gehiren mit Curven” X @, alle X0 i
Curven X3 zu Systemen zusammen.

Sei nidmlich eine X@«+1) gegeben. Diese Cumive bheriihrt in
(2p+41)(p—1) Punkten; aber durch diese Gruppe kann man immer
einc P*+2 Jegen, da es eine oo? Wt (r=—7.8chaar dieser Curven giebt,
durch die Gruppe also jedenfalls noch oo?—3 der dU+d gehen. Kine
solche Curve ®“+? verschwindet dann noch fiir 3(p—1) Punkte, in
welchen eine X beriithrt, die mit X@4+) zum selben System gehort.

Sei ferner eine X@ gegeben, die in einer Gruppe von 2u(p—1)
Puankten beriihrt. Da es von den Curven ¢« eine oo?t+iz=D—p.
Schaar giebt, kann man durch diese Gruppe noch wenigstens oor 2
der ®“+D Jegen, und eine solche Curve verschwindet dann moch in
2(p—1) Punkten, in welchen eine X® berihrt, die mit der X0
zum selben System gehort,

Nimmt man nun von den 3(p—1) Beriihrungspunkten einer X®
3(p—1) — p=2p — 3 derselben willkiirlich, aber nicht speciell ge-
legen, an, so ist die X® auf eine endliche Anzahl von Weisen be-
stimmt, da es, wie wir in II. gesehen haben, genaun co?P—3 solcher
Gruppen von 3p — 3 Punkten giebt. Diese verschiedenen X®, mit
denselben Zp — 3 Berithrungspunkten, gehbren ebenso vielen ver-
schiedenen Systemen an, da es nicht mdglich ist, durch die Beriihrungs-
punkte zweier solcher X eine &) zu legen; und die sich so ergeben-
den Systeme von X® sind alle existirenden.

Diese Systeme der X® zerfallen nun weiter in zwei Hauptarten:
je nachdem durch die 3(p —1) Berlihrungspunkte einer solcher X®
eine @ nicht geht, oder eine ®@ hindurchgeht. Ich unterscheide
dementsprechend die Systeme als solche erster Art und solche zweiter
Art. Im zweiten Falle gehort die X® mit einer in p — 1 Ponkten
beriihrenden X® zum selben System, und umgekehrt gehdren nach
TV. alle XM za Systemen X®. Da die Mannigfaltigkeit der Schaar
der X0, die zu einem Systeme gehoren, auch eine unendliche sein kann,
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so kann man die Systeme der zweiten Art auch noch in Unferarten
theilen, je nachdem die zugehirige Schaar der X die Mannigfaltig-
keit oo”, oo!, co?, ete. hat. Die Anzahlen der verschiedenen Systeme
in diesen Unterarten seien bez. mit RO RO R& ... bezeichnet;
ebenso die Anzahl der Systeme erster Art mit R.

Wir bemerken dabei, dass nach der Theorie der Abel'schen
Functionen die 1t, B, R, ... Systeme zu einer Art zusammenge-
gefasst werden, und die R®, R R ... Systeme zu ciner zweiten
Art (vgl. Weber, Math Ann. XIII).

Nimmt man ebenso von den 2(p-—1) Bertihrungspunkten einer
eigentlichen (nicht aus einer doppelt ziiblenden ®® bestehenden) X®
p — 2 derselben willkiirlich und allgemein an, so ist auch die X®
auf eine endliche 7Zahl von Weisen bestimmt, da es nach II. genau
oor-2 solcher Gruppen von 2(p— 1) Punkten giebt. Die verschiedenen
X @, mit denselben p — 2 Beriibrungspunkten, gehiren dann ebeuso-
vielen werschiedenen eigentlichen Systemen an, da eine ®¥, sobald sie
durch die p — 2 Punkte doppelt und durch die iibrigen Beriihrungs-
punkte einer X® gehen soll, schon mit dieser X identisch wird.
Man erhilt auf diese Weise «lle eigentlichen Systeme von X®.

Die Anzahl der sich so ergebenden eigentlichen Systeme von
X gei N.

Offenbar erhiilt man jedes dieser N Systeme auch durch Combina-
tionen zu 2 von Systemen der X©. Denn verbindet man eine X®
z. B. mit irgend ciner X, so bildet X® . X eine X®, und X®
gehort zum selben System, wie die XWX ®. s geniigt daber jeden-
falls, die Systeme der X® zu kennen, um hieraus alle Systeme abzu-
leiten. — Da ferner ein Theil der N Systeme der X schon durch
Combination der R® Systeme der X®, ein Theil durch Combination
der RW Systeme der X®, ete., sich ergeben wird, so zerfallen auch
die N Systeme in Unferarten. Ebenso zerfallen auch die B Systeme
erster Art der X® in Unterarten, je nachdem man ein solches System
aus drei der RO, leztiglich drei der R® etc. Systeme der X® com-
biniren kann.

Diese Betrachtungen seien nochmals in dem Satze zusammen-
gefasst:

V. Die Systeme X® zerfallen in zwei Arlon: ein System dor ersten
Art besteht nur aus solchen Curven. X, durch deren Berihrungspunkie
kein O geht; ein System der zweiten Art aus solchen, durch deren
Berihrungspunkte eine ©F gelegt werden Lann. Zu einem Systen der
zweiten Art gehiort immer eine Berithrungscurve XW oder eine Schaar
solcher ; und je nach der Mannigfaltigheit dieser Schaar hat man wieder
Unterarten der zweiten Art.

Die Systeme der X® zerfallen ebenfalls i zwer Arten: die cine
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Art enthilt mur das eine uneigentliche System (®W)? — und die ent-
sprechenden X@® sind identisch mit den Curven (X“)* —; die andere
Art enthilt alle iibrigen, cigentlichen Systeme X, _Alle Systeme lassen
sich durch Combinationen von Systemen der XO ableiten.

§ 8.
Specielle Fdlle fiir die Beriihrungscurven X,

1. An Stelle der in der Theorie der A bel'schen Functionen von
Clebsch und Gordan auftretenden Beriihrungscurven, bei denen ein
Punkt der Grundcurve ausgezeichnet ist, sind nach der hier angenom-
menen Autfassung folgende Curven zu setzen:

Sei @, ein Punkt der Grundcurve und ¢, eine Curve ¢, die in g,
berithrt; diese Curve ¢ verschwindet dann noch fir 2p — 4 weitere
Punkte a,, a,, - -+, d2p—s. Man betrachte nun alle Berithrungscurven
X®, welche in den Punkten a,, a,, -+, @2p_4, sowie in p weiteren
Punkten berithren. Dieselben bestehen aus der Curve ¢,, verbunden
mit den W®, welche durch a,, a,, -, a2;—s+ gehen und noch in
p weiteren Punkten bertihren:

X6 — g, - Yo,
Die beiden Arten wvon Systemen vom X® driicken sich nun hier so
aus: bei der ersten Art giebt es keine ®®, welche durch die Punkte

Uyy Gy, * * *5 Gap—s, sowie die p Bertihrungspunkte der W@, hindurch-
geht; d. h., da nach dem ersten Beweise im § 3. eine ©®, die durch
die Punkte «,, @,, - - -, dap—s der @, hindurchgelegt ist, zugleich noeh

durch den letzten Verschwindungspunkt der ¢, nimlich wiederum a,,
bindurchgehen miisste, wihrend daun durch die iibrigen g — 1 Punkte
immer ecine ¢ ginge: bei der ersfen Art fillt keiner der p Beriihrungs-
punkte der W® in den Punkt a,.

Bei der zweifen Art muss dagegen nothwendig einer der p Be-
rithrungspunkte der ¥@ in den Punkt @, fallen und- diese Curve selbst
besteht aus ¢,, verbunden mit irgend einer der in p — 1 Punkten
bertihrenden XW:

X6 = 9)02 X,

2, Eine Curve ¥®, welche in einer Anzahl von Punkten einfach
verschwindet, in einer weiteren Anzahl von Punkten aber doppelt,
d. h. in der ersten Ordnung berihrt, ¥isst sich fiir sich auf keine
Weise in eines der angegebenen Systeme von Beriihrungscurven ein-
reihen; und man kann die Curven dieser Art mnicht einmal nach ana-
logen Systemen anordnen, so dass diese Anordnung einen invarianten
Charakter erhilt. Sobald man aber zwei Curven ¥®, Y¥® zusammen-
nimmt, welche in denselben einfachen Punkien wverschwinden, deren
weitere Beriihrungspunkte aber verschieden sein kounen, erhilt man
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eine vollig bestimmte Zuordnung zu einem der in § 6., 7. angegebenen
Systeme von X® oder der Systeme von X®. In der That stellt eine
solche Curve

Y Ly
eine Beriihrungscurve X®+* vor, die eine bestimmte Zuordnung hat.
Ist insbesondere v = g, so hat man in

Yoo W)

wo ¥ und Y@ die einfachen Verschwindungspunkte gemein haben,
eine Curve X@#, welche entweder einem der N Systeme von X® gzy-
geordnet ist, oder speciell dem uneigentlichen Systeme, weun sie sich
in die Form setzen lisst

(D®)2,

In dasselbe System, wie W® .W¥® gehbrt auch die algebraische

Funclion

i

W H]
die sich von der vorhergehenden nur um den Factor (Y@)?, welcher
dem uneigentlichen System angehtrt, unterscheidet.

Firsetzt man nimlich die beiden Curven Y® und ¥®, welche die
Verschwindungspunkte o gemein haben sollen, wihrend ¥ ausserdem
in den Punkten p, ¥® in den Punkten & beriihre, nach dem Rest-
satze (diese Ann. VII, p. 271) durch die beiden Curven Y@® und
Y+, welche die Verschwindungspunkte 8 gemein haben sollen,
wihrend Y@ ausserdem noch in den Punkten y, ¥'e+*—# in den Punkten
0 beriihre, so hat man

Yo Yo Wi Yedr-1) o= 0,
und die beiden Functionen
yi) ylg+y—p)
Wik un wie)
sind ganz identisch. Aber die beiden Bertihrungscurven
Wiy , W("] und \P((’) . Yotv—p)
gehoren zam selben System, weil durch ihre Berithrungspunkte eine
@U+e geht, nimlich die Curve W& . Y@, d. h. weil
(W . Yo ] . [Y© . Yer—] — [Ye) . Y] =0,

3. Die in § 6. zur Definition von Systemen von Berithrungs-
curven X® angegebenen Operationen lassen sich auch direct auf blos
adjungirte Curven (Math. Ann. VII) anwenden. Man erhilt daon
ebenfalls Beziehungen zwischen Schaaren von solchen beriihrenden
adjungirten Curven. Aber einmal wird der Ausdruck dieser Be-

Mathematische Annalen. XVII. 19
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ziehungen dann von einem nicht invarianten Elemente, der Ordnung
der Grundcurve, abhiingig; sodann kann man auch nicht allgemein
angeben, ob sich diese Curven zu reinen Berithrungscurven X® er.
giinzen lassen und somit ihre Zuordnung zu den Systemen der §§ 6., 7.
gegeben ist, oder ob dieselben nur zu den Curven W® in (2) § 8. ge-
héren. Das Erstere wird nur fiir die adj. Curven der Ordnung # — 3 426
immer stattfinden , wie nachher gezeigt wird, sowie in speciellen I'éllen,
z. B. wenn die Grundcurve von der Form (3), § 5.

Sei hier f die Grundcurve n'* Ordnung, W) Xy ete. adjungirte
Curven 7t Ordnung.

Die Curve X, mdge nun f=0 in allen Punkten «, wo sie f
trifit, in der ersten Ovdnung berithren, die singuliren Punkte von f
ausgenommen, wo X, blos adjungirt ist. Damit dieses iiberhaupt
moglich ist, muss n -7 gerade sein. Legt man durch die Punkte «
eine adjungirte Curve W), so hat man nach dem Restsatze, ver-
moge [ = 0:

(1) ¥ — Xy Xeon = 0,

wo auch X, .y eine adjungirte Curve wird, Ferner zeigt diese Rela-
tion, dass X,y in den weiteren Schuittpunkten § von ¥y, mit £ die
Grundeurve f berithrt. Wenn man also Xj,) einem bestimmten System
von Berlihrungsecurven zugeordnet hatte, so wird man auch Xy, ) dem-
selben System zuzuordnen haben, und man hat, dem Satze 1., § 6.
analog:

Legt man durch die Bevithrungspunkle einer adjungirten X, irgend
eine adjungirte Xy, so beriihrt in den @hrigen Verschwindungspunkien
der Xy cine adj. Xg,—y, vom selben System, dem Xy eventuell zu-
geordnet war. Iiir zwei solche Curven ist also jedenfalls die Summe
der Ordnungen gerade. Die Gruppen von Deriihrungspunkien derjenigen
Curven Xy, welche gleiches v haben und z2um sclben System gehiren,
bilden die ganze corresiduale lineare Schaar, die zugleich irgend einer
Gruppe dieser Schaar residual ist.

Ich betrachte nun speciell eine adjungirte Curve (n — 1)ter Ord-
nung, X3 welche fin % -+ p — 1 Punkten « berithre. Sei F eine
Curve der Ordnung u(n — 3) — 1, welche jeden i-fachen Punkt der
Grundecurve [ zum g (4 — 1)-fachen Punkt besitze; Curven, die immer
existiren, wenn man nur g geniigend gross nimmt. Dann stellt die
Curve

@ F)? + Xin—y

eine Curve X @+ (§ 6.) vor, welche in den Punkten &« und in den
Schnittpunkten von F mit £ berithrt. Diese Curve (2) hat eine ganz
bestimmte Zuordnung zu einem der Systeme der §§ 6., 7., welche auch
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dadurch nicht geindert wird, dass man die Curve F beliebig variirt;
denn setzl man

(3) (F’Z) : X(n~1)
an Stelle von (2), so geht durch die Beriihrungspunkte von (2) und
(3) die ®w-Curve F - I X, ;.
Gehdren nun nach Formel (1) dieser Nummer, fiir y = n — 1,
s=n-+06—1
Xa—p und Xe 1420
zum selben System, so gehdren auch

(F)+ Xy und (G Xiuesi0

nach § 6. zum selben System, wo G eine adj. Curve der Ordnung
v(n—3) — (64 1), welche jeden i-fachen Punkt von f zum v(:—1)-
fachen Punkt hat; denn aus (1) folgt sogleich auch:

[F- G- Yato 9]* — [(F)P - Xop] - [(G)? - Xpp—i420)] = 0.

Daher hat man die adjungirten Berihrungscurven X—p, allgemeiner
die adjungirten Berilrungscurven X -14q), ganz bestimmien, i § 6.
und § 1. bezeichncten Systemen von Derihrungscurven XGr+1 oder X6,
zuzuordnen, nimlich X,_1y94 demselben System, welchem dic oben be-
zeichnete Curve ()t - X ipsa angehirt.

Den Systemen X® st das Product oder der Quotient aus zweicn
solchen adjungirten Xu_1y20), Xn—i4er 2uzuOTdRCH.

4. Der letzte Theil des vorigen Satzes fithrt dazu, noch weitere
specielle Curvenschaaren anzugeben, welche den Systemen X der
§§ 6., 7. zuzuordnen sind. Sei

K2(n~3)+2 [

eine Curve der Ordnung 2(» — 3) 4 20, welche jeden 7-fachen Punkt
a der Grondeurve f {n'r Ordnung) zum ¢- fachen Punkte besitzt, jeden
der 7 Zweige von [ in @ noch in ¢ — 2 weiteren Punkten trifft (also
z. B. in @ einen 2(3 — 1)-fachen Punkt hat), und f in allen weiteren
Schnittpunkten in der ersten Ordnung berdikrt. Fir diese Curven kann
man dann eine der Formel (1) von Nr. 3. dieses Paragraphen analoge
Formel und folglich einen analogen Satz, wie den ersten dieser Nr. 3,,
ableiten. — Wenn dann A eine Curve der Ordnvag (u—1) (n—3) — ¢
bedeutet, welche jeden i-fachen Punkt « von f zum (up — 1) (¢ — 1)-
fachen Punkt hat, so erhilt man in

(H)? - Kzns+o)
eine Curve X@®), welche einem bestimmten System der X® angehort,
und diesem selben System kann man schon die Curve Kyin_uiq; allein

zuordnen.
19*
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Das am Schlusse der Nr. 3. angegebene Product Xu_ 1420 Xin-t427
ist ein specieller Fall der Curve X. Sobald tberhaupt X in das Product
zweier adjungirter Curven L - M zerlegbar ist, welche ihre einfachen
Schnittpunkte mit / gemeinsam haben miissen, die Bertihrnngspunkte

dagegen verschieden haben konnen, gehort auch %f— in dasselbe System,

wie K selbst.

Unter die in 3.und 4. dieses Paragraphen angegebenen speciellen
Fille der X sind alle bisher behandelten Schaaren von in erster
Ordnung beriithrenden Curven zu subsumiren, und dieselben sind daher
nach den hier gegebenen Principien in die Systeme einzuordnen,

Mannheim, im Aagust 1880.




