
Uebel- die invariante Darstdhmg algebra,ise.her Func~ionen. 

Von 

M. NonTm~ in Erla.ngen. 

Der folgende Aufsatz*) ist eine Wei~erentwickhmg yon Ideen und 
Schl[issen, die in dem gemeinsamen Aufsatze yon IIerrn Br i l l  und 
mir ,  Math. Ann. VII, zuerst niedergelegt sin& Es handelt sich jetzt 
principiel[ um die Darstellung der algebraischen Functionen ether 
Variabeln in invarianter Yorm~ d. h. i~ ether Form, welche durch 
rationale, eindeutig umkehrbare Substitutionen nicht mehr veriindert 
wird. Dieses ist die Form, welche jeder allgemdneren Untersuchung 
fiber diese Functionen, insbesondere iu der Theorie der Abet 'schen 
Funetionen, zu Grunde gelegt werden sollte. 

Nun kennt man die Quotienten der ,,Functionen T" als solche mi~ 
inwriantdm Charakter, und dutch sie ist jede algebraische Function 
der betreffenden Classe auszudrilcken, einzig den hyperelliptischen Fall 
ausgenommen, den ich im Fo]genden ausschliesse. Um die Dimen- 
slonen yon Z~ih]er und Nenner dieser Ausdriicke in den ~p n~iher fest- 
zulegen, ist vor Allem die ~'rage nach der Anzahl der l~elationen irgend 
einer Ordnung zwischen den ~ linear yon einander unabMingigen Func- 
tionen q~ zu behandeln. Ieh weise diese Anzahl uls c4ne in allen Etillen 
gleichbleibende, nut vom Geschlecht p de~" Classe abMingige nach. 

Dagegen gebe ich auf die Frage nach der ]~'orm und gegenseitigen 
Abhgngigkeit dieser Relationen, dutch welche die spedelle Classe be- 
stimmt wird, bier nicht ein. 

Auf die Frage nach der Anzahl der quadratischen ltelationen 
zwischen den ~0 hat schon Herr W eber  (,Ueber gewisse in der Theorie 
der A bel 'schen Func~. auftretende Ausnahmefiille '~, diese Ann. XHI) 
hingewiesen; diese Frage wurde dann yon Herin Kraus  (,,Note tiber 
aussergewShnliche Specialgruppen auf algebr. Curven", diese Ann. XVI), 
der sich iibrigens vorwiegend mit der _Form dieser Relationen beschiiftigt, 

*') Ein Auszug aus demselben ist in den Ber. der Erl~nger physik,-medic. 
Societii, t yore 10. Mat 1880 veriiifent~icht. 
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wetter bdhandelt, aber noeh nicht ganz erledigt, da, abgesehen yon 
der nicht in allen Fiitlen g~iltig bleibenden Constantenz~hlung, noch 
zu zeigen ist, dass die quadratisehen Funetionen tier ~o nieht etwa 
blos einen Theil der dort allein behandelten Curven 2 ( n - - 3 )  :~'' Ord- 
nung, mi~ 2 ( k -  1)-faehem Pmlkte in einem k-faehen Punkte der 
Grundcurve, bilden. 

Die w167 6.--8. ,  in denen ieh die Cm'ven behandle, welche die 
Grundcurve in allen Schnittpunkten in der ersten Ordnung beriihren~ 
sind nur als ~'eisTid zu der cn~wickelten principiellea Auffassung an- 
zusehen, durch wetche man zu viel allgemeiner gtiltigen Resulgaten ia  
Bezug auf Systeme yon Berfihrungscurven gelaugt~ als es durch Be- 
traehtung etwa blos adjungirter Curven allein mSglieh ist. Die hier 
algebraiseh abgeleitetcn Siitze liefcrn erst eine feste Grundlage ftir die 
weiteren transcendenten Untersuchungen. Dass man dicse algebraiseher~ 
Entwieklungen tibrigens noch fortsctzen und insbesondere auf in hSherer 
Ordnung bertihrende Curven unmittelbar ausdehnen kann, ist sofort; 
klar, and ich gedenke spi~ter hierauf zurfickzukommen. 

w  

Invariante Form fiir die a]g~braisr Functionen. 

hn Siune der ,,algebraischen Function" wird eine algebraische Curve 

(1) f(s ,  ~) = 0 
mit allen aus ihr durch rationale, eindeu[ig umkehrbare Substi~utionen 
ablei~baren Curven als zu ether Classe gehSrig betrachtet. Es s~elft 
sich daher die Aufgabe, alle ratlonalen Functionen 6 yon s, z, zwischer* 
welchen GrSssen die Gleichung (1) bcstei~t, d. h. alle zur Classe ge-  
hSrlgen algebraischen Functionen 6 yon z, in einer DarstellungsformL 
auszudriicken~ welche v o n d e r  besonderen, erst aus der Classe aus- 
gewiihlten Beziehung (1) unabh'~ngig ist. 

Fiir eine Gattung yon Functionen ist eine solche Darstellungsibrua 
bekannt. Ieh bezeichne n'~mlieh als Functionen cp diejenigen ganzen 
Functionen ( n -  3) L~' Ordnung ( w o n  die Ordnung yon f(s,  z)) yon  
s, z, welche ~ 0 gesetzt, f adjungirte Curven (n - -  3) t~ Ordnung 
vorstellen, d. h. solche, welehe jeden i-fachen Punkt yon / z u n ~  
( i - - l ) - f a c h e n  Punkt haben. Die Quotienten dieser Functionen qo 
haben den invarianten Charakter.*) 

Jede rationale Function dieser Quotienten ha~ also ebenfal]s scho** 
die veEangte invariante Darstellungsfbrm. Umgekehrt kann man le icht  
zeigen, dass jede rationale Function 6 yon s, z sich als rationale 

*) Vergl. ]3rill und Noether, Ueber die algebraischen Func~ionen etc. 
Math. Ann. VII. 
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homogene Function 0 t~ Dimension der r darstellen l~.sst, einzig den 
Fall ausgenommen~ dass f ( s ,  z) -~ 0 eine ,,hyperelliptische" Curve be- 
deu~et, d. h. eine solehe Curve, auf weleher eine lineare Schaar yon 
Punktepaaren existirt. 

Denn nimmt man aus den Funetionen cp die Gesammtheit der- 
jenigen heraus, welche far ein beliebiges Werthsystem sG,  . far welches 
['(so, z,~) ~ 0 is~, versehwinden, so werden diese Funetionen nicht noch 
alle fttr ein und dasselbe weitere Wert.hsystem yon [" verschwlnden, 
a]lein den hypereltiptisehen )'all ausgenommen, wo dieses immer ein- 
t r i t t  (vergt. d. o. cit. Arb. p. 286). Die Transformation 

S' q~1 ' r 
9~s ~ q~ 

ist also, wenn 9~,, cp~, ~o 3 aus der Sehaar der q) niehl, in speeieller 
Weise herausgew~hlt sind, eine rational umkehrbare. Und jede alge- 
braische Function z drilckt sieh somig als rationale Function yon s', z', 
d. h. als rationale l. unctwn tier Qaotcienten der r aus. 

Indem wir also im Folgenden (~berall den Fall des hyperelliptischen 
Charakters der betrachteten Ciassen aussehllessen, dagegen keinell 
weiteren im Uebrigen noch so speciellen Fall, denken wir uns alle 
algebraischen Functionen 6 der Classe ratim~al dutch die Quotienten 
der cp dargestellt. Man hat a|sdann nut  noeh mit Beziehungen zwischen 
diesen Quotienten der rp zu thun and kann yon der s]?eciellen Glei- 
chungsform (1) vollstiindig absehem 

Stellt man alsdann G, start wie oben durch die Quotienten yon 
dreien der ~o, durch die Quotienten aller /9 Funetionen ~o, die linear 
yon einander unabhi~ngig sind, dar, so fragg es sieh zmfftchst, bis zu 
welcher Dimension in den ~o Z~ihler and Nenner eines solchen Aus- 
drueks far eine gegebene Function ~ anzusteigen haben. Zur Beant- 
wortung dieser Frage sind die aus den Produeten der cp quadratiseh, 
cubisch, etc. zusammensetzbaren Sehaaren nach ihrer Mannigfaltigkei~ 
der Reihe nach za untersuehen. Dabei seien im Folgenden durchaas 
die 2 Funetionen ~ selbst mii rp 1, cp~ , . - . ,  cp~, bezeichnet; eine homo- 
gene ganze Function der ~ yon der Dimension /~ mit 

w  

Dio Schaaren ~ /  und die quadratischen Relationen zwischen den 
Functionen ~. 

Wir untersuchen zun'Xchst die Mannigfaltigkeit der ganzen Schaar 

der qbc~). 
Indem man zum Zwecke des Beweises irgend eine ebene Curve 

Mathem~tische Annalea. XVIL 
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(1) f (s ,  z) = 0, 
welche zur betrachte~en Functionsclasse yore Geschleehte p gehSrt, zu 
Grunde legt, nehme man auf f p --  2 Punkte 

in vbllig allgemeiner Lage an. Durch solehe p -  2 FunkLe a, wird 
dann nu t  eine einfaeh unendliehe Sehaar yon c?-Curven hindurchgehen, 
die mit 

(2) ~, + a ~2 
bezeichnet set; und keine weitere T-Curve. Ferner wird diese Schaar 
dann nieh~ einen weiteren festen (yon ,l mmbh~ngigen), nur yon den 
a~ abhgngigen Punkt auf f besiizen, da wir den hyperelliptisehen Fall  
yon f tiberall aussehliessen. Dies ist dann nut ftir p > 3 zu zeigen. 
Set b ein soleher weiterer f'ester Punkt,  nnd c ein ganz beliebiger 
weiterer Punkt yon/ ' ;  wenn nnn der beliebige Punkt c nieh{ yon selbst; 
einen weiteren festen Punkt mitbestimmen soil (was der hyperelliptfsche 
Fall wiire), so mtisste die Curve dutch die p Punkte 

al ,  . . . ~  alo_s ~ b~ c 

noch durch (p - 1) (p -- ~) yon diesen abhiingige weitere Punkte hin- 

durchgehen, die aueh al]e yon einander nnd yon den 20 Punkten ver-  
sehieden wiiren, da 20 - -  1 der p Punkte ganz willkfirlieh auf f lagen 
und jede Verbindung yon c m i t  20 - -  3 der ersten 20 - -  1 Punkte e inen 

weiteren festml Punkt liefern soil." Aber da 20 + (p - -1) (p--~ . )  ffir 2 
p > 4 grSsser wird, als die Anzahl 2j0 - - 2  der Sehnittpunkte yon f 
mit eincr Curve q~, so ist die Annahme, dass/9 ~ 2 beliebige Punk te  
yon f cqnen festen Punk~ mi~bestimmen, nieht zuliissig.*) 

]tiernaeh besteh~ der Restsehnit~ der Schaar ~pf q- ;~q~2 noeh aus  
Gruppen yon je p Punkten,  die alle yon ~. abh.angig (beweglieh) sind, 
d. h. keine festen Punkte auf f gemein haben. Ferner geh~ d u t ch  
eine solehe Gruppe yon p Punkten naeh dem sogenannten l~i e m a n n '  - 
Roeh ' sehen  Satze (Math. Anm VlI~ p. 280) nur eine Curve r d a  
dureh die p ~ 2 Punkte el nur eine einfach-unendliche Sehaar y o n  
Curven cp geht. 

Betraehten wir jetzt  die Schaar 

(3) ~, r + ~,(V('), 
wo CO') und q)'o) ailgemeine lineare Functionen der cp sin& I n  diesern 
Aus&'uck (3) sind 21~ - -  1 willki&liche Constanten in linearer homogene~- 
Wcise enthalten. Denn zun~chst enth~lt d)l~) 1) Consfanten und e b e a -  

*) Diese Ausffihrung ist ~uch helm Nachweis der Normalcurve (p + l)ter Orcl- 
mmg (Math. Ann. u p. 287) hinzuzuffigen. 
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soviele r aber ein Gli~d yon (p2r 'r l~iimlich (P:(Pl, kommt schon 
in (pj@I,) vor. Eine weitere lineare Relation zwischen den G/iedern 
yon (3) kaun aber nicht bestehell, auch nicht vermSge der Gleictmng.(l). 
Denn man hl~tte dana eine Identitiit 

(p,~r _ ( p 2 ~ ' ~ '  --~ A - f ,  

wo W[~t und ~,(1) bestimmte Functionen (p w':iren~ verschiedcn yon 
(P2, q~l; d. h. die Schaar (2)~ (Pl -{- ~q~, hStte mit einer zweiten vml 
dieser verschiedenen Schaar yon Curven (p, V ' ( t )~  ).Vo), genau den- 
selben beweglichen Schnitt gemein, was nach dem Oblgcn, wo geleigt 
ist, dass durch einen solehen Schnitt nut eine Curve r geht, un- 
mSg|ich ist. 

Sei weiter (P3 eine bellebige (p-Carve, we]che nur (tie Eigenschaft 
habe~ durch keinen der oben angenommenen Punkte a, yon f hit~- 
durchzugehen. Wir betrachten dann die Schaar 

(4) (p~r ~ (p:r + (p.~ r 

wo auch r eine lineare Function der (p mit 1 ~ unbestimmten Para- 
metern vorstellt. Der Theil 

yon (pnq :)''(1) kommt bereits in den beiden erbten Gliedern yon (4) vor; 
der [ibrige Thell 

yon (p.~O"o) ist dagegen fiir kci~,cn Werth der e~ ~chon in (lics(,n belden 
ersten Gliedern~ d. h. der Schaar'(3), enthalien, wed sonst dicser 
Theil, fiir die speciellen Werthe der c~, wie ~.3) in den Puhkten a~ yon 
f verschwinden, also auch, da q~a in den a, nicht versehwindet, ein 
Ausdruck a3q~a--~-aaqo~~'"-~-c~pg~p ffir alle Punkte a ~ 0  sein mtisste, 
wii.hrend nach dem Obigen in d~esen Pm~kten doch nur die Schaar (2), 
r -~- )~(P~, verschwlndet. 

H~ernach enthiilt der Ausdruck (4) 31) -- 3 willkiirliche P ,  rame~er 
in linearer homogener ~orm; nSmlich in den beiden ersten Gliedern 
2/o -- 1, in dem letzten Gliede al.~dann noch p -  2 weltere. 

Nimmt; man nun weiter zu (4) noch andere aus den (p quadratisch 
zusammengesetzte Glieder hinzu, so erhiitt man keine Gheder. mehr, 
die nicht sehon in dem Ausdruck (4) enthalten wib'en, l)enn die 
Curvensehaar (4) gehSrt einer solcben linearen Schaar an, welehe f in 
Gruppen yon je 2 ( 2 p - - 2 )  Punkten trifft, und deren Mannigh~ltigkei~ 
is[ immer (Math. Ann. u  p. 278) gel)au eine o~ ~ c ~ - ' ~  ==' oc:~P-~" 
fache. JDie Curven der 5'chant (4), yon derselben Mmmigt'altigkeit~ 
slellen also schon die ganze (4) corresiduale $chaar dar, und dwse sind 

also jedenfalls yon der Eorm q)(~. 
Man kann das Letztere auch so ausdriieken: 

18" 
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Set W ~) eine gegebene quadratisehe Function der q~; dieselbe ver- 
schwindet in 2 ( 2 p -  2) Punkten, und die allgemeinste in diesen Punkten 
einfach unendlich werdende algebraische Function hat noch 3 / } -  3 
Constanten in linearer homogener Weise. Zu diesen Functionen ge- 
hSrt aber 

(5) r 

we q}('~} die allgemeinste quadratische Function der 9~ ist~ und ins- 
besondere auch 

(5') ~ ( ~ )  -F ~qy(u -F %r ~g(~} --- 

und da die Letztere schen an sich die volle Anzahl der tiberhaup~ 
auftretenden Parameter besitzt, so ist sie selbst schon die allgemeinste 
Function yon der betrachteten Eigenschaft; um so mehr also auch (5). 

Ohne die obigen Beweise war nur klar~ class (5) einen Theil der 
betrachteten Functionen ausmach& 

Will man eine Function darsfellcn~ welehe nur in einem Theil 
der 2(22) - -2 )  Verschwindungspunkte yon lg(~)unendlich wird, so ist 
diese Function natiirlich ebenfalls unter den (5) oder (5') enthalten. 

Da man aus den p Functionen q; 

~ p ( p  + 1) 

Combinationen Cp{~) bilden kann und unter diesen nur 310 ~ 3 yon 
einander linear unabh~ngig sind, so hat man noch: 

/Die Anzahl der yon einander unabh6ngigen l~eIatio~2en 2 t~ Ordnung 
~wischen den p 2Fundionen cp betriigt genau 

1 1 
T P ( P  -t- 1) - (3I 0 - 3) ~ T (p ~ 2) (10-- 3), 

einzig die hyperelliptischen Classen ausgenommen. 

w  

Die Schaaren ~(~) und die cubischen Relationen zwischen den ~. 

Es werde nun ~[hnlich die Mannigfaltigkeit der Schaar q}(~) 
un~ersuch& 

Man MiMe bier zun~chst aus der Schaar tier q~ zwei solche Curven, 
(Pl und q02~ aus, welche einen~ und nur einen~ gemeinsamen Schnit~- 
l~unkt a mit f besitzen. Die Schaar 

(1) ~01 -[- Z ~2 

trifft dann f in Gruppen G~_3 won je 2 p - - 3  beweglichen Punkten, durch 
welche keine wei~ere ~-Curve geht. Legt man durch eine solche Gruppe 
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Gz'p-3 alle Curven ~V(~), so schneiden dieselben welter noch in Gruppeu 
F2~-1 yon je 21) - - 1  Pankten. Well nun derea Mannigfalggkei~ 
oo(~v-'~-~----co ~-1 ist unel well diese Gruppen corresidual sind der yon 
~vlO(1) ~usgeschnittenen Punktgrut)pe F~'p-i, wo cp~ durch G~'p-3 gehL 
u l ~  O<'l irgend eine Curve c2 ist, so folgL, dass die Grupperl F~p-1 alle 
selbst yon den ~0~'), welche ebenfalls die Mannigfal~igkeiL cr -1 
h~ben, aus f ausgeschnittetl werden~ und dass diese Oruppen alle aus 
dem festen Punkt a, verbunden mit den yon den 0(') ausgesehnitLeneu 
Gruiopen yon je 229-- 2 PankLen, bestehen. Man h~g somit: 

(2) ~t'~) :--  qh OI,). 

W i t  beLrachten nun den Ausdruek 

(3) cp,O (~) + ~20 'l~, 
wo O (~) und q),(2) allgemeiue quadratische Functio~en der ~ sh~d. (P(~) 
enthifl~ n a c h w  2. noch 329 -- 3 Parameter linear und homogen, und 
ebenso viele (I)'O). Aber der Ausdruck (3) enfh~lt hiichstens 2(3p--3) 

p ~- 5p ~ 6 Parameter, du d~s SRick 

c?: �9 Oh (P(':~ 
des zweiLezt Gliedes yon (3) bei willk(irlichem (P(~) schon im ersfen 
Gliede yon (3) enthalten isL. Man kann nun leichi zeigeu, dass (3) 
such genau 5p ~ 6 Constanten enthiilL Denn eine lCel~tion zwisehcn 
den Glledern yon "(3) is~ yon der Form 

d. h. die Sehuar 

schneideL aus f gen~u dieselben (h'ul)pen yon beweglichen Punkten 

aus, wie die Schaar 
qh + ~ ~ = O. 

Abet  nach Formel (2) sind alsdann (vermSge f ~ 0) ~(~) und ~'l'~) ~on 

tier Form : 
V(~) ~ r 0( ' ) ,  V'(~) --:- q~Oo);  

d. h. die oben bereits angegebene Reduction der Constanfet~zahl 2 (3p --  3) 
um 20 ist auch die eiazige, welehe sLaLLfindeL. 

Sei ~eiter ~p.~ eine beliebige r welehe nur nichL durch 
den PunkL a ~on fl hindurehgeh~i d )'(~) eine solehe quadra~isehe Fune- 
Lion der q), welche ebenfalls f(ir a nieh~ verschwindeL Dann isl 

r O"(~) 
nieht  im husdruck (3), der fiir a versehwindet, ~nthalten (auch ver- 
m5ge f~---0 nicbt); und tier Ansdruck 

(4) ~P~ ~)'~) + ~0'(~) + ~ r 
enth~lt somit, wenn man (t)'(el al]gemein annimmt, wenigstens 

( 5 ~ . - - 6 ) §  
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Parameter in homogener, linearer ~reise; abet aueh nieht mehr als 
5 @  -- 1) Parameter. Denn eine Function, die in 6 ( t ) - -  1) Punkten 
yon f versehwindeG enthglg aberhaupt nicht mehr als 6 (1) --  1) - -p  -H 1 
Constanten (homogen). JDie ganze Schaar der (4) corresidualen Curven 
ist also selwn durch (4) selbst gegeben, also jedenfalIs vonder _Form 0('~). 

ttieraus folgr wetter, dass die Anzahl der yon einander u~mb- 
hiingigen cubischen 2Relationen zwisehen den 2O t unchonen r genau 

1 
g P ( P  -t- 1) (1) -}- 2) - -  5 (p  -- 1) 

betr@t. 

w  

Die Schaaren op(~,) und die gelationen #tc~. 0rdnung zwischen den q~. 

Um nun allgemeln ftir tt ~ 3 die Schaaren r zu uniersuchen, 
setzen wir die Schaaren r schon ats bekannt voraus. Set nSmlich 
~u(,,,-1) irgend eine solche Function (9 -- 1) re: Ordnung der ep, so sollen 
alle Gruppen yon je 2(t~ - -  1) (p - -  1) PunMen, welche tier yon ~ul~,-1) 
aus f ausgeschnittenen Gruppe eorresidual sind, yon der Sehaar der 
q}~'-') ausgeschnitten werden~ sodass diese Sehaar noeh 

2 ( ~  - -  1) ( p  - -  i )  - - 2 o  -t-  1 ~- (2tu - -  3)  ( / )  - -  1) 

Consfanten in linearer homogener Weise enthalte. 

Wir Mihlen bier, far 9 > 3, zungchst aus tier Sehaar der {p 
solche zwei Funetionen, q0, und %,  aus, welehe keinen gemeinsamen 
Nullpunk~ auf f besitzen. Die Schaar 

trifft dann f in Oruppen G.~p_~ von je 2/) - -  2 beweglichen Punkten, 
dutch welehe keine weitere q>Cnrve geht. Leg~ man durch eine solche 
Gruppe G;p_: alle Curven W(*'-~), so schneiden dieselben wetter noch 
in Gruppen V~,,-2)(p-~) yon je 2 0 ~ - - 2  ) ( p - - l )  beweglichen Punkten. 
Zu diesen Gruppen r gehSren die yon den Curven 

(2) ~, r 

ausgesehnittenen Gruppen, wo (p, dm'ch G~p_~ geht und qJ(~'-~)eine 
ganz betiebige Function ( t t - -2 )  ter Ordnm~g der q~ ist; und da diese 
letzteren selbst schon (wegen/~ ~> 3) eine oc(~,-a(p-')-,-Schaar bilden, 
wie die Gruppen [-ec~-~)(p-1) tiberhaupt, so werden alle Oruppen [- yon 
den Curven (2) aus f ausgeschnitten. Man hat somit 

(2) We.- -~) _T_ 9~, q~-~> 

Man bestraehte nun den Ausdruek 
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we dp(i,-,), r m~glichst allgemein getmmmcne t,'unetlonen Cu--l) '~' 
Ordnung der qo sind In q)(,-,/ sind (2 /~ -- 3) (p - 1)Pa.rameLer homogen 
und linear enthalten und ebensoviele ill q)'(s-,I. Um sogleich alle 
linearen Relationen zwisehen den Gliedern yon (3) zu erhaIten, beachte 
man~ dass eine solche Relation dureh Speeialisirung der Parameter in 
@(s'-') and qb'?,-,) erhalten wird~ also yon der t~'orm isg: 

Dies sagt aus~ (lass die Schaar 

aus [' genau dieselben Gruppen yon bewegl[chen Punkten aussehiwid,'I,~ 
wie die Schaar 

qh + A~,., -= O. 

Aber naeh gormel (2) sind alsdann (vermSge /"-~- 0) ~1 'ls'-l) und + i,-i) 
yon der Form: 

d+ h., die linearen llelationen, welehe zwisellen den Giiedern Veil (:l) 
exisgiren, bestehen n~r darin, dass iin zweit;en Ciliede das St(ick 

q~z " 99J q)~s'- '') 

bei ~illktirliehem ~1~,-2) sehon im erston (;~liede yon (3) e~ithalten L,t. 
l)a q ~O -̀x) ffir tt > 3 dann noeh (2tt--5)(.7) -1 )  f,_'onsta/lfeil hoinogl,n 
ulld linear enthglt, so erg'eben sleh fill" den Ausdruek (:i)g'ollltt.l: 

2 t 9 . ~ - - 3  ) (20--1) - -  ( ~ - - 5 )  (1~-- 1) = ( ~ - -  1) ( t , - - l )  

willk(illiehe Parameter,  die homogen und linear eingehen. 
Abet eine Curvensehaar, die in Gruppen yon je 2It ( p -  1) l'unkten 

trifft;, kann Nr/~ > t iiberhaupt nut 2~ (p- - ] ) - - (p - -  1) = (2~t - 1)( p--  1) 
Parameter in der genannten Weise enthalten. J)r bestckt dic ya~cc 
Schaar der (3) cor~'esid~toler~ C~xrven, die in Gr~q~i)rn yon jc 2t,( P -  I) 
I)u~Ucten treffen ~'oll ~ nut  aus den l<'m~ctione.~ ~o i,I der S~ haa r (:;) .~rlb.~t; 
~tml i~,sbeso~dere sind al le  I,'zr �9 r '̀) .m~,br den J"umli(mT~ (:l) 

enthalten. 
Anders ausgedrtiek/: : 
~ei ~(~</ irgend eine gegebc~e l'~u~dion t t" '  ()rdt~mg der q~. lJi<- 

selbe verschwindet einfach in 2~Z(l)--]) J'u~J,h'.n, ~lz(I die allgem,'w,,I,' 
algebr. ],'~t~wtio~*, welcAe in diesen 1)mdt~n oder i~t irg~:nd eiw'm }'/wit 

dersdben ei~i'ach ~me~.dlich wird~ ist 
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Dieselbe kann fiir ~ ~ 3 a u r  sehon in die Form gesetzt werde~ 

(~iO (/z-l) -[- ~r u-I) 

Wo r und ~P2 fest gew~ihlt werden k6nnen, wenn sie nur der Bedingung 
geniigen, nicht einen yemeinsamen NuUpunkt zu besitzen. 

Da man die p Funetionen r auf 

p(pd_ ~) . . .  ( p d - ~ - -  ~) 
1 . 2 . . . ~  

Weisen zu (~') combiniren kann, yon denen nur ( 2 / ~  l) ( p ~ l )  linear 
unabh~ngige e~istiren, so fotgt noch: 

Die Anzahl  tier yon einander linear unabMingigcn ]~elationen 9 re" 
Ordnung (~ ~ 1) zwischen den p Functionen cf betr~igt (immer nur den 
hyperelliptischen Fall ausgenommen) 

p(p-{-1) . . . (p-~- ~ - l) 
~ . ~ . . , ~  --  (2t~--1) ( p - -  1). 

w  

Die Functionen 0(,")in einigen speeiellen F~llen. 

1. Leg~ man der algebraischen Classe eine solche ebene Curve 
nter Ordnufig 

(1) f ( s ,  ~) ~= 0 

zu Grunde, bei weleher ein Geradenbtischel 

A 1 ~ ~tA 2 ~ 0 

existirt, dessen Scheitel nicht auf f liegt und der in solchen Punkt- 
gruppen schneidet, die zug[eich durch ein Biisehel yon Curven cp 

q01 ~ Zcp 2 ~= 0 

aus f ausgeschnitten werden, so hat ruan 

(2) AI ~P2 - -  A~r z 0 ,  

wenn zugleich f ~  0 ist. Aber da die linke Seite yon (2) nur yon der 
Ordnung n -  2~ so muss diese Gleichung identisch, ohne Hiilfe yon 
f-----0) bestehen~ and man ha~ 

~j ~--- A I ~  ~ ~-- A~o ,  

wo ~p ~ 0 eine f adjungirte Curve (n--4) ~~ Ordntmg wit& In diesem 
Falle exisfiren also eiae oder unendlich viele adjungirte Curven (n- -4)  t~ 
Ordaung. 



Invariante Darstellang algebraischer Functionen. 

Transformirt man insbesondere eine Curve f der "CIW~ dutch die 
eindeutige Substitution 

s" : z ' :  1 ~ : q~2 :rP3~ 

wo die cpl , r r beliebige Curven r sind, die keiaen Pm~kt auf f 
gemein haben, so geh~ f ~  0 iiber in eine Normaleurve 

(3) F =ffi 0, 

yon der Ordnung N == 210 - - 2 ,  fIir welche alle Oeraden der Ebenen 
in Gruppen treffen, die zugleieh yon Curven r ausgesehnit~en werden. 
In diesem Falle existirt also eine F adjungirte Curve (2~--4) ter Ord: 
hung, ~, und zwar nur eine, well sonst jede yon ihnen, verbunden mi~ 
einer Geraden, dieselben 2 / 9 -  2 Punkte aus F anssehneiden wiirde, 
was unmSglich, qt selbst triff$ F ausser den singul~ren Punkteu 
nicht mehr. 

_Fiir diese Curve F bestehen die ~ )  aus der Sehaar der F ad- 
jungirten Curven ( N - - 4 ~ - g )  ~ Ord~ung, verbunden mit der feste~ 
C u r v e  0 ' ) "  - ' . 

Denn diese Curven schneiden in Gruppen yon je ~ N  Punkten 
und zwar in allen Grappen, die einer yon ihnen corresidtial sind; ein 
Theil yon diesen Curven, niimlieh die Curve (~)~, verbunden mit g 
Geraden, gehSrt aber jedenfalls zu den r also vermSge E----- 0 atle 
Curven, nach den allgemeinen SKtzen der w167 2., 3., 4. 

2. In Bezug auf die Normalcurve f yon der Ordnufig 

v = = p - [ -  1 
ordnen sieh die adjungirten Curven (v - -2 )  t~' Ordnung ebenfalls den 
r162 unter; sie stellen aber solche r dar, welche noeh ftfr p ~ 3 be- 
liebig ausge~eichnete Punkte yon f verschwinden. Die  adjungirten 
Curven ( y - - l )  ter Ordnung sind Curven O(s), wdehe far Cliese ~ v - - 3  
Punkte doppelt versehwinden~ etc. 

3. In Bezug auf irgend eine Curve f~ yon der Ordnung n und 
dem Gesehleeht p, IKsst sich nicht allgemein angeben~ welehen Curv~ 
~l~) die adjungirten Curven de r Ordnungen n ~ 2~ n -  1, . . .  unter- 
zuordnen sind. Diese sind immer solche Curven r  welehe dutch ~ 
gewisse speeielle Punktsysteme geheu, die eben nu t  dutch diese Eigen- 
schaf~ der (I)r aber nich~ an der Curve f selbst, auf invariante Weise 
zu definiren sind. Bei allgemeinen ~ Untersuehungen, die slob an die 
dutch f definirte algebraische Classe kniipfen, istes daher nothwendig, 
yon der speeiellen Form f alszusehen ~, und nur die Beziehungee~wjar 
den ~ allein~ oder, was im Wesentlichen, damit idallti~hAst~di~ 
Normalform (3) odor die Normalform (paUl)t~+O~ntlng~ z~ b~t~t~oh.t~+ 

4. Nur ein Theil dieser Betrachtuugi~n liisst ~, si~h~iaueh~ n~ob~ad 
f selbst durq~fiihren. Es 'llisst~aich-'~mgiah d~ b~ie~t~Idlili~ 
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von f mit denjenigen adjungirten Curven (n - -2 )  t~' Ordnung, Z, welcbe 
durch n - -  2 feste Punkte van f gehen~ die zugleich auf einer Geraden 
A liegen~ direct in invarianter Weise auffassen. Dieser Sehnitt be- 
steh~ aus Gruppen yon je 2p beweglichen Punkten; m~d darunter be- 
finden sich auch die Gruppen, welche aus den beiden tibrigen Schnitt- . 
punkten at,  a 2 der Geraden A mi~ f u n d  aus dem ~chmtt f m i t  den 
adjungir~en Curven cp bestehen. Transformirt man nun f in [', yon 
der Ordnung n', so geben diese letzieren Gruppen fiber in solche, die 

t t aus zwei Punk~en a.l~ a2, verbunden mi~ den Schnittpunkten der zu 
f '  gehSrigen ~o, bestehen; sitmmiliche obige Gruppen yon je 2/) Punkten 
gehen also tiber in diejenigen, welche diesen ]etzterea (]rappen corre- 
sidual sind, d. h. in den Schnitt yon f '  mit den f '  adjungirten Curven 
(n'--  2) re' Ordnung, :~'~ welche ausserdem dutch die n' - -  2 festen Punkte 
yon f '  gehen, die noch auf der Geraden A' durch aj'~ a 2' liegen. 

Transformir~ man so f in eine der Normalfbrnlen, so sieht man, 
dass die genannie Schaar der Z tibergeh~ in die Schaar der Funefionea 
(l)t~), welche noch ffir 2 p -  4 feste Punkte verschwinden, for welche 
zugleich eine l-unetmn cp versehwindet. 

Dieses invariante Verhalten der Carven X ist tier Grund ihres 
Auftretens bei den Integralen drifter Gattung tiber algebraische Func- 
tionen. 

5. Wit wollen am Schlusse dieses Paragraphen noch das Ver- 
halten der Functionen qb(~) in dem bisher ausgeschlossenen Falle, bei 

~ den hyperelli2tischen ~ unchonsclassen, erw~hnen. Diese Functionen 
r verschwinden alsdann in Gruppen yon je 2 ~ ( p - -  1) l~unkten, yon 
denen aber jede Gruppe aus # ( I - - 1 )  ]~unktepaaren besteht; and die- 
selben bilden eine cx~'(~-a)-Schaar. Die Anzahl der Relationen t~ (~ 
Ordnung zwischen den p Func~ionen qo betr~gt daher hier 

p ( p + ~ ) . . .  (p+t~--  t) 
----I.-2 . . p ,  

gtiltig ftir jedes /~. 

w  

Dio in erster 0rdnung berfihrenden Curven X0,). 

]eh bezeichne im Folgenden mit 

X(~') 

eine solche Function O(~')~ also Function ~ r  Ordnung der q)~ welche 
in y ( p - - 1 )  Punkten je in der zweiten Ordnung verschwindet, d. h. 
eine Cm've qb(t*)~ die f fiberal], wo sie f trifft~ in der ersten Ordnung 
beriihrt, also ill 9 ( p - - l )  Punkten. Ferner sage ich, dass zwei solcbe 
Beriihrungseurven~ X~') und X(*'), zum selben System g~h6ren, wenn 
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(/,4-,~ 
eine Curve @~-Y'-/ existir~, deren ( # + v ) ( p - J )  Nulltmnkte ~us dez~ 
# ( p - - 1 )  Beriihrungspunkten yon X(,,I und dell v ( p - - 1 )  Bertihrungs- 
punkten X o) bestehen. 

Sehon diese Definition zeigt~ dass fib' zwei Bcriihru~gscurccn Xi, "} 

und Xt.~, die zum selben System gchgren, ~ + ~ gcrade~ also beidc Zahku 
2 

9 und v gercMe oder beide ungerade sein miissen. 

Um nun alle Beriihrungscurven zu erhalten~ und nur diese, welehe 
mit einer gegebenen solchen Curve X ~,'') zum selben System gehSren~ 
dient der folge~de Satz: 

I. Legt ma~ durch die l?eriihrungspunkle cheer XI,,,) irgend einc 
Curve co((,,), so bcviihrt in den iibrigen Vbrschwimlt~ngspu~kten der (P(O 
eine Beri~hr,~r X(~'-t  '), welc'lw also mit XI~,) zum selbcn ~ystcm 
geh&'t. 

Zum Beweise betrachie man die gauze Sehaar der Curven q)(~e)~ 
welche die # ( 2 - - 1 )  Bertihrungspunl~te yon X~ ') ebenfalls zu Be- 
r0hrnngspunlden haben. Diese Curven schneiden noeh in bewegliehen 
Gruppen yon je 2 (2p~t*)  ( p - - l )  Punkten~ welche Gruppen abet auch 
yon Curven q)(.2r ausgeschnitten werden kSnnen, l)enn unter diesen 
beweglieheu Grupl)en sind jedenfalls die yon den Curven tt~'~, .,,) aus- 
geschnittenen enthalten~ welche also naeh dem Satze des w 4. aIle 
Gruppen bilden m(issen. Insbesondere existirt ultter dlesen Gruppen 
die yon der Curve r r ausgesehnitteue Gruppe; diese Gruppe be- 
steht abet aus den weiteren ( 2 Q - - ~ ) Q ) - - I )  Verschwinduugspunktea 
yon r fiir weIche nicht X(")-~-0 wird, uncl zwur diese dopf)elt ge- 
rechne~; daher sind diese Punkie, doppeltgerechne~:, auch die Ver- 
schwinclungspunk~e einer (P(~e-~,)~ d. h. die BeriihruJ~gspunkte eiller 
X(2q-t '>, wie es tier Satz aussagt. 

Algebr~isch ist dieser Beweis dasselbe, wie der Nachweis tler 
Identit~it: 

(r162 ~_ A �9 f +  B �9 X(~'), 

wenn man eine ebene Curve f der Classe zu Grunde teg~; (label wird 
dann B die gesuehte Function X(~e -,") ; (rod (lle ]dentitiit wird ffir/'---=0: 

( r  - -  X(~*) X r  '-~'1 --= O .  

Insbesondere kSnnen wir die ganze Schaar der JJerfihrungscurven 
X(~) betrachten, welche glciches v h~tben und zum selben System gc- 
hSren. Da deren Beriihrungspunl~te aus denen einer und derselben 
Curve X (~') dadurch ~bgeleitet werden, dass man dutch die letzteren 

die gauze lineare Schaar der (P~ "~ ~ leg~, so bilden jene, elnfach ge- 
nommen, eine lineare Schaar. Die Mannigfaltigkeit dieser Schaar is~; 
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(Ant1. VII, p. 278), da die Gruppen aus je v ( 1 ) - - l ) P u n k t e n  bestehen, 
im Allgemeinen eine ~(p-1)-p-f~ehe und wird nur  und immer  dann 
erhSht; wenn diese Gruppen zugleich yon Curven ~p ausgesehnitten 
werden. Dieser letztere Fall kam~ ftir v > 2 nicht eintreten. F(ir 
v ~---2 kSnnen die Gruppen gerade aus siimmtliehen Verschwindungs- 
punkten der cp bestehen, und dann hat man eine oc~-l-Schaar; die 
Schaar der X(~) l~sst sieh aber bier unmfftelbar angeben: es ist die 
bei jeder Curve exis~irende Schaar (Oo)) 2, d. h. die Sehaar der Curven 
cp~ jede doppelt gerechnet. Wir wollon dieses System ((b(l~) '-) als das 
uneigentliche System X (~) bezeichnen. Die aus diesem uneigentllcheu 
System ((po))~ abgeleiteten Bertihrungseurven X(e. ~) bestehen immer nut 
aus den doppelt zi~hlenden Curven r162 aber die Mannigfaltigkeit der- 
selben erhSht sich naeh dem Obigen flit 0 > 1 nicht. - -  Ftir v ~ 1 
endlich beriihrt in der Gruppe von p - -  1 Punkten eine Curve % und 
zwar geht durch eine solche Gruppe lm hllgemeinen nut eine einzige 
Curve ~p, so (lass diese Gruppe einer linearen Schaar yon der Mannig- 
faltigkeit 0 angehSrt und mit keiner weiteren Gruppe yon p - - l  
Pankten zmu selben System gehSrt; im Speciellen aber kann dutch 
eine solehe Gruppe auch eine ganze Sehaar yon Curven (p gehen und 
dann gehiirt sie einer liuearen oz~ yon je p --  1 Punkten an, 
in denen je eine Curve X(1) desselben Systems beriihrt. Dabei kann 

aber a hSchstens P -  ~ p -  i 2 , bez. - - ;2~ sein; denn nimmt man irgend 

eine Gruppe yon p - - 1  Punkten der c~q-Schaar mit irgend einer 
zweiten zusammen, so erhglt man r ~a verschiedene Gruppen yon je 
2 p -  2 Punkten, durch welche auch oc ~ yon einander verschie&nc 
Curven r gehen mtissen~ and da es yon diesen letzteren nur cx~ '-~ 
giebt, kann 2 a  hSchstens ~ 1 o -  1 seia. Die obere Grenze yon a 
trit t  iibrigens "tosser den elnfachsten Fgllen ( p ~ 4 ,  6) nur im hyper- 
elliptischen Falle auf. 

Zusammenfassend baben wir so den Satz: 
II. Die )Beriihrungspunkte aller X (v), writhe gleiches v haben und 

zum selben System gehgren, bilden eine lineare Sehaar  yon Grul)pen 
yon je  v ( p -  1) 2u@ten .  Die  Mannigfalt igkeit  einer solehen Sehaar 
ist fiir ~ > 2 immer ~ v ( p ~ l ) - -  p ; fiir u ~ 2 bei einem System, 
dem uneigentlichen ((po) ):, ~ 2) - -  1, bei den iibrigen Systemen ~- p - 2; 
fiir v ~-  1 im Allgemeinen ~-  O, in besonderen Fiillen aber = 1~ 2, �9 �9 .~ 

and h6ehstens ~ p -  1 bez. p -  ~ 

Im Vorhergehenden sind alle zu einem System gehSrigen Be- 
rtihrungscurven aus einer Curve des Systems, X(F'), abgeleitet worden. 
Um nun diesen Systemsbegriff ale in sich wider~l)ruchsfrei zu erkennen, 
ist noch zu zeigen, dams man nut zu denselben Curven gelangt, wena 
man sie aus irgend einer andern Curve des Systems ableitet. 
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Zu dem Zwecke bemerke man, dass die Gruppe Ff_~0_~,)(p_~ ) yon 
(2 0 -  ~ ) ( P - - I )  Punk[en, in welchen eine X(~.'-~'I ber[ihr[, zu der (~ruppe 
G,,,(~-~) yon t t ( p - - I )  Punkteu, aus welcheu die erstere naeh I. abge- 
leitet ist, sowohl residual als corrcsidual ist. Denn die beiden Gruppen 
sind einander residual, insofern, als sie zusammen die Verschwindungs- 
punk~e einer r sind*); und eorresidual, well die Gruppe G,,(~_~ I zu 
sieh selbst residual ist, indem sie, doppelt gereehnet, die Verschwindnngs- 
punkte der X(~') liefern. Ebenso ist irgend eine weitere Gruppe 
[(2a-t,/(p-t)~ die aus der Gt,(p-~l durch eine r ist, dieser 
Ableitung naeh zur Gruppe [(2o-~,~(p-x) eorresidual, und ferner~ da sie 
zu sieh selbst residual ist, aueh zur [(~e-~,lo)-~) residual; d. h. es existirt 

aueh eine r 1 6 2  welehe durch diese beiden Gruppen hindureh- 
geht,  w. z. b. w. 

{}7. 
Beziohungen zwischen don Systomen der X("). 

Aus dem am Schlusse des w 6. entwickelten Begriffe ergiebt sleh 
sogleieh eine Reihe yon S~tzen tiber den Zusamnlenh~mg der ver- 
schiedenen Systeme~ yon denen ich nur die wichtigsten hervor- 
heben will : 

III. Gehiiren X(~') und X(") demsdben Systeme, Xa)  abet irgend 
cinem weiteren System an,  so gehtiren dic bcidcn Bcriihr~ngscurven 
X(~') X(~ '), X (~'1X~") cben['alls einem mul  demsclbc~ Systcme , n .  

Denn dami~ zwei Beriihrungseurwm einem und demselben Systeme 
angehSren~ ist~ nur nbthig, dass die beiden Gruppen ihrer Bertihrung~- 
punkte einander eorresidual sin& Da dieses nun bei den beide~t 
Gruppen, in welehen X'~') und XI')  bertihren, der Fall sei~ soil, so 
findet dasselbe aueh bei den Gruppen start, in welehen X ( ~ X ~  '~ und 
XIz)X( ' )  berahren; denn diese Gruppen unterseheiden sieh yon den 
frfiheren nur um eine feste Gruppe, in wetcher X (~) beriihrt. 

Man sieht hieraus~ dass, wenn man d~e Curven eines Systems 

X(,"), X 0'1, �9 �9 �9 

mit den Curven eines zweiten Systems 

X '~) ,  X'(~, - . .  

zu neuen Ber[ihrungscurven 

*) Dieser Begrit[ des ,,gesidualen" iat mch~ genau detjenige, welcher in dee 
Math. Ann. VII gegeben ist und weleher sich auf die Schnittpunkte blos ,,ad- 
jungirter" Curven bezieh~ Aber die vorhergehenden Paragrephen haben gezeigt, 
dass der Restsatz auch ffir dm Curven r genau in derselben Form gilt, wie fiir 
die rein adjungirtea Curven. 
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X(~) X '  o,), X r X'  o,), . . .  

zusammensetzen will, man immer dasselbe System erh'~lt, gleichgiiltig 
welche Curve des ersteu Systems man an Stelle von X~s) nimmt, etc. 
Bildet man aus zwei Curven des ersten Systems a]lein die Curve 

Xq,) X(~), 

so gehSrt dieselbe mit (X~') 2 zum selben System, also zum ,,uneigent- 
lichen" System. 

Man erhiilt indess schon alle fiberhaup~ existirenden Systeme nach 
folgendem Satze: 

IV. Es gicbt keine weiteren Systeme, aZs eine endliche dnzahl yon 
Systemen der X('~) ~l~'~d cine endliche Anzahl yon Systemen der X(~) 
Allc Beriihrungscurven X('-'t,+~) geh6ren mit Curven" X(~), alle X(~ ') mit 
Curven XIe) zu Systemen zusammen. 

Set n~imlich eine X(2,"+ ~) gegeben. Diese Crave bertihrt in 
( 2 ~ + 1 ) ( p - - 1 )  Pu~kten; aber durch diese Gruppe kann man immer 
eine r legen~ da es eine or dieser Curven glebe, 
dutch die Gruppe also jedenfalls noeh ~2p-3 der d)(~'+ 2) gehen. Eine 
solehe Curve @(,"+~) verschwbldet dann noeh ftir 3 ( p ~  1) Pm&te, in 
welchen eine XIZ) beriihrt, die mit X(2~ '+~) zum selben System gehSrt. 

Set ferner eine X(~t ') gegeben, die in ether Gruppe yon 2 # ( p - - l )  
Pnnkten beriihrt. Da es yon den Curven @(,+1) eine ~(,,,+~l(~-a)-p- 
Schaar giebt, kann man durch diese Gruppe noch wenigstens c~t, 
der @fz+~) legen~ und eine solche Curve verschwindet dann noch in 
2(/o--1) Punkten~ in welchen eine X(e) bertihrt, die mlt der X(~t ') 
zum selben System gehSrt. 

~Nimmt man nun yon den 3(p--1)Bertihrungspm~kten ether X(a) 
3 ( p - - l )  --  p m_ 2p - -  3 derselben willl~iirlich, abet niebt speciell ge- 
legen, an~ so ist die X(~I auf eine endliche Anzahl yon Weisen be- 
stimmtt da es, wie wir in II. gesehen haben, genau cr  -~ solcher 
Gruppen yon 3p ~ 3 Punkten giebt. Diese verschiedenen X(~), mit 
denselben 2 p -  3 Beriihrungspunkten~ gehSren ebe~aso vielen ver- 
schiedenel~ Systemen an, da es nicht mSglich ist, dutch die Beriihrungs- 
punkte zweier solcher X (~) eine qb(~)zu legen; und die sich so ergebea- 
den Systeme yon X (s) sind alle existirenden. 

Diese Systeme tier X(3) zerfallen null wetter in zwei Hauptarten: 
je naehdem dutch die 3(p--1)Bert ihrungspunkte ether solcher X(3) 
eine q)(-~) nicht geht, oder eine @t~ hindurchgeht. Ich unterscheide 
dementsprechend die Systeme als solche erster Art  und solche zweiter 
Art. hn zweiten Falle gehSrt die X(3) mit ether in p - -  1 Punkten 
beriihrenden X(~) zum selben System~ und umgekehr~ gehSren naeh 
IV. alle X(t) zu Systemen X(~). Da die Mannigfaltigkeit der Schaar 
der Xo) ,  die zu einem Systeme gehSren, aueh eine unendliche sein kann~ 
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so kann man die Systeme der zweiten Art auch noch in Untcrarlen 
theilen, je nachdem die zugehSrige Sehaar der X") die Mannigfa]tig- 
keit ec ~ cc I, 0o 2, etc. hat. Die Anzahlea dev verschiedenen Systeme 
in diesen Unterarten seien bez. mit B(~ ~(~)~ ]t,-'), . . .  bezeichnet; 
ebenso die Anzahl der Systeme ersier Art mir R. 

Wit  bemerken d,~bei, dass nach der Theorie der A bel'schen 
Functionen (lie ]~, RI'), R(~), . . .  Systeme zu einer Art zusammenge- 
gefasst werden~ und die I~(o) R(21, 12(4) . . .  Systeme zu einer zweiten 
Art (vgl. Weber~ Math Ann. XIII). 

Nimmt man ebenso yon den 2 @ - - 1 )  Beriihrungspuukten einer 
eigentlichen (nicht aus einer doppelt ziilflenden r bestehenden) Xc-') 
p -  2 derselben willkiirlich und allgemein an, so i,~t auch die X(;) 
auf eine endliche Zahl yon Weisen be~thnm~, d~L es nach I[. genau 
e ~  -~ solcher Gruppen yon 2 ( p - - I ) P u n k t e n  giebk Die verschiedeaen 
X(2), rail denselben p -  2 Bertihrung~pnnkten, gehSren dram ebenso- 
vielen vcrschicdcnen eigentliehen Systemen an~ da eine q)tal, sobahl sie 
durch die 1 ~ -  2 Punkte doppelt und durch die iibrigen Beriihrungs- 
punkte einer Xel gehen soll, schon mit dieser X("~ identisch wird. 
Man erhiilt auf diese Weise alle eigentliehen Systcme voa X(% 

Die Anzahl der sieh so ergebenden eigenttiehen Systeme yon 
X(21 sei N. 

Offenbar erhiil~ man jedes dieser N Systeme auch durch Combina- 
tionen zu 2 yon Systemen der X Q  l)enn verbindet man eine X I~) 
z. B. mit5 irgend einer XO), so bihlet X(~!- X (t! eine XC~l, und Xr 
gehSrt zum selben System, wie die XI~)X(a). Es genagt daher jeden- 
falls, die Systeme der X( :~1 zu kemwn, um hieraus alle Systeme abzu- 
l e i t e n . -  Da ferner ein Theil der N Systeme der X(-') schoa dureh 
Combinat;ion der R(~ Systeme der X(3)~ ein Theil dutch Combination 
der 1~ ~) Systeme der X ~3), etc.~ sieh ergebcn wird, so zerfallen auch 
die N Sy~teme in Unterarten. Ebenso zerfiLllen auch die R Systeme 
erster Ar~ der Xo) in Unterarten, je nachdem man ein solches System 
aus drei der /~0), beztiglich drei der R(" etc. Systeme der X (~ com- 
biniren k~nn. 

Diese Betrachtungen seien nochmals in dem Satze zusammen- 

gefasst : 
V. JDie Systeme X ('~ zer~dlcn in zwei Arten: ein System der ersten 

Art besteht nur aus solchen Curve~ X('~)~ dutch deren Beriihrungs~unkte 
kein @~ geht; ein System der zweiten Art aus solchen, durch deren 
]3eriihrungspunkte dne @(~ gelegt werdcn kann. Zu einem System &,r 
zweiten Art geh6rt immer einc 13eriihrungscurve X(O oder eine Schaar 
soleher ; und je nach der Mannigfaltigkeit dieser Sehaar hat nzan wieder 
Unterarten der zweiten Art. 

Die Systeme de,r X (~) zofallen ebenfalls in zwei Arten: die ebze 
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Art  enthiilt nur das eine uneigentliche System ((pl~> )2 _ und die ent- 
s20rechenden X (2t') sind identisch mit den Curven (X~") 2 - - ;  die andere 
Art  enth~ilt alle iibrigen, eigentlichen Systeme X (~. Alle Systeme lassen 
sich dutch Combinationen yon Systemen der X (  31 ableifen. 

w  

Speciello Fi~llo fiir die Beriihrungscurven X(~). 

1. An Stelle der in der Theorie der A b el'schen Func~ionen yon 
C 1 e b sch und G o r d all auftretenden Berfihrungscurven, bei denen eia 
Pankt  der Grundcurve ausgezeichnet ist~ sind nach der hier angenora- 
menen Auffassung folgende Curven zu se[zen: 

Sei a o ein Punkt  der Grundeurve und Cpo eine Curve ~o~ die in a o 
bertihrt; diese Curve qo verschwinde[ daun noch i',:ir 2 2 0 -  4 weitere 
Punkte al ,  a2, . . . ~  a~z~_~. Ma~l betrachte nun alle Berfihrungscurven 
X(~), welche in den Vunkten a,, aj, . . . ~  a~p_4, sowie in p weiteren 
Punktea ber[ihren. Dieselben bestehen aus tier Curve r verbunden 
mit den ~V(2)~ welche durch a~, a2, . . . ,  a.~p-4 gehen und noch in 
1) weiteren Puukten beriihren: 

X(~) ~ ~o o . Wi2). 

Die beiden Arten yon Systemen yon X('~) dr[ieken sich nun bier so 
aus: bei der crsten Ar~ gieb~ es keine r welche dureh die Punkte 
qo, al~ " ' "~ a~p-4, sowie die 20 Beriihrungspunkte der W(~)~ hi~durch- 
geh[; d. h., da nach dem ers~en Beweise i m w  3. eine r die durch 
die Punkte ao, a j , . . . ,  a~p_a der % hindurchgelegt ist, zugloieh noeh 
durch den letzten Verschwindungspunkt tier ~o, n~imlich wiederum ao, 
hindurchgehen miisste, w~hrend da~m durch die fibrigen p - -  1 Punl(te 
immer elr, e qo ginge: bei der ersten Art f'~illt keiner der p Berfihrungs- 
punkte der ~F(~) in den Punkt  a o. 

Bei der zweiten Art muss dagegen nothwendig einer der 20 Be- 
riihrungspunkte der ~F(~) in den Punkt a o fallen und-diese Curve selbst 
besteht aus cpo , verbunden mit irgend einer der in p - -  I Punkten 
bertihrenden Xu) : 

X ( ~  ~ _  9~o ~ �9 X ( t ) .  

2. Eine Curve W(~), welche in einer Anzahl yon Punkten einfach 
verschwindet, in einer weiteren Anzahl yon Punkten aber doppel~, 
d. h. in der ersten Ordnung ber(ihrt, liisst sich fiir sich auf keine 
Weise in eines der angegebenen Systeme yon BerShrungscurven ein- 
reihen; und man kann die Curven dieser Art  nieht einmal nach ana- 
logen Systemen anordnen~ so dass diese Anordnung einen invarianten 
Charakter erhSlt. Sobald man abet zwei Curven W(~), q~(~) zusammen- 
nimmt, welche in denselben einfachen t)unkten verschwidden, deren 
weitere Beriihrungs~unkte aber verschiedea sein kSnnen~ erh~il~ man 
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eine vSllig bestimmte Zuordnung zu einem der in w 6., 7. angegebenen 
Systeme yon X (3) oder der Systeme yon Xt2). In der That stell~ eine 
solche Curve 

Woo �9 W ~) 

eine Berfihrungscurve Xr ") vor, die eine bestimmte Zuordnung hat. 
Ist insbesondere ~-----/~, so hat man in 

W It') W' (~), 

wo W(."~ und W 'f~l die einfachen Verschwlndungspunkte gemein haben, 
eine Curve X(~'), welche entweder einem der 57 Systeme yon X (~) zu- 
geordnet ist, oder speciell dem uneigentlichen Systeme, wean sie sich 
in die Form setzen l~isst 

(r 
In dasselbe System~ wie W(~). W(~) gehSrt auch die algebraische 

Funct~ion 

u/(t,) ' 

die sich yon der vorhergehenden nur um den Factor (Wo)) 2, welcher 
dem uneigentlichon System angehiir~, unterscheidet. 

Ersetzt man niimlich die beiden Curven W(~') und W(,.I welche die 
Verschwindungspunkte a gemein hubert sollen, wi~hrend W(,) ausserdem 
in den Punkten y, W(~) in den Punkten (~ bertihre, naeh dem Rest- 
satze (diese Ann. VII ,  p. 271) durch die beiden Curven W(r und 
WIe+~-F,)~ welche die Verschwindungslounkte /~ gemein haben sollen, 
w~hrend ~Vr ausserdem noch in den Punkten 7, W~r in den Punktea 
6 bertihre~ so hat man 

W(') W(e) - -  Wl~,)W(e+~-s} ~ O, 

und die beiden Functionen 

V(') und Y(r 

sind ganz identisch. Abet die beiden Bertihrungscurven 

Wt~) �9 W(') u n d  ~F(~) �9 ~(','+~-~) 

gehSren zum selben System, weil durch ihre Beriihrungspunkte eiue 
r geht,  niimlich die Curve W(~) �9 W(~), d. h. weil 

[ W ~ )  �9 W~')] �9 [~ / ce ) .  ~ l e + , ' - ~ ) ]  - -  [W(' )  - Wr~)]~ = 0 .  

3. Die in w 6. zur Definition yon Systemen yon Berfihrungs- 
curven X(~o angegebenen Operationen lassen sich auch direct auf blos 
adjungirte Curven (~ath. Ann. VII) anwenden. Man erhB]t dann 
ebenfalls Beziehungen zwischen Schaaren yon solchen beriihrenden 
adjungirten Curven. Aber einmal wird der Ausdruck dieser Be- 

Mathematiseh~ ~nnalen. X u  19 
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ziehungen dann yon einem nicht invarianten Elemente, der Ordnung 
der Grundcurv% abh~ingig; sodann kann man auch nicht allgemein 
a~geben, ob sich diese Curven zu reinen Beriihrungseurven X(,) er- 
ghnzen ]assen und somit ihre Zuordnung zu den Systemen der w167 6,  7. 
gegeben ist, oder ob dieselben nur zu (len Carven W(f') in (2) w 8. ge- 
hSren. Das Erstere wird nur ffir die adj. Curven der Ordnung n--3-~-2~ 
immer stattfinden, wie naebher gezeigt wird, sowie in speciellen Fgllen, 
z. B. wenn die Grundeurve yon der Form (3)~ w 5. 

Sei hier f die Grnndcurve n to~ Ordnung, V(~)X(.) etc. adjungirie 
Curven r t~ Ordnung. 

Die Curve X(~) mSge nun f-----0 in alien Punkten a, we sie f 
trifft, in der ersten Ordnung beriihren, die singulgren Punkte yon f 
ausgenommen, we Xf, ) blos adjungirt ist. Damit dieses tiberhaupt 
mSglieh ist, muss n .  r gerade sein. Leg~ man dureh (lie Punkte a 
eine adjungirte Curve W(~), so hat man nach dem Restsatze, ver- 
mSge f ~  0: 
(1) W(~ - -  X(~)X(~-r)= O, 

we uuch XI2~-,.) eine adjungirte Curve wird. Ferner zeigt diese Rela- 
tion, dass XI2~-~) in den weiteren Schnittpunkten fl yon W(~) mit f die 
Grundcurve f bertihrt. Wenn man also XI~) einem bestimmten System 
yon Ber[ihrungscurven zugeordnet hatte, so wird man auch X(2~_,.) dem- 
selben System zuzuordnen haben, und man hat, dem Satze I., w 6. 
analog: 

Legt ~an dutch die _BeriiItrungs~unkte einer adjungirten X(~) irgend 
eine adjungirte X(~), so beriihrt in den iibrigen Verschwindungspunkten 
der X(~) eine adj. X(~_~), veto sdben System, dem X(~ eventuell zu- 
geordnet war. ~iir zwei solcIte Curven ist aZso jede~fafls die Summe 
der Ordnungen gerade. ~ie Gruppe~ yon ~eriihrung~2unkten derjenigen 
Cu~'ven X(~), welche gleicttes r haben und zum selben System geh,6ren, 
bilden die gauze eorresiduale lineare Sehaar, die zugleich irgend einer 
Gru~)~e dieser Schaar residual ist. 

Ich betrachte nun speciell eine adjungirte Curve ( n -  1) t~ 0rd- 
hung, X(~-I); welche f in n -4- P - -  1 Punkten a beriihre. Sei F eine 
Curve der 0rdnung tt(n --  3) -- 1, welehe jeden i-fachen Punkt der 
Grundcurve f zum t t ( i -  l)-faehen Punkt besitze; Carven, die immer 
existiren, wenn man nur tt geniigend gross nimmt. Dann stellt die 
Curve 

(2) 

eine Curve X(2~+ 1) (w 6.) vor, welehe in den Punkten a und in den 
Schnittpunkten yon F m i t  f bertihrt. Diese Curve (2) hat eine ganz 
bestimmte Zuordnung zu einem der Systeme der w167 6., 7., welehe auch 
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dadurch nicht geiindert wird, dass man die Curve /~ beliebig variir~; 
denn se~z~ man 
(3) (/~,2). X~._I) 
an Stelle yon (2)~ so geh~ durch die BeriihrungspunMe yon (2) und 
(3) die (Pf~)-Curve P - / P ' .  X~-I. 

OehSren nun nach Formel (1) dieser Nummer, fiir r ~ n -  1, 
s = ~ + a - - 1  

X(~-I) und X(,-1+2~) 

zum selben System, so gehSren auch 

naeh w 6. zum selben System, wo G eine adj. Curve der 0rdnung 
v ( n ~ 3 )  - -  ( a +  1), welche jeden i-faehen Punkt yon f zum v ( i ~ l ) -  
faehen Punkr hat; denn aus (l) folgt sog[eich auch: 

Daher hat man die adjungirten ]3eriihrungscurven X(,_,), allgemeiner 
die adjungirten ]Jeriihrungscurvcq~ X(~_~+~,), ganz bestimntten, in w 6. 
and w 7. bczeichneten Systemen yon l]eriihrungscurven X(2~'+J~ oder X(:o, 
zuzuordnen, niimlich Xl,-a+~o) demselben System, welchem die obcn be- 
zeich~ete Curve (G) "~. X(~-,+~at angeh6rt. 

Den S~stemen X(:) ist das Product oder der Quotient aus zwcicn 
solchen adjungirten X(,_ t+2,), X(,,_,+~, zuzuor,bwn. 

4. Der letzte Theil des vorigen Satzes fiihrt dazu, noch weJtere 
speeielle Curvenschaaren anzugeben, welche den Systemen X~e~ der 
w 6., 7. zuzuordnen si~d. Set 

-/~'$ (n--3)+2 q 

eine Curve der Ordnung 2(n - -  3) + 2a,  welche jeden i-fachen Punkt 
a der Grundcur~e f (n (~ Ordnung) zum i-hchen Punkte besitzt, jeden 
der i Zweige yon f in a noch in i ~ 2 weileren Punkten trifft (also 
z. B. in a einen 2(~ ~ l)-fachea Punkt bat), und /' in allen weitereu 
Schnittpunktea in der ersten Ordnung beri~hrt. Ffir diese Curven kam~ 
man dann elne der Forme] (1) yon Nr. 3. dieses Paragraphen analoge 
Formel and fo-lglieh einen analogen Satz, wie den ersten dieser Nr. 3., 
ableiten. -- Wenn dann He ine  Curve der Ordmmg (t~-- I) (n- -3)  - -  a 
bedeutet, welche jeden i-fachea Punkt a yon f zum (/~ ~ 1) ( i - -  1)- 
fachen Pank~ ha~, so erh'~ll man in 

( H )  ~ �9 K~( ._~+ . )  

eine Curve X(~')~ we]che einem bestimmten System der X (~) angeh0rt, 
m~d diesem selben System kaan man schon die Curve /(~r,_~+,l allei~ 
zuordnen. 

I 9 "  
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Das am Schlusse der Nr. 3. angegebene Produc~ X(~-l+~r X(~-I+~ ~ 
Jet ein specieller Fall der Curve K. Sobald flberhaupt K in das Product, 
zweier adjungirter Curven L .  ]g zerlegbar ist~ welche ihre ei~tfachen 
Schnlttpunkte mit f gemeinsam baben m~tssen, die Bertihrungspunk~e 

M dagegen versehieden haben kSnnen, gehSr~ auch - r  in dasselbe System, 

wie K selbst. 
Unter die in 3. und 4. dieses Paragraphen angegebenen speciellen 

F~lle der Xo,~ slnd alle bisher behandelten Schaaren yon in erster 
Ordnung beriihrenden Curven zu subsumiren~ und dieselben sind daher 
nach den bier gegebenen Principien in die Systeme einzuordnen. 

Mannheimp im August 1880. 


