Zur Theorie der Flachentransformationen.
Von

A. V. BiogrLusp in Lund

Jede Transformation, die eine jede Fliche in eine bestimmte
Fliche und umgekehrt die letztere Fliiche wiederum nur in die erstere
verwandelt, ist eine gewdhnliche (Lie’sche) Berithrungstransformation.
In meiner Abhandiung im IX., Bande dieser Annalen habe ich dies
bewiesen, Eine gewisse Classe von Transformationen, die von einer
Fliche zu unendlich vielen Flichenschaaren fithren, habe ich in dem XI.
und XIII. Bande dieser Annalen besprochen, némlich die Clasge, die
aus denjenigen FKlichentransformationen besteht, die durch je drei
Gleichungen von der Form:

X = F(z,é,y,p, qy =)
Y=F}( )’
Z=F2( )

begriindet sind. Jede Transformation, die zu dieser Classe gehort,
ist dadurch ausgezeichnet, dass sie eine jede Fliche des Gebietes
(zy2) in nur eine Fliche in (X Y Z), dagegen eine Fliche des letzteren
Gebietes in unendlich viele Flichen des anderen umformt. Spiter,
im XVII. Bande dieser Annalen, habe ich solche Transformationen
erbrtert, die eine jede Fliche jedes der Gebiete (zyz), (XY Z) in
partielle Differentialgleichungen 1. 0. umformen. Dieselben sind durch
je drei Gleichungen:

Fiz,2,9,0,9 Z, X, Y;P) Q)GO)
(2) Fy( )=20,

Fy( y=0
gegeben, Unter ihnen sind gewisse von den nichstvorher genannten
Transformationen enthalten, dle ich besonders umstindlich im XI1. Bande
dieser Aunalen behandelt habe (Bd. XVII d. A, p. 308). Transfor-

mationen, die durch mehr als drei Gleichungen zwxschen z %, D0

Z, X, Y, P, @ bestimmt werden, werden im Allgemeinen keine Flichen-
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transformationen fiir die ganzen Gebiete (zy2), (XY Z). TIst die An-
zahl- der die Transformation bestimmenden Gleichungen vier, so
existiren jedoch weit umfassende Flichenschaaren, fiir welche die
Transformation eine Flichentransformation wird (Bd. XVII d. A,
p. 313). Eine specielle Transformation dieser Art ist die durch die
vier Gleichungen:
X = Z, Y = Y,
f(Z,e,2,4,p,8, P,8)=0, ol zz,4,p,¢ P Q=0

ausgedriickte. Die Aufgabe, diejenigen Flichen zu bestimmen, die
von dieser Transformation wiederum in Flichen verwandelt werden,
ist mit der Aufgabe fquivalent, die LOsungen

Z:.Zw@’;,y), p=Fl('97); fl-—:F'(.@/);
Z—0@,y), P=0(), Q= ¥4

von f=0, ¢ = 0 zu bestimmen. Auf die Erledigung dieser Aufgahe
bezogen sich die Erbrterungen der 5. und 6. Nr. meiner Abhandlung
im XVII. Bande dieser Annalen. Ich gehe hier wieder auf die
Charakterisirung dieser Flichenschaaren ein und betrachte so auch
einige Specialfiille der Gleichungen /=0, ¢ = 0.

In dem Bezirke, in dem eine durch vier Gleichungen zwischen
2,% 40,9 Z, X, ¥, P, ¢ bestimmte Transformation eine Flichentrans-
formation wird, ist sie im Allgemeinen eine eindeutige Flichentrans-
formation. Aber es giebt Fille, in ‘denen sie unendlich - deutig wird,
entweder in der Art, dass sie eine jede Fliche eines der Gebiete
(xy2), (X Y Z) des fraglichen Bezirkes in eine bestimmte Fliche des
anderen, jede Fliche dieses letzteren Gebietes in unendlich viele des
ersteren verwandelt, oder in der Art, dass sie jede Fliche jedes der
Gebiete in unendlich viele Flichen umformt. Auf eine Transformation
dieses letzten Charakters hat Lie in einer Abhandlung iiber die Flichen
von constanter Krimmung (im Archiv fur Mathematik und Natur-
wissenschaft, Bd. 5, Christiania 1880) aufmerksam gemacht. Er war
auf dieselbe gefithrt worden durch das Studium einer neuerdings von
Bianchi gegebenen Methode, um aus einer gegebenen Fliche von
constanter Kriimmung neue derartige Flichen zu erzeugen. Ich habe
versucht, im Anschlusse an meine allgemeineren Sitze, am Ende der
vorliegenden Abhandlung Einiges dieser von Bianchi und Lie her-
rithrenden Theorie kurz auseinanderzusetzen.

Der dritte Paragraph beschiftigt sich mit einigen speciellen
Flichentransfermationen von der Gattung (e).
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& 1.
Verschiedenes iiber die durch zwei Gleichungen zwischen z, 7, 2,1
und den ersten Derivirten von #, / in Bezug auf z, y analytisch
definirte Figur.

Twer Wiie s 1; , .
1. Zwel blachone]em(:nte, die z, %, 9,p,q bes. 2,2y, o, ¢ 2u
Parametern haben, sollen, falls die Paramcterwerthe (2, 2, 2,9, p, ¢, %, ¢)
die beiden Gleichungen:

1) { [z, 4, , %P:Q,PZQ')SO,
o( Y =0

befriedigen, zwei sich entsprechende Klemente dieses Gleichungssystemes
heissen. Zn zwel beliebig gewiiblten, sich entsprechenden Elementen
des Systems konnen unendlich viele Flichenelemente hiuzugefiigt werden,
die jenen unendlich henachbart sind, mit ihnen bez. vereinigt liegen
und iiberdies einander entsprechende Elemente des Systems (1) bilden.
Wenn niimlich (2, 2, 9, p, @), (¢, 2,4, p, ¢) die Parameter der zwei
ersten Elemente sind, und fix dz, d, dp, dq, dp, dq irgend welche
Werthe, die den Gleichungen:

(2) dz=pda 4 qdy, d&=pdz+gdy, df=0, dg=0
gentigen, gesetzt werden, so werden (¢ + dz, x -+ dz, - -, ¢+ dg),
(¢ +de, x4+ dx,-+-, 9§ 4 dq’) cben Parameter zweier Klemente
der genannten Art. Zu jedem solchen Inbegriffe von wwel sich ent-
sprechenden Paaren von vereinigt liegenden Elementen gehirt weiter
ein und im Allgemeinen nur e¢in Werthsystem von (r, s, £, 7, s, th,
das zu gleicher Zeit einer Losung: 2= I'(z,y), ¢ = ®{z,y) von
(1) als Werthsystem der zweiten Derivirten von I und ¢ -
gehort, Es ist dieses Werthsystem dasjenige, welches die folgenden
sechs Gleichungen befriedigh:

®) {‘Zp—rdwrsdy, ap —s'de + S 4y, TFpher =0,

dg == sdx + tdy, dq =sdz+t'dy, L[ @lyepy =0,

von denen die zwei letzten die Bedingungen dafiir liefern, dass jene
Werthe von #, s, ¢, #, &, ¢ iiberhaupt einer Lisung von (1) zu-
kommen. Hieraus ist aber zu schliessen, dass man dwrch irgend zwei
Streifen, deren Flichenclemente cinander  entsprechende  Iolemente  des
Systems (1) bilden, immer ein und i Allgemeinen nur ein Flichen-
paar: g = F(x,y), ¥ = ®(x,y) hindurchlegen kann, das cine Losung
von (1) darstellt. )

Die Uebereinstimmung dieses Satzes mit dem Satze 8. 291 meiner
Abhandlung im XVII. Bande dieser Annalen ist offenbar. Es heisst

dort, dass durch jeden Streifen von Klementen (7zyp q) eine einfach
26*



390 A. V. Bickrosy.

unendliche Schaar von Integralen: 2 = ®(z, y) geht. Nun giebt es,
wie aus (1) und den Gleichungen (a) einleuchtet, einfach unendiich
viele Streifen von solchen Elementen (zzypg), die den Elementen
(fzyp ¢) eines gegebenen Streifens entsprechen. Nach dem eben
Auseinandergesetzten. muss ein jeder jener oo! Streifen im Verein mit
dem gegebenen ein Flichenpaar: 2z = F(z,y), & = ®{x,y) be-
stimmen, das eine Losung von (1) bildet. Also kommt zu dem ge-
gebenen Streifen von Elementen (¢'zyp’¢’) im Ganzen eine einfach
unendliche Schaar von durch denselben hindurchgehenden Integral-
flichen: 2 = ®(z,y), — wie vormals von mir am citirten Orte an-
gemerkt war.

Wir kénnen das hier Entwickelte auch so formuliren: Durch
irgend ein Curvenpaar, das durch drei Gleichungen 2z = f(x), & = @ (),
y = ¢ (x) darzustellen ist, geht ein ganz bestimmies Fliichenpaar, das
eine Lisung von (1) bildet. Die Gleichungen (1) bestimmen némlich
zusammen mit den zwei ersten der Gleichungen (a) die Parameter
P, g, p, ¢ von einander entsprechenden Flichenelementen, welche,
sich an die beiden Curven anschliessend, Streifen bilden, die nach dem
Vorangehenden die Flichen des fraglichen Paares unzweideutig bestimmen.

Oder, wenn wir 2z, 2, z, ¥ als Coordinaten der Punkte eines
Raumes B, (von vier Dimensionen) auffassen (d. A. Bd. XVII, p. 289),
konnen wir sagen: Durch jede M\° geht eine ganz bestimmie Integral-
M," von (1).

2. Es giebt aber einander entsprechende Paare von vereinigt
liegenden Elementen von (1), zu denen unendlich viele Werthsysteme
von (7, s, t, 7, §, ¢') im obigen Sinne zugeordnet werden. Die zwei
Elemente (s2ypq), (& zyp’ ¢’) der beiden Paare sind sogar ganz be-
liebig aus den Elementen von (1) auszuwihlen. Man kann nimlich
die Verhiltnisse dz, dy, dp, dg so bestimmen, dass der Biischel von
(ry s, t), der ausgedriickt ist durch die zwei ersten unter einander
stehenden Gleichungen (b), der Gleichung [f@];zp = O ginzlich zu-
gehort, und dass zu gleicher Zeit der Biischel von (¥, §, "), der die
beiden niichsten unter einander stehenden Gleichungen (b) befriedigt,
— diese Gleichungen auf das dem Elemente (¢ + dz - .- g -} dg) ent-
sprechende Element (¢ - d# --. ¢ + dg’) angewandt, — in der
Gleichung [f@l.xp = 0 ganz enthalten ist. Fiir %%— muss zu dem
Ende die folgende quadratische Gleichung gelten:

of dg of Erp

@) ( )(ap 9p ~ op or
_dy(0f bv L Of B9 _ 9f év _ 0f Do’
dw Gp 0q T a¢ op op 09 29 op

4 (2f 29 _ of 09
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. dp d . . is
und zwischen a7 _d?q muss eine Gleichung bestehen, die aus

[f9loap = O durch Elimination von r, s, £ vermittelst (b) und unter

Beriicksichtigung der zuletzt aufgeschriebenen Gleichung (2) fiir g—g-

hervorgeht.

Ein jedes dieser oo' moglichen Werthsysteme von %, , % be-

stimmt zusammen mit einem Werthe von g—% aus (2) ein Flichen-

element (2-+de, z -+ dz, - - -, ¢ -+ dg), das mit dem Elemente (z2ypg)
ein Paar bildet, welches in Verein mit seinem entsprechenden Paare
auf die in der vorigen Nummer angegebene Weise co' Werthsysteme
vou (r, s, ¢, 7, §, t") bestimmt.

Wir sehen somit, dass es auf jedem Flichenpaare: z= I'(z,y),
7 = Oz, ), das eine Lisung von (1) bildet, zwes Schaaren wvon ein-
ander cntsprechenden Streifenpaaren gicht, lings derer dicses Flichen-
paar unendlich viele andere Fliichenpaare beriihwt, die ebenfalls Losungen
von (1) bilden.™)

S. 290, 291, Bd. XVII d. A. habe ich gezeigt, dass die Flichen
Z = ®(zy) [oder 2 = F(z, y)], welche die einen Theile der Losungen
von (1) bilden, zwei linearen partiellen Differentialgleichungen 3. O.,
deren erste Derivirte sich auf nur drei Gleichungen reduciren, als
Integrale geniigen. Die Integralfliichen solcher Paare von partiellen
Differentialgleichungen 3. O. sind avs je zwei Schaaren von Charakte-
ristiken zusammengesetzt (d. A. Bd. XIII, pag. 91 —94). Diejenigen
der eben genannten Berithrungsstreifen, die auf der Fliche 7= 0 (2, ¥)
[oder z = F(z, y)] liegen, bilden eben die Charakteristiken jenes Paares
von Gleichungen 3. 0. Die Charakteristiken dieses zu (1) gehiérigen
Gleichungspaares werden aber iberdies Streifen, lings derer fiir die
Integralfiichen Berihrung schon von der 1. 0. mdglich ist.

Fassen wir 2, 7, &, y als Punktcoordinaten in R, auf, so haben
wir aus dem jetst Entwickelten zu schliessen, dass auf jeder Integral-
M,® von (1) zwei Schaaren von M, verlaufen, lings dever jene M,
von unendlich vielen anderen Integral-M,° desselben Gleichungspacres
(1) berithrt wird. Diese M,* mit ihren Biischeln von je oo! Tangenten-

Y Wenn 2= F(x, 1), ¢ =0, y); 2= FO@, y), & =0V(, 9 2wei
solche sich beriihrende Paare bilden, und tiberdies die beiden Fiiachen 2z = F(x, y),
= FM(x,y) sich nach hrer Berdhrungscurve osculiren, so miissen auch die
swei Flachen # = © (@, 9), & = & (¢, ) nach jhrer Berihrungscurve sich oscu-
liren. Denn einem Werthe von (r, s, ), der der Gleichung [l = 0 geniigt,
entspricht ein einziger Werth von {r, s, ") vermittelst dreier der Gleichungen:
die ersten Derivirten von F und @ in (1) in Bezug auf x, y gleich Null
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ebenen nenne ich kurz Charakteristikenstreifen®) oder kiirzer sie sowohl
als die M,° selbst Charakteristiken von (1). Durch cine Charakieristik:
kann man nicht, wic durch jede andere M,°, Blos einc, sondern oc™
Integral- M," von (1) legen.

Die Charakteristiken sind die einzigen M ,° von dieser Eigenschaft.

3. 8. 296, Bd. XVII d. A. habe ich bewicsen, dass die all-
gemeinste Gleichung o — 2(y, », ¢, p, ¢) =0, die mit (1) oo® Tute-
gral-M," gemein hat, durch eine lineare partielle Differentialgleichung
2. 0. definivt ist. Hieraus folgt, dass es e¢ine und im Allgemeinen
nur eine Gleichung: « — y(y, », q, p, ¢) == 0 giebt, die erstens von
allen denjenigen Werthsystemen von (x, ¥, », ¢, p/, ¢), die durch irgend
zwei (zu =0, ¢ = 0 hinzugefiigte) Gleichungen zwischen diesen
Grossen ausgeschieden werden, befriedigt wird, und zweitens fiir diese
selben Werthsysteme einer beliebigen linearen Relation zwischen den
Differentialquotienten von z (oder y) geniigt. Man kann zn diesem
Satze auf einem anderen Wege gelangen, den ich hier angeben will.
Aus ihm kann man sodann riickwiirts schliessen, dass die Gleichung
fiir y eine particlle Differentialgleichung 2. O. sein muss.

Wir haben erstens, wenn wir die Gleichungen (10) in Bd. XVII
d. A. p. 291:

[F9lizp =0, [@¥liep =0, [¥flap=0

fir die oo! hier besonders in Frage gestellten Werthsysteme vou
(2, &, 2, 9, p, ¢, p, ¢) anwenden wollen, fiir die Verhiltnisse der
Differentialquotienten von ¢ gewisse Werthe einzufithren, die in fol-
gender Weise zu bestimmen sind. 1 ist die Function z—y(y,p, 4,9, 9,
trei von z, 4, welche Gréssen wir uns tiberall vermittelst der Gleichungen
(1) herauseliminirt denken. Schreiben wir die beiden zu (1) beliebig
hinzugefiigten Gleichungen in x, ¥, p, ¢, ¥, ¢’ unter der Form:

T — F(Z’; 4, 2717 ql) =0, y— q)(p; q, P, {Z') =0,
so haben wir die fraglichen Werthe von

0% 0y oy v
oyt oz T g " Pw?
d. i
gz . 0%
ay ) ? aq’

eindeutig bestimmi durch die supponirte lineare Relation zwischen
diesen Differentialquotienten und durch die folgenden Gleichungen

(d. A. Bd. XIII, p. 413):

Ly 8 ’ ] ’ r a ’ '] a
F(p)— 55 &' () = 52 =0, -, F'(@) — 22 0'(¢) — 25 = 0.

*) Zwei unendlich benachbarte M0 begriinden einen Streifen auf jeder darch
dieselben gelegten A%
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Aus jenen Gleichungen (10) d. A, Bd. XVII, kommen wiv nacl-
her fiir ein jedes der in Rede stehenden Werthsysteme von (2, 7, x,
Y,2,9,9,q) zu einem bestimmten Werthsysteme von (v, 5, ¢), L;nd
hernach aus den ersten Derivirten von f =0, ¢ = 0 zu einem eben-
falls ganz bestimmten Werthsysteme von (r, s, ¢).

Die durch

pdz -+ gdy ==dz, - rdz -+ sdy=4dp, -, Sdy 4 t'de = dg
dargestellten Werthe der Differentiale von 2z, #, p, ¢, p, ¢ befriedigen
von‘selbst, auf Grund der obigen Gleichungen (10) d. A., Bd. XVII, die
Gleichungen df == 0, dg = 0, dyp = 0. Wegen der durch dic
Gleichungen F" (p)»—?a; d'(p) — ;; =0, etc,
o oY
op oz
d@— F)==0, dly—®)=0

nur eine neue Gleichung ab. Diese Gleichung, die wir bestehen
lassen, giebt fiir Zl% einen bestimmten Werth in 2,8, 2,00, ¢, P, -
Entsprechend diesem Werthe von 2¥  ypd den daraus folgenden

dw
. odp dy ay (o , dy o
Werthen von —— (—— r svd»;), URT R e (-— s+t 'd:z?) werden

die oot Elemente (22 2y pgp'q), welche die Gleichungen erfiillen:

gegebenen Ausdriicke

tiir ete,, d. 1 etc. geben dic zwei Gleichungen:

f:;:O, q):{), x:—*—l“, y:q),

zu oo® vollig bestimmten M,° susammengeordnet.  Kine jede dieser
M, bestimmt nach der 1. Nr. eine fiir f==10, ¢ = gemeinsame
Integral- M,°, die auch Integral einer Gleichung 9(.. & — ) = 0 der
oben genannten Bigenschaft wird. So haben wir im Ganzen co® M,"
die den Gleichungen (1) geniigen und eine gewisse Gleichung ooa—y=0
von der oben angezeigten Bigenschaft so bestimmen , dass sie auch
ihr als Integrale zugehdren. Daher ist, wie kurz vorher gesagt, die
Gleichung @ = 0 durch die genannten Bedingungen vollstiindig be-
stimmt.

4. Gleichungen v =z — 2,8, &, o, q) =0 dieses Churakters
bilden eben die Gesammtheit aller Integrale einer particllen Differential-
gleichung 2. 0. Im Bd. XVII d. A. habe ich erkliirt, wic mun diese
Gleichung aufzustellen hat, und ausserdem die Ixistenz von inter-
mediiicen Integralen, jedes ausgedriickt durell zwei involutorische
partielle Differentialgleichungen 1. 0., nachgewiesen, In dicser Nr.
behandle ich den Fall eines ersten Integrals, ausgedriickt durch eine
partielle Differentialgleichung 1. 0. @ = (0, dieser linearen purticlien

Differentialgleichung 2. O. fur .
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Betrachten wir zunichst eine einfach unendliche Schaar vop
Losungen v (x, v, p, ¢, ¥, ¢, 4) = 0% der partiellen Differentia]-
gleichung 1. O. Q@ = 0. Ihr Umbhiillungsgebilde heisse ¥ = 0. Diese
Gleichung ist auch eine Losung von Q = 0, und hat daher, wie eine
jede Losung dieser Gleichung, oo® Integral-M,’ gemeinsam mit (1),
Auf irgend einer M,°, die (1) und der Gleichung ¢ = (z,4,p,¢,p ¢, A% =0
als Integral geniigt, wird durch die Gleichung ¥ = 9+ dAy' (A1) =0
ein' Streifen ausgeschieden. Derselbe gehort auch der Gleichung W —=(
zu, weil diese die Gleichungen ¢(4) = 0 umhillt. Es sind fiir die
Elemente **) des Streifens

ov oV oV

Gx dy 7 aq”
bez. proportional

o0 dw oW

Tox oy Toq
Daher werden durch ¥ = 0 in Verein mit (1) bestimmte Werthsysteme
von (r, s, t,7,§,t") den Elementen des Streifens zugeordnet, und zwar
dieselben wie dureh ¢® == 0 in Verein mit (1). ITolglich muss durch
den genannten Streifen eine fir (1) und fir ¥ = 0 (d. A. Bd. XVII,
Nr. 6., 7.) gemcinsame Integral- M,° sich hindurchlegen lassen. Dies
muss eine andere M,® sein als die vorhin betrachtete, weil sonst
Y == 0 dieselben oo® Integral-M," gemeinsam mit (1) haben wiirde
als 9° = 0. Indem wir eine andere Schaar von co! Lisungen 4 = 0,
welche die nimlichen zwei Gleichungen =0, @ = 0 enthalten,
herausnehmen, finden wir eine andere Losung ¥ = O als Umbiillungs-
gebilde der Letzteren. So finden wir auch eine neue, eine dritte
Integral- M,° von (1), — némlich eine fiir (1) und ¥ = 0 gemeinsame
Integral- M,°, — die durch den betrachteten Streifen hindurchgeht.
In dieser Weise erkennen wir, dass durch jenen Streifen oc® Integral-
M," von (1) hindurchgehen, wund der Streifen ist somit (Nr. 2.) eine
Chayakteristil von (1)**%). '

*) Die Grdssen z, ¢ sollen vermittelst (1) herauseliminirt gedacht werden,

#%) Ich bezeichue kurz die M,-Elemente (22 zypgp’q") (d. A. Bd. XVII,
p. 287), die an eine M," sich anschliessen, als Klemente eines an diese M,* sich
schliessenden Streifens.

###) Weiter sehen wir Folgendes. Weil der nun betrachtete Streifen eine
Charakteristik von (1) i1st, so miissen die ersten Derivirten von (1) befriedigt
werden von o! der Werthsysteme von (7, 5, ¢, 7, 8, t'), die durch die Gleichungen
des Streifens: dp == rdx 4 sdy, d¢ =sdx + tdy, dp = rdx + §dy,
dg =sdx+t'dy den Elementen desselben zugcordnet werden, nilmlich von
dem durch die zwel ersten Gleichungen bestimmten Bischel von (7, s, ¢), vereint
mit den, den einzelnen Werthsystemen (r, s, ) dieses Biischels, eindeutig, ver-
mittelst der Derivirten der Gleichungen (1), die auf Grund von [f(p]z,mp,so auf

drei von einander unabhiingige Gleichungen sich reduciren, entsprechenden
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Liine Yol]@iindige Losung von Q =0 hat fiunf arbitrire Con-
gtanten. Sie 1st also von der Form:

Yz, y,p, 7,9, 4, Ay dyy ooy dy) = 0,
und kann insbesondere linear in Bezug auf die 4 sein, wenn Q =0
eine lineare partielle Differentialgleichung 1. O. ist. Ich betrachte
jetzt eine in der hingeschriebenen vollstindigen Losung enthaltene
Gleichung: #{1,% 2,5 -+ -, 4.9 = 0, nebst allen oo? ihr wnendlich
henachbarten Gleichungen derselben Schaar, die ein und dasselbe
Rlement (xypgp ¢) enthalten:

(0) "f’(}"ioa 120:' ) '7150)‘1’ ‘““1 'f)’(&") '{'C“z wl(lzo) ’f‘ e +‘“5 w'(@):o,
und daneben eine Integral- M,° von (1) und von ¥ (4,% 4,9, -+, 1,0y =0,
die ebenfalls dasselbe Element (zypqp’q) Dbesitzt. Nach dem eben
Auseinandergesetzten muss ein jeder Schnitt zwischen dieser Integral-
M,9 und irgend einer Gleiclung (¢) eine Charakteristik von (1) bilden.
Vom Elemente (22'zypgp’q’) gehen nur zwei Streifen aus, die aufl der
Integral- M," verlaufen und den Gleichungen (1) als Charakteristiken
zugehoren. (Nr. 2.) Simmtliche Gleichungen (¢) miissen dieselbe
Charakteristik ergeben; denn, wenn zwei dieser Gleichungen, etwa:

PRS0 A0 AR Y ) e YA =0,

v( YA )+ a0 ) =0,
verschiedene Charakteristiken lieferten, so miisste die Gleichung:

gy ARl Aipbpdn o
w(ai(h 3 15 ) + N 1 +V{L w (ll“) + e T }"_{; @ w(lﬁu)'—_o

einen dritten derartigen Streifen ergeben, und also wiirden von
(¢ zypqp ¢), — den oo! Werthen von g entsprechend, — oo! Streifen

Werthsystemen von (v, s,#’). Die Elemente (22xypgp’q) des Streifens gehdren
der Gleichung ! = 0 zu, und es genigt daher, eine der Gleichungen

aw =0 Tay =Y
— in deren fiir ¢, 8, ¢” ihre eben erwihnten, durch dic ersten Derivirten von
(1) gelieferten Werthe in 7, s, ¢ eingefihrt werden, — anzuwenden, um ein

Werthsystem von (r, s, t, ¢, §,¢) zu erhalten, das den Gleichungen (1) und
W = 0 gleichzeitiz gentigt. Aber dann muss nach Nr. 6., 7. d. A, Bd. XVII
eine Integral- M, von (1) und ' == 0 sich durch jenen Streifen hindurchlegen
lassen. Indem wir in gleicher Weise mit den anderen Gleichungen der ersten
(belighig herausgewihlten) einfach unendlichen Schaar von LUsungen

P(x, Y Pr &> .p’v Q'v 1)=10
verfahren, schhessen wir, dass die oben erwilinte Integral-M,® von W= 0 ein

osculatorisches Umhpiillungsgebilde von ! Integral-M;" dex oo yon Y =0 um-
hiillten Lésungen (1) = 0 bilden miisste.
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ausgehen, die simmtlich auf derselben Integral-M," verliefen und
Charakteristiken von (1) wiren, was fiir ein beliebiges FElement
(2 zypqp’q) von (1) unmdglich ist*). Also schliesslich: durch die
Gleichungen:

p(@0 AN =0, Y(A0dAl+ v AN)dA 4+ ¥ (2,") dA; =0,
wo drei der Verhiiltnisse ZZZiL’ %—2, %;—i, %J&L
eine und dieselbe Charakteristilk von (1) ausgedriickt. Oder, da die
genanunten Gleichungen eine Charakteristik von Q = 0 definivren, die
Charalteristiken von Q == 0 werden jetzt Charakteristiken von (1).

Hieraus folgt weiter, dass vom Elemente (zZ'xypgp’q’) von (1)
nur eine fir Q == 0 charakteristische Rethe von Elementen (22" 2zypgp’q)
ausgeht. Denn, betrachten wir irgend ein Integral ¢° =0 von Q =0,
eine Integral- M,% von (1) und von ¢° =0 und irgend einen Streifen
dieser Integral-DL,° der keine Charakteristik von (1) bildet. Durch
diesen Streifen kdnnen wir co® andere Lisungen ¢ =0 von Q=0
legen. Der Schnitt zwischen jener M,% und irgend einer zu % =0
unendlich benachbarten der [idsungen %" == 0 muss, nach dem
Vorangehenden, ganz aus Charakteristiken von (1) und von Q=0
bestehen. In demselben Schnitte ist auch der genannte Streifen ein-
begriffen. Er ist aber kein charakteristischer Streifen fiir das
Gleichungssystem (1). Darum " miissen alle die durch die Elemente
(28 zypqp'q) des Streifens hindurchgehenden Charakteristiken von
Q =0, die auf der M,® liegen, der letstgenannten Gleichung ¢ == O
und sonach allen jenen Gleichungen ¢ ==0 zu gleicher Zeit zugehbren.
Wir betrachten weiter irgend ein Element (22'zypgp’q’) des Streifens,
und eine Lésung ¢ = 0, die dieses Element, aber keine anderen
itlemente des Streifens enthilt, und die zu ¥ = O unendlich benach-
bart ist. Auch v =0 muss die von (22" 2ypgp’¢) ausgehende Charak-
teristik von Q@ =0, die auf der M,° verliuft, enthalten. Durch jene
Charakteristik von (R ==0 und) (1) geht eine Integral- M, von (1)
und von 9" == 0%¥), Indem wir von dieser M," in derselben Weise
risonniren wie von der vorigen, sehen wir, dass alle Losongen =0
von Q =0, die das niimliche Element (22 xzypgp’q) besitzen, eine
und dieselhe Charakteristik von (1) und Q == 0 gemeinsam enthalten.
Wir finden also zu jedem Elemente (22 zypqp’ q) von (1) nur eine
cinzige Reihe wvon Llementen (22xypqp ¢), die ene fir [(1) und]
Q == 0 charakleristische Lcihe wird.

arbitrir sind, wird

¥) Ich sehe nimlich von den Fillen ab, wo in den Gleichungen (1)
f=F(, 2, 2,9, ) ist, oder wo in den beiden Gleichungen f==0, g=20 zu
gleicher Zeit p, ¢ oder p', ¢° fehlen,

##) Qiehe den Anfang der dritten Note dieser Nummer.
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Ich habe von dem Falle absehen kinnen, dass durch das Element
(22 xypqp ¢) unendlich viele Integral- M,° von (1) und von ¢° =0
hindurchgehen. Denn dies kann nicht fiir ein heliebiges Element von
(1) und ein beliebiges Tntegral ¢°==0 vou Q =0 eintreffen. Diejenigen
Gleichungen ¥ == 0 niimlich, die zu einem besonderen Systeme (1) in
einer solchen Beziehung stehen wiirden, dass zu jedem Klemente
(24 zypqp ¢) von (1) und von ¢ =0 oo' Werthe von », 5, ¢ zu-
gehdren, werden wenigstens zwei particlle Differentialgleichungen 1, O.
befriedigen.

Wenn aber die von irgend einem Elemente (¢4 zypqp ¢) von (1)
ausgehenden charakteristischen Streifen von Q == 0 an eine und die-
selbe cinfache Reihe von Elementen (22'xypqp ) sich anschliessen,
die also bestimmt ist durch fiinf Gleichungen zwischen

2,2,8,9,0,0, 9,09 =0C, ¢ =0, ., V=0T,
so ist jene Gleichung Q == 0 eine lineare partielle Differentialgleichung
1. 0. Alsdann kann man durch eine beliebige vierfach unendliche
Mannigfaltigkeit, dargestellt durch (1) und duorch

Fla,d,2,9,0,0,0,0)=0, &, 2,9,p,¢,9,9)=0,
ein ganz bestimmtes Integral: Funct. (¥, ¢, -+, 9/") =0 von Q=0
legen. Gelten nun fiir die vom Elemente (22’ 2ypgp q’) ausgehende,
fir (1) und fiir Q@ == 0 gemeinsame Charakteristik die (ileichungen:
y+ms=yp, s+mt=v, ¥ =as+ 0, §=as+V, t'= a’'s+ b,
so haben wir, indem wir fiir » s, t,#,s, 4 diese Werthe und fiir
de,dd, dp,- -~ dq die Werthe: dz=pdz -+ qdy, d7 =p dz+q dy,
dp = rdz + sdy, - -+, d¢ = sdx + 'dy in die Gleichungen
dF =0, d® = 0 einfithren, ganz besthnmte Werthe von r, s, -+ ¥,
dy:dz. Die Differentiale von (1) sind, wegen der obigen Werthe
von #,8, - - -, t’, von selbst erfillt. Mit Anwendung der jetzt erhaltenen
Werthe von 7,8, -, ¢, dy:dz bestimmt man zu jedem Elemente
(22 zypqp q) unserer vierfachen Mannigfaltigkeit: (1) und F =0,
® = (, einen gewissen Integralstreifen von (1), dessen siimmtliche
Elemente der genannten vierfachen Mannigfaltigkeit zugehren. So
dass diese vierfache Mannigfaltigkeit in eine villig bestimmte Schaar
von oo® Integralstreifen von (1) sich zerlegen lisst. Die oo® Integral-
M,® von (1), die nach der 1. Nr. durch diese Streifen hiudurchgehen,
befriedigen auch die Gleichung: Funct, (¢, ¢, - - -, /") =0, von der
vorausgesetzt war, dass sie ein Integral von Q =0 ist, und sie sind
alle von Charakteristiken von Q = 0 erzeugt.

Wir erkennen an einem Beispiele die Moglichkeit eiues solchen,
durch eine lineare partielle Differentialgleichung 1. 0. ausgedriickten,
ersten Iutegrals der partiellen Differentialgleichung 2. 0. fir ¢. Kine
partielle Differentialgleichung 2. 0. in I, von der Form:
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F(z,y,p,4q,7,8,1) =0

ist ein specieller Fall eines Gleichungssystems (1) (d. A., Bd. XVII,
Nr. 32). Wenn sie zu einer Gleichung 3. O. in einer solchen Be-
ziehung steht, dass zu jedem Elemente (zypgrst) der Gleichung 2. O.
eine fiir diese Gleichung und die Gleichung 3. 0. gemeinsame Charak-
teristik existirt, so bilden diese Charakteristiken ein System von genau
der Eigenschaft des obigen Systems Charakteristiken von Q@ = 0. Die-
jenigen Gleichungen der 2. und 3. O., die aus einem Gleichungspaare
fle,y,p,q,7,8,8) =0, fL(x,y,p, ¢, 8, =0 mit gemeinsamen
Charakteristiken und co” gemeinsamen Integralflichen vermittelst einer
Flachentransformation:

X=F(zx,y,p,97 s, 1), Y=F2(Of;,y,p,_q,r,s,t),
qu)l(x)yip; q,7y8,1), Q=¢)2(.Z', Y0, 4,7, S:t)

aergeleitet werden (siehe d. A., Bd. XIII, p. 76), bilden ein specielles
System dieser Art.

5. Wie beschaffen ist das Bild im Raume (zy2) der Gleichung
2==07? Durch Q==0 soll jedem Elemente (z¢&xypqp ¢) von (1)
iine Charakteristik zugeordnet werden, also auch, wie frither bemerkt,
lemselben Elemente eine bestimmie einfach unendliche Schaar (Biischel)
ron Werthen von (r, s, t,+, s, ¢). Durch die Gleichungen (1) werden
Y, ¢ bestimmt in Function von 7, 2, z, y, p, ¢- Also wird, vermittelst
2 =0, jedem Flichenelemente (zzypgq) eine Schaar von einfach un-
mdlich vielen, den Werthen von 2 entsprechenden, einfachen Biischeln
on (7, s, t) zugeordnet. Die Gesammtheit aller dieser, auf den oo
lichenelementen des Raumes (xyz) befindlichen Werthschaaren von
ry §,t) wird durch eine Gleichung I"(¢. , ¥, p, q, 7, s, ) = O repri-
entirt. Sie stellt, wenn r, s, ¢ als Punktcoordinaten eines Raumes R’
deutet werden, eine Linienfliche in diesem Raume dar. Sie wird
wun das Bild von Q = 0,

Diese partielle Differentialgleichung 2. O. F = 0 muss iiberdies
ait den zwei linearen partiellen Differentialgleichungen 3. O, fir
velche die einen Theile z = F'(x, y) der Losungen von (1) gemein-
ame Integrale werden, oo” Integralflichen gemein haben, in der Art,
ass von jedem Flichenelemente oo fiir alle drei Gleichungen gemein-
ame Charakteristiken ausgehen., Wenn zwei Elemente (zzypgrse)
weier unendlich benachbarter Charakteristiken vereinigt liegen, liegen
tese letzteren selbst in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt.

6. Die Theile 2 = F(z, y) der Losungen von (1) brauchen nicht
nmer ein System von zwel partiellen Differentialgleichungen 3. O. zu
tlden. Wenn z. B. in den beiden Gleichungen (1) die Grésse # fehlt,
> stellen die Integrale der particllen Differentialgleichung 2. O.
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[fplezp =0, aus welcher man sich p, ¢ vermittelst (1) eliminirt
zu denken hat, ehen jene Theile von Losungen von (1) dar. Zu jedem
Integrale 2z == I'(z,y) hat man jetzt oo' entsprechende Functionen
7 f (pde 4 ¢ dy) =7.

Wenn sowohl 2 als # in beiden Gleichungen (1) fehlen, werden
sowohl die Theile 2z = F'(x,y) als die Theille & = ®(x, ) der
Lésungen von (1) Integrale von partiellen Differentialgleichungen 2. 0.,
nimlich von den Gleichungen: [f@liep =0, [f@)izp =10, — aus
der ersten p’, ¢, aus der zweiten p, ¢ vermittelst (1) eliminirt. Kine
jede Losung von (1) hat alsdann die Form: ¢z = I'(x,y) + eine
arb. Const., & = ®(z, y) 4 eine arbh. Const.

§ 2.

Von der durch die zwei Gleichungen (1) begrindeten Transformation
gewisser Flichenschaaren.

7. Jede der zwei Gleichungen: z = I'(x,y), & = ®(x,y), die
eine Losung von (1) bilden, wird im Allgemeinen durch zwei lineare
partielle Differentialgleichungen 3.0. dargestellt. Die heiden Gleichungen
einer Lisung repriisentiren zwei Flichen resp, der Riame (zy 2), (xy?).
Zwischen ihnen besteht ein eindeutiges Kntsprechen (d. A. Bd. XVII,
Nr. 22.), und noch mehr, es besteht zwischen den Eletuenten
(exypqrst), (@ayp ¢+ st) der beiden einander entsprechenden Fliichen
ein eindeutiges Entsprechen, mniimlich so, dass jedem Werthsysteme
von (2,7, Y, 0, ¢, 7, S, t) dasjenige Werthsystem von &2, 9,0,4,7, 8,1t
entspricht, das durch Elimination aus (1), [f¢lizp = 0 und irgend
drei der Gleichungen: —gm’: =0, ——(%’; == 0, —g% = 0, %2} =) resul-
tirt. Bs existirt folglich jetzt eine Transformation vom Raume (xyz)
zum Raume (zy#), die fir alle Integralffiichen eines gewissen Paares
linearer partieller Differentialgleichungen 3. O. eine Flichentransfor-
mation ist, und bei der ausserdem die Beriihrang 2. 0. erhalten bleibt.
Dass es keine specielle Berithrungstransformation der 2. 0. giebt, die
fiir den ganzen Raum (zyz) eine Flichentransformation ist, habe ich
im IX. Bd. d. A.*) bewiesen; ich habe auch daselbst angemerkt, dass
es keine derartige Transformation giebt, die alle Integralflichen einer
partiellen Differentialgleichung htherer Ordnung **) wiederum in Flichen
iiberfiihrt, und fir den Fall einer partiellen Differentialgleichung 2. 0.
den Grund hierftir nachgewiesen (a. a. O. p. 312, Nr. 10.). Dass aber
fiir Systeme mehbrerer Differentialgleichungen derartige Transformationen

¥ Siehe auch d. A., Bd. XI, p. 213. .
#*) D, A., Bd. IX, p. 806, — (Betreffend die Transformationen der partiellen

Differentialgleichungen 1. O. siehe besonders -§ 5, der citirten Abh.) — Fiir Biame
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stattfinden kdunen, haben wir jetzt gesehen. Ich will nun versuchen,
diesen Umstand ausfiihrlich zu erkliren.

Betrachten wir erstens eine partielle Differentialgleichung der m. O.
F =0, und nchmen wir an, dass es eine Transformation giebt, welche
die Integralflichen derselben wiederum in Flichen, insbesondere Integral-
fliichen, die in einem Punkte eine Beriihrung von der m. O. eingehen,
wiederum in Flichen mit Beriihrung von der m. O. tiberfithrt, so sehen
wir Folgendes: Wenn C eine belicbige Integralfliche und p irgend
einen Pankt derselben bedeutet, und man bezeichnet mit p,, p, die
Werthe der ersten, mit p; s diejenigen der zweiten, - -+ mit Pz, .1,
(Fyy Ky« - vy ko =1 oder 2) diejenigen der n'n Differentialquotienten
von z, die € im Punkte p zugehdren, so hat man ein Werthsystem
YOn Pii,...k bestimmt durch die m -4 3 Gleichungen

mt1
v adr ar
0 i, s, .. Ty, == Priby . Tt Az + Pur,...x k2 dy, - dn = 0, dy = 0,

wenn man mit g, .z, 4 0P r,...z, die Werthe der m Differential-
quotienten von z bezeichnet, die im Punkte (z 4 d, y + dy) einer
Integralfiiche ¢’ zugehiren, die zn € unendlich benachbart ist und
mit ihr in dem genannten Punkte (¢ + dz, y + dy) eine Berithrung
von der m — 1. O. hat. Dieses Werthsystem von (m~1)t» Differential-
quotienten von z gehdrt einer Integralfiiche C” von I' =0 an, die

von zwel Dimensionen gestaltet sich die Sache anders. Betrachten wir zum Bei-
spiel das Gleichungssystem (d, A, Bd. XVII, p. 297):

, dz 47 . dz d7
fo(zwzya’=W7_d‘m‘ =0, un(Z:z;x,?l'E,'di'v'):O-

Indem wir aus diesen Gleichungen und der Gleichung [f,9,] ,, = 0 die Grissen
TXx —
dz

P

T eliminiren, bekommen wir eine Gleichung 2. O, fiir 2". Eine zweite

Gleichung 2. 0., eine Gleichung fiir 2, erhalten wir aus [fyp,] 4, =0 durch
P ——
dz

Elimination voun #/, illi: vermittelst f,==0, ¢, = 0. Zwischen je zwei Integral-

curven derselben Gleichungen: 7z’ == ®(x), # = I'(x), die zusammen eine Ldsung
von fy =0, g¢==0 bilden, besteht ein eindeutiges Entsprechen, und dies ist be-

sonders mit den Elementen (/, @ — ) ( —g‘;‘) der beiden Gleichungen 2, O.

der Fall. Hier existirt also eine ’l‘ra,nsfmmation, die keine Transformation von
beliebigen Curven der Ebene (7z) wiederum in Curven ist, die aber alle Integral-
curven der einen der genannten Gleichungen 2. O. eindeutig in die Integraleurven
der anderen Gleichung 2. O. iberfithrt. (Vgl. d. A, Bd. 1X, p. 300.) Sie ist
aber eigentlich nicht als Beriihrangstransformation zu charakterisiren, da sie nar
die ®? Integralcurven der Glelchungen 2. 0. betrifft, von denen im Allgememen
keine zwei sich bertihren.
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mit € im Punkte p und mit ¢ im Punkte (2 4 dz, y - dy) eine
Berithrung von der . O. besitzt. Nun fithrt die angenommene Trans-
formation unsere drei Flichen €, €', O iiber in drei Flachen T, I, T,
yon denen die letzie mit den zwei ersten, einander unendlich benach-
barten Klichen I, T in zwei unendlich benachbarten Punkten eine Be-
rihrung von der m. O. eingeht. Jene zwel unendlich benachbarfe
Flichen T, [" miissen aber dann eine Berithrung vou dev m — 1. O.
mit einander eingehen, so dass die angenommene Transformation je
zwei nnendlich benachbarte Integralflichen €, €7 von F==10, die cine
Bertihrang von der m — 1. O. mit einander haben, in zwei ihnliche
Flichen T, " umformt.

Nun kann man zwei Integralfliichen von /' == 0 construirven, die
einander vuendlich benachbart von der 2. O. siud und Beriihrung von
der m — 2. O. mit einander haben, und sodann cine dritte Integral-
fliche, die jenen beiden unendlich benachbart von der ersten Orduung
ist und mit ihnen in zwei unendlich benachbarten Punkten cine Be-
ribrung vou der m — 1. O. eingeht. Dies liegt darin, dass die Glei-
chungen: (5\}71f,k2.,.k”,,,1 = Dtk rs kg1 Az Prr..rp g2 dy, I'= 0 fiir
alle unendlich kleinen Werthe von dpur,.,. 1, durch Werthe von
Pt ..k, befriedigt werden kinnen. Nach der eben gemachten Be-

merkung werden diese drei Flichen in drei neune devartige Flichen
verwandelt. Also muss nnsere Transformation je zwei Intewmiﬁlmhen,
die einander unendlich benachbart von der 2. O. sind und in einem
Punkte Beriihrung von der s — 2. O. besitzen, in zwei ihnliche Fliichen
verwandeln. Indem wir dasselbe Risonnement weiter verfolgen, kommen
wir schliesslich zu dem Satze, dass je zwei Integralffichen von &= 0,
die eine Berithrung von der 1. O. besitzen und unendlich benachbart
von der # — 1. O. sind, vermittelst der genannten Transformation in
eben derartige Flichen umgeformt werden.

Aber im 1X, B. d. A. habe ich bewiesen, dass, wenn vou den
Elichen eines unendlichen Systems, das den ganzen Raum wenigstens
viermal erfiilll, je zwei, die einander unendlich benachbart sind und
eine Beriihrung von der ersten Ordnung eingehen, durch eine Trans-
formation in fhnliche Flichen verwandelt werden, die Transformation
eine gewohnliche (Liie’sche) Beriihrungstransformation ist, die fur den
ganzen Raum eine Flichentransformation wird.*) Zwar habe ich nicht

#) Ich nehme die Gelegenheit wahr, eine Liicke in dem p. 311, Bd. IX d. A,
gefihrten Risonnement auszuflillen. Ks wird dort bewiesen, dass die beiden
Flachenschaaven f(2,&y,...,%,, biseonhyy) =0, PTCN AN A Y PO Lypa)=0,
die in der Art einander zugeardnet sind, dass je awel ¥lichen f(2)=0, f(A~}d2) =0,
die sich beriihren, zwel ebenfalls sich berilhvende Flichen @ (1)=0, p(A4-d1)=
entspreshen, vollstindige Losungen (jetat 2, «, 2/, 4 arbitriire Constanten) einer
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besonders hervorgehoben, dass, wenn die sich beriihrenden Flichen
unendlich benachbart von der ». O. sind, man durch meinen Beweis
in erster Hand zu Paaren von Flichen gelangt, die unendlich benach-
bart von der » — 1. O. sind und sich beriihren, und dass man sodann
von den letzteren Paaren Paare von Flichen bekommt, die unendlich
benachbart von der r — 2. O. sind und sich beriihren, u. s. w.; —
aber dies erhellt von selbst, wenn man (d. A. Bd. IX, p. 310) statt
I'lichensysteme, die den ganzen Raum erfiillen, Systeme von Flichen
betrachtet, die alle einander unendlich benachbart sind.

Die angenommene Transformation der partiellen Differentialglei-
chung m. O. I'==0 kann deshalb nichis Anderes sein als eine ge-
wéhnliche Beriihrungstransformation, die alle Flichen des Raumes
umfasst und bei der schon Bertihrung von der 1. O. invariant bleibt,

8. Betrachten wir aber ein System von zwe: partiellen Differen-
tialgleichungen der m. O. F' =0, ® = 0, deren erste Derivirte auf
nur drei von einander unabhiingige (tleichungen sich reduciren, und
nehmen wir an, dass eine Transformation existivt, die simmtliche oc®
gemeinsame Integralfliichen der beiden Gleichungen in Flichen, ins-
besondere Integralflichen, die eine Berihrung von der s. O. haben,
in Flichen mit Beriihruig wiederum von der m. O. iiberfithrt, so finden
wir erstens, dass wenn C eine Integralfliche bedeutet, (x, y) einen
Punkt derselben, und €’ eine Integralfliche, die zu C unendlich be-
nachbart ist und mit ihr im Punkte (x -+ dx, y 4 dy) eine Beriihrung
von der m — 1. O. eingeht, man immer Werthe von piz,...x,,, be-
stimmen kann, die die folgenden Gleichungen erfiillen:

und derselben partiellen Differentialgleichung1.0. @ (1, da,.vs 4y yo) %aye e, 7y g)=0
sind. Daraus wird weiter gefolgert, dass irgend zwei Flichen =0, die sich
heriihren, zwei Flichen g = 0, die sich beriihren, entsprechen miissen. Um aber
hieraus den Schluss zu ziehen, dass die Fliichen f= 10, ¢ =0 in der Weise, wie
dies durch eine gewohnliche Beriihrungstransformation geschieht, auf einander
bezogen sein milssen, ist es vielleicht am einfachsten, folgende Ueberlegung an-
zustellen, Einer beliebigen Gleichung U(2,%y,...,2,) =0 entspricht eine gewisse
Integral-1M 41 von @ =0, erzeugt von o7 Charakteristiken dieser Gleichung,
Dieselbe M, ist ein Umhiillungsgebilde von oo Integralen p = 0. Die Werthe

der fiir sie geltenden Constanten (2, ') sind bestimmt durch eine Gleichung
V(, #y ..., @,)=0. Die Flichenelemente (zxp), (¢ 2’ p) von U=0, V=0
entsprechen einander eindeutig, nach dem was vorher bewiesen wurde, und des-
halb miissen je zwei vereinigt legenden Flichenelementen (2 x p) zwel ebenfalls
vereinigt liegende Flichenelemente (¢ " p') entsprechen. Deswegen u. s. w.

tlch hatte friiher, statt dieses Risonnements, ein anderes, das dem auf p. 300
der ecitirten Abhandlung gefiihrten vollig #hnlich ist, angewandt. Wenn man ndm-
lich eine (beliebige) Fliche in (z x) als Umhiillungsgebilde aller derjenigen Schaaren
von Flichen f= 0 betrachtet, die sie stationfr beriihren, so ist leicht ersichtlich,
dass die entsprechenden Flichen ¢ ==0 eine Fliche in (¢’ 4) umhiillen, deren
Flichenelemente den Flichenelementen der Fliche in (2 2) entsprechen.]
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Pt ik, = Pit, oty A2 prgy..zy, o Y,
ar ar 0 ad a®
dzx 7 d?j =V —dh:“:O’ 'B‘;}' _ VY
so oft py .2, + OPar...r, die der Integralfiiche C' im Punkte
o + dz, y + dy) zugehdrigen Werthe der mten Differentialquotienten
von z hedeuten, — denn dann ziehen sich die vier letzten der chen
aufgeschriebenen Gleichungen zu einer eimzigen neuen Gleichung zu-
sammen. Folglich muss auch n diesem Falle unsere Transformation
je zwei uneudlich benachbarte sich in der m — 1. 0. berithrende In-
tegralflichen ¢/, €’ in neue solche Flichen umformen,

Bezeichnen jetst €, € zwei unendlich benachbarte Integralfiichen,
die im Punkbe (x 4+ dw, ¥ < dy) eine Beriibrung von der m — 2. 0.
besitzen, so muss man, wenn eine dritte Integralfliche existiren soll,
die ¢ im Punkte (z,y) und ¢’ im Punkte (z 4 dz, y + dy) in der
m — 1. O. beriihrt, Werthe von den me - 1 Grissen pi,i,...r, bestim-

men konnen, die den m -2 Gleichungen: Opir,..x, ;= DPhk..by_yy €5
- Pt kyye Ay, I'=0, ®==0 geniigen. Aber fiir allgemeine Werthe
von 6p, da, dy ist das unmiglich. Nun kann cs geschehen, wie im
Falle einer gemeinsamen ersien Integralschaar (mit einer arbitriren
Constanten) von I'=0, @ = 0, dass eiue vollstiindige Schaar von
Integralflichen in solche oo! Gruppen von Flichen sich spalten lisst,
dass die &p, die einer Integralfiiche ¢ zugehbren, welche in derselben
Gruppe wie C enthalten ist, die durch Elimination vou pis,..r, aus
den oben aufgeschriebenen Gleichungen resultivende Relation befriedigen.
Dann fithrt unsere Transformation je zwei Integralfiichen einer und
derseiben Gruppe, die unendlich benachbart von der 2. 0. sind und
mit einander eine Berithrung von der m— 2. 0. haben, in zwel Flichen
mit Beriihrung chbenfalls von der m — 2. 0. iiber, Aber eine solche
Vertheilung der Flichen einer vollstindigen Integralschaar findet nicht
nothwendig fiir alle solche Systeme wie das von Fa=0, ®=0 ge-
bildete statt. Demnach braucht unsere Transformation nicht noth-
wendig die zwel vereinigh liegenden Elemente (zaypy ... Px Riv Bt )
(5#—{- Az, ... Pigeodpy T OPrta.ty_,) Yo C in (&, y) resp. O in
(@ + dz, y+ dy)*) ebenfalls vercinigt liegende deravtige Elen}(?nte
zu Gberfiihren®). Unsere Transformation braucht daher um 50 weniger
eine gewohnliche (Lie’sche) Beriihrungstransformalion »zu sem.

;‘) Diese Elemente lisgen vereinigt, weil sie auf ciner und derselben Fliche,
wenn auch nicht auf einer Integralflache, construirt werden !(i’}nnen.. o

#xy Dags es auch im Allgemeinen keine Integralﬂi-xche giebt, (hf: mit € im
Punkte (x -+ dz, y + dy) wnd mit C in irgend einem Punkte letd =, y+d'p

X 27
Mathematische Annalen, XIX,
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Die Zahl der arbitriiren Constanten einer vollstindigen Lisung
des Systemes £ ==0, ® =0 muss anf eine Zahl reducirt werden
konnen, die kleiner ist als die Zahl der ersten, zweiten, ... bis m— 1sten
Differentialquotienten von ¢, vermehrt um 2; denn es gilt folgender
Satz: Wenn von den Flichen sweicr k-fach wnendlicher Systeme je
zwei Tlichen des einen Systems, die einander unendlich benachbart sind

Bertihrung von der m—1. Q. besitzt, erliutern wir am besten durch ein Beispiel.
Seien zwel lineare partielle Differentialgleichungen 5. 0. vorgelegh, deren erste
Derlvirte zn drei von einander unabhiingigen Gleichungen sich zusammenzichen,
in welchem Falle die vorgelegten Gleichungen sich nothwendig auf die folgende
Form bringen lassen miissen:
#w—+ Bo+ Cw-d+FE =0,
v+Bwt Co 4+ E'=0,
(wo B, C, E, E’ Fuuctionen von 2, 2,4, p, 4,7, s, t sind)
so0 ist die Bedingung dafiir, dass die folgenden Gleichungen:
0r = udx 4+ vdy,
8s = vdx + wdy,
dt=wda+ »dy,
u- By -+ Cw+4 E =0,
v+ Bw—+ Co+ E =0
zusammen bestehen, ausgedriickt durch die Gleichung:
| 6r—dr dx dy 0 0 |
! ds — ds

0 dx dy 0

{8t —dt 0 0 dax dy |=0,
0 1 B C 0
0 o 1 B C

wenn d+, ds, di irgend welche fiir das Stattfinden jener Gleichungen mogliche
Werthe von 87, ds, 0t bedeuten, Nach Wegschaffung eines gemeinsamen Factors
Cdz* — Bdxdy + dy* nimmt aber jene Bedingungsgleichung die einfache
Gestalt an:

dr —dr+B(ds— ds)+ C(8¢ — di) =0,
welche Gleichung unabbangig ist von dz, dy.

Dies beweist, dass, wenn ¢, C” zwel unendlich benachbarte Integralfichen
sind, die sich im Punkte (x+tdz, y-dy) berthren, und (r-d7», s-+ds, ¢-+dt)
die der Fliche € zugehbrigen zweiten Differentialquotienten von z in jenem Punkte,
(r+ 8r, s+ ds, t 4 dt) die der Fliche C’ zugehdrigen in demselben Punkte
bedeuten, nur fir specielle Flichen €' der fraglichen Relation geniigt werden
Iann. Hieraus folgt weiter, dass es im Allgemeinen keine Integralfliche giebt,
dic mit ¢' im Punkte (x 4 dz, ¥ -+ dy) und mit C in irgend einem unendlich
benachbarten Punkte eine Berilhrung von der 2, O. hat. Irgend zwei unendlich
benachbarte Integralfliichen ¢, C’, die sich beriihren, werden daher von einer
Beriihrungstransformation 2. 0., welche die Integralflichen der partiellen Glei-
chungen 3. O, betrifft, im Aligemeinen nicht wiederum in sich beriihrende Flichen
verwandelt,
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und cine Bevithrung der v. 0. mit cinander cingelen (k=2 der Anzahl
der ersten, sweilen, . . . bis r-ten Differentialquotienten. von &), durch
irgend cine Transformation in zwei Flichen von chen derselben Be-
schaffenheit des anderen Systems wmgeformt werden, so st sicher diec Trans-
formation .eine gewilmliche (Lie’ sche) Beriihrungstransformation. —
Der Beweis dieses Satzes ist ganz analog dem Beweise des oben
citirten Satzes im IX. B. d. A. p. 311 zu fiihren.
Ziehen wir besonders den Fall der zwei Gleichungen 3. O.:
[riral] =0, [elre)] =0
xp sxp

[d. A. B. XVII, p. 290] in Betracht. Wir haben, wie oben angemerkt,
eine Transformation, bhei der Beriihrung 2. O. erhalten bleibt, und
welche die Integralflichen der Gleichungen wiederum in Flichen iiber-
fihrt. Nun ist diese Transformation durch die Gleichungen: 2" =g,
y =y zusammen mit den Gleichungen: 7= Flx, y, 4, p, v, 0),
d =0, y, 4, g, v, ) eincr Losung von (1) vollstindig bestimmd.
Aber jene zwei vierfach unendlichen Flichenschaaren sind allgemeiner
Avt, und zwei sich beriihrende Flichen der Schaar: z=1"(x,y,4,u,7,0)
entsprechen demnach nicht zwei sich beriihrenden Flichen der anderen
Schaar, wie es sein milsste, wenn die Transformation cine Beriihrungs-
transformation wiire.

9. Nunmehr erledigt sich leicht die Frage, ob es miglich ist,
dass die beiden partiellen Differentialgleichungen der 3. O.

[rir9l] =0, [ol/el] =0

ein gemeinsames erstes Integral mit einer avbitriren Constanten zu-
lassen. Sollte dies eintreffen, so miisste die vorhandene Transformatiou
zwischen jenen Gleichungen und den zwei:

[rire)] =0, [elfe] =0

nach dem eben Auseinandergesetsten, eine solche sein, die je zwei
unendlich benachbarte sich berithvende gemeinsame Integralffiichen
eines der ersten Integrale der zwei ersten Gleichungen in zwe cinan-
der berithrende gemeinsame Integralfiiichen der zwei letzien verwandelte.
Oder es mitssten anch die letzteren Gleichungen ein gemeinsames erstes
Integral mit einer arbitriren Constanten, entsprechend dem vorher
fiir die zwei ersteren Gleichungen angenommenen derartigen Integrale,
besitzen, also miisste die in Frage stehende Transformation eine ge-
wohnliche Beriihrangstransformation sein. Nun lauten zwei der fiir
diese Transformation geltenden Gleichungen so: ¥ =, y =y, und
es muss demnach eine dritte Gleichung der Transformation von der
27%
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Form scin: & = I'(z, 2, y). Dies ueigt an, dass die beiden Glei-
chungen (1) sich jetzt in die Form:

f&,2,2,9) =0, @, g, m,y,p,q,p' qg)=10

bringen lassen miissten. Aber dann ist (F@])eay = dx o' (p )+ (p (),
und in der Gleichung [/ @l.., =0 fehlen also die Grossen r, s, t Die
Gleichungen [f []‘qa]] =0, [q)[}"tp]] == () konnen also jetzt zu keinen
Gleichungen 3. O. Anlass geben. Nz’cm};(,ls Linnen doher die in Frage
gestellten zwei particllen I)iﬂb'rcnti(clgleiclumgen der 3. 0. ein crstes In-
tegral wit einer willkiirlichen Constanten gemein haben.

10. Eine eindeutige Transformation zwischen den beiden Riumen
(zy2), (cy#) wird nur dann durch die Gleichungen (1) bestimmt,
wenn diese anf zwei Paare partieller Differentialgleichungen 3. 0. in
(wy2) resp. (xy#) fihren. Wenn ecines der in Nr. 6. betrachteten
Systeme (1) vorliegt, gestaltet sich die Transformation anders. Sie
kann keine eindeutige Transformation werden, denn entweder fithrt
sic eine jede lIntegralfliiche einer gewissen particllen Differentialglei-
chung 2. O. {[/9]esp =0) in ecine cinfach unendliche Schaar von
Integralfiichen eines Systems zweier partieller Differentialgleichungen

3. 0. ([f[fqo]} = 0, [(p [fgo]] == 0) , eine jede der letzteren Flichen
2zp zap

in eine bestimmte Fliche der evsteren ither, oder sie ergiebt zu jeder
Integralfliiche einer gewissen partiellen Differentialgleichung der 2. O.
(If9lszy == 0) ool entsprechende Integralflichen einer anderen par-
tiellen Differentialgleichung 2. O. ([f@]:zp == 0), und vice versa. Man
hat nun anch, im Falle dass in den Gleichungen (1) die Variable #
fehlt, fiir jedes BElement (2 y p g » s £), das der Gleichung [ /gl ., = 0
genligt, ool entgprechende Elemcnte (7' 2y p ¢, jedes mit einem be-
stimmten Werthsysteme von (47, §', ¢'); jedem Elemente (Zaxyp'¢'+"s't))
entspricht dagegen ein einziges W Lrthaystem vou (&, a, %, p, ¢, 1, §, t)
(oder einige Werthsysteme derselben). Im Falle dass in (1) sowohl &
als & fehlen, entsprechen jedem Klemente (24 y pg#sf) einer par-
tiellen Differentialgleichung 2.0.[f@ ). »pr==0 oo’ Elemente (' zyp'q'+' 5'1')
einer anderen partiellen Differentialgleichung der 2. O. [f@l..p, =0,
und umgekehrt, jedem Elemente (2" zyp ¢+ s t) der letzteren Glei-
chung co' Elemente (¢ x y p g » s £) der ersteren.

Die jetzt von den Gleichungen (1) begriindete Transformation ist
in dem Bezirke, in dem sie eine Fliichentransformation ist, eine mehr-
dentige (unendlich-deutige) Flichentransformation. Von einer Verall-

gemeinerung derselben soll in Nr. 15. gehandelt werden,
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o

3
Herleitung einiger specieller Systeme vom partiellen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung.

11, In der 23. Nr. meiner Abhandlung im XVIL B. d. A. ist die
durch drei allgemeine Gleichungen:

T (s . P ’
Fie w00, 0,6, 9, 9,07, 4) =0,

(3) F( )==0,
Iy ( =0,

definirte Flichentransformation besprochen worden, und iy der 24, Nr.
hesonders der Fall behandelt, wo die Transformalion jeden Streifen
ciner vorgclegten vierfach unendlichen Schaar in eine cinfach unend-
liche Flichenschaar verwandelt. Es kanu aber auch die Transformation
so cingerichtet werden, dass sie jeden Integralstreifen des Paares von
Gleichungen :

(4) { f(z: Ty, 9, g):C;
¢ ( )=0,—
wo C, C" arbitriire Constanten bezeichnen, — in ecine Flichenschaar

umformt. Die Iuntegralstreifen von (4) sind dargestellt durch die
Gleichungen:

- if df 1 {

(6) dz—pda—qdy=0, 4L dz+ ;5 dy=0, 4% dut- 47 dy—0.

Ein beliebiges Flichenelement (2 y p q) bestimmt erstens gewisse
Werthe von O, ¢ in (4) und weiter co! Richtungen (dy: dx), deren
jede in Verein mit dem genannten Klemente, auf Grund von (5), einen
Biischel von (r, s, #) liefert. Die Gleichungen desselben haben die
Form: rdx 4 sdy = pdz, sdz -+ tdy = vdz, wo wdz, vdz, selbst
von dz, dy abhiingen. Dieser Biischel giebt zu einem Flichenelemente
(z +pda + qdy, £ + da, ..., p+ wadzr, ¢+ vdz) Anlass, welches
einem vou (zxyp¢) ausgehenden Integralstreifen vou (4) zugehirt. Fiihrt
man jetzt in die Bedingungsgleichung fiir die Involution der zwei dem
Streifen entsprechenden partiellen Differentialgleichungen 1. 0. {d. A,

Bd. XVII, p. 807, GL (19)]:
g 5 ar, ) O
%1;1 ]_F2flsz’x’p' + 7@3 Uy I ]ewy (d:x; (I ey =0

fiir -4 94 gio Werthe w, v, die in Bezug aut dy : d von der Form

dz’ dzx i =
sind: e 4+ %’ ein, und verlangt, dass dieselbe unabhiingig von den
besonderen Werthen von dy : dx bestehen soll, so miissen [, I, I,
zwei Gleichungen erfiillen. J7, darf Deliebig genommen werden, r,,r,
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sind dann durch jene zwei Gleichungen zn bestimmen, damit die
Transformation (3) alle Integralstreifen des Systems (4), (b) in Flichen-
schaaren umformt,

Fragen wir, wie die Figur in # beschaffen ist, die aus jenen
Flichensehaaren bestcht, so brauchen wir uns nur Folgendes aus
Nr. 24, d. A, B. XVII zu vergegenwittigen, Jedem Elemente (zzypg)
entspricht eine Schaar von co! Streifen in 7, die kurz mit S” bezeichnet
sein mbgen. Ihenso wie von jedem Flichenelemente in » oo® Integral-
streifen von (4) ausgehen, so gehen durch jeden Streifen S’ oo~
Flichen unserer Flichenschaaren in #. Zu jedem IFlichenelemente in
r gehdren oo! Biischel (5) von (#, 5, #), die auf ebenso vielen mit dem
Elemente vereinigt liegenden Flichenelementen von Integralstreifen
von (4) fithren. Dementsprechend liegt jeder Streifen S° vereinigt mit
oo! anderen solchen Btreifen. Bemerken wir weiter, dass jedem
Flichenelemente in #° oo? Flichenelemente in # entsprechen, unter

denen nur einige gewisse die Gleichungen f=C;, ¢ = (), —
’ . . v . PYSI I

wenn C;, C) (irgend welche) bestimmte Werthe der willkiirlichen

Parameter C, ¢' in (4) bezeichnen, — befriedigen, so sehen wir ein,

dass oo® Streifen S’, entsprechend den verschiedenen Werthen von
C, (', durch cin heliebiges Element (¢ 2’ 9 p* ¢') hindurchgehen. Die
Figur, die aus denjenigen Biischeln von (+ ¢ ¢'), die diesen S™ zuge-
horen, zusammengesebzt ist, wird daher durch zwel (leichungen:

(6) I"(Zra LZJ’, ?/7 .p,7 (Z’, 7, S,: t,) = 07
o )=’

ausgedriickt, €, ¢’ sind hier diesclben wie in (4). Weil, wie schon
bemerkt, durch jeden Streifen S’, der eivem Elemente von f= C,,
@ = C,” entspricht, oo» Flichen hindurchgehen, die den Integral-
streifen dieser Gleichungen f = U,, ¢ = O, entsprechen, und die also
Integralfliichen uuserer Figur (6) sind, so werden jene Streifen S’ ge-
meinsame Charakteristiken der beiden Gleichungen 2. O. in (6).

Wir gewinnen diese Gleichuugen (6) einfach so: Durch Differen-
tiirang von (3), z,x, ¥, p, g dabei als Constanten betrachtet, und
durch nachherige Elimination von dz, dy werden zwei Gleichungen
inz,z,9,p,q,2,2,9,p,4,7,5,t gewonnen. Indern wir aus diesen
zwel Gleichungen, den Gleichungen (3) und (4), 2, 2, ¥, p, ¢ eliminiren,
bekommen wir die fraglichen Gleichungen (6). Diese swei partiellen
Differentialgleichungen der 2. O. sind, nach dem eben Auseinanderge-
selelen, so mit cinander verbunden, dass von jedem Elemente (& x y' 9’
g ¥ s t) ein Streifen ausgeht, der zur sclben Zeit eine Charakteristil:
einer Gleichung F = C, und eciner Gleichung ® == C) bildet. Diese
Streifen ordnen sich zu oo gemeinsamen Integralflichen von I = C,
O =0, susammen. Von den ersten Derivirien von F und © in Bezug avf
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x,y st daher die ¢ine eine algchraische Folge der drei anderen. Nock
mekrg , Jene C’lmmkteréstﬂwn, die chen die obig(m Streifen S’ sind, werden
Beﬂtuhmngsst'mzfm von der 1. 0., so dass cs oo gemeinsame Integral-
Fliichen zweier Gleichungen F == O, ® == C’ gicbt, — wo ¢, C' ganz
beliebige Constanten bedeuten, — dic litngs eines Streifens 8 cine ji;'m'z'i)'e rung
von der 1. O. besitzen. Die gemeinsamen Integralfiichen vonA F=‘C‘
¢ =C, .ordnen sich zu Schaaren von je oo! Lliichen znsammen, Jed‘;
Schaar eimnem Integralsteifen von f(s,2,9,p,9)=C,, ¢ (z,2,4,p,q)==C)
entsprechend.
12. Die drei Gleichungen:

a o , A
Fi (2, @, @y 235 Py, Doy D3y 85, 85 205w, 00, 0y py) =0,

n
(M ) =0,

ni

y( == ()
einer Mannigfaltigkeitstransformation eines Raumes von vier Dimen-
sionen kbnnen in einer solchen Beziehung zu einander siehen, dass
sie eine Transformation begriinden, die einen jeden Integralstreifen
(Integral-M,) des Systems:

f{ﬁ, Ty Loy x.‘}:phpz:pg) i C;

] (P( ) = 0’1
( ) '(b( ) = C”)
" )= "

in eine fiir zwei involutorische partieile Differentialgleichungen 1. O.
gemeinsame zweifach unendliche Integralschaar verwandelt. Denu
hierzu hat man nur zwel partiellen Differentialgleichungen fiir ,, ),
F, zu geniigen. — Diese Gleichungen gewinnt man so: Die Bedingung
dafiir, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen 1. O., die
einem Streifen entsprechen, involutorisch sind, hat cinc mit der Glei-
chung (19) in d. A. B. XVIT, p. 307 &huliche Form. Nun fihrt man
blos fiir das, dp,, dp,, dp, ihre aus (8) herzuleitenden Werthe in
dz,, A%, [dz = pydx, + p, Az, + pyda, gesetat] ein, und setzt sodann
die Coefficienten fiir dz,, d#, einzeln gleich Null. Damit hat wan
die beiden gesuchten Gleichungen fir I7, I%, F,. — Die Figur in 7,
& i in dem Raume (z," z, @, #), die aus jenen Flichenschaaren be:-
steht, die also dem Systeme (8) entspricht, Lisst sich folgendermassen
charakterisiren. Jedem Flichenelemente (# & p) entspricht eine Schuar
yon oo? M,*) und deren Enveloppen, alle dicst M, erszengh vou ge-
wissen (chavakteristischen) 24,. (Siehe d. A. B. X1, p. 450.) Wal
einem beliebigen Flichenelemente (#2'p)) ein gewisses Flichenelement

#) Diese M, Mannigfaltigkeiten von je o2 vercinigt liegenden Flichen-
elementen (# & p') bildend.
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(2 xp) der vier Gleichungen: f=C;, ¢ =C), » =0, =0,
entspricht, und in diesem Elemente sich co! Richtungen (dz,, du,, LZ.LS)
fitr Tntegralstreifcun derselben Gleichungen: f= (f, ete. finden, so
muss eine jede dem Elemente (22 p) entsprechende M,, die das
Element (2 2’ p) enthiilt, mit jeder von oo' unendlichen benachbarten
M, avf je einer M, liegen. Nun wird jedem Elemente (2 2" p") durch
diejenigen M,, die dem Elemente (2 zp) entsprechen, eine Schaar
von oo! Werthsystemen von pi; zugeordnet, und weil, wie eben be-
merkt, irgend eine M, zusammen mit co! unendlich benachbarten auf
je einer M, liegt, miissen alle diese oo® Werthe von pjx, aber nur
diese, derjenigen Figur in #, die dem Systeme f=C,;, ¢ = (),
P = C ", g ==0,"" entspricht, zugehdren. Deshalb muss diese Figur
durch vier partielle Differentialgleichungen der 2. O. algebraisch definirt
sein. Wir haben durch die folgenden Gleichungen diejenigen Werthe
von p;x gegeben, die eine der dem Elemente (z  p) entsprechende M,
einem ihrer Flichenelemente zuordnet:

7y oF, oI,

ar, , ,
5££'+<oac 2 5y ) Tl TP +320 (pm-(—pn-— M>+

(/F , Pa B
"l_ (pdﬁ+p11 ‘axi’ ) + 31? (2)32 +ZJ:31 gaA ) == 0,
a-Fi OI{ aF ' ﬂz‘ nlv ’ 2’ ’
5E+<M_H1&) Zodny g (pobpi 20)
oF , 8F D
+ 5 <Z7a3+p o/ >+ o ( dd-Hmé ) 0.
(7’ = 17 29 '»’) .
Indem wir %?9!’ s Zf’ climiniren, erhalten wir vier Gleichungen,
Ty F

die fiir diejenigen Werthe der p/; gelten, die vermittelst der M,, die
dem Iilemente (z2p) entsprechen und ein und dasselbe Element (¢'z'p")
enthalten, dem letzteren Hlemeute zugeorduet werden. Folglich be-
stimmt man einfach durch Elimination vou z,z,p aus diesen vier
Gleichungen in z, 2, #,, Ty Dy Pay D3y &5 245« - oy Pity Play - - oy P,
den Gleichungen (7) und (8) diejenigen Gleichungen, welche die dem
Systeme (8) entsprechende Figur in #° definiren. Diese Gleichungen
werden vier partielle Differentialgleichungen der 2. O. fiir #

4 Is ’ ?
F(Z;xu"'rpi;"')}”ik:"‘)=07

&( ) =0,
b4 )=1C",
X( ) — Om,

unter C, C°, C”, 0" die frither in (8) eingehenden arbitriiren Constan-
ten veratanden.



Zur Theorie der Fliichentransformationen. 411

Je wvier Gleichungen: F = C;, ® = C/, ¥ =0, X =0
besiteen oo gemeinsame charakteristische M, wnd unbegrenzt unendlich
vidle gemeimsame intermedidire Inteyrale, jedes durch ziwwei tnvolutorische
partielle Differentialgleichungen 1. O. ausgedriickt. Diese intermediiiven
Integrale entsprechen den Integralstreifen von je vier Gleichungen (8):
f=0C, 9=0C, v=0" 1=0". \

13. Wir betrachten schliesslich eine solche durch vier Gleichungen:

v ’ 4 r r ’ r 4
By (2, 25 @ys @y, Py Doy Pys &5 300, 24, 85, s 0oy py) = O,

'F'2< )307
©) Fy( ) == 0,
F4( ) =0

bestimmte Transformation, die cine jede Integral-M, des Gleichungs-
systems :

(&, @yy @yy Tys Py oy 23) = O,
(10) % )=0,

¥ )=C"

in ein involutorisches Paar von partiellen Differentialgleichungen 1. O.
in o tberfiibrt. Die Bedingung hierfiir driickt sich durch drei Glei-
chungen fir ¥, ¥,, F,, I, aus. — Diese Gleichungen gewnnt man
so: Man stellt die Bedingung auf dafiir, dass die beiden partiellen
Differentialgleichungen 1. O., die ciner M, entsprechen, in lnvolution
liegen. Diese Bedingung hat eine mit der Gleichung (20) md. A,
Bd. XVII, p. 312 dhnliche Form. Man setzt fir die in den Symbolen

(12) etc. eingehenden Kid , ¢te., ihre Werthe in a”f‘— ) 8o gus (10)

0, iy’ Oy
ein, und driickt alsdann aus, dass die fragliche Gleichung unabhingig
von gx‘ , —%%‘ stattfinden soll. — Die Figur in », die dem Systeme
g &5

(10) entspricht, ist aus denjenigen M, zusammengesetat, die nach ()

_den Integral- M, von (10) entsprechen. Zu einem belichigen Flichen-
elemente (7 a’p) werden durch diese M, oo® - oot Werthsysteme von
pi% zugeordnet. Also umfasst unsere Figur nur oo’ der oo® eincm be-
liebigen (¢« p’) zugehbrenden Werthsysteme (22 p'pix) des Raumes IV,
Man findet sie niher bestimmé durch vier particlle Differentinlgleichungen
der 2. O0r F=0, 0=0, ¥=0, X=00", dic Jene o™ involu-
torischen Gleichungspaare, die den Integral- ML, von (L) entsprechen,
2 gemeinsamen intermedidren Integralen besitzen.
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§ 4.
Von der durch vier Gleichungen zwischen 2, z, %, »,¢, 2, 2,9, ¥, ¢
zu begriindenden Transformation.

14. Die Transformation, die durch vier Gleichungen:

iz, 2,y,0,9,2,2,4,p,0)=0,

I";, =\,

(11) F(( ;wg
3 - H

FJ( )= 0

defiritt ist, ist im Allgemeinen nur fiir ein von gewissen zwei partiellen
Differentialgleichungen 3. O. bestimmtes Gebiet eine Flichentrans-
formation. Dies habe ich an p. 313 d. A., Bd. XVII bewiesen. Unter
Umstiinden kann jedoch dieses Gebiet enger werden. Aber, ehe ich
hierauf eingehe, will ich meinen fritheren Beweis des erwihnten Satzes
in einer etwas umgestalteten Form kurz reproduciren. '

Wir denken uns zuniichst die Transformation (11) durch Auf-
lsung nach ', o, p', ¢ auf dic Form gebracht:

Z = f;(rg’; 2, 2,4,0,9),

12 ylsz( )7
@) P = )s
ql=q7‘),( )s

und nachher jedes Paar von einander entsprechenden Flichen, 2= F(z,y),
4 = ®(a,y) durch 2,7, x,y dargestellt, etwa so: 2z = F(z,y),.
7 = O (x,y). Die Differentialquotienten @' (x), ¥ (y) bezeichne ich
mit %, x. Man hat dann:

da cdy . dx

(13) me=p 5. T g, *=2D *d‘y“-{—q a7

WO

.,é‘g,,s%:ﬁf'__[_p Qﬁﬁ_{_r Ofl +s af' +x @fL=dd’€;i +75%§“:
Cclz?ig"=df2 __Ej[z__}_p (*fg__l_ Z;z L 8)‘2 4 afz____(il'/a": _*_nz;_;},
O e CRT R SRR GO a" w il Zhy O

. . 2 .
ay _af 6fe Ly 2—Q=-+s a; i fz B O O
Die Gleichungen (13) gehen dann in dle fo]nrenden iiber:

ay ay
¢ 2 d a’
If"“'"_'”(l — % 0? ”“%7353) %'dﬁ—% df‘=0’

—, ot 2Ly _ g Fh o Fh
— ,{(1 =Py Ly T P —dz,) P dy P dy =0,

(14)
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und die Bestimmung der Flichenpaare: 2= F(x, ), ' = &, ¥)
wird #quivalent mit der Bestimmung von Lisungen: = = I'(z, ),
= O (z, y) dieses Gleichungssystems = 0, ¢ = (.

Fiir die Herstellung dieser Lodsungen verfahrel wir gang, wie wir
in der 5. Nr. der Abh. im XVII Bd. d. A, p- 283, in Betreft der
Herstellang der Losnngen eines Systems von zwel Gleichungen wwischen
g, %, U, P, 4, &, p; ¢ verfabren haben. Wir miissen durch die
fraglichen Losungen die Gleichung [fgliar =0 befriedigen.  Diese
Gleichung wird, wegen der speciellen Form der vorliegenden Gleichungen
(14) in Bezung auf », s, #, frei von den dritten Differentinlquotienten
w,v,w, @ von z. Desshalb werden die zwel Gleichungen:

[/[f‘p]]”,, =0, [‘I’ [t q’]]am 0

partielle Differentialgleichungen nur von der 5. O. in Bezug wnf 2,
und eine Elimination von 2, 7, » zwischen den Gleichungen (1), der
Gleichung [f(@))y zn = 0 und den zuletzt aufgesehiriebenen Gleichrugen
fihrt also auf zwei partielle Differentialgleichungen 3. O. zur Be-
stimmung der Gleichungen 2z == I'(z, y). Diese Gleichungen 3. 0.
sind so beschaffen, dass ihre ersten Derivirten in Bezug auf z, y sich
auf nur drei von einander unabhingige (leichungen reduciren. [Dies
geht in derselben Weise hervor wic der ihnliche Sutz in Bezug auf
die Gleichungen (7) auf p. 290 d. A, Bd. XVIL] Aber darom ge-
statten jene Gleichungen 3. 0. oo™ gemeinsame Integralffichen.  Alle
diese Integrale gehéren unserem Gleichungssysteme (14) als die cinen
Theile 2z = F(z, y) der Losungen z==F(x, y), & == & (x, y) dessclben
an. Jedes der Integrale: 2= J'(z, ) ergiebt durch Elimiunation von
Z, m, % aus den drm Gleichungen f==0, @ =20, [f@lyz, =10 die-
jenige Gleichung: # = ®(z, ), die zusammen mit z == F'(z, y) cine
Liosung von (14) bildet. Vermittelst (12) verwandelt man sie leicht
in eine Gleichung 7 = &(a,%). Alle solche Gleichungspaare wie

= Flz,y), & = O, y) reprisentiren zwei Flichen, die von der
'lmnsformatmn (12) in einander verwandelt werden. Jene Plichen
entsprechen einander eindeutig. Es existirt anch eine vindeutige Be-
ziehung zwischen den Elementen (Z.L‘Jpgl.st), (Z2’y g’ rs't) der
selben. Desshalb miissen nieht nur, wic gezeigt, die Fliichen 2= 101
zwel partiellen Dlﬂerentl.ﬂglexcllunﬁeu 3. 0. geniigen, sondern anch
die entsprechenden Flichen 2 == ® (s, 7/) miissen  zwei  purticllen
Differentialgleichungen ebenfalls von der 3. O. als integrale zugehmen
Die erwihnte Beziehung von Elementen (zuypqist), (F'yp q st
ist als gegeben aufzufassen durch eiue bt,ruhumgstr‘m%im mation
der 2. 0., dic Jene swei DPaare von Gleichungen 3. O. in eiu-
ander tuberfiihet. Sie ist aber keine Berithrungstransfornmtion drr
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1. 0., keine gewohnliche (Lie’sche) Bertihrungstransformation (nach
Nr. 8.).

Sie wiirde aber eine Beriihrungstransformation 1. O. werden, falls
eines der Paare von Gleichungen 3. O. ein erstes Integral mit einer
arbitriiren Constanten gestattete (vgl. Nr. 8.). Aber in solchem Falle
wiirde die Transformation (12), —- die jetzt eben die Berihrangs-
transformation wiire, eine jede lliche in eine Fliiche iiberfithren, und
von einem Systeme von particllen Differentialgleichungen, das die
Flichen definirte, die sich wieder in Flichen transformiren lassen,
konnte nun keine Rede sein (vgl. Nr. 9.).

15. Wenn £ in den Gleichungen (12) fehlt, so fehlt 2 auch in
den Gleichungen (14) und in der Gleichung [f@).z.=0. Die Be-
stimmung der Gleichungen 2z = I"(z, y) wird alsdann durch eine par-
tielle Differentialgleichung der 2. 0. bewirkt, die sich durch Elimi-
nation von m,  zwischen den genannten Gleichungen (14) und der
Gleichung [f@lrwn = O ergiebt. Jeder der Integralflichen dieser par-
tiellen Differentialgleichung 2. 0. entspricht vermdge (12) ein invo-
lutorisches Paar von particllen Differentialgleichungen der 1. O. in #
oder deren Tntegralflichen: &= (#/,y,C). Jedem Klemente (zzypqrst)
jener partiellen Differentialgleichung 2. O. entspricht nunmehr eine
Schaar von oo! Elementen (¢ 2"y p/¢'+'s't"). Dagegen brauchen nicht
einem der letzteren Elemente oo! der ersteren zn entsprechen. Einer
Fliche # = ®(«, 4) entspricht im Allgemeinen nur eine Fliche
z2=UF(z,y). Die Flichen & = ®(«, /) befricdigen im Allgemeinen
ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen der 3. 0. Wenn
aber in den Gleichungen (12) nicht nar # sondern auch z fehlt, so
hat man nicht nur fiir die Flichen ¢= I"(z,¥) eine partielle Differential-
gleichung von der 2. 0., sondern auch fir die Flichen # — ¢ (', y)
eine partielle Differentialgleichung derselben 2. 0. Jedem Elemente
(zzypgrst) bez (a'yp ¢+’ ¢) einer dieser Gleichungen 2. O. ent-
spricht eine ganze Schaar von oco! derartigen Blementen der anderen
Gleichung. Jeder Integralfliiche z — I'(x, ¢) entsprechen oo Integral-
flichen &' == & (&, ), und jeder der letsteren Flichen oc! der ersteren.

16. Wenn in unseren Transformationsgleichungen 2 fehlt, so er-
hilt man die Flichen in #, die einer Integralfiiche 2z = I'(x, 4) der
beziglichen Gleichung 2. O. entsprechen, durch blosse Quadraturen.
Man fiihre nimlich in die Gleichungen (12) fiir 2, p, g die Werthe
F(z, y), I'" (), I'(y) resp. ein, und erhilt alsdann znerst nach Elimi-
nation von w, y : ¢ = ¢, («, y), ¢ = ¥, (', '), und hierauf die
Gleichung der entsprechenden Flichenschaar durch Ausfithrung der
Quadratur:

¢ = J @ y) da' + (%, ') dy).
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. 17 Aber, im Allgemeinen , wenn die Transformation (11) irgend
eine Fliche 7 — f(z,y) des Gebietes v in co! Flichen des Gebietes #
verwandelt, so werden die letztoren Flichen nicht durch blosse Quadra-
turen‘erhalten. Man bat n#mlich in erster Hand, wenn man in (11)
Z =_f @, 9), p = (%), g = (y) substituirt und z, y eliminirt, zwei
partielle Differentialgleichungen der 1. O.:

(15) A(‘ZI; z, Y, P’; q,) =0, D, xla Y, _29/, Q,> =0,

die der' Fliche # = f(z, y) entsprechen und nach der fir die I'rans-
formation gemachten Voraussetzung involutorisch sind, Ihre gemein-
samen Integralfliichen mogen fiir den Augeublick mit C, C’, ", . ..
bezeichnet werden. FEinem jeden Elemente (¢zypq) der Fliche
2 =[x,y entsprechen oo' Elemente (2" 2"y p'¢'), von denen eines
auf C, eines auf (', u. s, w. liegt. Diese letzteren Elemente kbnuen
nun als einander entsprechende Elemente der Flichen C, ¢/, C" u. s. w.
aufgefasst werden. Zwei unendlich benachbarten Elementen der Fliche
z == [(x, y) entsprechen oco' Paare von vereinigt liegenden Elementen
(2’ y9'q), von denen eines zu C, eines zu C’, u. s. w. gehirt. Dess-
halb miissen je zwei vereinigt liegenden Elementen von (15) oo! Paare
von vereinigt liegenden Elementen derselben Gleichungen (15) ent-
sprechen. Eine infinitesimale Bertihrungstransformation des Gleichungs-
systems (15) in sich selbst, die eben als Punkttransformation betrachtet
werden kann, muss sich also folgenderweise ergeben: Indem man
die Gleichungen (11) differentiirt, und dabei die Grossen-z, >, y,p, q
als Constanten betrachtet, erhiilt man 8z, 8y, 84, 09, d¢ proportional
gewissen determinirten Functionen von &, 2,4/, v, ¢, 2, %, 4, p, ¢ Bs
werden 2, x, ¢, p, ¢, P, ¢ vermdge (11) und der Gleichungen: z==f(x,y),
p=7{(x), ¢ = (y) eliminirt. .So bekommt man die fragliche Trans-
formation ausgedriickt durch Gleichungen der Form:

0a = s A, 0y —epB, 07 =¢epC’, 0p =D, 09 = ey E,
wo A, B, ..., I die eben aus (11) und 2z = {(x, y) hergeleiteten
ganz bestimmten Functionen von &, ¥, ;5 ¥ eine noch unbekannte
Function derselben Grossen und z eine unendlich kleine Constante

bedeuten. 1 hat man aber folgenderweise zu bestimmen. Die fragliche
Transformation soll (d. A., Bd. XV, p. 51) durch cine Function ®:

(16) & = p(dp + Bq —0)
bestimmt sein, und man muss
’ P r 0 ‘ oo - oP
610=”"‘3(W+P"’37)7 0g = —¢ 374‘{177‘
haben. Die zwei Gleichungen:
d) 7 ad) ' atb 7 5® p R
Vg =D, Gyt d gy =,

Mathematische Aunalen, XIX, 29
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in die man sich fiir p, ¢’ ihre Werthe aus (15) oder (11) eingefiihrt
zu denken hat, werden zwei partielle Differentialgleichungen 1. O.
fiilr . Wird @ statt log ¢ gesetat, so nehmen diese Gleichungen die
Form an: ' )

w05 4+ o8 - ‘(;m = 1,

a-’E' 077 2
a1 . 0m oé , (Sq) 1
Wy TV gy T Wy =1,

wo u, v, w, W, v, & ganz bestimmte Functionen von &, ¥, ¢ sind.
Diese zwei Gleichungen .miissen eine Lisung @ gemein haben, denn
es muss nach dem niichstvorher Erirterten eine durch (16) charakteri-
sirte infinitesimale Punkttransformation der Gleichungen (15) existiren.
Und eine solche Transformation giebt @ stets in der Form: & =& (', ¥,2")
—+ eine arb. funct. von @, wenn ¢ == C die Gleichung der Schaar
von Integralfiichen von (15) bedeutet.
# Desshalb, wenn die erste der Gleichungen (17) durch 4 (%) =1,
die zweite durch B(@) =1 kurz bezeichuet wird, muss von den drei
(eichungen

A@)=1, B@)=1, A(DB®)) — BA®)) =0
die letzte mit den zwei ersteren stets zugleich erfiillt sein.

Demnach erhiilt man einen Werth von @ und hieranf von 9, ver-
mittelst der Formel & = log ¢, erst durch Integration ciner Diffe-
rentialgleichung (mit einem arbitriiren Parameter)

a(z,y)dz + p(z,y) dy = 0.

Die Bestimmung ciner iufinitesimalen Beriihrungstransformation,
welche die Integralschaar unserer involutorisechen partiellen Differential-
gleichungen 1. O. in sich iberfithrt, ist somit im Allgemeinen mit
denselben Schwierigkeiten behaftet wie die Bestimmung jener Integral-
schaar selbst. Auch ist unsere Frage in keiner wesentlichen Weise
verschieden von der von der Bestimmung der Ldsungen von irgend-
welchen zwei involutorischen partiellen Differentialgleichungen 1. O.,
da man ja immer zwei Gleichungen:

Fi oy ¢,2,9,0,9) =0, Fyz9p¢7 %,9,9,9)=0
beliebig hinschreiben kann, die mit den vorgelegten partiellen Diffe-
rentialgleiechungen eben ein System (11) ausmachen.

18. Die Involutionshedingung fiir die beiden einer Fliche z=/(x,¥)
vermittelst (11) entsprechenden partiellen Differentialgleichungen 1. O.
lantet nach d. A. Bd. XVII, p. 312, Gleichung (26), so:

(B4) [\ Fylvwy + (42) [F\ Fylowp + (23) [F1 Fylewy
+ (12> [Fs F4]z'm'p' + (13) [F4F2]z'x'p’ + (14) [F2 Fs]z'w'p' = 0:
wo [FnF,]vep das gewdhnliche Involutionszeichen, (m#) der Kiirze
wegen statt
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ar, dr, ar¥, dF,

e ne

dx d@}_ - “d”;l/*‘ dzx

(myn = 1,2, 38, 4) geschrieben ist. Ist die Transformation (11) von

der Form: ) i
=712y p 0,

yxfz( )a
(18) v =h ),
Q,zfl< >:

so nimmt jene Bedingungsgleichung die einfachere Gestalt an:

(13) -+ (24) = 0.
Sie wird eine partielle Differentialgleichung der 2. O.:

(19 Ar 4 Bs+Ct+ D@t —s) 4+ E=0,

wo A, B, ..., E Functionen von z,¥,%,p,q sind. Sie ist die all-
gemeinste Gleichung 2. O. jener Form, denn wenn 4, B, .-, E ge-
geben sind, so hat man, was fiir Functionen von z, y, 2, p, ¢ sie auch
sein mbgen, nur vier Gleichungen, deren bekannte Glieder %1 %,
—1%, —% sind, zur Bestimmung der vier Functionen fi, f,, fi, f;. Das

Fliichensystem in #', das den Integralflichen jemer partiellen Gleichung
2. 0. entspricht, wird durch zwei partielle Differentialgleichungen der
3. 0., von deren ersten Derivirten in Bezug aunf o/, ' die eine eine
algebraische Folge der drei andern ist, gegeben. Das Infegralsystem
dieses (leichungspaares wird folglich, nach der 16. Nummer, durch
Lisung einer particllen Differentialgleichung 2. O, (19) und Ausfiihrung
von Quadraturen erhalten.

19. Fehlt # in den Functionen [ der Gleichungen (18) so fehlt 2
auch in den Functionen A, B, -.. FE der Gleichung (19), und statt
des erwiithnten Paares von Gleichungen 3. O. hat man, wie in Nr. 15.
bemerkt wurde, eine partielle Differentialgleichung von der niémlichen
Form wie (19). Sie wird insbesondere mit der Gleichung (19) selbst
identisch ausfallen, wenn das Gleichungssystem (18) bel Vertauschung
der accentuirten uvnd unaccentuirten Buchstaben mit einander unver-
dndert bleibt. Dann ist jene Gleichung (19) in der Weise ausge-
zeichnet, dass durch die genannte Transformation (18) jede Integral-
fliiche derselben in oo! andere Integralflichen umgeformt wird. Die
Integrallliichen der Gleichung orduen sich in Folge dessen zu Paaren
von je oo' Flichen zusammen, wo die beiden Schaaren eines Paares
so anf einander bezogen sind, dass sie durch die vorliegende Trans-
formation in einander iibergehen. Die Transformation ist, in so weit
sie eine Vlichentransformation bildet, eine eindeutige Transformation
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zwischen Werthsystemen (2yp q), (2" p ¢), ebenso wie zwischen
@ypgrsh), @ypqgrst), u s w
20. Einen anderen Fall, in dem die Klichen, fiir welche eine
Transformation (11) eine Flidchéntransformation wird, eine partielle
Differentialgleichung 2. O. erfiillen, muss ich auch erwihnen. Er be-
zieht sich auf die Theorie der Flichen von constanter Kriimmung, wie
diese neverdings von Bianchi und Lie® entwickelt worden ist.
Bianchi’s und Lie’s Theorien verdanken ihren Ursprung dem Satze,
dass die Fliche der Kriimmungscentra (die Centrafliche) irgend einer
Fliche, deren Hauptkriitmmungsradien in einem Punkte eine von der
Lage des Punktes unabhiingige constante Differenz besitzen, eine Fliche
von constanter Kriimmung ist, oder richtiger, aus zwei Flichen von
derselben constanten Kriimmung besteht. Nun wird durch die Glei-
chungen:
@ —2)p + @ —y)g —( —2=0,
(20) @ —2)p+ —9d — (& — =0,
L+pp +4¢0d =0

der Zusammenhang zwischen einer Fliche z = f(z, ¥), p = f (%),
g=={"(y) und der allgemeinsten aunderen Fliiche # =@ (', y), p'= ¢' (&),
¢ = ¢ (y) ausgedriickt, die zusammen mit der vorigen cine Centra-
fliche (irgend einer Fliche) bilden kann. Denn jene Gleichungen
sagen nur aus, dass die Punkte der beiden Flichen z— f(z, ¥),
=g,y so zusammengeordnet werden kdnnen, dass sie Beriithrungs-
punkte einer gemeinsamen Tangente der beiden Flichen werden, und
dass die Tangentenebenen der beiden Flichen in jenen Punkten auf
einander senkrecht stehen. Je zwel zusammengehirige Punkte werden
die beiden Hauptkriimmungscentra eines Punktes einer Fliche, welche
die beiden Flichen z = f(x, y), & = ¢ («/, /) sur Centrafliiche hat.

Jene Gleichungen (20) repriisentiren eine Klichentransformation
(3)**). Fiigen wir die Gleichung:

(1) @—aP+ G—yP+E—d)=-%

hinzu, so haben wir durch (20), (21) die Bedingung dafiir ausgedriickt,
dass das Flichenpaar z = f(x, y), 2 = ¢ (&, y) die Centrafliche einer

¥) Lie: Zur Theorie der Flichen constanter Krliimmung. Archiv for Mathe-
matik og Naturvidenskab. Bdd. 4, 5 (Hefte 3). Kristiania, 1879, 1880. Bianchi’s
Untersuchungen kenne ich meistens nur aus den Arbeiten von Lie. — Die folgende
Transformation (20), (21) ist von Lie als der analytische Ausdruck von Bianchi’s
Transformation der Fiiichen von constanter Kriimmung angefiibrt, '
**) Die Gleichungen, dis den Zusammenhang zwischen einer Fliche und ihrer
Centrafiiche ausdriicken, bestimmen eine Flichentransformation von der von mir
im X1, Bde. d. A. p. 199, § 8. besprochenen Art.
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Fliche bildet, fiir welche die Differenz der Hauptkriimmungsradien in
einem Punkte constant == —:7 ish [g — ¢ = —;—] Die vier Gleichungen

(20), (21) sind von der Form (11). Um zu erkennen, fiir welche
Flichen in »(zy#) sie eine Klichentransformation begriinden, haben
wir erst die fiir den vorliegenden Fall geltende Form der am Anfange
der 18. Nr. hingeschriebenen Involutionsgleichung aunfzustellen. Man
hat zu setzen:

(L vwy =0, [FiFligy=1 + 2+, [FiFliey=0,
(B Fylowy =0, [FpF Jiwy = — ’j‘“} [ Iy ]iwy =0,

2
@H =201+ +¢) L+ +¢)
(13) = — (rt — &) U497+ 03 5=,
und die fragliche Bedingungsgleichung nimmt dann folgende Form an:
(22) 7t 2k a1 p?F 2 =0.
Sie ist unabhiingig von 7, 2, ¢, p, ¢ Alle Integralfiichen derselben
werden daher durch die Transformation (20), (21) in Schaaren von
je oot Flichen verwandelt. Und weil das System der Transformations-
gleichungen symmetrisch in Besug auf die accentuirten und nicht-
accentuirten Buchstaben ist, so miissen die transformirten Flichen, die
in 7, dieselbe Gleichung (22) erfiillen. Sic stellt aber die allgemeinste

Fliche von der constanten Kriimmung —R,{R—»——:—-az dar. Deshalb

werden die Flichen von dieser constanten Kriimmung durch die Trans-
formation (20), (21) in einander tbergefithrt; — wie gleich aus dem
anfangs citirten Satze zu schliessen war.

Somit folgt (Nr. 11.), dass man durch Integration eciner gewihn-
lichen Differentialgleichung mit zwei Variablen (und einem arbitriren
Parameter) dic oo' Flichen su bestimmen hot, dic etner gegebenen
Fliche von der constanten Kriimmung — a* in der Art entsprechen,
dass jede devselben mit der gegebemen Fliche einc Centrafliiche eimer

Fliiche ¢ — ¢ = % bildet. Aus jeder dieser oo Flichen gewinnt man

in derselben Weise neue Flichen von constanter Kriimmung, u.s. w.
So dass man durch fortgesctete Integrationen von Diflerentialgleichungen
mit swei Variablen aus eimer Fliche von constanter Kriimmung un-
endlich viele andere als die oot erstgenammton I'lichen wvon derselben
constanten Kriimmung muss herlesten Linnen.*)

*) Nach Lie (siche die oben citirten Arbeiten) erhilt man in dieser Weise
aus einer gegebenen Fliche »® Flachen von constanter Krimmung. — S'ind duf
geoditischen Curven der gegebenen Flilche bekannt, so erhilt man, nach Bianchi
und Lie, die neuen Flichen durch blosse Quadraturen.

Mathemalische Annalen XIX. 28
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Durch eine jede Transformation (11) wird ein Streifen in 7 in
ool Streifen i " umgeformt, welche die gemeinsamen Integrale der-
jenigen drei partiellen Differentialgleichungen 1. O. sind, die durch
Elimination von z, y, 2, p, ¢ aus (11) und den Gleichungen des ge-
gebenen Streifens entspringen. Kin Streifen einer IKliche der con-
stanten Kriimmung — o? wird also vermittelst der Transformation (20),
(21) zu oo! Streifen fithren, die auf je einer der co!, der vorgelegten
Fliche entsprechenden Flichen verlanfen. Demzufolge wird jede Cha-
rakteristik von (22) in oo! andere Charakteristiken derselben Gleichung
verwandelt. Diese anderen sind aus der ersteren durch blosse Elimi-
nationen zu gewinnen, falls die oo! Flichen bekannt sind, die einer
durch jene erste Charakteristik zu legenden Fldche von der constanten
Kriimmung — a? entsprechen.

Nun sind die Charakteristiken von (22) die Haupttangentencurven
der Integralflichen der Gleichung. Folglich: Aus einer Fliche von
constanter Kriimmung, deven Haupttangentencurven bekannt sind, leitet
man durch die oben erwdhnien Operationen oo andere Flichen derselben
Kriimmung mit ilven Haupttangentencurven her.

21. Eine Consequenz des Vorangehenden, welche die Bestimmung
der geoditischen Curven einer Fliche von constanter Kriimmung an-
betrifft, mochte ich nicht unberiihrt lassen. Aus einer Fliche von
constanter Kriimmung leitet man, wir oben gezeigt, co andere Flichen
von derselben constanten Kriimmung ab, Ich wihle eine von ihmen
beliebig aus. Sie bildet mit der ersten Fliche die Centfrafliche einer
Schaar von Parallelflichen. Dieselben werden durch zwei involuto-
rische partielle Differentialgleichungen 1. O. bestimmt. Aber fir die
Integrale dieser Gleichungen ist eine infinitesimale Beriithrungstrans-
tormation bekannt, niimlich die Paralleltransformation. Deshalb werden
jene Integralflichen durch blosse Quadraturen erhalten. Entsprechend
den oo! Flichen, die durch die Transformation (20), (21) aus der
ersten Fliche von constanter Kriimmung abgeleitet werden, erhilt

. . . v , 1 .
man in dieser Weise oo® Flichen (9 — ¢ = 7), welche die erstere

Flache zur einen Schale ihrer Centraflichen besitzen. Sie bilden eine
vollstindige Losung der partiellen Differentialgleichung 1. 0., welche
die allgemeinste I'liche definirt, fiir welche jene Fliche von constanter
Kriimmung einen Theil der Centrafliche bildet. Nun gilt aber stets
folgender Satz: Wenn die Normalen einer zweifach unendlichen Schaar
von Flichen einen Liniencomplex bilden, und wenn f(x, y, 2, 4) = 0
oo! von diesen Flichen darstellt, und dieselben keine Parallelfliichen
sind, so werden die auf diesen Flichen verlaufenden Charakteristiken der
partiellen Differentialgleichung 1. 0., welche die supponirte zweifach un-
endliche Flichenschaar zu Integralen hat, durch die Gleichungen bestimmt:
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f®,9,2, ) =0, [F@F 4+ [F@F+ [ @] = ClF VP,
wo C eine arbitrire Constante ist¥),

Und weiter wissen wir, dass die Charakteristiken der partiellen
Differentialgleichung 1. O., deren Integralflichen eine gegebene Fliche
zum einen Theil ihrer Centraflichen haben, so dass die Normalen jener

*) Ich habe diesen Satz aus meiner Abhandlung iiber Kugelcomplexe in der
Jahresschrift der Universitit Lund T. IX. entlehnt. Da er aber dert nur bei-
liufig, ohne Beweis angegeben worden ist, so schreibe ich hier den Beweis hin,
Sei f(z, v, 2, 1, p) = 0 die Gleichung einer Schaar von o? Flichen, deren Nor-
malen einem gegebenen Liniencomplex zugehdren, und seien 1, p 50 gewihlt,
dass bei constantem 2 jene Gleichung eine Schaar von Paralleliichen reprisen-
tirt, Die einer Fliche f(z, vy, 2, 1, p) = 0 unendlich nahe liegende Parallelfiiiche
wird durch Elimination von «,y, ¢ zwischen f(z,¥,2, 1, ) =10 und den Glei-
chungen:

f'(z)

e YT Fur F T ar
. f'(y
Ve P IF T F T
- £ .
R TP ey Ew e
oder
. f (&)
L= — & — —_— e}
VIF @l + F@F T (@
y=y —s f )
VIF @ + (FOF + (F@OF
, £ (&)

d— ¢
VIF@)PE+ IFeNE +1IFEE
(¢ eine unendlich kleine Constante)
erhalten, Demnach hat man jene Parallelfiiche ausgedriickt durch die Gleichung
f—eVIF@F+IF &P+ @F =0,

wenn die Accente der Buchstaben z,y, z weggelassen werden. Andererseits ist
die Gleichang dieser Parallelfliche von der Form:

f+dpf'(p)=0.

duf'@=—sVIF@PF+IFQF+IF &P

Die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung 1. O., die unsere
zweifach unendliche Flichenschaar zum vollstiindigen Integralsysteme hat, werden

durch die Gleichung: , i
rayt+ef(w=0

bestimmt, Hier ist ¢ eine arbitriire Constante, Wird nun fiir £'(u) sein obiger
Werth gesetzt, so nimmt diese Gleichung die Form an:

ViFf @F+ P+ P =01 @),

womit der fragliche Satz bewiesen ist.

Daher:
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Flichen simmtlich die gegebene Fliche beriithren, also einen speciellen
Liniencomplex bilden, Krimmungscurven auf den Integralfliichen sind.
Diese werden also in der genannten Weige aus den Integralflichen
der partiellen Differentialgleichung 1. Q. durch Differentiationen und
Bliminationen erhalten.

Folglich leitet man aus den anfangs gewonnenen oo! Flichen-

1 . . . C
schaaren ¢ — ¢’ == - - durch rein algebraische Operationen die eine

Schaar der Kriimmungscurven derselben ab. Hierauf erhiilt man weiter
durch ebenfalls rein algebraische Operationen die ihnen entsprechen-
den oo? geoditischen Curven der zuerst gewihlten I'liche von con-
stanter Kriimmung. Die geoddtischen Curven ciner IFliche wvon con-
stanter negativer Krimmung lassen sich also durch Integration einer

Differentialgleichung I’ (x, Y, %Z) = eginer arb. Constante (und nach-
herige Quadraturen) finden.

[Ich verdanke es einer zufilligen Bemerkang von Lie iiber
die geodiitischen Curven der Flichen von constanter Krimmung, dass
ich eine im Manuscripte eingeflossene darauf beziigliche Irrung hier
habe beseitigen konnen.|




