
Zur  Theor i e  der Fl~,chentransformationen. 

V o n  

A. V. BXGKLUI'~D in Lund. 

Jede Transformation, die eine jede F]Sche in eine bestlmmte 
Fl'~che und umgekehrt die letztere Fl~che wiederum nut in die erstere 
verwandelt, ist eine gewShnliehe (Lie' sehe) Beri~hrungstransformation. 
In meiner Abhandlung im IX. Bande dieser Annalen habe ieh dies 
bewiesen. Eine gewisse Classe yon Transformationen, die yon einer 
Flttche zu unendlich vielen FtSchenscha.aren fiihren, habe ich in dem XI. 
und XIII. Bande dieser Annalen besprochen, n~mlieh die Classe, die 
aus denjenigen Fliichentransformationen besteht, die durch je drei 
Gleiehungen yon tier Form: 

X = Y(~, x, y,~o, q, �9 �9 .), 
Y = F , (  ), 

z = F , (  ) 

begrtindet sind. Jede Traasforma~ion, die zn dieser Classe gehSr~, 
ist. dadurch ausgezeichne~, dass sie eine jede Flgehe des Oebietes 
(xy,) in nur eine Flgche Jn (X YZ), dagegen eine Fl~che des letzteren 
Gebietes in unendlich vide Fliichen des anderen umformt. Sp'a~er, 
im XVII. Bande dieser Annalen, habe ich solehe Transformationen 
erSr~ert, die eine jede Fl~ehe jedes der Gebiete (xyz), ( X Y Z )  in 
partielle Differentialgleichungen 1. O. umformen. Dieselben sind durch 
je drei Gleichungen: { x, Q)----o, 

F , (  ) = o ,  
) = o  

gegeben. Unter ihnen sind gewisse yon den nt~ehstvorher genannten 
Transformationen enthalten, die ich besonders umstiindlieh im XI. Bande 
dieser Annalen behandelt habe (Bd. XVII d. k., p. 308). Transfor- 
mationen, die durch mehr als drei Gleiehungen zwischen z, x, y, 19, q, 
Z, X, 7Y, _P~ @ bestimmt werden, werden im Allgemeinen keine Fl'aehen- 

26 
~s Annale:a, XIX. 



388 A.V. BXCKr~U~D. 

transformationen flit die ganzen Gebiete (xyz)~ (XYZ) .  Ist die An- 
zahl-der die Transformation besthnmenden Gleiehungen vier, so 
existirea jedoch welt umfassende lqSchenschaaren, ffir welche die 
Transformation eine Fliiehentranstbrnlation wird (Bd. XVI[ d. A.~ 
p. 313). Eine sl?ecielle Transtbrmation dieser Art ist die dureh die 
vier Gleiehungen : 

X ----- x, Y ~ y, 

f ( z ,  z ,  x, y, ~,  ~, 2 ), q) = o, ~ ( z ,  ~, x ,  y, p ,  q, P,  Q) = o 

ausgedriickte. Die Aufgabe, diejenigen Fl'~tchen zu bestimmen, die 
yon dieser Transformation wiederum in Fl~ichen verwandelt werden, 
is~ mit der Aufgabe iiquivalent, die LSsungen 

z = _~'(x, y) ,  ~ = l~'(x), q = F' (y ) ,  

Z = O ( x , y ) ,  P=(1)'(x), (2= op'(y) 

yon f----- 0, ~ ~ 0 zu bestimmen. Auf die Er]edigung dieser Aufgabe 
bezogen sich die Er5rterungen der 5. und 6. Nr. meiner Abhandlung 
im XVII. Bande dieser Annalen. Ich gehe hier wieder auf die 
Charakterisirung dieser F15chenschaaren ein und betrachte so auch 
einige Specialf~ille der Gleichungen f ~  0, (p ~ 0. 

In dem Bezirke, in dem eine dureh vier Gleichungen zwischen 
z, x, y, P, q, Z~ X, Y-, 1~ (2 bestimmte Transformation eine Fl~ichen~rans- 
formation wird~ ist sie ira Allgemeinen eine eindeutige Fl~ichentrans- 
formation. Aber es giebt F~lle, in denen sie unend]ieh-deutig wird, 
entweder in der Art, dass sic eine jede Pliiche tines der Gebiete 
(xyz), (XJSZ) des ~?aglichen Bezirkes in eine bestimmte Flgehe des 
andereu, jede Flgche dieses letzteren Gebietes in unendlich viele des 
ersteren verwandelt, oder in der Art,  dass sie jede Fliiehe jedes der 
Gebiete in unendlich viele Fl'~chen umformt. Auf eine Transformation 
dieses letzten Charakters hat Lie  in einer Abhandlung tiber die FlSchen 
yon const~nter Kriimmung (im Arehiv f~ir Mathematik und Natur- 
wissenschaft~ Bd. 5, Christiania 1880) aufmerksam gemaeht. Er war 
auf dieselbe geffihrt worden dureh alas Stadium einer neuerdings yon 
B i a n e h i  gegebenen Methode, um aus einer gegebenen Flgehe yon 
eonstanter Krtimmung neue derartige Fl~ehen zu erzeugen. Ieh habe 
versueht~ im Anschlusse an meine allgemeineren Sg~ze, am Ende der 
vorliegenden Abhandlung Einiges dieser yon B i a n e h i  and Lie  her- 
riihrenden Theorie kurz auseinanderzusetzen. 

Der dritte Paragraph beseh~ftigt sich mi~ einigen sloeeiellen 
Fl~chen~ransformationen yon der Gattung (@. 
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w  

Verschiodenes iiber die dllrch zw~i ~dcMngen zwischen z , / ,  x, y 
und den ersten Derivirten yon z, z' in Bezug ~uf x, y analytisch 

definirto Pigur. 

l. Zwei F15ehenelemente, die z, x, y~ p, q bez. z', x, y~ p'~ q' zu 
Parametern haben, solien~ falls die Parameterwerthe (z'~ z~ x~ y, p, q,/;, q') 
(]it beiden Gleichungen: 

f ( z ,  z ' , x ,  y , p ,  q,p' ,  q ' ) -~O,  
(1) ( ) = o 

betu zwei sigh m~tspreehende Elemente dieses (~leiehungssystemes 
heissen. Zu zwei be]iebig gewShlten, sieh entspreehenden Elementen 
des Systems kSnnen unendlich vide Fl'aehe~Memente hinzugefiigt werden, 
die jenen unendlieh benaehbart sind, mit ihnen bez. vereinigt liegen 
und iiberdies einunder entspreehende Etemente des Systems (1) bilden. 
Wenn nitmlich (z, a:, y~ p, q), (z', x, y, ~', ~') die Parameter der zwei 
ersten Elemente sin.q, und ffir dz,  dz'~ dp~ dq., dl/, dq" irgend welehe 
Wer~he, die den Gleichungen: 

(e~) d z = p d x q - ~ d y ,  d z ' = p ' d x q - q ' d y ,  d [ ' = O ,  d 9 9 = 0  

gentigen, gesetzt werden, so werden (z -{- dz~ x ~ dx ,  �9 �9 ff -}- dq), 
(z" -{- dz', x --~ (Ix, �9 �9 q' q- dq') eben Parameter zweier Elemente 
der genannten Art. Zu jedem soIchen Inbegriffe voii zwei sich ent- 
sprecheaden Paaren yon vereinigt liegenden Elementen gehSrt welter 
ein und im Allgemeinen nur ein Werthsystem yon (r, s, t, r', s', t'), 
das zu gleieher Zeit einer LSsung: z-~-J~'(x~y), z ' = @ ( x , y )  yon 
(1) als Werthsystem der zweiten Derivirten yon l,' und �9 zu- 
gehSrL Es ist dieses Wert.hsystem dasjenige, welches die folgenden 
seehs Gleichungen befriedigt: 

{ d~v ~- r d x  -{- sdy~ dp' ~ ~"d~ + s'd:q, [fgo].~x~, ~- 0, 
(b) dff -~ s d x  + tdy ,  dq" -~- s 'dx  + t ' d y ,  [fep]e~v" ~- 0, 

yon denea die zwei letzten die Bedingungen daf~r liefern, (lass jene 
Werthe yon r, s, t, r', g, t" iiberhaupt einer LSsung yon (1) zu- 
kommen, ttieraus ist aber zu sehliessen, dass mon dutch irgend zwei 
Streifen~ &ten  Fl&hendemente einander e~#sprcchende l'~Temente tics 
Systems (1) bilden, immer ein ~,nd im Atlgemebwn ~u~r ein ]Yliichen- 
2aar:  z ~ _F(x~ y), z' ~ @(x, y) hindu~'chlegen kann, das eine L6suny 

yon (1) darstellt. 
Die Uebereinstimmung dieses Satzes mit dem Satze S. 291 meiner 

Abhandlung im XVII. Bande dieser Annalen is~ offenbar. Es heisst 
alert, dass dureh jeden Streifen yon Eiementen (z'xyp'q') eine einfaeh 
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unendliehe Schaar yon Integralen: ~ ' ~  r  y) geht. Nun giebt es, 
wie aus (1) und den Gleichungen (a) einleuehtet, einfach unendiieh 
viele Streifen yon solehen Elementen ( z x y p q ) ,  die den Elementen 
(Lxyp'q ' )  eines gegebenen Streifens entsprechen. Nach dem eben 
Auseinandergesetzten muss ein jeder jener c~ 1 Streifen im Verein mit 
dem gegebenen ein Fliiehenpaar: z ~ F ( x ,  y), z' ~ @(x, y) be- 
stimmen, das eine LSsung yon (1) bildet. Also kommt zu dem ge- 
gebenen Streifen you Elementen (z 'xyp'q ' )  im Ganzen eine einfaeh 
unendliche Schaar yon dutch denselben hindurchgehenden Integral- 
fliiehen: z ' ~  ~P(x,y),  ~ wie vormals yon mir am citirten Orte an- 
gemerkt war. 

Wit kSnnen das hier Entwickelte aueh so formuliren: Du~'ch 
irgend ein Curvenpaar, das dutch drei Gleichungen z ~ f ( x ) ,  z" ~ cp (x), 
y ~ ~p(x) darzustellen ist, geht ein ganz bestimmtes F l ~ h e n p a a r ,  das 
eine L6sung yon (1) bildet. Die Gleichungen (1) bestimmen n~mlich 
zusammen mit den zwei ersten der Gleichungen (a) die Parameter 
~,  q~ p', q" yon einander entsprechenden Flilchenelementen, welche, 
sieh an die beiden Curven anschliessend, Streifen bilden, die naeh dem 
Vorangehenden die Fl~iehen des fragliehen Paares unzweideutig bestimmen. 

Oder, wenn wir z, z', x, y als Coordinaten der Punkte eines 
Raumes /~4 (yon vier Dimensionen) auffassen (d. A. Bd. XVII, p. 289), 
kSnnen wir sagen: Dutch jede MI ~ geht eine ganz bestimmte Integral- 
.~2 ~ y o n  (1). 

2. Es giebt aber einander eatspreehende Paare von vereinigt 
liegenden Elementen yon (1), zu denen unendlich viele Werthsysteme 
yon (r, s, t~ r', s', t') im obigen Sinne zugeordnet werden. Die zwei 
Elemente ( z x y p q ) ,  ( z ' xyp 'q ' )  der beiden Paare sind sogar ganz be- 
liebig aus den Elementen yon (1) auszuw~ihlen. Man kann niimlieh 
die Verhiiltnisse dx~ dy ,  dp,  dq so bestimmen, dass der Bfischel yon 
(r ,  s,  t), der ausgedrtickt ist dureh die zwei ersten unter einander 
stehenden Gleiehungen (b), der Gleichung [fcp].,.f ~ 0 g~inzlich zu- 
gehSrt, und dass zu gleicher Zeit der Biischel yon (r'~ s', t '), der die 
beiden n~chsten unter einander stehenden Gleiehungen (b) befriedigt, 

diese Gleichungen auf das dem Elemente (z -[- dz  �9 �9 �9 q -~- dq) ent- 
sprechende Element ( z ' - [ - ~ t z ' . . .  q"-{-dq')  angewandt, - -  in der 

dy Gleichung [f~0].~----0 ganz enthalten ist. Ffir -dx- muss zu dem 

Ende die folgende quadratische Gleichung gelten: 

dy ( a f  ~q~ ..I- ~ f  aqJ ~f  a~p af  Oq~ 
d~, ~V~ ~ ---~C ap ap ~q" aq 
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und zwischen dp dq d x '  d x  muss eine Gleichung bestehen, die aus 

[fq~]~,=p, ~--0 dutch Elimination yon r, s, t vermittelst (b) und unter 

Ber[icksichtigung der zuletz~ aufgeschriebenen Gleichung (2) fiir dy dx 
hervorgeht. 

dp dq be- Ein jedes dieser ~1 mSglichen Werthsyst.eme yon dx ' dx 

dy 
stimmt zusammen mit einem Werthe yon dx- aus (2) ein Fl~chen- 

elemen~ ( z -~ d z ,  x -~- dx,  �9 �9 q ~ dq), das mit dem Elemente (zxy2ff)  
ein Paar bildet, welches in Verein mit seinem entsprechenden Paare 
auf die in der vorigen Nummer angegebene Weise ~ '  Werthsysteme 
yon (r, s, t ,  r'~ s'~ t') bestimmt. 

Wi t  sehen somit, class es auf  j e&m Flgche~zpaare: z ~ T ( x ,  y), 
Z ~ (P(x, y), des eine Lgsung yon (1) bil&t, zwei Schact~'en vo~ ein- 
a~uter vntsprechenden Streifenpaaren giebt, ~(ings deter diOses l~Iiic'he~- 
~aar unendlieh viele andere fflgchen)~ac~re 5eriihrt, die ebenf~dls L6sungen 
von (1) bilden.*) 

S. 290, 291, Bd. XVII d. A. babe ieh gezelgt, dass die Fl~tchen 
z' ~ OP(xy) [oder z = ~'(x, y)], welehe die einen Theile der LSsungen 
yon (1) bilden, zwei linearen partiellen Differentialgleiehungen 3. O., 
deren erste Derivir~e sich auf nur drei Gleichungen redueiren, als 
Integrale genfigen. Die In~egralfl~ichen soleher Paare yen partiellen 
Differentialgleiehungen 3. O. sind aus je zwei Sehaaren yon Ch~rakte- 
ristiken zusamme~lgesetz~ (d. A. Bd. XIII ,  pag. 91--94). Diejenigen 
der eben genannten Beriihrungsstreifen, die auf der Flgche z'~-~-- cp (x, y) 
[oder z ~ / ~ ( x ,  y)] liegen, bilden eben die Charakterisiiken jenes Pagres 
yon Gleichungea 3. O. Die Charakteristiken dieses zu (1) gehSrigen 
Gleichungspaares werden abet tiberdies Streifen, liings deter ~fir die 
Integralfl~ichen Berfihrung schon yon der 1. O. mSglieh isL 

Fassen wir ~, z', x, y als Punktcoordinaten in /~  auf, so haben 
wir aus dem jetz~ En~wickelten zu schliessen, dass auf jcder  Integral- 
M~ ~ yon ('1) zwei Sehaaren yon M~ ~ verlaufen, l~ings deter j(,ne J]l=, ~ 
von unendlich vid, en anderen ~ntegr~d-M~ ~ dessdbe~z Gleieh~g,~pa(~res 
(l)  beriihrt wird. Diese M~ ~ mit ihren B[iseheln yon je vc ~ %~ngenten- 

*) Wenn z ~ F(x, y), z' ----- (P(x, y); z -= 2"(~t(x, y), z' ~ r Y) zwei 
solche sich berfihrende Paarc bilden, und fiberdies die bei(ten Fl~,~uhen z ~ I~(x, y), 
z-~-~'(1)(x,y) sich n~oh ihrer ]3erfihrungsctlrve osculircn, so mfissen ~uch die 
zwei Fl'~chen z ~ @(x, y), z'--~-r y) nach ihrer lJeHihrungscurve sich oscu- 
]iren. Denn einem Werthe yon (r, s, t), (ler tier Gleichung [fcpJ,.z2/~ 0 gen(igt, 
entspricht ein einziger Werth yon (r', s', t') vermittelst dreicr der Gleichungen: 
die ersten Derivirten yon fund q~ in (1) in I~ezug auf x, y gleich Null. 
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ebenen nenne ich kurz Charakteristikenstreifen*) oder kth'zer sin sowohl 
a]s die M1 ~ selbs~ Char~kteristiken yon (1). 1)urch cinc C]~,~,rat~tcristi]~ 
ka~m man nicht, win dutch jede andere MI ~ blos einc~ sondern ~ |  
Integral- ~12 ~ yon (1) legen. 

Die Char~kteristiken sind die einzigen ~ / o  yon dieser Eigensehaft. 
3. 8. 296, Bd. XVlI  d. A. babe ieh bewiesen, dass die all- 

gemeinste Gleiehung x -- Z(Y, P,  q, if ,  q') = 0, die mit (t) cc a hde -  
gral-M2 ~ gemein hat~ dureh nine lineare partielle Differentialgleiehuug 
2. O. definirt ist. Hieraus folgt,  dass es eine und im Allgemeinen 
nur eir~e Oleichung: x - -  Z(Y, P~ q, l/~ g') = 0 giebt,  die erstens yon 
allen denjenigen Werthsystemen yon (x, y, io, g, 1~'~ q'), die duroh irgend 
zwei (zu f l ~ - 0 ,  ~ = 0 hinzugeffigte) G leiehungen zwisehen diesen 
Gr5ssen ansgesehieden werden, befriedigt wird, und zweitens ftir diese 
selben Wer~hs:cs{eme einer beliebigen linearen Relation zwisehen den 
Differe~tialquotienten yon x (oder :~) genttgt. Man kann zu diesem 
Satze auf eiixem anderen Wege gelangen, den ich hier angeben will. 
Aus ibm k~mn man sodann r[ickwiirts schliessen, dass die Gleiehung 
i:tir ~ nine partielle Differeniialg'leiehnng 2. O. sein muss. 

Wit  haben erstens, wenn wit die Gleichungen (10) in Bd. XVt l  
d. A . p .  291: 

ftir die cx~ 4 bier besonders in Frage gestellten Werthsysteme yon 
(z~ z', x~ y~ p ,  q, 29'~ q') anwenden wollen~ f~ir die Verh~il~nisse der 
Differentialquotienten yon ~ gewisse Werthe einzaftihren, die in fol- 
gender Weise zu bestimmen sind. ~ ist die Function x--; t (y ,p~ q,2/, q'), 
frei yon z, z', welche GrSssen wit  uns t~berall vermittelst der Gleichungen 
(1) herauseliminirt denken. Sehreiben wir die beiden zu (1) beliebig 
hinzugeftigten Oleichungen ia x: y ,  2 ,  q, 2", if' un{er der Form: 

x - - / ~ ' ( p ,  q, j ,  q') ~ 0, y --  ~ ( p ,  q, p', q') ~-  0, 

so habon wir die t'rag]ichen Werthe yon 

- -  a~j : -ax-,  " " ,  a~' " ax ' 
d . i .  

ax ax 
~ , - - , . . . ,  ~q, 

eindeutig bestimmg dutch die supponirte lineare I{elation zwisehe~l 
diesen Differen{.iatqno~ientea und dureh die folgenden Gleielmngen 
(d. A. Bd. XIII ,  p. 4~a): 

ax ax ~, (g , )  __ ax ax 
r  ( 2 )  - -  ----- 0 ,  . . . ,  - -  7 g  O. 

*) Zwei unendlich benachb~rte M10 begrtinden einen 8trdfeu auf jeder dutch 
dieselben gelegten M2 ~ 
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Aus jene~ Gleichungea (10) d. A,  Bd. XVII, kommen wit' nacl,- 
her fiir ein jodes der in Eerie stehenden Werthsysteme yon (z, z', x, 
y, p ,  q, p'~ q') zu einem bestialmten Werthsysteme von (r', s', t')~ und 
hernach aus den ersten Derivirten yon f ~ -  O, ~ ~- 0 zu einem eben- 
f~lls ganz best iramten Wer~hsysteme yon (r, s~ t). 

Die durch 

p d x - ~ -  q d y ~ d z ,  . . . ,  r d x  ~- s d y ~ d l b  . . . ,  s 'dyJr ,  t ' d x  ~ dr 

dargestellten Wer~he der Different.iale yon z, z ' ,p ,  r p', ~ befriedigen 
yon selbs~, auf Grund der obigen Gleichungen (10) d. A., Bd. XVH, dic 
Gleichungen d['--~-~ O, dt T ~ O, d~p ~ O. \Vegcn der durch die 

Gteichungen F'(p) ~)x ~x _-= 0, etc., gegebe,~en husdrticke 

ftir ~ -  etc., d. i. -9-U etc. geben dio zwei Gleichungen: 

d ( x - -  F )  == 0, d ( y ~ ) ) = 0  

nur eine neue Gleichung ab. Diese Gleichung, die wit bestehen 
dy lassen, giebt far - ~ -  einen bestimm~en Werth in z, z', x, y, .p~ q, if,  q'. 

dY und den daraus fblgenden Entsprechend diesem Werthe roll 3~- 

dp dy ~ dq" t' dy 

die 3o 4 Elemente ( z z ' xypqp 'q ' ) ,  welche die G]eictmngen erfiillen: 

f ~ O ,  q ~ ( ) ,  x ~ l " ,  y ~ - r  
zu er 3 vSllig bestimmten M~ ~ zusammengeordnet. Eine jede dieser 
2"I11 ~ bes~immt nach der 1. Nr. elne fiir f~---O, q~ = 0 gemeinsame 
Integral-M~ ~ die auch Integral either Gleichung ~P(-- x ~ Z) -~- 0 der 
oben genannten Eigenschaff wird. So haben wit im L~anzen c'~ '~ M,,f ~, 
die den Gleichungen (l) gentigen uud eine gewisse Gleichung ~ : - : x ~  Z---~ 0 
yon der oben angezeig~en Eigcnschaft~ so bes~immen, dass sie auch 
ihr als Integrale zugehSren. D'ther ist, ~vie kurz vorher gesag~, die 
Gleichung ~p ~ 0 durch die gcnannten Bedingungen voll~tltndig bc- 

stimmt. 
4. Gleichungen ~ ~ x ~ Z(Y ,P ,  ~I, .P'~ q') ~ 0 dicses Cha~'aktcrs 

bilden eben die Gesammtheit aller Integralc einer 1)articllcn l)iffcrential- 
gleichnng 2. O. Im Bd. XVII d. A. habe ich erklSrt, wh; man diese 
G leichung aufzus~ellen hat, und ausserdem die Existcnz yon inter- 
mediRrea lntegralen~ jedes ausgedrfickt (lurch zwei inw,lutorische 
partielle Differentia]gleichungen 1. O., nachgcwiesen. I~ dieser Nr. 
behandle ich den Fall eines ers~en Integrals, ausgedriick~ dutch einc 
par~ielle Differentialgleiehung 1. O. ~ ~ - 0 ,  dieser linearen pa~ieIien 

Differentialgleichung 2. 0. far g,. 
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Betrach~en wir zunSchst eine einf~ch unendlicbe Schaar yon 
L5sungen ~ ( x ,  y ,  p ,  q, p', ~/', 2 ) =  0") der partiellen Differential- 
gleichung 1. O. Q-----0. ]hr  Umhiillungsgebilde heisse W ~ 0. Diese 
Gleichung ist auch eine LSsung yon Q ~--0~ und ha~ daher, wle eine 
jede LSsnng dieser Gleichung, oc ~ Integral-M~ ~ gemeinsam mit (1). 
Auf irgend einer 711~ ~ die (1) und der Gleichung ~0 -_  79 (x~ Y,2, q,f /q ' ,  2~ ~-0  
als Integral gentigt,  wird durch die Gleichung ~o) := ~po_~_ d2@' (2 ~ ~ 0 
e in  Streifen ausgeschieden. Derselbe geh5rt  auch der Oleichung W ~---0 
zu, well diese die Gleichungeu q~(X)~-0 umhtillt. Es stud fiir die 
Elemente**) des S~reifens 

bez. proportional 
~Vo ~Vo ~#~o 

- ~ - ,  -~ , . . - ,  =~,-. 

Daher werden durch W ~-- 0 in Vereiu mit (1) bestimmte Werthsysteme 
yon (r, s ,  t, r', s', t') dell Elementen des Streifens zugeordnet,  und zwar 
dieselben wie dutch ~po ~__ 0 in Verein mit (1). Folglich muss dutch 
den genannten Streifeu eine fiir (1) und far T ~ 0 (d. A. Bd. XVII,  
Nr. 6 ,  7.) gemeinsame Integral-Thr~a~ sieh hindurchlegen lassen. Dies 
muss eine andere M2~ sein als die vorhin betrachtete,  well sonst 
~g ~---0 dieselben oo 3 Integral-_TIf2~ gemeiusam mit (1) haben wiirde 
als ~o ~_ 0. Indem wir eine andere Sehaur yon oo ~ LSsungen ~p ~ 0, 
welche die ns zwei Gleichu~lgen ~po~_ 0, ~ o ) ~  0 enthalten, 
herausnehmen, finden wir eine andere LSsung ~V' ~- 0 als Umhiillungs- 
gebilde der Letzteren. So finden wir auch eine neue, eine dritte 
]Integral-M2 ~ yon ( 1 ) , -  nSmlich sine ftir ( 1 ) u n d  ~ ' ~  0 gemeinsame 
lu tegra l -M~ ~ - -  die durch den betrachteten S~reifen hindurchgeht. 
in  dieser Weise erkennen wit, dass dutch jenen Streifen oo ~ Integral- 
~I~ ~ yon ( l )  hindurchgehen,  and  der ~treifen ist somit (Nr .  '2.) eine 
Charakteristilr yon (1)***). 

*) Die Gr6sseu z, z" sollen vermit~elst (1) her.~uselimiairt gedacht werden. 
**) Ich bezeichtm kurz die 3l~~ (zz'xypqp'q') (d. A. Bd. XVIt, 

p. 287), die an eine ~I, c' sich ~nschliessen, als Elemente eines ~n diese M~ ~ 
schliessenden Streifens. 

r Wetter sehea wit Folgendes. Wet[ tier nun betr~chtete Streifen eine 
Ch~rakterJstik yon (1) is~, so mfissen die ersten Derivirten yon (1) befriedigt 
werden yon ~'  der Wer~hsysteme yon (~', s, t, r', s', t'), die d'arch die Gleichungen 
des Streifens: dp ~ rdx  ~. sdy,  dq ~ sdx  -~ tdy ,  dp" ~ r 'dx  -I- s'dy, 
d q ' ~ s ' d x - l - t ' d y  den Elementen dessclben zugcordnet werden, n'~mlich yon 
dem dutch die zwei ersten Gleichungen bestimmten Biischel von 0,, s, t), vereint 
mit den, den einzeluen Werthsystemen (r, s, t) dieses Bfischels, eindeutig, ver- 
mittelst der Derivirten der Gleichungen (1), die aufGrund yon [fc?],xp, ~ 0 auf 
drei yon ein~nc~er unubh'~ngige Gleichuugen sich reduciren, entsprechenden 
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Eine vollsL~ndige LSsung yon f~ = 0 hat ftinf arbiLriire Con- 
stan~en. Sie ist also yon der Form: 

0(x,  y , p ,  q,p', q',/L,, ~ , . . . ,  /t~) = 0 ,  

u~ad kann insbesondere linear in Bezug auf die ~t sein, wenn f~ ~---0 
eine lineare parLielle Oifferen~ialgleichung I. O. ist. Ich beh'aehfe 
jetzL eine in der hingeschriebenen vollst~ndigen LSsung enthaltene 
Gleichung: ~0(2, ~ ~,2 ~, . .-~ ~ ) ~  0, nebs~ alien c'~ 3 ihr uneudl[ch 
benaehbarten Gleiehungen derselben Sehaar, die ein und dasselbe 
Elemen~ ( x y 2  ffP' q') en~hal~en : 

(c) ~,(x,o,x~o,...,x~o)+~x~r162 ...+,~x~e'(~?)=o, 

und daneben eine Integral-M~ ~ yon (1)und yon 0(X~ X o, . . . ,  ; , o ) = 0 ,  
die ebenfalls dasselbe Elemen~ ( x y p q p ' q ' )  besitzL. Naeh dem eben 
Auseinandergesetzten muss ein jeder SehnitL zwisehen dieser Integral- 
~ . o  and irgend elner Gleichung (e) eine Charakteristik yon (1) bilden. 
Vom Elemen~e ( z z 'XY l )qp ' ( t ' )  gehen nur zwei Streifen aas, die auf der 
Infegrat-2FIe ~ verlaufen and den Gleiehungen (1) als CharakLeristiken 
zugehSrem (Nr. 2.) SSmmfliehe Gleiehangen (c) miissen dieselbe 
Charakferisfik ergeben; denn~ wenn zwei dieser Oleiehungen, etwa: 

~( , t~o ,  . . ., ,~ o) A-- d ; ' , ~  (;'~ ~ -k- �9 �9 " A -  d ~ ' ( ' ~  ~ = O, 

q,(  ) + ~ ' ~ , ' (  ) + �9 �9 �9 + d~, ' ,~, ' (  ) = o ,  

versehiedene Charakteristiken lieferten, so miisste die Gleiehung: 

r ~ ~  ~+ 

einen driLten derartigen Streifen ergeben, und also warden yon 
( z z ' x y p f l p ' q ' ) ,  - -  den cr ~ Werthen yon/~ entspreehend, --  oe' S~reifen 

Werthsystemen yon (r', s', t ') .  Die Elemente (zz 'xylgftp'q ') des Streifens geh6ren 

der Gleichung @ z } ~  0 zu, u n d e s  genfig~ daher, eine der Gleichungen 

d~pO) d~p (') 
dz o, ---3-~- = o, 

in denen fiir r', s', t '  ihre eben erw[~hntcn, durch die ersten Derivirf, en yon 
({) geliefert;en Werthe in ~', s, t eiageffibr~ werden, ~ anzuwenden, um ein 
WerLhsystem yon (r, s, t ,  r', s', t') zu erhalten, d~s den Gleichungen (1) and 

~/,(1) = 0 gleichzeitig gentig~. Aber dann muss nach Nr. 6., 7. d. A., Bd. XVII 

eine integral-M~ ~ yon (1) und ~pil) ~ 0 sich dutch jenen SLreifen hindurchlegen 
lassea. Indem wir in gleicher Weise mit den ,~nderen G/eichungen tier er~tcn 
(beliebig hera, usgew,ihlten) einfach uaendlichen Schat~r yon LSsungen 

V(x ,  y,  P, q, 1)', q', :~) -= o 

verfahren, schliessen wit, d~ss die oben erw~hate lntegral-M~ ~ yon ~g ~ 0 ein 
osculatorisches Umtlfillungsgebilde yon ml IntegrM-2d~ ~ der c~' yon qJ = 0 um- 
h~illten L6sungen ~ Q . ) =  0 bilden mfisste. 
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ausgehen, die siimmtlich auf derselben ]ntegral-M~ ~ verliefen und 
Charakteristiken yon (1) wi~ren, was far ein beliebiges Element  
( zz ' xypqp 'q ' )  yon (1) unmSglieh ist"':). Also schliesslieh: dureh die 
Gleichungen : 

dt~ d2~ dl~ d ~  arbitr~r sind, wird wo drei der Verh'~iltnisse d z~' dz~, ' dZ:, ' d;~ 

eine und dieselbe Charakteristik yon (1) ausgedr(iekt. Oder, da die 
genannt~en Gleiehungen eine Charakteris~ik yon Q ~ 0 definiren, die 
Charakteristiken yon f2 ~ 0 werden jetzt Cha,rak, teristiken yon (1). 

Hieraus folg~ welter, dass yore Elemente ( z z ' xy l )qp 'q ' )  yon (1) 
nur eine far f~ ~ 0 eharakteristisehe Reihe yon Elementen ( z z ' x y p  qp'q') 
ausgeht. Denn,  betraehten wit irgend ein Integral ~po= 0 yon Q ~ 0, 
eine Integral-rig., ~ yon (1) and yon 16o= 0 und irgend einen S~reifen 
dieser Integral-Mu ~, der keine Charakteristik yon (1) bildek Dutch 
diesen Streifen kSnnen wit ~ *  andere Li?sungen q~'-----0 yon Q ~---0 
legen. Der Sehnitt zwisehen jener 21I~ ~  irgend einer zu ~ o ~  0 
nnendliel~ benaehbarten der L~Ssungen ~p'-~-0 muss, naeh dem 
Vorangehenden, ganz aus Charakteristiken yon ( 1 ) u n d  yon Q ~ - 0  
bestehen. In demselben Sehnitte ist aueh der genannte S~reifen tin- 
begriffen. Er ist abet kein eharakteristiseher Streifen ffir das 
Gleiehungssystem (1). Darum'mtissen alle die dureh die Elemente 
( z z ' x y p q p ' q ' )  des Streifens hindurehgehenden Charakteristiken yon 
Q = 0, die auf tier M~ (* liegen, der letztgenannten Gleiehung ~p '~ 0 
und sonaeh allen jenen Gleiclmngen .~' ~ 0 zu gleieher Zeit zugehSren. 
Wi t  betraehten weiter irgend ein Element ( z z ' xy l )qp 'q ' )  des Streifens, 
und eine L~Ssung ~" -~-0 ,  dig dieses Element, abet keine anderen 
Elemente des Streifens enthglt, and die zu 16o= 0 unendlieh benaeh- 
hart ist. Aueh ~p"~  0 muss die yon (zz '  xypqp' f f ' )  ansgehende Charak- 
t~eristik yon Q ~ - 0 ,  die auf der 2/I~ ~ verl~iuft, enthalten. Dureh jene 
Oharakteristik yon (Q ~--0 und) (1) geht eine Integral-M.~ ~ yon (1) 
und yon 16"~-0"*).  Indem wit yon dieser 2tl, ~ in derselben Weise 
ri~sonniren wie yon der vorlgen, sehe,l wit,  class alle LSsungen t6 ~---0 
yon Q ~--0, die das niimliehe Element ( z z ' x y p q p ' q ' )  besitzen, eine 
und dieselbe 0harakteristik yon (1) and Q ~ 0 gemeinsum enthalten. 
W i r  finden also zu jedem Elemente ( zz 'xy2qp 'q")  von (1) nz~r eine 
einzige JT~eihe yon Elementen ( z Y x y p q p ' q ' ) ,  die eine fiir [(1) und] 
Q ~ 0 charakter Beihe wird. 

*) Ich sehe ni~mlich yon den F~llen ab, wo in den Gleichungen (1) 
f ~  F(z, z', x, y, qv) ist, oder wo in den beiden Gleichtmgen f =  0, qv ~ 0 zu 
gleicher Zeit/o, q oder if, q" fehlen. 

**) Siehe den Anf~ng der dritten Note dieser Nummer. 
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Ich h~be yon dem Falls absehen kSnnen, dass durcl~ das Element 
( z z ' xyp~p 'q ' )  unendlich viele Integral-M.~ 0 yon (1) und yon ~ 0 ~  0 
hindurchgehen. Denn dies kann nieht fgr sin beliebiges Element~ yon 
(1) und eln beliebiges Integral ~ 0 =  0 yon ~ = 0 eintreffen. 1)iejenigen 
Gleichungen ~ ~ 0 ngmtich, die zu einem besonderen Systems (1) in 
einer solchen geziehung stehea w[irden, dass zu jedem Elemelite 
( z z ' xypq2 '~ ' )  yon (1) und yon ~ =  0 oo ~ Werthe yon r, s, t zu- 
gehSreri, werden wenigstens zwei partielle Differentialgleicht, ngen 1. O. 
befriedigen. 

Wenn at~er die yon irgend elnem Etemente (~z'xypqp'q')  yon (1) 
ausgehenden charakteristischen Streifen wm Q---~ 0 an eizm m~d dic- 
selbe einfache Reihe yon Elementen (zz'xy2>qp'q') sich ansch]iessen, 
die also bestimmt ist durch fiinf Gleichungett zwisehen 

z , z ' , x , y , p , q , l ~ ' , 5 ' : f ~ - C ,  ~p'~-C' ,  . . . ,  r 1 7 7  ", 

so ist jene Gleichung ~ - ~ - 0  sine lineare partielle ])'ifferenhalgleich~tng 
1. O. Alsdann kann man durch sine b(diebige vierfach unendliche 
Mannigfaltigkeit,  dargestellt dutch (1) und dutch 

Y ( z ,  z', x,  y , p ,  ~,I~', q') = O, ~(~, z', x ,  y , p ,  q, p', q') ~- 0, 

ein ganz bestimmtes Integral: Funct. (~,  ~', - �9 ~tv) ~ 0 yon Q ~ 0 
legen. Gelten nun f(ir die vom Elements ( z z ' xypqp 'q ' )  ausgehende, 
far  (1) und ffir Q ~ 0 gemeinsame Charakteristik die Gleichungen: 
r ~ - m s - ~ - ~ ,  s J r - m t ~ v ,  / ~ ( t s ~ - b ,  s ' ~ a ' s ~ - b ' ,  t ' ~ - d ' s ~ - b " ,  
so haben wit, indem wir ftir r, s, t, r', s', t" diese Werthe un(l fiir 
dz ,  dz'~ dp ,  . . ., dff' die Werthe: dz-~-l)dX -~ ~dy,  d z ' - ~ p ' d x  ~-q 'dy ,  
dp  ~-- r d x  ~- sdy ,  �9 . . ,  d~'~--- s 'dx  ~- t ' d y  in die Gleiehungen 
d ~  0, dq) ~ 0 einf~ihren~ ganz bes~imm~e Werthe yon r, s, �9 �9 t', 
d ~ : d x .  Die Differentiale yon (1) siad, wegen der obigen Wer~he 
"con ~ s, �9 �9 t', yon selbs~ erfiiltt. Mit Anwendung der jetzt erhaltenen 
Werthe yon r~ s , . . - ,  t', d y : d x  bestimmt man zu jedem Etement~ 
( z z ' xyp~p 'q ' )  unserer vierfachen MannigfaItigkeit: (1) and F ~ O ,  
q) ~ 0, einen gewissen Integralstreifen yon (1), dessen s'~mmtliche 
Elements der genann~en vierfachen Mannigfaltigkeit zugehSren. So 
dass diese ~ierfaehe M~nnigfaltigkeit in sine vSllig bestimmte Schaar 
yon oo ~ Integralstreifen yon (1) s~eh zerlegen 15set. Die oo :~ Integral- 
M~ ~ yon (1), die naeh der 1. Nr. dutch diese Strcifen hi,durchgehen, 
befriedigen auch die Gleichung: Funct. (#,, '/p'. �9 �9 -, ~ ' )  - -  0, yon der 
vorausgesetzt war, d~ss sis ein Integral vor~ ~ ~ 0 ist, und sis sind 
~lle "con Charakteris~iken yon ~--~ 0 erzeugt. 

Wi t  erkennen an einem Beispiele die MSglichkeit sines solehen, 
durch sine linears partielle jOiffercn~ialg~ciehunrj 1. O. ausgedriickten, 
ersten Integrals der p~rtiellen Differentiulgleichu~g 2. O. f[tr ~. Eine 
par~ielle Differentialgleichung 2. O. in R:~ yon der Form: 
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if(X, y,p~ q~ r~ s~ t) --~ 0 

ist ein specieller Fall eines Gleichungssystems (1) (d. A., Bd. XVII, 
Nr. 32). Wenn sie zu einer Gleichung 3. O. in einer solchen Be- 
ziehung steht, dass zu jedem Elemente (x~ylvqrst) der Gleichung 2. O. 
eine fiir diese G]eichung und die Gleichung 3. O. gemeinsame Charak- 
teristik exisfirt, so bilden diese Charakteristiken ein System yon genau 
der Eigenschaft des obigen Systems Charakteristiken yon ~ ~ 0. Die- 
ienigeu Gleichungen der 2. und 3. 0., die aus einem Gleichungspaare 
f , ( x , y ~ p , q , r ~ s , t ) ~ O ,  f 2 ( x , y , p ,  q , r , s , t ) ~ O  mit gemeinsamen 
@harakteristiken und ~| gemeinsamen Integralfl~chen vermittelst einer 
Fliichentransformation: 

X - ~ F l ( x , y , p , q , r , s , t ) ,  Y ~ F 2 ( x , y , p , ~ , r , s , t ) ,  

/ ~  ~ -  Cj (x, y, p, q, r, s, t), @ ~ %(x,  y, p ,  q, r, s,  t) 

aergeleitet werden (siehe d. A., Bd. XIII, 10. 76), bilden ein specielles 
~ystem dieser Art. 

5. Wie beschaffen ist d~s Bild im [~aume (xyz) der Glelchung 
2-~-0? Dutch ~ 0  soll jedem Elemente (zz'xypqp'q') yon (1) 
',ine Charakteristik zugeordnet werden, also auch, wie friiher bemerkt, 
]emselben Elemente eine bestimmte einfach unendliche Sehaar (Bfischel) 
~on Werthen yon (r, s, t, r'~ s', t'). Dutch die Gleichungen (1) werden 
~', q' bestimmt in Function yon z'~ z, x,  y, p, q. Also wird, vermittels~ 

~ 0, jedem Ft~ichenelemente (zxypq) eine Schaar you einfach un- 
~ndlich vielen, den Werthen yon z' entsprechenden, einfaehen Btischela 
'on (r, s, t) zugeordnet. Die Gesammtheit aller dieser, auf den oo ~ 
?l~ichenelementen des Raumes (xyz) befindliehen Werthschaaren yon 
r~ s, t) wird durch eine Gleichung F(z,  x~ y, p, q~ r, s, t) ~ 0 repr~i- 
en~irt. Sie stellt, wenn r, s, t als Punktcoordinaten eines Raumes /~' 
:edentet werden, eine LinienflSche in diesem Raume dar. Sie wird 
~un das Bild yon ~ ~ 0. 

Diese partielle Differentialgleichung 2. O. _ F ~  0 muss fiberdies 
air den zwei linearea partiel|en Differentialgleiehungen 3. 0., ftir 
~elche die einen Theile z - - I " ( x ,  y) tier LSsungen yon (l)  gemein- 
~me ]ntegrale werden, oz | IntegralflSchen gemein hubert, in tier Art, 
ass yon jedem Fl~chenelemente co I fiir alle drei Gleichungen gemein- 
ame Chara]~teristiken ausgehen. Wenn zwei Elemente (zxypqrst)  
weier unendlich benachbarter Charakteristiken vereinigt liegen, liegen 
iese letzterea se]bst in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt. 

6. Die Theile z-~-F(x ,  y) der LSsnngen yon (1) brauchen nich~ 
nmer ein System yon zwei partiellen Differen~ialgleichungen 3. O. zu 
ilden. Wenn z. B. in den beiden Gleichungen (1) die GrSsse z' fehlt, 
) stelten die Integrale der partiellen Differentialgleichung 2. O. 
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[fq~]o,~,, ~ 0, aus weleher man sich /9', q' vermittelst (1) eliminirt 
zu denken hat ,  eben jene Theile yon LSsungen yon (l) dar. Zu jedem 
IntegrMe z ~ F ( x ,  y) hat man jetzt c~ ~ entsprechende Functionen 
z' : f ( p ' d x  + q 'dy )  -~- z'. 

Wenn sowohl z" als z in beiden Gteichungen (1) fehlen, werden 
sowohl die Theile z ~ T ' ( x ,  y) als die Theile z ' . ~ - r  y) der 
LSsnngen yon (1) Integrale yon partiellen Differentialgleichungen 2. 0., 
n~mlich von den Gleichungen: [fq)~'xp' -~- 0, [[ ' r  O, --- aus 
der ersten i f ,  q', ans der zweiten p ,  ~/ vermittelst (1) eliminirk Eine 
jede Lasung yon (1) hat alsdann die Form: z ~---/~(x,y) + eine 
arb. Const., ~' ~ O(x ,  y) + eine arb. Const. 

w  

Von tier durch dio zwei 61eichungen (1) begriindoten Transformation 
gewisser Fl~chenschaaren. 

7. Jede der zwei Gleichungen: z ~ I"(x ,  y)~ ~' --~ r  y),  die 
eine LSslmg yon (1) bilden, wird im Allgemeinen dutch zwei lineare 
partielle Differentialgleichungen 3. O. dargestel]k Die beiden G]eichungen 
einer L5sung repr'~sentiren zwei Fl~chen resp. der R;iume (xy  z), (xyz ' ) .  
Zwischen ihnen besteht ein eindeutiges Entsprechen (d. A. Bd. XVII, 
Nr. 22.),  und noch mehr, es besteht zwischen den Eletuenten 
( z x y p q r s t ) ,  ( z 'xyp '  q'r 's ' t ')  der beiden einander entsprechenden Fl:,~chen 
ein eindeutiges Entsprechen, n.2mlich so, dass jedem Wer~hsysteme 
yon (z, x, y, p, q, r, s, t) dasjenige Werthsystem yon (z', x, y, p', q', r', s', t ') 
entspricht, das durch Elimination aus (1), [/'cp]~.~. e, ~ 0 and irgcnd 

dcp d f  d f  dq~ .~  O, . . . . . .  0 resul- drei tier Gleichungen: -d x --~ O~ -)~f ~ O~ -d~z - g y 

tiff. Es  existirt folglich jetz~ eine Transformation yore R~ume (xyz )  
zum Raume (xyz ' ) ,  die ffir alle IntegralflSchen eines gewissen Paares 
linearer partieller Differen~ialgleichungen 3. O. eine Fl:,~cbentransfor- 
marion ist, und bet der ausserdem die Der~ihrung 2. O. erhalten bleibt. 
Dass es keine specielle Ber~ihrungs~ransform~tion der 2. O. giebt ,  die 
f[ir den ganzen Raum ( x y z )  eine Fl~chentransi'ormation ist, lmbe ich 
im IX. Bd. d. A.*) bewiesen; ich babe auch daselbst angemerk~, dass 
es keine derartige Transformation giebt, die alle IntegralilSchea einer 
partiellen Differentialgteichung hSherer Ordnung**) wiederum in F15d~en 
fiberffihrt, und ffir den Fall ether partiellen Difl~rentialgleichung 2. O. 
den Grand hierf[ir nachgewiesen (a. a. O. p. 312, Nr. 10.). Dass aber 
ffir Systeme mehrerer Differentialgleichungen derartige Transformationen 

*) Siehe such d. A., Bd. XI, p. 213. 
Ira~nsforma~lonen der p~rtiellen **) D. A., Bd. IX~ p. 306. ~ (Betreffend die '~ 

Differentialgleichungen 1. O. siehe besonders-w 5. der citirtea Abh.) -- Fiir l~'~ume 
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stattfinden kSnnen,  haben wir jetzt gesehen. Ich  will nun_ versuchen, 
diesen Umstand ausfiihrlich zu erH~ren .  

Betrach~en wit  ers~ens eine par~ie]le Differenti~dgleichung der m. O. 
) - ' ~  0,  und nehmen wit  an~ dass  es eine Transformat ion  g ieb t ,  welche 
die Iniegra.lfli~cheH derselben wiedcrum in F15chen~ insbesondere In tegra l -  
fl[tchen, die in einem Punk te  eine Berf ihrung v o n d e r  m. O. eingehen, 
wiederum in F]iichen mit Ber t ihruug yon der m. O. fiberffihrt~ so sehen 
wir Folgendes:  Wenn  C eine beliebige Iutegralfl i iche und p irgend 
einen Punk~ derselben bedoute t ,  und man bezeichnet  mi~ _Pt, P~ die 
Wer the  der el:sten, mit  Pk~k.~ d ie jenigen der zwei ten,  . . .  mi~ pk,~.~...~.~ 

(kl, k . 2 , . . . ,  k~ ~ 1 oder 2) diejenigen der n t~~ Differen~ialquotie~lten 
yon  z~ die C im Punkte  /o zugehSren ,  so ha t  man  ein Wer thsys tem 
yon p ~  .... k,~+~ best immt durch die m ~ 3 Gleichungen 

d F  d F  ~ O~ 
6pk~k.~...~.,, ~Pk~1, .... ~,~l dx  ~k~k . . . . k ,~2dy ,  -dx -~" O, dy 

wenn man mit~ ~,k~...~-,, ~ 51o~ .... ~. die W e r t h e  der mt~200 Differential- 

quot~ientea yon z bezeiehnet~ die im P a n k t e  (x--~ d x ,  y q - d y )  einer 
Integralfiitche C '  zugehSren,  die zu C unendlich benachbar t  i~t und 
mit  ihr in dem genann ten  P u n k t e  (x-Jr d x ,  y + dy)  eine Bert ihrung 
yon der m- - -  1. O. hat. Dieses W e r t h s y s t e m  yon (m-~-1) t~ Differential- 
quotiente~ yon z gehSrt  einer  /ntegralf i~che C"  yon 1 ~ ' ~  0 an,  die 

yon zwei Dimensionen gestaltet sich die Sache ~nders. Betracht~en wir zum Bei- 
spiel das Gleichungssystem (d. A., Bd. XVI[, p. 297): 

( ( [o z , z ' , x ,  d x '  dx ~ 0 ,  ~p~ z , z ' , x ,  dx ' dx ~ O. 

Indem wir aus diesen Gleichungen und tier Gleichung [foq%] d~ ~ 0 die GrSssen 
~x~- 

dz 
z, d-x- eliminiren, bekommen wlr eine Gleiehung 2. O. fill' z'. Eine zweite 

Gleichung 2. O., eine Gleichung ffir z, erhs~lten wit aus [fo~Po] d,' ~ 0 durch 
d x  

dz" Elimination you z', dx vermittelst fo-.-~O~ r Zwischen je zwei Integr~l- 

curven derselben Gleichungen: z'~---q)(x), z----F(x), die zusammen eine L(isung 
yon fo ~ O, qOo ~--- 0 bilden, besteht ein eindeu~iges Entsprechen, und dies ist be- 

senders mit den Elementen (z'x -dx-) ' (Zx--[~-) der beiden Gleichungen 2. O. 
dz" dz 

der F~ll. Hier existirt also eine Transformation, die keine Transformation yon 
beliebigen Curven tier Ebene (zx)wiederum in Curven ist, die aber ulle Integral- 
curven der einen der genannten Gleichungen 2. O. eindeu~ig in die Integr~ieurven 
der anderen Gleichung 2. O. fiberfiihrk (Vgl. d. A., Bd. IX, p. 300.) Sie ist 
aber eigen~lich nicht als Berfihrungstrunsform~tioa zu ehar~kterisiren, da sie nut 
die ~* Integraleurven der Gleiehungen 2. O. bet~rifft, yon denen im Allgemeinen 
keiae zwei sich berfihrem 
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mit C im Punkte  p und mit C ~ im Punkte ( x - q - d x ,  y q - d y )  eine 
Berfihrung yon der m. O. besitzt. Nun f[ihrt die angenommene Trans- 
formation unsere drei FlSchen C, C'~ C" tiber in drei F15chen f', F', I-", 
yon deI~en die letz~e mi~ den zwei erste~, einander unendlich benach- 
barren FlY, chert F, I-' in zwei unendlich benachbarten Punkten eine Be- 
riihrung yon der m. O. eingeht. Jene zwei unendlieh bemtchbar~e 
F15chen ['~ I-' miissen abet dann eine Berii]mmg yon der m -  1. O. 
mit einatlder eingehen, so dass die angenommene '[~lansfovlnM.ion jc 
zwei ,nendHch benachbarte lntegrMft[tchen C, C'  yon I " - - O ,  die ei~e 
Berfihrung yon der m -  1. O. ;~it einande~" huben~ in zwei [thMiche 
Fl~ichen F, g' umfbrmt. 

Nun kann man zwei In~egralft{Lchell yon 2;'---~ 0 construiren, die 
einander unendlich benachbart yon der 2. O. Mud und Beriihr~mg yon 
der m - -  2. O. mit einander haben, mid sodalm cine dritte It~tegra[- 
fi~iche, die jenen beiden unendiich benachbart, yon der ersten Ordnung 
ist und mit ihnen in zwei unendlich benachb:~rtea Punkten clue t3e- 
riihrung yon der m - -  1. O. eingeht. Dies liegt darin, dass die Glei- 
chungen: 0'pa,~ .... ~,,, -1 = ~ ) k , k  . . . .  k,.~t__l ] d x  q-  p~.,a. . . . .  ~.,~_~ : dy~ F ~ 0 far  

alle unendlich kleinen Werthe yon 6p~.,~,. .... ~._~ dutch Werthe von 

2 ~  ..~'~(, befriedlgt werden kSnnen. Nach der eben gemachteu Be- 

merkung werden diese drei F15chen in drei neue derar~ige Fliichen 
verwande]~. Also muss unsere Transformation je zwei lntegralfiSchen, 
die einander unendlich benachbart yon der 2, O. sind und in einem 
Punkte Bertihrung yon der m -  2. O. besitzen, i ,  zwei ghnliche Flii chen 
verwandeln. Indem wit dasselbe R~isonnement weiLer verfo]gen~ kommea 
wir schliesslich zu dem Satze, dass je zwei InfegralflSchen yon l , ' ~  0, 
die eine Beriihrung yon der 1. O. besitze~ und unendlich benachbart 
yon der m ~ 1. O. si.~d, vermittelst der genannten Transformation in 

eben derartige Fl~,chen umgeformt werden. 
Aber im IX. B. d. A. babe ich bewiesen, dass, wenn vott den 

Fl'~chen eines unendlichen Systems~ das den ganzen Raum wenigsteus 
viermal erftillt~ je zwei, die einander uaendlich benachbart sind und 
eine Beriihruag yon der ersten Ordnung eingehen~ dutch eine Tral~s- 
format;ion in ~hnliche Ft~chen verwartdel~ werden~ die Trans/brma~ion 
eine gewShnliche (Lie ' sche)  Beriihrungstransformatioa is~, die fiir den 
ganzen Raum eine Ft~chentransformation wird.*) Zwar habe ich nich~ 

*) ][ch nehme die Gelegenheit wahr, einc Lficke in dem p~ 311, ]~d. IX d. A. 
gefiihrten R-Xsonnement ~uszufiillem Es wird dort bewiesen, dass die beiden 
Fl~chenschaaren f ( z , x , , . . .  , x  n , .~j . . . . .  ;~+~) -~ O, r ( z ' , x ' , . . . , x : ,  1,, 12 ..... ;~n+~} =0,  
die in tier Art einander zugeordne~ sind, (lass j e zwei Fl~chen f(;U =0, f i t  q-d ;~)-~-0, 
die sich bcrfihren, zwci eb enfalis sich be~t~hrende Fl~chen q~ (~) ~- 0, cp (~. q-- d~) ~ O 
entspre~hen, vollsti~ndige L~sungen Qetz~ z, x, z', x" ~rbi~ri~re Cons~nten) einer 



besonders hervorgehoben,  dass, wenn die sich berfihrenden Fl~tehen 
unendlich benuchbart yon der r.  O. sind, m~n durch meinen Beweis 
in erster H~nd zu P~aren yon Fl~chen gel~ng~, die unendlieh ben~eh- 
b~r~ yon der r - -  1. O. sind und sich beriihren~ und dass m~n sodann 
yon det~ letzLeren P ~ r e n  Paare  yon Fl'Schen bekommt,  die unendlich 
benachbart  yon der r - - 2 .  O. sind und sich bertihren, u. s. w.; 
aber dies erhel]~ yon se]bs~, wena  man (d. A. Bd. IX ,  p. 310) start 
Fl~ichensysteme~ die den ganzen t~aum erf[illen~ Systeme yon Fl~chen 
betrachtet ,  die alle einander unendlich benachb~r~ sind. 

Die angenommene Transformat idn  der par~iel]en Differentialglei- 
chung ~,. O. F =  0 l(~nn desh~lb niehL.s Anderes sein als eine ge- 
wShnliche Bert ihrungstransformation,  die alle F15chen des Raumes 
umf~ss~ und bei der schoa Berfihrung yea der 1. O. i nwr i an t  bleibt. 

8. Betrachten wir aber ein System v6n zwei partiellen Differen- 
t ialgleichungen der m. O. / ~ ' =  0, r = 0, deren e r s b  Derivirte auf 
nur  drei yon ein~nder unabh'~ngige (]leichungen sich redueiren~ nnd 
nehmen wir an, dass eine Transformut ion exist]rt,  die s~mmtliche o~ ~ 
gemeinsame Integr~lfl~iehen der beiden Gleichungen in F15chen, ins- 
besondere In~egr,~lfl~chen~ die eine Bertihrung yon der ~,. O. haben~ 
in Fl~chen mit Bertihru~fg wiederum yon der ~n. O. ttberfiihrt, so fi~lden 
wit  erstens, dass wenn C eine Integr,~lflSche bedeutet ,  (x,  y) einen 
PuI~kt derselben, und C' eine ]ntegralf l iche,  die za C unend]ich be- 
nachbart  ist und mit ihr im Punk te  (x "d- dx,  y Jr- dy) eine Beriihrung 
yon der m - -  1. O. eingeht~ man immer Wer the  yon p~,~..~,,+~ be- 
s~immen kann ,  die die fo]genden Gleichungen erf~illen: 

und ders elben partiellen Differenti~lgleiehung 1. O. @ (tt, ~2,..., t,~+9., ~t,..., ~+i)=0 
sind. Dnr~us wird weiter gefblgert% d~ss irgend zwei Flichen f ~  0, die sieh 
berfihren, zwei Fliehen cp = 0, die sich berfihren, entsprechen mfissen. Um abet 
hier~us den Schluss zu ziehen, dass die Fliehen f =  0, qJ = 0 ia der Weise, wie 
dies durch eine gew0hnliche Beriihrungstranstbrmation geschieht, ~uf einander 
bezogen sein m~issen, ist es vielleicht am einf~chs~en, folgende Ueberlegung ~n- 
zustellen. Einer beliebigen Gleiehung U(z, xl , - . . ,  x~) ~--- 0 entspricht eine gewisse 
Iategml-M~+ 1 yon @ = 0, erzeug~ yon son Ch~r,~kteristiken dieser Gleiehung. 
Dieselbe Mn+ L ist ein Umhfillungsgebilde yon ~n Integr~len ~ = 0. Die Werthe 
tier ffir sie geltenden Constanten (E, x') sind bestimmt durch eine Gleichung 
V(z',x[, . . . .  os~) ~---0. Die Fl~chenelemente (zx~),  (z'x'p') yon U =  0, V = 0  
entspreehen ein~nder eindeutig, n~eh dem was vorher bewiesen wurde, und des- 
halb mfissen je zwei vereinigt liegenden F]iehenelementen (zxp) zwei ebenf~lls 
vereinig~ liegende Fliehenelemente (z" x'p') entsprechen. Deswegen u. s. w. 

~Ich h~tte fr~iher, start dieses l~isonnements, ein ~nderes, das dem ~uf p. 300 
der citirbn Abh~ndlung gefiihrten vSllig ihnlich ist, angewandt. Wenn man nim- 
lich eine (beliebige) Fliche in (z x) ~[s Umhii[lung,sgebflde ~ller derjenigen Schaaren 
yon Fl~chen f =  0 betr~ehtet, die sie st~tionir berghren, so ist leieht ersicht[ich, 
d~ss die enibprechenden Fliehen r ~ 0 eine Fl~che in (z' ~s') umhfillen, deren 
Fliehenelemente den Fl~chenelementen der Fl~che in (z m) entspreehen.] 
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dpj,,l. .... ~,,, = 1~z.~7,, .... ~,,~1 dx + pk, z.~...~,,.., dy,  

d l~' d q) dO 

so oft )~.z,_~...G + 6pk,~ .... G die der lntegralfl,gehe C' im Punkte 

~x -}- d x ,  y q- ely) zugehSrigen Weridle der ~nten Differentialquotienten 
y o n  z bedeuten, - -  denn dann ziehen sich die vier letzten der eben 
aufgeschriebenen Gleichnngen zu ehler einzigen neuen Gleichung zu- 

"o'" sammen. ~ole, hch muss auch in diesem Falle unsere TransformaLion 
je zwei unendlich benachbarte sich in der m - -  1. O. ber[ihrendc In- 
tegralfl~ichen C, C' in neue solche F15ehen unfformen. 

Bezeiehnen jetz~ C, C' zwei unendlich benachb~r~e Integralfl:dchen, 
die im Punkte (x "-l- dx,  y + dy) eine Beriihrung yon der ~ --  2. O. 
besitzen, so muss man, wenn eine dritte lntegrMfl'ache existiren soll, 
die C im Punkte (x ,p)  und C' im Punkte ( x q - d z ,  y q - d y )  in der 
m - -  1. O. beriihr G Wert~he yon den s~ q- 1 GrSssen P~',~:...G bestim- 

men kSnnen, die de~i m + 2 Gleichungen: 6p~,~,..~_~ = ~.~,..,G_~ ~ dx 
+ I)~,~'~...G,-~ dy~ 1"~-0, r gen~igen. Aber fiir allgemcine Werthe 

yon ~/), dx~ dy is~ das unmSglich. Nun kann es geschehen~ wie im 
Falle einer gemeinsamen erste~r Integralsehaar (mit einer arbitri~ren 
Constanten) yon /~ - - -0 ,  ~ = 0, dass eiue vollstSndige Schaar yon 
IntegralfIgchen in solche ~ Gruppcn yon Fh~ehen sieh spalLen lii, sst, 
dass die 61) , die einer Integralfl[~ehe C' zugehSren, welche in derselbcn 
Gruppe wie C enthalten ist, die durch Elimination yon P~,,z,..G aus 

den oben aufgesehriebenen (}leiehungen resultirende Relation befriedigen. 
Dann fahr t  unsere Transformation je zwei Integralfl~iehen einer und 
dersetben Gruppe, die unendlich benaehbart yon dcr ~. O. sind und 
mit~ einander eine Bertihrung yon der m- -2 .  O. haben; in zwei Fliichen 
mit Bertihrung ebenfalls yon der m - -  2. O. fiber. Aber eine solche 
Vertheilnng der Fliichen einer vollstSndigen Integralschaar finder nichg 
nothwendig fi~r alle solche 8ystemo wie das yon /.~'= 0, �9 = 0 gc- 
bildete s~att. Demnaeh braucht unsere Transformation nicht not.h- 
wendig die zwei vereinigt liegemen Elemente (zxylh �9 �9 P~,a:...G__~), 
(z#.-lc -, dz~ . . . P~,~'~...G-t @ @~'~'..~,~-~) yon C in (x, y) resp. C' in 

(x q- d x ,  y + dy)*) in ebenfalls vercinigt liegende don~r~ige Elemente 
zu tiberftihren**). Unsere Transformation braucht, daher um so weniger 
e i n e  gewShnliehe (Lie 'sche) BertihrungstransrormaLion zu sein. 

*) Diese Elemeni~e ]iegen vereinigG weil sio auf einer und derselben FlSche, 
nich~ auf einer Integmlflhche, constrnirt werden k~nnen. 

wenne-a*ilcl;~s~ es ~uch im A[lgemelnen keine Integr~lflhche glebe, die mit C' im 
Punkte (w + do~, y + dy) urid mit C in irgend einem Punkte I x + d ' x ,  yq-d'y)  

2r Annalen. :giN:. ~7 
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Die Zahl  der arbi t r , i ren  Cons tan~en  e iner  vo l l s tgnd igen  L~sung  
des Sysiemes 1~'== 0,  q~ ~ 0 muss  auf  ei~e Zahl  r educ i r t  werden  
kSnnen ~ die k le ine r  is t  als die Zah l  der  erst~en, zwei~en, . . .  his m - -  1 s ten 
Difl 'erent ialquotien~en yon z, v e r m e h r t  um 2; denn  es g i l t  fo ]gender  

Sa tz :  ~'e~m w m  den ~'liiche~ zwe icr  k- fach unendlicher Sys teme j e  

~wei ~lSchc~ des cinch ~qstems~ die e inamlcr  unendlich benachbart s ind 

Berfihrnng yon der m--1. O. besitzt, erl'~utern wit am besten dureh eia Beispiel. 
Seien zwei lineare partielle Differentialgleichungen 3. O. vorgelegt, deren erste 
Derivirte zu drei yon einander unablr~ngigen Gleiehungen sich zusammenziehen, 
in welchem Ftdle die vorgelegten Gleichungen sich nothwendig auf die folgende 
Form bringen lassen m~',issen: 

v + B w +  C~ + E ' =  0, 

(wo B, C, E ,  1~' Funetionen yon z, x ,  y,~o, q, r ,  s, t sind) 

so is~ die Bedingung darer, dass die folgenden Gleiehungen: 

~r ~ u d x - [ -  vdy ,  

6s = v d x  + wdy ,  

6 t ~ w d x  + Ddy,  

u + B v  W Cw + E = 0 ,  
v + B w +  C ~ + ~ ' =  0 

zus~mmen be~tehen, ~usgedrtlekf dutch die Gleichung: 

~r - -  d r  

~s - -  ds 

6 t  - -  dt 

0 

0 

wenn dr,  ds, dt  irgend welche 

dx  dy  0 0 

0 dx  dy  0 

0 0 dx  dy  

1 B C 0 

0 1 B C 

ffir d~s Stt~ttfinden 

= 0 ,  

ener Gleiehungen mSgliehe 
Werthe yon J r ,  Js ,  c~t bedeuten. Nach Wegsehaffunt eines gemeinsamen Factors 
C d x  ~ -- B d x d y  + dy  ~ nimmt aber jene Bedingungsgleichung die einf,~che 
Gestalt an : 

6 r - -  dr + B ( ~ s - -  ds) -t- C(~t --  dr) = O, 
welche Gleiehung un~bh~ngig is~ yon d x ,  dy.  

Dies beweist, dass, wenn C, C" zwei unendlich benachb~r~e lntegralfl~ehen 
sind, die sieh im Punk~e ( z + d z ,  v + d y )  berfihren, und ( r + d r ,  s + d s ,  t + d t )  
die der Fl'~iehe C zugehSrigen zwei~en DifferentL~lquotienten yon z in jenem Punkte, 
( r - [ - ~ r ,  .s + 6s, t - { -6 t )  die tier Fl~che C' zugehSrigen in demselben Pun]~te 
bedeuten, nur flit speeielle Fl~ehen C' tier fraglichen Relation genfigt werden 
kunn. Hier~us tblg5 weiter, dass es im Allgemeinen keine Integralfl~ehe giebt, 
die n i t  C' im Punkte (x + dx ,  y -]- dy) und n i t  C in irgend einem unendlieh 
benaehbarten Punkte e~ne Berfihrung yon der 2. O. h~t. Irgend zwei unendlich 
benachba, rte Integr~Llfl'Sehen C, C', die sieh berfihren, werden d~her yon einer 
Berfihrungstm~nsfbrmation ~. O., welche die In~egralfl~ehen tier partiellen Glei- 
ehungen 3. G. betriff~, im Allgemeinen nieht wiederum in sieh ber[ihrende Fl~ehen 
verwandelt. 
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und eine Beriihrung dcr r. O. mit einander cingelwn @ = 2 @  der Anzahl 
der ersten, zwe i t cn , . . ,  bis r-ten ~iffercntialqv, otienten yon z), dutch 
irge~d cine Tra~s/brmatio~ in zwei Fliichen yon eben derselben ]3e- 
schaffenheit des anderen Systems umgcformt werden, so ist sicher dic Tra~,s- 
formation eine 9ewdhnliche ( L ie' sche) ]3eriihrm~gstrans/brmation. - -  
Der Beweis dieses Satzes ist ganz analog dem Beweise des oben 
eitirten $atzes im IX. B. d. A. p. 311 zu fahren. 

Ziehen wir besonders den Fall der zwei Gleichungen 3. O.: 

[d. A. B. XVII, p. 290] in BetraehL Wir haben, wie oben mNemerk L 
eine Transformation, bei der Berfihrung 2. O. erhall~en bleibt, und 
welche die ]nfiegraltl~chen der Gleiehungen w[edcrmn in PlSehen ~iber- 
f[ihrt. Nun ist diese Transtbrmation dutch die Gleiehungen: x ' ~  x, 
y' ~ y  zusammen mit den Gleiehungen: z~---F(x, y, ~,, t~, u, Q), 
z'~---(P(x, g~ ,!,, t~, v, ~) einer Lgsung yon (1) vollstiindig bestimmt. 
Aber jene zwei vierfaeh unendliehen FlSehensehaaren sind allgemeiner 
Art, und zwei sieh bertihrende Flhehen der Sehaar: z~-l"(x,y~2,#,v~O) 
entspreehen demnaeh nieht zwei sieh beriihrenden F1.Sehen der anderen 
Sehaar, wie es sein mtisste, wenn die Transformation eine Berfihrungs- 
transformation w'Xre. 

9. Nunmehr erledigt sieh leieht~ die Frage, ob es mSglieh ist, 
dass die beiden pargiellen Differentialgleiehungen der 3. O. 

ein gemeinsames erstes integral mit einer arbitr';~ren Constanten zu- 
]assen. Sollte dies eintreffen~ so mfiss~e die vorhandene Transfbrmat~ml 
zwischell jenen GIeiehungen und den zwei: 

naeh dem eben Auseinandergesetzgen, eine solehe sein, die je zwei 
unendlieh benaehbarte sieh bertihrerMe gemeinsame lntegralftiMlen 
eines der ersten Integrale der zwei ersten Gleiehungen in zwei einan- 
der beriihrende gemeinsame IntegralflSchen der zwei letztcn verwandel[c. 
Oder es mtisstea auch die letzteren Gleiehungen ein gemeinsames erstes 
Integral mit einer arbitriiren Constanten, entspreehend dem vorher 
ffir die zwei ersteren Gleiehungen angenommenen derartigen lntegrale, 
besitzen, also mfisste die in Frage stehende Traasformatioll eine ge- 
wShnliehe Berfihrungst;ransforma~ion sein. Nun lat~ten zwei der far 

9{ .y' diese Transformation geltenden Gleiehungen so: = x~ . _~-y, und 
es muss demnaeh eine dritte Gteiehung der Transformation yon der 

27* 
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Form sein: z ' ~ . F ( z ,  x , y ) .  Dies zeigt an, (lass die beiden Glei- 
ehungen (1) sieh jetz~ in die Form:  

f ( z ' ~ z , x ,  y)~---O, fp (z', z ,  x , y , l ) ,  q ,y ' ,  q ' ) = O  

d f  , , d f  , , bringen lassen mgssten. Aber dann is~ [fcp]z,x~, ~ ~lx c? (T)@ dy 9~ (q)' 

und in der (]leiehung [/cpl~,:~ p --=0 fehlen also die GrSssen r, s~ t. Die 

Gleichungen[f[/'cpJ] ~ 0 ,  [cp~_fcp] 1 0 kSnnen alsojetztzukeinea 

Gleichungen 3. O. Anlass geben. -N-iemals kSnnen daher die i~ l~'ragc 
gestelltcn zwci partiellen Jl)ifCb~'cntialgleich~lngen der 3. O. ein crstes In-  
tcg~al ,mit eincr willkiirlicheJ~ Co~zstcmten gemei~ habcn. 

10. Eine eindeutige Transformation zwischen den beiden Riiumen 
(xyz)~ (zyz')  wird nur dam1 dutch die Gleiehungen (1) bestimmt~ 
wenn diese auf zwei Paare partieller Differentialgleichungen 3. O. in 
(xyz) resp. (xyz ')  fiihren. Wenn  eines der in Nr. 6. betrachteten 
Systeme (1) vor]ieg~, gestaltet sich die Transformation anders. Sie 
kann keine eindeutige Transformation werden, denn entweder ffihr~ 
sic cine jede lntegra]flSehe einer gewissen part.iellen Differentialglei- 
chung 2. O. ([f~]:'~l,'~---0) in eine einfach unendliche Sehaar yon 
Integralflgehen eines Systems zweier partieller Differentialgleiehungen 

3 . 0 . ( ~ f [ f  ]j~p ~ : 0 ,  [ ]] = 0 ) ,  e i n e j e d e d e r l e t z t e r e n F l i ~ e h e n ~ v [ f q ) ~  

in eine bestimm~e ~hLehe der ersteren fiber, oder sic ergiebt zu jecler 
Integralfliiehe einer gewissen partiellen Differentialgleiehung der 2. O. 
( [fg@'~, '~  0) cx~ t entspreehende lntegralfliichea einer anderen par- 
tiellen DifferentiaIgleichung 2. O. (~f~p]o~ ~- 0), und vice versa. Man 
hat nun aueh, im Falle dass in den Gleiehungen (1) die Variable z" 
fehlt, fiir jedes Element (z x y ~ q r s t) ,  alas der Gleiehung [fcp]o,~j, = 0 
gentigt, ~ t  entspreehende Elemente ( z ' x  y l o" ft'), jedes mi~ einem be- 
stimmten Werthsysteme yon ( / ,  s', t'); jedem Elemente (z 'xyp 'q ' r ' s ' t ' )  

T entsprieht dagegen ein einziges V~, erthsystem yon (z, x~ y, 1)~ fl, 'r~ s, t) 
(oder einige Werthsysteme derselben). Im Falle dass in (1) sowohl z' 
als z fehlen~ entspreehen jedem Elemente (z x Yl) q r s t) einer p~r- 
tiellen Differentialglei chang 2. O. [fcp],-..,:~,~--- 0 ~ Elemente (z'xyp'q'  r" s" t') 
einer anderen loartiellea Differentialgleiehung der 2. O. [ fep]~,--~ O, 
und umgekehrt, jedem Elemente (z" x y f f  q' r' s' t') der letzteren Glei- 
chang e~ ~ Elemen~e (z x y p ~ r s t) tier ersteren. 

Die jetz~ yon den Gleiehungen (1) begriindete Transformation ist 
in dem Bezirke, in dem sie eine FlSehentransfonnation is}~ eine mehr- 
deu~ige (unendlich-deutige) F15,ehentransformation. Von einer Verall- 
gemeinerung derselben soll in Nr. 15. gehandel~ werden. 
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w  

ttorleitung einiger speeieller Systeme yon ?artiolten DifferentialgM- 
chungen zweiter 0rdmmg. 

11. In tier 23. Nr. meiner Abhandlung im XVIl. B. d. 2,. is~ die 
durch drei allgemeine G leiehungen: 

~'t (z, x,  y, p, q, z', W, Y', t;, q') =: O, 
(3) ~ ( ) = o, 

F~( ) - o ,  

definirte Fl'Schentr~nsformation besprochen worden, und iu der 24. Nr. 
besonders der F,~ll behaudelt~ we die TransformaLion jeden SLreifen 
einer vorgelegten vierfaeh unendlichen Sehaar hi eine ehffaeh unend- 
lithe FSichensch~ar verw~ndelt. Es kann aber auch die Transformation 
so eingeriehtet werden, dass sit jeden ]ntegra]streifen des P~ares yon 
Gleichungen : 

{ f O ,  ~', y, ~,, ~) = c ,  
(4) ~ ( ) = c ' ,  - -  

w e  C, C' arbitrSre Constanten bezeiehnen, - -  in eine Fb:~ehensehaar 
umformt. Die /ntegrMstreifen von (4)s ind dargestelk durch die 
Gleiehungen: 

~ZI" d f  cly~O, d,~ dx@ d~ dy=O.  (5) d z - - 2 d x - - q d y = O ,  ~ l ~ d x +  dy -~&: -,zy 

Ein beliebiges Flfichenelemen~ (z x y p q) bestimmt erstens gewisse 
Werthe yon C, C' in (4) und wei~er ~ l  i{iehtungen (dy : dx), deren 
jede in Verein mit dem genannten Elemen~e, auf (Jruud yon (5), einen 
Bfische] yon (r, s, t) liefert. Die Gleietmngen desselben haben die 
Form: r d x  + sdy ~ #dx~ sdx  @ tdy = vdx ,  we ~dx,  vdx ,  se]bs~ 
yon dx,  dy abh'~ngen. Dieser B~isehel giebt zu einem Fti~ehenelemente 
(z @ p d x  @ qdy,  ~: + dx,  . . . .  p + #dx ,  ff @ vdx) Anlass, welches 
einem you (zxy 1) q) ausgehenden ]n~egralstreifen yon (4) zngehSrL F[ihrt 
man jetzt in dis Bcdingungsgleictmng fiir die Involution dcr zwei dent 
Streifen entsprechenden partiellel~ Different~ialgleiehungen 1. O. Id. A. 
Bd. XVII, p. 307, GI. (19)]: 

(Zl,; 1,' ' 

filr _alp dq  die Wertl:te p, v, die in Bezug auf dy : dx wm der Form 
dx ' dx 

dy ein~ und verl~ng~t dass dieselbe un~bhiingig yon den sind: a @ fl -~- ,  

besonderen Wer~hen yon dy : dx  bes~ehen sell, so mfissen F~, I/~, F.; 
zwei Gleichungen erffillen. ]~ darf betiebig genommen werden, ~ ,  1~:~ 
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sind dann dutch jene zwei Gleichungen zu bes~immml~ damit die 
Transformation (3) alle Integralstreifen des Systems (4), (5) in Fl'2chen- 
schaaren umformt. 

Fragen wir, wie die Figur in r' beschaffen ist, die aus jenen 
F1.2chensehaaren besteht~ so branehen wir uns nur Folgendes aus 
Nr. 2~. d. A., B. XVII zu vergegenwitrtigen. Jedem Elemente ( z x y p q )  
entsprieh~ eine Schaar yon oe l Streffen in r'~ die kurz mit. S' bezeichnet 
sein mSgen. Ebenso wie yon jedom 1J'liiet:enelemente in r ~c | Integral- 
streifen yon (4) ausgehen, so gehen dutch je:ten S~reifml S'  ~ 
Fliiehen unserer Fl~chensehaaren in r'. Zu jedem Fl::chenelemente in 
r geh~Sren ~ :  Biisehel (5) wm (r, s~ t)~ die anf ebenso vielen mi~ dem 
Elemente vereinigt liegenden Fl[iehenelementen yon Integralstreifen 
yon (4) fiihren. Dementsioreehend lieg~ jeder Streifen S' vereinigt mig 
e~ ~ anderen solehen Streifen. Bemerken wir wei~er~ dass jedem 
Fl~ehenelemente in ~" ~2  Fl~chenelemen~e in r entspreehen, nnter 
denen nut einige gewisse die GMchungen [ ' =  C O , 5o---~ Co', - -  
wenn C 0, C0' (irgend welehe) bestimmte Werthe tier willktirliehen 
Parameter C? C' in (4) bezeichnen, - -  befriedigen~ so sehen wir ein, 
class ee ~ Streifen S'~ entspreehend den versehiedenen Werthen yon 
C, C', dutch ein beliebiges Element (z' x' y' p' q') hindurchgehen. Die 
Figur~ die aus denjenigen Btiseheln yon (r 's '  t'), die diesen S' zuge- 
hSren, zusammengesetzt ist, wird dal'mr dutch zwei Gleichungen: 

/"(z', x', y',/9', q', r', s', t') ---~ C, 

�9 ( ) = c '  

ausgedriickt. C, C' sind hier dicselben wie in (4). Weil~ wie schon 
bemerkt, durch jeden Streifen S', der einem Elemente yon f = -  Co, 
q) = C 0' entspricht, oc*' Flgchen hindurchgehen~ die den Integral- 
streifen dieser Gleichlmgen f~ -Uo ,  ~ ~ C o' en~sprechen, und die also 
][ntegralfl';ichen unserer Figur (6) sind~ so werden jene Streifen S" ge- 
meinsame Charakteristil~en der beiden Gleichungen 2. O. in (6). 

Wit gewinnen diese Gleichungen (6) einfach so: Durch Differen- 
tiirung yon (3)~ z, x, y, 1), g dabei als Cons~anten betrachtet~ und 
dutch nachherige Elimination yon dx', fly' werden zwei Gleichungen 
in z ,  x~ y~ p ,  q~ z'~ x', y', 1~'~ q'~ r'~ s'~ t' gewonnen. Indera wlr aus diesen 
zwei Gleichungen, den Gleichungen (3) und (4), z, x ,  y~ p ,  ff elimlniren, 
bekommen wir die fraglichen Gleichunge~ (6). Diese zwei 1)artiet~e~ 
J)i/]'erc~ztialgleichungen der 2. O. sind, nach dcm eben Auseinanderge- 
setzten, so mit einander verbunden, dass yon jedem J~lemente (z' x" y 'p '  
c 1" r" s' t') ein Strei/'cn ausgeht~ der zur se~ben Zeit eine Charakter'istis 
einer Gleichuny 1# =-Co und einer Gleichung op ~_ Co" bildet. Dicse 
Ntrei['cn ordnen sich zu oe ~ gemcinsamcn Integragfliichen yon F ~ C o, 
cO ~ Co" zusammen. Von den crstcn Derivirlen v o n !  ~ und �9 in Bezug au f  
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X', y" ist dal~cr die sine sine aTgsbraische FoIye der &'el andsrcn. 5roch 
~nehr, jene Charakteristil~en, die eben die obigcn Sh'eifen S '  sind, werden 
Beri~hrungsstreifen yon de~ ~ 1. 0 . ,  so dass cs oz? ~ yemeinsav~e Integral- 
27iiehen zweier Gleichungen F = C, cp ~ C' giebG --  wo C, C' ganz 
beliebige Consfanten bedeuten, - -  die 15ngs sines Streifens S" sine ~,o'iihru~q 
yon der 1. O. besitzen. Die gemeinsamen In[egraifliicheu yon F ~ ' C . ,  
4) ~ (%' ordnen sich zu Schauren yon je ~1 F15ehen zusammen, jede 
Schaar einem ]ntegrMsteifen yon f (z ,  x~ y,29, q) ~ C~), T (z, x, y, 1~, q) == C o" 
entsprechend. 

12. Die drei Gleichungen: 
r t t , { 1 ~  ( z  , x~ , x.~ , x3 , p j  , l ~  , P;~ , z' ,  x~ ~ x.:  , x ~ , l h  , p . , ' ,  p:() = 0 ,  

(~) G( ) = o,  

G ( ) - o 

e~ner Munnigfaltigkeltstransformation sines lCaumes yon vier Dimen- 
sionen kSnnen in einer solehen Beziehung zu einan(]er stehen, dass 
sie sine Transformation begrtinden~ die einen jeden Inbgralstreifen 
iIntegraI-M,,) des Systems: 

I 
f ( z ,  x~,  x2 ,  x3,  p~, p,~, p:~) = C, 

~( ) = c ' ,  
(8) ~( ) = c", 

z(  ) = e"' 

in eine fiir zwei involutorische partleile Differentialgleiehungen l. O. 
gemeinsame zweifach unendliche ]ntegralsehaar ~:erwandel~. Denu 
hierzu hat man nur zwei partiellen Differentialgloichungen fiir i"~, 2~',,, 
i~ zu genfigen. - -  Diese Oleiehungen gewinn~ man so: Di6 Bedingung 
dM'iir, dass die beiden partiellen Differen~ialgleichungen 1. 0., die 
einem Streifen entsprechen, involutoriseh sind, hat eine mit der Glei- 
chung (19) in d. A. B. Xu p. '~07 ihnliche Form. Nm~ ftihrt man 
blos fiir dx3, dp t, dp2~ dp~ ihre aus (8) herzuieitendea Werthe in 
dx~ ~ dx~ [dz -~- p~ dx~ -{- p~dx~ -~- p~dx~ gesetzt] ei~, und setzt so&tim 
die Coefficienfen fiir dx~, dx~ einzeln gleich Null. Damit hat man 
die beiden gesuehten Gleiehungen f(ir 5F~, ~ ,  t ' ] p -  1)[~ Figur i n / ,  
d. i, in dem Raume (x/x~" x:(z ' ) ,  die aus jenen F15chen.~chaaren be: 
steM,, die also dem SysWme (8) entspricht, 15ss~ sich folgendermassen 
charakterisiren. Jedem Flichene]emente (z x p)  enisI)richt sine Scha~w 
yon co ~ 2ff~*)und deren Enveloi)pen, alte dicse 31~ e~zeug~ you ge- 
wissen (eharakteristischen) 23/~. (Siehe d. A. B. X], p. 430.) Weft 
einem beliebigea Fli~chenetemente (z'x'2') sin gewisses F15eheuelenlen~ 

*) Diesc 2//.2 ~annigfMtigkeiten yon je c~ veroinigt liege~dea Figche~l- 
elementcn (z' x' 2') bildend. 
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( z x p )  der vier Gleichungen: f =  Co,  ~f = Co', ~P - -  (go", z = Cu'" 
entspricht, und in diescm Elemente sich or l I~ichtungen (dx l ,  dx2,  dx~) 
ffir Integr~lstreifcu dcrselben Gleichungen : [ ' ~  (J~j, e~c. finden, so 
muss eirae jede dcm Elemente (z  x p )  enbpreche~lde _71/.2, die das 
Element (z 'x '2. ' )  enth~l~, rail jeder yon c~ t unendlichen benachbartert 
~[., ~tuf je einer M~ liegcn. Nml wird jedem Elemeute (z' x 'p')  durch 
diejenigeii M2, die dem Elemente ( z x l ) )  entsprechen, eJne Sctm~,r 
yon cx~'-' Wcrthsysbmen yon 1J:-~ zugeordne~, und well, wie eben be- 
merkt, irgend eine 2~ zusammen mi~ oz' unendlich benachb~rbn auf 
je einer 2II:~ liegt, mfissen alle diese cxs yon p~,  aber nut 
diese, derjenigen FJgur in r', die dem Systeme f =  Q ,  cp = C0' , 
~P = Co", Z ~ Q'" entsprich~, zugehSren. Deshalb muss diese Figur 
dutch vier partielle Differentialgleiehungen der 2. 0. algebraisch definirt 
sein. Wir h~ben dutch die folgenden G]eichuugen diejenigen Werthe 
yon 2','~ gegeben, die eine der dem Elemente (z x p) entspreehende M~_ 
einern ihrer Fl:,'~chenelemente zuordnet: 

) ( 

(i~-- 1 ,2 ,  3). 

l~idem wir ~x,' ~x," eliminiren, erhalten wir vier Gleichungen, Ox~ ~ ' ~x~'- 
die fiiv diejenigen Werthe der p{~ gelbn, die vermittelst tier 3/2, die 
dem Elcmente ( z x p )  en~sprechen und ein and d~sselbe Element (z 'x 'p')  
enthalten, dem letzteren Elemente zugeordne~ werdcn. Folglich be- 
stimm~ man einfach durch Eliminai~ion yon z, x , 2  aus diesen vier 
Gleichungen in z ,  x , ,  x~, x:~, Pt , P.~, Pz, z', xl" , �9 . . ,  p~t, p ~ ,  �9 ' ' ,  p~z, 
den Gleichungen (7) und (8) diejenigen Gleichungen, welche die dem 
Systeme (8) entsprcchende Figur in ~" definiren. Diese Gleichungen 
werden vier partielle Differentialgleichungen tier 2. O. fiir z': 

F ( z ' ,  x , ,  �9 � 9  p i ,  �9 �9 ' ,  p z k ,  �9 �9 ") = C ,  

�9 ( ) = e ' ,  
T (  ) = c " ,  

x (  ) = c ' ,  

unter C~ C', C", C"' die frtiher in (8) eingehenden arbitriiren Constan- 
ten verstanden. 
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Je vier Gleichungen: F =  Co, ~ = Co', ' q =  Co", X = C,)"' 
besitzen eo ~ gemeinsamc charal:teristischc M~ und unbegrcnzt uncndlich 
vide gemeinsame intermediate $~tcgraZc, jcdes dm'ch zwci i ncolutorische 
partiellc 2Dif/'erenticdgleichungen 1. O. ausgcdracl,'t. Diese intermediaren 
Integrale entspreeheia den Integralstreifen yon je vier Gleichungen (8): 
f = c , , ,  ~ = c,,', r  z =  Co"'. 

13. Wir betrach~en seh]iesslieh eine solehe dnreh vier. GMehungen: 

(9) [ /~'~ (z, x~ , x2, x3, p~ , p,,, Pa, z', x( ,  x2' , x:(, lh', 2( ,  P:() == (), 
~ ; (  ) = o,  
& (  ) ~= o, 
F ~ (  ) = o 

bestimmtc Transformat, ion, die cine jede Integral-M,, des Cdeichungs- 
systems : 

f(z,  x~, x~, xa,_~, P~, l'a) -=- C, 
( lo)  ~( ) = c', 

~( ) = c "  

in ein involutorisches Paar yon partiellen Diflercntialgleidmngcn 1. O. 
in r' tiberfiihr~. Die Bedingung lfierffir driickt sich dureh drci Glei- 
chungen t'tir /~1,/~2, Fa, 1t'4 aus. --  Diese Glmchnngen gcwinn~ man 
so: Man s~eltt die Bedingung auf d~ffiir, dass (lie beidcu D~rtiellen 
Differentialgleichungen 1. O,  die ciner 21~ entsi)rechcn, in Involution 
liegen. Diese Bedingung hat eine mig der Gleichung (26) in d. A ,  
Bd. XVII~ p. 312 ghntichc Form. Man setzL fiir die in den Symbolen 

~z, aa., (10) ~P' egc.~ ihre Werthe in ~x~' ~a'8 aus (12) etc. eingehenden ~x2 '  

ein, und drfickt alsdann aus, dass die fragliche Gleichung unabh{h~gig 

ax, gx, stattfinden soll. - -  Die Figur in r', die dem Systeme roll 0x~ ' ~x~ 
(10) entspricht, is~ aus denjenigen M: a zusamme~Jgesetzt, die naeh (9) 

�9 den Integral-~:f 2 yon (10) entsprechen. Zu einem bclJobig'en l?l~chen- 
elemente (z'x'l)') werden dutch diese Ma e J .  co'* Wcrthsystenlc yon 
p~'k zugeordne~. Also umfasst unsere Figur nur ec '~ der ~'~ eine,, be- 
liebigen (z 'x 'p')  zugehSrenden Werthsystcme (z'x'p'pi'x) des l~amncs I t'. 
_?lc~n finder sie ~iiher bcstimm~ dutch vier partidle l)i/]?r~nli, lglcichungcn 
der 2. 0.:  F ~ O, q) -~- C, ~ ~ C', X ~ C", dic tim, ec ~ invot.u- 
torischen Gleichungspaarc, die den ;ntegr, l-M=. vo~ (t(~)enl~l)rechen, 
zu gemeinsamen intermcdiiiren l~ztegralen besitzcn. 
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w 
"Con der durch vier 61eichungen zwischon z,  x ,  y ,  ~), ~, z ,  x ,  y ,  p ,  q 

zu begriinden4en Transformation. 

14. Die Transformation, die dutch vier Gleichungen: 

t+~(z, x ,  y ,  .p~ ~,  z ,  x ' ,  y ,  .p, q') ~ O, 

(11) Iq (  ) ---~ O, 
~ (  ) - -o ,  
G( ) = o  

definir~ ist, is~ im Allgemeinen nut  for eirt yon gewissen zwei par~iellen 
D~fferentialgleichungen 3. 0. bestimmtes Gebiet eine Ftfichentrans- 
formation, l)ies babe ich an p. 313 d. A., Bd. XVII bewiesen. Unter 
Umstiinden kann jedoch dieses Gebiet  enger werden. Aber, ehe ich 
hierauf eingehe, will ich meinen friiheren Beweis des erwiihnten Satzes 
in einer eflwas umgestalteten Form kurz reproduciren. 

Wir denken uns zun'Schsf die Transformation (11) dutch Auf- 
]Ssung nach x', y',~v', q" auf die Form gebracht: 

x ' - ~  f ~ ( z ,  z ,  x ,  y , p ,  ~), 

y '=  f~( ), (12) 
P" = oh( ), 
q' = ~ (  ), 

and nachher jedes Paar yon einander entsprechenden Fl~ichen, z--~ F (x ,  y), 
z' --~ r  dutch z ,  z', x ,  y dargestellt,  etwa so: z = F(x ,  y), 

z'-----q)-(x, y). Die Differentialquotienten O'(x), (P'(y) bezeichne ich 
mi~ 7~, x, Man hat dann: 

, (Ix' dy" 
(13) ~ P  d x  q- q" dx  
wo : 
dx" d/,  ~f, ~f' ~ - r  
d x  -- dx  -- Og'- -k-P -b-F 

dx" df, _.~ ~f~ _~q ~/~ -~s  
dy  dy ~y 

dx" dy' 
. . . .  ' ~ ~ P ' - d ~  + q ' d V  ' 

~f~ -[-s ~f' ~f~ d'f~ q_~,~f, 

Die Gleichungen (13) gehen dann in die fo]genden fiber: 

[ ~f, Of,) d'f, d'f, - - 0 ,  
f ~-:-= ~ ( 1  --- % ~z' - -  vPe T z  ~- - -  ell dx- - -  v22 d x  

(14) 

q~-- x(l -.-- % ~z' - -  ~% -~-z ~ - / -  % dy - -  T~. d y  - -  
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und die Bestimmung der F1gtdmnpaare: z = T(0c, y), z'-~-O0(a:',j) 
wird iiquivalent mit tier Bestimnmng yon LSsungen: z = l"(x~ y), 

~ ' =  O(x, y) dieses Gleiehungssystems f =  0, ~ = 0. 
Fiir die tterstellung dieser LSsungen verfahren wir ganz~ wie wit 

in der 5. Nr. der Abh. im XVI][. Bet. d. A., p. 2,%, in Betreff der 
lterstelhmg der LSsungen eines Systems yon zwei (~leichungen zwischen 
z, x,  y, p, if, z', 19'; ~" verfahren haben. Wir miissen dm'eh die 
fraglichen LSsungen die Oteiehung [/ ' (p], . , . , ,=tl  befriedigen. I)iese 
Gleichung wird, wegen der speeiellen Form der vorliegenden (lleichungen 

) "  ' e " i " (14) in 13ezug auf ,r, s, * frei yon den dritten [lth 'r  ntmlquthenten 
~.~ v~ w, ~ yon z. Desshalb werden die zwei (lleiehungen: 

partielle Difforentialgleiehungen nut yon der :}. O. in Bezug aut' z, 
und eine Elimination yon z', ~, x zwischen den (aleichungen (145, der 
Oleichung [f(cp)]~,,n = 0 und den zulet, ze aufgesehriebenen Gleiehungen 
ftihrt also auf zwei partielle Differentfialgleiehungeu 3. O. zur lie- 

iT , ~  stimmung tier O]eiehungen z ---~ .I (z, y). Diese (ileJehungen ;,. O. 
sind so besehaffen, dass ihre ersten Derivirten in Bezug auf x~ y sieh 
auf nut drei yon einander unabhiingige (lleiebm)gen redueiren. [Dies 
geht in derselben Weiso ttervor wie tier -~hnliehe 8~tz in Bezug auf 

" a 290 d. A., Bd. XVII.I Aber datum ge- die Glmehungen (7) auf p. 
statten jene Gleiehungen 3. O. cxo -~ gemeinsame lntegrallt~iuhvn. Alle 
diese Integrale geh~'~ren unserem G leiehung.,,syst~'me (1-t) als die einen 

Theile z = F ( x ,  y) der LSsungen z := Y ( x ,  y), z' == q) (x, y) desselben 
an. Jedes der Integrale: z--~ ]e(x, y) ergiebt dureh Elimiuatiou ton 
z', ~ ,  x aus den drei {31eichungen f =  O, q~ ~- O, [f~];, , . ,  = 0 die- 
jenige Oleichung: z'--~-~(x, y), die zusammen mi~ z ~ l"(x ,  y) eine 
L~Ssung yon (14) bildeL Vermittelst (12) verwandelt man sie leieht 
in eine Gieiehung z ' =  (b(x', y'). Alle solehe Gleiehungspaare wle 
z ~--- t~'(x, y)~ Z" =~ eO(aJ, ~) reprSsenLiren zwei Fliiehen, die. yon der 
Transformation (12) in einander verwandclt werden. ,Jene ]lachen 
entspreehen einander eindeutig. Es existirt aneh eine eindeutig~: lh,- 
ziehung zwisehen den Etementen ( z x y p q r s t ) ,  (z 'x 'y 'p'q'r 's ' t ' )  der- 
selben. Dessha]b mtissen nieh~ nur, wie gezeigt, die l,'tlichm, :'=:~ I,'(.J',y, 
zwei parfiellen l)ifferentfialgleiehungea 3. O. genfigc'n, somh,',~ anl'h 
die entspreehenden Flgehen z '=~( :*" ,  y') miissen zwei partMlen 
Differentialgleiehungen ebenfalls yon der ~. O. als l lff.egrale zugehOrem 

(zx YI~ q r . ' t ' )  Die erwghnte Beziehung ~on Elementen (zxy)~qrst) ,  . . . . . .  s' 
ist als gegeben aufzufassen dutch ei~e Ber{ihrungstransfi~rmati~m 
der 2. O., die jene zwei Paare yon Gleiehungen :l. O. . in  ein- 

" " ' O | 1  ander tiberfiihrt. Sic ist aber keinc Bertihrungstransfm,H,d~ d,,r 
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1. 0., keine gewShnliche (L ie ' sche)  Bcrfihrungstransformation (nach 
Nr. 8.). 

Sie wfirde aber eine Beruhrm~gs~ransformation 1. O. werden, fa]ls 
eines tier Paare yon Gleichungen 3. O. ein erstes Integral mit einer 
arbitriiren Constantcn gestattete (rgl. Nr. 8.). Aber in solchem Falle 
wtirde die Transformation (12), - -  die jetzt  eben die Bertihrangs- 
transformation wiire, eine jede Fl:~iche in eine Flgche tiberffihren~ und 
yon einem Systeme yon partiellen Differentialgleiehnngen, das die 
Flgehen definirte, die sieh wieder in FlSehen transformiren lassen~ 
kSnnte nun keine l~ede sein (vgl. Nr. 9.). 

15. Wenn z' in den Gleiehungen (12) fehlt, so fehlt z' aueh in 
den Oleichungen (14) und in der Gleiehnng [fo?J.:x,, ~ O. Die Be- 
stimmnng der Gleiehungen z---~/~'(x, y) wird alsdann durch eine par- 
tielle Diffcrentialgleichung tier 2. O. bewirkt, (lie sich dutch Elimi- 
nation yon ~,  x zwischen den genannten Gleichungen ( 1 4 ) u n d  der 
Gleichung [['q@,,~-----0 ergiebt. Jeder der Integralfl'achen dieser par- 
tiellen Differentialgleiehung 2. O. entspricht vermSge (12) ein invo- 
lutorisches Paar yon partiel]en Differentialgleiehungen der 1. O. in r', 
oder deren IntegralilSehen : z' -~- (P (x', y', Q .  Jedem Elemente (z x y/9 g r s t) 
jener partiellen Differentialgleiehung 2. O. entsprieht nunmehr eine 
Sehaar yon ~1  Elementen (z'x'y'p'q'r's ' t ') .  Dagegen brauchen nicht 
einem der letzteren Elemente 001 der ers~eren zu entsprechen. Einer 
F]:,~che z ' =  r y') entsprieh~ im A1]gemeinen nur eine F15che 
z --- F(x~ y). Die FlSehen z" ~ (I)(x'~ y') befriedigen im Allgemeinen 
ein System yon zwei i)artiellen Differentialgleichungen der 3. O. Wenn 
aber in den Gleiehungen (12) nieht nar z' somlern auch z fehlt,  so 
hat man nicht nur fiir die Fl:~ichen z =  F(x,y)  eine partielle Differential- 
gleiehung yon der 2. 0., sondern auch ftir die Fl~ichen z ' ~  r y') 
eine partielle Differentia.lgleichung derselben 2. O. Jedem Elemente 
(zxylogrsl)  bez. (z 'x 'y ' f fq 'r 's ' t  ~) einer dieser Gieiehungen 2. O. enb 
spricht eine ganze Sehaar yon oo 1 "derartigen Elementen der anderen 
Gleiehung. Jeder in~egralfl~ehe z ~--~'(x, y) entspre(ihen cxD t In~egral- 
fliiehen z' -== q)(x', y')~ mid jeder der letzteren Fliiehen cxa I der ersteren. 

16. Wenn in nnseren Transformationsgleiehungen z' fehlt, so er- 
hiilt roan'die Ft~ehen in r', die einer Integraliigehe z -~ -Y(x ,  y) der 
beztigliehen Gleiehung 2. O. entspreehen, dureh blosse Quadraturen. 
Man fiihre niimlieh in die Gleichungen (12) ffir z, 2), q die Werthe 
F(x,  y), 1," (x)~ T"(y)resp. ein, nnd erhiilt~ alsdann zperst naeh Elimi- 
nation yon x,  y :/9' = tbl(x" , y'), q' = ~P=(x', y'), und hierauf die 
Gleiehung der entsprechenden Fliichenschaar dutch Ausftihrung der 
Quadratnr: 

). 
~'" = (e~(x', y') 4x' + ~,2(x', y') dy').  
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17. Aber, im Allgemeinen, wenn die Transformation ( l l )  irgend 
eine Fl~che z ~_ f ( x ,  y) des Gebietes r in co l Fli~chen des Gebietes r' 
verwandelt, so werden die letzteren Fl'~chen nicht (lurch blosse Quadra~ 
tt~ren erhalten. Man hat n~imlich in erster ttand, wean man in ( l l )  
z ~ f ( x ,  y) ,  19 ~ f ' (x ) ,  q = f '(y) substituirt und x,  y eliminirt, zwei 
p~rtdelle Differentialgleichungen der 1. 0.: 

t �9 t (15) A ( z ' , x ' , y ' ~ p ' , q ' ) - - ~ O ,  1 3 ( ~ ' , x , y , 2 , q ' ) = O ,  

die der F15che z - ~ - f ( x ,  y) entsprechen uud naeh der ffir die Trans- 
formation gemaehten Voraussetzung iuvolutor~sch sind. lhre gemein- 
samen Intcgralfi~chen mSgen fiir den Augenblick mit C, C', C ' , . . .  
bezeiehnet werd~n. Einem jeden Elemente ( z x y p  q) der Fl':~chc 
z - ~  f(x,  y) entsprechen c~ 1 Elemente (z' x ' y ' p '  q'), yon denen eines 
auf C~ eines auf C', u. s. w. liegt. Diese letzteren Elemente k5nnen 
nun als einander entspreehende Elemente der FlScheu C, C', C" u. s. w. 
aufgefasst werden. Zwei unendlieh benachbarten Elementen der Fl~ehe 
z ~ f (x ,  y) entsprechen r ~ Paare yon vereinigt liegendeu Elementen 
(z 'x 'y ' f fq ' )~ yon denen eines zu C, eines zu C', u. s. w. gehSrt. Dess- 
halb m[issen je zwei vereinigt llegenden Elementen yon (15) ~1  Paare 
yon vereinig~ liegenden Elementen derselben Gleichungea (15) ent- 
sprechen. Eine infinitesinmle Berfihrungstransibrmation des Gteichungs- 
systems (15) in sich selbst, die eben als Punk~transformation betrachtet 
werden kann, muss sieh also folgenderweise ergeben: Indem man 
die Gleichungen (11) differentiirt, und dabei die GrSssen z, :~:, y ,  p~ q 
als Consflanten beLrachtet, erh'~lt man O'x', 8'y', ~z'~ ~ff ,  ~q" proportional 
gewissen determinirten Functionen yon z', x', y', p', q', z, x, y, ~v, q. Es 
werden Z, x, y, p,  q, i f ,  q" vermSge (11) und der Gleichungen: z-~f(x~y),  
p -~  f ' (x ) ,  ~l ~ f ' (Y)  eliminirt. So  bekommt raau die fragliche Trans- 
formation ausgedrfiekt durch Gleichungen der Form: 

wo A', B',  . . . ,  1Y die eben aus ( t l )  und z - - ~ f ( x ,  y) hergeleiteten 
ganz bestimmten Fanctionen yon x', y'~ z'; $ e i n e  noch unbekannte 
Function derselben GrSssen und e eine unendlich kleine Constante 
bedeuten. ~p hat man aber iblgenderweise zu bestimmen. Die fragliehe 
Transformation soll (d. A., Bd. XV, p. 51) durch eine FuncLion q): 

(16) r = ~p(A'p' + 13"q' - -  C') 

bes~immt sein, und man muss 

= , Sy~- + q '  - - T  

hubert. Die zwei Gleichungen: 
~)o q, 9o 

~x - - ~  @ P' ~z' ~ ~y 
l ~ ' [ a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  X Z X .  ~ 7  
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i~ die man sieh f{ir 2', q' ihre Werthe aus (15) oder (11) eingeftihrt 
zu denken hat, werdeii zwei partielle Differenfialgleiehungen l. O. 
ftir ~p. Wird g stat~ log ~p gesetzt, so itehmen diese Gleiehungen die 
I~Orl?/l P~n : 

(17) ~)~ ~u , ~ 
u " - ~ j  + v'-~y,- --[- ~v -bz' --~ 1, 

wo u, v, w, u', v; w" ganz bestimmte Funetionen yon x', y'~ z' sind. 
Diese zwei Gleiehungen.mtissen eine [,Ssung g gemein haben, denn 
es muss naeh dem n~chsgvorher Ergr~erten eine dureh (16) eharakted-  
sirte infinitesimale Punkttransformation der Gleiehungen (15) existiren. 
Und eine solehe Transformation giebt "~ stets in der Form : g = ' i~  (x', y', z') 
-~- eine arb. Funct. yon q~ wenn q ) ~  C die Gleiehung der Schaar  
yon Integralfl~ehen yon (15) bedeute~. 
: Desshalb, wenn die erste der Gleiehungen (17) dureh A ( g )  = 1, 
die zweite durch B ( ~ )  ~ 1 kurz bezeiehn& wird~ muss yon den drei 
Gleiehungen 

_4 ( ~ - )  - - -  1, B ( ~ )  - ~  1, A (B (~-)) - -  ~ (A ( ~ - ) )  ----- 0 
(lie letzte mit den zwei ersteren stets zugleieh erftillt sein: 

Demnaeh erh'Xlt man einen Werth yon g und hierauf yon ~: ver- 
mittelst tier Formel g = log ~p, erst dureh Integration ether Diffe- 
rentialgleichung (mit einem arbigriren Parameter) 

,~(x,v)ax + [~(x,y) cb -~ o. 
Die Bestimmung eiller infinibsimMen Bertihrungstransformation, 

welehe die Intcgralschaar unserer involutorisehen partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. in sich tiberftihrt, ist somig im Allgemeinen mit  
denselben Sehwierigkeiten behaftet wie die Bestimmung jener In~egral- 
sehaar selbst. Auch ist unsere Frage in keiner wesentlichen Wei se  
verschieden you der yon der Bestimmung der LSsungen yon i rgend-  
welchen zwei involutorischen partiellen Differentialgleiehungen 1. O ,  
da man j~ immer zwei Gleichungen: 

2'~ (~, x, y, z', x ,  y,~o, ~') ~- 0, / ~  (z, x, y, io, q, z', x ,  y ,  2', ~') ~--- 0 
beliebig hinsehreiben kann, die mit den vorgelegten toar~iellen Diffe- 
rentialgleiehungen eben tin System (11) ausmaehen. 

18. Die Involutionsbedingung f~ir die beiden ether Flgehe z--~-f(x~y) 
vermittelst (11) entsprechenden partiellen DifferentiMgleichungen 1. O. 
lautet nach d. A. Bd. XVII, p. 312, Gleichung (26), so: 

(3<~) [~, ~2],,~,# + (4~) [L~, ~'~]~,~,~, + (2~) [~, L~]~,~.~, 
+ 02) [_~ F~],,~,~,.+ (i~) [~L~]o,~,# + (14) [~'~]o,.,,~,---- O, 

wo [~,,,_E,.].,~,~, das gewShnliche In'colutionszeiehen, (m@ der l{t~rze 
wegen s~att 
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d[c dy dy dx 

(m, n = t, 2, 3, 4) geschrieben ist. Ist die Transformation (11) yon 
der Form : 

x" = / ]  (z, x, y,/), q), 
/ = / ; (  ), 

(18) 1 / = / ;  ( ), 

~"----- 5(  ), 

so nimmt jene Bedingungsgleichnng die einfachere Gestalt an: 

03 )  @ (24) = 0. 

Sie wird eine partielle Differentia]g]eichung der 2. O.: 

(19) .dr --~ B s  -~- Ct -l- D( r t  -- s 2) -t- t?, = O, 

wo A, I?, �9 �9 -~ IE Functionen von x, y~ z , ~  g sin& Sie ist die all- 
gcmci~stc Gleichung 2. O. jener _Form, denn wenn A, B,  . - . ,  /~ ge- 
geben sind, so hat man~ was far Funetionen yon x, y, ~, ~ q sie auch 

sein mSgen, nur vier Gleichungen deren bekannte Glieder A B 

C D sind, zur Bestimmung tier vier Functionen /~ f2, f3 ['4. Das /~, /ii ' ' 
F1.;ichensystem in r', das den Integralfl~ichen jener partiellen Gleichung 
2. O. entspricht, wird durch zwei partielle Differentialgleiehangen der 
3. 0., yon deren ersten Derivirten in Bezug auf x', y' die eine eine 
algebraisehe Folge der drei andern ist~ gegeben. ]_)as Integralsystem 
dieses Gleichungspaare.s wird [blylich, hash der 16. Nummer, dutch 
L6sung eiser zvartidles _Differe~ztialgleichun 9 2. O. (19) und Ausfiihrung 
yon Quadraturen erltalten. 

19. 2"ehlt z in den lmunctionen f tier Gleichunyen (18) so fehlt z 
auch in den _~unctionen .d, ~ ,  . . . ,  .E &r Gleiehung (19)~ and stat~ 
des erwShnten Paares yon Gleichungen 3. O. hat man, wie in Nr. 15. 
bemerkt wurde, eine partielle Differentlalgleichung yon der n~Lmlichen 
Form wie (19). Sie wird insbesondere mit der Gleichung (19) selbst 
idenfisch ausfalten, wenn das Gleiehungssystem (18) bei Vertauschung 
der aceentuirten und unaeeentuirten Buchstaben mit einander unver- 
iinder~ bleibk Dann ist jene Gleiehung (19) in der Weise aasge- 
zeichnet, dass dutch die genannte Transfbrmation (18) jede Integral- 
fl~iche derselben in oe ~ andere Integralfliiehen umgeformt wird. Die 
Integralfliichen der @leichung ordnen sich in Folge dessen zu Paaren 
yon je ee 1 Flliehen zusammen, wo die beidea Sehaaren eines Paares 
so ant einander bezogen sind~ dass sic dutch die vorliegende Trans- 
formation in einander tibergehen. Die Transformation is~, in so wait 
sie eine Fl':ichentransformation bildet, eine eindeutige Transformat~ion 
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zwischen Wer~sys~emen (x y p q), (x" y' p" q'), ebenso wie zwischen 
( x y p q r s t ) ,  ( x ' y ' p ' q ' r ' s ' t ' ) ,  u. s. w. 

20. Einen anderen Fall, iu dem die Fl~chen, fiir welche eine 
Translorma~ion (11) eine Fliich@ntransformation wird, eine par~iel]e 
Differentialgleichung 2. O. erffiilen, muss ich auch erwiihnen. Er be- 
zieht sich auf die Theorie der Fl'icheu yon constanier Kriimmung, wie 
diese neuerdings yon B i a n c h i  und Lie*) entwickelt worden isL 
B i a n e h i ' s  und L ie ' s  Theorien verdanken ihren Ursprung dem Satze, 
dass die Fl~che der Kriimmungscentra (die Centrafliiehe) irgend einer 
Fl~iche~ deren Haup~kriimmungsradien in einem Punkte eine volt der 
Lage des Ptmktes unabh~ngige constance Differenz besitzen, eine Fl'~iche 
yon constanter Krfimmung ist, oder richtiger, aus zwei Fl~chen yon 
derselben constanIGen Kriimmung besteh~. Nun wird dutch die Glei- 
chungen : 

(x '  - x )  p + (y '  - -  y )  q - (~' - z) = o ,  

(20)  (x'  - ~c) F + (v" - y )  q" - (~." - z )  = o ,  

1 -}- P t /  + q q' -~- 0 

der Zusammenhang zwisehen einer Flgehe z ~ f ( x ~  y), 1o = / " ( x ) ,  
q ~ f ' ( y )  und der allgemeins~en anderea F1-2ehe z ' =  q~ (x', y'), p'---~ rp' (x'), 
q'== qo'(y') ausgedriiekt, die zusammen mig der vorigen eine (2entra- 
fliiche (irgend einer Flgehe) bilden kann. Denn jene Gleiehungen 
sagen nur aus, dass die Punkte der beiden Flgchert z = f ( x ,  y), 
z'.-~ r~(x',y') so zusammengeordne~ werden kSnnen, dass sie Bertihrungs- 
punk~e einer gemeinsamen Tangente der beiden Flie.hen werden, und 
dass die Tangentenebenen der beiden l?l~ehen in jenen Punkten auf 
einander senkreeh~ stehen. Je zwei zusammengehSrige Punkte werden 
die beiden flauptkrfimmungscentra eines Punktes einer Fliche, welche 
die beiden Fl:~Lehen z -~- f ( x ,  y), z" ~ ~f (x', y') zur CentraifiLche hat. 

Jene Gleichungen (20) reprgsentireit eine Fliehentransformation 
(3)**). Fiigen wir die Gleichung: 

I ( m )  (x  - -  x ' ?  + (y  - -  y')-" + (z  - -  z')~ = ~ 

hinzu, so haben wir durch (20)~ (21) die Bedingung dafiir ausgedriickt, 
dass das Fliichenpaar z ~ f(x~ y)~ z' --~ ~p (x', y') die Centrafliiehe einer 

*) Lie: Zur Theorie der Fli~chen constanter Krfimmung. Archiv for Mathe- 
matik og Naturvidenskab. Bdd. 4, 5 (Hefte 3). Kristiania, 1879, 1880. Bianchi ' s  
Untersachungen kenne ich meistens nut aus den Arbeiten yon Lie. -- Die folgendc 
Transformation (20), ('21) ist yon Lie als tier analytische Ausdruck yon Bianc.hi's 
Transformation der Ffi~chen yon constanter Kriimmung angeffihrt. 

**) Die Gleichuugen, die den Zusammenhang zwischen einer Fliche und ihrer 
Centrafliche ausdrficken, bestimmen eine Flichentransformation yon der yon mir 
im XI. Bde. d. A. lo. 199, w 3. besprochenen Art. 
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Fl~che bi lde~ ffir welche die Differenz der ttauptkr~immungsradien in 

einem Punkte  constan~ ~ a is~ ~ - -  ~ . Die vier GleJchungen 

(20), (21) shld yon der Form (11). Um zu erkennen, fiir welehe 
Fli~chen in r ( x y z )  sie eine Fl~ichentransformation begriinden, haben 
wir  ers~ (lie fiir den vorliegenden Fall geltende Form der am Anfange 
der  18. _Nr. hingeschriebenen InvoIuiionsgleichung ,~ufzustellen. Man 
hat  zu setzen: 

, 2 . r 

- - y  
= 2(1 + (1 +v '"  + p ,  

(13) = - -  ( r t - -  s 2) (1 + p'~ + ~/'2) Y ' - Y  p ' _ p ~  

uml die fragliehe Bedingungsgleiehung nimmt dann folgeade Form atl: 

(22) r t  --- s 2 + a~-(1 -{--/o 2 + q~)2 : 0. 

Sie ist unabh~ngig yon z', x;, y', 1~', q'. Alle IntegmlflSehen derselben 
werden daher dureh die Transformation (20), (21) in Sehamren yon 
je ~ '  Fl~,ehen verwandel~. Und weil das System der Transformations- 
gleiohungen symme~riseh in Bezug auf die aceentuirten und nieht- 
~eeentuirten Buehs~aben ist, so m~ssen die transformir~en F15ehen, die 
in r'~ dieselbe Gleiehung (22) erffillen. Sic stellt aber die allgemeinste 

- -  a z dar. Desh~lb F1Eehe yon der cons~anten Kr~lmmung -~,-~-~- 

werden die Fl~ehen yon dieser eonstanten Kdimmung durch die Trans- 
formation (20), (21) in einander fibergef[ihrt; - -  wie gleich aus dem 
anfangs citirten Satze zu sehliessen war. 

Somit [blgt (Nr. 17.), dass man dureh Integration ei~er gew6hn- 
lichen 1)ifferentialgleichung mit zwei Variab~er~ (~tnd einem arbitriiren 
_Parameter) die oo ~ Fliichen zu bestimmen hat, die einer gegebenen 
Fliiche yon der constanten ]s - - a  ~ in der Art  entspreeh~, 
dass jede dersdben mit der gegebenen l~'liiche eine Centrafliiche einer 

bildet, hus jeder dieser ~ Fl~ichen gewinnt man ~l~iche ~ -  p ' ~  -~ 

in derselben Weise neue Flliehen yon constanter Krtimmung, u. s. w. 
20 dass man dureh fortgesetzte Integrationen yon Differentialgleichungen 
mit zwei Variablen aus einer _Fliiche yon constanler Kriimmu/~g un- 
endlieh vide andere als die ~ e~.stgenannten ~'liichen yon derselben 
eonsla~ten Kri immung muss herleiten k6nnen.*) 

*) bT~ch Lie (siehe die oben cilirten hrbeiten) erh~lt rain in dieser Weise 
~.us einer gegebenen Fl~che oo ~~ Fl~ehen yon const~nter Krfimmung. -- Sind d i e  

geodEtischen Curven der gegebenen Fl~che bekannt, so erh~|t man, n~ch Bianeh i 
und Lie ,  die ueuen Fl~chen dutch blosse Quadrah~ren. 

M a t h o m ~ , t i ~ c h e  Annalen X I X ,  2 8  



420 h.V. BXc~o.  

Dutch eine jede Transformation (11) wird ein Streifen in r in 
0o 1 Streifen in r' umgeformt, welche die gemeinsamen Integrale der- 
jenigen drei partiellen Differentialgleichungen 1. O. sind, die dutch 
Elimination yon x, y~ z, ~, q aus (11) und den Gleichungen des ge- 
gebenen Streifens entspringen. Ein Streifen einer Fl~che der con- 
stanten Krfimmung - -  a e wird also vermittelst der Transformation (20), 
(21) zu oc 1 Streifen ftihren, die auf je einer der o~ 1, der vorgelegten 
Fl~che entsprechenden Fliichen verlaufen. Demzufolge wird jede Cha- 
rakteristik yon (22) in cx~ t andere Charat~teristiken derselben Gleichung 
verwandel~. Diese anderei~ sind aus der ersteren durch blosse Elimi- 
nationen zu gewinnen, falls die o~ l Fl~chen be]~annt sind~ die ether 
dutch jene erste Charakteristik zu legenden Fliiche yon der constanten 
Krfimmung - -  a 2 entsprechen. 

Nun sind die Charakterist~ken yon (22) die Haupttangentencurven 
der Integralfl'iichen der Gleiehung. Folglich: Aus ether I'liiche yon 
constanter I~riimmu~g, deren itaul#ta.ngentencur~,en bckannt sind, letter 
man dwrch die oben erwiihnten Operationen ee andere Uliichen de.rselben 
Kriimmung mit ihren ttaupttangentencurven her. 

21. Eine Consequenz des u welche die Bestimmung 
der geodiitischen Curven einer Fliiche yon consflanter Kr[immung an- 
betrifft, mSchte ich nicht unbertihr~ lassen. Aus ether Fl~che yon 
constanter Kriimmung letter man, wit oben gezeigt~ e~ ~ andere Fl~ichen 
yon derselben constanten Kriimmung ab. Ich w'ihle eine yon ihnen 
beliebig aus. Sie bildet mi~ der ersten Fl~che die Centraflgche einer 
Schaar yon Parallelfi:~ichen. Dieselben werden durch zwei involuto- 
rische partielle DifferentialgIeichungen I. O. bestimmt. Aber fiir die 
Integrale dieser Gleichungen ist eine infinitesimale Beriihrungstrans- 
formation bekannt~ niimlich die Paralleltransformation. Deshalb werden 
jene Integra]fi:~ichen durch blosse Quadraturen erhalten. Entsprechend 
den oc 1 Fliichen, die dutch die Transformation (20), (21) aus der 
ersten Fl~che yon constanter Kriimmung abgeleitet~ werden, erhiilt 

man in dieser Weise e~ 2 Fl~ichen 0 -- Q ~ a ' welche die erstere 

Fliiche zur einen Schale ihrer Centrafi~chen besitzen. Sic bilden eine 
vollstindige LSsung der loartiellen Differentialgleichung 1. O., welche 
die allgemeins~e Fl~che definirt~ ffir welche jene Fliche yon constanter 
Krfimmung einen Theil der Centrafii~che bildet. Nun gilt abet" stets 
fblgender Satz: Wenn die Normalen ether zv~eifach unendlichen Schaar 
yon Fl~chen einen Liniencomplex bilden, and wenn f(x, y, z, ~ . )~  0 
oo t yon diesen Fl~chen dars~ellt, und dieselben keine Paralle]fl'~chen 
sind~ so werden die ant diesen Fliichen verlaufenden Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung 1. O., welche die supponirte z weifach un- 
endliche Fliichenschaar zu Integralen ha~ durch die Gleichungen bestimmt: 
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f ( x ,  y, z, z) = o, [ f ' ( x ) y  + [f'(y)]~ + [f(z)]~ = C [ f ' ( z ) ] L  

we C eino arbifirilre C o n s t a n t e  i s t*) .  

U n d  wei te r  wissen  w i t ,  dass  die C h a r a k t e r i s t i k e n  der  pa r t i e l l en  

Di f f e ren t i a lg l e i chung  1. O., de ren  In t eg ra l f l~chen  e ine  g e g e b e n e  F1Kche 
zum e inen  The i l  i h r e r  Centraf l~chen h a b e n ,  so dass die  N o r m a l e n  j e n e r  

*) Ich habe diesen Satz aus meiner Abhandlung fiber Kugeleomplexe in der 
Jahresschrif~ der Universit~i~ Lund T. IX. entlehnk Da er aber deft nur bei- 
liiufig, ohne Beweis ungegeben worden ist, so schreibe ich hler den Beweis hin. 
Sei f ( x ,  y ,  z, ;~1 ~) ~ 0 die Gleiehung einer Schaar yon ~2 Fliichen, deren Nor- 
malen einem gegebenen Linieneomplex zugeh6renl und seien Z, g so gewiihl~, 
dass bei cons~an~em Z jene Gleichung eine Schaar yon Parallelfli~chvn repri~sen- 
tire. Die einer Fl~che f ( x ,  Y l  z ,  ,~1 g) ~ 0 unendlich nahe liegende Parallelfl~che 
wird durch Elimina~on yon x,  y ,  z zwischen f ( x l  Y l  z ,  ;~1 ~ )  ~ 0 und den Glei- 
ch ungen : 

f "  (x)  

x ' =  x + ~ V[f '  (x~],§ [ f '5))~+ [f'(z)], ' 

y' = y + ~ f '  (y)  

V[ f" (x)]'-I- [ f '  (y)],-.I- [ f (z)]= ' 

L = z + ~  f'Cz) 
V [ f ' t x ) ] ~ +  [ f" Cy)]' ~ [ ( '  (z)] i 

oder 
x == x '  - -  ~ f ' ( x ' )  

Y[f'{z')]~ + [ f ' (y ')] '  -I- [f '(z')]~ ' 

f' (y') 
Y = Y' - ~ y V f - ( ~ ' ) ]  ~ + [f'(y')]~ + [ f ' ( z ' ) ] =  ' 

z = Z - -  ~ f ' ( z ' )  
/ / [ f ( x ' ) ] ~ +  [ f ' ( f f ) ?  + [ f ' (z ' ) ]  ~ 

(~ eine unendlich kleine Constante) 

erhalten. Demnach hat  man jene Farallelfl~che ausgedr(ickt dureh die Oleiehtmg 

f - -  ~ V[f ' (x ) ] '  W [f'(Y)]~ -t- [f'(z)]~ = o, 

wenn die Acceate der Buehstaben x,  y, z weggelassen werden. Andererseits is~ 
die Glelchung dieser Parallelfli~ehe v o n d e r  Form: 

f - f -  dt~f '(g) -~ O. 
Daher: 

d~  f ' (~)  = - -  s [/q-f-(x)]= + I f ( y ) ] ' +  ( f ( z ) ] ' .  

Die Charaktoriatiken der partieUen Differentialgleiehung 1.0.1 die unsero 
zweifaeh unendliehe Flltehensehaar ~.um volhiEndigen Integrahysteme hat, werden 
dureh die Gleichung: 

f'(~) + ef'(~) = o 
bestimmk Hier iBt c eiue arbitrate Constitute. Wird nun fiir f ' ( ~ )  sein obiger 
Werth gesetzt, so nimmt diese Gleiehung die Form an: 

I / [ f ( x } l , +  [.f'(y)], + [ f - ' ( z~  = ef'(~), 
womit der fragliche Satz bewiesen ist. 
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Fliichen sKmmtlich die gegebene Fiilche beriihren, also einen speciellen 
Linieneomplex bilden, Krfimmungscurven auf dell In~egralflSchen sind. 
Diese werden also in der genannten Weise aus den lntegralflgchen 
der par~iellen Differentialgleichung 1. O. durch Differentiationen and 
Eliminationen erhalten. 

Folglich leis man aus den anfangs gewonnenen co 1 Plhehen- 

schaaren p -  Q ' ~  1 dutch rein a]gebraische OperaLionen die eine 
t% 

Schaar der Krfimmungscurven derselben ab. Hierauf erh'~lt man welter 
durch ebenfalls rein a]gebraische Operationen die ihnen en~sprechen. 
den cx) 2 geodKtischen Ctlrven der zuerst  gew~ihlten Flhche yon con- 
stanter Kr[immung. Die geodiitischen Curven ciner ~Fliiche son con- 
stanter negativer Kriim~nung lassen sich also dutch Integration einer 

DiZerentialgleichung F ( x ,  y, ~Yx-)= einer arb. Constante (und nach- 
herige Quadraturen) finden. 

[Ich verdanke es eincr zuFs Bemerkung yon Lie fiber 
die geodiitischen Curven der Fliichen yon constanter Krtimmung, d~ss 
ich eine im M~nuscripte eingefiossene darauf bez[igliche ]rrung hier 
habe beseitigen kbnnen.] 


