Ueber Flichen  dritter Ordnung *

&),

(Daru whong melnere lithoaraphnte Fafeind

Von Frnix Keeiy in Ernasgiy.

Wenn cine Carve mit Doppelpunkten gezeichnet vorliegt, so kann
man aus ihr Carven derselben Ordnung ohne Doppelpunkt oder mit
weniger Doppelpunkten schematisch ableiten, indem man die in den
Doppelpuukten oder ecinigen derselben zusammenstossenden Curven-
fiste durch ihunlich verlaufende, sich nicht treffende ersetzt, Nach die-
sem ebenso cinfachen als fruchtbaren Principe **) erhiilt man z. B. oliue
Weiteres die beiden Grundformen der chenen Curven dritter Ordnung,
wenn man von der Corve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte
ausgeht und letzteren in dem cinen oder anderen Sinne auflost; man
crhiilt Beispiele von Curven beliebiger Ordnung, wenn man als beson-
clere Curve eine solche zeichnet, die in lauter gerade Linien zerfallen
ist, und auf deren Doppelpunkte den bewussten Process anwendet.

Ein iihnliches Verfahren ist im Raume anwendbar, wenn es sich
darum handelt, von den Flichen hohercr Ordnung eine Anschauung
zu gewimen. Man construirt cine besondere Fliche derselben Ord-
nung, dic mit cinzeluen Knotenpunkten oder auch mit Doppelcurven
behafict sein mag, wnd leitet aus ihr eine allgemeinere dadurch ab,
dass wan die an dic singuliiven Stellen hinantretenden Flichentheile

dureh dhnlich verlaufende ersetat %),

*) Vergl, eine vorliufige Mittheilung in den Berichten der physikalisch-
medicinischen Sociefiit zu Erlangen. Sitzung vom 5. Mai 1873,

*#) Wer dieses Princip zuerst verwerthet hat, lisst sich bei dessen grosser
Selbstverstiindlichkeit wohl kaum feststellen. Dem Verf. ist dassclbe, sowic na-
mentlich das Beispiel der Erseugung einer Curve nter Ordnung aus n geraden Li-
nien, von Pliicker her bekannt: vergl. z B. dessen Theorie der algebraischen
Curven (1859), in welcher fortwithrend iibnliche Ucberlegungen angewandt werden,

#%%) Past noch interessanter sind die Anwendungen, die man von demselben
rincipe in dualistischem Sinne auf Curven oder Flichen gegebener Clusse ma-
chen kaon, da man von den bei diesen Curven und Flichen auftretenden Gestal-
ten seither nur crst einc sehr wunvolikommene Kenntniss hat. Man hat sich an
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Indem ich auf diese Art versuchte, miv ciue pyossere Zabl von
Flichen dritter Orduung zu construiven, hewerhte ich, duss dic Me-
thode bei shnen, wie bei den Curven dvitter Orduung, fast olne Wei-
teres diberhaupt alle Gestalten crgabt. Teh gehe dabel von der Fliiche
dritter Ordnung mit vier reellen Knvlenpunhten uls speciellem Falle
aus. Eine solche liche ist leicht hevaustellen, da sie vollstindig be-
stimmt ist, wenn man das durch die Kuotenpunhie gebildete Tetraeder
und die Ebene der dvei auf der Fliche verbfenden cinfachen Gera-
den beliebiy annimmt (vergl. die Beschweibung eines Modells, das Herr
Neesen angefertigt hatte. GOt Nachvichten. Aug. 1872, sowie § 1.
des Folgenden).  Ucherdies hat die Fiche fiir den hier vorliegenden
Zweek den Yorzug, dass siv smr i ciner Art esistivt, udem jede
solehe Tliche In jede andere durch reelle Callineation iihergefithint
werden kann, dass {erner thre Knofenpunhie unter einander gleich-
werthig sind, weil die Fliiche Collineationen in sieh selbst hesitel, ver-
moge deren sich dic Knofenpunkte beliehig vertuuschen lassen.

Einen Knotenpunkt mit veellem Tangenteukegel K man in wwet
wesentlich unlerschicdenen Wetsen auflosen,  Vntweder sman verbidet
die 1in demselben zusammenstossenden Flichenthetle, so dass in der
neuen Fliche an Stelle des Knotenpunkies ein ditnner Ast mit hyper-
bolischer Nriimmung sich fiudet, oder man frennt dieselben von ein-
ander, so dass in der seuen Fliche zwel versehiedene Flichentheile
wit elliptischer Kretmmung einander segenither stehen, A deutlich-
sten sind die betden Processe vorzastellen, wenn man den veellen
Kegel zwarter Ovdiung als Uehergangstall zwischen einem einschaligen
und einem zweischaligen Hyperboloide auffusst,

Diese beiden Processe kasie man nun an jedem der vier Kuoten-
punkte der zu Grunde gelegten Fliche beliebig anwenden. M cr-
hillt dadurch eine Reihe von Flichen mit weniger als vier Kuoten-
punkten, inshesondere von YFlichen ohue Knotenpwikt. Und es soll
nun i Folgenden gezeigt werden, diss durch div so crzeugten Fli-
chen die Fléchen it veellen Knotenpunktcn, insbesondere dicjenigen
ole Knotenpunlt &n gecisson Sane collstiindiy reprisentirt sind. Wenn
wir bei diesen Erdrterungen uns auf solehe Flichen beschriinken,
welche getrenute conische Knotenpunkic oder gelegentlich einfache
biplanare Punkte hesitzen, und auch bei diesen nur solehe Fille be-
ricksichtigen, in denen die singuliren Punkte recll sind, so geschieht
es der Uebersichtlichkeit wegen: die Fliichen mit hiheren biplanaren

der Forkeuntniss, dass Lel diesen Gebilden Alles in dualistischem Sinue gerade so
ist, wie Lei den Gebilden der betreflenden Orduung, seither wolit eu sclir gentigen
luscen und st nur zu wenig za cinem concreten Vifussen der damit bezeichneten
witklichen Verhiiltaisse durchgedrungen
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Punkien oder uniplanaven Punkten, sowie die Flichen mit imaginiiven
Singularititen lassen sich aus den im Folgenden allein betrachteten
cbenfalls durch continuirliche Aenderung der Gestalt in durchaus an-
schaulicher Weise gewinneu.

Die Eintheilung der IFlichen dritter Ordnung nach ihrer Gestali,
wie sie sich aus diesen Betrachtungen ergiebt, fillt fiir die Flichen
ohne Knoten genau mit derjenigen zusammen, welehe SchlifTi nach
der Realitiit der geraden Iinien getroffen hat*), withrend sic sich fiir
die Flichen mit Xnotenpuukten in dieselbe zum mindesten cinorduet.
Der Grund fiie diese Uebercinstimmung liegt, ganz allgemein gesagt,
darin, dass bei den Flichen dritter Ordnung das Zusammenfallen von
Geraden und das Auftreten von RKnotenpunkien gegensvitig an einan-
der gekuiipft sind.  Aus demselben Grunde stimmen die Flichen der
von uns unterschiedenen Arten auch noch mit Bezug auf andere Ei-
genschaften itberein. Es geniigt dann hnmer, diese Eigenschaften an
einer cinzelnen mdglichst bequem gewiihlten Fliiche zu verfolgen,

In diesem Sinne sollen in den §§ 10.—14. die llichen mit 27
reellen Geraden einer nilieren Untersuchung unterworfen werden. Un-
ter der grossen Reihe gemeinsamer Eigenschatten gerade dieser Fli-
chen sei vor Allem hervorgehoben, dass dieselben immer ein reelles
DPentacder besitzen, dessen Seitenflichen sieh nitherungsweise angebeu
lassen, wenn dic 27 Geraden als bekannt vorausgeselzt werden.  KEs
sind hierdurdi die Gleichung 5% Grades, von der dic Pentacder-
ebenen abliingen, und die Gleichung 27 Grades, welche die Linten
bestimmt, in eine sehr merkwiirdige Bezichung gesctal.

Dic Bestimmung der Gestalten aller Fliichen dritten Grades mag
als Beitrag 7w einer allgemeinen Theorie aufuefasst werden, welche
vou den Gestalten algebraischer Flichen iibechaupt handelt. s sind
mit Bezugw aul letzterc in § 15. einige sich leicht darbietende Sitze
aufgeste]]f: worden., Sodann erdrtere jeh in den letzten I'aragraphen
gewisse Beziehungen, welche diese Uniersuchungen zu der sog. Ana-
lysis situs besitzen.

In einer meuercn Arbeit**) hat niimlich Hr. Schlifli, ausgehend
von der Iliche dritten Grades ohne Knoten, die in zwei getrennte
Theile zerfallen ist (nach seiner, wie nach der im Folgendeu einge-
haltenen Anfzihlung, die fimfte Art), die ithrigen Flichen vhue Kno-
ten nach ihvem Zusammeihange im Riemann’schen Sinne untersucht.

*) On the Distribution of Surfaces of the Third Order into Species cte, Phi-
losophical Transactions, t. 153 (1863), p. 193,

*#) Quand’ & che dalla superficic generale di ter ordine si stacca una parte
che non sia realmente scgata da ogni piano reale? Annali dy Matematica, t. V.,
p. 289,
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ine Anwendung der Ricmann’schen Vorstellungen aal” Gebilde
der projectivischen Geometric scheint mir wegen der verschiedenarti-
gen Auffassung des Unendlich-Weiten, die man in den gewdhnlichen
Untersuchungen der Analysis situs cinerseils, in der projectivischen
(tcometrie andererseits zu Grunde legt, nichi ohne vorherige Erovte-
rang ciner Reihe fundumentaler Pankte gestattet, die el bet dieser
Gelegenheit wenigstens habe bezeichnen wollen, wenn ich auch nicht
im Stande war, diesclben zu erledigen.

1.

o

Ueber ein Modell ciner Fldche dritter Ordnung mit vier reellen
Knotenpunkten.

Die Eigenschaften der Flichen dritter Ordnung nit vier Kuooten-
punkten sind in neucrer Zeit wiederholt untersucht worden, so dass sic
als weseutlich bekannt vorausgesetzt werden dirfen.  Bs sei daher nur
an die Lage der 27 Geraden der Fliche erinnert.  Vou densclhen fallen
24 in die als Gerade der Fliche viexfach zihlenden Kanten des Kno-
tenpunkt-Tetracders. Die drel iibrigen liegen iu einer belichig anzu-
nehmenden Ebene und bilden die Diagonalen des Vierseits, in welchem
dieselbe von den Tetraederfliichen geschnitten wird.

Es mogen jetzt dic vier Kuotenpunkte inshesondere recll voraus-
gesetzt sein.  Dann besteht die Fliche, von der durch dus Unendlich-
Ferne erfolgenden Trennung abgesehen, aus zwei zusammenhiingenden
Theilen, welche nur in den vier Knotenpunkten zusammenstossen.  Von
denselben 1st der cine nirgends byperbolisch, der andere nirgends
clliptisch gekriimmt. Denn dic parabolische Curve der Fliche besteht
Jloppeltedhlend aus den sechs Tetracderkanten, und es wird also ein Ucber-
gang von elliptischer zu hyperbolischer Krivmmung nur beim Durch-
setven eines Knotenpunktes, nicht beim Ueberschreiten der paraboli-
schen Curve stattfinden.

Um eine concrete Anschauung von dev Gestalt, welche eine solche
Fliche besitzt, zu vermitteln, sei hier die Beschreibung eines Modells
lersclben gegeben, das Hr. Weiler auf meinen Wunsch anfertigte,
ind auf welches sich die ebenfalls von Hrn. Weiler entworfene Zeich-
g aul Tafel . bezieht. Die vier Kuotenpunkte bilden in demselben
in gleichseitiges Tetraeder, dessen eine Seitenfliche horizontal gestellt
ind nach oben gekehrt ist. Der elliptische Theil der Fliche fillt
whe mit dem von den vier Knoten begrenzten endlichen Tetraeder
usammen und weicht nur dadurch von demselben ab, dass statt der
benen Begrenzungen convexe Partiecn auftreten. Der hyperbolische
heil relzt sich nach aussen an die vier Knotenpunkte an uvnd breitet
ich von diesen ab wesentlich horizontal aus, so dass er die unendlich
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ferne Ebhenc iu cinem symuietrischen Curvenzuge schueidet, der drel
auf einer Horizontalen gelegene Wendungen besitzt. Durch  diese
Symmetrieverhiltnisse ist ersichtlich der untere Kuotenpunkt, wiewohl
nicht in projectivischem Sinne, ausgescichuet.  Weiler unterhadb des-
selbey, um die Hohe des Knotenpunktetraeders von it cutfernt, he-
findet sich in hovizoutaler Lage die Kbene der cinfach zithlenden Ge-
raden; die geraden Linien in ihe bilden cin gleichseitiges Dreieck.

185 wurde bereits hervorgehoben, dass die Fliche dritter Ordnung
mit vier reellen Knotenpunkten fiie die projectivische Auffassung nur
eine Art dwrstellt, und in diesem Sinne vepriisentirt das geschilderte
Modell also alle derartigen Fliichen.  Die ritumliche Ansehauwung 1ost
sich aber nur schwer von der gewdhulichen Weise by, fiic welehe das
Unendlich-Weite seine besondere Gellung beansprucht, Tusofern st
es nicht gleichgiiltig, dass in dem Modelle gerade cin Fall dargestellt
ist, in welchem dic unendlich ferne Ebene nur den liyperbolischen
Theil der Fhiche und zwur vach einer Corve oline Oval schneided.
Bs werden dadurch gewisse charakleristische Uchergiinge, deren Be-
trachtung im Folgenden nothwendig wird, besonders anschaulich, in-
dem sie ihren Binfluss nur auf ganz im Mudlichen gelegene Partieen
der Pliche erstreeken. Das in der Kinleitung erwithule Neesen'sche
Modell hatte einen anderen Fall zur Anschauung gebrachi (das Un-
endlich-Weite ist bei il eine aueh ganz auf dem hyperbolischen Theile
gelegene Curve, aber mit Oval); bei il sind die beaiiglichen Verhiilt-
nisse nicht so leicht zu verfolgen.

§ 2.
Ableitung neuer Flichen aus der Fliche mil vier resllen Knoten,

An jedem der vier Knotenpunkte des Modells mag man nun den
Pvocess des Verbindens oder des Tremmens, wie er in der Linleitung
geschildert wurde, anbringen.  Da die vier Knotenpunhie projectivisch
unler cinander gleichberechtigt sind, auch keine ihrer Grappirungen
zu zwei, drei ausgezceichnet ist, so wird es uur auf dic Zahl der Kno-
tenpunkte ankommen, dic von dem einen oder anderen Processe be-
troffen werden, und wir kdénnen die bez. Knotenpunkte in jedem Falle
den Symmetrieverhiltnissen der Fliche mbglichst entsprechend withlen.

Soll insbesondere (und dieser Fall allein wird im Folgenden spe-
cieller erdrtert, um an ihm das Verhalten der Flichen beim Auftreten
biplanarer Punkte allgemein zu charakterisiven) nur cin Knotenpunlkt
anfgelost werden, so wihlen wir den unteren. Die beiden so hervor-
gehenden Flichen mit drei Knoten mogen mit T und 1T bezeichnet
sein, je nachdem der Process des Verbindens oder des Trenuens an-
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gewandl wurde. Oder, wenu die beiden Processe allgemein dureh +

und — bezeichuet werden, so wird man das Schema habew:
1 -
. —.
Von Flichen mit zwei Kuoten erballen wir drei Arten, die heziig-
lich durch:
Lo
| -
. — —

bezeichnet sein sollen,
Flichen wmil einemt Knoten giebl es vier:
I+
04—
m 4 ——
v — ——

endlich von Flichen ohne Kuoten fiinf:

I +4++
U 4+ —
M 44— —

IV o e
Vo

Es ist ersichtlich, dass die letsterzeugten finf Flichen mit Aus-
nahme der fiintten aus einem iherall zusammenhiingenden Theile be-
stehen; dic Fliche V enthilt zwei getrenute Theile.

Aus diesen Fliichen sollen wun noch weitere abgeleitet werden,
indemt man sich einen oder cinige der vorhandenen Knotenpunkte
durch die biplanare Form hindurch findern Yisst, sofern dies mbglich
ist.  Hierzu wird aber die Betrachlung eives biplanaren Knotens an
sich und des Uebergangs einer Fliche mit gewdhnlichem Knoten in
eine solche wmit biplanarem Knoten iberhaupt erforderlich.

§ 3.
Usber Fléchen mit biplanarem EKnoten *).

Der Kegel zweiter Ordnung, der von den Tangenten in einem
biplanaren Knoten einer Fliche gebildet wird, ist in ein Ebenenpaaur

*} Vergl hicrzu die Erdrterung, die Schlifli gicbt: Philosophical Trans-
actions. 1863. p. 207.
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ausgeartet. Dieses Ebenenpaar kauu reell oder imaginir sein. Jeden-
talls ist der Durchschnitt der beiden Ebenen, die Aze des biplanaren
Punktes, wie er genaunt sein mag, reell. Withrend eine dareh den
biplanaren Punkt beliebig  durchgelegte Kbene die Iliiche in einer
Curve mit Doppelpunkt trifft, ist dic Durchschnittseurve der Fliche
mit ciner durch die Axe gehenden Ebene cine Curve mit Spitue, deren
"Pangente eben die Axe ist.

Sind nun dic beiden ausgezeichneten Ebenen imaginiir, so ist diese
Spitze fiiv alle derartigen Ebeneu gleich gervichtet. Die Iliche hat in
der Nihe des biplanaren Punktes eine Gestalt, wie weun sie durch
Rotation einer Carve mit Spitze um deren Tangente entstanden wiive.

Bei dem hiplanaren Punkte hingegen, der reelle Ebenen Desitat,
ist die Spitze der ausgeschuittenen (urve verschieden gerichtet, je
nachdem die gewithlte Ebene dem einen oder anderen Winkelraume
angchort, der durch die beiden ausgezeichneten Ebenen begrenzt wird,
Der Uebergang von der einen zur anderen Lage findet in den ausge-
zeichneten Ebenen statt, welche ihrerseits die IMliiche nach einer Curve
mit dreifachem Punkte schueiden. s sind hierbel wiederum zwet
Ifille zu unterscheiden, die freilich den Zusammenhang der Fliche in
der Nihe des singuliren Punktes nicht wesentlich beeinflussen.  Der
dreifache Punkt der Schnittcurve hat niimlich cutweder nur einen
recllen Ast oder er hat drei reelle Aeste. Die beiden Fille (eigent-
1ich sind drei Liille biplanarer Punkte mit reellen Kbenen zu unter-
scheiden, da die einzelne Ebene unabhiingie von der anderen beide Arten
des Ucbergangs zeigen kann) sind auf Taf. II., I zur Anschanung
gebracht. In dem ersten Falle (Taf. 1I.) wird die Spitze der Durch-
schnittscurve, welche eine durch dic Axe gelegte Ebene mit der Fliche
genein hat, immer flacher, sowie mau dic Ebene der ausgezcichneten
Liage niihert, d. h. die in der Spitze zusammenstossenden Aecste der
Curve biegen sich immer rascher von einander weg. An der Grenze
sind die beiden Aeste der eine in die Verlingerung des anderen
iibergegangen, die Spitze selbst ist verschwunden. Bewegt man die
sschneidende Bbene iiber die Grenzlage hinaus, so crscheint die Spitve
wieder, aber nun nach der anderen Seite gerichtet. In dem zweiten
Falle (Tafel 111.) ist der Uebergang ganz anders. Wenn sich die
schueidende Ebene der Grenzlage uiihert, so treten an die Spitze zwei
weitere Aeste der Durchschnittseurve hinan. An der Grenze entsteht
aus der Verschmelzung derselben mit der Spitze der dreifache Punkt
in der Weise, dass die Spitze die Hilften zweicr Aeste des dreifachen
Punktes gelicfert hat. Ilernach Iost sich der dreifache Punkt in ent-
sprechender Weise aber in umgekehriem Sinne wieder aul.

Unabhiingig von diesem Unterschiede hat der biplanare Punkt mit
reellen Ebenen ersichtlich die Eigenschaft, dass man ayf der Fliche
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von jedem Punltc i dev Néhe des biplanaren zu jedem anderen benach-
barten gclangen hawn, olae den Diplanaren Punkt zu durchselzeny wir
werden sogleich aul diesen Untersehied zuriiekkommen.

4.

oun

Ableitung des biplanaren Knoten aus dem conischen.

Betrachten wir jetzt, wic eine Fliche mit biplanavem Knoten aus
ciner mit gewdhnlichem Kuoten hervorgehen kann.

Beim biplanaren Puukte mit imaginiiven Ebenen ist das leicht er-
sichtlich. Kine ebene Curve mit Spitze ist der Uchergang zwischen
emmem isolivten Knoten, an den sich ein Curvenzug mit zwel
Wendungen heranziecht, und cinem nicht isolivten Knoten, der eine
kleine geschlossene Schleife besitst (vergl. Fig. 1. Tafel V). Die
mit dem biplanaven Punkte versehene fliche bildet den Ucbergang
zwischen einer Fliche mit isolittem und einer Iliche mit nicht iso-
lirtem Knoten, wie sie aus den bez. Curven durch Rotation um die
Symmetrie-Axe hervorgehen.

Beim biplanaren Punkie mit reellen Ebenen ist der Ucbergang
der folgende.  Die I'liche mit Knoten muss hier die eben hevvorge-
hobene Fagenschaft des Zusammenhangs wm den singuliven Punkt herume
cbenfalls besiteen.  Sie ist daher folgendermassen gestaltet (vergl.
Fig. 2. Tafel IV.).  Durch die Axe des spiiteren biplanaren Punktes lege
man schneidende Ebenen.  Dieselben schneiden zum Theil in einer
Curve mit isoliriem Punkte, zum anderen Theil in einer Curve mit
nicht isolirtem Knotenpuukte, aber lleiner Schicife. Stellt man die
Fliche so, wie in der Zeichnung geschehen ist, dass sieh die Curven
der ersten Art wesentlich nach unten erstrecken, so erstrecken sich
die Curven der zweiten Art (abgesehen von der kleinen Schleife) we-
sentlich nach oben, Unterhalh des Knotens befindet sich daher, wie
in der beigegebenen IMigur zu sehen, eine Art kleiner Oeffnung der
Fliche, Zieht sich diesclbe vollends zusammen, so hat man den bi-
planaven Punkt. Aendert sich die Fliche weiter, so tritt diese Qeff-
nung wieder auf, aber nun oberhalb des Punktes und um einen rech-
ten Winkel gedveht. Leim Durchgange dwrch den biplanaren Punkt
reproduciren sich also die an dic singuléire Stelle angrenzenden Fléichen-
theie mur i wderer Anordnung ; sic scheinen wm 90° wm die Aze des
biplanaren Punkles gedrelt wund dann an der gegen die Aze senkrechicn
Ehene yespiegelt.

Auf die Knotenpunkte der beiden Flichen, welche sonach den
I'liichen, die cinen biplanaren Punkt mit reellen Ebenen besitzen, be-
nachbart crscheinen, wende man jetzt die zur Verfiigung stehenden
Aenderaugsprocesse des Verbindens oder Trennens an.  Man erhiilt
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dann ersichtlich bei beiden Tliichen die niimliclien Resultate, wie sie
1 [Migur 1, 2 der Tafel V. davgestelit sind.

Litwas ganz Achnliches findet in dem Falle statt, dass man os
mit einem biplanaren Punkte mit nnaginiiven Ebenen za thun hat.
Wendet mair auf die Fliche mit anicht isolirtem Knoten, die der
Iliehe mit biplanarvem IKnoten benachbart ist, die Processe des Ver-
bindens oder Trennens an, so exliilt man dasselbe Resultat, als wenn
man hei der Fliiche mit isolivtem Knoten diesen Kuoten die Aende-
rangen eingehen lisst, deren er fibig ist, &l wenn man ihin ent-
weder ganz verschwinden oder in eine Kleine Kugel ithergehen lisst,

Als Resultat dieser Ucherlegungen midgen  wir also Folgendes
Tvinstellen:

vine Ildehe mil biplanarem Knoten Lildet freilich din Uebergang
zevischen sweierlee Flichen mit geacilodichens Knotew; awendet we aber
cearf diese Knolen dic beiden (o jedeny Falle zulitssiyere dnfloseproesse
cear, so soud die Lesullate Lei beiden Ilichm dieselben.

NS

h

Ableitung weiterer Flichen dritter Ordunung.

Aus den in § 2. aufgestellten Flichen sollen jetzt weilere abge-
feitet werden, indem man die cinzeluen Kuotenpunkle, sofern es miy-
lich ist, sieh durch die biplanare Form hindurch ifndern Fisst.  Be-
trachten wir zu dem Zwecke die einzelnen Flichen genauer.

Ein Durchgang durch einen hiplanaren Kuoten nut imaginiren
I8henen kann crsichtlich so lange nicht stattfinden, als noelr ¢in an-
derer Knoten vorhanden ist. Denn die Verbindungslinie beider Kno-
ten wiirde der Fliche ganz angehoren, withrend doeh durcl cinen bi-
planaren Punkt mit imaginiven Kbenen niemals eine reelle Gerade
hindurchgehen kann,  Aber unter den Flichen mit einem Knoten hat
nur IV eine solche Gestalt, wie sic behufs des gedachten Ueberganges
nothwendig ist. Diese Fliche IV kann wirklich cinen biplanaren
T notenpunkt der gemeinten Art erhalten; dndert sic sich durch diesen
hindurch, so giebt's eine Fliche IV’ mit isolirtem Knoten, dic als
neue Fliche den vier mit einem reellen Knolen hinzugeliigt werden
mag.

Ein Durchgang durch einen biplanaren Knoten mit reellen Ebenen
setzt ebenfalls, nach § 4., cine gewisse Art des Zusammenhangs bei
der urspriinglichen Fliche voraus. Betrachten wir, siatt aller anderen,
dic beiden Flichen I und I mit dvei Knoten. Bei IT ist ein solcher
Uebergang ersichtlich nicht miglich, weil die in cinem Knoten zu-
sammenstossenden Flichentheile weiter keinen Zusammenhang zeigen.
Anders bei 1. Thier kbnnen sich simmtliche drei Knoten durch die
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biplanare Form hindurch indern und das giebt, je nachdem es bei
1, 2, 3 Kunoten geschieht, drei neue Arten mit drel Knoten:
I, 1 I

Bei den Flichen mut zwei Knoten stelleu sich die Verhiiltuisse so:
Im Falle 111 ist keinerlei Uebergang durch eine biplanave Form mbg-
lich. Bei II und I finden Uchergiinge statt. Hbenso ergeben die
Fille I, 11, 1T der FEichen mit einem Kuoten eine Reihe nener For-
men; der Fall IV, der eben schon die Fliche mit isolivtem Puunkte
ergeben hat, liefert hier keinen Beitrag.

Wenn man an den Knotenpunkten der so erhaltenen neuen Fli-
chen nunmelir die beiden gestatteten Aenderungsprocesse anbringt, so
erhilt man nach dem Schlusssatze des § 4. nichts Neues. Awf die
Flichen ohne Knotenpunkt inshesonderc ist also die Aenderung der
vorangehenden Flichen durch ddie Formen mit biplanaren Kunoten hin-
durch ohne Einfluss.

§ 6.
Die abgeleiteten Flichen erschipfen alle Flichen dritten Grades mit
reellen conischen Knotenpunkten.

Ich behaupte nun, dass die abgeleiteten Flichen alle Ilichen mit
drei, zwei, einem veellen conischen Knoten bez ohne Knoten reprii-
sentiren. Der Sinn dieser Behauptung muss durch niiliere Umgrenzang
des Art-Begriffs zauniichst priicisirt werden. Unbedingt als zu dersel-
ben Art geliorig betrachie ich diejenigen Flichen dritten Grades,
welche dureh reelle Collineation in einander iibergehen. Ieh rechne
ferner aber zu derselben Art solche Fichen, welche durch allmiihliche
Aenderung ihrer Constanten so in cinander iibergeleitet werden kon-
nen, dass wihrend des ganzen Aenderungsprocesses kein newer oder
kein hoherer singuliiver Punkt auftritt,

Die folgende Auschauungsweise seheint geeignet, diesen Artbegriff
noch deutlicher za machen. Kine Fliche dritter Orduung hiingt von
19 Coustanten ab. Die Gesammtheit aller Flichen dvitter Ordnung
(wobel nur an Flichen mit reellen Coetficicnten gedachi sein soll)
bilden also eine Mannigfaltigkeit von 19 Dimensionen. In dieser
Mannigfaltigkeit fillen die Flichen mit Kuotenpunkt einen Rauw von
nur 18 Dimensionen aus, welcher die ganze Mannigfaltigkeit in eine
Reilie getrennter Gebiete zerlegt, so dass man aus cinem Gebiete in
ein anderes nor dadureh trelen kann, dass man diesen Raum von 18
Dimensionen durchsetzt.  Jedes dieser Gebiete reprisentivt nun eine Art
von Klichen olme Knotemnokt,

Mit Bezug auf diese Definition der Art kbnnte man einen Ein-
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wand machen.  Nach demr Vorhergehenden sollen zu derselben Art
in erster Linie alle Flichen gehiren, die aus ciner Fliiche durch reclle
Collineation hervorgchen.  Aber nicht alle reellen Collineationen habexn
die Kigenschaft, durch Wiederholung unendlich kleiner veeller Colli-
neationen ableitbar zu sein.  So ist es z. B. mit denjenigen Collineatio-
nen, welche aus rechtsgewundenen Curven linksgewundene machen.
Hs ist daram nicht von vornherein ersichtlich, dass alle 2u einer Art
gehorige Flichen ein einziges zusammenbiingendes Gebiet in dev
Mannigfaltigkeit aller Fliichen constituiren. Aber dieses Bedenken er-
weist sich als unbegriindet. Man beachte, dass diejenigen Collineatio-
nen, dic sich nicht durch Wiederhelung unendlich kleiner Collineationen
rusammensetzen lassen, von den anderen nur durch Collineationen mit
verschwindender Determinante — die dann allerdings als unzuliissig
auszuscheiden sind — getrennt sein konuen. Collineationen der lets-
teren Art zichen aber alle Flichen und also auch alle Flichen dritter
Ordnung in (mehrfach ziblende) Ebenen, die Gesammtheit aller Fii-
chen also in ein Gebiet von drei Dimensionen zusammen, und Gebiete
von drel Dimensionen sind nicht hinrveichend, um Gebicte von 19 Di-
mensionen in verschiedene Theile zu zevlegen. Jede Flirhe derselben
Art ligsst sich also aus jeder amderen duveh continuirliche Aenderung
der Copfficienten ableiten™).

Entsprechend, wie wir jetzt bei den Flichen ohne Knoten Arten
unterschieden haben, ist bei den Fiichen mit Knoten zu verfahren.
Die Manuigfaltigheit von 18 Dimensionen z. B., wic sie durch die
Fliichen mit einem Knoten vorgestellt wird, ist durch Mannigfaltig-
keiten von 17 Ausdelnungen, die sich auf die Flichen mit zwei Kno-
ten oder mit biplanarem Kuoten beziehen, in Gebiete zerlegt u. s. f.
Der Siun unserer Behauptung ist nun der, dass dic von uns abgeleiteten
Flichen dic iiberhaupt vorhandenen Gebicte, sofern sich dieselben nicht auf
Fléichen mit hiheren oder mit imaginiiren singuldren Punkien beziehen,
vollstiindig und jedes nur etmmal reprisentiren.

§ 17

Beweis des aufgestellten Satzes,

Der Beweis des aufgestellten Satzes ergicbt sich nun fast unmit-
telbar. Man hat sich nur zu iiberzeugen, dass dic niederen Manmg-
faltigkeiten, welche in jedem einzelnen Falle dic Trennung der gerade
betrachteten Mannigfaltigkeit in Gebiete bewirken, keime anderen sein

* Die ganze Vorstellungsweise von der durch div Flichen repriisentirten
Mannigfaltigkeit, sowie insbesoudere dieser Satz, haben picht nur bel Flichen
dritten Grades, sondern iiberhaupt bei Flichen holieren Grades ihre Geltung.

B L . Ny an
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kinnen, als die ohnehin schon in Betracht gezogenen. Der Beweis
dafiir ruht darin, dass alle anderen Manmigfaltigheiten, an die man
wiirde denken kinnen, nicht die Zahl von Dimensionen haben, die
ausreicht, um eine Trennung in Gebiete zu begritnden. So wird z. B.
die Mannigfaltigkeit von 19 Dimensionen, die dureh die Flichen ohue
Kuoten repriisentirt ist, nur durch die Flhichen mit einem Kuoten in
Gebiete zerlegt werden konnen, nicht aber z. B. durch die Ilichen
mit zwel imagindren Knotenpunkten, da letztere nur von 17 Constan-
ten abhiingen. Der cigentliche tiefere Grund, warum die Derivation
aller Gestalten bei den Flichken dritter Ordnung so cinfach gelingt,
wiihrend sie z. B. bei den Ilichen vierter Ordnung viel complicirter
sein diirfte, liegt eben darin, dass bei den Ilichen hiherer Ordnung
auch Fille mit Doppelcurven ete. vorhanden sind, die von hinling-
lich vielen Constanten abhiingen, um Unterabtheilungen zu begriinden.
Die Fliche dritter Ordnung mit dem Maximum der Doppelpunkte, 4,
hiingt noch von 15 Constanten ab, withrend die Fliche mit Doppel-
gerade nur 12, die Fliche, welche in eine Ebene und eine Iliche
zweiten Grades zerfallen ist, auch nur 12 Constanten hat. Bei FlLi-
chen vierter Ordnung hat die Fliche mit dem Maximum der Knoten-
punkte (die Kummer’sche Fliche mit 16 Knoten) 18 Constante; eine
Fliche dagegen, die in eine Fy und eine Ebene zerfallen ist, 22.
Auch dass die Unterscheidung, welche bei den Fliichen mit # Kno-
ten stattzufinden hat, je nachdem ein Knoten sich durch die hiplanare
Form geiindert hat oder nicht, fiir die Fliichen mit + — 1 Knoten ohne
Einfluss ist, wird man jetzt olne Weiteres einsehen. Es sei z. B.
r==1: Wir fassen das Gebiet der Flichen ohne Knoten mit 19, das
Gebiet der Flichen mit einem Knoten von 18 und endlich die tren-
nenden Gebiete auf letaterem mit ihven 17 Dimensionen in's Auge. Um
die Zusammenhangsverhiiltnisse zwischen diesen verschiedenen Riiumen
deutlicher 2u fibersehen, mgen wir zwischen den Constanten der Fliichen
16 willktirliche Relationen annehmen, wodureh die Gebiete der Iliichen
ohne Knoten, mit einem Knoten, mit mehr oder hitheren Singularititen
bez. auf 3, 2, 1 Dimensionen herabgedriickt werden.  Als Bilder der
Mannigfaltigkeiten mag man dann den Punktraum, eine ihn durchsetzende
Flicke und auf der letzteren verlaufende Curven betrachten. .s fragt
sich, in wie viele Kammern der Raum durch die Fliche rerlegt wird,
Die auf der Fliche gezogenen Curven eutsprechen der Annahme 2weier
Knotenpunkte oder eines biplanaren Punktes, Ersichilich sind die
ersteren Doppeleurven der Fliche, die letzteren Riickkehreurven. Die
Rickkehrcurven kinnen aber niemals dazu beitragen, den Raum in
getrennte Gebiete zu zerlegen; withrend eine solche Zerlegung bel jeder
nicht isolirten Doppeleurve wirklich zu Stande kommt. Dies ist, nur
anders ausgesprochen, der Satz von der Einflusslosigkeit der biplanaren



Ueber Flichen dritter Ordnung. 563

Punkte, wie ¢r in § 5. in Anlehnung an die unmittelbare Anschau-
ung gewonnen wurde.

Noch in der folgenden, mehr anschaulichen Weise, mag man
sich von der Vollstindigkeit itherzeugen, mit der die von uns abgelei-
teten Flichen die Flichen dritten Grades repriisentiren.

Betrachten wir zuniichst Flichen dritten Grades mit dyei reellen
Knotenpunkten. Ks sei f == 0 eine irgendwie gegebene Fliche der
Art, so construire man ecine Fliche ' mit vier Knoten, welche drei
Knoten mit / gemein hat, und betrachte das Biindel f 4 Af" = 0. In
demselben werden (moglicherweise) cine grossere Zahl von Ilichen
mit vier Knoten auftreten; diejenige unter ihnen, welche dem klein-
sten positiven oder negativen Werthe von 1 entspricht, heisse . Aus
der Fliche @ geht | dann heyvor, indem der vierte Knotenpunkt cinem
der bewussten beiden Processe witerworfen wird, indem ferner ecine be-
Liebige Zall dev drei bleibenden Knotenpunlite dureh dic biplanare Form
Rindurch sich dnderf. Aber andere Unstetigkeiten kdonnen nicht eintreten,
weil dazu besondere Bedingungen zu erfiillen wiiren, die man immer als
nicht erfillt ansehen kann; die Flichen mit drei Knoten sind also
durch die von uns aufgestellten Arten crschopft. Jetat zeigt man
dasselbe fiir Flichen mit zwei Xnoten, dann fiic die ¥lichen mit einem
Knoten und endlich fiir die Flichen ohne Knoten, womit dann der
allygemeine Bawers erbracht ist.

§ 8.

Ueber den Verlauf der geraden Linien anf den erzeugten Flichen.
Zusammenhang der gewonnenen Eintheilung mit der von
Schlafli.

Den Ausgangspunkt fir die Erzengung aller anderen Flichen bil-
dete die Fliche mit 4 Knoten. Die Lage der geraden Linien auf ihr
ist bekannt (vergl. § 1.). Wie die geraden Linien auf den abgeleite-
ten Flichen vertheilt sind, ergiebt sich durch eine einfache Ueber-
legung, die nun entwickelt werden soll.

Denken wir die abgeleiteten Flichen von dér urspringlichen
Fliche mit vier Knoten zuniichst wenig verschieden. Dann werden
sich die drei einfach ziblenden Geraden der urspriinglichen Fliche
auf der abgeleiteten wiederfinden. Denn keine von ihnen kann sich
mit einer anderen Geraden vereinigt haben und dann imaginir gewor-
den sein, weil sie von vornherein zu keiner Geraden benachbart war.
Es fragt sich also nur nach dem Verhalten der 24 bei der urspriing-
lichen Fliche in den G Tetraederkanten vereinigten Geraden.

Hier gilt nun offenbar: Werden die in cinem Knotenpunlic an
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etnander stossenden Flichentheile von cinandey yelrennt, so werden die
bes. Geraden tmagindr; und man wird vernmthen: Werden die Theile
Jingegen wvereimigt, so tremncn sich dic beg. Geraden v die doppelle
Zahl reeller. Kine gerade Linie z. B., welche durch zwei Knotenpunkte
hindurchging, die beide von dem Processe des Verbindens betroffen
wurden, wird sich in vier reelle Gerade gespalten haben,

Um dies sicherer einzusehen, als es bei der geringen Uebung,
welcbe unsere yiumliche Anschavung in solchen Dingen besitut, we-
lingen will, bilde ich die Fliche dritten Grades von einem ihrer Punkte
durch Projection auf eine Doppelebene ab. Den Projectiouspunkt
wiihle ich auf dem elliptischen Theile der urspriinglichen Fliiche, etwa,
in dem auf Taf. I dargestellten Falle, in dem hochstgelegenen Punkte
des elliptischen Theils. Dabei wird, nach bekannten Kigenschaften
der Fliche dritter Ordnung mit vier Knoten, cine aus einem Kegel-
schnittpaare bestehende Uebergangscurve aunftreten, deren vier Doppel-
punkte den Knoten der Fliche entsprechen. Nun aber bhefindet sich
der elliptische Theil ganz innerhalb der in den Knoten berithrenden
Tangentenkegel. Bei der besonderen Wahl des Projectionspunktes,
die wir getroffen haben, wird daber das Kegelschnittpaar imaginir
sein, die Uebergangscurve sich auf vier isolirte Punkte reduciren. Die
sechs Verbindungsgeraden dieser vier Punkte sind dic Bilder der sechs
auf der Flache liegenden Tetraederkanten. Der Kinfluss einer Defor-
mation der Fliche auf dic Geraden derselben lisst sich jetzt in der
Abbildung studiren. Denn die Bilder der geraden Linien sind, wie
Geiser entwickelt hat (Mathematische Annalen Bd. 1), die Doppel-
tangenten der bei der Abbildung auftretenden Uebergangscurve vierter
Ordnung, welche letztere in dem speciellen bis jetzt betrachteten Falle
in ein Kegelschnittpaar ausgeartet war,

Die Aenderung, welche die Uebergangscurve bei der Deformation
der Kliche erfihrt, ist aber diese: Zerreisst man die an einen Knoten
hinantretenden Flichentheile, so verschwindet der bez isolirte Puukt
der Uebergangseurve vollends: im umgekehrten Falle wird er ein klei-
nes Oval. Wendet man z. B. den Process des Verbindens auf alle
Knoten an, was die von uns mit 1 bezeichnete Art ohne Knoten er-
giebt, so geht die'Uebergangscurve in 4 Ovale iiber. Dieselben haben
unter einander 24 reelle Doppeltangenten (ausserdem sind 4 Doppel-
tangenten, wie schon im Falle des Kegelschnittpaares, isolirt). Mil den
Irei einfach zihlenden Geraden, die die Fliche ohnehin besitzt, ergiebt
lies 27 Gerade; die mit I bezeichnete Fliche ohne Knoten hat also
auter reelle Gerade.

Die entsprechende Abzihlung ergiebt bei den vier anderen Flhi-
*hen ohne Knotenpunkt bez.

15, 7, 3, 3
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veelle Gerade. Die dici ersten Arten enisprechen also einzeln den von
Sehlifle unterschiedencn Arten, insofern diesclben durch die Zahl der
reellen Geraden villiy charalkterisivt sind; dic beiden letzten Arten ent-
sprechen zusammen der vierten und finflen Art Scllifli’s, und cs
bleibt zu undersuchen, ob auch cin Lntsprechen im Einzelnen stattfindet,

Diese Untersuchung ist durch Schlifli’s bereits genannte Arbeit
(Annali di Matematica V.3 erledigt, wo er zeigt, dass die zweitheilige
Iliiche (unsere funfte Art) mit seiner fiinften Art zusammenfiillt. Die
vierte und fiinfte Art bel Schlifli sind durch die Zahl der reellen
Dreiccksebenen unterschieden, sie betriigt bez, 7 und 13. In der That
ist nun leicht zu sehen (Schlufli’s Betrachtung in den Annali be-
nutzt ganz ihuliche Momente), dass auch unsere flinfte Art 6 reelle
Dreiecksebenen melir besitzt als die vierte. Denn die 3 Ebenen,
welche man durch die drei isolirten Geraden der Fliche und den Kno-
tenpunkt legen kann, dessen Flichentheile im Falle IV verbunden, im
Falle V getrennt werden, gehen eben deshalb im Falle V in 6 reelle,
im Falle IV in imaginiire Tangentenebenen {iber, und diese Tangen-
tenehenen sind Dreiecksebenen, da sie, durch cine Gerade der Fliche
hindurchgelegt, in einem nicht der Geraden angehbrigen Punkte be-
vithren. Also auch die Avten IV wnd V endsprechen der vierten und
fiinfien Art Scllifli’s.

Durch das niimliche Raisonnement beweist man einen Satz, den
mir Hr. Sturm mitgetheilt hat. Hine Tetracderkante liefert imagi-
niire Gerade, sowohl wenn beide auf ihr befindlichen Knotenpunkte zet-
rvissen werden, als auch, wenn diess nur bei einem der Fall ist. Man
findet nun nach Hrn. Sturm, dass dic Gerade villiy imagindy wird,
wenn das letztere cintrat, dass sic dagegen im ersteren Falle punktirt
" dmmagindr wird. Doch gehe ich hier nicht niher auf die Betrachtung der
einzelnen Iflle ein, als deren Summe eben die Sturm’sche Regel re-
sultirt.

Aber auch die Klichen mit Knoten, wie wir sie abgeleitet haben,
entsprechen den von Schlifli unterschiedenen Arten. Man findet
durch blosses Abzihlen der geraden Linien, dass sich entsprechen:

Fliichen mit drei reellen Knoten:
1 Sehlafli VIII, 1
Il " Vili, 2.
IMliichen mit zwei reellen Knoten:
I Sechlafli 1V, 1
I " 1v, 2
T ” Iv, 3
Flichen mit einem reellen Knoten:
I Sechlifli 1I,
11 s 1, 2

—
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M1 Sehlafli T, 3
IV LI 4

Hiermit sind Schlifli’s Arten bis auf die mit cinem isolirten
Knoten (IT, 5) erschopft; eine solche wurde aber weiterhin (§ 4.) ab-
geleitet und wunter den mit einem Knoten verschenen Fliichen durch
IV’ bezeichnet, so dass also alle in Betracht kommenden Arten unter
den unseren nachgewiesen sind.

§ 9.
Weiterer Vergleich mit Schléfli’s Eintheilung.

Dic Beziehung zur Schlifli’schen Eintheilung wurde erst dar-
gelegt fitr diejenigen Fliichen, die von der urspriinglichen Fliche mit
4 Knoten wenig abwichen., s bleibt nachzuweisen, duss wnsere Aw-
ten thiem ganzen Umfange nach it dew Schldfli schen coincidiven,
es bleibb zu begriinden, warune dic von wuns in § 1. aufyesteliten newen
drten fier Schlafli’s Linthedungsprineip, bis auf dic cine At TV
dey Plichen mit cinem Knolewpml e, Leine neven Arten begriinden.

Um nicht 2u sehr durch Betrachtung der cinzelnen Fille gehin-
dert zu werden, soll der erste Nachweis hier nur fir die Flichen ohue
Knoten explicite gegeben werden. Ist er bei ihnen getithrt, so ist die
Richtigkeit der Behauptung bei den Flichen mit Knoten ebenfalls er-
wiesen, da man ja nun diese aus den Flichen ohue Nnoten cutstehen
lassen kann.

Bei den Flichen olme Knoten ist aber die Richtigheit darin be-
grindet, dass dheriaupt Flichen ol Kuoten Leine susammenfuilenden
Geraden haben Konnen. Denn daraus lolgt, dass die Flichen jeder der
von uns umgrenzten Arten in der Zahl ilirer reellen Geraden wnd
Dreiecksebenen {ibereinstimmen.

Dieser Hiilfssatz ist folgendermassen cinzusehen. Wenn zwei Ge-
rade auf einer Fliche consecutiv werden, so sind zwei Iille zu unter-
scheiden. Entweder die Geraden schnitten sich vorher, oder es war
dies nicht der Fall. In dem ersten Falle hat die Iliche lings der
(Geraden cine constante Tangentialebene, in dem zweiten sind Tangenten-
ebene und Berithrungspunkt projectivisch auf einander bezogen. Legt
man also durell die Gerade eine belicbige Ebene, welche dann noch
einen Kegelschnitt aus der Fliche ausschueidet, so miissen im ersten
Falle beide Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der Geraden, im letz-
teren Falle der cine Schnittpunkt fest sein. Im ersteren Falle liegen
zwel, im letzieren ein Knotenpunkt der Fliche auf der Geraden; die
Fliiche hat einen Knotenpunkt w. z. ).

Der Grund nun, wn dessen willen Schlifli die grisserc Zahl der
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Fiille, die wir in § 4. aufstellten, nicht zu unterscheiden hat, liegt
darin, dass der Durchyany cines Knofens duvcli die biplanare Form
dic Zakl der veellen Geraden nicht dndert. Es ist das algebraisch evi-
dent. Die Geraden, welche durch den einfachen Knoten gelien, zih-
len zweimal; wird der Knoten ecin biplanarer, so zihlen sie dreimal;
es hat sich also jede Gerade noch mit einer hinzugetretenen einfach
ziihlenden vereinigt. Hernach, wenn der Knoten wieder ein conischer
“wird, 1ost sich diese (rerade ab, ohne aufzubiren, reell zu secinj es ist
kein Grund, dass Gerade imaginiir werden, weil sich ungleichwerthige
Elemente vereinigt hatten.

(reometrisch geht dieses Zusammentallen folgendermassen vor sich.
Es sei etwa cin Knoten mit 6 veellen Linien gegeben, und er gehe in
die biplanare Form iiber. Dann vereinigen sich mit seinen Geraden
sechs solche, welche bis dahin durch die Oeffnung verliefen, welche
(nach § 3.) die Fliche in der Nihe eines Knotens zeigt, der die hi-
planare Form annehmen will; hernach erstrecken sich diese Geraden
durch die entsprechende Ocffnung, welche anf der anderen Seite des
Knotens eutstunden ist.

§ 10.
Von der Diagonalfliche,

Unsere weiteren Betrachtungen sollen sich aut die I'liehen mit
27 reellen Geraden allein beziehen; die Principien, welche uns dabel
leiten, sind in gleicher Weise bei den iibrigen Fillen anwendbar, lie-
fern aber nicht imwer die gleichen einfachen Resultate.

Wir gehen von der Betrachtung einer einzelnen Fliche mit 27
reellen Geraden ans. Es ist dies die von Clehsch sogenannte Dia-
gonalfliiche (vergl. Math. Annalen IV. 8. 331) mit reell vorausgesetz-
tem Pentaeder. Diese Fliche ist durch die einfache Beziehuug zu dem
ihr zugeordneten Pentaeder ausgezeichnet, Sind nimlich die Ebenen
des Pentaeders durch

p=0, g=0, r=20u, s=0, t=0
dargestellt, und withlt man die absolute Bedeutung dieser Buchstaben
s0, dass
pratrtst+t=0,
so ist die Gleichung der Fliche
3)‘\ + ,1-.‘\ + 3 + g% .i_. b= ().

Die Diagonalfliche ist eine Covariante des zu Grunde gelegten
Pentaeders (vergl. Math. Annalen 1V. 8. 553). Jede Diagonalfliche
ist in Folge dessen mit jeder anderen und iushesondere mit sich selbst
auf 120 Weisen collinear, wobel die Collineationen reell sind, wenn
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zwel Flichen mit reellem Pentaeder in einander iibergefiilirt werdey
sollen. In lolge dessen gestattet ein Modell der Fliche mil reellem
Pentaeder fir alle solehen Ilichen allgemeine Sehlisse zu zichen; die
Kenntniss der Collineationen der Fliche in sich selbst contvolirt dje
Abzihlung gleichwerthiger Vorkommnisse.  liin solches Modell wurde
vonn Hrn, Weiler nach Angaben von Clebseh ausgefihrt {vergl.
Gittinger Nachrichten. Aug. 87)) und ich habe wesentlich an diesew
Modelle die fm Folgenden entwickelten Verhilinisse keunen gelernt,

Die 27 Geraden der Diagounalfiiche spalten sich in zwei Gruppen
vou bez. 15 und 12, Die 15 ersten Linien liegen in den Pentaeder-
cbenen und bilden in jeder die Diagonalen desjemigen Vierseits, in
welchem die Jbene von den vier iibrigen geschnitten wird. Diese
Linien schneiden sich also zu dJdrei in den 10 Pentacdereckpunkten,
Die iibrigen 12 bilden eine Doppelsechs.  Dieselben sollen in hekann-
ter Weise dureh:

bezeichnet sein, die 15 Geraden sind daun durch dic Zahlen 12, 13
cle. gegeben.  Diese Indices kounen dabei so gewithlt werden, dass
die Geraden, welche in den fiin Pentacderebenen liegeu, die folgenden
sind :

12, 34, 86

15, 25, 46

1, 26, 3

15, 24, 356

i, ‘22}, 45

withrend die Geraden, wie sic sich bez. zu drei in einem Punkte schuei-
den, durch das Schema cegeben sind:

12, 35, 46
12, 36, 45
13, 24, 5
13, 26, 45
14, 25, 36
14, 23, 56 [ (P
15, 26, 34
15, 23, 46
16, 24, 35
16, 25, 34
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Die 15 Geraden der ersten Art haben reelle dsymplotenpunlic;
dieselben liegen eben in den zwei Pentaedereckpunkten, welche jede
solche Gerade euthiilt, Die 12 Geraden der zweiten Art hingegen
haben imaginire Asymptotenpunkte. Die 10 Pentaederecken, in welche
die 30 Asymptotenpunkte der Geraden crster Art zusammentfallen, sind
isolitte D'unkte der parabolisehen Curve ) der IFliche, Ne kinuen
isolirte Punkte vorstellen, da die essce'sehe Fliche, welche die pari-
bolische Curve ausselmeidet, in ihmen Knotenpunkie hat.

Andere veelle Punkte von parabolischer Kefimmung giebb os nicht:
die Diagonalfliiche ist, «bgesclen vow dew 10 cuf i licgenden Lot
cdereckpunhten, ibcrall hyperboliscle gelriinont.

Die Geraden der Pliche bilden aul derselben eine Lethe von
Vierecken. Jedes solche Viereelh hat zu aul einander folgenden Kan-
fen zwei Gerade der ersten upd weiterhin zwel Gerade der zweiten
Art. Tn jedem der 10 Pentacdercchpunkte stossen G soleher Vierceke
susammen die 2 - G Kanfen zweiter Art, welche sie besitzen, gehiren
nur G Linien der zweiten Art an, so dass der Mekpunkt von ciuem
(windschiefen) Sechsseit von Geraden zweiter Art wmgehen ist. Ausser
dew G+ 10 =00 an die Lekpunkte hinanreichenden Vierecken finde
ich noch 60 andere, so dass die Zabl der iiberhaupt vorhandenen
vierseitigen Felder, in welche die Fliche durch die 27 Geraden zer-
legt wird, 120 betriigt.

8 11.
Usbertragung auf die allgemeine Fliche mit 27 reellen Geraden.

Die bei der Diagonalfliche erkannten Eigenschaften kinuen nun
wnmittelbar fir die Vlichen dritten Grades mit 27 reellen Geraden
iiberhaupt verwerthet werden, indem man itberlegt, wie sich dieselben
indern werden, wenn man die Diagonalffiiche beliebigen Deformatio-
nen unterwirft, ohne dass ein Zusammenfallen von geraden Linien statt-
findet oder (was dasselbe ist) ein Knotenpunkt entsteht.

Zuvorderst ist evsichtlich: die Verthellung der reellen Asymploten-
punkte auf die Geraden der Iliche ist bei den Tlichen wit 27 Gera-
den iiberhaupt so wie ber der Diagonalfléiiche.  Denn jede Fliche® mit
97 Gleraden lisst sich aus jeder anderen und also auch aus der Dia-

* In einem solchen isolirfen Tunkte einer parabolischen Curve berihrt jede
Tangente dreipunktig, jeder durch denselben durchgelegte cbene Schnitt der
Fliche hat dort eine Wendung, Drei unter den Tangenten sind vierpunktig be-
rithrend; im Falle der Flichen dritten Grades miissen sich also in einem solehen
Punkte, wie es bei der Diagonalffiche in der That geschieht, drei Gerade der

Fliiche kreuzen.
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sonalfiiche ableiten, ohne dass eine Fliche mit Knotenpunkt dazwi.
;Jchen tritt. Sollten nun bei dieser Ableitung Asymptotenpunkte , die
vorher reell waren, imaginir werden oder umgekehrt, so miissten sie
vorher zusammenfallen. Wenn aber auf ciner Geraden die Asympto-
tenpunkte zusammenfallen, so hat die Fliche dort nothwendig cinen
Knotenpunkt  Denn die Asymptotenpunkte sind harmonisch zu jedem
Punktepaar, in welchem die bez. Gerade von einem Kegelschnitte der
Fliiche getroffen wird, der in einer beliebig durch die Gerade hindureh-
gelegten Ebene liegt ete.

Auf jeder Fliche mit 27 Geraden gieht ¢s also cine Doppelsechs
von Geraders mit imagindren Asymptotenpuniicn, dic 15 ibrigen Gerq-
dens haben reclle Asymptolenpunkte.  Bezeichnet man die ersteren, wic
bei der Diagonalfliiche, mit 1, 2 .. bez. 1', 2°. ., so geben die Sche-
mata A, £ des vorigen Paragraphen die von den Geraden der anderen
Art gebildeten Dreiecksehenen,

Betrachten wir jetzt die Vertheiung der Geraden und den Ver-
lauf der parabolischen Cuwrve auf der allgemeinen Iliche.  Zu diesem
Zwecke sei angenommen, dass die Fliche zuniichst wenig von einer
Diagonalfiiiche abweiche. Dann ist der einzige Unterschied in der
Vertheilung der Geraden der, dass die drei Geraden, welche sich bis
dabin in den Pentacderecken schnitten, nunmehr ein Dreiecls, aber
(zuniichst) ein kleines Dreieck zwischen sich einschlicssen. Von den
G Vierecken der Fliche, die in dem gemeinsamen Schuittpunkte zn-
sammenstiessen, sind drei zu Finfecken geworden; die Fliche wird
also durch die geraden Linien in 10 Dreiecke, 90 Vierecke, 30 Fiinf-
ccke zerlegt.  Die drei Asyvinptotenpunkte der drei sich in einem
Puykte schneidenden Geraden, die bis dahin vereinigt waren, sind in
dret Punkte auf den Seiten des kleinen Dreiccks auseinandergeriickt.
Der isolirte Punkt der parabolischen Curve hat sich zu einem kleinen
n das Dreieck cingeschriebenen Ovale erweitert (denn imaginir kann er
nicht geworden sein, da die Asymptotenpunkte, in denen ein Zweig der
parabolischen Curve beriihren soll, reell geblieben sind). Die para-
bolische Curve bestelt also aus 10 Ovalen, welche beziighich in dic dureh
das Schema I3 bezcichneten Drclecke eingeschlossen sind; das Schema A
bezeiehnet fiinf Dreicchsebenen, welche je 6 dieser Ovale beriihren.  Auch
die Lage, welche das Pentaeder der neuen Fliiche angenommen hat,
lisst sich niiherungsweise angeben. Die Hesse’sche Fliche, welche
in den Pentaedereckpunkten Knotenpunkte hat, schneidet die Fliche
dritten Grades nach 10 getrennten Ovalen. Die Fliche dritten Grades
1st durch leichte Deformation aus der Diagonalfliche entstanden, hei
der an Stelle dieser Ovale isolirte Punkte auftraten, die eben selbst
die Kuotenpunkte der Hesse’schen Fliche vorsteliten. In Foige des-
sen siud die 10 Ovale der neuen LFliche .die Durchsclmitte dersclben
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bez. mit den 10 von den Kunotenpunkten der Hesse’schen Fliche sich
erhebenden kegelartigen Stiicken derselben (welche niiherungsweise durch
die Tangentenkegel in den bez. Knotenpunkten dargestellt werden).
Aber auf diesen Stiicken verlaufen jedesmal drei Kanten des durch die
Knotenpunkte bestimmten Pentaeders, denn diesc Kanten gehiren der
esse'schen Fliche gune an. Das Peniacder wnserer Fliche livgt
also @ der Ndhe der durch das Schema A bezeichneten fiinf Dreicchs-
chenen, derarvt, dass seime Konten zu drel jedes der 10 Ocale dev para-
bolischen Curve treffen.

Dic hiermit bezeichneten Verhiiltnisse iitbertragen sich nun oline
Weiteres auf die allgemeine Tliche mil 27 Geraden. In der That
konnen sie sich nicht findern, wenn man ecine belichige Detormation
der Fliche, bei der die 27 Gervaden gelrenut bleiben, eintreten Lissl.
Dic Vertheilung der Geraden auf der Flidche hann kelne andere wer-
den, cs konnen hichstens drei Gerade erster Art, die sich bei der
Diagonalfliche in c¢inem Punkte schnitten, wieder in einen Punht zu-
sammenriicken (was unwesenflich sein witrde). Denn os kbnuen nie
drei Gerade verschiedener Art sich in cinem Puunkte schnciden, weil
soust dieser ’unkt ein gemeinsarser Asymptotenpunkt wiive und also
gerade Linien, welche vorher imaginive Asymptotenpunkte besussen,
nunmehr reelle hittten ete.  Die Zahl der Ovale dey parabolischen Curee
ist smmer 105 es kann sich hichstens ein oder dus andere Oval i
einen isolirten Punkt zusammenziehen, was nicht in Betracht kommt.
Denn kein Oval kann verschwinden — es bleiben ja die Asymptoten-
punkte, in denen es berithrt, reell —, es kinnen sich nie zwel Ovale
vereinigen — denn jedes Oval ist von einem Sechsscit von geraden
Linien umgeben, welche keine reellen Asymptotenpunkte besitzen, und
das also von dem Ovale nie ilberschritten werden kamn, — es daf
endlich auch nie ein Oval neu entstehen, denn dasselbe miisste aus
einem nenen isolirten Punkie hervorgehen uud ein solcher wiirde (wie
oben in einer Note bemerkt) einen neuen Kreuzungspunkt von drei
Geraden der Fliche bedeuten, der doch nicht auftreten soll. Die De-
dichung des Pentacders eur Fliche ist dieselbe geblichen. Denn waren
einmal die 10 Ovale den 10 Knotenpunkten einzeln zugeorduet, so
kann dies Verhiliniss, so lange die 10 Ovale einzeln erhalten bleiben,
keine Aenderung crleiden,

Es begriinden diese Beziehungen insbesondere noch den Satz, der
die Wichtigkeit der Diagonalfliche gerade fir Untersuchungen der
vorliegenden Art kennzeichnet: Line I'liiche dritien (rrades mit 27 veel-
len Geraden kann nur auf eine continuirliche Weise in einc Diagonal-
fliiche iibergefiihrl werden. Das Pentaeder derselben entsteht aus den
finf Dreiecksebenen A, welche bez. je G der 10 parabolischen Ovale
beriihren.
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§ 12.

Die Entstehung der Fliche mit 27 Geraden aus der Fliche mit
vier Knoten.

Wenn wir nach § 2. eine Fliche mit 27 Geraden aus einer mit
vier Knoten ableiten, so werden die 10 clliptiseh gekriimmten Theile
der Iliche in folgender Weise erzeugt. Vier derselben werden durch
die vier Seitenfclder des urspriinglich elliptischen Flichentheils (der
tetraederithnlich gestaltet war) hervorgebracht. Die sechs anderen
entstehen an denjenigen Stellen des urspriinglich hyperbolischen Thei.
les, in demen dic drei einfachen Geraden der Kliche von den sechs
"Tetraederkanten geschnitten werden.

Diec Ibene der einfachen Geraden giebt also eine der fiinf Drej-
ecksebenen A ab, die den fiinf Pentaederebenen benachbart sind, wie
das mit dem Umstande stimmt, dass fiir die Iliche mit vier Kuoten
jene Ebene geradezu eine Pentaederebene ist.

Will man daher untersuchen, wie oft eine I'liche mit 27 reellen
Geraden aus der Fliche mit 4 Knoten abgeleitet werden kann, so hat
man von vornherein finf Classen solcher Ableitungen zu unterschei-
den, je nach der Dreiecksebene A, welche man aus der Ebene der
isolirten Geraden hervorgehen lassen will. Aber man {iberzeugt sich,
dass jede solche Classe nur eine Art enthilt, dass cine Fliche mit
recllen Geraden diberhaupt nur n fiinf Weisen aus emer Fliche mit
vier Knoten gewonnen wesden kann.  Als solche’ fiinf Flichen mag
man daun geradezu diejenigen nehmen, deren Pentaeder®) mit den
fiinf Dreiecksebenen /1 zusammenfillt.

Um dies zu begriinden, betrachte ich die Gruppe der 24 Geraden,
die bei der Auflosung der Knoten einer Fliche mit vier Doppelpunk-
ten aus den Tetraederkanten entstehen. FEine solche Gruppirung lisst
sich aus den 24 Geraden, dic von dew 20 bleiben, wenn man dic diei
wm ciner LEbene A gelegenen fortwimmt, nur einmal bilden, wnd darin
liegt der Deweis.

Diese Gruppirung ist niimlich folgende. Die drei Kanten, welche
durch einen Knoten hindurchgingen, ergeben bei der Aufldsung eine
Doppelsechs. Je drei Linien aus jeder Sechs derselben haben reclle,
die drei anderen imaginiive Asymptotenpunkte. Die vier Doppelsechsen,
welche den vier Knotenpunkten entsprechen, haben je vier Gerade
gemein, darunter zwel und nur zwei mit reellen Asymptotenpunkten.

*) Line Flache mit vier Knoten ist, wie leicht zu sehen, vollstiindig bestimmt,
wenn ihr Pentaeder bekannt und eine Entscheidung dariber getroffen ist, welche
Pentaederebene die isolivten Geraden enthalten soll. Zu einem Pentaeder gehd-
ren also fiinf Fliichen mit vier Knoten.
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Die Linien eciner Doppelsechs, welche reelle Asymptotenpunkte haben,
Lerithren unter den 6 Ovalen der parabolischen Curve, welehie in der
o R T TN N N R
Nihe der Ebene der isolirten Geraden entstelien, solche drei, welche
nieht (auch nicht annithernd) in gerader Linie liegen.
3 g e 1P ¢ TCTI c . ol 3
Sondern wir aber aus den 27 Geraden drei in einer Ebene A ge-
legene, ctwa
< ‘. ~
12, 34, 56,
aus, so lassen sich die {ibrigen 24 wur in einer Weise in vier Doppel-
sechsen gruppiren, welche diesen Forderungen geniigen.  Bei dev Be-
. . ~ - . E oy .
zeichnung der Geraden, die ich an dem Weiler’schen Modelle der
Diagonaltliiche angebracht habe, sind dies die folgenden:

I 3 5 46 062 24
3 51 1 2 40

2 4 D Shodb 13
4 52 24 U W W

Dic Doppelsechsen, welche in dieser Weise bei den 5 Ritchleitun-
gen einer Fliche mit 27 Geraden auftreten, sind tibrigens uicht in der
Zahl 20, sondern nur in der Zahl 10 vorhanden, indem jede Doppel-
sechs zweimal benutzt wird. Bescichnet man dic cben genannten (in
verstiindlicher Weise) durch:

135, 146, 245, 206,
so giebt es ausserdem die folgenden sechs:
123, 124, 156
256, 84b, 346
und dieselben vertheilen sich auf die finf Ebenen A in der folgenden
Weise:
Ebeune
12 .34 . 66 135 - 146 « 245 - 230
13 - 25 - 46 124 - 156 - 236 - 34D
14 - 26 - 35 123 . 156 - 245 - 346
15 . 24 . 36 123 . 146 - 256 - 340
16 - 23 - 45 . 124 - 135 - 256 - 346
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§ 13.
Von den ebenen Schnitten der Flidche mit 27 reellen Geraden.

Auf Grund der bisherigen Erdrterungen wird es moglich, die Ge-
sammtheit der chenen Schnitte, welche eine Iliche mit 27 Geraden
zeigh, zu classificiren. lch 1uss mich freatich  daranf beschriinken,
hier die Resultate einfach anzugeben, da cine genane Herleitung dﬂ—
selben ohne die durch ein Modell ermoghchte concrete Anschauung
zum mindesten sehr weitliufig scheint.

Der chene Schuitt einer Fliche dritter Ordnung zeigt als Carve
dritter Ordnung entweder nur einen zusammenhingenden Curvenzug
(mit 3 Wendungen) oder er hesitzt ausserdem ein Oval. Die Ebenen,
welche die Fliche nur nach cinem Zuge schneiden, bilden nun, wie
sich zeigt, cine zusammenhiingende Mannigfaltigheit von dvei Dimen-
sionen. Von 1hr werden ebenfalls dreifach unendliche Mannigfaltig-
keiten solcher HKbenen, die in Curven mit Oval schneiden, einge-
schlossen.

Diese Kbenen selbst zerfallen zuniichst in drei Gruppen, deren
jede wieder in eine grossere Zahl getrennter Mannigfaltigkeiten getheilt
ist.  Das Oval wird wnémlich entweder von keiner Geraden dev Iliche,
oder von 12 oder von 16 getroffen.

Dass hiermit in der That alle Moglichkeiten erschipft sind, welche
eintreten konuen, wenn man Durchschnittscurven mit Doppelpunkt ete.
nicht beachtet, crgiebt sich durch folgende Betrachtung aus der cin-
deutigen Abbildung der Fliche auf eine Kbene. Der ebene Schnitt
bildet sich bekanntlich ab als Curve dritter Ordnung, die durch sechs
Fundamentalpunkte hindurchgeht. Br wird iberdies, je nachdem er
aus einem Zuge oder aus zwei Theilen besteht, eine ebenso beschaffene
Bildcurve liefern. Beschriinken wir uns also auf Bildenrven, die aus
zwei Theilen, aus einem Ovale und einem Zuge mit drei Wendungen
bestehen. s liegen dann noch eine Reihe von Moglichkeiten beziig-
lich der Vertheilung der Fundamentalpunkte auf die beiden Curven-
theile vor: das Oval kann 0,1, 2...6 Fundamentalpunkte enthalten.
Man beweist nun zuniichst: Das Oval des chenen Dildes entsprichl dem
Ovale der rdumlichen Curve oder dem anderen Theile derselben, je nach-
dem cs cive gerade oder wngerade Zahl von Fundamentalpunlten cni-
halt. Enthilt rdmlich das Oval eine ungerade Zahl, so wird es, nach
Grundsiitzen der Analysis situs, von jeder Curve, die durch die 6 Fun-
damentalpunkte geht, noch in einem Punkte oder in einer ungeraden
Zahl von Punkten geschuitten; der entsprechende riumliche Curvenzug
wird also von jeder Ebene einmal oder eine ungerade Anzal von Malen
getroffen, d. h. er ist ein Curvenzug mit drei Wendungen kein Oval.
Umgekehrt beweist man, dass das Ova.l des ebenen Bildes und das
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Oval des riiumlichen Schuittes cinander entsprechen, wenn ersteres eine
gerade Zahl von Fundamentalpunkten enthiilt. -—— Indem man sicl die-
ser Regel bedient, ersieht man sofort, dass die riiumlichen Schnitte
mit Oval cben in die drei Arten zerfallen, die dadurch charakterisivt
sind, dass das Oval bex. von keiner Geraden, oder von 12 (die cine
Doppelsechs bilden), oder von 16 Geraden geschnitten wird.

Ebenen, welche nach Curven mit Oval schneiden, so duss das
Oval keiner Geraden begegnet, erhiilt man z. B, wenn man das Oval
ganz auf cine der 10 elliptisch gekrlinmten Particen der Fliche ver-
legt. Man iiberzeugt sich dann ferner, duss dies die einzigen Ebenen
dieser Art sind, div bez. Tbenen constituiven also 10 getrennle Maindy-
fultigheiten.

Ebenen, deren Oval einer Doppelsechs begegnet, erhiilt man bei-
spielsweise, weun man die Fliche zunichst in eine solche mit Knoten-
punkt iberleitet und dann einen chenen Schnitl legt, fiir den einer
der Knotenpunkte ein isolirter Punkt ist.  Geht man sodann zur ur-
spriinglichien Fliche zuriick, so hat man cinen Sehnitt, dessen Oval
vou den Linien derjenigen Doppelsechs getroffen wird, welche aus den
drei durch den Knotenpunkt verlaufenden Kanten entstanden ist. Jede
der 10 im vorigen Paragraphen aunfgezithlten Doppelsechsen uiebt zu
solchen cbenen Schnitten®) Veranlassung., Man kann wicderam he-
weisen, dass diese die einzigen ihrer Art sind, dass alsa aucl dic
Fbenen dicser Art 10 getrennte Mannigfaltigheiten constiluiren.

Ks giebt ferner 15 Mannigfaltigheiten von Ibhenen, deren Oval von
16 Geraden gelroffen wird. Man iiberseugt sich hiervon einmal, indem
man zu den Flichen mit 4 Knoten suriickgeht. Jede der fiinf Flichen
mit 4 Knoten, aus denen die allgemeine Fliiche entstehen kunn, hat
dreierlei Schinitte, die heim Uebergange Durchschnittscarven der ge-
wiinschten Art geben: dicjenigen Schuitte, welche den  elliptischen
Theil der Fliche mit 4 Knoten so treffen, dass dic Knoten in zwel
Gruppen von zwel zerlegt werden. Andererseits erhiilt man Schnitte
der gewiinschten Art, wenn man, was ersichtlich mogliel ist, durch
jede der 15 Geraden mit reellen Asymptotenpunkten Ebenen hindurch-
legt, welche Kegelsclnitte enthalten, die der bez. Geraden nicht he-

*) Xin Modell einer Pliiche mit 27 Geraden zeigh cine Reihe von ,Durch-
gingen® oder ,,Oeffnungen’.

Auf den Partieen der Fliche, welche an diesc Durchgiinge angrenzen, ver-
laufen clben die Geraden eincr der 10 Doppelsechsen, Jede solche Doppelsechs
giebt zu einem ,Durchgange® Veranlassuug; ob derselbe aber in dem Modelle
ohne Weiteres sichtlich ist, hangt einmal von der Bezichung zum Unendlich-Weiten
ab, die man bhei der Construction des Modell's zu Grunde gelegt hat, dunn aber
auch davon, welche Seile der im Endlichen gelegenen Dartic der Fliiche man als
iussere, welche als innere betrachten will
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gegnen, — und wenn man weiterhin diese Ebene ctwas verschiebt, 0
dass sie eine eigentliche Curve dritter Ordnung enthiilt.

Diese Unterscheidung der ebenen Schniite liefert die Eintheilung
der Fliichen mit 27 Geraden nach dem Unendlich-Weiten., Sieht 1xaan
von Flichen mit parabolischen Aesten ab (welche die wnendlich ferne
Ebene berithrven), so hat man bei den Tlichen mit 27 recllen Grereecden
vier Arten 2 wnterscheiden. Das Wiener'sche Modell gehort zu der
Art, welche die unendlich ferne Ebene in einem zus.’unmmxhi’mgenden
Carvenzuge trifit. Ebendahin gehort die Fliche, die wan aus de
Fliiche mit 4 Knoten ableiten wird, wie sie auf Tafel [ durgestellt 1st,
Das von Hrn. Neesen angefertigte Modell einer Fliiche mit 4 Kunoten,
dessen oben Krwithnung geschak, wiirde cine Fliche mit 27 Geraden
angeben, die das Unendlichferne in einer Curve mit Oval trifft, so,
dass dus Oval von 12 Linien geschnitten wird. —

§ 14.

Von den Haupttangentencurven der Fldche mit 27 reellen Geraden.

Die Aufgabe, auf einem Modelle einer Fliiche mit 27 veellenn Gie-
raden die llaupttangentencurven zu zeichnen, ist practisch nicht zu
schwer ansgufiibren, da die 27 Geraden selbst Haunpttangentencurven
vorstellen. In der That ist der Verlauf der bes. Curven innerhally der
Viercele, welehe vou den Geraden der Fliche eingeschlossen werden,
durch diese Bemerkung durchaus bestimmt, d. h. schematiseh bestimmit.
Nur bez, der Dreiecke und Fiintecke, welche an die parabolische Curve
angriinzen, wird einc anderweitige Ueberlegung ndthie, Duas Resultat
derselben, das awf Tafel VI versinnlicht 8%, mag hier um so lieber
witgetheilt werden, als dusselbe einen Beitrag zur Theorie der Haupt-
tangentencurven {therhaupt, noch allgemeiner, zur Theorie der simgu-
liren Losungen von Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen
zwei Variabeln abgiebt.

Auf Tafel VI bezeichnet die punktirte Curve eins der 10 Owale
der parabolischen Cwrve; die drei geradlinigen Tangenten stellen drei
Gerade der IFliche vor, die sechs umschliessenden Geraden repriisen-
tiren das windschiefe Sechsseit. in welches das Oval eingeschlossen
ist. Die ausgezogenen Curven, zusammen mit diesen Geraden, sind
Haupttangenten-Curven. Dieselben haben auf der parabolischen Cuayve
(wie das schon sonst bekannt war, vergl. Berliner Monatsherichte 1870
S. 894) Spitzen; in den Asymptotenpunkten der drei Geraden sind aber
diese Spitzen in Selbstberiihrungspunkte ibergegangen. Solcher Selbst.
berithrungspunkte treten auf der parabolischen Curve einer Fliche
ne Ordnung im Allgemeinen eine endliche Zahl auf. Es sind  aje
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Punkte, in denen sich die parabolische Curve und die Curve vier-
punktiger Bertihrung bLegegnen.

§ 15.

Einige allgemeine Sitze iiber die Gestalten algebraischer Curven und
Flichen,

Die geschlossenen Curven der Lbene hat man in projectivischem
Sinne in zwei Clossen zu theilen, in paare und unpaarc Curven.*) Zu
den unpaaren Curven gehort z. B. die gerade Linie, sowie der Zug
mit drei Wendungen, der bei den Curven dritter Ordnung auftritt.
Als ein Beispiel fiir eine paare Curve mag man jede im Kndlichen
verlaufende geschlossene Curve betrachten. Man hat fiir diese Curven
und ihre gegenseitigen Beziehungen eine Iieihe allgemeiner Siitze (vergl.
Staudt’s Geometrie), von denen hier nur der cine angefithrt sein soll:

Zwei Curven schneiden sich notluvendiy, wenn beide unpaar sind,
wnd zwar i ciner unpaaren Anezald von DPunkten. Ist cine von zwci
(wrven eine paare, So brauchen sich die Curven wicht zu trefifen; thun
sic ¢s, so geschicht es in einer paaren Anzall von Punlten.

Man kann hieran einen Schluss iiber dic Gestalten der ebenen
algebraischen Curven ohne vielfachen Punkt oder, wenn man will, der
allgemeinen durch eine Gleichung zwischen Punkt-Coordinaten gegebe-
nen Curven kniipfen. Da eben kein vielfacher Punkt vorhanden sein
soll, da ferner die Curve, je nachdem ihre Ordnung gerade oder un-
gerade ist, von einer geraden Linie in einer paaren oder unpaaren
Zahl von Schnittpunkten getroffen werden muss, so kommt:

Curven gerader Ordnung enthalten keinen, Curven ungerader Ord-
nung eimen und nur elnen unpaaren Zug; die Zahl der etwa vorhan-
denen paaren Zige ist unbeschranlt.**)

Entsprechende Ueberlegungen kann man mit Bezug auf geschlossene
Fliichen anstellen. Bei ihnen, wie bei den Curven im Raume, hat man,
nach Staudt, ebhenfalls paare und unpaare zu unterscheiden. Hine
unpaare Fliche und eine unpaare Curve schneiden sich nothwendig.

#) Es ist wohl Staudt’s Verdienst, auf diesen Unterschied zucrst aufmerk-
sam gemacht zu haben (Geometrie der Lage §§ 1, 2, 12 (1847)), Andererseits
geht Mébius von demselben aus bel seiner Untersuchung iber die Grundformen
der Linien dritter Ordnung (Abhandl. der Sichs. Akademie. Bd. 1. 1852).

**) Tst % die gegebene Ordnung, so kann die Zahl der paaren Ziige, fir n>2,

v —2-n41 r—2-n+t1
2 2

. . ? . o .
nicht grosser als — 1 sein. Denn betriige sie - —- , 50 kdnnte

man durch ebensoviele beziiglich in deren Innerem angenommene Punkie eine
Curve (n — 2)'r Ordnang legen; dieselbe hiitte dann n — 2-# -+ 1 Punkte mit
der gegebenen Curve gemein, was unmdglich ist.

Maothemafieeha Annalen VT, 17
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Eben dieser Umstand begrindel aber noch eine weitere Theilung der
paaren Flichen: in solche niumlich, welche unpaare Curven enthalten,
und solehe, bei denen das nicht der Fall ist, Iiir die so gewonneuen
drei Flichenarten: dic wnpaaren, dic paaren mit unpaaren Curven wnd
die paarcn olme wnpaare Curven, sind etwa Beispicle: die Ebene, das
einschalige Hyperboloid, das Ellipsoid (oder das zweischalige Hyper-
boloid). Man findet sefort:

Unpaare Flichen oder auch cine wnpaare Fliche und cine paare
der ersten Art schneiden sich notlicendiy.

Und hierauf gestiitzt leitet man den Satz ab:

Fliichen weer Ordnung ohne vielfache Punkte und Curven enthalten,
wenn n gerade ist, keinen, wenn n ungerade ist, cinen und wur einen
unpaaren Theil. Paare Theile der ersten Art treten nur bei den Flichen
einer paaren Ordnung auf und ihre Zall ist dann belicbig; paare Theile
der zweiten Art Linnen, wnabhingig davon, ob dic Ordnung der Fliche
gerade oder wngerade ist, " wunbeschriinkier Zahl vorhanden sein.

Die Flachen dritter Ordnung ohne Knotenpunkt, wie wir sie oben
haben kennen lernen, bestehen nur in einem Falle (F) aus zwei Thei-
len. Der eine Theil ist, wie er sein muss, ein paarer von der zweiten
Art, der andere ein unpaarer. Die iiberall zusammenhiingenden Fliichen
der vier ersten Arten geben Beispiele unpaarer Flichentheile. Sie haben
— idhnlich wie die unpaaren Curvenziige der Ebene, die sich nicht
selbst durchsetzen — die Eigenschaft, den Raum unzertheilt zu lassen,
ihn nur zu begriinzen.

§ 16.
Beziehungen zur Analysis situs.

Die entwickelten Unterscheidungen bei geschlossenen Curven und
Flichen beziehen sich auf Kigensehaften derselben, welche ebenso wohl
bei beliebigen reellen Collineationen als bei stetiven Deformationen
ungeiindert bleiben. Es entsteht durch diese Bemerkung iiberhaupt die
Frage nach solchen Eigenschaften. Die Iragestellung ist @ihnlich, aber
nicht dieselbe, wie in der gewbhnlichen Analysis situs, und es mag
hier ausdriicklich auf das Gemeinsame wie auf das Unterscheidende
aufmerksam gemacht werden.

Die Analysis situs beschiiftigt sich zuniichst nur mit Gebilden,
die durchaus im Endlichen verlaufen, indem sie bei ibnen allen als
gleichartig betrachtet, was durch stetige Deformation in einander iiber-
gefithrt werden kann. Besondere Festsetzungen sind zu treffen, wenn
auch von Theilen die Rede sein soll, die sich in's Unendliche ex-
strecken, und diese mit im Endlichen verlaufenden Theilen verglichen
werden sollen.
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Man wird ganz allgemein cine solche Festsetzung in der Weise
treffen konnen, dass man mit den im Endlichen stattfindenden Defor-
mationen irgendwelche Transformationen verbunden denkt, welche das
Unendliche in's Endliche iiberfithren, und dann Gebilde als dquivalent
betrachtel, welche durvele Verlwdipfung dicser Tramsformationen it den
Deformationen im Endlichen i cinander iibergefiihet werden kinnen.

Man hat nun seither bei derartigen Untersuchungen, und zwar
(so viel mir bekannut) ohne die darin liegende Willkiirlichkeit hervor-
zuheben, das Unendliche so betrachtet, wie es bei einer Raumtrans-
formation durch reciproke Radil vectores erscheint, d. h. als cinen ein-
zelnen Punkt. Ys entsprieht das der Art, nach welcher bei der geome-
trischen Interpretation von x 4 ¢y in der Ebene das Unendliche
beurtheilt werden muss, damit sich die geometrische Auffassung an
die Vorstellung einer complexen Verinderlichen anschmiegt. Man hat
es bei dieser Anschauung als eine Zufillligkeit zu erachten, die sich
immer durch geeignete Transformation vermoge reciproker Radien ver-
meiden lisst, wenn sich eine Curve oder Fliche einfach oder mehrfach
in’s Unendliche erstreckt. Die Unlerscheidung der geschlossenen Curven
in zwei, der geschlossencn Ilichen in drei Arten, wic sic fir die pro-
jectivische Anschauung stattfand, Fommt in Wegfull.

Die Ergebnisse dieser Art von Analysis situs sind daher nichi
ohne Weiteres fiir die projectivische Auffassung zu verwerthen. lLetsz-
terer entspricht eine Analysis situs, die das Unendlichferne durch reelle
Collineationen mit dem Lndlichen vergleichbar macht, wobei es als
Ebene, allgemeiner ausgedriickt, als in eine Ebene ausbreitbare un-
paare Fliche erscheint. Fiir sie sind die Theoreme der anderen ein
erster Beitrag, der unbedingt fiir alle im Endlichen verlaufenden Gebilde
giltig ist; es treten aber weitere Unterscheidungen ganz neuer Art ein,
wie eben die Eintheilung der Curven und Flichen in paare und unpaare.

Ein Theorem, das auf diesem Standpunkte eben nur als ein An-
fang zur Losung eines allgemeinen Problem’s erscheint, st das Lie-
mann’sche vom Zusammenhang der Flichen. Nach Riemann kinnen
zwei geschlossenc Flichen (und mur von solchen mag dic Rede sein)
dann in einander durch stetige Deformation iibergefithrt werden, wenn
die Zahl der geschlossenen Curven, die man auf den Flichen ziehen
kann, ohne dass dieselben in Stiicke zerfallen, heiderseils dieselbe ist;
das Doppelte der Zahl dieser Curven heisst der (ausserordentliche) Zu-
sammenhang. Fir die von uns geforderte Analysis situs ist das Ueber-
einstimmen in der Zahl ebenso eine nothwendige aber nicht mehr eine
ausreichende Bedingung. Flichen verschicdener Classen himnen nicmals
in cimander iibergefiihrt werden, auch wem dicse Zahl stommt.

Die unbegrenzte Ebene z. B. wird nach dieser Definition des “Zu-
sammenhanges bei projectivischer Anschauung den Zusammenhang 2
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bekommen. Denn man kann eine und nur eine geschlossene Curve
in der Ebene ziehen, ohne dass dieselbe zerfillt, z. B. eine gerade
Linie oder jede unpaare Curve, welche sich nicht selbst durchsetzt;
zwel Curven aber treunen die Ebene nothwendig. Und doch wird mau
die Ebene nicht iiberfithren kinnen in eine im Endlichen gelegene
Ringfliche, die auch den Zusammenhang 2 besitzt.

Der Unterschied der beiden Flichen ist auch nicht darin allein
begriindet, dass das eine Mal eine unpaare, das andere Mal eine paare
Curve auf der Kliche gezogen wird,

Denn ein einschaliges Hyperboloid hat wie die Ringfliche die
Eigenschaft, dass man auf der Fliche eine und nur eine geschlossene
(=1 ? o
Curve ziehen kann, ohne dass sie zerfillt, uud dass man fiir diese
Curve eine paare Curve wilhlen kann. Und doch sind die beiden
Flichen verschieden: das Hyperboloid gehort zur ersten, die Ringfliche
zur zweiten Classe der paaren Flichen.

Das Resultat dieser Ueberlegungen ist also Folgendes: Der Zusam-
menhang der Fldchen st auch fiir die projectivische Anschaung ein
bleibendes Tlement; es gicht aber nicht mchr das ausreichende Krileriwin
fiir die Transformivbarkeit zweier Fliichen in ¢inander ab.

§ 11,

Der Zusammenhang der Flichen dritten Grades.

lerr Schliifli hat in dem wiederholt genannten Aufsatze (An-
nali di Mat. V) den Zusammenhang der Flichen ohne Knoten I, II,
HI, 1V, V bez, zu 6,4, 2, 00, — 2 bestimmt. Diese Bestimmung griin-
det sich aber nicht auf die projectivische Auffassung vom Unendlich-
Weiten, sondern auf die andere, die das Unendlich-Ferne als Punkt
betrachtet. Denn Herr Schlifli setzt den Zusammenhang der unbe-
grinzten Ebene gleich Null, withrend er projectivisch gleich 2 zu setzen
ist, wie eben bemerkt wurde. Er gewinnt sodann seine Zahl dadurch,
dass er die vierte ¥liiche aus der fiinften, die dritte aus der vierten ete.
ableitet, indem er zwei bis dahin getrennte Partieen der Fliche in
einem Knotenpunkte zusammenwachsen lisst. Diese Operationen er-
hohen den Zusammenhang immer um zwei und so entstebt die Reihe
der jedesmal um zwei unterschiedenen Zahlen — 2,0, 2, 4, 6.

Fiir die im vorigen Paragraphen entwickelte projectivische Auffus-
sung behilt die Operation, welche in dem Entstehenlassen eines Kno-
tenpunktes und der weiteren Verwerthung desselben besteht, ihren
Einfluss auf den Zusammenhang. Fs sind nur die Zahlen — 2, 0, 2, 4,6
alle um zwei zu erhthen. Denn z B. die Art IV, die sich in eine
unbegriinzte Ebene ausbreiten lisst, erhilt fiir uns den Zusammenvhang
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2, und daraus folgt (in derselben Weise, wic Schlifli seine Zahlen
ableitet):

I8 8

11 6
I1 4
v 2

v 0.

In der That kann man auf diesen Flichen 4,3, 2,1, 0 geschlos-
sene Curven ziehen, ohne dass sie in Stiicke zerfallen, wenn man sich
der Entstehung aus der Fliche mit vier Knoten erinuert. Bei 1, I1,
111, IV haben sich bez. die Flichentheile, die in 4, 3,2, 1 Knoten an
einander stiessen, mit einander vereinigt. Um 3, 2, 1, O der so ent-
standenen diinnen Stelle der Fliiche lege man geschlossene Ovale. Man
ziche ferner auf dem urspriinglichen hyperbolischen Theile der Fliche
mit vier Knoten cinen geschlossenen unpaaren Curvenzug, als welchen
man z B. eine der isolirten Geraden wiihlen kann. Dann hat man
anf den Flichen I, 1I, 1II, IV, V bez 4, 3, 2, 1, 0 geschlossene
Curven gezogen, ohne dass cin Zerfallen der Fliche eingetreten wiire.
Jede weitere geschlossene Curve fithrt aber ein Zerfallen herbet.  Der
Zusanmenhanyg ist also bez. 8, 6, 4, 2, 0O,

Erlangen, den 6. Juni 1873,



