
Ueber die eindeutigen l~umIransformationea, 
insbes0ndere in ihrer Anwe~ldung auf die Xbbildung 

algebraiseher Fl~ehen. 
Vc)n MAx Xo~:rm:~: i~ Ht:m~rn~:~.. 

Die hier vorliegenden Untersuchungen ~iber ciudeutigc l~am~a~u~- 
formationen seh]iessen sieh ihrem Inhalt aaeh an die Betrachtungen 
a~, welche Herr Cremona fiber die ebe~en Traasformationea a~ge- 
stetlt hat*). Das erweiterte Problem. zwischen zwei ebenen Th'/u~s, 
ein Punkt fiir Punkt eiadeutige~ Entspreehen herzustelIen, bietet dureh 
die Zuf~tgtmg einer Dimension we~entlich aeue ~hwierigkeiten, die 
es nicht~ gestatten werden~ dazselbe in seiner Allgemelnheit erschSpfead 
zu behandeln. Diese Schwierigkeitea beruhen haupts'~ch]ieh darauf~ 
dass die Bedingung~en, welehen die zur Transformatioa dienenden 
Fl~chen unterliegen, an sich scllon ~ehr speeieller Art sind~ so da~a 
sie sich e'mer altgemeiaen Untersuehlmg eutziehen. Aach existirt eine 
Reduction, welehe der you mir**) ffir die ebenen Traasformationen 
aaehgewieseaen Reduetioil derselben auf eine Reihenfolge yoga Trans- 
f~rt'm~tionea zweiter Ordatmg analog w~re, bier im allgemeinen Falle 
aieht mehr. Ieh werde mieh daher aur mit einer speeielleren Trans- 
formation ~a~her beseh'aRigen, mit derjenigen y o n  der drittea Ordnung, 
we2ehe dutch drei Gleiehungen ent~teht, die in den C<~liaaten jMe~ 
der beidea auf einander bezogenen t~ume linear sin& I)iese Trans~ 
formation ist immerhin noeh allg~mein genng, um dutch ihre Spe- 
eialisirtmgen zu-einer tmendliehen Marmigful~igkeit yon Tra~forma- 
tionen Anla~ zu geben~ welehe eiae ~hnlieh fibersiehtliehe Behandlm~g 
zul~eu~ wie die Cremona'seher,~ ~md welehe zugleieh d era besondern 
Zweeke dienen, den ieh bei di~en Betraehtmagen im Auge babe, 
nYtmHeh bequeme Methoden zur Abbildung Mgebraischer Fl-:~chea zu 
liefern. Ieh werde hierbei ~ r  den sehon beka/mten AbhiMm~gea 
auf die weRerer Reiheu vort FlY.hen gefllhrt. 

~) Mere. d~r  ~ c .  di I~|ogm~, set. ~.~ tom~ ~ and tom. 5. 
**) ~ Ann., 'B~d ~, ~ ' .  l t~ und G ~  N',~-,'~ht~u, J a h r ~ g  lsT~ 

St. 1, 
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Ein speeieller Fall der hier erw'~hnten Tran~ormation drifter Ord- 
ndng, ha dem man einem Punkte des Raumes den Sehnittpunkt seiner 
Polardbenea in Bezug auf einen Biindel yon F1Kehea zweiter Ordaung 
entspreehen l~sst, ist sehon in mehreren geometrisehen Untersuchungea 
benutzt worden; zuerst yon Herr= Hesse*) bei Gelegenheit seiner 
Betrachtungen tiber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordaung, 
dann yon S t e i  n e r **) bei seiner vierten Erzeugungsweise der b~i~hen 
drifter Orduung, und sparer u. A. yon Herrn Geiser***), dessen hier 
ankn~pfende geometrische Betraebtungen mit den vorliegenden ver- 
waadt siad. Man wei~ aber leicht naeh, dass sich die allgemeinere 
Transformation nicht auf diese speciellere dutch lineare Transformation 
zurtiekFahren l~st. Dagegea hat schon Herr Cremona';') jene zur 
Erzeugmag der Flachea drifter Ordnung benutzt, ohne indess die 
Theorie welter zu verfolgem 

Naeh Ausarbeittmg der folgenden Abhandlung erhalte ieh eine 
Arbeit yon Herra Cayleyt-~') tiber denselben Gegenstand, ,,On ~he 
rational Transformation between two Spaces", die mit der meiaigen 
den gleichea Aazg'angspunkL die drei biline~uren Gteichungen, besitzt 
uad aaeh einige der specielleren Transformationen~ w 2 ,  w 3. und w 4., 
sehon berahrt. Weiterhin abet schla~, w~ihrend die Cayley'sche 
Ablumdlung iateressante numerische Angaben fiber die Bedingunge~ 
giebt, welchen die a~emeineren Traasformationsfl~chen unterliegen, 
mehae Arbeit, dem obeu angegehenen Zweeke zufolge, eine andere 
Richtung ein. 

w  

D i e  a l l g e m e i n e  Transformation. 

Es seien x,, x~, x.z, x~ die homogenen C~)rdinaten der punkte 
des Raumes X, 9~, Y.-, ~/~, Y~ die der l'unk-te des Raumes i :  gila 
eindeutig~ Eutspreehea zwisehea beideu Raumeu. wird da~n dur~ 
1,'ormela venaittelt: 
O) vz,  -= ~, (u,, y.., y:. y , ) ,  

( i ~  1, 2, 3, 4), 

wo die ~ gtmze rationale Ftmetionen r ~,~ Ordnmtg der C~rdinaten 
sind~ wema diese Formeln eine eindeutige Umkehrung zu|assen: 

*~ Crelle'~ Jo~,'nad, Ba~d 49. 
~ ,  ~ .~t, m~d Mmaat~ber. der Bell. Akad. 1 ~ .  

***) Crelle's Journal, Broad qig. 

1~) P ~ i ~ g ~  ~f the Lon&m Mathem. Society, vol. Ill 0870}. 
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wobei die d,l ganze Fmictitmen .~', Ordltung der .* .~eiu mi~gtm. 9 uml 
a sind Proportiotmtit~'itsfaetoren. 

llamit die [ 'mkehrung (2) der Folmieln ~t', m~;glich ia[~ mii~sen 
die vier Flachea q, = ~ linear vol~ eim, nder m~M,haagig ~dn trod j,. 
drei der~elben diirfe:l sieh nur in ,;m.m l~cgl ich, .n  Pnnkte ~chneide~; 
demi die 3ti~clt unem]liehe l"liehensetmar 

t~at daml ebenfalt.~ die Eigen~chaft. ,la~.~ .-ich je dr,.i ihrer Flii,'hcn~ 
wenn ~ie nieht einem Biischel :mgeh;;rc~, in m~r ,;m-m bcw,.glichen 
l'uukte schnNdcn, und zu einem belicbigen Pmd, te .r gehi~rt ~omit 
im Aligemeinei~ e,'n Punkt !/, de~,en Coordiuaten .qch rational dutch 
die des entspreehenden Punktcs .c au~drficken la~.~eu. Die Fl~h-hea 
~'a ~-O hMmn al.~tann dieselbe Eigen.~chM1, wie die q, =--o 

Die Fliicheat Xu, e/, :- - 0 und "'~.~,.,. ~ o bairn dam~, wie au~, ~1 ,. 
I:2) hervorgeht, die weitere Eigen~ct4ai~. daa, ihro t'oorditaatca ratioua| 
dureh zwei Parameter ausdriiekbar ~iud~ d. h. ~) ihr FliM~eu- und 
t'nrvengeseh|eeht .qnd gleieh Null. 

Den Ebenen -~'~,a',-~= 0 de.~ lk~ume~ X eat.~prechen die Fl;iehea 
&'u,q', ~ 0  yon X. and den Ebc~ien 22fl~y~. ~ 0  yon Y die Ftlichen 
~#~t.', ~ - 0  yon X. Daher i~t die Ordnung s der Ftmctionea Ot g~eich 
dcr Ordnung der bewegiicheu Schuitteur~e je zwe,er der Fliichen ~.; 
denu diese Ordnung i~t ghdch der A~tzahl der Schmttpunkte yon 

gleich der Anzaht der Schaittpal,kte dv~" Ebene .,-fl~.A ~ (~ mit der 
bewegtiehen ~hnit teurve ~--'~*,q~.-----~-'u,'q, ~ O. Die ()r,lnung dcr 
Functionen ~,~ wird daht-r im Allgcm~-i~wu ver~chiede~l .~ein you der 
der Funetionen ~,. Die OMnung der beweglicheh Sehnittcurve zweicr 
Fl'~&en ~,~ wird gleich r. 

Die festen tNnkte und Curveu, welche die F|-:icl~en g, gcmcin 
habea miissen, wenn die tar die Trans%rmation.,fl~iche~ angegebenen 
Bedingungen zu erffillen ~ein solten, bezcictme k.h at~ da. ~, 16tuda~m'~dal- 
sV.~em oder Ms die J"u~gam~q~talf/+'biMe des Ilaume,~ 1, mM zw;,r al~ ein- 
faehe, dopt~.lte u. s. w. Gebild% je nachdem die Fliiehen q, die~e 
Gebitde Ms einfaehe, doppelte u. s. w. Ia.~itzem l)ie~en Gebilden eut- 
spreehen im Raume X im Allgememen Gebilde vo~ hilherea [fimea- 
~,ionen and zwar, sIveeielle F~lle ausgen~,mmen, Fl;ic|wth welehe &ts 
l"umla~med.atllii<lg~s%'~:m do~ ILaume~ X om~titniren. Filr d i e ~  Et~t- 
~preehen gelten umi die folgenden :k'ilze, welche ich d,-m ~ ~'2. meine~ 

% S. d ie~  Arm., Band :L pa~. 17;. 
l i l ~ t l ~ m a . t i ~ M  A:*ualet~ I l L  '~/; 
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Aufsatzes in diesen Ann., Bd. 2., ffir den vorliegenden Fall sp~ 
cialisirt, entnehme. 

,,Einem tzfachon Fundamentalpunkte yon :Y enL~pricht im Raurae 
X eine Fl.~che, deren Coordinaten sich als rationale Funotionen ,u t~ 
Ordnung zweler Parameter darstellen lassen, einem eini~achen Fua- 
damentalptmkte also eine Ebene yon X . "  

,Einem jeden Punkte einer ttfachen Fundamentalcurve C yon Y 
entspricht im Raume X im A|lgemeinen eine rationale Curve u t'' Ord- 
nung. Die C entsprechende Fl~che yon X wird durch die Bewe.gung 
dieser vefanderlichen rationalen Curve' erzeugt und hat ein mit dem 
Geschlecht yon C iibereinstimmendes Curvengeschlecht." 

Diese S~tze kSnnen sich nur unter speciellen Bedingungen des 
Verschwindens der ~,. so modificirea, dass sich die Dimensioaen der 
den Fnndamentalgebilden entsprechenden Gebilde erniedrigen. Hiervon 
finden sich in w 5., (C) und (G) und am Scklusse des w 6. Beispiele. 

Dieses Entsprechen ist folgendermassen zu verstehen: 
Einer allgemeinen Fl~ohe F yon der Ordnuag ~ im Raume Y 

entspricht in X Punkt ffir Punkt eindeutig eine Fl'~che ~P yon der 
Ordnung ~s ,  welche durch jedes vfache Fundamentalgebilde yon X 
mvfach hindurchgeht. Wenn nun F ein Fundamentalgebilde yon Y 
kfach besitzt, so zerf~llt r in die kfach zu z'~hlende, diesem Gebilde 
ents~rechende Fl~che yon einer gewissen Orduung a und in eine der 
/~" eigentlich entsprechende Fl~iche r yon der Ordnung m s -  ka. 

Um das I,~hndamentalfl'~chensysiem yon X zu erhalten, betrs 
ich die Fl~chen r ~,'~ Ordnung, Xtx:~, ~ 0, des Raumes ]', welchen, 
als bewegliche b]~chen, die Ebenen Xteix~ ~---0 yon X ent~preehen. 
Von den zu den Fl'~ehen Xai~vi ~ - 0  in X gehSrenden Fl'~chen der 
Ordnung rs~ welehe durch ein vfaches Ftmdamentalgebilde yon X 
rvfach gehen~ hat man daher X~ix, ~ 0 abzutrennen, uml der Rest 
glebt die Fundamentalfl~chen yon X,  jede einem 9fachen Fundamental- 
gebilde yon Y entsprechende Fl-~che ufaeh. In diesem Sinne il;tt a'lso 

�9 - -  ~ " r  das l~undamentalflacheasystem die ~lelehun~,: 

eine Gleiehuag der Ordaung r s -  1. ~ ~ 0 geht ebenfalls rrfach 
dureh jedt~ ~,fa~e Fundamentalgebilde yon X. 

F~ giebt noch einen andern Weg, um das Fundamentalfl'~chen" 
sy~em aufzu.~llva. Zu diesem Zweeke fill,re ich die folgeraden, dett 
~,~ 5. uad 6. des obea eitirten Auf~iz.es entnonm~e,ten S-~ "tze fiber die 
Jaeobi'seh~, Determinaattenfl~che D der vier Fl'~chen ~p, an: 
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,,Die J acob i ' s che  b'l'~ehe 1) der vier ]~].:ichea ~r eath~lt e/ne 
einem kkmdamentalpuakte, resp. einer Fundamentalcurve v~n Y 
entspreehende Fl-~che zweifach, resp. ehlfach." 

~ - - 0  stellt die Abbildung der Fundeammtalgebilde des 

Raumes Y dar und giebt die einem 9fachen Fundamental- 
punkt% resp. einer ,~fachen Fundamentalcurve entsprechende 
Pl~che ( ~ -  2)fa~h, resp. ( ~ -  l)fachY' 

Duller giebt die Determinantenfl~ehe ebenfalls das Fundamentalfl~hen- 
system, zweifaeh oder einfach, j e naehdem dic Fund.~mentalfl.k'he ei nem 
Punk-re oder einer Curve entsprieht.: uad sie enth~lt keilie weit~ren 
F -l~hen. 

Ueber das Verhalten der Jacobi ' schen Fli~che dcr ~ in den Fun- 
damentalgebitden des Raumes X habe ich (t. c. w 5.) den Sa~z bewieseu: 

, ,  Die J a co b i'sche Fl~iche hat die einfachen Fufidamentatpunkte 
yon X zu Doppelpunkten, die vinfachen Fundameutalcurve, 
yon X zu drcifachen Curven." 

Den .~llgemeineren Satz 
,,Die J a e o b i ' s e h e  Fl'~he der ~,~ hat einen vih~hen Funda- 
menfalpnnkt zum (4v - -  2)faehen Punkt, eine vfa~he [~ 'un-  

, r damentalcurve zur ( 4 v -  1)fachen C~rve," 
beweis~ man entweder dureh Bilden der hSher'a Differetltialqnotienh'u 
yon 1),  oder man karm denselben aueh auf den vorhev.gehenden ,.~:;a~ 
auf folgendem Wege zur"dckffihren. 

Ma~l bc/xachte zwei eindeutige Transformation~n 

~ = ~ ( z ) .  

Bei tler ersten sei der Punkt x' ein einfacher Fundame~talp~nkt; die 
Z seien Fl~ehen v ~ Ordnung, welche dureh die zur er~ten Trans- 
formation gehSrenden Fun@amentalgebilde d ~  Raumes Z nicht him 
durehgehen. Bei der hier'aus resultirendea eindeutigen Transformation 

tritt danu der Pnnkt x" als vfacher l.'uadamentalpu0kt anf~ and e.~ isi 

- -  c.c t gx, i'x~ r  

Der erste Factor zur Rechteu, als b'unetion der O~dnung 4 ~, - -  4 der 
z~ hat, in x a~sgedriiekt, den Punkt ~ zam (4v - 4)fi~chea Punkte, 
?wr z',veite Factor hat denseiben ~azm Doppelpunkte, und f i r  D - ~  0 
wird x" also ein (4~ - -  2)fact~er Pankt. Ebeu~o folgt der an~ere Theil 
~les 
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Freilich l~s~q~ sieh die Transformation (2) nieht ira Allgemeinen 
attf die hier angegebenen zwei Transformationen zurackf~ihren; abet 
der aus deaselben gezogene Sehtuss bleibt richtig, well die aus ihuea 
resultirende Transformatioa fiir Ptmk~ in der N~ihe des Punktes x; 
yon denen allein die Art des Verschw-inde~aa der Determinante abh-~n~ 
keine weiterea Singu/aritatea zeig~. 

Selbstvers.tandlieh gelten die in diesem w f~r die Fundamental- 
gebilde yon Y und die Fmadamentalfl~ehen yon X gegebenen Ent. 
wieklangeat aueh ffir die Fuudamentalgebilde roll X m~d die Fun- 
damentMfl,~chea yon I2 

w 
Die Transformation d r i t t e r  Ordnnn~. 

Die bemerkeuswerthestc Raumtransformation ist die aus drei 
bilinearen Gleichungen entstehende Transformation dritter Ordn~ng, 
die ieh, mit den aus ihr abgeleiteten Traasfbnnationen, in den tbl- 
genden w167 n~her verfolgen will. Ich bezeichne dieselbe schlechtweg 
als die ,,Traa.sformatioa dritter 0rdnung", obgleich es, wie'ieh in w 9. 
zeigen werde, noch weitere Transformationea dritter Ordnung giebt, 
deren Umkehrtmg ebenfalls yon der dritten Ordnung wird und die aich 
trotzdem nicht auf jene zuriickfiihren lassem 

Die drei bilinearen Gleiehaagen aden: 

0 )  B == X b , j , y ~  = o 
~.k 

( i ,  1: ~ 1, 2, 3, 4). 
Ferner se'tze ieh: 

~A ~B b(; 
i A ,  = ~.--  ~ - .  Z . , ~ y ~ ,  , "1~, = - , C ,  = : - -  , a x ,  i 6 x .  ~x ,  - 

(2) 
t A, ~ = _"a,,x, B~ 

f,./~ i t '  = , . - k ,  , . '  ' r , = , e , .  

Die Transformation wird dana dareh die Form&n gegeben: 
bP 

WO 

(4) + 

Um d~ fundamentalgehilde dot Fl'ae.hea dritter Ordnung r163 z• 
bentimmen, bemerke ieh~ dass: 
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Far die Punkte der Curve neuuter ()rdntntg~ h, uelcher aich % ~ ~ 
trod ep, ~ 0 schneiden~ ist daher 

al~o entweder aueh g., = 0,  % = O~ odor 

Aa = ];~44 ~ ]~'o = t:B:i , ('~ = ]"('~" 

Diese drei letztern Gleichungen ~ind die dreier 1,roj,:ctivi,,eher Ebcneu- 
bfischel, die eine Puaumeurve dritter ()Mnung erzeugen, l)ie.-e Curve 
bildet den bewegliehea Sdmit t  yon q, =- c ,  r ~ o; der i~brige Schnitt, 
eine .Raumcufve secl~ster Ordmoq/ 1;2, geh~rt auetl q ~ ~ c;~ ==-~ an 
und stell~ das FundamentMgebilde des Raumes Y dar. 

Eben~o folgt~ dass die l~'l~ichen drit~er ()rAining ,,,~ ,'hw lLmm- 
curve seehster Ordnung gemein habea, die Fundamentak'urve L de.~ 
Raumes X. 

Far  die Fundamentaleurve K verzehwinden a l~  die l.letermiuauten 
des Systems: 

A 1 A z A:~ .1~ 
I3 z B., 11 a B j  , 

c, C, c, 

~der man kann: mit ginfiihrung yon ]'al~met~rrJ 2, u ,  v~ .~c/zen: 

{ ;...t~ + ,~I;,  -+- v C ,  = 0 

<5) ~ ;.A~ + VBa + vC:; ~ 0 
! 

Durch Elimination d e r y  ergieb~ sidt hieraus due Gleichun.g viert,a~ 
(;*~ade~ in 2, u~ v, die Gleiehung einer allgemeinen Corve vierter Ord- 
mmg~ wdeher  die Curve K vermSge (5) Puakt fi~r [ 'unkt eh,deutig 
entsprieht. Z)aher hat K dtas Gesclggz'ld 3. 

Ferner sieht man,  d ~  jedem Pankte dieter Curve eiae (;,ere.ub; 
yon X entsprieht~ denn fiir einen I 'aukt ~J~ weteher dmt Gleichungen 
~5) genfigt, hat maa1 

1. t  + V.11 + v C =  ~,  

und yon den Gleichmigel, 1) wird es eine Folge der |<.iden andent. 
Diese deraden erzeugea die Fundamea~talfl~he de~, Raamen X, 

die, naeh w 1., ~'on der achten Or, hmng wird nM L ~,~Ir dreifaehea 
Cun'e hat. Um die Gh4ehtmg dieser wiud.-chiefen Flliehe, Q = O, zu 

t P in 11 :~- ~ einzuffihren uud erlmhea, hat ~ die Werthe der !h ~- 

den Factor _v2,x, abzutrennen. S-o ergiebt sieh~ ,~'em, maa~ die Werthe 
der y~ zuerst in A, ~ah,-.tituirt: 
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art azt az~t (~  A t Bl r, 

at= a~  a:~ a,3 ~ Sa F~ 

c, c. c, c, o o o 

o~ a~2 a3~ ~4~ 0 B 2 r~ 

al~ act a.zt a~t 0 B~ r~ 
B, ~ B~ 1 h o 0 o 
c ~ c ~ c ~ c ,  o o o  

ruler: 
tlt~ tt'-'l ~:~1 (tit BI rt 
a~., a2.,: a3. ., ttl2 B=, r~ 

(:, 6; 6~ C~ o o 

h~ die~em Ausdruvk (6) hat man nocll in den/L~ C die ~/~ dm'eh die 
?P 
~ -  zu ersetze=, um die Gleichung dcr FundamentaRl~che roll X zu 

erhalten. Ferner zeigt die Symmeirie dieses Ausdrucks (6), d~L~s er 
auch di~ Gleichung O ~ o der I%ndamentalfl~che voa Y liefert, wena 

man nur in den B~, I'k die x~ durcll die~T ~ ersetzt. 

Na~h w 1. i~llt bier die J a e o b i ' s c h e  Fl~che D ~= 0 der r mit 
der F ' ~ h e  ~ ~ 0 zu~ammetl, ht  tier That  ha~ man: 

~ ;~;~ ~tt~ ~ ~,~, ~ ~ ~2+~ ~ , 

- ~  i At A~ A= A, i 
! B, B~ B~ Bi 
! q c, e, q 



X,u~ c*', 

i e, 
~ ,1~ .2 a 

' ~  A~ .4: A a 

c', G G 

Eindcutigc R,~mat r,u~,qbrmatiot~t.tt, i~;35 

A z A ~ ..i t ~ 

C.~ C, G r 

Iu~ ~y~ --  3 Xg~y~ 

/3 a O 

C~ 0 

Q 
(7) k / 

Die Geraden, welche die Flgche Q ~-- 0 erzeagen, sehneidea die Curv~ 
L in je drei Punk4~en; denn dutch die ihnen entspreehenden Punkte 
yon K geher) je drei Gerade der FlSehe 0 ~ 0. Man erkemR auvh 
geometriseh leicht, dass die dreipm~ktigen Sehnen einer Raumeurve 
~eehster 0Mntmg~ L-~-0~ deren Gesehleeht 2J ~ -3  ist, due l:t~d~e 
uchter Ordnung mit dreifacher Curve L erzmJgen. Von einem bc- 
Iiebigen Punkte der Curve aus gclren ngmlich drei Gerade, wdche L 
ia zwei weiteren Punk-ten schneiden, da sich yon einem :r Punkt~ 
aus L als Curve fiint'~er Ordnung, p ~- 3, also mi~ 3 Doppelpul~kten, 
projidrt. Daher wiM L dreifaehe Curve der rl~che. Ein dutch ciae 
Erzeugende a gchende Ebene schneidet aber die Ft~iche in eiuer e|mnen 
Curve siebenter Ordnung; denn diase Curve hat in dea 3 Punkten~ i~ 
welchen L wm a getroffen wird, Doppdpunkte~ and .sic kann a au~ser- 
dem nut noch in cb~-m Punkte schneiden, in demjenigen l'unkt~:, in 
welchem die in dcr Ebene liegende Verbin&mgslinie der bdde~ a 
benaehb.arten Erl~ugenden die Gerade a trifft. Der betrachtete d~ue 
t~:.hnitt, and ebenso die Fliiehe, ist dahcr ton der Orduung ~. 

Bei der vorliegenden Transformation eut~sprechen delt Fl~r 
m' '-Ordaung yon Y, welehe die Cm~'e K zur ~tfachen Car~'e haben, 
ha Raume X Ft/iehen der Orduung 3m -- Sg, welche L zur (m ~ 3g) 
fachen Curve hubert. 

Den (}era,lea des tLaumes Y entsprechen I~umeurven dritter Ord- 
aung; and diese tretfen die Curve L ia $' Punkten, da die Geradea 
die Ft'~ehe O in $ Punktea sehneiden, Altgemeiaer entsgrechea Curvea 
~ Ordauag yon Y, die it. Puakte mit K gemei~ haben, im ILvame 



X (~-,rvcn der ()rdnung 3~,~ -- u, welche in SJ,e ~- 3u Ptmkten die 
Curve L treffen. 

UIa die Trans/brmation geometriseh zu dlaracterisiren, bemerke 
ich, da~s die Raumcurve K die allgemeinste Curve ist, in wclci,~-i- 
sich zwei lqgchen dritter Ordnung, die eine Raumcurve drifter Oral- 

" tung gemein haben, noch schneiden kSnnen. Denn vermSge die~r 
Eigensehaft lliss~ sich, wens 9, ~ 0, 9z ~ 0 zwei solcher Fliichen 
sind, ~.ttp, -1- ~k.~pz ~- 0 in die unter (3), (4) gegebene Form setzen, 
und man kama zwei weitere Fl~iehen r = 0, (p~ -~- 0 bestimmen, deren 
Gleiehuagen die dort angegebene Form haben. Die Transformati,,~s- 
fl~iehen sind dami, wean / f  so bestimmt ist, die dreifaeh unelLdlichc 
Sob:tar rot| Fl~ichen drifter Ordnung, wel(.he dureh K hind~,r,hgehe,,. 

Die Entwicklungen dieses w gehen in die yon Herrn i lesse,  
C re l l e  Bd. 49, gegebenen fiber, wenn die Bedingungen 

(8) a ~ = a ~ i  , b i ~ = b ~ i  , e , ~ = , : ~ ;  

crfiillt sind. Die Gleiehang.cn (l) lassen sieh dann sis die der Polar- 
el~:nen des Punktes y in Bezug auf (tie drei Fl'Xfhea zweiter Ordnung 

auffassen, und die Curve L wird der Ort der Doppelpunkte der Kegel- 
fl~ehen des yon diesen 3 Fl,ichen erzeugten Bfindels yon Fl'Sehen 
zweiter Ordnung. Indess ist die.Zuriickfiihrang des allgemeinen Falles 
auf dlesen specielleren nicht mSglich; denn dieselbe miisste dutch eine 
lineare Transfora,ation gescheheu, die an der eix,en Reih~ yon Variai~:ln 
angebracht wird, und die Zahl der Bedingungen (S) betr~[gt IS, w[i]lrez,d 
eine line.are Transformation nut 15 willkiirliche Constanten einffihrt. 
Daz~elbe folgt daraus, dass die Hesse'sche Transformation nut auf 
eine 21fach unendliche Schaar yon Curven sechster Ordnung, 1~ ~ 3~ 
ffihrt, w-~hrend die obige Definition eine 24fach unendliche Sehaar 
yon Curven K anglebt. 

Die Transformation dritter Ordnung, wie ich sie bier gegeben 
habe, ist noch zu allgemein, um direct vielfache Anwendungen auf 
Flgchenabbildungen zuzulassen. Die Anwendtmg auf die ebene Abbil- 
dung der Fl~dmn drifter Ordnung ist schon yon Hern~ Cremon~ 
gemacht worden; sis weitere Anwendung bezeichne ich die auf die 
Fl~chen sechster Ordnung, unit Do]0peleu~we K,  welchen die Hyper- 
boloide yon X entsprechen, mit je 12 einfaehen Fundamentalpunk~en. 
Dutch eine ~-eitere Abbildung dieser Hyperboloide finder man dana 
die ebene Abbildung jener ~3~chen sechster Ordaung, und zwar ent- 
sprechen, bei der niedrigshnSgliehen Abbihlung, ihren ebenen Schnittea 
U'u~veu f'anfter Ordnang. mit 2 doppelten und 11 einfachen Funda- 
mentalpmtkten. Zu reichet~,a Anwendungen ~verdea die Sp'eci.alisirtmgen 
,let Tnmsformation, zu ~elcltea ieh reich jetzt wende, Anlass gebe~. 
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w 

D i e .  Trausformatiouen zweiter Ordnung. A f i w e u d m ~ e n .  

leh bet~chte zuw~ehst die eil~:,~chste dcr T~Lnsfi, ralatim~e~, die- 
jeMge der zweitea Ordnung, welehe die Eigenschaft hat, da-s ihre 
Cmkehruug wieder auf Functio,:ea zweiter Ordnunff fl~hrt. Den Ebenea 
des Raumes X soltea Hyperboloide des t~mmes Y entspreehen, welche 
'einen Kegetsehnitt//  told ei~tea festen Punkt I '  gemeiJ~ haben. Diese 
Hyperboloide bilden elne dreii~eh unendliche Schaar. de drei derselben 
.~chneidea sich im Altgemeinen in ,i~u',~ bewegtiehen Punkte; donn 
.seien A, /~, C drei dieser tlypertx~loide, welche nicht eine,~ B~isd~,q 
angehSren; dann hagen A urM 11, ferner A und C heweglithe K~gel- 
sehnitte gemein, welche sich, da sie beide auf A liegen, in zwei 
Punkten sehneiden, yon denen der eiae, 1', lest ~t. 

Es sei y~ ~ 0 die Gleiebung der Ebene E des Kegelschnitts K; 
der Punkt t '  sei dureh !h ~ ~J.~ ~-- g. -=~ 0 .go,ellen. l"~.rm.r .~ei 

(j~, y~, y~) ~ 0 die Gleiehung des Kcgels (l~h " . d,.r fiber K l,e. 
sehrieben ist und seiaen Scheitel im Pm~kte P hat. l)ie TransformatioJJ~ 
formetn werden dann: 

Die Traasformatioasfl~iehen de.~ lfliumes X bilde~t d;dier ebc.FMl~ eine 
dreifaeh upendliehe Sehaar yon Hyperigaloiden~ dde einen lhmkt 1'" 
(x t ~---x2=.t 'z= O) und einen Kegelsehnitt K" (.q ~ 0 ,  qs(x)-~-o~ 
gemeia haben. 

Als Fundament~lfl'~ehen treten im Raume Y auf die Ebene 1~ 
des Kegel~chni~tz K und der Kegol (PA"), ira Raume X die Ebene 
E" des Kegelsehnitts K '  und der Keget ,"iP'K'), der ,..eitiea Seheitc:t 
in P" hat und dureh K" geht. Dabei eatspreehen 

dem Punk~e xo die Ebeae E' ,  
dem Pankte P" die Ebene E, 
dem Kegelsehnitt K der K~gcl (1'" K'),  
dem Kege|sehnitt K" der Kegel [PK)~ 

trod zwar den Punkten yon K die Erzeuget~den vo/1 f I"'K)~ det~ Ptmkten 
yon K" die ~rzeugeIlden yon (/~K). 

Den H~ehea m ~ Ordnmlg de~ einen t~umes, die den F~lda- 
mentalpunkt zum ~tfaeheil Ptmkt: den Fumh'mentatkegetsehnitt zur 
~faehea Citrve imbett~ eatspreehen im andern [laume F|aeheu yon der 
Ordnmag 2 n - - l a  ~ 2'v, die den Fmtdamematpu.~kt diese~ llaumes 
zum ~ n  ~ 9 d~.faehen Punkte, den Kegel.elmitt zttr ~r ~ # - -  v~faehen 
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Curve hnben. Insbesondere entspreehen sich die Ebeneasehaaren dutch 
P and/~" gegenseitig, mad die Transformation zwischen je zwei dieser 
Ebenea wird yon der zweiten Ordnung. 

Die Jaeobi'sche Fl~che besteht aus E ~- und (PK) ,  resp. aas 
E "~ and (:P'X'). Die Transformation selbst ist, wie die analyfisehe 
DarstdiuY)g z~dgt, ein sehr specieller Fall der Transformation dritier 
Ordnung. Ein speeieller Fall der Transformation zweiter Ordntmg ist 
die dutch ,,reeiproke Radienvectoren", wobei der Fundamentalk6-gel- 
sclmitt der imagh~re Kugetkreis der unendlich fernen Ebene ist. 

Ich maehe eine Anwendung auf die Abbildung ehaer .Vliid~e vierter 
Or&~ung m# Doppdkegelsd~rdtt, die yon Herrn Clebsch, Crelle 
Bd. 69 trod diese Axmalen Bd. 3, pag. 60 behandett wordcn isL Die 
Gleichung der Fl~che sei: 

wobei 
tJ-~ y,A(y) + ~,(~) 

and A(y) eiae lineare; ~P(?/)eine quadratische Function yon Yz, Y., Y:, 
and Yff(y) eine lineaxe Function yon y~, yz, y.~, Y4 ist. Die Fl~ehe 
geht dureh /9 und hat K zam Doppelkegel~chnitt. ]ha" entsprleht im 
Raume X die Flitche dritter Ordnung 

, t ,~ ,p  ( z ) . : l  (x)+ x, ~ (~,.)+ x.? + ~:~2v {.q~, , x~J:, , x~z, , ~(x)} ~-o, 
welehe dutch K'  hindurchgeht. Durcil die ebene Abbilduug you cp ergiebt 
"~ieh mm die yon J~\ Dabei is~ za bemerken, dasa auf r .schoa eine 
Gerade G e'mdentig bekannt i~t, n~alieh die in der Ebene yon K" 
llegeade Gerade x~ ~ 0, A(x) ~--0. Die 16 Geraden yon O, welehe 
G aicht schneiden, and dadureh auch die 16 Geraden yon I" and die 
Abbildu~gea yon ~ and _~', erh'21t man al~o dutch [/3sung eiuer Gtei- 
chang fiimften Grade~ und you 4 quadr~tischen Gleichuagem Dieser 
Zusammeadmng izt ebenso schon yon tten~a Geiser ,  Crelte Bd. 70 s 
aachgewie.sea~ worden. 

Als weitere Anwendung bezeichne ieh die Abbilduug einer der 
vott Herrn Kummer behandelten.Fk'/cl~ vicrter OrdntouJ (Moa~lz- 
berichte der Berliner Akad., 18~): 

~: + na t  + 4bArB + 6vA~.1F + 4dA13:~ + eBI .~ 0, 
wobei r eiae Fmxetioa zweiter Ordnung, die A, B lineare Functio~ea 
tier Coordinaten sind~ a~f einer Kegelflgche dritter O~dnung, veto C~- 
~hleeht 1. Die b2~ehe hat zwei uniplanare Knoteapunkte, in denen 
~u:h die zwei Schalen der Flgche beriihren, und der gbenenb~chel 
A-F  l.B--, 0 schneider die Ft~ehe in einer KegelacbnittsehaaG eiar 
Eheae ha je zwei Kegelsehaittea. 4 dieser Ebenea berfthrea die }:'1-~ 

K e g ~ t t e ~  L~t  man nun P uaeadlich nahe an K riickett 
~ d  K mit ei.eem ~ 4 K e g e ~ t t e  zasammenfalte~, w=ahre~ 
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zugleieh iu eiaett der Kaotenpunk~e tier Fl~ehe t~tlt, so eat~pricht 
derselben dutch die Traasformatioa zweiger Ordaung eia Kegel dritter 
Ordntmg. 

Mit dieser Transformation behaadelt man feraer die ~ l , c  fiiuflcr 
Ort~uotg, ,F~ mit I)ol~;elkqyd~dofftt K and d:dfazlwm l'unktc P. Die 
ebenen Sehnitte yon F bilden sich auf der Ebeae ab darch Curveu 
seehster Ordnung, mi~ 6 doppeltea und 7 emfaehen festen Punkt~n. 
Dem Punk~ P entsprieh~ eine ebene Curve dritter Ordmmg, Q, durch 
die 6 ersteren Pmakte a,. Man le~ sodann ein~ Curve sechster Oral- 
mmg, welehe die a, zu Doppelpunkte~ hat. Diese Curve schneidet 
Q in 6 weiteren Punkten, welche als eiafache Fuadamentalpuakte b:, 
auftreteu. Der siebente Pundamentalpuakt, % kama betiebig aa~ge- 
nommen werdem Dem Pank~e c entsprieht d~e Get'aBe vort 1"; welche 
ia der Ebene yon K lieg't ~ den Punk-ten b, entsptechen 6 Gerade (pA') 
yon ~, und den Punkten a, 6 Kegelsdmitte yon _b'~ welcht, darda _P 
gehm~ und K in je zwei Punkten treffem Solcher Kegetsclmittc giebt 
es 27 ~uf ~'~ deren System mit dem der 27 GerMen eh~t~r FF.iehe 
drifter Ordaung identisch ist. 

Ganz ~hnlieh gesehieht die Abbildm~g einer F15che seeh~ter Ord- 
lmng mi~ dreifaehem Kegelschhitt K und drcifaehem Punkt 1" durch 
Fuacfioaea seehster Orduung mit 6 doppelte~ u~M ~; einfachen Fun- 
d~me~talpunkten, welch letztere auf ehmr dureh die 6 er~terca t'unkte 
gehende~ Cur~e dritter Ordam~g liegeu. 

w  

DieTra~L~formation der Ordmmg zwei-drei mit  ihreu Ableitungem 
�9 bbi|dueg der Fliicheu u" Ordnung rail (~ - -  12 oder (n-- 2)- fa, her 

Geradeu. 

giebt w~h eiae yon tier ilt ~ 3. betr~chtet~m Art vcr~chiedene 
Cla~se yon 1u zweit~,r ()rdaung. Die ttyl~rboA~ide, 
welche ei~e Gerade uud drei eiuf~che ]'uakbJ gemein habe~ bihkm 
eT~enfalls eine dreifach unendtiche Sch~.~r, und irgend drei der Fl:~cheu 
treffen sich noch m einem beweglichen Ptmkte; denn zwei derselben 
~hneiden rich noeh in einer B~umearve dritf~r Ordnung, -~-elehe rait 
tier festen Geradea 2 Ptmkte gemein hat und dutch die 3 festen Punkte 
geht~ mad diese Carve trifft eine dritte der Fl-~eben in einem weite~a 
Paukte. l:liese Sehaax ~ daher ~ur Transformation dienen. Eine 
Betrae~htung der in der Schaar enthaltenen zertMlenden Flf~ehen ergieb% 
da~ die Transformatioas/l'aeJhea des ea~Weeheaden llamr~es t v i n d ~ / ~  
Fliicken driller Ordw~  werdea, mit fe~er Doppelgeradea and drei 
f e r n  einfachen GerMen~ welehe jene sehneiden, 



M2~X ~ O V - T I I ~  ~ �9 

~ie t i  y~ =Vz-~--O die Fundamentalgerade g~ und 

1) y, - - ~ - y a ~ y , ~ - - ~ . O  

,lie Fundamentalpnnkte ] ,  2 ,  3 des 
formation: 

Ox, ~ Y,Y~ ~ r 

~ x ,  =-- y:  (y~ - -  !t:~) = q~, 

Die Ooppelgerade G der Fl~che~ 

Rauaqcs Y. l)ann wird dk. Trau.,- 

50:; ~ X t x  2 (.c I - -  x j) ~ 0,~ 

~, ist x , ~ x ~ = ~ l .  Die (h'ci vi~, 
faehe~t Fuu&unentalgeraden der r (I) ,  (2), (3), sind: 

('..> ) X.: ~ .Q ~ 0 

(3) a : ~ - - x ~ x ~ - - x  a - ~ - 0 .  
Als FundamentalflRcher~ yon :Y treten auf die Ebeae E', !lj = O, 
welche dutch die drei Punkte 1, 2, 3 geh G und die Ebenen . a l l  
(02) ,  (03) dutch g and je einea der drei Punkte,  n'amlieh !11-~ 0, 
!12 = 0, Yt-- . ' /2 ~-" 0; als solche yon X das Hyperbo]oid H oder 
x~a" a ~ .c~x 3 - ~  O r weh:hes ,lurch die drei Geraden (1), (2), I3) geht, 
uHd die Ebenen (G l ) ,  ( G 2 ) ,  (G3),  oder ~-~ = 0, x.. = 0, .q - -  x.: -~ 0, 
welche dureh I i  urtd je eine der drei Geraden gehen. Und es ent- 
spreehen 

die Ebenea (G1)~ ( G 2 ) ,  (G3) resp. dea P u , k t e a  1, 2, 3, 
die Ebeae~t (y l )~  (0:~)~ (y3) resp. den Geraden (1), (2 ) ,  (3), 
da~ Hyperboloid H der Geraden Y, 
die Ebene .E der Gerader. G. 

De,t Puakten yon g entsprechen die Er/.eugenden yon t l ,  wt.lche tl), 
(2), kS) "'sehneiden, und den Punl~ten you G di;e Kegelsclmitte der 
Ebeue Js welche durch die Puakte l~ 2~ 3 und den SehnittpmJkt yon 
/~ land g hindurchgehen. 

Die J a e o b i ' s c h r  Fl~che yon Y l~,~teht aus den Ebenen E ,  (91),  

(02) ,  (03) ,  die you X aua H und ( G I )  -~, (G2) ' ,  (G3) 2. 
F_Auer Fl~iche ,#,~, Ordnung yon X ,  welche 6; zur yfitchen und 

( ! ) ,  (2), [3) zu je vfachea Gea~Lden hat,  eatspricht im Raume Y 
eine Fl~che der Ordmmg ( 2 m - - ~  ~ 3v) ,  welche g zur (m ~ $ v ) '  
fa~hen Geraden, die Punkte 1, 2. 3 zu [ m - - / ~  ~ v)fachen Kuoteaa- 
punkten hat. Einer Fl~ehe m~,'' Ordnung yon Y ,  welche g zur u fachen 
Gexaden, 1, 2~ 3 zu vfachen Knotenpunkten hat,  entsplScht in X 

FI~r dex Ordmmg (3 m ~ 2 . ~ - -  3 v~, ~ wele.he G zur (2 m - .~-- 3 ~) 
faehen, kl)~ (2), (3) zu (m ~ 9 ~ v)fachen Geraden hat. 
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It~besondere entspricht einer Fl~iche a, ~ Ordnung in .\'~ mit 
(m ~ 1)faeher Geraden G und einfachen Geradet~ (1), i2), (3), in Y 
ehae b-'i/iehe (m ~ 2) ~'' Ordaung, mit (m ~ 3)father Geraden y; und 
einer b'l~che mt' '  Ord~mng in X,  mit (m - -  2)faeher Geraden G und 
einfachen Geraden (1), (2), (3)~ in Y eiac Fl'Xehe ~m .-- I) '~ Ord- 
nmlg~ mit (o~ - -  3)father Geraden y und eintaehen Pankten in t ,  3,  3. 

Die Ordnuagen dieser beidea Ft'~ehen erniedrigeu ~ich atso~ wenn 
man nnsere Transformation der Ordnung zwei.drei auf ~ie v.nwendet: 
und e.~ wird ruaglieh, da die~e Ftaehen ei~e genligende Anzahl voJt 
Geraden enthalten, welche mm~ ak~ Fuudameltfalgerade nehmen kau~. 
die Transformation zwei-drei zu ~viederh~,h-~ und auf diese Weis," ,ti~" 
e,-ztere Fl~chenart auf der Ebt.~J% die zwe~te auf einem ttyperkJloM 
eindeutig abzubilden. 

Zu der in diesem w angegebenen Transformation f~i~e ich ~,(wh 
die quadratisehe des w 3. hinzu, indem ieh in der letzter~ den Fui,- 
dament'alkegelsehnitt in zwei sich selmeidende Gerade zerfalieu la~v. 
Aus diesen zwei ch.mt**tarca. Trausfi,rmationet~ biide ich circe ilhnllciw 
lleihenfolge, wie die der C r e m on a'schen Tre.n~ibrmationen ~ welchc 
die allgemeine ebene Transformation lietert. Die allgemeittste Rzauta- 
transfbrmation, we|ehe auf die~em Wege entzteht~ i~t die fo]gende: 

, ,Den Ebenen yon Y enLspricht it, X die dreifaeh unendlieh~. 
Sehaar yon b'|'~chen ~, der Ordnung 2 r  ~ s +  1, welche eiae fi.~st<~. 
Gerade G zur @ r -  ,Qfaehen Geraden, ferner ' 3 ~ ' - - 2 s  Get,de %, 
az, -.. a z , _  ~,, welche G, aber nicht einander schneiden, zu eiMhchett 
Ger~den~ und s lest, Ptmkte e,~ %, . . .  r za einfaehen Punkten habett. 

Bei dieser Transformatiott ent~prieht so~iann den Ebenea yon X 
[m Ramne U die dreifi/ch unendliche Sehaar v,,n Fl2iehen r der Ord. 
uang r + 1, welehe ein~ feste Ger-wle S zur ~'faehen Geraden~ ferner 
s feste Geraden f ' ,  fl:, . . .  l~,, welche y, aber niehg ein~nder ~chneiden, 
za eiafaehea Geraden, und 3 r  - -  2.~ fe~te Pm~kte bt,  b.,, . �9 l,.~._. :.. zu 

einfa, hen Punkten  haben." 
Dean die Flachen t~ bilden in der That eine dreifach unendiiche 

S~chaar, weil eiae Flache der Ordnung 2 r  - -  s + 1 mit (:~r - -  .~)i~.~:her 
fester (~erade aoch 3 ( 2 r  - - s  + 1) Constanten e~th'~ll~ und jt~e dt.r 
Geraden a zwei, jeder der ~tmkte a eine w'eitere Con.~tante a}~rbirt. 
Je drei der Fl'~ehen sehneiden sich ira Allgemeinen ia dm'm L~ 'e~ .  
lichen Puarkte; denn zwei dersetben ~ehneiden sieh, a u ~ ' r  r and den 
a ,  in einer Carve tier Ordnung 

t 2 r  + 1 - -  s )  ~ - -  @ r  - -  s /" - -  ( 3 r  - -  2.*) = r + t ,  

and diego C.urve hat  mi~ G r Puukte, ntit den Geradet, a je  &hen 
i ' tmkt gemein and geht~ einfaeh dutch die Ptmkte try; sic ~-hneidet 
dMaer eine dritte der F'lgchen V noch in 
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~er ~inem Pankte. 
Da~er kSnnen die F"l~hen u/ zar Transformation dienen. Diese 

Transformation kann abet dardl eine Reihenfolge yon elementarea 
Tra~nsforraationen ersetzt werden, da man auf diese Weise die Oral- 
hung der den ~/ entsprechenden Fl'ichen so lunge erniedrigen kann, 
his dieselbe der Einheit gleieh wird. Denn ist die Anzahl der Fua- 
damentalgeraden a gleieh oder grSsser ats drei, so nimmt nmn G und 
drei der a als Fundamentalgerade der Fl'~chen drifter Ordnung ~ einer 
Transformation zwei-drei, und die Ordnung der den ~ entspreehenden 
Fl~chen ~" wird nach dem Obigen tim 2 erniedrig~. Dabei eatsprechen 
im Allgemeinen der Geraden dutch G wieder Gerade von ~hnlicher 
Art; und die ~" haben daher wohl s feste Punkte d,  aber nur 3 r - - 2 s - - 3  
feste, die vietfache Gerade schneidende, Gerade a'. Wird nun die An- 
zaht tier a" < 3, so maeh~ man eine elementare Transformation der 
Ordnung zwei, indem man eine der Geradea a" und einen der Punkte 
d benutzt; wodurch die Ordnung der ent~prechenden Flichen W' um 
1 kleiner wird, ebenso die Anzahl der festen Geraden und die der 
festen Punkte. Wird endlich die Anzaht der festen G e t ,  ten ~ 0, so 
ist die Anzahl tier festen Punkte ~ 3k, und inau muss noch k Trans- 
formationea der Ordaung drei-zwei maehen, indem man immer drei 
tier Punkte als Fundameutalpunkte der Fl~ehen cp dieser Transibrmation 
aunimmt; bei jeder derselben erniedrigt sich die Ordaung tier trans- 
formirtea Fl~chen um i.  

Aus der Betraehtang dieser sueee~'siven Traz~sformationen uad aus 
dem oben angefOhrten Verhalten der beweglichen Schnittcurven je 
zweier tier Fl~iehea Y fo~t  nun direct die Richtigkeit der oben aa- 
gegebenen Umkehrung der Transformation (2r - -  s + l) ~'" Orduung. 
Man hat dabei aur zu bemerken, class bei jeder der Transformatiouen 
dem. Ebenenbfischel durch G wieder ein Ebeaenbiischel durch die mehr- 
faehe Fuudamentalgerade G" des entsprechenden Raumes, uad Geradcn 
dutch G wiederum Gerade dureh G', entspreehen~ speciellen Ebeneu 
dieses Bitschels abet, wenn dieselben dutch Gemde, resp. Punkb 
gehen~ welehe bei tier Transformation benutzt werden, Punkte, resp. 
Gerade. Zu einem Ebenenb~schel durch G muss man noch eiae 
F ' ~ e  Q, yon der Ordnung 2 r  ~ s, welche G zur ( 2 r  ~ s + 1)fachea 
Geraden, die Geraden a zu einfachen Geraden hat und dur~n die 
Punkte a geht, hinzm~gen, um einen B~sc~hel yon b3ichen ~t zu 
ertmlten, der dann die Abbildung des Ebenenbasehels dutch g vor- 
stellt. Die l~2ehe Q ist daher die Abbildung der vielfaehen Funda- 
m e a t a l ~ e a t  .q der ~. Die ~vgche Q i~ dutch die genanuten Be- 
~ n  v o l ~ d i g  ~md eindeatig he~fimmt. Sie wird erzea~ dutch 
die mtionMelt Carvea r ~ Ordaung, welehe (r  ~ 1) Punkte mit G, je 
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einen Punkt mit den Geraden a gemeiu und einf~che Punkte in dea~ 
tt habea; denn solehe Curven erg~azen sich mit den G ~ d e n  dutch 
G za Abbildmagen yon Geraden des Raume8 1\ 

Ebeuso fo|gt, dass die Abbildung yon G" eine Fl~ehe ~a ~'oa der 
Ordnung r wird, die g als ( r ~  l)fache Gcra~le, die .~ Geraden /$ zu 
einfachen Geraxlen hat und dureh die 3 r ~  2s Pu~kte b ehdaeh geht. 
Auch diese F1Kche ist dutch diese l~ed~uguugen vollslg~ndig und ei~- 
deutig bestimmt. Sie wird erzeugt dutch die den Puukten ~'ot~ G ent- 
spreche~lden, r.ttionalen Curven der Ordnnng 2 r - -  s, writhe o ~. ~ s ~ ] 
Punkte mit #, je einen Punkt mit den Geraden fl gemein, uad eiit- 
lathe Punkte ia den b haben. 

Als weitere Ftmdament~tfliichca der Trait~formatioa trete,u die 
Ebenen ~uf, we|the man darch f; und die Gcraden a mid thmkte , ,  
und ebenso die Ebenen, welche man dutch y uud die Punkte /~ und 
Gcraden ff legen karm. Und zwar gelten fiir diese GeLitde d~c ~blg~.nde~, 
Beziehungen. Es entsprechen 

die Ebenen (Ga~) des Paskttm b,, 
die Ebenen (Gu,) den Gcradeu /J,, 
die Ebenen (gb~) den Geraden o,, 
die Ebenen (gfl,) den Punktt.n -,, 
die Fl~che Q der Geraden g, 
die F-~che ~o tier Geraden G. 

Diese 2~.nsformatJon werde nun aaf die fiTiicla.~, (r + 2)"' Ordnu,~ 
~-on X,  F-~-O, welche G als rth&c G~'rade~ die a als eildkche Ge.. 
fade, die Punkte a als Doppetpaak-~e besitzen, angeweadef. Dr, dit~e 
l.'taehen noeh 3 r  - -  2s + 2 aieht dureh die rz geheade Geradenpaare 
I,e~itzen, so kaau mart 3r  - -  2s dieser Gernde~ aus 3r . - -2z  ver- 
sehiedenen Paarea herau~nehmen und die Trar,~t~orm~tion'~fl'g~ehen 
hindurchlegett. Dizen Ft'aehen eni~preehen damn ira l~mame Y 1Le~r- 
botoid~: t1~ wetche durch die 3 r - - 2 s  Punkte b hindurehgehen, da- 
gegen die Gerade g und die /J nieht, e~thalten. 

Diese Abbildu,g der Flgchen J~' auf Hyperb~loiden giebt 8ogleieh 
die Eigenseh~ten dersetbe~a. ~ besteht der Schnitt ~'0~ g mit 11 au~ 
zwei Punk'ten, denen in X zwei Curt'ca #r,- Or~lnung entsprechen, 
welehe aus ~" you Q ausgesehnitfea werden, und deren Kenntni~s 
direet zur Abbildung yon k" geflihrt h~tte. Diese Curven und- die 
Fl~-~e Q sind die i~ meiner Abhandltmg, dic~ Annalen, Bd. 3~ p ~ .  
180 ft. augegebeuen. Bei tier Abbfldung sind die beide~ Pur~kte~ in 
weiche~a /~ yon # getrofl~n wird, rfaehe,  die t'unkte des ~-]mitfes 
der # mi~ H einfaehe, und ebenso die b einf~.he Fnndame~datp,mkt~.' 
des Hyperl~t~ids. Um auf die e[~lte Abbitdmtg darch Fuac-f~oneu 
(r + 2) '~ Orduu~g zu gelaage~a, pr~,ji&rt mas~ noeb H yon eiw-m der 
t~.J~aifAlmnk~ yon g and 1t aus nuf &he Ebene. 



"~ MAx NoL'zuzs. 

Die oben eatwiekelte Transformation ffiebt die niedrig~tmi3gliehe 
ebene Abbildung der windsehiefen ]"liichen ~t,~ Ordn~l~g mit iJ~ --  1) 
/'acta~r Geradel~, �9 = O, wean man s ~- 0 fiir n ~ 2 r  + 1 und ,, ---~ 1 
flit ~ == 2r  setzt. Die dreifaeh unendliehe Sehaar der Curven (~-~- 17",' 
Ordnung, welehe Sehnitte einer Ebene E yon Y mit den Fi':iehen �9 
~ind, bildet dabei die ebenen Sehnitte der/~' entsprecheuden Fl'gehe ~/ 
ab. Diese Abbildungen sind dann identiseh mit den in w 7. der er- 
w~hnten Abh~mdlung gegebenen, wenn man nur noch, f~ir ~ = 2,', 
den einen Fundamentalpuukt t~ der Transformationsflih.hez~ ~/ ,mend- 
Iieh nahe an r heranriieken liisst. 

Sper ia l i s i rung der  Transformat ion  d r i t t e r  Ordmmg. 

leh gehe auf die -',]lgemeine Transformation dritter Ordnung des 
w 2. zuriiek, um die Speeialisirunge~L abzuleiten, welehe dutch das 
Zerfallen der Fundameataleurve A', der Raumeurve seehster Ordnung, 
p ~ 3, eintreten. Diese speeiellen F'~lle, einzeln genommen oder zu 
einer Reihe yon Transformationen mit einander verbundeu, bieten due 
reiehe t~uelle fiir Ft'k.hcnabbilduagen. 

Eine Uebersieht iiber die hierbei mSglichen HauptF.illc verschaflF 
lch mir auf iblgendem Wege. leh betr, tehte die dureh .~ 2. gegebeae 
Abbildung einer Fl'~che dritter Ordnung, % auf einer Et,ene k: yon X. 
Dabei bildet sieh die Curve A', dutch welehe cp geht, auf I f  ab dureh 
den 8ehnitt dieser Ebene mit der FundamentaLfl;iehe Q [(6) oder (7) 
dos w :L[, also dureh eine Curve aehter Ordnung mit 6 dreifaehen 
Punkten. Indem man nun diese Curve auf alle mSgliehen Arten zer- 
|Mien l~sst, ergeben sieh aueh die Singularit."iten ihres Bihles, tier 
Carve K. Um die Transformation durehzuffihren, untersueht man, 
"~xtann die Fl-'.tehe O, welehe dureh die dreifaehen Sehnen v,m K 
eraengt wird. Der Selmitt yon O mit einer Ebene yon Y giebt das 
Bild der Fmadamentaleurve L des Raumes X,  und somit L seibst. 
,So finder man folgende Traasformationen: 

(A) Die ~ werden Fl~ehen dritter Ordnung, welche eine IMam- 
curve Q fflnfter Orduuag, io ~ - 2 ,  und eine Sehne G yon Q gemeia 
haben. Q ist der Selmitt einer Fl.Xche zweiter und einer dritter Oral- 
hung, die ~da noeh ia einer Geraden treffen. Die Umkehrtmg em~debt 
flit den Raum X ein gmuz gkaliches System yon Transformationsflgehen 
r mit f~ ter  Curve q f'tmf~_x 0rdnung, p--~ 2, trod fester Sehne g" 
yon q. Der Sehne 9 eatsprieht das Hyperbo|oid dturch Q, der Curve 
g di~ ]~w.~ seeh~tex Ordnung, mit Doppelcurve Q und dreif~her 
G*raden G, erzcugt dareh die Se[men volt Q, welche G sehneiden. 
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FAn weiteres Zerfallen yon Q ~ebt F l ~ e a  q~, welche eine Raum- 
car~e ~4erter Ordnung, erster Species, u~d zwei ihrer Sehnea gemein 
habem Diese bemerkenswerthe Transformation werde ich, mit ihrea 
Ableitrangen, in w 6. n~her untersueheai ebenso die weiteren hieher 
gehSrigen specie[lea F~lIe. 

(B) Die ~ sind Fl'~chea drifter Ordnung, welche eine Raumeurve 
Q, ffinfter Ordnung p ~ I, und eine Q in drei Punkten treffeude 
Sehne G gemein haben. Die g, werden sodann Fl'~chen drifter Ord- 
nv_ag, mit gemeinschafEicher Raumcurve ~derter Ordnung emter Spe- 
cies q, und Kegelschnitt g, der ff in 3 Punkten tri~L .~uch die~e 
Trausformation soll in w 8. n~her t~etrachtet werdea. 

Speciell 1.-a,a Q in else Raumc;urve vierter Ordnung z~,eiter Spe- 
cies, Q', und eine Sehne yon Q' zerfallen. G bleiht dreiptmktige 
Sehne yon Q'. Dieser Pall ist zugleich in (A) enthalten. 

(C) Die ~ sind Fl~ichen dritter Or&aung, welche eine rationale 
Raumcurve fdnfter Ordnung, Q, und die vierpunktigc Sehne G yon 
Q gamein haben. Die Curve Q entsteht als theitwei~r Schnitt zweier 
Fl~chen drifter Ordntmg, welche eh~e Raumeurve dritter Ordnung und 
eine diese nicht sclmeidende Gerade L == M ~ - 0  gemein haben; und 
die Tran~ormationsformeln werden dnher~ wenu die A,~ _B, ]ineare 
Functionen sind: 

Z~ ~ 2 2 , 2~ j Z~ 
(~XZixi~--2YZ~cp,-~-- ~JL+I3tM ' 71L+d ' lM ' A1 ~ Bt 

a.jL + ~aM , 7.~L + t)~M , A:~ , 1r 

Dabei be~eht der Bfischel )~ ~: + Z~ ~ =-= 0 aus windsdhiei~n Fl~'~hen. 
Die Umkehmng ffthrt auf ein ganz .~hnliches System ~on Fl~chen ~ 
mit festen Carven q, g . .  Der Carve q entspricht die Fl~ehe acbter 
Ordnung~ mit Bfacher'Carve Q und 4father Geraden G; der Gerade~a 
g~ welche q in 4 Pankten trifft~ entspricht nur wieder eine Gerade 
so da~ hie~ elnex tier ira w 1. berilhrten singut~iren F~|le eintritt. 

(D) Die q sind F1Rchen dritter Ordnung, mit gemeinschaftlicher 
Raumeurve viextex Ordaung zwelter Species, (2, und Kegelachnitt G, 
welcher Q in 4 Punkten trilR. Auch im entsprechenden Ranme liegt 
danu ein solches System yon Fliichen ~ mit gemein~chaftlicher Raum- 
curve vi_ertex Ordnung zweiter Specles~ q~ uad Kegelschaitt g~ welcher 
q in 4 Pfmk-teh trifl~ Der Carve q eatsprlcht die F'l~ehe aechster 
Ordnnng m~t Doppelcurve Q und dreifscher Carve G, erzeugt dareh 
die Selmen yon Q, welche G treffea~ dem Kegelachaitt g entapricht da~ 
Hyperbob:dd~ welches matt dutch G legen kann; und ~dmtich im 
Raume X. 



(E) Die ~ sind F1R~en driRer Ordnung, welche eine Raumcurve 
drifter Ordnung und eine diese in drei Punkten tretfende ebene Curve 
driYmr Ordamag gemeia habem Die Umkehrmag ergiebt Fl~chea d r i ~  
Ordnmag, ~ mit einem fe~ten Doppelpmakt P und einer gemein~hat~ 
lichen Raumcurve sechster Ordnmag, p =: ], welche P zum dreifachea 
Paakte hal  Diese Tram~ibrmation werde ich in w 7. entwicketn. 

(F) Die r ~ind Flgchea drifter Ordnung, welche zwei Raum- 
carven driRer Ordnung Q, ~ gemein haben, die s~ch in vier Punk~.en 
treffen. Die #~ bilden dann ein ganz ghnl~ehes System mit zwei Raum- 
curven drifter Ordaung q, ~. Der Curve q entspricht eine Fl~che 
viexter Ordnung, rail zwelfacher Curve (2, einfacher Curve Q', oder 
eine ~7 (Q~ Q~), der (/' eine ~4 (Q, ~ ) ,  der Q eine F~ (q=', q~, der 
Q' eine /;', (q, qa). 

(G) Ieh ffihre noeh die speciellste der Transformationen drifter 
O~lnung an. Die ~ sind die ~gehen drifter Ordnung, welche vie~ 
feste Punk~ zu Doppetpunktea haben und daher die sechs Kantea 
des Tetraeders, ass diese vier Punkte zu-Eeken hat, enthatten. Die 
Gleichungen kana man in die Form bfingen: 

1 1 1 1 
x~ :X,, :x~:~t--~- ~ : y : Ys: YJ 

oder: 
~ x l  =~ Y~. Y3 Y4 ~ (~ y~ -~- x :  x~ x~ 

~ x.~ ~ y3 y4 yl , ~ y2 ---~ xa x~ x i  

Q xa == y~ Yi Y~ , a y~ ~ x~ x~ x2 

~ x4 ~ Yi Y~ Y~ , a Y~ --~ x l  x2 x~ . 

Auah die ~ habea die vier Eeken eines Tetr~eders zu Doppelptu~,ea 
trod gahen ~dann dutch die seehs Kanten desselben. Den vier Eekea 
des eiaen Tetraeders entspreehen die viex ebenen ~ c h e n  des aadeven 
Tetraeders, die Kanten ent~rechen sich gegenseitig. Die Fl~ichea 
~2meiden aich noch in beweglichen Raumcurven dritter Ordnung, die 
dutch die viex Ecken hindurchgehen. Die Jacobi'sche Ftgche besteht 
aua den vier Ebenea d~ Tetxaeders, (lie doppelt zu rechnen sind. 

w  

Die Trau~ormation (A) mit ihren Ableitungen. Abbildung dec 
F lkhen  (2 n-t- I) ~ Ordnung . t i t  n faeher Raumcurve vierter 

Ordnung erster Species. 

~immt man be/der ~u~oruL.~on drifter Ordnung des w ~ an2 
ira Ramne Yein Ebenenb~chet y j - . ~ = = 0  e..~dstirt, ,~ im 

X ebenfa~ m E~enb~hd ~,-k i~ == 0 en~rlcht,  
werden die drei bilinearen Gleichungen" 
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Eindeutige Raumtransformationen. 

- -  xt y~ + x~y, ~ 0 

. ,L ' x ,A , - . -~O,  Xx~B, -~- O, 

[ - -  y~ y~ 0 0 
! 

B~ B~ B~ 

567 

A 4 

B~ 

Ffir die Fundameata l -  Dieaes L~ das in (A), w 5. angefahr~ System. 
ti~chen .~ebt die Gleichung (6) des w 2. : 

Der erste Factor stellt alas Hyperboloid dar, welches der Geradca 
x 1 ---~ x 2 ~ - 0  entsprlcht; der zweite Factor, wenn daxin die x durch 
die y ausgedrfickt werden, die in (A) erw~hnte wind~chiefe ~3'~che 
seehster Ordnung. 

Ich nehme jeLzt weiter an, ,lass noch ein zweiter Ebenenb~schel 
in Y existirt, ~em im ILaume X etmnfalls ein Ebenenbilschcl ent- 
spricht. Die bilinearen Gleichangea seien 

- -  x~ y~ + x~  y~ ~ -  0 

W O ~ S  

oder: 

und ebenso 

JI 4 ~ -  ~ 2 ,  q~, 

0 

& 

== - .  y ~ t l ,  

. ~  ~ y~H~ 

~ ~ 1 t  2 

X l ]*~ 

0 0 - - Y 4  

A, a.: ~q 

92 ~ - -  Y2 (Y3Az  + Y* A , )  

g,, -.~ x t (xaA,j + z, A4) ~- 

Die Transformationsf~en werden ~2~ch~n dr~tter Ordnungj welch~ 
eine Raumcm-ve vierter Ordnung erster Species mad zwei ihrer Sehnen 
gemein habem Je zwei dieser tW~ehen se~hw~-iden ~deh nach hi eiaer 
Ranmearve drifter Ordaaug, welche die R~meerve vierter Ordveng 
ia vier Punkten, die Sehnen in je  zwei Pankten triter 

5 7 "  



Es seien Q die Raumeurve v i e r t e r  Ordnung, H t = //2 = 0 ,  
G1 (Ys ~ "  Y~ "~- 0) und G~ (,Yt-= Y2 = 0) die beiden Sehnen yon Q. 

- Ebe~so seien q (h I ~=: h~ ~-- 0), gl (xi ------ x., ~- 0) and g2 (x,~ ~ x 4 ~. 0) 
die Raumeurve vierter 0rdnung mad die beiden SeMen im Raume X. 
Die Gleichung (6) des w 2. giebt nun fttr die diesen Curven ent- 
sprechenden Fandamentalfl~chen : 

oder fiir den Raum Y: 
(y, A, -.].- y.,A2) (y~A 3 -4- yaAa) (yzA.a + yaA,) ~- 0. 

Die Gleichung y3ha + Y4A4--~- 0, die identisch ist mit Yi hi -~- y:h,, = 0~ 
stellt die windsehiefe F1Kehe vierter Ordnuag Q dar, welche die Sehnen 
G 1, G~ ~-u Doppelgeraden hat und dutch die Curve Q hindurchgeht; 
sie wird erzeugt dareh die Geraden, welche Q, G lund  G z treffea und 
wetehe den Punkten der Curve q entsprechen. Q selbst entsprieht 
also der Curve q. Den Setmen gl und g.., entsprechen resp. die ttyper- 
botoide H l und Hz~ yon denen H 1 dareh G~, H.~ durch G~ geht. 
Ebenso entspreehen der Sehne G I das Hyperboloid h L dutch q und gl, 
der Sehne G~ das Hyperboloid h 2 dutch q und g.~, und der Carve Q 
die windschiefe Ft~iehe co, welehe dureh q geht und gl, g2 za Doppel- 
geradea hat. 

Den Punkten volt g~ resp. g2 entsprechen die Setmen yon Q, 
welche GI~ resp. G~ schneiden, den yon Gl, resp. G: die Sehnen yon 
q, welche gt, resp. g~ schneiden. Im Mtgemeinen aber entsprechea 
sich die Selmen yon q und Q gegenseitig. 

Diese Transformation liefert direct die bekannte Abbildung der 
~ e  ftinfter Ordnung mit Doppelcurve vierter Ordnung, T ~-0.  
Dean l~sst man q mit dieser Curve zusammenfatlen und le~  gl and 
g2 in zwei tier Sehnen, welche a ~  .F liegen, so entspricht dieser Fl~ahe 
in Y eine Fl~che drifter Ordnung~ die Q enth~tt, und die sieh nun 
welter abbilden liisst. 

Um aber diese Abbildungen auf die einfaehste Weise zu geben, 
benutze ich eine weitere Transformation derselben Art, bei welchex 
auch dieselbe Curve Q, abet zwei yon Gl, G~ verschiedene Sehnea 
Ga~ G~ van Q d ie  Fundamentalcm'ven fftr- die Beziehung zwischea 
dem Raume :Y und einem weiteren Raume Z sein sollen. Den Eben~ 
van g sollea die Y ~ e a  drifter Ordnung entspreehen, welehe dutch 
Q, G3, G~ gehen. Den Setmen G3, G 4 eaL~prechen nun fin Ramae 
X wieder Sehaea gs, g~ yon q, und den obenerwgbn_te~a F l ~ e n ,  oder 
de~ ~ vo~ Z~ eataprechen daher in X ]~chen flincher 0~4uung, 
w'dehe die Curve ~ zur DoPl)elcurve mad die vier S~Amen gl, g~ g~ g~ 
van ~ eiafa~ ea~mltea. 

Die T=-,~adecma~c~i~e~a ~/ yon X~ welehe den Ebeaea yon 
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entsprechen, sind somit die dreifaeh unendliehe $chaar yon Ft~hen 
fiinftar Ordnung, welche e~ue Raumcurve viert~r Ordnung, erster Species 
zur Doppelcm*ve und vier feste ihrer Sehnen zu einfaehen Ge~aden 
hsbe~. Je drei dieser Fl~ehen sehndden ~ich im ~llgemeinen in ci~m 
l~weghchen Punkte. 

Auch den Ebenen yon X entsprlcht ~odalm in Z die dreifi~ch 
unendhche Schaar yon F1Eehen ffinfter Ordnung, r welche eine Raum- 
curve vierter Ordnung, erster Species, Q', zur Doppeleurve und vier 
fes~6e ihrer Sehnen, GL" , Ge', G~', G~', zu efiffaehen Geradea habem 

Um die Fundamentatflfiehen dieser Transformation (XZ) zu erhal- 
ten~ hat man nut die beiden Transformationen (X Y) und (YZ) zu be- 
lrachten. So ist die Fl~ehe .Q" yon Z, welehe der Curve c/ entsprieht~ 
das Bild der Ft~che Q bei der Transformation ( Y Z ) ,  also eine Fl'~ehe 
aehter Ordntmg, die ~ zar dreifaehen Curve und die v[er Sehnen G' 
zu Doppelgeraden hat. Diese Fl~che wird erzeugt dutch die Curven, 
welche den Erzeugenden vo.n .Q, den Geraden, die (g, GL, G~ treffen, 
entsprechen, also erzeugt durdh die Kegelschuit~, welehe Q" in drei 
Punk~en, die vier Sehuen G' in je einem Pankte treffem Ebvnso 
ergiebt sieh, d ~  den Sehuen gl, g2~ g~, g~ der Carve ~/ yon X im 
Raume Z ~e Hyperboloide HI" ~ H.,', Hz', H 4" entsprechen, welehe 
resp. durch G~', G,', G:(, G~' und durch (2" geheu. 

Aehnlich entsprechen den Setmeu GL" , G~', G~', G~' die Hyper- 
boloide hi~ h~, hs, lq in X,  wetche dutch q und resp. g~, g~, gz, g~ 
gehen~ und der Curve Q' entsprieht eine Fl.2che aehter OMnung, rd, 
die ~ zur dreifachen Curve, die vier Sehnen 9 zu Doppelger~den hat. 

h~och bemerke ieh, dass der yon Herrn Lfiroth,  di~e Annaleu~ 
Bd. 3, pug. 124 gegebene Satz, dass zwei Kegel.~chuitte existireu, 
welehe eine Raumcarve vierter Ordnung, erster Sr~eeies in drei Punk- 
ten und ffanf ihrer Sehnen ia je einem Punk~.e treffen, direct daraus 
folgt, dass eine ffinfte Sehne G" die Curve Q' in zwei Punkten trifft~ 
denn diesen beiden Punkten entsprechen eben in X jene zwei Kegel- 
schnitte. 

Da jede Fl~che ffiufter Ordnung mit Doppeleuxve vierter Orfl- 
hung, erster Species, �9 ~ O~ ~eben Sehnenpa~re dieser Curve besitzt, 
so kann man ~er der Sehnen aus vier Paaren herausw~hlen~ and 
miRelst der hier angegebenen Transformation auf der Ebeae abbilden. 
Die Bilder der ebenen Schnitte sind dann die S~tte eider Ebeue 
mit den Fl~ehen r der Transformation ( X Z )  r Curven ffmfter Ordnung 
mit vier doppel~n und vier einfachen FundamentaIpunkten; u~d da.s 
Bild der Doppeleurve ist der Sc~ i t t  der Ebene mit der FIAche ~v 
Die Betraehtuug di~ser A~ildang erscheiat vor~.heill~ter~ als die der 
mSglichst hie&ten Abbfldung. 
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Malt ~c~-nn :BUD. ~lJe Reihe der Transformationen (XY) ,  (YZ)  auf 
gteiehe Art welter fortsetzen, indem man zuerst in Z wieder die Curve 
~'~ dagegen zwei neue Sehnen G~'~ G~" als Ftmdamen~alcurven einer 
~rratmformation (ZU) benu~zt u. s. w. So ergiebt sich durch eine Ver- 
bindung yon n dieser Transformationen die folgende Tra~formati~ 
(2n + I)~ Ordnu~: 

~Oie den Ebenen eines Raumes Wentsprechenden Transformaticcs- 
tigchen des Raumes X sind Flgehen V der Ordnung 2 n q- 1, welehe 
eine RaumeaLrve vierter Ordmmg~ erster Species~ q~ als nfache Curve 
mad 2 n fes~ Selmen yon ftals einfache Gerade besitzen. Dabei ent- 
spricht auch den Sehnen yon X in W eiue ghnliche dreifach unendo 
lithe Schaar yon Fl'Xehen ~ der Ordnung 2 n + I, mit fester ~ facher 
Ramncurve vierter Orcluung, erster Species Q und fesfen 2 n Sehnea 
yon Q als einfaehea Geraden. Den Fundamentalgeraden des einen 
Raumes en~sprechen die Hyperboloide, welche durch die Raumcurve 
und je eine der Sehnen im anderen Raume gehen; der Raumcurve 
v~erter Ordnung des ersten Raames entspricht ira zweiten die ~ h e  
der Or0mmag 4~, welche die Raumcurve desselben als ( 2 n -  1) faehe 
Curve~ die Sehnen zu Doppelgeraden hat, erzeugt dutch die ratioaalen 
Raumeurven n Le~ Ordnung, welehe die Raumcurve vierter Ordnung in 
2 n -  1 Punkten, die 2 n Sehnen in je einem Punkte treffen." 

Daraus fol~, zugleich der Satz: ,Die Anzahl der ra~ionaten l~um- 
r n c.~ Ordnung, welche eine Raumcurl~e vierMr Ordnung, erster 
Species in 2 n ~ 1 Punk"tea und 2 n -+- 1 allgemeine ihrer Sehnen in 
je eJnem Punkte treffen, ist gleich zwei." 

In dieter Transformation ist die ebe~w Abbi2dung jcd,.r JFI~c]~ 
('2~,.+. 1) t'r Ordr~um d I~dt n facl~r 2~u~,rve  vierter Ord~ung, e*rs~ ~r 

enthalt~n~ denn auf diesen Fl'~ehen liegen immer 2 n + 3 Ge- 
radenpaare, welche yon Hyperboloiden~ die dutch die Raumcurve gehea, 
au~geschnit~en werden~ und man kann 2 n Gerade aus 2 n verschie- 
denen Paaren hemusw~hlen und zur Transformatdon benuLzen. Die 
ebeaea SehniL~ einer solchen Fl~che bilden sich ab dutch Carven 
(2 n + 1) t~ Ordnung, mit vier n fachen und 2 n einfachen Ftmdamental- 
tm~'gan. ])arch eine Cremona'sche Tran~ormation zweiter Ordnuag 
~gl '~ man sO~hn~ die xdedri~te Abbildung dutch Curven (n +-'2) t~ 
Qrdnmag, mit einem ~ fachen und 2~ + 3 einfachen Fundamental- 
puakte~ Auf der Flgche li%~n 2~-+ a dex erw.~hnten ratdonalen Raum- 
r at~ Ordauag. 

Ich kehre zar ~ (A) setbst z~r'aek. ~ine wei~a~ 
~ ~ m a g  dermlben lman man da~lare~ ein~eten ltmaeax~ dass man 
no~ einem ~ g'nene.u~dxel yon Y einen Ebenenb~sehel yon X 
eat~e~.&ea ~ Die &ei bili~ear~n ~biehungen seien dana: 
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xl L :  - -  x.~ L~ ~ 0 
~:,M~ - - . ~ , 2 U ,  . - = 0  

oder: 

wo (tie L,  M, N linem-e Functionen der y, Dic Fl~,che~ r cnthalten 
dann eine Raumcurve" drifter Ordnung Q ~md drei ihrcr Sehnen G 
gemeinschaftlich. Die Fliichen ~b ia X enfltatten ein ~hnhches SysWm 
q, g. Der Cktrve q entspricbt das Hyperbotoid durch die drei Ger~len 
G, den Selmen g die drei Hyperboloidc dutch Q m~d je zwei der ~h-  

Die sl)eeiellste der Trausformationea (A) ergiebt sieh dutch ein 
Zerfallen yon Q i~ drei Gerade, yon deaen zwei die G schneide.n. 
Die r werden dann Fl"~chen dritter 0rdnung, welehe vier sich nieht 
schaeidende Gerade G~, Gz, G~, G, trod fblglieh auch die zwei Ge- 
r~lea G~', G~', welche diese vier Geraden treffen, gemeia haben., Auch 
die ~p enthalten daan ein ~ihnliches System you vier Geraden g, tu~d 
den zwei Sehnittgeraxle~ g,'. Die Transformation hat d~e Gteichungen: 

WO 

o x,  - =  H ,  X ~/ y, , e . ~  ----- tI~ ,_" {, ~j, , 
O . c . . . ~ - H I X m / y , ,  Ox~ ~ H . . X m ,  y,, 

H.~ ~- ~ ls'y1-4- ~'Y':, ml"Y~ "4- m~" y.,. . 

Die Jaeobi 'sche Fl~che yon Y be~teht aas den vier ttyper~|oiden, 
welche dur~h je drei der Geradea G, hindurdlgehen und welche d~n 
Geraden g,- yon X entsprechen. Die Geraden 9' und G' ent~preche~ 
~ich ~r Diese Transformakion ist auch specieller Fall yon 
(c), w 5. 

Die Tr.m~formation (E). ~lbbilduug zweier Fl~henarten van 
der fiinfi.en und sech~ten Ordnung. 

Den Ebenen des Raumes X~ die darch einea feaien Pankt/~ der- 
seIben gehen, mSge im Ramme Y die zweifach ~ae~dliche Schaar yon 
Hyperbolaiden entspreche~, welche d~rch eine feste tL~amcu_rve dritt~ 
Ordamag, Q, hindurchgehea. Dvr Geraden~haax &Lrch P vnbt)richt 



alsdaan die Schaar der Sehnen yon Q~ und eine beliebige weRere 
l~neare Beziehung zwischen den Coord/naten der beiden R~ume giebt 
sonach eine eindeut~ge Tran~orma~ion zwischen denselben. 

Sei P gegeben dnrch xl ~- x~ ~ ~ ~ O~ und Q dutch den Schai~ 
der Hyperboloide: 

e I A~ B~ 
A 2 B~ ~ 0 .  

% A ~ B 3  
Die ang~gebene Br kaan man da~n durch die Gleichu~g~a 
ausdriicken: 

|Atxt + A~.x2 + Aax~ -~ AtYt + k2Y2 + A~Y3 + A,y, ~- 0 
(1) /./r + ~ ,  + B : ,  ~ s,y~ + 8,y~ + s~y, + 8,y, = o,  

woraus; 

mad 

Die Fliichen drifter Ordnung ~ gehen durch Q und dutch die ebene 
~ r v e  driver Ordntmg /~ hindurch, welche die Gleichungen y~ ~-0~ 
r == 0 hat und weiche die Curve Q in drei Punktel~ sctmeidet. Um- 
gekehrt i ~ r t  auch ein solches Fundamentalsystem auf Gleichungcn 
der angegebeneu Form. 

Die }~i~chea 1~ haben den Pun~ P zum Doppelpunk~ Je zwel 
der ]~chen sclmeiden sich noch in einer, beweglichen Raumcurve 
dritt~ Ordnung, die dutch P einfaeh geh~. Die ~# enthalten da]~ 
als feste Curve eine Raumcurve sechster 0rdnung, welche _P zum drai- 

"fachea Punk~ hat, Diese Fandamentalcurve q ist yore O e s c h ~ t  1; 
dean nae& des Formela (5) des w 2. kann man sie eindeutig in eine 
ebeae Oarve drifter Ordnung ~ansformiren. 

Dem Puak~ P entsprieht die Ebene ~ (y, - ~  0), welehe ,lurch/~ 
gehK Der Curve q ent~pricht daher noch die windschiefe k~i~c he 
sec~ast~ Ordmmg, ~, wel~e Q zur dreifachen, R zur efiafachen Curve 
hat, ~ u g t  dare& die ~ yon Q, welche ~ sclmeiden. Nach (6), 
w ~. hat man l~r die F~mOamentali~he~,: 

(4) + (x=n, - -  ~ )  (A~B~ -- A~S~) 
+ (a ,~ ,  - a ,~ , )  (,~S~ - -  &s,)  = o 
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and hieraus, wenn man mittelst (2) die x dutch die y ausd~ekt uad 
den Factor y~ ausseheidet: 

Q--~ 27 p~j,~O~O~O~=O ( i , j , h = = l , 2 , 3 ) ,  
i ,3,~ 

wobei ~ = A~13~ - -  A~:Bz, u. s. w. 

Wenn man abet in (4) mittelst (3) die y dutch die x ausdrfiekt, er- 
giebt sieh zuerst: 
to ~ x, (A2EL ~ - -  A 3 ~  ) + x~ (A=Bt - -  AtB~) + x~ (A, B, - -  AzB,) == 0,  

eine Kegelfigche drltter Ordnung, die den Prank% P zara Seheitelpunkt 
hat und fiber der Curve sechster Ordnung q besehriebea ist. Dieser 
K~el  ~ entspricht der Curve 2~. Endlich findet man die der Curve 
Q entsprechende Fundamentalflgehe Z, wean man in den O, die y 
dutch die x ausdriiekt und den Factor x, abtrennt. Diese t,']iiehe Z 
muss noch, nachw 1., eine wladschiefe Ft~che ffinfter Or~tnung seha, 
welehe q zur Doppelcurve hat und erzeugt wird durch die Gerade~, 
welehe q ia drei Puakfen treffen. Dieae Fl~che Eat dana P zum drei- 
fachea Pank~t,e and ihre Ghiehtmg ist: 

air a12 a1: ~ a,l ".B~ 

~ a3z a3~ " a3~ a.,~, B~ 
z ,  z~ x~ x~ 0 

Bl B2 B.~ Bi 0 

Als eine Anwendmag dieser Transformation filhre ich die ebene 
Abbildmag einer Flgche F yon der sechstea Ordure, g, welche q zar 
Doppelem-ve, den Punkt 20 zum dreifachen Puakie hat, sa. Dieser 
~ -~l~che entspricht in Y eine Flfiehe f you der d6tten Ordnm~g, die 
dureh 2~ geht. Bildet man nan f mid somit aueh :F aaf der Ebeae 
ah, so werdea die [gilder der ehenen Sehnitte yon F Cur~en sechster 
Or&avalg S, =fit sechs doppelten Fimdaraentatpuakten a und seeks ein- 
faehen FandamentaIpunkten b, ~'elche auf der Ebene eiae willkt~lrliche 
Lage haben. FAne n~.here Betraehttmg zeigt, dass mff der Bildebene 
dana immer drei Punkte c liegen, welche eine zwdfach uaer,dliche 
Sebaar yon Curven S, die durch die drei Puulde c gehen, zataesen, 
den Bildern dex dutch P gehenden ebenen Schnitte yon ~: Die b 
undr entspreehen den neua Pankten, in welchen [ yon der Raumeurve 
dxitter Ordnung Q gesetmit~n wird. Man |egt dutch die a zwd Cur- 
yea drKter Ordanng, d~  sieh r~eh in drei Pmaktea d sdmeidem 
$odaaa legt man zwei Curven sechster Ordmmg, welehe &e a za 
Doppelpmdrten haben and dtav2a d~e d gehem Dieae Cm'vea sdmeiden 
Sieh nOch in aeun Punkten, van denen ma41 se~J~s fitr die b aiamlt. 
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Die drei a~deren slnd dann die c. Die F l~che besitzt sechs Gerade, 
welche dreipunktige Sehnen von ~/siud, und ein ~ystem yon 27 Kegel. 
~chnitten, welches dem Geradensystem einer Fl~che dritter Ordnung 
analog ist. 

Voa einem specielleren Falle der vorliegenden Transformatio~t (E), 
in welchem einem Ebenenb~chel yon Y wieder ein Ebenenbfischel 
yon X entspricht~ babe ich schon in meiner Arbeit, diese Annalen~ 
lkL 3~ pag. 205, eine Anwendung auf eine Abbildungsauigabe gemacht. 
Bei dieser Transformation zerfi~t die ebene Curve dritter 0rdnung~ ~, 
in ehlen Kegelschnitt K,  der Q in drei Punkten ta-ifft, und in eine 
Gerade G, welche in der Ebene yon K lie~ und Q nicht schneidet. 
Auch q zerfSllt dann in eine Raumcurve ffinfter Ordnung~ el" , welche 
den Punkt P zum dreifachen Punkte und das Geschtecht 0 hat, und 
in eine nicht dureh P gehende Sehne G' yon (/'. Es entsprich~ da'~j 
der Geraden G' das Hyperboloid dutch Q und K,  der Curve q" die 
windschiefe b~che vierter Ordnung, mit Doppelcurve Qumt einfacher 
Geraden G, erzeugt durch die Sehnen yon Q, welche G schneiden, 
dem Punkte P die Ebene durch K uud G; ferner der Geraden G der 
Kegel zweiter Ordnung, wetcher seinen Scheitel ill -P hat und fiber q" 
heschrieben ist, dem Kegelschnitt K die Ebelm durch P und G' und 
endlich der Raumcurve drifter Ordnung, Q~ die ~ndschiefe Fl~iche 
Fanfter Ordnung, mit Doppelcurve q', Doppelgeraden G" und dreifhchem 
Punkte 1~ erzeu~ dutch die Sehnen yon ff'~ we]che G" schneiden. 

Diese Transformation liefert direct die Abbitdung einer Fl.~che F 
Ftiufter Ordnung mit dreifachem Punkte i D und Doppelcurve q', deren, 
zugldch mit ihrem Geradensystem, Herr Clebsch,  diese Annalea, 
Bd. 3~ pag. 75 Anmerk., Erw~ihnung thut. Der Fl~iche F entspricht 
in Y eine Fl~he f yon der vierten Ordnung, die durch (d geht aud 
A" sis Doppelcurve enth~ilt. Das Geradensystem yon _F ist -~daun 
dassellre, wie das ihrer Bilder, der zehn Geraden yon [~ welche K and 
Q in je einem Punkte treffen. Benutz~ man eine tier Geraden yon F 
zur Transformation als Get, de G', so entsprich~ d~r Fl'~che F in X 
ein Hyperboloid dutch K. 

w 

Die Tral~formation (B). Abbildung der Fl~chen ~ehster 0rd- 
hung mit Doppeleurve f~nfter Ordnung yore Geschlecht 1. 

Iah gehe bier aus van der drdfach unendtichen Sch~r der Traus- 
formationsfl~chen ~ des Raumes X,  Fl~chen dritter 0rdnung mit fester 
Raumcurve v i ~  Ordnung, ers~.er Species, ~, und festem Kegelsctmit~ 
k, der q in drei Punk~.en triffu 

ES i~t nachzuweisen, dass die Tmn~onnationsfl-~chen ~p des th~- 
rues Y Flgchen driRer O~ha~ng werde~, mit s  ~mncurve ffu~tcr, 
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Orduung yore Gesdi2echt 1, r uud fester Geradea G, die (d i~ drei 
Punk~ea trifft. 

~tm giebt es un~r deu Fl~icheu V' eiue einfach unemlliche ~chaar~ 
welche in die k eathaltende Ebene E und in den durch q gehende~ 
Fl~cheab~scheI zweiter Orduung zerf~llt uud wetche einem E~t~tt- 
baschel yon Y entsprlchf~ woraus folg4~ dac~ ia Y eine F~ndamental- 
gerade G, die Axe des Ebenenbfi~cheL, lieg% welcher die Ebene A' 
entspricht. Weiter muss daher in Y lwch eil~e Fundamentalcurve 
f~f te r  Ordnung Q liegen, derel~ Puaktea die S~tmett yon q ent- 
spreehen, welehe k selmeideu. Disse Selmea erzeugel~ ciae Fli~che to 
yon der Ordnung 7~ wetehe q zur dreifaehen, k zur doppetten Curve 
besitzt uad welehe das Curvengesehleeht 1 hat. Daher hat at~ch t2 
&ts Gesehleeht 1. Da sick ferner die Ebene Jg und die Fl~iche 
aasser l; in noeh drei Geradea sehaeiden, so muss auch dit~ Geradt: (~ 
die Curve Q in drei Punkten t re~u,  womit die obeu a~gcgebenr Um- 
kehrung der Transibrmation erwiesea ist. Ganz ,t|mlich kana man 
aueh vott den FkXchea r zu den Fliichen ~P [ibergehen. 

Die den Punktelt yon q eutspreehenden dreipuukdgeu Seh~ien you 
Q erzeugen eiae Fl~iche Q you der Ordmmg 5, mit Doppelcurve q 
und einfaeher Geraden G. Die dea Ptmkteu yon 1: eut~preehendsJ~ 
Sehuen you Q, welche G selmeideu, erzeugen eine l:l~iche 0 vtm det" 
dritten Ordamng, wetehe q zur einfaehea Curve~ G zar Doppelg~ra~tel~ 
]tat. l;',s entspreehen sick G und J~, Q und D, k and O~ q usd ~. 

Zur Auwendung dieser Transibrmation ~a~tersuche ich die ebene 
Abbildung einer ~'~chv ~ wa~ dcr ~'ch.~h:~ O~'~b~u~,d, welche dic l~tum. 
purse [iin[?er Ordnumj roll p ~ 1, Q, zar Dopl,'[curve hat. Die~e Fi'2ehe 
hat d,~s Fl'~ehengeschlecht % da man dureh die Curve Q keiue Fliiche 
zweiter Ordnung legea kann. 

Dutch die Transformatiou di~es w ent~pn~kt der Fi~iehe .F im  
Raume X eine Fl~ehe f yon tier vierten Ord!mug, welehe den Kege|- 
~ehmtt k zur Doppelcurve hat. Die ebcne Abbildung der Fi:Xehe f 
gdbt somit aueh die yon -~: 

Mma karm aber die Abbildtmg dadurch ;~och einfacher gestalten, 
dass man auch die Sehne G yon Cd beuu~t, Den~ die windsehiefe 
Fl~iehe ~ ,  erzeugt dutch die dreipunktigea Sehnen yon q~ sehtteidet 
die Fl~ehe -~" noeh in einer Curce zehuter Ordnm~g, welehe~ dz diese 
Sehnen a ~ r  (d die F~ehe jV nieht mehr treffen, in zehn der F~hnen 
zerF, dl~. ~u man daher eine d icer  zehu aaf 2~' liegende~ Geraden 
keratin und t,~,sst G mi~ derselben zmsammettfatten, so wird der l:l'~che 
/;' dareh die vorliegende Transformatio~ in X eine Ftgche �9 yon der 
dritten Prdnung, welehe dutch dea'Kegelsehnitt k einfaeh geht, ein- 
deutig entspreehert. 

Die ebene Abbild~t~J der FlY.he ~r rerla~agt ~l~o, wie die vot~ [ 
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oder ~ ,  die ]~Ssung einsr Gleichung ftinften Grades und vier quadxa- 
fischer Gleishungen~ um die Eigenschaften der Fl~che kennen zu ler. 
hen, hat man ausserdem noch sine Gleichung zehnten Grades zu 15sen. 

Den 16 Geraden dsr Fl.~che f entsprechend, ergiebt sich f~r F: 
Auf der FIRche iP liegen 16 Kegelschnitte~ welche m~t 

der Rsumsurve Q je ffmf Punkte gemein haben. Die Combi- 
nation dieser Kegelschni~.e ist identisch mit der der 16 Ge- 
raden der Fl~che f. " Sie verhalten sich gleichm~issig gegen die 
10 Geraden yon F, die sie nicht s Die FIRchen dritter 
Ordnung, welche dutch die Curve Q .and einen dieser Kegel- 
schnltte gehen, sclmeiden aus E eine einfach unendliche Schaar 
rationalsr Cutven sechster Ordnung (die eine fanfpunktige Selme 
besitzen) aus. 

Ich gehe nun yon einer ebenen Abbildung der Fl~iche q) aus. 
Den ebenen Schnitten yon �9 mSgs auf der Bildebene die Schaar der 
Curven drifter Ordnung entsprechen~ welche sechs feste Punkte a,, %, 
as, aj, a~ und e gemein haben. Dabei sei das Bild des Kegelsclmittes 
k der Fl~che r eiae Curve drifter Ordnung~ welche c zum Doppel- 
punkte, die ffinf Punkte a~ zu einfachen Punkten hat. 

Den ebenen Schnitten der l~iche F entsprechen die Schnitte der 
Fl~che ~ mit den F~chen #, yon der dritten Ordnung~ welche durch 
k und die Raumcutve vierter Ordnung~ erster Species q gehen~ die r 
atmserhalb k in noch neun Punkten t r i ~ ,  den Bfldern der neun wei- 
teren Geraden yon F.  Diesen Schnitten yon r mit den @ eJltspreehen 
auf der Bfldebene Chrvea seehster Ordnung~ wetehe die f~af Punk~e 

.a~ zu Doppelpunkten~ den Punkt c zum einfaehen Pnnkte haben und 
welc.he ebenfalls noch durch neun rests Punkte b~ der Ebene gehen 
milssen. 

Daher sind die Bilder der e ~ e ~  ~c/~ffe der Fl~che E ~wve~ 
Ordnung~ uTdcl~e fii~f do'ppelte und zehn einfa~he F~ndame~al- 

Damit diese Curven sine drcifaeh unendliche Schaar bilden, ma.,~ 
die Lage der Fundameatalpunkte noc~ einer Bedingxmg unterliegen. 
N~_ weiss man, da~ die den b~ eatsprechenden neun Punkte yon 
~ R ~ n  w ~  yon e[ner R~umcurve vierter Ordnung, ers~ex 

welehe drei Ptmkte mit dem Keg~lschnit~ k gemein hat, o~e~ 
sie sind der SchuRt ~on ~ mit zwei Hypexboloiden, welche dutch drei 
feste P m f l~  yon k gehen. ~Auf tier Bildebene enf~pl'icht aber dem 
Kegelschnitt b eine Curve S voa der dritten Orclnung, die c zam 
Dol~l~2~kt,~ die ~ ~ einfachen Pankten hat. Man legt daher h 
dieser K~mme zwei Curven R yon "der sechsten Ordnu~g, welche die 
Puukte a~ umi r zu Dopp~Apunk~en hab~_n und dutch drei feste Punk~ 
~,  ~ ,  ~ der Cm~e Z tfind~rcb~&ev. Di~se be~dea C~-vea B sclmei- 
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den sich dann noch in neun Punktel~ b~, welche man mi tc  als e/n- 
lathe Fundamentalpunkte der Abb/ldung yon ~ aanehmea kana. 

Ausserdem ergieb~ die Betrachtung der zerfatlenden ebenen Schaitge 
der Fl$che F ,  dass die 15 Punkte ai, b~, c auf einer Carve vierter 
Ordnung liegen~ class man ferner eine Curve f~fber Ordnmlg legen 
kann~ welehe drei der a~ zu Doppelpuaki~n hat und dutch die beiden 
fihrigen ai ,  die b~ undc geht, und dass man endlich eine Chrrve sechster 
Ordnung ]egen kann, wetehe einen der Punkte a~ zum dreifachen Punkte, 
die fibrigen a; zu Doppelpunktel~, die ~ undc  ~u eiafache~ Punk- 
fen ha~. 

Die Abbildung dureh die Methode der eindeutigen Raumtran~or- 
ma~onen liefert auf diese Weise direct die Schnittpunktsysteme, welche 
unter den Fundamentalpunkten-der Abbitdung im Allgemeinen auf- 
treten werden. Um auch nachtr~gtieh efnzusehen, &~s das f~l~ dle 
Abbildung der FiChe F angegebene Schnittpunkfsystem eiae dre~ach 

"unendliche Schaar vort Curven giebt, gebrauche ich das Abel~sche 
Theorem (s. Clebseh ,  Cre l le ,  Bd. 63), indem ieh die vier endlichen 
Int~grale einffihre, we!ehe sich auf eine der oben genannten Curven 
1~ beziehen. 

Diese Curve ~ yon der sechsten Ordnung hat die fitnf Punkte a, 
and den Punk~ c zu Doppelpunk~n und ist yore Geschtecht I~ ~ 4. 
Die vier a u f / ~  sich beziehenden er.dlichen Integrate seien, wenn die 
Coord/n~ten des Punk~es u, die obere Grenze d~elben bilden, mit 
u~ (k ~- 1~ 2~ 3~ 4) bezeietmet; die Integrale in Bezug auf die beide~ 
in a~ ~ c vereinig~ liegenden Punkte zusammen mit A~ oder Ck. 
Man babe dann for den Schnit~ einer Cm've r t~ Ordnung m i t / f :  

{ ~ 6 r  

Hieraus folg~ for den Schnit~ der Carve 1~' mit der oben bezelchaeten 
Carve S, wenn man S noch durch e~nen betiebigea festert Pu~rkt l 
yon ~ legt: 

Die drei Punk~ ~ sind dutch diese vier G]eiehungen (1) bestimmt 
als ~w.hmtt yon 1~" mit einer Curve S yon der dritten Orcbatmg, welche 
e zam Doppelpankte, die a~ and den Pu~' t  I zu einfache~ Pv~kten hat. 

Ferner fo l~  ffir den "Schnitt yon /~" mit einer weiteren Curve/f" 
yon der ~ Ord~ung, welehe die a~ und c zu Doppelpaul~n hat 
uad dutch die dre/P~ukte 2~ yon B" geht: 

Die aeun Punk~ b~ s~ud die Pnnld~, in d~me~ ~ach die heiden Curve~ 
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2~ and /~' ausser den a o  c mad hi noah sehneidea. Wean man noah 
t~nf tier b~ willkitrlida auf R" annimmt, bestimmen die vier Gleiehun. 
gen (2) die vier iibrig~u b~. 

Die zu bestiramenden Careen sind die Curven R yon der sechstea 
t,~'dnung~ welche in den a~ Doppelpunkte besitzen mad durch e und 
die b, einfa~h gdaen. Damit nun eine. zweifada unendliehe Sdaaar 
~leher Curven R~ die mit iu nicht zusammenfallen, existirt, muss es 
mSglich sein, diese Curven R noah dutch zwei ganz beliebige Punld~ 
v~ yon R" zn ]egea, ohne dass R mit /~ zusammen~Uf; d. h. aus den 
vier Gleidamagen, weldae dann Fdr den Sehnitt yon /~ und / (  gelte~a: 

~--- - -5  i ~ - 9  . i = 2  . i ~ - - - 3  

(3) 2 2:  A i b' ~ ' ,=z k -I- Cr+,=~l  ~ -t- --lvk.= -1- , ~ 1 %  = 6jk, 

m~sen sich bei beliebigeIt Prink-ten ~ vl, v~ drei Pankte wj, w~, w~ 
eindeutig ergeben. Nun folgt aus (1), (2), (3): 

(4)  2: A' ,=,  ~ .+. Ck + l~ + 2: d ,=~ , + , = ~ %  =Zj~, 
welche vier Gleiehungen in der That eine eindeutige LSsung fiir die 
drei Ptmkte wi zulassen. Die Punkte wl shad nada (4) der Schaitt 
yon R' mit eiaer Calrve dritter Ordaung, welehe durda die fSnf Pmakte 
al and die beiden Punkte c und l, sowie dutch die beiden Punkte vj, 
�89 hiadarehzulegea L~ 

Darda eine Speeialisirung der Lage der Punkte vl, v._, erh~dt man 
auch bier die oben angegebenen zerfallenden Curven der Sdaaar. 

Die bier gefundene zweifaeh unendliche Sctmar yon Carven 2~ 
giebt, m i t / ~  vexbmaden, di6 dreifaeh unendliehe Schaar yon "Curvea, 
weldae zur Abbildmag dienen kSnnen. 

Die Abbilduag der Doppeleurve Q der Fl~ehe F wird eiae hyper- 
elliptisehe Curve ffiafzehater Ordnmag, p ~- II ,  welche die al zu f~t~- 
fachen, e mad die b~ zu dreifaehen~ die drei Punk~ 2i yon S zu eiw 
faehen Punkten hat. 

w 
Traasform~tionen, welehe sieh a ieht  a u f  s o t e h e  der  dr i t ten 

Ordmmg ~mr~ekfiihren lassen. 

Den Bediagan__gen des w 1., weld~en die Transformationsfl~chen 
aatefliegea~ kaan aaf eine unendiiche Manaigfaltigkeit yon Arten ge- 
n ~ t  werde~ yon denen ida nut noah e'me hervos will. Ida be- 
traehte ei-~e Se, ham" you Transformations~iehen n""  Ordnung ~,  die 
einea feste~ (~ ~ I ) f a e h e a  Knotaupun~ p besitzen mad yon denen 
Sieh je zwei l ~ e n  in einex beweglichen ebenen Oarve n ~ Ordaung 
mit (~ ~ l)fae~J~a Pemt~e P sdaaeiden. Diese Fl~ehea halmu daher 
,ds fe~ F, md, me~sleex~ e~e Curve yon der n ( . -  I)" O~h~g,  
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die als Sclmitt einer Flfiche r mit einer Fl-~che (p yon der (n - 1) t~ 
Ordnung~ welche den Punkt :P zum (u .-- 2) faehen Knotenpu~'t hat~ 
erhalten wird. Die Gleiehung der Fl~chenschaax ist sorest yon der 
Form: 

wo A ~ 0 die Gleichung einer dm~h l ~ geheaden Ebene i,t. 
Diese Gleiehungsform zei~, class die Fl~ieheaschaar eine dreffaeh 

unendliche ist~ Ferner sctmeiden ~ich je drei der Fl~chen im AUge- 
meinen in nur einem beweglichen Punkte i denn eino solche Fl~ahe 
wird yon zwei anderen in zwei ebenen dutch P gehenden Schnitt- 
curven getroffen, and die Schnittliaie der Ebenen dieser beiden Cur.. 
yen trifft die Fliiche ausser /) in nur einem Pmakte. Daher wird dic 
Transformation eine eindeutige. 

Um diese Transformation analytisch darzustetlen, sei yj ~y~-~--y~==(~ 
der Punkt P;  mit f ,  (y) sei eine in Yz, Y'z. Ys homogene Function .a e'~ 
Ordnung bezeichnet. Man hat darm: 

wobei: 
r (~) = y , r  ~ O) .+  r  c~), 

Die Umkehr~mg dieser Transformation ergiebt ein ~haliches System: 

a y,  -.~ xl Y (x) 
ay,~ = x , , V  ( x )  

ay~ ---- x3V (x) 

w o b ~ ]  - 

Die Fl~chen des Raames X habea den Pankt ]1 (xt :-~ x~ ~ z~ ~ 0) 
z-am Doppelpunkte, die Carve V (x) ~= 0, V (x) --~ 0 zur Fundamental.. 

C U r v e .  

Dabei entspricht dem Punkte 1)" die Fl~he r (y) ~-~ 0. Der Curve 
V(x) -~--0, ,p(x) ~ 0 entspricht der hegel 2 (n ~ 1) ~ Ordnung, welchen 
man yore Punkte P aus iiber der Curve r -~ 0, ep(y) ~ 0 beschteiben 
kann mad welcher die Gleichmag hat: 

~,,,_, (V) 0 . _ ,  ~ )  - -  ~ .  (Z) O,, -~ ~ )  ---- O; 

und ebenso entspri~ht dem Pankte P die Fl~che V (~,)== 0 und der 
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Carve ~(y )  =ffi 0, ~(y)-----0 der fiber V~(x')-~-O, ~, (x)-~-0von P '  a us 
bescttriebene Kegel: 

~ ( ~ )  r  (~) - -  ~ (~) r  (~) ~ o .  

Ein schon betrachteter specieller Fall dieser Transformation ist 
der in w 3. behandelte. Dageg~ ist diese Transformation f~r n -~  3 
g4nzlich verschieden yon der des w 2. xmd nut der besondere Fall ffir 

~ 3, in dem die )'l~che ~ ( y ) ~ - 0  in ein Hyperboloid und eine 
Ebene, die beide dutch P gehen, zerfallen, kann auf zwei successive 
Transformationen des w 2. zurfickgefS_hrt werden; auch babe ich yon 
diesem Falle schon Math. Ann. Bd. 3, pag. 199 Gebrauch gemacht. 

Mannheim~ den 31. Dec. 1870. 


