Ueber die eindeutigen Raumtransformationen,
insbesondere in ihrer Anwendung anf die Abbildung
algebraischer Flachen.

Von Max Xorruer in HeIpELBERG.

Die hier vorliegenden Untersuchungen iiber cindeutige Rapmirans-
formationen schliessen sich threm Inhalt nach an die Betrachtungen
an, welche Herr Cremona fiber dic ebepen Trausformationen agpge-
stelit hat*). Das erweiterte Problem. zwischen zwei ebenen Riumen
¢in Punkt fiir Punkt eindeutiges Entsprechen herzustellen, bietet durch
die Zufigung einer Dimension wesentlich neue Schwierigheiten, die
es nicht gestatten werden, dasselbe in seiner Allgemeinheit erschopfend
zn behandeln. Diese Schwierigkeiten beruhen hauptsichlich daraaf,
dass die Bedingungen, welchen die zur Transformation dienenden
Flichen unterliegen, an sich schon sehr specieller Art sind, so dass
sie sich einer allgemeinen Untersuchung entziehen. Auch existirt gine
Reduction, welche der von mir*) fiir die ebenen Trapsformationen
nachgewiesenen Reduction derselben auf eine Reihenfolge vop Trans-
formationen zweiter Ordaung analog wire, bier im allgemeinen Falle
niecht wmehr, leb werde mich daher pur mit einer specielleren Trans-
formation niher beschiiftigen, mit derjenigen von der dritten Ordnung,
welche durch drei Gleichungen entsteht, die in den Coopdinaten jedes
der beiden auf einander bezogenen Hiume linear sind. Diese Trans-
formation ist immerhin noch allgemein genng, um durch ibre Spe-
cialisirungen zu. einer unendlichen Manmigfaltigkeit von Transforma-
tionen Anlass zn geben, welche eine dhnlich dbersichtliche Behandlung
zulassen, wie die Cremona’schen, und welche zagleich dem besondern
Zwecke dienen, den ich bei diesen Betrachtungen im Auge habe,
nimlich bequeme Methoden zur Abbildung algebraischer Flichen zu
liefern. Ich werde hierbei ausser den schon bekannten Abhildungen
anf die weiterer Reiben von Flichen gefithrt.

*; Mem. dell’ Ace. di Bologna, ser. 2, tom. 2 und tom. 5.
\ **} Diese Aun., Baud 3, pag. 165 snd Gottinger Nachrichten, Jahrgang 1870,
Pt A B
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Ein specieller Fall der hier erwihnten Transformation dritter Ord.
nfing, in dem man einem Punkte des Haumes den Schnittpunkt seiner
Polarebenen in Besug auf einen Biindel von Flichen zweiter Ordnung
entsprechen lasst, ist schon in mehreren geometrischen Untersuchungen
benutzt worden; zuersi von Herrn Hesse®) bei Gelegenheit seiner
Betrachtungen iiber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung,
dann von Steiner*) bei seiner vierten Erzengungsweise der Flichen
dritter Ordnung, und spiiter u. A. von Herrn Geiser®*¥), dessen hier
ankniipfende geometrische Betrachtungen mit den vorliegenden ver-
wandt sind. Man weist aber leicht nach, dass sich die aligemeinere
Transformation nicht auf diese speciellere durch lineare Transformation
surlickfubren lisst. Dagegen hat schon Herr Cremonat) jene zur
Erzeugung der Flichen dritter Ordnung benutst, ohne indess die
Theorie weiter zu verfolgen.

Nach Ausarbeitung der folgenden Abhandlung erhalte ich eine
Arbeit von Herrn Cayleyii) iber denselben Gegenstand, ,,On the
rational Transformation between two Spaces*, die mit der meinigen
den gleichen Aunsgangspunkt, die drei bilinearen Gleichungen, besitzt
und auch einige der specielleren Transformationen, § 2., § 3. und § 4,
schon berthrt. Weiterhin aber schligh, wihrend die Cayley’sche
Abhandlung interessante numerische Angaben iiber die Bedingungen
giebt, welchen die allgemeineren Transformationsfliichen unterliegen,
weine Arbeit, dem obeu angegebenen Zwecke zufolge, eine andere
Richtung ein.

§ 1.
Die aligemeine Transformation.

Es seien z,, z,, #,, x, die homogenen Coordinaten der Punkte
des Raumes X, u,, 4., ¥, ¥, die der Punkte des Raumes Y. Ein
eindeutiges Entsprechen zwischen beiden Riumen wird dann durch
Formeln vermittelt:

M 0% = @i (Y1, Y25 Y5, ¥3) 5

(i=1, :?; 3, 4);
wo die @; ganze rationale Functionen # Ordnung der Coordinaten ¥
sind, wenn diese Formeln eine eindeutige Umkehrang zulassen:

*} Crelle’s Journal, Baud 49,

) Ebenda, Band 53, und Monatsbher. der Berl, Akad. 1836
) Orelle's Joamnal, Band 69.

1} Crelle’s Journal, Band 63,

11} Proceedings of the London Mathem, Society, vol. I (1876},
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Gl == Ppody, € L4020,
;

,')’
dh==1.2,0, 4},

wobel die ¢ ganze Functivuen ' Orduung der # sein mgen. g und
¢ sind Proportionalititstactoren,

Damit die Umbkebrong (2) der Formeln 10 mdglich ist, nfissen
die vier Fliichen ¢, =0 linear von einander unablingiy sein und je
drel derselben diirfen sich nur in cigene beweghichen Ponkte schuciden;
denn die Jfacl unendliche Flichenschaar

2ag, =0
Lat dann cbenfalls die Figenschaft, dass »ich je drei ihrer Fhichen,
weun sie nicht einem Biischel angehiren, in nur oivew beweglichen
Punkte schneiden, ond zn einem belichigen unlte o gehirt somit
i Allgemelnen e/ Punkt y, dessen Coordinaten sich rationsd durch
die des entsprechenden Ponktes ¢ ausdriichen lussen.  Die Flichen
¢z == 1} haben alsdaun dieselbe Eigenschult, wie die g, == 0

Die Flichen Xeu,q, = - U und 28, ¢, == 0 haben daun, wie aus 11,
{2) hervorgeht, die weltere Eigenschaft. dus- thre Courdinaten rational
dorch zwel Parameter ausdriickbar sind, d. by ihr Fliichen- und
Curvengeschlecht sind gleich Null

Den Ebenen X, == 0 des Raumes X entsprechen die Flachen

e, ¢, ==0 vou Y, und den Ebenen 28,y — 0 von Y dic Fliclen
Xy =0 von X. Daber ist die Urdnung » der Functionen ¢, gleich
der Ordnung der beweglichen Schuittcarve je zwejer der Flichen g
denn diese Ordnung ist gleich der Anzahl der Schuttpyukte von
By =0 mit einer beliebigen Geraden, e, = X& g == 0, also
vleich der Anzahl der Schnittpunkte der Ebene X840 = 0 mit der
beweglichen Schnitteurve e, = Xu/'g, =« (. Die Ordoung  der
Functionen gy wird dubier im Allgemeinen verschieden sein vou der
der Funetionen g,. Die Ordnung der beweglichen Schnittcurve zweicr
Flichen 3, wird gleich r,

Die festen Punkte und Cerveun, welche die Flichen ¢, gemein
habien miissen, wenn die {fr die Transformationsfiichen angegebenen
Bedingungen zu erfillen sein sollen, bezeickne ich uls das Fundawmiutal-
system oder als die Fundamentalgrbibic des Raumes Y, und zwur al» ein-
fache, doppelte u. s. w. Gebilde, je nachdem die Flicken ¢, diese
Gebilde als einfache, doppelte u. s. w. besitzen. Diesen Gebilden eut-
sprechen im Raume X im Allgemenen Gebilde von hbheren Dimen-
sionen und zwar, specielle Falle ausgenommen, Fiichen, welche das
Fundamentalflichensystene des Raumes X constitvireu. Fir dieses Eut-
sprechen gelten nun dic folgenden Nitze, welche ich dem § 2. meines

¥ 8. diere Ann, Band 3, pag. 174
MUathematische Anpalen 15, 56
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Avfsatzes in diesen Ann., Bd. 2., fir den vorliegenden Fall spe-
cialisirt, entnehme.

» Binem pfachen Fundamentalpunkte von 1 entspricht im Raume
X eine Fliche, deren Coordinaten sich als rationale Functionen u=
Ordnung zweier Parameter darstellen lassen, einem einfachen Fun-
damentalpunkte also eine Ebene von X.%

»Einem jeden Punkte einer ufachen Fundamentalcurve C von ¥
entspricht im Raume X im Allgemeinen eine rationale Curve up' Ord-
nung. Die C entsprechende Fliche von X wird durch die Bewegung
dieser veranderlichen rationalen Curve erzeugt und hat ein mit dem
Geschlecht von C ibereinstimmendes Curvengeschlecht.*

Diese Sitze konnen sich nur unter speciellen Bedingungen des
Verschwindens der ¢; so modificiren, dass sich die Dimensionen der
den Fundamentalgebilden entsprechenden Gebilde erniedrigen. Hiervon
finden sich in § 5., (C) und (G) und am Schlusse des § 6. Beispiele.

Dieses Entsprechen ist folgendermassen zu verstehen:

Eiger allgemeinen Fliche F von der Ordnung 2 im Raume Y
eptspricht in X Punkt fir Punkt eindeutig eine Fliche & von der
Ordnung ms, welche durch jedes vfache Fundamentalgebilde von X
mwvfach hindurchgeht. Wenn nun F ein Fundamentalgebilde von Y
Lfach besitzt, so zerfillt @ in die Zfach zu zihlende, diesem Gebilde
entsprechende Fliche von einer gewissen Ordnung « und in eine der
F eigentlich entsprechende Fliche ®° von der Ordnung ms — kea.

Um das Fundamentalflichensystem von X zu erhalten, betrachte
ich die Flichen r** Ordnung, Fe¢;p, = 0, des Raumes Y, welchen,
als bewegliche Flichen, die Bbenen Xe;2;, =0 von X entsprechen.
Von den zu den Flichen Xe¢;@,= 0 in X gehirenden Flichen der
Ordnong rs, welche durch ein wfaches Fundamentalgebilde von X
rvfach gehen, hat man daher Xz, == O abzutrennen, und der Rest
giebt die Fundamentalfiichen von X, jede einem ufachen Fundamental-
gebilde von Y entsprechende Fliche ufach. In diesem Sinne hat also
das Fundamentalflichensystem die Gleichuug:

Q= 2“9‘?{ (?1: Yy, Yy, W) .

3
_u‘.x‘.

0,

eine Gleichung der Orduung rs — 1. Q== 0 geht ebenfalls 7 x'fat’-h
durch jedes vfache Fundamentalgebilde von X.

Es giebt noch einen andern Weg, um das Fundamentaitlichen-
system anfrustellen. Zu diesem Zwecke fihre ich die folgenden, de.n
§3 5. und 6. des oben citirten Aufsatzes entnommenen Natze iiber die
Jaeabi'ache Determinantenfliche 1) der vier Wiachen 3, an:
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»Die Jacobi'sche Flaiche D der vier Flichen g, enthilt eine
einem Fundamentalpunkte, resp. einer Fundamentalcarve yon ¥
entsprechende Fliche zweifach, resp. einfach.®

» 3 =0 stellt die Abbildung der Fundamentalgebilde des

Raumes Y dar und giebt die einem ufachen Fundamental-
punkte, resp. einer wfachen Fundamentalourve entsprechende
Fliche (4 — 2)fach, resp. (u — 1)fach.*
Daher giebt die Determinantenfliiche ebenfalls das Fundamentalffichen-
system, zweifach oder einfach, je nachdem die Fundamentalfiiche einem
Punkie oder einer Curve entspricht, und sie enthilt keine welleren
Flichen.
Ueber das Verhalten der Jacobi'schen Fliche der y; in den Fun-
damentalgebilden des Raumes X habe ich (L. ¢. § 3.} den Satz bewiesen:
,,Die Jacobi’sche Fliche hat die einfachen Fuidamentalpunkte
von X zu Doppelpunkten, die ginfachen Fundamentalcorven
von X zu dreifachen Curven.®
Den allgemeineren Satz
,Die Jacobi'sche Fliche der v, hat einen »fachen Funda-
mentalpunkt zum (4v — 2)fachen Punkt, eine vfache Fun-
damentalcurve zur (4v — 1)fachen Curve,f
beweist man entweder durch Bilden der hohern Differentialynotienten
von D, oder man kann denselben auch auf den vorhergehenden Safz
anf folgendem Wege zuriickfiihren.
Man betrachte zwei eindeutige Transformationen

o =By (x)
Y= (2}

Bei der ersten sei der Punkt « ein einfacher Fundamentalpunkt; die
g seien Flichen 2 Ordnung, welche durch die zur ersten Trans-
formation yehorenden Fundamentalgebilde des Raumes Z nicht hin-
durchgehen. Bei der hieraus resultirenden eindeutigen Transformation
Al 0]
tritt dann der Paukt 2° als vfacher Fundamentalpupkt aof, nud es ist
3 Ty GYe CYs 5Ys
D=2+ iy City €& O
: Poy E%: B TU gy £5 07 TB CH
=2+ 2-:: Gz, 8y 02 &x O, Gy Gty 0%y
Der erste Factor zur Rechten, als Function der Ordnung 4v — 4 der
£, hat, in z ausgedrickt, den Punkt # cam (4v — 4)fachen Punkte,
der zweite Factor hat denselben zum Doppelpunkte, und fir 1) == 0
wird & also ein (4v — 2)facher Punkt. Ebeuso folygt der andere Theil

des Satzes.
36*
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Freilich lisst sich die Transformation (2) nicht im Allgemeinen
auf die bier angegebenen zwei Transformationen zuriickfihren; aber
der aus denselben gezogene Schluss bleibt richtiy, weil die aus ilnen
resultirende Transformation fiir Punkte in der Nihe des Punktes
von denen allein die Art des Verschwindens der Determinante abhingt,
keine weiteren Singularititen zeigt.

Selbstverstindlich gelten die in diesem §. fir die Fundamental
gebilde von Y und die Fundamentalffichen von X gegebenen Ent
wicklapgen auch fiir die Fondamentalgebilde vor X mnd die Fun-
damentalflichen von Y.

§ 2
Die Transformatiou dritter Ordnnne.

Die bemerkenswertheste Raumtransformation ist die aus drei
bilinearen Gleichungen entstehende Transformation dritter Ordnung,
die ich, mit den aus ihr abgeleiteten Transformationen, in den fol-
genden $§. niher verfolgen will. Ich bezeichne dieselbe schlechtweg
als die ,Transformation dritter Ordnung¥, obgleich es, wie ich in § 9.
weigen werde, noch weitere Transformationen dritter Ordnung giebt,
deren Umkehrung ebenfalls von der dritten Ordnung wird und die sich
irotzdem nicht auf jene zuriickfohren lassen.

Die drei bilinearen Gleichuugen seien:

; A= X apay =0
ok

B~ X b‘.{.fl’,y; == {)

() .

= X et == U,
44

Gy k=1, 2, 3 4).
Perner setze ich:

, pd__ . - o0
s 4, =55 = Xagye , B o= 2B C = A

@ 6%, oer, 2
= &4 . OB i
e mwmm M, = . = .
? o T B v, 1 T gy,
Die Transformation wird dann durch die Formeln gegeben:
. eR . __uP
(3} 9'1‘ - Cl‘ - ¢* 3y 6ffk e z;; = ¢‘1~ ¥
wa
@) {R= T4 4,4,8,C,,
P=X+apBT,.

Um die Fundamentalgebilde der Flichen dritter Ordnung ¢, 20
bestimamen, bemerke ich, dass:
Tpdi=0 , XYeB =0 , X, =0.
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Fir die Ponkte der Curve neunter Orduuug, it welcher sick = 4
und @, == 0 schneiden, ist daher

o dy o d, =0, ¢ B+ li=0 , g+ q, =0,
also entweder auch ¢, =0, ¢, =0, oder

Asa]{:i,j 3 ]‘}J mi.]}d1 s . -::‘-},‘(".

i

Diese drei letztern Gleichungen »ind die dreler projectivischer Ebeneu-
biischel, die eine Raumecurve dritter Ordnung erzeugen. Diese Curve
bildet den beweglichen Schunitt von ¢, = 0, g, == ; der ibrige Schuitt,
eine Rawmeurce sechster Ordnuny K, gehort auch g == 11, g, == au
und stellt das Fundamentalgebilde des Raumes Y dar.

Ebenso folgt, dass die Flichen dritter Ordnung @, cine Raum-
curve sechster Ordnung gemein haben, die Fundamentalewrve L des
Raumes X.

Fir die Fundamentaleurve X verschwinden alsv die Determinanten
des Systems:

A, A, Ay g,

B, B, B, L,

]
A A R
uder man kann, mit Einfiihrung von Parametern 4, u, v, sctaen:
{ 24+ uli + vl =0
A ; ;"43"{_’"'1": vl =
©) ] Adg A pBy vl =0
id 4 uB, vl =0

Durch Elimination der g ergiebt sich hieraus eine Gleichung vierten
Grades in 4, u, v, die Gleichung ciner allgemeinen Corve vierter Ord-
nung, welcher die Curve K vermige (9) Punkt fiir Punkt eindeutig
entspricht. Daher hat K dus Geschlecht 3.

Ferner sieht man, dass jedem Punkte dieser Curve eine Grrade
von X entspricht; denn fiir einen Panht g, welcher den Gleichungen
13) geniigt, hat man

idfpBrC=0,
und von den Gleichungen (1) wird eine cine Folge der beiden andern.

Diese (eraden erzeugen dic Fandameutalffiche des Raumes X,
die, nach § 1., von der achten Ordnung wird vnd L zur deeifachen
Curve hat. Um die Gleichung dieser windschiefen Fliiche, @ = ¢, 2

erhalten, hat man die Werthe der g == j: in K == 0 einzafiibren uud

den Factor X7,¢, abzutrennen. So ergiebt sich, wenu man die Werthe
der y; zuerst in 4, substituirt:



ab4d Max Nogrues.

Lo A A 0 0 0
Gy Gy 4y ¢y Ay By Ty
Gy Gy @y @pn Ay By T,
Q. Xl = ay Gy fy Oy A, By [, |
ay, 8y @, ay Ay By T, ‘,
B, B, B, B, 0 0 0 |
¢, ¢ ¢ ¢ 0 0 0
A Ay Ay A — Xk 00U
fhyy dy Uy dp 0 B, T,
Uy @y Gy @y O B, I,
=y Ay Gy a0 By Ty
Uy Gy Gy Gy O B, I,
B, B, B, B 0 0 0
¢ 6 G G 0 6 0
vder:
ay ty @y ey B Ty
thy Uy Ugn Uy B, [,
(6) e e Gy Oy B, T .

ay Gy wy oy By T

¢ ¢ ¢ ¢ o v

In diesem Ausdruck (6) hat man noch in den B, (. die ¥, durch die
¢ P : ol X . 7
;:: zu ersetzen, um die Gleichung der Fundamentalffiche vou X zu
itk

erhalten. Ferner zeigt die Symmefrie dieses Ausdrucks (6), dass er
auch die Gleichung © = 0 der Fundamentalfiiiche von Y lefert, wenn

. . . R
man pur in den B, ) die x, durch die %f ersetut.
4+

Nach § 1. fallt hier die Jacobi'sche Fliche I = 0O der y; mit
der Flache Q == (3 zusammen. In der That hat man:

Bty == X m ABE, , Q.o == X4 4, 4,8,C;

Suats . D= X b n Cih £y Ty TYY
e D=2 b AR, Xk B0 o e B

1 -’!& - Ly ey L T
T g, Tk ir g ‘:‘;: e
- ; .ii 4, A, 4,
i B, B, B, By '
! i
H GK C Ca ',g ¢
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4 4, ¥ PO
NIRE 2 A . T 04
2w o Dwms ) Su Lt Yui b0
¥ AN € CEr I ey
Tha . Xy D= 4, A, d, A, )
B, B, B, B, 0
I q A ¢, ¢ o
i, Ay KN Ay i
. €Y Yy &y ey,
w1 e ) Yk 5 4 5 % X
P - Y - F N S - — — .
Vin, TMipy Fmog o T 3w
- e BN ~or . .
= 4 A, A, 4, 0 =3 X X AL
B, B, By B, 0
¥ Y y
¢, c, 3 ¢, 0
daher: Qe X b iwtvicv g
) - e PXy Gy Oy Emy  C

v [und chensor @ == B4 (G {F1 T LBy p
2 RS X XA ¢

Die Geraden, welche die Fliche @ = 0 erzeugen, schueiden die Curve
L in je drei Pankten; denn durch die ihmen entsprechenden Punkte
von K gehen je drei Gerade der Fliche @ ==10. Man erkepnt auch
geometrisch leicht, dass die dreipunktigen Sehnen einer Raumcurve
sechster Ordnung, L =<0, deven Geschlecht p == 3 ist, eineg Fliche
achier Ordnung mit dreifacher Curve L erzeugen. Von efpem be-
liebigen Punkte der Carve aus gehen niwmlich drei Gerade, welche L
in zwei weiteren Punkien schneiden, da sich von einem solchen Punkte
aus L als Curve fiinfter Ordoung, p =3, also mit 3 Doppelpunhten,
projicirt, Daher wird L dreifache Curve der Flicke. Ein durch eine
Erzeugende @ gehende Ebene schueidet uber die Fliche in eiser ehenen
Curve siebenter Ordnung; denn diese Curve bat in den 3 Puukten, i
welchen L von a getroffen wird, Doppelpunkte, und sie kaun a ausser-
dem nor noch in einem Punkte schneiden, in demjenigen Punkte, in
welchem die in der Fbene liegende Verbindungslinie der beiden 4
benachbarten Erzeugenden die Gerade « frifft. Der betrachtete chene
Sehnitt, und ebenso die Fliche, ist daher von der Orduung 3.

Bei der vorliegenden Transformation entsprechen dew Flichen
m.Qrdnung von Y, welche die Carve K zur pfachen Curve haben,
Im Raume X Flichen der Orduung 3m — Sg, welche L zur (m — 3¢
fachen Curve haben.

Den Geraden des Raumes ¥ entsprechen Raumcarven dritter Usd-
nung; vnd diese treffen die Curve L in 8 Punkten, da die Geraden
die Fliche © in 8 Punktea schueiden, Allgemeiner entsprechen Curven
w* Ordnung von Y, die p Punkte mit K gemeip haben, im Raume
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X (urven der Ordnunyg 3w — @, welche in Sue - Hu Pankten dic
Curve L treffen.
Ui die Transformation geometrisch zu characterisiren, bemerke
ich, dass die Raumcurve K die allgemeinste Curve ist, in welcher
sich zwei Flichen dritter Ordnung, die eine Raumeurve dritter Ord-
‘nung gemein haben, noch schneiden kbunen. Denn vermige dieser
Eigenschaft lisst sich, wenn ¢, = 0, @, = 0 zwei solcher Flichen
sind, 2,0, + 4,9, =0 in die unter (3), (4) gegebene Form setzen,
und man kann zwei weitere Fliichen @, == 0, ¢, == 0 bestimmen, deren
Gleichungen die dort angegebene Form haben. Die Transformations-
fliichen sind dann, wenn K so bestimmt ist, die dreifach unendliche
Schaar von Flichen dritter Ordnung, welche durch A hindurchuehen,
Die Entwicklungen dieses §. gehen in die von Herrn Hesse,
Crelle Bd. 4Y, gegebenen iiber, wenn die Bedingungen
{(8) Cp=a; , bu="bi , G =i
erfiillt sind. Die Gleichungen (1) lassen sich dann als die der Polar-
chenen des Punktes y in Bezug auf die drei Flighen zweiter Ordnung
aguoa =0 , Ngrz,=0 |, Ze,rn=0

auffassen, und die Curve L wird der Ort der Doppelpunkte der Kegel-
fiichen des von diesen 3 Flichen erzengten Biindels von Flachen
zweiter Ordnunyg. Indess ist die-Zurickfihrung des allzemeinen Falles
auf diesen specielleren nicht woglich; denn dieselbe miisste durch eine
lineare Transforniation geschchen, die an der einen Reihe von Variabeln
angebracht wird, und die Zahl der Bedingungeu (3) betriigt 15, withrend
cine lineare Transformation nur 13 willkiirliche Constanten einfiibrt.
Dasselbe folgt daraus, dass die Hesse'sche Transformation nur auf
eine 21fach unendliche Schaar von Curven sechster Ordnung, p =3,
fihrt, wihrend die obige Definition e¢ine 24fach unendliche Schaar
von Curven K angiebt.

Die Transformation dritter Orduung, wie ich sie hier gegcben
habe, ist noch zu allgemein, um direct vielfache Anwendungen auf
Flichenabbildungen zuzulassen. Die Anwendung auf die ebene Abbil-
dung der Flichen dritter Ordnung ist schon von Herrm Cremona
gemacht worden; als weitere Anwendung bezeichue ich die auf die
Flichenr sechster Ordnung, mit Doppeleurve K, welchen die Byper-
boloide von X entsprechen, mit je 12 einfachen Fandamentalpunkten.
Durch eine weitere Abbildung dieser Hyperboloide findet man dann
die ebene Abbildung jener Flachen sechster Ordoung, und zwar ent-
sprechen, bei der niedrigstmiglichen Abbildung, ihren ebenen Schuitten
Curven funfter Ordnung, mit 2 doppelten und 11 einfachen Funda-
nentalpunkten. Zn reicheren Aunwendungen werden die Specialisirungen
der Transformation, zu welchen ich mich jetzt wende, Anlass geben-
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§ 3.

Die. Transformationen zweiter Ordnung. Anwendungen.

Tch betrachte zunichst die einfachste der Transformationen, die-
jenige der zweiten Ordnung, welche die Eigenschaft bat, dass ihre
Umkehrung wieder auf Functionen zweiter Ordnuny fibrt, Den Ebenen
des Raumes X sollen Hyperboloide des Raumes Y entsprechen, welche
winen Kegelschnitt K und einen festen Pankt P gemein haben. Diese
Hyperboloide bilden eine dreifach unendliche Schaar. Je drei derselhen
schneiden sich im Allgemeinea in cinem beweglichen Punkte; denn
seien 4, I, (' drei dieser Hyperboloide, welche nicht einem Bischel
angehbren; dann haben .4 und £, ferner 4 und (' bewegliche Regrel-
schnitte gemein, welche sich, da sie beide auf A4 liegen, in zwel
Pankten schueides, von demen der eine, P, fest ist,

Es sel y, = 0 die Gleichung der Ebene E des Regelschnitts A
der Punkt P sei durch y, = y, = ¢, == {1 _gegeben.  Ferner sei
Fils Yoo Ys) = O die Gleichung des Kegels (PK . der iber K he-
schrieben ist und seinen Scheitel im Punkte P hat. Die Transformations
formeln werden dann:

0%, =4 ¥, Gy, = 4,4,
04y == Y4, Gy, == &y,
Q&; ==Y, Uy By, == XL,
7 i
or; = q iy, #,. ) GYy == oy Tyy S

Die Trassformationstiichen des Raumes X bilden duher cbenfalls eine
dreifach upendliche Schaar von Hyperboloiden, die einen Punkt 1
{2, = &, =1, = 0) und einen Kegelschniit K* (¢, =0, ¢{z} =0}
gemein haben.

Als Fundamentalfiichen freten im Raume Y auf die Ebene £
des Kegelschritts X und der Kegel (PK}, im Raume X die Ebene
E’ des Kegelschnitts X' und der Kegel (P'K'j, der seinen Scheitel
in P hat und durch K’ geht. Dabei entsprechen

dem Punkte P die Ebene £,

dem Punkte P’ die Ebene F,

dem Kegelschnitt K der Kegel (I K'},

dem Kegelschnitt K der Kegel P K,
und 2war den Punkten von K die Erzeugenden vou ( F'K'), den Puubten
von K* die Erzeugenden von (PKJ.

Den Flichen m'~ Ordnung des einen Raumes, dic den Funda-
mentalpunkt zum ufachen Punkt, den Fundumentalkegelschuitt zur
vfachen Curve haben, entsprechen im andern Raume Flichen von der
Ordoung 2% — g — 2v, die den Fundamentalpunkt dieses Raumes
zum  — 2 vifachen Punkie, den Kegelschmnitt zur (g — g4 — vifachen
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Curve haber. Insbesondere entsprechen sich die Ebenenschaaren durch
Pund P’ gegenseitig, und die Transformation zwischen je zwel dieser
Ebenen wird von der zweiten Ordnung. .

Die Jacobi’sche Fliche bestebt aus E? und {PX), resp. aus
E'? und (P'K"), Die Transformation selbst ist, wie die analytische
Davstellung zeigt, ein sehr specieller Fall der Transformation dritter
Ordnung. Ein specieller Fall der Transformation zweiter Ordnung ist
die durch ,,reciproke Radienvectoren®, wobei der Fundamentalkegel-
schnitt der imaginire Kugelkreis der unendlich fernen Ebene ist.

Ich mache eine Anwendung auf die Abbildung einer Fliche vierter
Orduung mit Doppelkegelschnitt, die von Herrn Clebsch, Crelle
Bd. 69 und diese Annalen Bd. 3, pag. 60 behandelt worden ist. Die
Gleichung der Fliche sei:

F=U.yf+ My .y,90) + ¢ @) =0
U==y,4) + v ()

und 4 (y) eine lineare; w(y) eine quadratische Function von y,, ¥,, U
und M (y) eine lineare Function von y,, ¥, vy, ¥, ist. Die Fliche
geht durch P und hat K zum Doppelkegelschnitt. Ihr entspricht im
Raume X die Fliche dritter Ordnung
¢§q’(x)-‘“1(3;)""3::‘i’{v"}":“-'i’zs'i"-’:xy{ﬂﬁz y Loy Lyily tp(x)}mO,
welche durch X hindurchgeht. Durch die ebene Abbildung von @ ergiebt
‘sich nun die von F. Dabei ist zn bemerken, dass auf ® schon eine
Gerade ¢ eindeutig bekannt ist, nimlich die in der Ebene von K’
liegende Gerade z, = 0, A{z) = 0. Die 16 Geraden von ®, welche
G nicht schneiden, und dadurch auch die 16 Geraden von F und die
Abbildungen von ® und ¥, erhilt men also durch Losung einer Glei-
chung finfien Grades und von 4 quadratischen Gleichungen. [Dieser
Lusammenhang ist ebenso schon vou Herrn Geiser, Crelle Bd %,
nachgewiesen worden.

Als weitere Anwendung bezeichne ich die Abbildung ciner der
vou Herrn Kummer behandelten Flichen vierter Ordnung (Monats
berichte der Berliner Akad., 1863):

¢ adl 4 4D AXB - 6 2B+ 4dAB 4 B =0,
wobet ¢ eine Fanction zweiter Ordnung, die A, B lineare Funciionen
der Coordinaten sind, auf einer Kegelfliche dritter Ordnung, vom Ge-
schlecht 1. Die Fliche hat zwei uniplanare Knotenpunkte, in dene
sich die zwei Schalen der Fliche berihren, und der Ebenenbischel
A 4~ 1B == (1 schneidet die Ilache in einer Kegelschnitischaar, ein®
Ebene in je zwei Kegelschuitten. 4 dieser Ebenen berithren die Fiaehe
nach Kegelschuitten. Lisst man nup P unendlich nabe an K rickes
wnd X mit einem dieser 4 Kegelschnitte zusammenfallen, wihrend P

wobel
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zugleich in einen der Knotenpunkte der Fliche fallt, so entopricht
derselben dorch die Transformation zweiter Urdnupg ein Kegel dritter
Ordnung.

Mit dieser Transformation behandelt man ferner die Fliche finfler
Ordnung, I, mit Doppellegelschnitt K und dreifackene Punkte P. Die
ebenen Schnitte von F bilden sich aof der Ebene ab durch Curven
sechster Ordrung, mit 6 doppelten und 7 einfachen festen Punkien,
Dem Punkt P entspricht eine ebene Curve dritter Ordnung, @, durch
die 6 ersteren Punkte . Man legt sodann einé Curve sechster Ord-
nung, welche die a, zu Doppelpunkten hat. Diese Curve schneidet
@ in 6 weiteren Punkten, welche als einfache Fundamentalpunkte &,
auftreten. Der siebeute Fundamentalpunkt, », kann beliebig anuge-
nommen werden. Dem Punkie ¢ entspricht die Gerade von F, welche
in der Ebene von X liegt, den Punkien b, entsprechen 6 Gerade (P A}
von F, und den Punkten «, 6 Kegelschnitie vou F, welche durch P
gehen and K in je zwel Punkten treffen. Nolcher Kegelschnitte wicht
es 27 auf ¥, deren System mit dem der 27 Geraden einer Fliche
dritter Ordnung identisch ist.

Ganz ibnlich geschiebt die Abbildung einer Fliche sechster Ord-
nung mit dreifachem Kegelschnitt X und dreifachem DPonkt P durch
Funetiouen sechster Qrdnung mit ¢ doppelten und 6 einfachen Fon-
damentalpunkten , welch letztere auf ciner durch die 6 erstercu Punkte
gehenden Curve dritter Orduung legen.

§ 4.

Die Transformation der Ordnung zwei-drei mit ihren Ableitungen,
Abbildung der Flichen » Ordnung mit (s — 1)- oder (n — 2} facher
Geraden.

Es giebt noch eine von der in 3 3. betrachteten Art verscliedene
Classe von Transformationsflichen zweiter Ordunng.  Die Hyperboloide,
welche eine Gerade upd drei einfache I'unkle gemein babep, bilden
chenfulls cine dreifach nnendliche Schaar, und irgend drei dey Flichen
treffen sich noch in einem beweglichen P'unkie; denn zwel derselben
schneiden sich noch in einer Raumcarve dritter Ordoung, welche mit
der festen Geraden 2 Punkte gemein hat und durch die 3 festen Punkte
geht, und diese Curve trifit eine dritte der Flichen in einem weiteren
Punkte. Diese Schaar kann daher xur Transformation dienen. Eine
Betrachtung der in der Schaar enthaltenen zerfallenden Flichen ergiebt,
dass die Transformationsfiichen des entsprechenden Raumes windschicte
Flichen dritter Ordwung werden, mit fester Doppelgeraden und drei
Testen einfachen Geraden, welche jeye schueiden.
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Seieu y, = y, == 0 die Fundamentalgerade g, und
) py=y=y=0
2) o=y=y =0
) h—th=y—yy=y =0
die Fundamentalpunkte 1, 2, 3 des Raumes Y. Dann wird die Traus-
formation:

0%y = 4 ¥, = ¢, Sy == i (4,1, — L4, ==y,
QL ==Y Yy = ¥~ Oy, = &y (4,4 — Ly05) == ¢,
oy =y, (Y — U;) = ¢, 6 Yy == Ly iy (0 — £;) = v,

@ry = 4y (Y — uy) = @, Sy == 0y T, (@) — Ly} = ¢ .

Die Doppelgerade ¢ der Flichen ¢ ist &) ==, = 0. Die drei ein-
fachen Fundamentalgeraden der ¥, (1}, (2), (3), sind:
) oy =s=0
2y zy=uay =0
(3) 2y~ Ly =2, —2,=0.
Als Fundamentalftichen von ¥ treten auf die Ebene E, y, =,
welche durch die drei Punkte 1, 2, 3 geht, und die Ebenen (g1),
{92), (g3 durch y und je einen der drei Punkte, nimlich 4, =0,
4y =0, y ~— 4, = 0; als solche von X das Hyperboloid H oder
£y £y = L2y == 0, welches dorch die drei Geraden (1), (2), (3) gebt,
und die Ebenen (¢r1), (G2), (G3), odet &, == 0, x, = (0, &y — z, =¥,
welche durch (¢ uwnd je eine der drei Geraden gehen. Uud es ent-
sprechen
die Ebenen (G1), (G2), (G3) resp. den Punkten 1, 2, 3,
die Ebenen (¢1), (¢2), (435 resp. den Geraden (1), (2), (),
das Hyperboloid H der Geraden g,
die Ebene E der Geraden (.
Den Puskten von ¢ entsprechen die Erzeugenden von H, welche (1),
(2), O) schneiden, und den Punkten von & dié Kegelschuitte der
Ebeue E, welche durch die Punkte 1, 2, 3 und den Schuittpunkt von
£ und g hindurchgehen,
Die Jacobi'sche Fliche von Y besteht aus den Ebeuen E, (91)
(92), (¢3), die von X aus H und (G1), (G2), (3)~
Einer Fliche mt Ordnung von X, welche & zur gfachen und
(1, ), (3) zu je vfachen Geraden hat, eutspricht im Raume Y
eine Fliche der Ordnung (2m — u— 33), welche 4 zur (m —35¥)
fachen Geraden, die Punkte 1, 2, 3 2u (m -~ g — »)fachen Knoten-
punkten hat. Einer Fliche w“* Ordnung von Y, welche g zur ufachen
Geraden, 1, 2, 3 zu vfachen Knotenpunkten hat, entspricht in
einer Fliche der Ordaung (3m—2u—3 1), welche G zar (2m — g— 3¥)
fachen, (1), (2), (3) zu (m — g — v)fachen Geraden hat
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Insbesondere entspricht einer Fliche s~ Ordunng i X, mit
(m — 1yfacher Geraden & und einfachen Geraden (1), 23, (3, in ¥
eine Fliche (m — 2% Ordoung, mit {m — 3)facher Geraden g¢; und
einer Fiiche m' Orduung in X, mit {m — 2}fucher Geraden (¢ und
einfachen Geraden (1), (2}, (3}, in Y eive Fliche (m — 1) Urd-
pmung, wit (m — 3)facher Geraden ¢ und eintachen Ponkten in i, 2, 3.

Die Ordaungen dieser beiden Flichen erniedrigen sich also, weun
wan wnsere Transformution der Ordnung zwei-drei auf sie unwendet:
und es wird ndglich, du diese Flichen eine genigende Anzall von
tieraden enthalten, welche man abs Foydumentalgerade nebmen kauu,
die Transformation zwei-drei zu wiederbolen und asuf diese Weise die
erstere Flachenart auf der Ebepe, die zwejte auf einew Hyperbolaid
eindeutig abzubilden.

Zu der in diesem § angegebenen Transformation fiige ich nock
die quadratische des § 3. hinzu, indem ich in der letztern den Fuau-
damentalkegelschnitt in zwei sich schueidende Gerade zerfallen lusse,
Aus diesen zwei dementaren Transtormationen bilde ich eine ihnliche
Reibenfolge, wie die der Cremona'schen Transformationen, welche
die allgemeine ebene Transformation liefert. Die allgemeinste Raum-
transformation, welehe aut diesem Wege entsteht, ist die folgende:

,Den Ebenen von Y entspricht ju X die dreifach unendliche
Schaar von Flichen ¥, der Ordauug 2r — s -4 1, welche cine feste
Gerade G zur (3r — sifachen Gepuden, ferner 3r —2s Gerade «,,
@y, oen Qs 3., welche 7, aber nicht einander schneiden, zu cinfachen
Geraden, und s feste Punkte «,, &,, ... ¢ 2o éinfachen Punkten haben.

Bei dieser Transformation entspricht sodann den Ebenen von X
im Ramae Y die dreifdch unendliche Schaar von Flichen ®, der Ord-
nang r -4 1, welche ving feste Gerade y zur rfachen Geraden, ferner
s feste Geraden §,, f., ... B, welche g, aber nicht einynder sehngiden,
cu vinfachen Geraden, uud 37 — 25 feste Puskte by, by, .0 i raun
einfachen Punkten habeu.

Denn die Flichen ¥ bilden in der That eine dreifach unendliche
Schaar, weil eine Fliche der Ordnung 27 — & + 1 mit (27 —~ »)facher
fester Gerade noch 3(27 — s + 1) Constanten epthilt und jede der
Geraden « zwei, jeder der Punkte « eine weitere Constante absorbirt,
Je drei der Flichen schueiden sich im Allgemeinen in edwm beweg
lichers Punkte; denn zwei derselben schneiden sich, ausser (r und den
t, in einer Carve der Ordnung

Cr41—st— 2r =5t — 3r —25)=r+ 1,
und diese Curve hat mit G r Punkte, mit den Geraden « je einey
Punkt gemein und gebt einfach durch die Punkie aj sie schucidet
daber cine dritte der Flichen ¥ noch in
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G+ +1—8—r(Zr—3)— Br—2¢) —s
oder cinem Punkte.

Daher konnen die Flichen ¥ zor Transformation dienen. Diese
Transformation kann aber durch eine Reihenfolge von elementaren
Transformailionen ersetzt werden, da man auf diese Weise die Ord-
nung der den ¥ entsprechenden Flichen so lange erniedrigen kann,
bis dieselbe der Einheit gleich wird. Denn ist die Anzahl der Fun-
damentalgeraden a gleich oder grbsser als drei, so nimmt man G und
drei der @ als Fundamentalgerade der Flichen dritter Ordnung ¢ einer
Trapsformation 2wei-drei, und die Ordoung der den ¥ entsprechenden
Flachen ¥’ wird nach dem Obigen vm 2 erniedrigt. Dabei entsprechen
im Allgemeinen der Geraden durch & wieder Gerade von Zhnlicher
Art; und die ¥ haben daher wobl s feste Punkte &', aber nur 3r—25—3
feste, die vielfache Gerade schneidende, Gerade o', Wird nun die An-
zabl der ¢’ <C 3, so macht man eine elementare Transformation der
Ordnung zwei, indem man eine der Geraden ¢ und einen der Punkie
« benutzt; wodurch die Ordnung der entsprechenden Flichen ¥” um
1 kleiner wird, ebenso die Anzahl der festen Geraden und die der
festen Punkte. Wird endlich die Anzahl der festen Geraden ==0, so
ist die Anzahl der festen Punkte == 3k, und man muss noch % Trans-
formationen der Ordnung drei-zwei machen, indem man imuer drei
der Punkte als Fundamentalpunkte der Flichen ¢ dieser Transformation
aunimmt; bei jeder derselben erniedrigt sich die Ordnung der trans-
formirten Flichen um 1.

Aus der Betrachtung dieser successiven Transformationen und aus
dem oben angefihrien Verhalten der bLeweglichen Schnittcurven je
zweier der Flichen ¥ folgt nun direct die Richtigkeit der oben an-
gegebenen Umkehrung der Transformation (2r — s 4 I)' Ordnung.
Mau hat dabei nur zu bemerken, dass bei jeder der Transformationen
dem. Ebenenbiischel durch G wieder ein Ebenenbiische] durch die mehr-
fache Fundamentalgerade G des entsprechenden Raumes, und Geraden
durch G wiederum Gerade durch G, entsprechen, speciellen Ebenen
dieses Biischels aber, wenn dieselben durch Gerade, resp. Punkte
gehen, welche bei der Transformation benutzt werden, Punkie, resp.
Gerade. Zu einem FEbenenbiischel durch G muss man noch eine
Fliche Q, von der Ordoung 2r — 5, welche & zur (27 — s + 1)fachen
Geraden, die Geraden a wzu einfachen Geraden hat und durch die
Penkte « geht, hinzufigen, um einen Bischel von Flichen ¥ 28
erhalten, der dann die Abbildang des Ebenenbiischels durch g vor-
stellt. Die Fiiche Q ist daher die Abbildung der vielfachen Funda-
mentalgeraden g der ®. Die Flache Q ist durch die genanuien Be-
dingungen vollstindig und eindeutig hestimmt. Sie wird erzeugt durch

. die rationslen Carven #+ Ordnung, welehe (r — 1) Punkte it G, J
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einen Punkt mit den (eraden a gemein und einfache Punkte in den
« haben; denn solche Curven erglinzen sich mit den Geraden durch
G zo Abbildungen von Geraden des Baomes Y.

Ebeuso folgt, dass die Abbildung ven (7 eine Fliche @ von der
Ordnung r wird, die g als (r — 1)fache Gerade, die « Geraden g 2
einfachen Geraden hat und durch die 37 ~ 25 Punkte § cinfach geht.
Auch diese Fliche ist durch diese Bedingungen vollstiindig und ein-
deutig bestimmt. Sie wird erzeugt durch die den Puukten von ¢ ent-
sprechenden, rationalen Curven der Ordnung 2r — 5, wefche 2y — s — ]
Punkte mit g, je einen Punkt wmit den Geraden g gemein, und ein-
fache Puukte in den & haben.

Als weitere Fundamentalifichen der Trausformation treten die
Ebenen auf, welche man durch 7 und die Geraden ¢ unud Poukte ¢
und ebenso die Ebenen, welche man durch g und die Punkie & und
Geraden B legen kann. Und zwar gelten fiir diese (iebilde die folgyndey
Beziehungen. Es entsprechen

die Ebenen (G a;) den Paukwen ¥,

die Ebenen (G« den Geraden g,

die Ebenen (gl den Geraden ¢,,

die Ebenen (g8, den Punkten «,

die Fliche Q der Geraden g,

die Fliche w der Geraden (7,
Dxesr: Transformation werde nun anf die Flicken (r -+ 2y Urdnung
von X, F =20, welche G als rfucke Gerade, die a als anfache Ge-
rade, die Punkte « als Doppelpunkte besitzen, angewendet. Da diese
Fliichen noch 37 — 25 -+ 2 nicht durch die « gehende Geradenpaare
besitzen, so kanu man 3r — 2s dieser Geradey aus 3r — 235 ver
schiedenen Paaren herausuehmen und die Trangformationsflichen ¥
hindurchlegen. Diesen Flichen entsprechen dann im Baume X Iyper-
bolvide H, welche durch die 3, ~ 2s Punkte § hindurchgehen, da-
gegen die Gerade ¢ und die § nicht enthalten.

Diese Abbildung der Flichen F auf Hyperboloiden giebt sogleich
die Eigenschaften derselben. 3o besteht der Schuitt von g mit H aus
zwei Punkten, demen in X zwei Curven # Orduung eutsprechen,
welche ans F von Q ausgeschnitten werden, und deren Kenntniss
direct zur Abbildung von F gefibrt hiitte. Diese Curven und- die
Flache Q sipd die in meiner Abhandlung, diese Annalen, Bd. 3, pag.
180 ff. angegebenen. Bei der Abbildong sind die beiden unkte, in
welchen H von g getroffen wird, rfache, die Punkte des Schuitles
der § mit H einfache, und ebenso die & einfache Fondamenialpunkie
des Hyperboloids. Um auf die ebene Abbilduny durch Fuuctionen
{r + 2j Orduung zu gelangen, projicirt man noch H von einem der
Schuittponkte von g noad H aus auf eine Bbene,
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Die oben entwickelte Transformation giebt die niedrigstmigliche
ebese Abbildung der windschiefen Flicken wer Ordwuny mit (v — 1)
facker Geraden, ¥ == 0, wenn man s = O fir n = 2r 4+ 1 und s =1
fiir n = 2r setzt. Die dreifach unendliche Schaar der Curven (r 4 1y
Ordoung, welche Schnitte einer Kbene £ von Y mit den Flichen ¢
sind, bildet dabei die ebenen Schnitte der E entsprechenden Fliche ¥
ab. Diese Abbildungen sind dann identisch mit den in § 7. der er
wahnten Abbandlung gegebenen, wenn wan pur noch, fiir » = 2/,
den einen Fundamentalpuukt o der Trawsformationsfliichen ¥ unend-
lich nahe an ¢/ heranriicken lisst.

§ 5.
Specialisirung der Trawsformation dritter Orduung.

[eh gehe auf die allgemeine Transformation dritter Ordnung des
§ 2. zuriick, um die Specialisirangen abzuleiten, welche durch das
Zerfallen der Fundamentalcurve K, der Raumcurve sechster Ordnung,
p == 3, eintreten. Diese speciellen Fiille, einzeln genommen oder zu
einer Reihe von Transformationen mit einander verbunden, bicten eiue
reiche Quelle fiir Fliichenabbildungen.

Eine Uebersicht iiber die Lierbei moglichen Haupifiille verschafle
1ch mir aof folgendem Wege. Ich betrachte die durch § 2. gegebeue
Abbildung einer Fliche dritter Ordnung, ¢, auf einer Ebene J von X.
Dabei bildet sich die Curve A7, durch welche ¢ geht, auf E ab durch
den Schnitt dieser Ebene mit der Fundamentalfiiche Q [(6; oder (7)
des § 2., also durch eine Curve achter Ordnuong mit ¢ dreifachen
Punkten. Indem man unun diese Curve auf alle mdglichen Arten zer-
fallen lisst, ergeben sich auch die Singularititen ihres Bildes, der
Corve K. Um die Transformation durcbzufithren, untersucht man
sodann die Fliche ©, welche durch die dreifachen Sehnen won K
erzeugt wird. Der Schnitt von © mit einer Ebene von Y gicbt das
Bild der Fundamentalcurve L des Raumes X, und somit L selbst.
So findet man folgende Transformationen:

(A) Die @ werden Flichen dritter Ordnung, welche eine Raum-
curve @ fiinfter Ordnung, p =2, und eine Sehne G von ¢ gemein
haben. @ ist der Schnitt einer Fliche zweiter und einer dritter Ord-
nung, die sich noch in einer Geraden treffen. Die Umkehrung ergiebt
for den Raum X ein ganz ahnliches System von Transformationsflachen
¥, mit fester Curve ¢ faufter Ordoung, p =2, und fester Sehne g
von ¢. Der Sehne g entspricht das Hyperboloid durch ¢, der Carve
g die Fliche sechster Orduung, mit Doppelcurve @ und dreifacher
Geraden G, erzeugt durch die Sehnen vou ¢ , welche & schneiden.
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Ein weiteres Zerfallen von @ giebt Flichen ¢, welche eine Raune
curve vierter Ordnung, erster Species, und zwei ihrer Sehnen gemein
haben. Diese bemerkenswerthe Transformation werde ich, mit ihren
Ableitungen, in § 6. ndher untersuchen; ehenso die weiteren hieher
gehorigen speciellen Fille.

(B) Die ¢ sind Flichen dritter Ordnung, welche eine Raumeurve
Q, finfter Ordnung p==1, und eine ¢ in drei Punkien treffeude
Sehne G gemein haben. Die ¢ werden sodann Flichen dritter Ord-
nung, mit gemeinschaftlicher Ranmenrve vierter Ordnung erster Spe-
cles ¢, und Kegelschnitt g, der ¢ in 3 Punkten trifft. Auch diese
Transformation soll in § 8. niher betrachtet werden.

Speciell kann § in eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Spe-
cles, ¢, und eine Sehne von ¢ zerfallen. G bleibt dreipunktige
Sehne von €. Dieser Fall ist zugleich in (A) enthalten.

(©) Die ¢ sind Flichen dritter Ordnung, welche eine rationale
Raomeurve fiinfter Ordnung, €, und die vierpunktige Sehne G von
@ gemein haben. Die Curve @ entsteht als theilweiser Schnitt zweier
Flichen dritter Ordnung, welche eine Raumeyrve dritter Ordnung und
eine diese nicht schneidende Gerade L == M =0 gemein hiben; und
die Transformationsformeln werden daher, wenn die 4,, B, lineare
Functiopen sind:

]’1 \ H ’126 M H ii H é}

o —om - e L4+p3M , »,L+9 ; 17 1
ek = Ely. = e L+ pM , y L+, M, 4 , B
w, L 4 ﬂaM s 3L+ oM , A, , B

Dabei besteht der Bischel i;¢, 4~ 4,9, = 0 aus windschiefen Flichen.
Die Umkehrung fithrt auf ein ganz dbnliches System von Flichen v,
mit festen Curven g, g. - Der Curve g entspricht die Fliche achter
Ordnung, mit 3facher Curve @ und 4facher Geraden G; der Geraden
¢, welche ¢ in 4 Pankien trifft, entspricht uar wieder eine Gerade &,
so dass hier einer der im § 1. beriihrten singuliren Fille eintritt.

(D) Die g sind Flachen dritter Ordnung, mil gemeinschaftlicher
Raumeurve vierter Ordnung szweiter Species, ¢, und Kegelschnitt G,
welcher ¢ in 4 Ponkten trifft. Auch im entsprechenden Raume Legt
dann ein solches System von Flichen ¢, mit gemeinschaﬁﬁehﬁr Ranm-
curve vierter Ordnung zweiter Species, g, und Kegelschuitt g, welcher
4 in 4 Punkteh trifff. Der Curve ¢ eptspricht die Fliche sechster
Ordoung mit Doppelcarve ¢ und dreifacher Carve G, erzengt durch
die Sehmen von @, welche G treffen; dem Kegelschnitt g entsprichi das
Hyperboloid, welches man dureh G legen kann; und ghulich im
Raume X.

Mathematische Aunslen 1L 37
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(B) Die ¢ sind Flichen dritter Ordnung, welche eine Raumeurve
dritter Ordnung und eine diese in drei Punkten treffende ebene Curve
dritter Ordnung gemein haben. Die Umkehrung ergiebt Flachen dritter
Ordnung, v, wit einem festen Doppelpunkt P und einer gemeinschaft-
lichen Raumcurve sechster Ordnung, p = 1, welche P zum dreifachen
Punkte hat. Diese Transformation werde ich in § 7. entwickeln.

(F) Die ¢ sind Flachen dritter Ordnung, welche zwei Raum.
carven dritter Ordnung ¢, ¢ gemein haben, die sich in vier Punkten
treffen. Die ¥ bilden dann ein ganz dhnliches System mit zwei Ranm-
eurven dritter Ordoung g, ¢. Der Curve ¢ entspricht eine Fliche
vierter Ordnung, mit zweifacher Curve @, einfacher Curve @, oder
eine F,(Q% @), der ¢ eine F, (@, Q%), der @ eine F, (¢ ¢), der
¢ eine F; (g, 47

(G) Iech fithre noch die speciellste der Transformationen dritter
Ordnung an. Die ¢ sind die Flichen dritter Ordnung, welche vier
foste Punkte zu Doppelpunkten haben und daher die sechs Kanten
des Tetraeders, das diese vier Punkte zu- Ecken hat, enthalten. Die
Gleichupgen kann man in die Form bringen:

1.1 .1 1

x;:xgiﬁsixizg;:'@;:fy—;:;:,

oder:

QUL =YoaYs Yy, G Yy == Ly &y &y

QL =YW ¥, GYp = T3 Ty 7y

0Ly =Y, Y1 Yy, O Yy == &Ly Ty %y

L =%YY;, OYy =T, Ty Ty
Auch die ¥ haben die vier Ecken eines Tetraeders zu Doppelpunkten
und gehen sodann durch die sechs Kanten desselben. Den vier Ecken
des einen Teiraeders entsprechen die vier ebenen Flichen des anderen
Tetraeders, die Kanten entsprechen sich gegenseitig. Die Flichen
schneiden sich noch in beweglichen Raumcurven dritter Ordnung, die
durch die vier Ecken hindurchgehen. Die Jacobi’sche Fliche besteht
aus den vier Ebenen des Tetraeders, die doppelt zn rechnen sind.

§ 6.

Die Transformation (A) mit ihren Ableitungen. Abbildung der
Flichen (2% -} 1)r Ordnung mit » facher Ranmecurve vierter
Ordoung erster Species.

Nimmt wan bei der Transformation dritter Ordnung des § 2 39
dass im Ranme X ein Ebenenbiischel y, + 1y, == 0 existirt, dem 12
Raume X ebeofalls ein Ebenenbischel «, - 1z, = O entspricht, 9
werden die drei bilinearen Gleichungen’ :
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— %Y + &y =0
2x.A.=0, .,EJC,‘Bt-‘:-O,

woraus
eZhm=) &4 A A A -
i~y 9 0 O
A4, A, A 4
B, B, B, B,

4
Dieses ist das in (A), § 5. angefihrte System. Fiir dic Fondamental-
flichen giebt die Gleichung (6) des § 2.:
(AsB-t - AaBs) (AaBa - Aa Bs) == 0-,

Der erste Factor stellt das Hyperboloid dar, welches der Geraden
%, ==, == 0 entspricht; der zweite Factor, wenn darin die r durch
die y ausgedriickt werden, die in (A) erwihnte windschiefe Fliche
sechster Ordnung.

Ich nehme jetzt weiter an, (ass noch ein uweiter Kbenenbiischel
in Y existirt, dem im Raume X ebenfalls ein Ebenenbiischel ent-
spricht. Die bilinearen Gleichungen seien

— B Yy F LYy =0
— LYy Fx Yy =0
PV, T 2 A== 0,

woraus
o Xlx = A A, A A, =Xig,
—~¥ Y 4 0
0 0 —y v
oder : 4 4 44
@ = — Yy (4 + y, 4,) = — y, H,
@y = — ¥, (Y 4y + y, 4,) = — y. H,
;= Ymd, +nd)= yH,
o= ¥4 +yd)= ¥y H,
und ebenso

¥ = z(nA 4z A)= Lk
b= 5 (A GA) = ok
Py = — &y (1 A+ B Ay) = — 2k
¥y = — z, (1A + 2, A) = — o,y
Die Transformationsflichen werden Flachen dritter Ordnang, welche
eine Raumecarve vierter Ordnung erster Species und zwei ihrer Sehnen
gemein haben. Je zwei dieser Flichen schpeiden sich moch in eéiner
Ranmcurve dritter Ordnung, welche die Ranmeurve vierter Ordnong
in vier Punkten, die Sehnen in je zwei Punkten trifft e
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Es seien @ die Raumcurve vierter Ordnung, H, = H, =0,

Gy (y; =y, =0) und G, (y.==y,=0) die beiden Sehnen von ¢,

*Ebenso seien ¢ (k) ==k, = 0), ¢, (6, = 2z, = 0) und g, (2; = 2, = 0)

die Ranmeurve vierter Ordnung und die beiden Sehnen im Raume X,

Die Gleichung (6) des § 2. giebt nun fiir die diesen Curven ent-
sprechenden Fuandamentalfidchen:

(ys4y + 4, 4y) (@A; + 2,A) =0,
oder fir den Raom ¥
(4 + 42 4y) (345 + 4, 4;) @A + 9,A) = 0. .

Die Gleichung y,A; + ¥, A, == 0, die identisch ist mit 4, A; + 1,A, == 0,
stellt die windschiefe Fliche vierter Ordnung Q dar, welche die Sehnen
G,, G, zn Doppelgeraden hat und durch die Curve @ hindurchgeht;
sie wird erzeugt durch die Geraden, welche ¢, G, und G, treffen und
welche den Punkten der Curve ¢ entsprechen. € selbst entsprichi
also der Curve ¢. Den Sehnen g, und g, entsprechen resp. die Hyper-
boloide H, und H,, von denen H, durch &,, H, durch G, geht.
Ebenso entsprechen der Sehne & das Hyperboloid %, darch ¢ und g,
der Sehne G, das Hyperboloid %, durch ¢ und g,, und der Curve ¢
die windschiefe Fliche @, welche durch ¢ geht und g¢,, ¢, za Doppel-
geraden, hat.

Den Punkten von g,, resp. g, entsprechen die Sehnen von &,
welche G, resp. G, schoeiden, den von G, resp. G, die Sehnen von
g, welche g, resp. g, schueiden. Im Allgemeinen aber entsprechen
sich die Sehnen von ¢ und @ gegenseitig.

Diese Transformation liefert direct die bekannte Abbildung der
Fliche funfter Ordnung mit Doppelcurve vierter Ordnung, F = 0.
Denn lisst man ¢ mit dieser Curve zusammenfallen und legt g, und
¢, in zwei der Sehuen, welche auf F' liegen, so entspricht dieser Fliche
in ¥ eine Fliche dritter Ordnung, die @ enthilt, und die sich nun
weiter abbilden lisst.

Um aber diese Abbildungen auf die einfachste Weise zu geben,
benutze ich eine weitere Transformation derselben Art, bei welcher
auch dieselbe Curve @, aber zwei von @,, G, verschiedene Sehnen
G;, G, von @ die Fundamentalcurven fir- die Beziehung zwischen
dem Raume ¥ und einem weiteren Raume Z sein sollen. Den Ebenen
von Z sollen die Flichen dritter Ordnung entsprechen, welche durch
Q, G, G, gehen. Den Sehnen G,, G, entsprechen nun im Raume
X wieder Sehnen g,, g, von g, und den obenerwahnten Flichen, oder
den Ebenen von Z, entsprechen daher in X Flichen fiinfter Ordnung,
welche die Carve ¢ zar Doppeleurve und die vier Sehnen g, 9 9u %
von ¢ einfach enthalten. § .

Die Transformationsflichen ¥ von X, welche den Ebenen von Z
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entsprechen, sind somit die dreifach unendliche Schaar von Flichen
fanfter Ordnung, welche eine Raumcurve vierter Ordnung, erster Species
zur Doppelenrve und vier feste ihrer Sehnen zu einfachen Geraden
haben. Je drei dieser Flichen schuneiden sich im Allgemeinen in einem
beweglichen Punkte.

Auch den Ebenen von X entspricht sodann in Z die dreifuch
unendliche Schaar von Flichen fiinfter Ordnung, ©, welche eine Haum-
curve vierter Ordnung, erster Species, ¢, zur Doppelcurve und vier
feste ihrer Sehnen, G, G, G, G/, zu einfachen Geraden haben.

Um die Fundamentalfiichen dieser Transformation (X Z) zu erhal-
ten, hat man nur die beiden Transformationen (X Y) und (Y Z) zu be-
trachten. So ist die Fliche Q@ von Z, welche der Curve ¢ entsprichy,
das Bild der Fliche Q bei der Transformation (¥ Z), also eine Fliche
achter Ordnung, die ¢ zor dreifachen Curve und die vier Sehnen G
zu Doppelgeraden hat. Diese Fliche wird erzeugt durch die Curven,
welche den Erzeugenden von Q, den Geraden, die @, (), G, treffen,
entsprechen, also erzeugt durch die Kegelschnitte, welche ¢ in drei
Punkten, die vier Sehnen ' in je ecinem Punkte treffen. Ebenso
ergiebt sich, dass den Sehnen y,, g,, 75, 9, der Curve ¢ von X im
Raume Z die Hyperboloide H,', H/, H/, H, entsprechen, welche
resp. durch G, &, Gy, (+ und durch ¢ gehen.

Achnlich entsprechen den Sehmen G, G, G, G, die Hyper-
boloide k,, k., ks, b, in X, welche durch ¢ und resp. g, ¢., 4, 9,
gehen; und der Curve @ entspricht eine Fliche achter Ordnung, o',
die ¢ zar dreifachen Curve, die vier Sebuen g zu Doppelgeraden hat.

Noch hemerke ich, dass der von Herrn Liiroth, diese Annalen,
Bd. 3, pag. 124 gegebene Satz, dass zwei Kegelschuitte existiren,
welche eine Raumcurve vierter Ordnung, erster Species in drei Puuk-
ten und fiinf ihrer Sehnen in je einem Punkte treffen, direct daraus
folgt, dass eine finfte Sehne G° die Curve @ in zwei Punkten trifft;
denn diesen beiden Punkten entsprechen eben in X jene zwei Kegel-

Da jede Fliche finfter Ordnung wmit Doppeleurve vierter Ord-
nung, erster Species, ¥ = 0, sieben Sehnenpaare dieser Curve besitut,
so kann man vier der Sehnen aus vier Paaren herauswilhlen, nnd ¥
mittelst der hier angegebenen Transformation auf der Ebene abbilden.
Die Bilder der ebenen Schnitte sind dann die Schnitte einer Ebene
mit den Flichen ® der Transformation (XZ), Curven finfter Ordnung
mit vier doppelten und vier einfachen Fundamentalpunkten; und das
Bild der Doppeleurve ist der Schnitt der Ebene mit der Fliche Q.
Die Betrachtung dieser Abbildung erscheint vortheilbafter, als die der
mBglichst niederen Abbildung.
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Man kann nun die Reihe der Transformationen (XY), (Y2) auf
gleiche Art weiter fortsetzen, indem man zuerst in Z wieder die Curve
¢, dagegen zwei neue Sehnen G, G, als Fundamentaleurven einer
"Prausformation (Z U) benutzt u. s. w. So ergiebt sich durch eine Ver-
bindung von » dieser Transformationen die folgende Transformation
2 n + 1y Ordnung:

,,Die den Ebenen eines Raumes W entsprechenden Transformations-
flichen des Raumes X sind Flichen W der Ordnung 2% 4 1, welche
eine Ranmenrve vierter Ordnung, erster Species, ¢, als % fache Curve
und 2# feste Sehnen von ¢ als einfache Gerade besitzen. Dabei ent-
gpricht auch der Sehnen von X in W eine ihnliche dreifach npend-
liche Schaar von Flichen ® der Ordnung 2% - 1, mit fester u facher
Raumcurve vierter Ordnung, erster Species ¢ und festen 2n Sehnen
vou ¢ als einfachen Geraden. Den Fundamentalgeraden des einen
Raumes entsprechen die Hyperboloide, welche durch die Raumcurve
und je eine der Sehnen im anderen Raume gehen; der Raumcarve
vierter Ordnung des ersten Raumes entspricht im zweiten die Flicke
der Ordnung 47, welche die Raumecurve desselben als (2% — 1) fache
Curve, die Sehnen zu Doppelgeraden hat, erzeugt durch die rationalen
Raumcurven nr Ordnung, welche die Raumcurve vierter Ordnung in
2n — 1 Punkten, die 2n Sehnen in je einem Punkte treffen.”

Daraus folgt zugleich der Satz: ,,Die Anzahl der rationalen Raum-
curven #' Ordnung, welche eine Raumcurye vierter Ordnung, erster
Species in 2% — 1 Punkten und 25 4 1 allgemeine ihrer Sehnen in
Jje einem Punkte treffen, ist gleich zwel.®

In dieser Transformation ist die ebene Abbildung jeder Fliche
(2n 4 1) Ordnung mit nfacher Raumcurve vierter Orduwung, erster
Species enthalten; denn auf diesen Flichen liegen immer 2% + 3 Ge-
radenpaare, welche von Hyperboloiden, die durch die Raumecurve gehen,
ausgeschnitten werden, und man kann 2% Gerade aus 2# verschie-
denen Paaren herauswihlen und zur Transformation benutzen. Die
ebenen Schnitte einer solchen Fliche bilden sich ab durch Curven
2% - 1)* Ordnung, mit vier n fachen und 2 5 einfachen Fundamental-
punkten, Durch eine Cremona’sche Transformation zweiter Ordnung
erhlt man sodann die niedrigste Abbildung durch Curven (n -+ 2)*'
Ordoung, mit einem » fachen und 24 4 3 einfachen Fundamental-
punkien, Auf der Fliche liegen 2%*+2 der erwithnten rationalen Raum-
curven %' Ordnung,

Ich kehre zor Transformation (A) selbst zariick. Eine weitere
Specialisirung derselben kann man dadurch eintreten lassen, dass man
noch einem dritten Ebenenbiischel von ¥ einen Ebenenbiischel von X
entsprechen lsst. Die drei bilinearen Gleichungen seien dann:
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.ZXL?’-—ZQI“ = ()
x;M — & M == 0
2y Ny — 2, Ny + ey N, — &, N, =0},

ez, = L (M N, — M, N)) = ¢,
oy = L, (M, N, — M, N)) = ¢,
=M (NL -~ N,L)=g,
ox, =M, (N, L,— N,L)=¢,,
wo die L, M, N lineare Functionen der y, Dic Flachen ¢ cathalten
dann eine Raumcurve drister Ordnung ¢ und drei ihrer Sehuen
gemeinschaftlich. Die Flichen ¢ in X enthalten ein Shnliches System
¢, 9. Der Curve ¢ entspricht das Hyperboloid durch die drei Geraden
G, den Sehnen g die drei Hyperboloide durch ¢ und je zwei der Sch-
nen G
Die specieliste der Transformationen (A) ergiebt sich durch ein
Zerfallen von @ in drei Gerade, von demen zwei die & schneiden.
Die ¢ werden dann Flichen dritter Ordnung, welche vier sich nicht
schueidende Gerade G, &, Gy, &, und folglich auch die zwei Ge-
raden ), (v, welche diese vier Geraden treffen, gemein haben, Auch
die ¥ enthalten dann ein dbuliches Nystem vou vier Geraden g, und
den zwei Schuitigeraden g, Die Transformation lat die Gleichungen:
QxizHSZl"'yi H Qfx—"‘ﬂz—’:{.% ?
oo, =H Xw'y, ge,=HZwmy,

ader:

H = by, + Ly, Wy Yy o ey Yy
Ly, + Ly, N R
e B+ Ly, my' oy + ity Y, i
) L+ Uy, ' Yy -+ myY,
Die Jacobi’sche Fliche vor Y besteht aus den vier Hyperboloiden,
welche durch je drei der Geraden G, hindurchgehen und welche den
Geraden ¢; von X entsprechen. Die Geraden g und G entsprechen
sich gegenseitig. Diese Transformation ist auch specieller Fall von
€, §5
7.

Die Transformation (E). Abbildung zweier Flichenarten von
der fiinften und seechsten Ordmung.

Den Ebenen des Raumes X, die durch einen festen Puukt F der-
selben gehen, moge im Raume Y die zweifach unendliche Schaar von
Hyperboloiden entsprechen, welche durch eine feste Rawmcurve dritter
Ordnung, @, hindurchgehen. Der Geradenschaar durch P entspricht
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alsdann die Schaar der Sebnen von ¢, und eine beliebige weitere
lineare Beziehung zwischen den Coordinaten der beiden Riume giebt
sonach eine eindeutige Transformation zwischen denselben.
Sei P gegeben durch ) == 2, == 2, == 0, vnd @ durch den Schuitt
der Hyperboloide:
¢ 4, B ;
& 4, B,
L Ay By
Die angegebene Besiehung kann man dann doreh die Gleichungen
ausdriicken :

{A!m‘ + A2y A Ay = Ay, + Ay + Ay + Ay, =0
n

Byz, + Bywy -+ Bywy = By, + By, + Byyy + By, =0,
Ny + %oy + Y32 — Y2, =0
Woraus;
ez, =y, (4, B;— 4, B,) = ¢,
ex, =y, (4B, — 4,B;) = g,
oxy=y (4, B,— 4, B} =g,
ey =y (4, By — A, B.) + 4, (4, B, — 4, By) + y, (4, By — 4, By) =4
und
@) CZYy = Z4 w2, A8, = Zwm .
Die Flichen dritter Ordnung ¢ gehen durch @ und durch die ebene
Curve dritter Ordnung E hindurch, welche die Gleichungen y, =0,
@; == 0 hat und welche die Curve @ in drei Punkten schneidet. Um-
gekehrt fihrt auch ein solches Fundamentalsystem auf Gleichungen
der angegebenen Form.

Die Flichen ¢ haben den Punkt P zam Doppelpunkt. Je zwei
der Flichen schueiden sich noeh in einer. beweglichen Raumcurve
dritter Ordnung, die durch P einfach geht. Die ¢ enthalten daber
als feste Curve eine Raumcurse sechster Ordnung, welche P zum drei-
“fachen Punkte hat. Diese Fundamentalcurve ¢ ist vom Geschlecht 13
denn nach den Formeln (5) des § 2. kann man sie eindeutig in eine
ebene Curve dritter Ordnung transformiren.,

Dem Punkte P entspricht die Ebene E (y, = 0), welche durch B
geht. Der Cuorve ¢ entspricht daber noch die windschiefe Fliche
sechster Ordnung, Q, welehe @ zur dreifachen, R zur einfachen Curve
hat, erzeugt durch die Sehnen von @, welche B schneiden. Nach (6)
§ 2. hat man fir die Fundawentalfiichen:

(4. By — 4,B,) (A,B, — A,;B,)
4 + (4, B, — 4,B;) (A;B, — A,By)
+ 4,8, — 4,B,) (A,B, — A,B,) =0
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und hieraus, wenn wan mittelst (2) die 2 durch die y ausdriickt und
den Factor y,? ausscheidet:
QE;,;Z,:& Bisa®i® Q=0 (i, h=1,23),
wobel ®, = 4, B, — 4,B,, u. 5. w.
Dij,r == ;3 bjs— Gishye, W 5. W,

Wenn man aber in (4) mittelst (3) die y durch die v ausdriickt, er-
giebt sich zuerst:
© == 2y (AyBy — AyB,) + , (A;B, — ABy) + 2, (AB, — A,B,) =0,
eine Kegelfliche dritter Ordnung, die den Punkt P zum Scheitelpunkt
hat und Gber der Curve sechster Ordnung ¢ beschrieben ist. Dieser
Kegel @ entsprieht der Curve R. Endlich findet man die der Curve
¢ entsprechende Fundamentalfliche y, wenn man in den @, die y
durch die z ausdriickt und den Factor »; abirennt. Diese Fliche g
muss noch, nach § 1., eine windschiefe Fliche fimfter Ordnung sein,
welche ¢ zur Doppelcurve hat und erzeugt wird durch die Gersden,
welche ¢ in drei Punkten treffen. Diese Fliche hat dann P zum drei-
fachen Punkte und thre Gleichuny ist: .

ay 4 ay @, B

Gy Gay Gy Gy B,

1= ay Gp a6y a4y B
2, oz, 1, % 0
B, B, B, B, 0

Als eine Anwendung dieser Transformation fihre ich die ebene
Abbildung einer Fliche F von der sechsteu Ordnung, welche 4 wur
Doppelewrve, den Punkt P zum dreifachen Punkte hat, an. Dieser
Flache entspricht in Y eine Fliche f von der dritten Ordoung, die
dorck R geht. Bildet man nun [ und somit auch F auf der Ebene
ab, 50 werden die Bilder der ebenen Schuitte von F Curven sechster
Ordnung S, mit sechs doppelten Fundamentalpunkien ¢ und sechs ein-
fachen Fundamentalpunkten b, welche auf der Ebene eine willkirliche
Lage haben. Eine nihere Betrachtung zeigt, dass auf der Bildebene
dann immer drei Punkte ¢ liegen, welche eine zweifach unendliche
Schaar von Carven S, die durch die drei Punkte ¢ gehen, zulassen,
den Bildern der durch P gehenden ebenen Schnitte von F. Die )
und ¢ entsprechen den neun Pankien, in welchen [ von der Raumeurve
dritter Orduung @ geschuitten wird. Man legt durch die @ zwei Cur-
ven dritter Ordnung, die sich noch in drei Pankien d schueiden.
Sodann legt man zwei Curven sechster Ordmung, welche die 4 zu
Doppelpunkten haben und durch die  gehen. Diese Curven schneiden
gich noch in neun Punkien, von denen map sechs fiir die § nimmt.
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Die drei anderen sind dann die ¢. Die Fliche besitzt sechs Gerade,
welche dreipunktige Sehnen von ¢ sind, und ein System von 27 Kegel.
schoitten, welches dem Geradensystem einer Fliche dritter Ordnung
analog ist.

Von einem specielleren Falle der vorliegenden Transformation (E),
in welchem einem Ebenenbiischel von Y wieder ein Ebenenbischel
von X entspricht, habe ich schon in meiner Arbeit, diese Annalen,
Bd. 3, pag. 205, eine Anwendung auf eine Abbildungsaufgabe gemachi.
Bei dieser Transformation zerfillt die ebene Curve dritter Ordnung, E,
in einen Kegelschnitt K, der @ in drei Punkten trifft, und in eine
Gerade G, welche in der Ebene von K liegt und @ nicht schneidet.
Auch ¢ zerfillt dann in eine Raumecurve fiinfter Ordnung, ¢, welche
den Punkt P zum dreifachen Punkte und das Geschlecht 0 hat, und
in eine micht durch P gehende Sehne G’ von ¢. Es entspricht dabei
der Geraden G’ das Hyperboloid durch ¢ und K, der Curve ¢ die
windschiefe Fliche vierter Ordnung, mit Doppeleurve @ und einfacher
Geraden (7, erzeugt durch die Sehnen von @, welche G schneiden,
dem Punkte P die Ebene durch X und G; ferner der Geraden G der
Kegel zweiter Ordnung, welcher seinen Scheitel in P hat und iber ¢
beschrieben ist, dem Kegelsehnitt K die Ebene durch P und G’ und
endlich der Raumcurve dritter Ordnung, @, die windschiefe Fliche
fiinfter Ordnung, mit Doppelcurve ¢, Doppelgeraden G und dreifachem
Punkte P, erzengt durch die Sehnen von &, welche G schneiden.

Diese Transformation liefert direct die Abbildung einer Fliche F
fiinfter Ordnung mit dreifachem Punkte P und Doppeleurve ¢, deren,
zugleich mit ihrem Geradeusystem, Herr Clebsch, diese Annalen,
Bd. 3, pag. 75 Anmerk., Erwihnung thut. Der Fliche F entspricht
in Y eine Fliche f von der vierten Ordnung, die durch ¢ geht und
K als Doppelcurve enthilt. Das Geradensystem von F ist sodaun
dasselbe, wie das ihrer Bilder, der zehn Geraden von f, welche K und
Q in je einem Punkte treflen. Benutzt man eine der Geraden von F
zur Transformation als Gerade G, so entspricht der Fliche F in X
ein Hyperboloid durch K. ’

§. 8.
Die Transformation (B). Abbildung der Flichen sechster Ord-
pung mit Doppeleurve finfter Orduung vom Geschlecht 1.

Ich gehe hier aus von der dreifach unendlichen Schaar der Trans-
formationsfiichen ¥ des Raumes X, Flichen dritter Ordnung mit fester
Raumcurve vierter Orduung, erster Species, ¢, und festem Kegelschuits
k, der ¢ in drei Punkten trifft.

Es ist nachzuweisen, dass die Transformationsflichen ¢ des Rau-
wes ¥ Flichen dritter Ordunng werden, mit fesier Ranmeurve flinfter



Findvutige Raumtransformationen 875

Ordpung vom Geschlecht 1, @, upud fester Geraden G, die ¢ in drei
Punkten trifft.

Nun giebt es unter den Flichen p eine einfach upendliche Schaar,
welche in die L enthaltende Ebeng £ und in den durch ¢ gehenden
Flichenblischel zweiter Orduung zerfillt uud welche cinem Ebenen-
biischel von Y entspricht, woraus folgt, dass in Y eine Fyndamental-
gerade (7, die Axe des Ebenenbiischels, liegt, welcher dic Bbene K
entspricht. Weiter muss daber in Y noch eine Fundumentalearve
fiunfter Ordnung ¢ liegen, deren Punkten dic Sehmen von ¢ eut-
sprechen, welche % schneiden. Divse Schnen erzeugen eine Fliiche @
von der Ordnung 7, welche ¢ zur dreifachen, & zur doppelten Curve
besitzt und welche das Curvengeschlecht 1 hat. Daber bat auch ¢
das Geschleeht 1. Da sich ferner die Ebene 2 und die Fliche o
ausser £ in noch drei Geraden schpeiden, so muss auch div Gerade 7
die Curve @ in drei Punkten treffen, womit die oben angegebeng Um-
kehrung der Transformation erwiesen ist. Ganz flwlich kann man
auch von den Flichen ¢ zu den Flichen ¥ ibergehen.

Die den Punkten vou ¢ eutsprechenden dreipunktigen Sehnen von
¢ erzeugen eine Fliche Q von der Orduung 3, mit Doppeleurve ¢
und einfacher Geraden ¢. Die den Punkten von Lk entsprechendes
Schuen vou @, welche & schneiden, erzeugen eine Iliche © von der
dritten Ordnung, welche ¢ zur einfachep Curve, ¢+ zar Doppelgeraden
hut. Es entsprechen sich  und E, ¢ und o, % und 8, ¢ und

Zur Anwendung dieser Transformation wutersuche ich die chene
Abbildung einer Fliche F oon der scehoten Orduung, welche die Kawn-
rurce fanfter Ordnung mit p == 1, @, sar Doppelcurpe bat. Diese Fliche
hat das Flichengeschblecht 0, da man durch dic Curve @ keine Fliche
zweiter Ordnung legen kaun.

Durch die Transformation dieses § eutspricht der Fliche F im
Raume X eine Fliicke £ von der vierten Ordpung, welche den Kegel-
schuitt & zur Doppelcurve hat. Die ebene Abbildung der Fliche f
¢ibt somit auch die von F.

Man kann aber die Abbildung dadurch noch einfucher gestalten,
dass man auch die Sehne G von { beuutzt, Deunn die windschiefe
Fliche Q, erzeugt durch die dreipunktigen Sebnen von @, schneidet
die Fliche F noch in einer Curve cehnter Ordnung, welche, da diese
Sehnen ausser @ die Fliche F' nicht mebr treffen, in zehn der Sebneu
verfallt. Wihlt man daher eine dieser zehn auf F' liegenden Geraden
herans und lisst G mit derselben zusammenfallen, so wird der Flache
F Qurch die vorliegende Transformation in X eine Fliche & von der
dritten Ordnung, welche durch den Kegelschnitt & einfach geht, ein-
deutig entsprechen.

Die ebene Abbddung der Fliche F verlangt also, wie die von [
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oder @, die Losung einer Gleichung fiinften Grades und vier quadra-
tischer Gleichungen; um die Eigenschaften der Fliche kennen zu ler.
nen, hat man ausserdem noch eine Gleichung zehnten Grades za Idsen.

Den 16 Geraden der Fliche f entsprechend, evgiebt sich fir F:

Auf der Flache F liegen 16 Kegelschnitte, welche mit
der Raumecurve @ je finf Punkte gemein haben. Die Combi-
nation dieser Kegelschuoitte ist identisch mit der der 16 Ge-
raden der Flicke f. ~ Sie verhalten sich gleichmiissig gegen die
10 Geraden von ¥, die sie nicht treffen. Die Flichen dritter
Ordnung, weleche durch die Curve @ und einen dieser Kegel-
schnitte gehen, schneiden aus F eine einfach unendliche Schaar
rationaler Curven sechster Ordnung (die eine fiinfpunktige Sehne
besitzen) aus.

Ich gehe nun von einer ebenen Abbildung der Fliche ¢ aus,
Den cbenen Schaoitten von @ mbdge auf der Bildebene die Schaar der
Curven dritter Ordnung entsprechen, welche sechs feste Punkte 4, a,,
@y, @;, @& und ¢ gemein haben. Dabei sei das Bild des Kegelschnittes
% der Fliche ¢ eine Curve dritter Ordnung, welche ¢ zum Doppel-
punkte, die funf Punkte a; zu einfachen Punkten hat.

Den ebenen Schritten der Fliche F entsprechen die Schuitte der
Fliche © mit den Flichen ¥ von der dritten Ordnung, welche durch
%k und die Raumcurve vierter Ordnung, erster Species ¢ gehen, die @
ausserhalb % in noch neun Punkten trifft, den Bildern der neun wei-
teren Geraden von F. Diesen Schnitten von © mit den ¢ entsprechen
auf der Bildebene Curven sechster Ordnung, welche die fiinf Punkte
‘a; za Doppelpunkten, den Punkt ¢ zum einfachen Punkie haben und
welche ebenfalls noch durch peun feste Punkte &; der Ebene gehen
milssen,

Daher sind die Bilder der cbenen Schuitte der Fliche F Curven
sechster Ordnung, welche finf doppelte und zehn einfache Fundamentol-
punkie besitzen.

Damit diese Curven eine dreifach unendliche Schaar bilden, muss
die Lage der Fundamentalpunkte noch einer Bedingung unterliegen.
Nun weiss man, dass die den J; entsprechenden neun Puukte von ¢
ausgeschnitten werden von einer Raumcurve vierter Ordnung, erster
Species, welche drei Punkte mit dem Kegelschnitt & gemein hat, oder
sie sind der Schaitt von @ mit zwei Hyperboloiden, welche durch drei
feste Punkte von L gehen. ~Auf der Bildebene entsp¥icht aber dem
Kegelschnitt © eine Curve § von der dritten Ordnung, die ¢ zam
Doppelpankt, die a; zu einfachen Ponkten hat Man legt daher in
dieser Ebene zwei Curven R von "der sechsten Ordnung, welche die
Poukte a; und ¢ za Doppelpunkten haben und durch drei feste Punkie
%, 4,, &y der Curve S hindurchgehen. Diese beiden Curven R schnei-
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den sich dann npoch in neun Punkten J;, welche man wit ¢ als ein-
fache Fundamentalpunkte der Abbildung von F annehmen kann.

Ansserdem ergiebt die Betrachtung der zerfallenden ebenen Schnitte
der Flicke F, dass die 15 Punkie @, b;, ¢ auf einer Curve vierter
Ordnung liegen, dass man ferner eine Curve fiinfter Ordnung legen
kann, welche drei der a; zu Doppelpunkien hat und durch die beiden
fibrigen a;, die b; und ¢ gebt, und dass man endlich eine Curve sechster
Ordnung Jegen kann, welche einen der Purkte ¢, zum dreifachen Punkte,
die tbrigen a; zu Doppelpunkten, die % und ¢ 2u einfachen Punk-
ten hat.

Die Abbildung durch die Methode der eindeutigen Raumtransfor-
mationen lefert anf diese Weise direct die Schnittpunktsysteme, welche
unter den Fundamentalpunkten -der Abbildung im Allgemeinen auf-
treten werden. Um auch nachtriiglich eibzusehen, dass das fir die
Abbildung der Fliche F angegebene Schnittpunktsystem eine dreifach

“unendliche Schaar von Curven giebt, gebrauche ich das Abel'sche
Theorem (5. Clebsch, Crelle, Bd. 63), indem ich die vier endlichen
Integrale einfiihre, welche sich auf eine der oben genannten Curven
R beziehen.

Diese Curve R von der sechsten Ordnang bat die finf Punkte a,
und den Punkt ¢ zu Doppelpunkten und ist vom Geschlecht p = 4.
Die vier auf R sich beziehenden endlichen Integrale seien, wenn die
Coordinaten des Punktes w, die obere Grenze deiselben bilden, mit
W (k=1,2, 3, 4) bezeichnet; die Integrale in Bezug auf die beiden
in a; oder ¢ vereinigt Hegenden Punkte zusammen mit 4} oder (i
Man habe daun far den Schnitt einer Curve ri< Ordnung mit K

iz B
.Z'lu;; =rj; (k=1,2,3,4;.
Hieraus folgt fir den Schnitt der Carve R mit der oben bezeichneten
Curve S, wenn man S noch durch einen beliebigen festen Punkt 1
von R legt:

%] $a=3 .
L &5 1 i=1x

Die drei Punkte 4 sind durch diese vier Gleichungen (1) bestimmt
als Schiitt von B mit einer Curve S von der dritten Ordnung, welche
¢ zum Doppelpunkte, die o; und den Punkt ! zu einfachen Punkten hat.

Ferner folgt fir den Schnitt von R mit einer weiteren Curve K
von der sechsten Ordnung, welehe die «; und ¢ zu Doppelpunkten hat
und durch die drei Punkle 2; von R geht:

i= . =3 fz=8 . .

@ ?F 4 +20+ E 4+ Eh=6h

Die neun Punkte b, sind die Punkte, in denen sich die beiden Curven
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E und R’ ausser den a;, ¢ und A, noch schneiden. Wenn man noch
fonf der b; willkiirlich auf B’ annimmt, bestimmen die vier Gleichun-
gen (2) die vier dibrigen by

Die zn bestimmenden Curven sind die Curven B von der sechsten
Ordnung, welche in den a; Doppelpunkte besitzen und darch ¢ uud
die b; einfach gehen. Damit nun eine- zweifach unendliche Schaar
solcher Curven R, die mit R npicht zusammenfallen, existirt, muss es
mdglich sein, diese Curven B noch durch zwei ganz beliebige Punkte
v; von R’ za legen, ohne dass E mit B zosammenfillt; d. b. aus den
vier Gleichungen, welehe dann fiir den Schnitt von R und R gelten:

f==5% i=9 . i=2 i==8
@ 2££A; + Ck'+i§xb; + .'{:1@; + igxw;’ =65
miissen sich bei beliebigen Punkten »,, v, drei Punkte w,, w,, w0,
eindeutig ergeben. Nun folgt aus (1), (), (3):

i=f i=2 i3
@) :§1A; + Ck+l]‘+i§1vz’ +a§xw; =3z,
welehe vier Gleichungen in der That eine eindeutige Losung fiir die
drei Punkte w; zulassen. Die Punkte %, sind nach (4) der Schuitt
von B mit einer Curve dritter Ordnung, welche durch die fiinf Punkte
o; und die beiden Punkie ¢ und I, sowie durch die beiden Punkte ¢,
v, hindurchzulegen ist.

Durch eine Specialisirung der Lage der Punkte v, », erhilt man
auch hier die oben angegebenen zerfallenden Curven der Schaar.

Die hier gefundene zweifach unendliche Schaar von Carven R
giebt, mit B verbunden, dié dreifach unendliche Schaar von Curven,
welche zur Abbildung dienen konnen.

Die Abbildung der Doppelecurve @ der Fliche F wird eine hyper-
elliptische Curve finfzebuter Ordnung, p = 11, welche die «; zu finf-
fachen, ¢ und die &; zu dreifachen, die drei Punkte 2; von S zu ein-
fachen Punkten hat.

$9.

Trméformationen s welche sieh nicht auf solehe der dritten
Ordnung zuriickfithren lassen.

Den Bedingungen des § 1., welchen die Transformationsfidchen
unterliegen, kann auf eine unendliche Mannigfaltigkeit von Arten ge-
niigt werden, von denen ich nur noch eine hervorheben will. Ich be-
trachte eine Schaar von Transformationsfiichen ' Ordnung ¢, die
einen festen (m — 1) fachen Knotenpunkt P besitzen und von denen
sich je zwei Flichen in einer beweglichen ebenen Curve ' Ordnung
mit (n — 1) fachém Punkte P schneiden. Diese Flichen haben daher
als feste Fundamentalearve eine Curve von der % (n — 1)= Ordnung,
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die als Schnitt einer Fliche @ mit einer Fliche ® von der (n — 1}=
Ordnung, welche den Punkt P zum (n — 2) fachen Kpotenpunkt hat,
erhalten wird, Die Gleichung der Flichenschaar ist somit von der
Form: :

«p+ 49 =0,
wo A == 0 die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist.

Diese Gleichungsform zeigt, dass die Flichenschaar eine dreifach
unendliche ist. Ferner schuneiden sich je drei der Flichen im Allge-
meinen in nur einem beweglichen Punkte; denn eine solche Fliche
wird von zwei anderen in zwei ebenen duych P gehenden Schaitt-
curven getroffen, und die Schnittlinie der Ebenen dieser beiden Cur-
ven trifft die Fliche ausser P in nur einem Punkte. Daher wird die
Transformation eine eindeutige.

Um diese Transformation analytisch darzastellen, sei g, =y,==y,==0
der Punkt P; mit 7, (y) sei eine in y,, ¥,, y; homogene Function g
Ordnung bezeichnet. Man hat danmn:

oz =% (Y),
ey =10 (y),
et = 1P (),
0z, =g ¥},

O (y) =y Paz ) A P2 (8,
@) =991+ 9= ()
Die Umkehrung dieser Transformation ergiebt ein &hnliches System:
oy, =z, ¥ ()
oy, = 6, ¥ {x)
Gy = ;¥ ()
Yy =Y (2),

W ($) == ¢n~1 ('T) - 1x4¢n —-’:(—f}

¥ (@) = 2,Pu1 (£) — 92 (8)-
Die Flichen des Baumes X haben den Punkt P (s = %, = z; == 0y
zum Doppelpunkte, die Curve ¥ (z) = 0, ¢ (z) = 0 zur Fupdamental-
carve.

%abei entspricht dem Punkte P’ die Fliche @ (y) == 0. Der Curve
¥ (z) = 0, () = O entspricht der Kegel 2 (» — 1)’ Orduung, welchen
man vom Punkte P aus tber der Curve ®() =0, p(y) =0 keschreiben
kann und welcher die Gleichung hat:

Dot () Ou—1 () — Fa () Ox -2 (9) = 03
und cbenso entspricht dem Punkte P die Fliche ¥ (z) =0 und der

wobet :

wobei :
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Carve @ (y) == 0, @ (3) = 0 der fiber ¥ (z) =0, ¥ (2) = O von P’ ags
beschriebene Kegel: ,
Pu 3 (€) Pr—1 (X)) = Pu (2) P2 (x) =0.

Ein schon betrachteter specieller Fall dieser Transformation ist
der in § 3. behandelte. Dagegen ist diese Transformation fiir n =3
ganzlich verschieden von der des § 2. und nur der besondere Fall fir
n==3, in dem die Fliche @ (y) =0 in ein Hyperboloid und eine
Ebene, die beide durch P gehen, zerfallen, kann auf zwel successive
Transformationen des § 2. wuriickgefihrt werden; such habe ich von
diesem Falle schon Math. Anp. Bd. 3, pag. 199 Gebrauch gemacht.

Mannheim, den 31. Dec. 1870.



