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Einleitung 

Aus mehreren Grfinden wird man in der algebraischen Topologie and in der 
homologisehen Algebra dazu gefiihrt, , ,Homomorphismen" zu betrachten, die 
nieht fiberall und nicht eindeutig definiert sind. Genauer: Sind A, B Moduln 
fiber einem festen Ring, so wird ein ,,verallgemeinerter Homomorphismus" yon 
A in B durch einen Untermodul F C A × B gegeben. In Anlehnung an BOUR- 
BAKr [2] nennen wir / =  (A, B,F) eine Modul-Korrespondenz ("additive 
relation" in [4], [9], [11]). / ist ein (gewShnlieher) Homomorphismus, wenn es 
zu jedem a E A genau ein b ~ B gibt mit (a, b) E F. Im allgemeinen induziert / 
einen Homomorphismus/ ' :  Def/-+ Blind/, wobei D e f / =  {al(a, b) E F ffir ein 
b E B} (Definitionsbereieh) und I n d / =  {b [(0, b) C F} (Indeterminiertheit). Man 
erh/~lt so eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwisehen Modul-Korrespon- 
denzen A ~ B und Homomorphismen eines Untermoduls yon A in einen 
Faktormodul yon B. 

Wit nennen folgende Grfinde ffir die systematische Untersuchung yon 
(Modul-) Korrespondenzen: 

1. Die stabilen Cohomologieoperationen hSherer Art, z. B. die sekund/~ren 
[1], [8], [13], sind Modul-Korrespondenzen. 

2. Zu jeder Korrespondenz / =  (A, B,F) gehSrt eine , ,Umkehrung" 
/#  = (B, A, F #) mit F ~  = {(b, a) [ (a, b) E F } . / #  braueht kein Homomorphismus 
zu sein, selbst wenn / einer ist. Trotzdem kann die Umkehrung zur KonsSruk- 
tion yon Homomorphismen nfitzlich sein. Sei z. B. 

e : 0  ' C 1 ~ ~ C2 C3 0 

eine exakte Folge yon Kettenkomplexen C~ mit den Randoperatoren d~ und 
den Homologiegruppen Hv (v = 1, 2, 3). Ordnet man jedem Zykel yon C~ seine 
Homologieklasse zu, so erh/ilt man eine Korrespondenz h~: C,-+ H,. Die Zu- 
sammensetzung (vgl. 1.2) 

e,  : H a a ~  v~¢ ~ i~ al 

ist der ,,verbindende Homomorphismus" in der zu e gehSrigen exakten Homo- 
logiefolge (Naheres in 3.6--3.11). 

*) Diese Arbeit wurde durch ein Forschungsstipendium der United States National 
Science Foundation unterstiitzt (NSF G 10369). 
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3. Eine spektrale Folge ist in der fiblichen Darstellung eine Folge von 
Kettenkomplexen (Er, dr) mit Er+ 1 ~ H(Er). In den Anwendungen ~Srd aber 
oft zwischen a E Er und der Klasse yon a in Es, s > r, nicht unterschieden. 
Konsequent durchgeffihrt, bedeutet das: Man liiBt alle Er auBer dem ersten E 2 
(oder El) weg und betrachtet dr als Randoperator in E 2. Dann ist es zwar kein 
Homomorphismus, aber eine Modul-Korrespondenz (Ni~heres in 3.12--3.15). 
Besonders nfitzlich ist diese Auffassung, wenn man die spektrale Folge aus 
einem exakten Paar gewinnt. 

In dieser Arbeit wird aus den Eigenschaften der Korrespondenzen der Be- 
griff einer Kategorie mit Involution (kurz: I-Kategorie) abstrahiert ( / -+/# wird 
als Involution bezeichnet). Wir fordern zun£chst nur einige ,,selbstversti~nd- 
liche" Axiome, die nicht nur fiir Korrespondenzen zwischen Moduln, sondern 
z.B. auch zwischen (nicht-abelschen) Gruppen und zwischen Mengen gelten 
(1.3). Die charakteristischen Eigenschaften der Modul-Korrespondenzen wer- 
den durch zus~tzliche Axiome (K 1)--(K6) ausgedrfickt. Was das genauer be- 
deutet, geht aus folgenden Ergebnissen hervor: 

1. Jede abelsche Kategorie 92 kann so zu einer I-Kategorie ~(92) erweitert 
werden, daft (K 1)--(K 6) er/iillt sind und die Morphismen yon 92 in ~(92) die- 
selbe RoUe spielen wie die Homomorphismen unter den Modul-Korrespondenzen 
(2.8, 2.9, § 9). 

2. ~ (92) ist durch diese Eigenscha/t (die natiirlich prdzisiert wird) bis au/ 
Isomorphie eindeutig bestimmt (4.15). 

3. Zu  jeder I-Kategorie ~, die (K 1)--(K 6) er/i~Ut, gibt es eine abelsche 
Kategorie 92 mit ~ (92) ~ ~ (5.9). 

Nach FR~.YD [4] und LUBKIN [9] l~Bt sich jede ,,kleine ''1) abelsche Kate- 
gorie so in die Kategorie der abelschen Gruppen einbetten, dab der Exaktheits- 
begriff erhalten bleibt. Es folgt, dab jede kleine I-Kategorie, die (K 1)--(K 6) 
erfiillt, zu einer I-Unterkategorie der Korrespondenzen zwischen abelschen 
Gruppen isomorph ist. 

MAc LA_~E hat in [11] ebenfalls ein Axiomensystem fiir I-Kategorien an- 
gegeben, das in ~ (92) erfiillt ist (fiir jede abelsche Kategorie 92). Es reicht aber 
nicht aus, um diese I-Kategorien zu charakterisieren. Die Beziehungen zu 
unseren Axiomen werden in § 6 untersucht. 

Fiir viele Anwendungen der Korrespondenzen wird nur ein Tefl unserer 
Axiome gebraucht. Die Arbeit ist deshalb so aufgebaut, dab wir jedes Axiom 
erst dann einfiihren, wenn wires wirklich benutzen. In § 1 diskutieren wir (K 1) 
und (K 2). Diese Axiome geniigen fiir die Anwendungen in § 3 : Fiinfer-Lemma, 
Homologie, verbindender ttomomorphismus, spektrale Folgen, exakte Paare. 
In § 2 konstruieren wit ~ (92), um zu zeigen, dab sich unsere Methoden auf jede 
abelsche KaC~gorie 92 anwenden lassen. Gegeniiber der direkten Behandlung 
in 92 -- etwa des ve~bindenden ttomomorphismus, vgl. [3], [6], [7] -- bieten 
sie erhebliehe Vereinfachungen. Andererseits ist ihr Anwendungsbereich nicht 
auf abelsche Kategorien beschr~nkt, sondern umfaBt z. B. auch (nicht-abelsche) 
Gruppen und ihre ttomomorphismen. 

1) Das heiBt, die Objekte bflden eine Menge. 
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Die wiehtigsten theoretisehen Ergebnisse finden sieh in § 4 und § 5. Sie 
stfitzen sieh auf § 1 und § 2. Dagegen kann § 3 fiberschlagen werden, wenn man 
sich nur ffir diese Resultate interessiert. 

Ich danke tterrn S. MAc LA~¢~ ffir zahlreiche anregende Gesprache und wertvolle 
Ratschl~ge im Zusammenhang mit dieser Arbeit. 

§ 1. Kategorien mit Involution 

1.1. Eine Kategorie ~ besteht bekanntlich aus einer Klasse von ,,Objekten" 
und einer Klasse von,,Morphismen" mit folgender Struktur: Jedem Morphismus 
/ E ~ ist ein ,,Ausgangsobjebt" A und ein ,,Zielobjekt" B zugeordnet. / heiBt dann 
ein Morphismus yon A in B, und man sehreibt / : A ~ B. Ffir festes A, B bilden 
die Morphismen yon A in B eine Menge, die wir mit ~ (A, B) bezeichnen. Fiir 
/ E ~(A, B), g E ~(B, C) ist eine ,,Zusammensetzung" ] o g =/g  E ~(A, C) de- 
finiert2). Sie ist assoziativ. Zu jedem Objekt A E ~ gibt es eine ,,Identit~it" 
1A E ~(A, A) mit 1A] = / =/1B ffir alle ] E ~(A, B). 1,t ist dadureh eindeutig 
bestimmt. 

1.2. Seien A, B Mengen. Eine (Mengen-)Korrespondenz von A in B ist ein 
Tripel / =  (A, B, F), wobei F eine Untermenge des kartesisehen ProduLts 
A × B ist (BOURBAKI [2]). Ist  g = (B, C, G) eine zweite Korrespondenz, so 
wird die Zusammensetzung/g = (A, C, F o G) dureh 

F o G = {(a, c) I es gibt ein b E B mit (a, b) E F, (b, c) E G} 

definiert. Die Mengen-Korrespondenzen bilden dann eine Kategorie ~5. Die 
(gewShnlichen) Abbildungen zwisehen Mengen bilden eine Unterkategorie 
von ~ .  

Die Inklusionsrelation zwisehen Teilmengen yon A × B liefert eine (Teil-) 
Ordnung in ~(A,  B). Die Vertauschung der Faktoren A × B ~  B ×  A in- 
duziert eine (bijektive) Abbildung ~ (A, B) -~ ~ (B, A) ( / -~/#) .  

In Anlehnung an dieses Beispiel definieren wir: 
1.3. D e f i n i t i o n .  ~ heiBt eine (geordnete) Kategorie mit Involution (kurz: 

I-Kategorie), wenn folgendes gilt: 
(a) ~ ist eine Kategorie. 
(b) Die Morphismenmenge ~ (A, B) ist (teilweise) geordnet (fiir jedes Paar 

yon Objekten A, B) und 

h C J ~ / ~ g C / 2 g  ( / v E ~ ( A , B ) , g E ~ ( B , C ) ) .  

(c) Es ist eine Abbildung ~(A, B) ~ / ~ ]# E ~(B, A) gegeben, und 

(e 9,) 14,#= l ,  
(ca) l~c/~l~(l# (t,I,(~(A,B),gE~(B,C)). 
Diese Abbildung heil~t Involution. 

~) Man beachte die Reihenfolgel Wit lassen demnach Abbfldtmgen ,,yon reehts" 
wirken. 

1" 
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Offenbar folgt, dab die Involution ein Ordnungsisomorphismus ist. Ferner 
gilt 1 # -  - 1 o 1 # = (1 o 1#) # (nach c 1) -- 1 #@ = 1. Wendet  man die Involution 
auf die Bedingung unter  (b) an, so erh~lt m a n / ~  C /~  ~ g~/~ (_ g#/~. Da es 
sich um beliebige Morphismen handelt, kann man die Kreuze aueh weglassen, 
und es folgt 

/ 1 Q / ~ g / 1 Q g / 2  ( g E ~ ( A , B ) , / ~ g % ( B , C ) ) .  

1.4. B e i s p i e l e .  Die Mengen-Korrespondenzen bilden eine I-Kategorie 
(1.2). Weitere Beispiele erh~lt man, wenn man in 1.2 anstelle von Mengen n immt  : 
(a) Mengen mit  Grundpunkt,  (b) Grnppen, (c) (Links-) Moduln fiber einem 
festen Ring A. Wir nennen diese I-Kategorien ~ ,  ~ bzw. ~ = ~A.  Ein Objekt 
von ~ ,  ~ ,  Tl ist also eine Menge mit  Grundpunk t . ,  eine Gruppe bzw. ein Modul. 
Ein Morphismus ist ein Tripel (A, B, F) mit  der Eigenschaft 

(*, *) E F C A × B (im Fall ~ )  

F i s t  eine Untergruppe von A × B (ira Fall ~)  

F i s t  ein Untermodul  von A × B (im Fall T21). 

Zusammensetzung von Morphismen, Ordnung und Involution werden wie fiir 
definiert. 

1.5. Sei ~ eine I-Kategorie.  Eine Unterkategorie ~ '  yon ~ heiBt I-Unter-  
kategorie, wenn / E ~ ' ~ / #  E ~ ' .  In  naheliegender Weise kann dann ~ '  eben- 
falls als I-Kategorie aufgefaBt werden. 

1.6. Wir fiihren nun zus~tzliehe Axiome ffir eine I-Kategorie ~ ein und 
untersuchen ihre Konsequenzen. Unser Ziel ist es, die Eigenschaften der Modul- 
Korrespondenzen zu charakterisieren. Wir werden aber auch immer angeben, 
wie weit die Axiome in den anderen Beispielen ~ ,  ~ und ~ erffillt sind. 

A x i o m  (K 1). Es gibt ein Objekt 0 in ~, so daft ~(0,  0) nut aus der Identit~it 
10 besteht und daft ~(0,  A)/i£r ]edes A E ~ ein Icleinstes und ein gr6fltes Element 
enthdlt. Wit  schreiben /iir diese Elemente w = eOA bzw. ~2 = QA. 

Wir nennen 0 ein I-Nullob~elct yon ~.  Man zeigt leieht, dab es bis auf 
Aquivalenz a) eindeutig best immt ist. 

Erfiillt ~ das Axiom (K 1), so definieren wir ffir / E ~(A ,  B): 

(1.7) 

II  = ~ a / ~  R(0, B) 

Bt = 9 ~ t  

K / =  ~oBl¢* ( ~(0, A) 

DI = n B l  ~ 

(Indeterminiertheit) 

(Bfld) 

(Kern) 

(Definitionsbereich). 

Die ersten beiden Definitionen sind im Sinne der Ordnung zueinander dual. Die 
Involution liefert eine andere Art  yon Dualit£t  zwischen der ersten und dritten, 
sowie der zweiten und vierten. Diese beiden Arten von Dualit£t  werden immer 

8) In irgendeiner Kategorie heiBt g invers zu f, wenn/g = 1 und g /=  1. Ein Mor- 
phismus heiflt z[quivatenz, wenn er ein Inverses hat. Zwei Objekte A, B heil~en dquivalent, 
wenn es eine .~quivalenz A --> B gibt. 



Korrespondenzen in abelschen Kategorien 5 

wieder auftreten. Viele Definitionen und Satze erscheinen daher in Vierer- 
gruppen4). 

1.8. Die I-Kategorien ~ ,  ~ ,  ~5, ~ (1.2, 1.4) erffillen alle das Axiom (K 1)5). 
Die leere Menge 9 ist ein I-Nullobjekt in ~ .  ~ (0, A) enth/Llt fiir jede Menge A 
nur ein Element, namlich (0, A, t~). Die Definitionen (1.7) sind daher uninteres- 
sant fiir ~ .  In ~ ist jede Menge, die nur aus dem Grundpunkt besteht, ein 
I-Nullobjekt. Hier ist 0 × A mit A/iquivalent, und es besteht eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung zwischen ~ (0, A) und den Untermengen mit Grundpunkt 
yon A. Dabei entsprechen die Definitionen (1.7) ffir / = (A, B, F) E ~ (A, B) 
den folgenden bekannten Bfldungen: 

I n d / =  {b I(., b) ~F} 

B i l d / =  (bles gibt ein a C A mit (a, b) ~ F} 

K e r n / =  Ind /~  

D e f / =  Bild/v.  

Dasselbe gilt f/ir die I-Kategorien ffl und 9~l, wenn man ,,Untermengen" durch 
,,Untergruppen" bzw. ,,Untermoduln" ersetzt und f/Jr • das neutrale Element 
nimmt. 

1.9. Sei nun ~ eine I-Kategorie, die (K 1) erffillt. Ein Morphismus / E ~ (A, B) 
heiBt I-reguliir (B-, K-, D-reguliir), wenn I / =  eo ( B / =  Q, K / =  w, D / =  ~2). 
Ist / ID-regular (d. h. I- und D-regular), so nennen wir ] aueh einen eigentlichen 
Morphismus. In ~5 und 9~ ist / genau dann ID-regul/~r, wenn es ein Homomor- 
phismus ist. In ~3 und ~ ist zwar jede Abbildung eine ID-regul/Lre Korrespon- 
denz, aber nicht umgekehrt. 

Ein eigentlicher Morphismus, der auBerdem B-regular (K-regul/Lr) ist, heiBt 
Epimorphismus (Monomorphismus). / heiBt IsomorThismus, wenn / sowohl 
epimorph als auch monomorph ist. Ffir Homomorphismen zwischen Gruppen 
und Moduln stimmt das mit dem iiblicben Sprachgebrauch fiberein. 

1.10. Seien / ff ~(A,  B) und g ff ~(B,  C) beide I-regular. Dann ist 
")A/g = ¢oBg = we, d. h. auch /g  ist I-regular. Entsprechendes gilt f/Jr die Be- 
griffe B-, K- und D-regul/Lr. Die Morphismen eines bestimmten ,,RegularitiLts- 
typs" bilden also eine Unterkategorie yon ~. Insbesondere ist das ffir die 
eigentlichen Morphismen der Fall. Wir bezeichnen die von ihnen gebildete 
Kategorie mit ~ = ~ (~). Sie hat dieselben Objekte wie ~. 

Wird umgekehr t /g  als I-regul/Lr (B-regul/Lr) vorausgesetzt, so gilt dasselbe 
fiir g, denn cogC ~o/g = co (~2g 3 ~2/g = ~9). Dureh Involution: I s t / g  K- bzw. 
D-regul/ir, so aueh/ .  Es folgt, dab jede ~quivalenz ein Isomorphismus ist. Die 
Umkehrung davon gilt nicht ohne zus/itzliche Voraussetzungen, wie die Bei- 
spiele ~ und ~ zeigen (s. aber 1.19). 

1.11. Sei ~ irgendeine Kategorie. Ein System von Nullmorphismen in ~ be- 
steht darin, dab jedem Paar yon Objekten A, B ~ ein Morphismus 

') Eine dritte Art yon Dualit~t ergibt sich, wenn man/~co~,/# ~2]¢,/eo~¢,/D]~ bfldet. 
5) Es ist trotzdem unabhangig yon den Forderungen in 1.3, denn es iibertr/~gt sich 

nicht auf beliebige I-Unterkategorien. 
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0 = 0a ~ E • (A, B) so zugeordnet ist, dal~ ]0~ c = 0A v = 0~ Bg fiir alle / E • (A, B), 
g E~(B, C). Wean ein solches System existiert, so ist es eindeutig, denn 
0~B = O~AOA~ = 0aB (fiir irgendein zweites System 0~B). Ein Objekt N E 
heiBt NuUob~ekt yon g, wenn ~(N, A) und ~(A, N) fiir jedes A ~ ~ aus genau 
e inem Element 0A bzw. 0A bestehen (MAc LA~E [10], Nr. 15). Je zwei Null- 
objekte sind ~quivalent. Setzt man 0aB=-OAOB: A ~ B, so erh~lt man ein 
System yon Nullmorphismen. Sind umgekehrt Nullmorphismen in ~ gegeben, 
so wird ein Nullobjekt N durch llv= 0 ~  charakterisierte). 

Ist-~ eine I-Kategorie mit einem I-Nullobjekt 0, so ist 0 ein Nullobjekt von 
= ~(~).  coA bzw. Q~ sind die einzigen Elemente yon ~(0, A) bzw. ~(A, 0). 

0A ~ = D~ COB: A -~ B ist ein System yon Nullmorphismen in ~. 
1.12. Das nachste Axiom betrifft die Frage, in welehen Fa l l en / /#  u n d / # /  

die Identi tat  oder wenigstens eine Annaherung an die Identiti~t sind. Wann ist 
etwa g ]# / C g ? Besteht diese Bezeichnung, so folgt I f  = o~ ] C o~ g /#  / C a) g = I g. 
Dual dazu (im Sinne der Ordnung) ist B/D Bg eine notwendige Bedingung ffir 

A x i o m  (K 2). Die obigen notwendigen Bedingungen sind auch hinreichend, 
d.h.  

(a) I /c Ig~g/~/Cg 
(b) B / D B g ~ g / # / D g .  

(Die Voraussetzungen besagen insbesondere, dab ] und g dasselbe Zielobjekt 
haben.) (K 2a) gilt in den Beispielkategorien ~ ,  @, aber nicht in ~ ,  @. (K 2b) 
gilt in T/l, @, ~ ,  aber nieht in @. Diese Behauptungen sind leicht zu verifizieren. 
Wir beweisen als Beispiel (K2a)  fiir ®: Sei / = (A, B ,F) ,  g = (C, B, G). Aus 
(c, b) ~ G o F ~¢ o F folgt dann die Existenz von b' ~ B, a ~ A mit 

(c, b') ~ a 

(b', a) ~ F ~¢, d. h. (a, b') ~ F 

(a,b) ~ F .  

Daraus ergibt sich (e, b'-~b) ~ F (e = Einselement) und daher aueh ~ G wegen 
I / C I g .  Also ist (c, b) = (c, b') (e, b'-~b) ~ G. 

1.13. ~iir den Rest des Paragraphen sei ~ eine I-Kategorie, die die Axiome 
(K 1) und (K 2) erfiillt. Obwohl wir sie sp~ter ffir bestimmte Zwecke durch wei- 
tere Axiome erg~nzen miissen, haben schon diese beiden weitreichende Kon- 
sequenzen. Wir stellen bier einige davon zusammen, die im folgenden immer 
wieder gebraucht werden: 

B/~ B~ ~. ~1~1 ~ (1.14) 
Kl C K~c,. ll.~gCg 

o) Eine Kategorie mit Nullmorphismen braucht kein Nullobjekt zu enthalten. Man 
kann sie aber immer durch Hinzunahme eines Nullobjekts erweitern. 
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B e w e i s .  Die ersten beiden Implikationen haben wir von rechts naeh links 
unter 1.12 bewiesen. In der anderen Richtung sind sie gerade das Axiom (K 2). 
Die beiden letzten Aussagen erh~lt man durch Anwenden der Involution auf 
die ersten. 
(1.15) //~¢[ = [ /iir alle Morphismen [ E fie. 

B e w e i s .  Man setze g = [ in (1.14). 

~ / * 1  = ~ /  (1.16) ~/*/= ~/. 

B e w e i s .  w/C w]~/C o~//~[ = co/(nach 1.15) liefert die erste Aussage. Die 
zweite ist dual dazu. 

(1.17) Aus [Cg, I / =  Ig, D / =  Dg /olgt [ = g. 
B e w e i s .  g C / ]~g  (1.14) C/g•9 (wail/# C g~*) C [ (1.14). 

[ i s t  I-reguliir ¢~ /@ [ C 1 

/ i s t  B-reguldr ¢~ f¢  ] ~ 1 
(1.18) 

/ i s t  K-regul(ir,~ / /~ C 1 

/ i s t  D-reguldr ~, [ f* 2~ 1. 

B e w e i s .  Man setze g = 1 in (1.14). 
(1.19) Ein Morphismus ] E ~ ist genau danu eine ~quivalenz, wenn er ein 

Isomorphismus (1.9) ist. Wenn das der Fall ist, so ist /~ invers zu /. 
B e w e i s .  DaB jede'Aquivalenz ein Isomorphismus ist, wurde in 1.10 gezeigt. 

Ist / ein Isomorphismus, so gilt [#[  = 1 und/ /4~= 1 nach (1.18). 
(1.20) Die geordnete Menge ~ (A ,  B) enthdlt ein kleinstes und ein grSfltes 

Element O)AB bzw. ~AB" 
B e w ei s. Wir definieren 

C°A B = coy ~0~: A -+ B 

D a B =  DA#DB: A -~ B .  

Ffir jedes [ C R(A, B) ist dann eoB(e)it[, also e0AB= eO~AWBCO~A~O~t/C[, 
letzteres nach (1.18), wail ro A I-regul/~r ist. Dual dazu: [ (  f2AB. 

§ 2. Korrespondenzen Uber einer abelsehen Kategorie 

In Verallgemeinerung der Modul-Korrespondenzen werden wir Korrespon- 
denzen fiber einer beliebigen abelschen Kategorie definieren. Vorher treffen wit 
einige Festsetzungen zur Terminologie. 

2.1. Sei ~ eine Kategorie. Ein Morphismus [ E • heil~t injektiv, wenn 
x / =  x ' / ~  x = x' ffir alle x, x 'E~ ,  surjektiv, wenn [y = / y ' ~  y = y'  fiir alle 
Y, y' E ~. Die Begriffe , ,monomorph" und ,,epimorph" warden dagegen in dieser 
Arbeit immer im Sinne yon 1.9 (ffir eine I-Kategorie) verwendet. In einer 
I-Kategorie, die den Axiomen (K 1) und (K 2) genfigt, ist jeder Monomorphis- 
mus (Epimorphismus) injektiv (surjektiv). Ist  n~mlich [ monomorph, so 1st 
]]~= 1 (1.18), also x / =  x'[ ~ x = x H ~ =  x ' / /W= x'. Die Umkehrung gilt 
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offenbar night, da  nach diesem SehluB schon jeder KD-regul/~re Morphismus 
injekt iv ist (vgl. aber 4.9). 

2.2. Sind u,:  U~-+ A (v = 1, 2) In jekt ionen (in irgendeiner Kategorie  q),  so 
sehreiben wir u~<  us, wenn es Gin x :  UI-+ U s gibt  mi t  u l =  xu 2. x ist dadureh 
eindeutig bes t immt (und injektiv). Die Relat ion < ist t ransi t iv  und  reflexiv. 
I s t  u 1 < u s und  u s < u~, so heiBen u 1 und  u s (links-) ~iquivalent, in ZeiGhen: 
U 1 ~ U s. Die zugeh6rigen Morphismen U 1-+ U 2 und  U s-+ U 1 sind dann  invers 
zueinander. Wir  w£hlen aus jeder Aquivalenzklasse yon  In jekt ionen in A einen 
Repr/~sentanten7). Diese ausgew/~hlten In jekt ionen heiBen Unterobjekte yon  A. 

Dual  dazu setzt man  q~ < q2 ffir Surjektionen q~: A - +  Q,, wenn es ein 
y gibt  mi t  q l =  q~y. Man definiert Reehts-A'quivalenz und w/ihlt aus jeder 
Aquivalenzklasse einen ,,Quotienten". 

2.3. Sei nun ~ eine Kategorie  mit  Nullmorphismen (1.11). Sind u und  / 
Morphismen yon  ~, so heigt  u ein Kern yon ], wenn 

(a) u injekt iv ist, 
(b) u/= O, 
(e) es zu jedem x ~ ~ mit  x / =  0 ein x'  mi t  x = x'u gibt. 

Je  zwei Kerne  yon  / sind £quivalent  und  jede zu einem Kern/~quivalente  In-  
jekt ion ist ein Kern.  H a t  ] : A --> B i iberhaupt  einen Kern,  so bezeichne K e r n ]  
denjenigen Kern,  der zugleich Gin Unterobjek t  yon  A ist. 

Dual  dazu fiihrt  man  den Begriff eines Cokerns ein und  definiert den 
Quotienten Cokern/.  Ferner  setzt  m a n :  B i l d / =  Kern(Cokern/ )  und  Cobild] 
= Cokern (Kern]).  

2.4. Ehe  wir abelsehe Kategor ien einfiihren, definieren wir einen etwas all- 
gemeineren Begriff, den wir sp/~ter brauchen werden. Es handel t  sich - -  ungenau 
gesagt - -  u m  ,,abelsehe Kategorien ohne Addi t ion" :  

Eine Kategorie  ~ mit  Nullmorphismen heif~t quasi-exakt, wenn sie dig beiden 
folgenden Axiome erffillt: 

(QE 1) Jeder Morphismus / E ~ hat einen Kern und einen Cokern, und es gibt 
eine ~quivalenz i m i t / =  (Cobild/) o 10  (Bild]). 

(QE 2) F//r  ]edes Ob]ekt A 6 ~ bilden die Unterob]ekte yon A eine Menge. 
Viele ffir abelsGhe Kategor ien  bekannte  Tatsachen gelten aueh fiir quasi- 

exakte Kategorien,  z. B. : ] : A - ~  B ist genau dann  eine Injekt ion,  wenn 
K e r n ]  = 0s). I s t  das der Fall;  so ist / Gin Kern  yon  Cokern/.  Beweis: F/ir eine 
In jek t ion  ist offenbar K e r n ]  = 0. Nehmen wir umgekehr t  K e r n ]  = 0 an, so ist 
1A ein Cokern yon  Kern] ,  also Cobi ld /e ine  Aquivalenz. Nach  (QE 1) ist dann  / 
l inks-£quivalent mi t  Bild/ .  Insbesondere ist ] injektiv. 

Entsprechend beweist m a n  die duale Aussage, und  es folgt:  I s t  u injekt iv 
und  q surjektiv, so ist u ein Kern  von q genau dann, wenn q ein Cokern yon u ist. 

~} Wir legen ein logisches bzw. mengentheorebisches System zugrunde, in dem solche 
Auswahlen aus Klassen mfglieh sind. 

') Das bedeutet zun~ehst: Kern] ist ein Nullmorphismus 0uA: U-+ A. Da Kern] 
injektiv ist, folgt aber 1~ = 0u~, d.h. U ist ein Nullobjekt (1.11). Indem man I = 1~, 
A irgendein Objekt yon q, w/~hlt, kann man daraus schlieten, dab jede nicht-leere quasi- 
exakte Kategorie ein Nullobjekt enth~lt. 
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Man erh~lt eine umkehrbare  eindeutige Beziehung zwischen Unterobjekten und 
Quotienten eines Obj ekts A. Insbesondere bilden auch die Quotienten eine Menge. 

I s t  / sowohl injektiv als aueh surjektiv, so sind B i l d / u n d  Cobild//~quiva- 
lenzen, also auch f. 

2.5. Eine Kategorie ~ heiBt prdadditiv, wenn ~(A,  B) fiir alle A, B ~ ~ eine 
abelsche Gruppe ist und die Zusammensetzung yon Morphismen beide distribu- 
tive Gesetze erfiillt. Die neutralen Elemente OABE~(A , B) sind dann Null- 
morphismen im Sinne von 1.1 1. Eine pr~additive Kategorie heiBt additiv, wenn 
je zwei 0bjekte  ein direktes Produkt  (gleiehwertig : eine direkte Summe) haben 
(s. [5], [14]). 

Eine Kategorie heiBt exakt, wenn sie pr~additiv und quasi-exakt ist ([3], 
[14]). Sie heiBt abelsch, wenn sie additiv und quasi-exakt (also aueh exakt) ist 
([5], [14]). 

Nicht jede quasi-exakte Kategorie ~ lii{3t sich dureh Einffihrung einer 
Addition in ~(A,  B) zu einer exakten machen (s. die beiden Beispiele in § 7). 
Andererseits gilt: 

2.6. S a t z .  Ist ~ eine quasi-exalcte Kategorie und haben ]e zwei Ob]ekte von 
ein direktes Produ]ct (oder ]e zwei eine direlcte Summe), so gibt es genau eine Ver- 
]cni~p/ung in ~(A,  B), die ~ zu einer additiven (und damit abelschen) Kategorie 
macht. 

Die Begriffe ,,direktes Produkt"  und ,,direkte Summe" werden wie in [5] 
definiert. Wir beweisen den Satz in § 8. Er  wird sparer auch benutzt  werden, 
ist aber ffir diesen Paragraphen nicht wichtig. 

2.7. Sei nun 02 eine abelsehe Kategorie. Fiir ein Objekt A ~ OA bezeichne 
U (A) die Menge der Unterobjekte yon A. Die Relation g (2.2) liefert eine (Teil-) 
Ordnung in U(A), die U(A) zu einem Verband maeht  ([5], 1.4). Zu jedem Paar  
.4, B C OA w~hlen wir ein bestimmtes direktes Produkt  A x BT). 

Wir definieren: Eine Korrespondenz iiber OA yon A in B ist ein Tripel (A, B, u) 
mit  u ~ U (A × B). Zur Abkiirzung sehreiben wir auch u ffir (A, B, u) und be- 
traehten dementsprechend U (A x B) als die Menge der Korrespondenzen von 
A i n B .  

I s t  u : U - ~ A  × B aus U(A × B) und v: V - ~ B ×  C aus U ( B ×  C), so 
definieren ~ r  u © v ~ U (A × C) wie folgt. (Zur Unterscheidung sehreiben wir 
die Zusammensetzung yon Morphismen in 02 ohne , ,o".) Wir bflden die In- 
jektionen 

u x l : U × C - ~ A x B × C  

l × v : A ×  V ~ A × B x C .  

(Dabei sei A x B × C etwa dureh (A × B) × C festgelegt. Dann ist es mit  
A × (B × C) in natiirlieher Weise ~quivalent.) u '  und v' seien die zu u × 1 bzw. 
1 × v links-~quivalenten Elemente des Verbandes U(A × B × C), und 
w' = u' ~ v' sei ihre untere Grenze. I s t  sehlieBlich p '  : A × B × C ~ A × C die 
natiirliehe Projektion, so setzen wir u o v = Bild(w'p'). 

U (A × B) ist bereits eine geordnete Menge. Die Vertauschung der Faktoren 
A × B - ~  B × A induziert die , ,Involution" U(A × B) ~ u ~ u # ~  U(B  × A). 
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2.8. S a t z .  Die Korrespondenzen i~ber der abelschen Kategorie 9.1 bilden eine 
I.Kategorie $~(91) (mit der oben definierten Zusammensetzung, Ordnung und 
Involution), die den Axiomen (K 1) und (K 2) geni~t. 

Der Beweis wird in § 9 gefiihrt. Wir stellen hier nur lest: Ein Nullobjekt 
0 yon 91 ist aueh ein I-Nullobjekt  yon ~(91) (1.6, Axiom K 1). Wir k6nnen 
0 × A = A fiir jedes Objekt A annehmen. Das kleinste bzw. grSBte Element 
yon ~(0,  A) = U(A) ist dann dureh 

~Oa ,,~ OoA: 0-+  A 

QA~ 1A: A ~ A 
gegeben. 

Wir definieren nun eine Abbildung 9 : 91 -~  $~(91): Ffir ein Objekt A sei 
~0(A) = A. I s t  / irgendein Morphismus yon 91, so ist (1,/) : A -~ A × B 9) eine 
Injektion. ~(/) sei das zu (1,/) links-~quivalente Element yon U(A × B). 

2.9. S a t z .  ~ : 91 -> ~(91) ist ein Funktor. Er bildet 91(A, B) umkehrbar ein- 
deutig au/ die Menge der eigentlichen Morphismen in ~ (A, B) ab. Fiir jedes 
/ C 91 (A, B) gilt 

K~v(/) = WBO 9(/) # =  Kern /  

Bg( I )  = D a o  ?(/)  = Bi ld / .  

Der Beweis wird zusammen mit  dem yon 2.8 in § 9 gegeben. Dort  werden auch 
die noch zu diskutierenden Axiome (K 3 ) - - (K  6) fiir ~ (91) best~tigt. Alle diese 
Beweise k6nnen auf Grund eines einfachen Hilfssatzes (9.4) fast ebenso geffihrt 
werden wie fiir Modul-Korrespondenzen. 

§ 3. Einige Anwendungen 
In  diesem ganzen Paragraphen sei ~ eine I-Kategorie,  die den Axiomen 

(K 1) und (K 2) geniig~. Darunter  fallen insbesondere die I-Kategorien ~(91) 
yon Korrespondenzen fiber einer abelsehen Kategorie 91 (2.8). Da 91 mit  der 
Unterkategorie ~ = ~ ($~) der eigentlichen Morphismen yon ~ = ~ (91) isomorph 
ist (2.9), erh~lt man Anwendungen auf 91 selbst. Unsere Voraussetzungen fiber 

lassen abet  neben ~ (91) noeh viele andere I-Kategorien zu, z. B. die I -Kate-  
gorie ~ der Gruppen-Korrespondenzen. 

3.1. Das Fflnfer-Lemma. Eine Folge 

. . .  t,-, An-1 1,,-,, A, , ._j~ A,,+ 1 t,% . . .  

aus ~ heiBt exakt, wenn B/~_ a = K/~ ffir allen. I s t  ~ = ~ (91), so s t immt das ffir 
eigentliehe Morphismen mit  dem fiblichen Exaktheitsbegriff  in 91 fiberein (2.9, 
wir identifizieren 91 mit  ~ (~) dureh 9). Entsprechendes gilt ffir ~ = 6 .  

Das Diagramm 

(3.2) 

A t , B  ~ , C  h * D  

]Fig .1 

D) Wit sehreiben (a~, am) : X -+ A~ ×As fiir den (eindeutig bestimmten) Morphismus 
mit (al, a#)p~ ----- a~ (v ---- 1, 2), wobei p, :At × Am -~ A~ die Projektionen sind. 
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sei kommutat iv und bestehe aus lauter eigentlichen 1°) Morphismen von ~. Aus 
gc = b~ folgt im allgemeinen nieht cg ~ = g~b, aber es folgt 

(3.3) g~ b C g# b~g ~ = gV gc~¢ C cg•, 

denn 1 ( ~ #  und g~g C 1 fiir eigentliche Morphismen ~, g (1.18). Wir nehmen 
nun zusktzlich an, dal3 die Zeilen in (3.2) exakt sind und dab a epimorph, d mono- 
morph ist. Dann gilt 

(3.4) Ig~b = I c g  4~, D(g~4b) -- D(c~ #) . 

B e w e i s .  eog#b = •/b (Exakthe i t )=  f2aT(Kommutat ivi t~t  ) = ~ f ( a  epi- 
morph) = cog ~ (Exak the i t )=  ~ocg ~¢ (c eigentlich). Der Beweis der zweiten 
Gliederung ist dualn). 

Aus (3.3) und (3.4) erhiflt man nun doch (naeh 1.17) 

(3.5) g# b = c~ ~¢ . 

Das Fiinfer-Lemma ist bekanntlich ein Korollar der beiden Aussagen: 
c epimorph ~ b epimorph, b monomorph ~ c monomorph. Diese folgen un- 
mittelbar aus (3.5), da g~¢, ~# BK-reguliir sind (vgl. 1.9, 1.10). 

3.6. Homologie. Sei C ein Objekt yon ~ und d E ~ (C, C). Ein Objekt H zu- 
sammen mit einem Morphismus h ~ ~ (C, H) hei~t Homologieob]ekt yon (C, d), 
wenn h IB-regul~r ist und K h  = Bd, Dh = Kd.  Notwendige Bedingung ffir die 
Existenz von (H, h) ist also BdCKd12). In der I-Kategorie T/l der Modul- 
Korrespondenzen ist das aueh hinreichend: Fiir H nimmt man den fibliehen 
Homologiemodul Kernd/Bildd, und h ist die natfirliche Projektion yon Kernd 
auf H. Im n~ehsten Paragraphen werden wir ein weiteres Axiom (K 3) fiir I-Ka- 
tegorien einffihren, das die Existenz eines Homologieobj ekts unter der Bedingung 
Bd C K d  sichert und insbesondere in jedem ~ (02) (Korrespondenzen fiber der 
abelschen Kategorie 02) erffillt ist. Es gilt jedoch nicht in ~5 (Gruppen-Korre- 
spondenzen) ; dort existiert (H, h) genau dann, wenn Bfldd ein Normalteiler yon 
Kernd ist. 

Dab (H, h) ein ttomologieobjekt yon (C, d) ist, kann auch dureh die Exakt .  
heir der Folge 

0 = ~H h# d h 0 = ~ 
(3.7) 0 ........ H ' C ' C ' H 0 

ausgedrfiekt werden. Wenn (H, h) existiert, so nennen wir (C, d) ein Ketten- 
ob]ekt und d einen Randoperator. 

Seien nun (C~, d~), v = 1, 2, zwei Kettenob]ekte mit  den Itomologieobjekten 
(H,  h~). Fiir [ E g¢ (C1, C~) setzen w i r / .  = h~/h2~ ~ ( H  1, H2) und sagen : / .  wird 
dureh / induziert. 

3.8. I t i l f s s a t z .  Ist B d j  C Bd 2 und K ( / d 2 ) ) K d l ,  so ist [. ein eigentlicher 
Morphismus (selbst wenn / es nicht ist). 

10) Diese Voraussetzung k5nn~e abgeschw~cht werden. 
n) ,,Dual" bedeutet hier: Man ersetze jeden Morphismus / dutch/#  und kehre die 

Ordnung in ~(A, B) urn. Eigentliche Morphismen und exakte Folgen behalten dann diese 
Eigenschaften. Die Begriffe ,,monomorph" und ,,epimorph" werden vertauseht. 

~) Das ist mit dd = 0 ~quivalent, wenn d eigentlich ist, s. 4.10. 
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B e w e i s .  I / , =  ~oh~/h2= Qdllh2C Y2d2h2= ~oh~2 h2= a~h 2 (1.16) = o;,. 
Dual 18) dazu D / .  = •. 

Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind insbesondere dann erfiillt, wenn 
/ ein ,,Kettenmorphismus" ist, d. h. wenn dl] = / d  2. I s t  auBerdem ]@ ein Ket ten-  
morphismus, so ist auch (]@).= h~]@hl= (].)~ eigentlich, d .h .  / .  ist ein 
Isomorphismus und daher eine )~quivalenz (1.19). Setzt man (C1, dl) = (C2~ d2) 
und / = 1, so erkennt man, dab das Homologieobjekt eines Ket tenobjekts  bis 
auf J~quivalenz eindeutig best immt ist. 

3.9. Der verbindende Morphismus. Seien (C,  dr), v = 1, 2, 3, Ket tenobjekte  
mit  den Homologieobjekten (H~, h~). i ~ ~(C1, C~) und p ~ ~(C2, C3) seien 
Ket tenmorphismen und die Folge 

e : 0  o ~ C2-2-P~C3 0 ' C a ' >0 

sei exakt.  (Weder d~ noch i, p brauchen eigentliche Morphismen zu sein.) Wir 
betrachten das Diagramm 

0 0 

o 0 

0 ° ' H  a h~Ca d~1 CaSH a ° ' 0  

(3.10) 0 o _ h~ ~ e2 ho. o H z - ~ ( ; ~ C  2 >H~-- 0 

0 0 _ h3' ~ d3 h3 0 
' 2 / 3 ~  U 3 ~  C 3 ' H~ ~ 0 

°1 °t 
0 0 

Fig. 2 

Nach Voraussetzung sind darin alle Zeilen und Spalten exakt  und die beiden 
Quadrate kommutat iv .  Nach 3.6 haben wir durch i bzw. p induzierte eigent- 
liche Morphismen 

i . =  h~ih2: Ha-+ H~ 
p , =  h~ph~: H2-+ H a . 

Wir definieren den ,,verbindenden Morphismus" der Folge e durch 

e , =  h ~ p @ d  Si @ h  a : u  a - + H  a . 

3.11. S a t z .  s .  ist ein eigentlicher Morphismus, und das Dreieck 

Ha '~* Ha 
/,. 

H~ 
ist exakt. 

x3) S. FuBnote 11. Man beachte aber, dag hv nicht durch h~ ersetzt wird, sondern 
unge~nder~ bleibt. 
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B e w e i s .  Wir beweisen zun~chst die Exaktheit .  Man verfolge die Rech- 
nungen im Diagramm (3.10) : 

Bei Hi: Bs ,= /2h~p~Cd2i#h l  = o)d~p~d2i~h~= (op~d~d2i#h 1 (wegen 
pd~= g2P) = /2id~d2i~h~= /2g2i=#h~ (1.16) = ¢oh~i~:hl = K i , .  

Bei H 3 ist K s ,  = B p ,  dual dazu. 
BeiH2: S i ,  = / 2 h ~ i h ~ =  wd~ihe= ~ i ~ d ~ i h  2 (wegenKi = co)= o)d~iVih2 

(wegen dli = id2) =/2h~2i~-ih2=/2ih 2 (1.16). Dualdazuis t  K p ,  = cop#h2, und 
wegen der Exakthei t  yon e folgt B i ,  = K p , .  

Nun zeigen wir, dab s ,  ein eigentlicher Morphismus ist: Zun~chst gilt 
(~h~ = /2da=/2pd3 (p B-regul/ir) = / 2 d 2 p  C ~od2~P (wegen Bd 2 C Kd2). Es folgt 
Ie ,  = o)h~p@d2i~hlCeOd2~pp@d2i~h~ = cop~d2i@h I ( 1 . 1 6 )=  /2id2i#h~= 
= /2dl i i#hl= eoh~ii~-hl = eoi:~h~= o9h1= o~. Dual dazu D e , = / 2 .  

3.12. Spektrale Folgen. Sei C ein Objekt yon ~ und dr eine Folge yon 
Randoperatoren in C (r > r0) , so dab 

Ida=  Bd~_ 1 
(3.13) D d , =  Kd~_ 

(wobei dr0_ 1 = 0). Wir wollen zeigen, dal~ man (C, dr., dr, + 1 . . . .  ) als spektrale 
Folge auffassen kann. 

Sei (Hr, hr) ein Homologieobjekt yon (C, dr). d r induziert a/~= h~_ld, h,_l: 
H,_ 1--> H r -  1 (wobei H,._ 1 = C, hr,_ 1 = 1, d~o= dr0). Wir setzen ferner 
~=~?-~h,:H~_l~ g,. 

3.14. S a t z .  (a) dr ist ein eigentlicher Morphismus. (b) (H r, hr) ist ein Homo- 
logieob]ekt von (Hr_ 1, dr)" 

Beweis .  (a) folgt aus 3.8, denn Bdr_idr=/2dr_~dr= eod~d,(3.13) ( / 2 d ,  d r 
o~d~dr= o9 d~(1.16) = /2dr_ l=  Bdr_~ und dual dazu K(drdr-1) DKd,-1-  

(b) AusKh~_I= B d~._~ = Id~ C B d , =  Kh~ ergibt sich I h , =  ~oh~_~h~ ~ ~oh~h, 
= cob,= co, d.h. h, ist I-reguli~r. Dual dazu ist es D-regular. Ferner ist 
Khr=  ~h~hr-~= /2drhr-l= /2d~drhr-x= ogd~-~drhr-x= /2h~_xdrhr-~= Bdr 
und dual dazu DT~ = Kd~. 

Nach diesem Satz ist (E~ = Hr_l, d,), r > r0, eine spektrale Folge im fibli- 
chen Sinn (in der Kategorie der eigentlichen Morphismen yon ~). Ist  umgekehrt 
eine solche Folge gegeben, so 1/il~t sich leicht ein Objekt C = Er, und eine Folge 
yon Randoperatoren d~ in ~ (C, C) konstruieren, ftir die (3.13) gilt. Die beiden 
Konstruktionen sind invers zueinander. 

3.15. Exakte Paare. Die obige Interpretation einer spektralen Folge ist be- 
sonders zweckm/~Big, wenn man yon einem exakten 1)aar 

! 
A , A  

C 
ausgeht (MAss~,z [12]). Wit nehmen an, dag g und h eigentliehe Morphismen 
sind (/dagegen beliebig) und setzen 



14 DIETER PUPPE" 

])ann ist 

Qh@= ~ ,  r -- 1 
D d r =  ~ g # / r - l h #  ~ / r - l h # - -  

und dual 
co, r = l  

I d r =  Bdr-1, r > 1. 

Ferner gilt 

Bd r=  ~h( /= '~y- lg(  Qg = o~h~4 C eog~ / r - l h  ~ =  Kdr .  

Erffillt die zugrunde gelegte I-Kategorie nicht nur die Axiome (K 1), (K 2), 
sondern auch (K 3) aus § 4, so ist also d rein Randoperator (4.4), und (C, d 1, d 2 . . . .  ) 
ist eine spektrale Folge im Sinne von 3.12. Dieselbe Folge erh~lt man, wenn man 
sukzessive derivierte exakte Paare bildet. Auch ffir ihre weitere Untersuchung 
(z. B. Konvergenzfragen) sind die hier entwickelten Methoden nfitzlich. Man 
wird. dann allerdings bald dazu geffihrt, graduierte Objekte zu betraehten und 
weitere Voraussetzungen fiber die Kategorie (Existenz yon Limites) oder das 
exakte Paar (Beschr~nkungen fiir die Grade) zu machen. Wir gehen darauf hier 
nieht n~her ein. 

§ 4. Zerlegung yon Morphismen 

4.1. Neben (K 1), (K 2) ffihren wir nun folgendes Axiom fiir eine I-Kategorie 
ein: 
A x i o m  (K 3). Zu  jedem u ~ ~(0, A)  ( A  E ~ beliebig) gibt es 
(a) einen Monomorphismus m : U -+ A mit  B m =  u ,  
(b) einen Epimorphismus e : A -+ Q mit K e  = u .  
Wie man leicht best~tigt, ist (K3) in den I-Kategorien ~ (Moduln), 

(Mengen mit Grundpunkt) und ~ (Mengen) erffillt (vgl. 1.8). In ~ (Gruppen) 
gilt (K 3a), aber nicht (K 3b). Die Behauptung yon (K 3b) ist genau dann 
riehtig, wenn u = (0, A, U) und U ein Normalteiler yon 0 × A ~ A ist. 

4.2. S a t z .  Die I-Kategorie ~(01) der Korrespondenzen iiber einer abelschen 
Kategorie ~ er/iiUt (K 3). 

B e w e i s .  Sei u ~ ~(0,  A). Nach Definition (2.7) ist u ein Unterobjekt yon 
0 × A = A. Naeh 2.9 haben m = ¢(u) und e = ~(Cokernu) die in (K3)  ge- 
forderten Eigenschaften. 

4.3. Wit  setzen in diesem ganzen Paragraphen voraus, dal3 ~ eine I-Kate- 
gorie ist, die (K 1), (K 2) und (K 3) erffillt. Die Buchstaben m, ~ ,  m 1 . . . .  
(e, ~, e 1 . . . .  ) stehen immer ffir Monomorphismen (Epimorphismen). 

4.4. Sa t z .  Ist  C ein Objelct yon ~,  d ~ ~ (C,  C) und B d C  K d ,  so hat (C, d) 
ein Homologieob~e]ct (vgl. 3.6). 

B e w e i s .  Wir w~hlen m : Z - > C  mit B m - - - K d  und e : Z - ~ H  mit 
K e  = B d m # .  Dann ist (H, h) mit  h = m@e : C --> H ein Homologieobjekt yon 
(C, d) : m ~ trod e sind IB-regul~r, also aueh h (1.10). Naeh 1.14 ist d m ~ m  = d 
(wegen B m =  Kd  D Bd), also 

K h  = eoe~m = f J d m # m  = B d  

DA = ~ge~m -- ~gm = Kd. 
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4.5. Wir wollen nun einen beliebigen Morphismus yon ~ in einfaehere Be- 
standteile zerlegen. Sei ] ~ ~ (A, B) gegeben. Wit wiihlen m a : A 1 ~ A, e a : B -~ B 1 
mit B m l =  D/,  K e l =  I / u n d  se tzen/1= mx/ei. ])ann ist m~ / i e ~ =  m~ml /e ie~  
= / nach 1.14. Wendet  man dasselbe Verfahren noch eirmaal auf ]~  anstelle yon / 
an, so erh~lt man 

/ 
A , B  

(4.6) A1 h , B1 

f e2 m2 m2:~: 

A2 12 , Be 
Fig.  3 

mit Bm2--  D / ~ =  B/l, K e 2 =  I / ~ =  K/1. Das Diagramm ist kommuta t iv  - -  
genauer: Man erhiilt ein kommutat ives  Diagramm, wenn man aus jedem Paar  
vertikaler Pfeile einen Pfeil beliebig ausw~hlt./1 ist ein eigentlicher Morphisnms, 
denn I / x =  ogm1/el= w/e l= ooe~el= o)e 1 (1.16) = co und dual D / l =  O. Folg- 
lich ist a u e h / ~  eigentlich, denn es wurde aus ]~ ebenso erhalten wie/1, a u f / .  
Aul3erdem ist aber/2 eigentlieh, denn I / 2 =  ~oe~ /l m ~ = ~o ]~ /l m ~ = O) ]l m ~ = o~ 
und dual D[2= O. /2 ist also ein Isomorphismus. Er  kann mit  m~ oder e 2 zu- 
sammengefal~t werden, und man erh/ilt 

4.7. S a t z .  Jeder Morphismus / C ~ laflt sich in der Form / = m~e2m2e ~ 
zerlegen. 

Man kann leieh~ zeigen, dal3 m~, e, in dieser Zerlegung bis auf ~xquivalenz 
eindeutig best immt shad. 

4.8. S a t z .  Die Kategorie ~= ~(~)  der eigentlichen Morphismen von ~ ist 
quasi-exakt. (2.4). Eine Folge yon Morphismen aus ~ ist genau dann exakt in ~, 
wenn sie in ~ exakt ist. 

Die Kategorie ~ braucht  nichb exakt  oder gar abelsch zu sein, wie die beiden 
Beispiele in § 7 zeigen. Man beachte aber 2.6. Der Begriff einer exakten Folge 
in einer quasi-exakten Kategorie ~_rd ebenso definiert wie in einer exakten:  
Das Bild eines Morphismus' ist der Kern  des folgenden (oder dual). Exakthei t  in 

wurde in 3.1 erld~rt. 
4.9. K o r o l l a r .  Ein Morphismus aus ~ ist genau dann in]ektiv (sur]ektiv), 

wenn er in ~ monomorph (epimorph) ist. 
Nach 1.11 hat  ~ Nullmorphismen. Das KoroUar folgt aus 4.8, wenn man 

die Folgen 
o / i o 

0 ' A "  ' B  bzw. A ' B  ' 0  

betrachtet.  Zum Beweis yon 4.8 brauchen wir zwei Hilfss~ze:  
4.10. H i l f s s a t z .  Fiir / E ~(A,  B), g E ~(B,  C) gi l t /g = 0Ac¢~B/C Kg~4). 
B e w e i s .  Sei /g = 0AC= ~2a~eo C. ]:)ann ist B / =  K2A/C Q a / g g  # (1.18) 

= 12~2~cocg#=  loeoog#= Kg.  Nimmt  man  umgekehrt  B / c K g  an, so folgt 

u) Hieffiir braucht man nut die Axiome (K1) und (K2) vorauszusetzen, wie der 
Beweis zeigt. 
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B i g  = [2algC tocg=~g = ~oBg = we und dual dazu K l g =  ~2~. SchlieBlich ist 
lg = ~ n . 4 1 g  (1.14) = n~oc=  o~c. 

4.11. H i l f s s a t z .  S e i /  ( @(A, B). u ( @(U, A)  ist genau dang ein Kern  
von ] in @, wenn u monomorph ist und B u  = K / .  

B e w e i s .  Sei u monomorph und B u  = K/ .  Dann ist u injektiv in ~ (2.1), 
also aueh in ~. Nach 4.10 gilt u] = 0. I s t  schlieBlich x C ~(X,  A) gegeben mit  
x / =  O, so ist B x C K / =  B u  (4.10). Setzt man x ' =  x u @ : X ~  U, so ist x' 
eigentlieh (denn Dx '  = ~ u x  ~ ) ~ x x  ~- = Qx  v = ~ )  und x' u = x u  v u = x (naeh 
1.14). u ist also ein Kern  von ]. 

I s t  umgekehrt  u ein Kern v o n /  in ~, so w/~hlen wir m mit  B m =  K ]  
(Axiom K 3). Wie wir eben gezeigt haben, ist dann auch m ein Kern  yon / ,  also 
links-gquivalent zu u (2.3). Daher ist u monomorph und Bu  = B m  = K/ .  

B e w e i s  y o n  4.8. Sei / C ~(A,  B). Wir wghlen m und e, so dab B m =  K] ,  
K e  = B) t (Axiom K 3). Nach dem Hilfssatz 4.11 und seinem Dualen ist dann m 
ein Kern  und e ein Cokern y o n / .  Setzt man  m 2 = Bfld/, e~= Cobild/, so ist 
(wieder naeh 4.11) m 2 monomorph, e 2 epimorph und B m 2 = K e = B ] ,  
Ke~=  B m =  K/ .  Die Zerlegung (4.6) von ] (mit m l =  1A, e l=  1B) liefert 
/ = e~/2m~, wobei/~ eine ~quivalenz ist. Damit  ist das Axiom (QE 1) yon 2.4 
best~tigt. 

Eine Folge 

A ' B  ' C  

ist genau dann exakt  in ~, wenn Kerng auch ein Kern yon Cokern/ is t ,  d. h. 
wenn B (Kerng) = K (Cokern]) (4.11). Unter  noehmaliger Benutzung yon 4.11 
ist das mit  K g  = B/gquiva len t ,  d. h. mit  der Exakthei t  in ~ (3.1). 

Es bleibt (QE 2) zu zeigen. Das Korollar 4.9 folgt aber schon aus dem bisher 
Bewiesenen. Wir brauchen also ,,injektiv" und , ,monomorph" nicht mehr zu 
unterscheiden. Sei m~: U,-+ A, ~ = 1, 2. Aus m 1 < m 2 (d. h. m l =  xm, ,  2.2) folgt 
offenbar B m l C B m  ~. Setzt man umgekehrt  diese Beziehung voraus, so ist 
:c = m~m~2 : UI-+ V 2 eigentlich (denn D x  = ,.Qm2m~ ) , . Q m l m ~ =  f 2 m ~ =  .Q) 
und x m ~ = m l m ~ m 2 = m  1 (naeh 1.14), also m l <  m 2. Naeh (K3)  ist jedes 
Element aus ~(0,  A) v o n d e r  Form Bin. Folglieh stehen die Unterobjekte 
yon A in umkehrbar  eindeutiger Beziehung zu den Elementen der Menge 

(0, A) und bilden daher selbst eine Menge U (A). AuBerdem haben wir gezeigt: 
4.12. S a t z .  Die Zuordnung m -+ B m definiert einen Ordnungsisomorphismus 

U(A) -~ ~(0,  A). 
4.13. Sei nun ~ '  neben R eine weitere I-Kategorie,  die (K 1) - - (K 3) erfiillt. 
D e f i n i t i o n .  k~: R --> ~ '  heiBt ein I-Funktor,  wenn 
(a) ~ ein Funktor  ist (d. h. ~ ( / g )  = ~ ( ] ) T ( g ) ,  ~(1)  = 1), 
(b) T ( / # )  ---- ~( l )~ ,  
(e)/lC & ~ ~(/~) c ~(&), 
(d) kY(0) = 0 (0 = I-Nullobjekt yon ~ bzw. @'). 
Fiir einen I -Funktor  ist ~ (w)  = co (co = kleinstes Element yon ~ (0, A) bzw. 

~ '  (0, ~(M))) und dual kY(~) = ~ .  Beweis: ¢o ist das einzige I-regulgre Element 
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yon ~(0,  A). Es wird daher dureh ofi*coC 1 charakterisiert (1.18). Diese Be- 
ziehung bleibt aber bei Anwendung yon ~ erhaltenlS). 

Es folgt, dab ~ mit  den Operatoren I,  B, K, ]) vertauschbar ist. ])aher in- 
duziert T einen Funktor  y~ : ~ (~) -~ ~ (~').  Wir nennen einen Funktor  zwischen 
quasi-exakten Kategorien exalct, wenn er Nullmorphismen in NuUmorphismen 
abbildet und exakte Folgen exakt  l~Bt. Naeh 4.8 ist y) in diesem Sinne exakt. 

Vor allem ist ffir uns die Umkehrung dieses Ergebnisses wiehtig: 
4.14. S a t z .  Fi~r ~eden exal~ten FunIctor v? : ~ ( ~ )  ~ ~ ( ~ ' )  gibt es genau eine 

Erweiterung zu einem I-Funktor  ~ : ~ --> ~' .  
H a t  ~v ein Inverses, so offenbar auch T,  also folgt : 
4.15. K o r o l l a r .  ~ ist dutch ~ ( ~ )  bis auJ Isomorphie eindeutig bestimmt. 
Insbesondere bilden die in § 2 konstruierten Korrespondenzen fiber einer 

abelschen Kategorie 92 (bis auf Isomorphie) die einzig mSgliche Erweiterung 
yon 92 zu einer I-Kategorie,  die (K 1) - - (K 3) erfiillt. 

B e w e i s  y o n  4.14. Die Eindeutigkeit yon ~ i s t  klar:  Nach 4.5--4.7 gibt es 
zu jedem / ~ ~ eine Zerlegung [ = m ~ / ' e  v mit  [ '~ ~ (und wie immer:  m mono- 
morph, e epimorph). Also gilt ~F(]) = T ( m ) ~ C T ( / ' ) T ( e ) ~ =  ~v(m)#~v(/')~v(e) ~. 
Dabei wurden fibrigens nur die Bedingungen (a) und (b) aus 4.13 benutzt.  

Um die Existenz zu zeigen, stfitzen wir uns auf folgenden, auch ffir sich 
interessanten Hilfssatz : 

4.16. H i l f s s a t z .  Sei I ~  ~(A,  B) und / ,=  m~/'~e ~, mit  /~ ~ ~(~) ,  ~ = 1, 2. 
Dann ist /1C /~ /iquivalent mit  ( ,)  : Es gibt m, e, so daft m I = mm~, e~= e~e und 

t~ = m l ~ .  
Man betrachte dazu das ]) iagramm 

A S , B  

mz et 

• / i  • 

Fig. 4 

B e w e i s .  Aus (,) folgt 

2 71 1 ~" 2 11  1 - -  2 12 1 ~ 2 12 1 - -  

(denn 1 C ee #,  m # m C  1 nach 1.18). Sei umgekehrt  fl C f~ vorausgesetzt. ])ann 
ist B m  I = ])/1 C ])/~ = Bmz, und es gibt daher ein mmi$  m 1 = mm~ (4.12). Dual 
dazu erh~lt man ein e m i t  e2= ele. Aus der gegebenen Zerlegung y o n / ,  folg~ 
m,/ ,e ,=  m,m~/ ' , e~e ,=/ ' ,  (1.14). Also ist 

[~e = mm2llele  < mmJ~e l e  = m/~ 

und daher ]~e = m/~,, weft es sich um eigentliche Morphismen handelt (1.17). 
Nun definieren wh" kY : ~ -+ ~ '  durch 

(IS(l) = ~v(m):~v(]')~v(e) ~:, wenn / = mV['  e ~:, / '  ~ ~ .  

16) Dabei warden nut die Axiome (K 1) und (K2) benutzt. Die Definition eines I-Funk- 
tots ist schon sinnvoll, werm man nut (K 1) fordert. 

M a t h .  A n n .  1 4 8  2 
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Gilt die Aussage (.) von 4.16 ffir m,, t:, e,, so auch ffir ~(m~), ~p(/;), y~ (e,). (Well 
exakt  ist, bleiben die Begriffe , ,monomorph" und ,,epimorph" erhalten.) 

Daraus folgt, dab ~( l )  dutch die obige Definition eindeutig bestimmt ist und 

da~ h ~ 1~ ~ ~Y(/I) ( ~(l~)- 
Als n~ehstes zeigen wir, dab ~ ein Funktor  ist. Offenbar gilt ~ (1) = y~ (1) = 1. 

Sei nun I ~ ( A , B ) ,  g ~ ( B , C )  und /=~-,,V~'o:~..~A~.~ ' g=m:~,-,'e:~ c'  1" g ' ~ "  
Um (/~(/g)= ~Y(/)~P(g) zu beweisen, konstruieren wir eine bestimmte Zer- 
legung yon tg: Wir betrachten das Diagramm 

(4.17) 

A ! , B  a ,C  

• • [~ ) • 

Fig. 5 

Die bisher noch nieht definierten Morphismen werden in der quasi-exakten 
Kategorie ~ ohne Benutzung yon ~ konstruiert : ~mB sei eine Zerlegung von 
mBe B in eine Surjektion und eine Injektion. mA = Kern (/' Cokern~B) (= ,,Ur- 
bild yon mB be i / ' " ) .  Tsei der eindeutig bestimmte Morphismus mit fmB = mA/'. 
Dual dazu werden ec und g erkl~rt. 

Benutzt  man nun wieder R, so folgt ~ / =  ~ i~B ~ = ~ mA/' m~ = / '  mB ~ 
(letzteres naeh 1.14, w e i l B ~  A = K (/' Cokernb~B) = (KCokernmB)/ '# = B ~ / ' 4 ~ ,  
vgl. 4.11). Dual dazu ggc ~ = gvg'~ . Das Diagramm (4.17) bleibt also kommutativ,  
wenn man alle m i t m  oder e bezeiehneten Morphismen dureh ihre Umkehrungen 
m# bzw. e# ersetzt. Insbesondere gilt ]g = (~AmA)#(/g) (ecgc) #. 

Wendet man ~ auf (4.17) an, so erh~lt man ein Diagramm in ~ '  mit den- 
selben Eigensehaften --  in der oberen H~lfte nach Definition yon W(/), ~(g), 
in der unteren, weft alle Morphismen in ~ liegen und die definierenden Eigen- 
schaften bei Anwendung eines exakten Funktors invariant bleiben. Also ist 

~( / )~ (g )  = ~P(mAmA)#~°(/g)~(ecec) # =  ~ ( l g ) .  

Die Behauptung ~(1#) = (F(/)~ folgt unmittelbar aus der Definition yon 
~ ,  wenn I eine der vier Formen m, m#, e, e ¢~ hat. Sie gilt allgemein, da ~/ein 
Funktor  ist und sieh jeder Morphismus yon ~ in der Form m~ e~m~e~ sehreiben 
la6t (4.7). 

Es bleibt zu sagen, dab ~(0)  = yJ(0) = N ein I-NuUobjekt yon ~ '  ist. Sei 0' 
irgendein I-Nullobjekt yon ~' .  Dann sind 0' und N Nullobjekte yon ~ (~') (denn 
1~= ~(lo) = ~(000 ) = 0~v~v, vgl. 1.11), also i~quivalent. 

4.18. B e m e r k u n g .  Vermutlieh l~l]t sich mit i~hnlichen Methoden wie im 
obigen Beweis zeigen, dal~ jede quasi-exakte Kategorie ~ (und nicht nur eine 
abelsehe wie in 2.8, 2.9) zu einer I-Kategorie R erweitert werden kann, ffir die 
(K 1)--(K 3) und t~(~) = ~ grit. 
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§ 5. Axiomatisehe Charakterisierung der Korrespondenzen fiber abelsehen 
Kategorien 

In diesem Paragraphen betrachten wir drei weitere Axiome (K 4)--(K 6) 
fiir I-Kategorien und zeigen, dab die I-Kategorien der Form ~ (92) (OA eine abel- 
sche Kategorie, vgl. § 2) dureh (K 1)--(K 6) eharakterisiert sind. 

5.1. A x i o m  (K 4). ~(A,  B) ist ein Verband /iir alle A, B C ~.  

Dieses Axiom gilt offenbar in allen Beispielkategorien ~ ,  ®, ~ ,  ~ (1.4) 
sowie in jedem ~ (91). (Es iibertr~gt sieh aber nieht auf jede I-Unterkategorie.) 
Die Verbandsoperationen werden mit r~ (untere Grenze) und ~J (obere Grenze) 
bezeiehnet. Die Involution ~ (A, B) -+ ~ (B, A) ist als Isomorphismus yon geord- 
neten Mengen mit den Verbandsoperationen vertausehbar. 

5.2. Seien ] : A -~ B, g~: B -~ C, ~ = l, 2, Morphismen einer I-Kategorie ~, 
die (K 4) erffillt. Eine einfache Folgerung aus der Monotonie der Zusammen- 
setzung (1.3 b) ist 

(5,3) l(gl ~ g2) < 1~1 f~ lg2, 

Die umgekehrten Inklusionen sind nicht allgemein richtig, wie man schon in 
den Beispielen ~ und ~5 sehen kann. (In ~D und ~ ist die erste im allgemeinen 
falsch, die zweite richtig.) Es gilt aber 

(5.4) 
B / ) D g ,  (v = 1, 2) ~ ] ( g ~  g2)C]gl~J /g2, 

wenn man die Axiome (K 1), (K 2) und (K 4) voraussetzt. 
B eweis .  I) (/glf~/g2) = Q (g~/@f~ g~/~) C ~g~/#  C ~ / ~  = D/. Daraus folgt 

/g~/g2C//~4(/gl ~/g2) (nach 1.14) C/(/~¢/g~/#]g2) (nach 5.3)C/(glf~ g2) 
(wegen f4/g,. C g~, 1.14). Damit ist die erste Behauptung bewiesen; die zweite 
ist dual im Sinne der Ordnung. 

Eine Versch~rfung yon (5.4) ist 

A x i o m  (K5). (a) I / C K g ~ / ( g ~ f ~ g 2 ) ) / g ~ / g  ~, 

(b) B / ) D g ~  ~ / (g~w g~) C / g ~ / g ~ .  

Es gilt in Tl und aUgemeiner in jedem ~ (92), wie wit in § 9 beweisen werden 
(9.9). In ~5 gilt zwar (K 5a), aber nicht (K 5b). (K 5) ist also sieher nieht aus 
(K 1), (K 2), (K 4) ableitbar. DaB es auch nicht ableitbar wird, wenn man noeh 
(K 3) hinzunimmt, zeigt das Beispiel B in § 7. 

5.5. Aueh (K 1)--(K 5) geniigen nieht, um die Unterkategorie ~(~)  der 
eigentliehen Morphismen zu einer praadditiven Kategorie zu maehen (BeispielA 
ia § 7). Daher betrachten wir noch: 

A x i o m  (K 6). Zu ]e zwei Ob]ekten Ai, A2E ~ gibt es 
(a) ein Ob]ekt P und eigentliche Morphismen g,: P -~ A, (v = 1, 2), so daft 

g~l g2~" ~A, Aa (= grS[3tes Element yon ~(A~, A~), 1.20) ; 
(b) ein Ob]ekt S und eigentliche Morphismen h~: A~-+ S (~ = 1, 2), so daft 

h~h~2 = c°A, A, (= kleinstes Element yon ~ (A~, A2). 
2* 
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Das Axiom ist in ~ ,  ®, ~3, ~ erffiUt : Ffir P kann man das kartesische Produkt  
A 1 × A S und ffir g~ die natfirliehe Projektion P ~ A~ nehmen. Ffir S kann man 
eine ,,direkte Summe" in der Kategorie der Homomorphismen (TI, ~5) bzw. 
Abbildungen (~, ~ )  w~hlen. In ~ ist dann wieder S ~ A 1 × As, w~hrend man 
in ~ das freie Produkt  der Gruppen A 1 und A 2 erh~lt. In § 9 werden wir (K 6) 
f fir die Korrespondenzen fiber einer abelschen Kategorie beweisen (9.9). Auch 
hier kann man P = A 1 × As=  S nehmen. 

5.6. S a t z .  Sei ~ eine I.Kategorie, die (K 1)--(K 4) er/iiUt. Gilt auflerdem 
(K 5a) und (K 6a), so haben je zwei Objekte in ~(~) ein direlctes Produlct. Dual: 
Gilt (K 5b) und (K 6b), so haben je zwei Ob]e]cte eine direIcte Summe. 

Wir beweisen den Satz welter unten. Nach 4.8 ist ~ (~)  quasi-exakt. Mit 
ttilfe yon 2.6 folgt daher: 

5.7. K o r o l l a r .  Sei $~ eine I-Kategorie, die (K 1) - - (K4)  und auflerdem 
(K 5a), (K 6a) oder (K 5b), (K 6b) er/iillt. Dann gibt es genau eine Addition, die 

(~) zu einer additiven (und damit abelschen) Kategorie macht. 
Bildet man unter den Voraussetzungen dieses Korollars die I-Kategorie 

~(OA) der Korrespondenzen fiber 9 / =  ~(~) ,  so ist ~ (~(92) )~  9A (2.9), also 
-~ ~(02) nach dem Eindeutigkeitssatz 4.15. ~(02) erffillt aber alle Axiome 

(K 1)--(K 6) (§ 9). Es folgt: 
5.8. K o r o l l a r .  Au/der Grundlage yon (K 1)--(K 4)sinddie Axiome (K 5a), 

(K 6a) einerseits und (K 5b), (K 6b) andererseits dquivalent. 
5.9. K o r o l l a r .  Die Zuordnungen OA ~ ~(O,l), ~ --> ~(~) lie/ern eine bis au/ 

Isomorphie umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen abelschen Kategorien 92 und 
solchen I-Kategorien ~, die (K 1)--(K 6) er/i~llen. 

B e w e i s  y o n  5.6. Sei A ~  ~,  u -- 1, 2 gegeben. Wir w~hlen g~: P -> A~ mit 
g~g~ = ff2A, A. (K 6a) und einen Epimorphismus e : P -+ D mit Ke = Kg 1 ~ Kg~ 
(K 3). Ffir p~= e#g,: D -~ A,  gilt dann 

(5.10) KpI~ Kp~= og~e~ ~g~e = ( ~ g ~  ~g~)e (aus 5.4 durohI.~olution) 
= ooe~4e =coe= co 

und ferner P~P2= g~eeVg2)g~g~ (1.18)= f2~,~, p, ist eigentlieh (wp~ 
= eoe~g, C wg~g~= w g , =  w) und B-regular (weil ~'~A,A~ und DA,A,=P~pX 
B-regular sind), also epimorph. 

Wir werden nun zeigen: Zu jedem Paar/~: X -+ A~, v = 1, 2, aus ~(~)  gibt 
es genau ein ] : X -> D aus ~ (~ )  mit ]p,= ]~; d. h. (D, p~, p~) ist ein direktes 
Produkt  yon A I u n d  A S. Ist /~ gegeben, so setzen wir / = h p ~ / ~ P ~ :  X -~ D. 
Dann gilt 

~ / =  o ~ ( ! ~ p ~  ~ /~p~ - ~ p ~  , ,  ~ -  (5.1o) /~p~ ) ( o ~ / i p ~  ~o ~ -  p~ - o~ 

Pl (P~]I PJ2 ) ---- ff2(P4¢l Pi/~l ~ P~P2!~) 
(naeh K 5a). 

Nunis t  p~p~= 1 (1 .18)undp~p~/~= DA, A,/~= g2~ ff2 ~,]~= ~ , ~ x =  ~A,X, 
folglich D / =  ~ ( / ~  ~ , x )  --- 1"2/~= 1-2. Daher ist / ~ ~(~) .  Ferner gilt 
!p,= ( f i~f~/~p~)p,< /~p~p,=/,,  also /p~= !,, da es sieh um eigentliehe 
Morphismen handelt (1.1 7 ). 
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Ist andererseits [': X-+ D irgendein Morphismus von ~(R) mit ] 'p ,= /~ ,  
so gilt / = ]1P~ ~ / 2  P~ /' PlP~ ~ ' = [ P2P2 ) / '  (wegen p~p~ D 1, 1.18), also ] = 1' 
nach 1.17. 

§ 6. Vergleich mit der Theorie yon MAc LANE 
MAC LANE gibt in [11] ein Axiomensystem fiir I-Kategorien an, das in 9ll 

(Modul-Korrespondenzen) erfiillt ist und aus dem viele in Tt geltende S/~tze 
abstrakt abgeleitet werden kSnnen. Wir wollen es mit unseren Axiomen ver- 
gleichen. 

6.1. Das Axiomensystem yon MAC LANE besteht aus drei Gruppen. Die 
Gruppe I enth/~lt auI]er den Eigenschaften, die wir in 1.3 fiir jede I-Kategorie 
gefordert haben, folgende Aussagen : 

(Ia) /]~] = ] fiir jeden Morphismus [ ~ ~ .  

(Ib) R (A, B) ist ein modularer Verband. 

(Ia) folgt aus unseren Axiomen (K l) und (K 2) (s. 1.15). (Ib) stimmt mit 
(K 4) iiberein bis auf die Frage, ob der Verband modular ist, die wir vorl~ufig 
unberiicksichtigt lassen. Die Axiomengruppe I I I  von MAC LANE bezieht sich 
auf die kleinsten und grSl~ten Elemente O~AB , /2ABC ~(A, B) und lgl~t sich 
leicht aus (K 1), (K 2) folgern (vgl. 1.20, wir iibergehen die Einzelheiten). Ant 
interessantesten ist die Gruppe II,  die aus folgenden Axiomen bestehtle): 

(IIa) /~=1 C gig~ w 1 ~ / ( g i  n g2) ) lgi n /g~ ,  
(lib) 1~1 ) gfiTz ~ ~ 1 4 ](gl ~J g2) ( / g l  v /g2 ,  
(IIc) gl@ ~ l C l l  :~ C gl @ v l f f i ra l le l ,  g ~ ( A , B ) .  

Aui~erdem wird in [11] gefordert: (IId) Aus gC/ ,  gg~-~ 1 =/ /@~ 1, 
g#g ~ 1 = / @ / ~  I folgt g = [. Dieses Axiom folgt aber aus den fibrigen. Beweis: 
Nach (IIa) und (Ia) g i l t /~-( / [#~ 1) = /#[]~-r~ ]~-= [4~, also dureh Involution 
( / ] ~  1)1 = / .  Dual dazu g(g=~g ~ 1 ) =  g (aus (IIb) und (Ia)). Daher ist 
/ = ( ] / ~  1)/Cgg=~/Cg/~/Cg(g#g w 1) = g. 

6.2. Man kann leicht I-Kategorien konstruieren, die alle Axiome yon 
MAC LAZ~E erffillen, aber kein I-Nullobjekt im Sinne von (K 1) haben, oder 
solche, die zwar (K 1) auch noch erfiillen, aber nicht (K 3). Man braucht dazu 
nur gewisse Objekte von 91l wegzulassen. Andererseits gilt: 

(6.3) Er]iillt eine I-Kategorie ~ die Axiome yon MAC LA~E und auflerdem 
(K 1), so aueh (K 2). 

Beweis .  Wir zeigen I / (  Ig @ g[~[Cg. Die zweite Aussage yon (K 2) ist 
dual. Sei also [ ~ ~(A, B), g ~ ~(C, B) und ¢o,4/C eovg. Dann folgt ]~oo~ox]C 
C g~ o ~  wc g C g~ g, denn (o~ waist  das kleinste Element yon ~ (C, C) naeh dem 
Axiom (III-2) in [11]. Aus (!Ic) folgt [# / C ]# o~ co 4] ~J 1 (man wende die 
Involution auf (IIe) an, ersetze ]# dureh / und g# dureh o)A~ o~A[ ). Also ist 
/~] C g~g ~ 1 und damit g/=~] ( g(g#g ~ 1) = g (s. den Beweis yon (IId) in 6.1). 

6.4. Ein Morphismus s ~ ~ ( A , A )  heiBt symmetrisch, wenn ~ =  s, und 
idempotent, wenn ss = s. Diese Begriife spielen in [11] eine wiehtige Rolle. Wir 

xn) Man beachte, dab hier die Zusammensetzung der Morphismen umgekehrt wie in [11] 
geschrieben wird. 
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bezeiehnen die Menge der symmetrischen und idempotenten Elemente yon 
~(A,  A) mit S I ( A ) .  

Sei nun ~ eine I-Kategorie, die (K 1) und (K 2) erffillt. Jeder Morphismus 
der F o r m / / $  ist dana symmetrisch (1.3 e) und idempotent ( / / # ] / #  =/]~¢ naeh 
1.15). Ffir s 1, s2E S I  (A) gilt 

(6.5) sl C s2 "* (Is1C Is2 und Bs 1C Bs2). 

B e w e i s .  , ,~"  ist klar. Setzt man umgekehrt die rechte Seite voraus, so 
folgt s x C sas~s2 (nach 1.14) = 81s2= sxs~825 82 (1.14). 

(6.5) besagt, dab die Zuordnung 8 ~ (Is, Bs) einen Ordnungsisomorphismus 
yon S I ( A )  auf eine Teilmenge yon ~(0, A) x ~(0, A) (mit der Produkt- 

ordnung) definiert. Nimmt man noeh das Axiom (K 3) hinzu, so folgt : 
(6.6) Das Bi ld yon ~ besteht aus allen Paaren (u, v) E ~(0, A) × ~(0, A) 

mit u C v. 
B e w e i s .  Offenbar ist I s C B s .  Sind umgekehrt u, v E ~(0, .4) mit u C v  ge- 

geben, so w~hlen wir einen Monomorphismus m mit Bm = v und einen Epi- 
morphismus e m i t  Ke  = u m $  (nach (K 3) ist das m6glich). S e t z t m a n / =  e # m ,  
so ist I / =  ~oeVm = u m ~ m  = u (1.14) und B / =  £2eC4m = £2m = v. s = / r e /  
ist symmetrisch und idempotent, und es gilt I s  = I / =  u, Bs = B / =  v (1.16). 

6.7. Sei T ( A )  = (s i s  E ~(A,  A) und sC 1). Es gilt T ( A )  C S I ( A ) ,  denn aus 
s C 1 folgt s = ssVs  (1.15) C ss .# C s, also s = 8s ~¢ (vgl. [11] Th. 3.3). Dual dazu 
Q(A)  = {sis E ~ ( A ,  A )  und s )1}  C S I ( A ) .  Nach (6.5)und (6.6) sind die Ab- 
bildungen 

T ( A )  ~ ~ ( O , A )  mit s ~ B s  

Q(A)--> R ( O , A )  mit s ~  I s  
Fig. 6 

Ordnungsisomorphismen. Insbesondere ergibt sieh T ( A ) ~ - - Q ( A ) .  Diese Iso- 
morphie wird in [11] unter Benutzung aUer dort eingefiihrten Axiome bewiesen. 
t t ier  erscheint sie als Folgerung aus (K 1)--(K 3). 

6.8. Wir setzen nun zus~tzlich das Axiom (K 4) voraus, d. h. R (A, B) ist ein 
Verband. Sind s, t E ~ (A, A) symmetriseh und idempotent, so auch s ~ t u n d  
s u t, d. h. S I  (A) ist ein Unterverband yon R (A, A) (s. [11], Th. 3.2). Die Paare 
(u, v) mit u C v bilden offenbar einen Unterverband von R (0, A) × R (0, A). Die 
Abbildung y :  s-~ (Is, Bs) ist daher ffir s E S I ( A )  mit c~ und ~J vertausehbar 
(6.5, 6.6). 

In [11] wird die Indeterminiertheit von ] E R (A, B) d u r c h / v ]  ~j 1 E S I ( B )  
definiert. Bei V geht das in (I t ~J w, B/~J  £2) = (I/, ~)  fiber, entsprieht also 
unserer Definition der Indeterminiertheit. Analoges gilt ffir Bild, Kern und 
Definitionsbereich. Insbesondere ist ]~]C gg~¢ ~ 1 mit I / C  Ig *~= Kg gqui- 
valent und daher das Axiom (IIa) mit unserem Axiom (K5a) .  Dual: 
(IIb) *~ (K 5b). 

6.9. Das Axiom (IIc) yon MAC LA~. folgt aus (K 1), (K2) und (K4).  
Beweis: Wegen B (g /~v f~ 1) C B g ] v; C B ] # gilt g /v; A 1 C (g f ¢  ~ 1)/ /#  (1.14) C ]/#. 
Die zweite Inklusion in (II c) ist dual dazu. 

6.10. Z u s a m m e n f a s s u n g .  Die Axiome yon MAy LA)rE /olgen aus 
(K 1)-- (K 4) mit Ausnahme yon (II a), (II b) und der Forderung, daft der Verband 
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R(A, B) modular ist. (IIa), (IIb) sind au[ der Grundlage yon (K 1)--(K 4) mit 
(K 5) dquivalent. 

DaI3 ~ (A, B) modular ist, wird in [11 ] nirgends benutzt. Ffir die I-Kategorie 
(91) der Korrespondenzen fiber einer abelschen Kategorie 91 ist es erffillt (9.1 1). 

Das Beispiel A in § 7 zeigt, dab die Axiome (K 1)--(K 5) und die Forderung, 
dab der Verband ~ (A, B) modular ist (worin also alle Axiome yon MAc LA~E 
enthalten sind), nicht genfigen, um die I-Kategorien der Form ~ (91) zu charak- 
terisieren. 

6.11. B e m e r k u n g .  Obwohl die Axiome (IIa), (IIb) yon (K 1)--(K 4) un- 
abh/ingig sind (§ 7, Beispiel B), lassen sich alle Ergebnisse yon [11] -- auch 
solehe, bei deren Beweis in [11] (IIa)oder (II b)benutzt werden mul~ -- mit  Aus- 
nahme yon Theorem 4.7 aus (K 1)--(K 4) ableiten. Ein Beispiel daffir ist die 
Isomorphie T(A)  _~ Q(A) (6.7). 

§ 7. Zwei Beispiele 
Be i sp i e l  A. Eine I-Kategorie ~, in der (K 1)--(K 5) und alle Axiome yon 

MAC LA~E [11] gelten. Weder (K 6a) noch (K 6b) ist er[i~llt. Die Unterlcategorie 
~(~)  der eigentlichen Morphismen ldflt sich nicht zu einer prdadditiven Ka- 
tegorie machen. 

Sei R der KSrper der reellen Zahlen 17) und 9~ R die I-Kategorie aller Vektor- 
raum-Korrespondenzen fiber R. ~ sei folgende I-Unterkategorie yon mR: ~ hat  
genau zwei Objekte, n/imlich 0 und R. R(0, 0), ~(0, R), ~(R,  0) bestehen aus 
allen Korrespondenzen zwischen den betreffenden Vektorr/iumen, d. h. ~ (0, 0) 
= {10}, ~(0, R) = {o~R, Y2R}, ~(R, 0) = {~o~, zQ~}. ~(R, R) ist dagegen eine 
eehte Teilmenge yon 9~tR (R, R). Sie enth/ilt die Elemente: ~oRR, S2R~, 0RR, 0~R, 
1R und a ~ ffir n : ± 1, ± 2 . . . . .  wobei a : R -~ R durch a(x) = 2x definiert ist. 

Man prtift leicht nach, daI3 ~ eine I-Unterkategorie von 9~R ist, die 
(K 1)-- (K 5) erffillt. ~ (A, B) ist ein Unterverband yon !7/tR (A, B), also modular. 
Nach 6.10 gelten dann auch alle Axiome yon MAc LANE ffir R. 

G/ibe es eine Addition, die ~ = ~ (~) zu einer pr/iadditiven Kategorie maeht, 
so w/ire ~(R, R) ein Ring mit der Zusammensetzung als Multiplikation. 

(R, R) besteht aus den Elementen 0 und a ", n = 0, ± 1, ± 2 . . . . .  Es mfiBte 
also sogar ein KSrper sein, dessen multiplikative Gruppe frei zyklisch ist. Man 
zeigt leicht, dab es keinen solchen K6rper gibt. 

Naeh 5.7 kann weder (K 6a) noch (K 6b) gelten. 
Be i sp i e l  B. Eine I-Kategorie K, die (K 1)--(K 4) und (K 6), aber weder 

(K 5a) noch (K 5b) er/iillt. ~ (~) ldflt sieh nicht zu einer prdadditiven Kategorie 
maehen. 

Die Objekte yon R seien die nicht-negativen ganzen Zahlen. Ffir die l~Ienge 
{1 . . . . .  n} schreiben wir In] ; [0] ist die leere Menge. ~ (p, q) bestehe aus den 
Quintupeln / = (p, q, A, B, ~), wobei A, B, ~5 Teilmengen yon [p], [q] bzw. 
[p] × [q] sind, die den Bedingungen 

(i,j), (i,j ') ~ ~ j = j '  

(i, j ) ,  (c ,  j )  ~ ~ ~ i = i '  

(i,j) ~ q S ~ i  CA und j CB 

~) Man k6nnte auch irgendeinen anderen K6rper der Charakteris~ik 0 nehmen. 
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genfigen. FaSt  man ~b als Mengen-Korrespondenz yon [p] in [q] auf, so bedeutet 
das: ¢ und ¢ #  sind eindeutig, Defq~ ~ A = O, Bild~b ~ B = O. 

I s t  g = (q, r, B ' ,  C, ~Y) E ~(q,  r), so setzen wir ]g = (p, r, A, C, q~ o ~Y) mit  
= A ~J (B') ¢ # ,  ~ = C ~J (B) ~ .  Dabei ist (B) ~ das Bild yon B bei T,  d. h. 

die Menge aller k E [r], fiir die es ein j E B mit  (j, k) E ~ gibt. Zur Definition von 
q) o k~ und C v  s. 1.2. 

Wir setzen f e r n e r / #  = (q, p, B,  A ,  qS#) und definieren ll C/~ dureh die drei 
Bedingungen 

A1D A~, BI ~ B~ , 

¢'1 ,d (A~ × B~) ~ ¢~ , 

wobei / ,  = (p, q, A,, B~, ~b) E R (p, q). 
Zur leichteren Untersuchung yon ~ definieren wir t : R -~ ~ a  (R = K6rper  

der reellen Zahlen) durch 

t(n) = R", n ~ 0 (R ° =  0) 

t(p, q, A ,  B,  q5) = (R v, Rq, F) , 

wobei der Untervektorraum F yon R v × R q aus allen (p + q)-tupeln (x~, . . . ,  x~, 
Yl . . . . .  yq) besteht, fiir die gilt 

x i =  O ffir i E A ,  y~= O fiir j ( B ,  

xt----- y~ ffir (i, j) E ~b. 

Man best/~tigt ohne Schwierigkeiten, dab t e in  Isomorphismus yon R auf eine 
I-Unterkategorie R'  yon TI~ ist, die (K 1) - - (K 3) erftillt. Dabei ist der Hinweis 
nfitzlieh, dab die eigentlichen Morphismen aus R ' ( R  ~, R q) genau dieje,figen 
linearen Abbildungen R ~---> R q sind, bei denen j eder Vektor der Form (0 . . . . .  O, 
1, 0 . . . . .  0) E R ~ in 0 oder in einen ebensolchen Vektor aus R q iibergeht. 

(K 4) wird weiter tmten bewiesen. Zum Nachweis yon (K 6) betraehten wir 

R q ~  ~" Rq 
Fig. 7 

wobei i, die natiirlichen Injektionen des ersten bzw. zweiten Faktors  von 
R ~+q= R v ×  Rq und p, die entsprechenden Projektionen sind. Alle diese 
Morphismen liegen in ~ (~'), und es gilt P~P2= ~Q~,R~, i l i~  = w n ~ , .  

(R') ist quasi-exakt und 
0 o BY i, v, o , , R v + q  ' R ~  ' 0 

ist eine exakte Folge in ~ (~')  (4.8). Ferner ist i lp  1 = 1. G/~be es eine Addition, 
die ~ (~')  zu einer pr~additiven und damit  exakten Kategorie macht,  so wiirde 
durch einen bekannten SehluS folgen, dab (R ~ +q, Pl, P2) ein direktes Produkt  
yon R ~ trod Rq ist. Das ist aber in ~ ( ~ ' )  nicht der Fall: Fiir p = q = 1 gibt es 
z. B. kein d : R -~ R a in ~ ( ~ ' )  mi t  d p l =  dp2= 1. 

Wenn wir (K4) gezeigt haben, so kann nach 5.7 weder (K 5a) noeh (K 5b) 
gelten. 
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B e w e i s  v o n  ( K 4 ) :  R'(Rv,  R q) ist nicht  e twa ein U n t e r v e r b a n d  von 
~ R  ( Rv, Rq), denn sonst  wfirde nieht  nur  (K 4) sondern auch (K 5) folgen. Wir  
gehen daher  auf $~ zurfick. Sei /v  = (p, q, A~, B,, ~ )  E ~ (p, q), v = 1, 2. D a n n  
setzen wir 

h ~J/2 = (P, q, A~ ~ A s, B 1 ~ B s, qS) 

mi t  ~5 = [~b i ~ ~b2] ~ [Ol ~ (A2 × B2)] kJ [(A 1 × B1) f~ ~5s] . 

Aus der Definition der Ordnung in R (p, q) e n t n i m m t  m a n  leicht, dab/1 ~ / s  eine 
obere Grenze yon ]1 und  Is ist. Da  die Menge R (p, q) endlich ist, exist iert  aueh 
die obere Grenze einer beliebigen Teilmenge. R (p, q) ha t  ferner ein kleinstes 
Element ,  n iml i eh  (p, q, [p], [q], 0). Bekannt l ieh  ist d a n n R  (p, q) ein (vollstgndi- 
ger) Verband.  Man k a n n  auch eine direkte  Kons t ruk t ion  ffir /1 f~/2 angeben;  
sie ist aber  kompl iz ier ter  als ffir/1 ~J Is. 

§ 8. Beweis yon Satz 2.6 

Wir beginnen mi t  e inem Hilfssatz fiber eine beliebige quasi -exakte  Ka te -  
gorie ~. I s t  u ~ ~ in jekt iv  und  q ~ ~ surjekt iv,  so ist u genau dann  ein K e r n  
yon q, wenn q ein Cokern yon u ist (2.4). Wir  schreiben daffir kurz  ull q (naeh [7]). 

8.1. t I i l f s s a t z .  In  dem Diagramm 

Fig. 8 

sei ulI[q 2 und u2I [ qr  uiql ist genau dann in]ektiv (surjektiv), wenn '//'2~2 diese 
Eigenscha/t hat. 

B e w e i s .  Sei ulq i injektiv.  I s t  xu2q2= O, so gibt  es ein x '  m i t  xu2= x 'u  i 
(wegen uiHq2 ). Es  folgt x 'u iq l=  xu2qi= O, also x ' =  0 nach Voraussetzung,  
daraus  x u  2 = 0 und  schlieBlich x = O. u~q 2 hat  also 0 als K e r n  und ist daher  in- 
jekt iv  (2.4). Aus Symmetr iegrf inden gilt die Umkehrung .  Die Behaup tung  fiber 
, , sur jekt iv"  ist dual. 

Wir  nehmen  nun  an, daI3 je zwei Objekte  A1, A 2 in der quas i -exakten  
Kategor ie  ~ ein direktes  P roduk t  A i x A s mi t  den Proj ekt ionen Pv: Ai x A 2~ A,  
haben,  und  wollen zeigen, dab es genau eine Addit ion gibt,  die ~ zu einer additi-  
yen Kategor ie  macht .  Der Fall, dab  die Exis tenz  yon di rekten  Summen  voraus-  
gesetzt  wird, ist dual. 

Wir  setzen i l =  (1, 0) : Ai-+ A i x A 2, i2= (0, 1) : A~-~ A i x A s. Gib t  es eine 
Addition, die ~ zu einer pr~addi t iven  Kategor ie  macht ,  so ist bekannt l ich  
(A i x A2, ii, is) eine direkte  S u m m e  yon A i und  As [5]. Zu  jedem A ~ ~ gibt  
es dann  einen eindeutig bes t immten  Morphismus c~ : A x A ~ A mi t  i v cA - 1, 

= 1, 2 (Codiagonale). Ffir  die Addi t ion in ~ (A, B) gilt  

/ + g = / i i c ~ +  gisCB= ( / i l +  gi~)CB= (1, g)c~. 

Sie ist also eindeutig bes t immt .  
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Aus der Voraussetzung, daft ~ quasi-exakt ist, werden wir nun umgekehrt 
eine Codiagonale ca: A × A ~ A konstruieren und dann die Addition in 

(A, B) durch die obige Formel definieren. In  dem Diagramm 

A 

d 
A , A × A  

l~lg. 9 

~,Q 

sei d = d A =  (1, 1) (Diagonale) und q ein Cokern yon d. Weil d injektiv ist 
(dpv= 1), gilt dll q. Ferner ist it[ [ P2, wie man leicht best/itigt. Aus d p 2 =  1 folgt 
nach dem Itilfssatz 8.1, dab i lq  injektiv und surjektiv, also eine/~quivalenz ist 
(2.4): Dasselbe gilt fiir i2q. Setzen wir 

s = SA= q ( i l q ) - l :  A x A -~ A , 

n = nA = i~q(ixq)- l :  A -+ A , 

so ist dA 11 sA, I l SA= 1, i2s A = n A und n A eine Aquivalenz. 
Zu gegebenem ] : A ~ B betraehten wir 

A d , A × A  ~ , A  

,1 , ,1 i r 
d * 

B ' B  x B  , B .  
Fig. 10 

Das linke Quadrat ist offenbar kommuta t iv . / '  wird so gewithlt, dab auch das 
rechte Quadrat kommutat iv  wird. Wegen d H s ist das mSglich. Es folgt 

/ ' :  i 1 8 / ' =  iX( / × ])8 = ]gl 8 = [ ,  

n l ' =  i~81'= i~(l × l ) s  = l i~s  = I n ,  

d. h. ]' = / ,  und n ist mit  / vertauschbar. Setzt man 

CA= (1 × nA1)aA: A × A ~ A l S ) ,  
so gilt 

(8.2) i , c  A =  1A ffir v = 1, 2 ,  

(8.3) c A / =  ([ x /)CB f/Jr ] :  A -~ B .  

In bekannter Weise (s. [10], Nr. 19) definieren wir nun eine Addition in 
(A, B) dureh 

[ -47 !7 ----" (1, g)CB= dA([ × g)CB. 

Sie ist reehts.distributiv wegen (8.3) und links-distributiv, weilh (/, g) = (h/ ,  hg).  
Wegen (8.2) ist 04 Bein zweiseitiges neutrales Element. Ferner gilt 

/ + (g + h) = (0 , / )c~+ (g, h)cB= [(0,/) + (g,h)]cB= ( g , / +  h)c~= g + (1 + h). 

is) Tats~chlich ist ~-1 = n~ = --1A, wie sich am SchluB ergeben wird. Mit Hilfe der 
Faktorenvertauschung in A × A k S n n t e  m a n  n a n ~  = la auch direkt beweisen. 



Korrespondenzen in abelschen Kategorien 27 

Ffir h = 0 erh/ilt m a n  das  k o m m u t a t i v e  Gesetz, und  wenn  m a n  das hat ,  so 
liefert die Formel  das assoziat ive Gesetz. SchlieBlich i s t / n j B =  - - [ ,  denn 

/ -4- /r iB= dA (/ × /riB) (1 × n B i ) s B :  dA ( / × / )SB= /dBsB= O . 

(Insbesondere n A = - - 1 A .  ) D a m i t  ist gezeigt, dal3 ~ mi t  dieser Addit ion pr/i- 
addi t iv  und  daher  auch addi t iv  und abelsch ist. 

§ 9. Beweise fiber gt ( ~ )  

9.1. Sei 92 eine abelsche Kategor ie .  In  2.7 warden  , ,Korrespondenzen 
fiber 92" als Un te rob jek te  von .4 × B (.4, B Objekte  yon 92) erkl/~rt. Zusammen-  
setzung, Ordnung und  Invo lu t ion  warden  eingefiihrt. I n  diesem Pa rag raphen  
zeigen wir, dab  die Korrespondenzen  fiber 92 eine I -Ka tegor i e  ~ (92) bilden, die 
den Axiomen (K 1 ) - - ( K  6) und  allen Axiomen  yon MAc LA~E [11] genfigt. 
Das liefert insbesondere Satz 2.8. AuBerdem werden wir Satz 2.9 beweisen. 

9.2. Wir  erweitern zun/~ehst die Bedeu tung  des Zeichens ,,=<" ffir In jek-  
t ionen (2.2) : I s t  u : U --> A eine In jek t ion  und  a : X -+ A beliebig, so schreiben 
wir a =< u, wenn es ein x : X -~ U gibt  mi t  a = xu .  Das ist m i t  a (Cokernu)  --- 0 
/~quivalent, und  es gilt 

(9.3) a ~ u ~ qa ~ u 

fiir jede Sur jekt ion q : X'--> X. Der  Buchs tabe  q (oder q', q" usw.) soll yon  je tz t  
an immer  eine Sur jekt ion bezeiehnen. 

Es  ist klar,  wie die auss tehenden Beweise zu ffihren sind, wenn 92 die 
Kategor ie  der (Links-) Moduln (und Homomorph i smen)  fiber einem festen Ring 
ist. Der  allgemeine Fal l  1/~Bt sich sehr/~hnlich behandeln,  wenn m a n  die Morphis- 
men a : X -~ A als Ersa tz  f/ir die E lemente  von A und  die Relat ion a ~ u als 
Ersa tz  ffir die Aussage ansieht,  dab  das E lemen t  a i m  Un te rob jek t  u von A liegt. 
Entscheidend ist dabei  

9.4. H i l f s s a t z .  I s t  u E U ( A  × B), v E U ( B  × C), a : X ~ A ,  c: X ~  C, so 
gilt (a, c) <= u o v(E U ( A  × C)) genau dann, wenn es ein b' : X ' ~  B und eine 
Surjektion q : X'---> X gibt mi t  (ga, b') =< u, (b', qc) <= v.  

Diese Charakter is ierung yon ,, ©" lau te t  fas t  ebenso wie die Definit ion der 
Zusammense tzung  yon Modul-Korrespondenzen.  N u r  das Auf t re ten  der  Sur- 
jekt ion q m a e h t  einen Unterschied,  der  aber  wegen (9.3) unwesentl ieh ist. 

B e w e i s  y o n  9.4. Sei (a, c) ~ w = u o v. Wir  be t raeh ten  

X '  ~ ' , W '  W ' , A x B x C  

(9.5) I q I" 1" 
X g~ W , W , A × C  

Fig. 11 

Darin ist w ' =  u ' ~  v', u ' ~  u × 1, v ' ~  1 × v, p '  die natfirl iche Pro jek t ion  und  
w = Bi ld (w 'p ' )  (s. 2.7). Es  gibt  genau eine Sur jekt ion p mi t  p w  ~ w ' p '  (2.4). 
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Nach  Vorausse tzung  g ib t  es ein x mi t  (a, c ) =  xw .  x '  u n d  die Sur j ek t ion  q 
werden so gew/ihlt,  dab  auch das  l inke Q u a d r a t  k o m m u t a t i v  ist. Nach  dem 
"pul l  b a c k " - L e m m a  [4], [9] is t  das  m6glich19). 

Sei nun  x ' w ' =  (a', b', c'). Dann  is t  (a', b', c') ~ w' ~ u '  ~ u x 1 und  daher  
(a' ,  b') _--< u. Analog  (b', c') g v. Andererse i t s  is t  (a' ,  c') = (a', b', c ' ) p ' =  x ' w ' p "  
= q(a,  c), also a ' =  qa, c '=  qc.  

Sei umgekeh r t  (qa, b') ~ u, (b', qc) -<_- v vorausgesetz t .  D a n n  is t  (qa, b', qc) <= 
_~ u x  1 und  auch _~ 1 x v, also <= u ' f ~ v ' = w ' .  Es g ib t  daher  ein x '  m i t  
(qa, b', qc) = x '  w' ,  u n d  wir  haben  q(a, c) = (qa, b', q c ) p ' =  x'  w'  p ' =  x'  p w  <= w. 
Man k a n n  sich dabe i  wieder  a m  D i a g r a m m  (9.5) or ient ieren ; nur  der  Morphis-  
mus  x fehl t  je tz t . )  Nach  (9.3) folgt  (a, c) _~ w = u o v. 

9.6. W i r  best / i t igen nun  der  Reihe  nach  die Ax iome  einer  I - K a t e g o r i e  ffir 
die Kor respondenzen  fiber 9.1 : 

Die  Zusammense t zung  ist assoziativ. Beweis:  S e i u  ( U (A x B) ,  v ( U ( B x C), 
w E U ( C  x D).  Wir  setzen (a, d) = (u o v) o w ( U ( A  x D).  Nach  d e m  Hilfs-  
satz  9.4 g ib t  es c' und  q m i t  (qa, c') ~ u o v, (c', qd) <= w. Durch  nochmal ige  
Anwendung  erh~l t  m a n  (q'qa, b") <= u, (b", q'c') _~ v ffir geeignete b", q'. Mi t  
(c', qd) i s t  auch  (q' c', q'  qd) <= w (9.3). W i e d e r u m  nach 9.4 folgt  ('b", q' q d') <--_ v o w  
und  schl ie f l ieh  (a, d) _~ u o (v o w). Aus  Symmet r i eg r f inden  gi l t  auch  
u o ( v o w )  < ( u o v )  o w .  

S e i i  A das zu (1, 1) : A -> A x A /~quivalente E l emen t  von  U ( A  x A )  (zum 
Unte r sch ied  y o n  1A : A - +  A a u s  9.1). D a n n  is t  i A o u = u = u o i B ffir jedes 
u ( U (A x B). Diese Ta t sache  sowie die f ibrigen F o r d e r u n g e n  an eine I - K a t e -  
gorie in  1.3 s ind sehr le icht  zu bes t~t igen  - -  en tweder  m i t  Hi l fssa tz  9.4 oder  
d i r ek t  aus  der  Defini t ion der  Zusammense tzung .  Wi r  e r innern :  Die Ordnung  
in U (A x B)  i s t  durch  =< gegeben,  u n d  ffir u ~ (u 1, u2) ( U (A x B)  i s t  (u 2, Ul) ~ 
~ u # E  U ( B x A ) .  

A x i o m  (K 1) : Schon im AnschluB an  2.8 wurde  da rau f  hingewiesen,  dab  ein 
Nu l l ob j e k t  0 yon  92 auch ein I - N u l l o b j e k t  yon  R (gA) ist.  W/ ih l t  m a n  0 × A = A,  
so i s t  o)~t ~ 00A, ~2A ~ lX in R(0,  A) = U ( A ) .  Ffir  u ( U ( A  x B)  und  b : X -~ B 
folgg le icht  aus  9.4 

(a) b_~ ~o A o u ~  (0, b) ~ u ,  
(9.7) 

(b) b ~_ ~ A O  U ~ (a', qb) <= u f f i rgee igne t ea ' ,  q. 

A x i o m ( K 2 ) :  (a) S e i u ( U ( A x B ) , v ( U ( C x B ) u n d e o o v ~  c o o u .  W i r  
setzen (a, b) --  u o v ~ o v. Naeh  9.4 g ib t  es b', c', q mi t  

(qa, b') ~_ u ,  

(b', c') ~_ v ~, d . h .  (c', b') <= v ,  

(c', qb) -<_ v . 

lg) Wir wiederholen den Beweis: Man w~hlt einen Kern k von r = p,p - -  p2x: 
W' x X -~ W und setzt x" ---- kp~, q ~/¢P2. Dann ist das Quadra~ kommutativ. Ffir die 
Injektion/1 : W' --~ W' × X gilt {ltlPz und il r = p. MR p is~ also auch r surjektiv und daher 
k[Ir. Nach 8.1 ist kPa surjektiv, weil ~r  es ist. 
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Es folgt (O,qb--b')<= v, also qb--b'<= c o o v £  ~oou  und  daher  (O, qb - -b ' )  g u 
(9.7a). Dureh  Addit ion zu (qa, b') g u ergibt  sieh (qa, qb) g u und  daher  
(a, b) ~ u nach (9.3). (Vgl. den Beweis yon  (K 2a) ffir ~ in 1.12.) 

(b) S e i n u n  ~ 2 o u g  ~ o v  und  ( a , b ) = u .  D a n n i s t  b ~  ~ 2 o u _ ~  ~ o v  
und daher  (a', qb) ~ v fiir geeignete a ' ,  q (9.7b). Z u s a m m e n  mi t  (qa, qb) ~ u 

lie/err das (a, b) g u o v # o v nach 9.4. 
D a m i t  ist Satz 2.8 bewiesen. Ehe  wir die iibrigen Axiome verifizieren, 

bringen wir:  
9.8. B e w e i s  y o n  S a t z  2.9. Wir  er innern:  q0 : ~A -~ ~(OA) ist dureh  (1, /)  ~ 

,,, q~(/) ~ U (A x B) ,  / ( 9A(A, B)  definiert. Offenbar ist (p(1A) = i A (9.6). DaB 
~0(/g) = ~0(/) o ~(g) ist, best / i t igt  m a n  entweder  di rekt  aus der Definition der 
Zusammense tzung  oder  mi t  I-Iilfssatz 9.4. 

qJ : 92(A, B)  ~ U ( A  x B)  ist injekt iv,  denn aus (1,/1) ~ (1,/z) folgt offenbar  
]1=/2.  En tweder  di rekt  aus den Definit ionen oder  mi t  (9.7) beweist  m a n  
w o ~ (/) = w, ~2 o T (/)~ = ~2, d. h. ~0 (]) ist eigentlieh. I s t  umgekeh r t  u -- (u 1, u~) 
( U (A × B) ein eigentlieher Morphismus,  so ist u 1 eine Aquivalenz,  und  es gilt  
u ~ (1, u~- 1 u~), also u = ~ (u 11 u2). Wir  zeigen dazu,  dab u I sowohl inj ek t iv  als aueh 
sur jekt iv  ist : Aus x u  I = 0 folgt (0, xu2) ~ (xul ,  xu2) ~ u, also x u  2 ~ ~ o u = eo 
(9.7 a). Das  heiBt aber  x u  2 = O, und  weil (Ul, u2) in jekt iv  ist, folgt x = 0. Anderbr- 
seits ist 1A ~ ~(2 A = Q 0 u ~ und  daher  (a', q) ~ u # ~ (u~, ul) fiir geeignete 
a' ,  q (9.7b). Da  q sur jek t iv  ist, mu~ es auch u 1 sein. 

Beweis ~iir K ~ ( / )  = K e r n / :  Sei a:X----> A .  a ~ ~o o q~(/)# ist /~quivalent 
mi t  (0, a) g ~0 (/)# ~ (/, 1) (9.7 a), d. h. mi t  a / =  0 und sehliel]lieh m i t a  g Ke rn / .  

Die Behaup tung  B~  (/) = B i l d / e n t n i m m t  m a n  a m  einfachsten direkt  uus 
der Definition von  ~2 o ~ (/). 

9.9. Das  Axiom (K 3) fiir R(OA) wurde (unter Benutzung  yon 2.9) bereits  
in 4.2 bewiesen. Wir  haben  aueh sehon festgestell t  (2.7), dab U ( A )  fiir jedes 
A ( 92 und  daher  auch U ( A  x B)  ein Verband  ist (Axiom (K 4)). 

I s t  u~: U~-~ A aus U ( A ) ,  v = 1, 2, und  a : X -+ A beliebig, so gilt  

(a) a=< u ~ u  z ~ a g  u~ fiir ~ =  1 , 2 ,  
(9.10) 

(b) a ~ ux ~ u~ .¢~ qa = a~ + a~ und  a ~  u~ f/ir geeignete q, al, a z. 

Die erste B e h a u p t u n g  ist trivial.  Die zweite folgt m i t  dem "pul l  b a c k " - L e m m a  
aus u~ ~ u~= Bild ([Ul, u~] : U~ × U ~  A). (Dabei ist U~ x U~ als direkte  S u m m e  
aufzufassen und  [u~, u~] ist dutch  i~ [u 1, u~] = u~ definiert.) 

A x i o m  (K 5) : S t a t t  (K 5) di rekt  zu best/~tigen, ist  es einfaeher,  zuerst  

(a) u o ( u ~ o w ~ v ) ~ w ~ u o v ,  
(b) u o ( u ~ o w v v )  C w ~ J u o v  

/fir beliebige u ( U (A × B), v ( U (B × C), w ( U (A x C) zu beweisen. (K 5) folg¢ 
daraus,  wenn m a n  u ---/, w = / o g~, v = g~ setzt. Man k a n n  auch leicht zeigen, 
dab die obigen Formeln  umgekehr t  aus (K 5) (und (K 1 ) - - ( K  4)) folgen. 

Beweis yon (a) : Sei (a, c) = w f~ u o v. D a n n  gibt  es b', q mi t  (qa, b') = u, 
(b', qc) ~ v (9.4). Wegen  (qa, qc) ~_ w folgt (b', qc) _~ u # o w ~ v und  daraus  
(a, c) < u o ( u V o  w ~ v). 
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Der  Beweis  von (b) is t  e twas  l~nger, e rg ib t  sich aber  ohne Schwier igkei ten 
aus 9.4 und  (9.10b). W i r  f ibergehen die Einzelhei ten .  

Axiom (K 6): Seien A1, A 2 0 b j e k t e  von 92 und  p~ : A 1 × A 2 ~  A~, iv: A~-> 
-~ A 1 × A 2 die natf i r l iehen Pro jek t ionen  bzw. In jek t ionen .  Wie  m a n  le ieht  be- 
st/~tigt, is t  d a n n  q;(pl)~oq~(p2) das gr6Bte und  q0( i l )o~( i2 )#  das  kle ins te  
E l em en t  yon  U (A 1 × A2). 

9.11. Fi~r jedes Objekt A E 9.1 ist der Verband U(A) modular. Beweis:  Sei 
u, v, wC U(A) und  u ~  w. Zu zeigen ist  ( u ~ v ) ~ w _ - <  u ~ ( v f ~ w ) .  Sei 
a --  (u w v) f~ w, also a ~ u u v und  a ~ w. Nach  (9.10b) g ib t  es q, a 1, a 2 m i t  
qa  = a l -k  a2, a l ~  u, a 2 ~  v. Es  folgt  a2=  q a - - a I ~  w, daher  a 2 ~  v ~  w und  
schlieBlich a ~ u w (v ~ w). 

Nach  6.10 s ind d a n n  alle Axiome von MAC LA~E [11] in R(92) erffillt. 
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