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Korrespondenzen in abelschen Kategorien
Von
DieTER PUPPE* in Saarbriicken

Einleitung

Aus mehreren Griinden wird man in der algebraischen Topologie und in der
homologischen Algebra dazu gefiihrt, ,,Homomorphismen‘‘ zu betrachten, die
nicht iiberall und nicht eindeutig definiert sind. Genauer: Sind 4, B Moduln
iiber einem festen Ring, so wird ein ,,verallgemeinerter Homomorphismus* von
4 in B durch einen Untermodul ¥ C 4 x B gegeben. In Anlehnung an Bour-
BAKI [2] nennen wir f= (4, B, F) eine Modul-Korrespondenz (‘‘additive
relation” in [4], [9], [11]). f ist ein (gewdhnlicher) Homomorphismus, wenn es
zu jedem a € 4 genau ein b ¢ B gibt mit (a, b) € F. Im allgemeinen induziert f
einen Homomorphismus f': Deff - B/Indf, wobei Deff = {a](a, b) € F fiir ein
b € B} (Definitionsbereich) und Indf = {b|(0, b) ¢ F'} (Indeterminiertheit). Man
erhilt so eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen Modul-Korrespon-
denzen A — B und Homomorphismen eines Untermoduls von A in einen
Faktormodul von B.

Wir nennen folgende Griinde fiir die systematische Untersuchung von
(Modul-) Korrespondenzen:

1. Die stabilen Cohomologieoperationen héherer Art, z. B. die sekundéren
[1], [8], [13], sind Modul-Korrespondenzen.

2. Zu jeder Korrespondenz f= (4, B, F) gehort eine ,,Umkehrung*
fF= (B, 4, F¥) mit F¥= {(b, a)| (a, b) € F}. f* braucht kein Homomorphismus
zu sein, selbst wenn f einer ist. Trotzdem kann die Umkehrung zur Konstruk-
tion von Homomorphismen niitzlich sein. Sei z. B.

i P

€:0 (0N C, C, 0

eine exakte Folge von Kettenkomplexen C, mit den Randoperatoren d, und
den Homologiegruppen H, (v = 1, 2, 3). Ordnet man jedem Zykel von C, seine
Homologieklasse zu, so erhilt man eine Korrespondenz h,: C,— H,. Die Zu-
sammensetzung (vgl. 1.2)
n p¥ da i k1
ey Hy Cy—C, C, C, H,

ist der ,,verbindende Homomorphismus* in der zu ¢ gehérigen exakten Homo-
logiefolge (Niheres in 3.6—3.11).

*) Diese Arbeit wurde durch ein Forschungsstipendium der United States National
Science Foundation unterstiitzt (NSF G 10369).
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3. Eine spektrale Folge ist in der iiblichen Darstellung eine Folge von
Kettenkomplexen (E,, d,) mit E,., = H(E,). In den Anwendungen wird aber
oft zwischen a € E, und der Klasse von a in E,, s > r, nicht unterschieden.
Konsequent durchgefiihrt, bedeutet das: Man 148t alle E, auller dem ersten E,
{(oder E,) weg und betrachtet d, als Randoperator in E,. Dann ist es zwar kein
Homomorphismus, aber eine Modul-Korrespondenz (Néheres in 3.12—3.15).
Besonders niitzlich ist diese Auffassung, wenn man die spektrale Folge aus
einem exakten Paar gewinnt.

In dieser Arbeit wird aus den Eigenschaften der Korrespondenzen der Be-
griff einer Kategorie mit Involution (kurz: I-Kategorie) abstrahiert (f — f¥ wird
als Involution bezeichnet). Wir fordern zunichst nur einige ,selbstverstind-
liche* Axiome, die nicht nur fiir Korrespondenzen zwischen Moduln, sondern
z. B. auch zwischen (nicht-abelschen) Gruppen und zwischen Mengen gelten
(1.3). Die charakteristischen Eigenschaften der Modul-Korrespondenzen wer-
den durch zuséitzliche Axiome (K1)—(K 6) ausgedriickt. Was das genauer be-
deutet, geht aus folgenden Ergebnissen hervor:

1. Jede abelsche Kategorie  kann so zu einer I-Kategorie R(U) erweitert
werden, daff (K 1)— (K 6) erfillt sind und die Morphismen von U in R(A) die-
selbe Rolle spielen wie die Homomorphismen unier den Modul-Korrespondenzen
(2.8,2.9,§9).

2. R(AU) st durch diese Eigenschaft (die natirlich prdzisiert wird) bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt (4.15).

3. Zu jeder I-Kategorie R, die (K 1)—(K 6) erfiills, gibt es eine abelsche
Kategorie A mit RA) = K (5.9).

Nach FReYD [4] und LuBkix [9] 148t sich jede ,kleine*‘l) abelsche Kate-
gorie 8o in die Kategorie der abelschen Gruppen einbetten, dafl der Exaktheits-
begriff erhalten bleibt. Es folgt, dafi jede kleine I-Kategorie, die (K 1)—(K 6)
erfiillt, zu einer I-Unterkategorie der Korrespondenzen zwischen abelschen
Gruppen isomorph ist.

Mac Laxg hat in [11] ebenfalls ein Axiomensystem fiir I-Kategorien an-
gegeben, das in R () erfiillt ist (fir jede abelsche Kategorie ). Es reicht aber
nicht aus, um diese I-Kategorien zu charakterisieren. Die Beziehungen zu
unseren Axiomen werden in § 6 untersucht.

Fiir viele Anwendungen der Korrespondenzen wird nur ein Teil unserer
Axiome gebraucht. Die Arbeit ist deshalb so aufgebaut, dafl wir jedes Axiom
erst dann einfithren, wenn wir es wirklich benutzen. In § 1 diskutieren wir (K 1)
und (K 2). Diese Axiome geniigen fiir die Anwendungen in § 3: Fiinfer-Lemma,
Homologie, verbindender Homomorphismus, spektrale Folgen, exakte Paare.
In § 2 konstruieren wir R (), um zu zeigen, daB sich unsere Methoden auf jede
abelsche Kategorie Y anwenden lassen. Gegeniiber der direkten Behandlung
in A — etwa des verbindenden Homomorphismus, vgl. [3], [6], [7] — bieten
sie erhebliche Vereinfachungen. Andererseits ist ihr Anwendungsbereich nicht
auf abelsche Kategorien beschrinkt, sondern umfafit z. B. auch (nicht-abelsche)
Gruppen und ihre Homomorphismen.

1) Das heilt, die Objekte bilden eine Menge.
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Die wichtigsten theoretischen Ergebnisse finden sich in §4 und § 5. Sie
stittzen sich auf § 1 und § 2. Dagegen kann § 3 iiberschlagen werden, wenn man
sich nur fiir diese Resultate interessiert.

Ich danke Herrn S.Mac Laxg fiir zahlreiche anregende Gespriche und wertvolle
Ratschlige im Zusammenhang mit dieser Arbeit.

§ 1. Kategorien mit Involution

1.1. Eine Kategorie € besteht bekanntlich aus einer Klasse von ,,Objekten‘
und einer Klasse von ,, Morphismen‘‘ mit folgender Struktur : Jedem Morphismus
f € €ist ein ,,Ausgangsobjekt'* A und ein ,,Zielobjekt’* B zugeordnet. f heiBlt dann
ein Morphismus von 4 in B, und man schreibt f : 4 — B. Fiir festes A, B bilden
die Morphismen von A in B eine Menge, die wir mit €(4, B) bezeichnen. Fiir
] €€(4, B), g €c€(B, C) ist eine ,,Zusammensetzung* f o g = fg € €(4, C) de-
finiert?). Sie ist assoziativ. Zu jedem Objekt A ¢ € gibt es eine ,,Identitit"
1,6€(4, A) mit 1,f=f= f1p fir alle f ¢ €(4, B). 1, ist dadurch eindeutig
bestimmt.

1.2. Seien 4, B Mengen. Eine (Mengen- ) Korrespondenz von A in B ist ein
Tripel = (4, B, F), wobei F eine Untermenge des kartesischen Produkts
A x B ist (BoursBaxgi [2]). Ist g = (B, C, @) eine zweite Korrespondenz, so
wird die Zusammensetzung fg = (4, C, F o @) durch

F o G ={(a, c) | es gibt ein b ¢ B mit (a, b) ¢ F, (b, ¢) € G}

definiert. Die Mengen-Korrespondenzen bilden dann eine Kategorie &. Die
(gewohnlichen) Abbildungen zwischen Mengen bilden eine Unterkategorie
von &.

Die Inklusionsrelation zwischen Teilmengen von 4 X B liefert eine (Teil-)
Ordnung in &(4, B). Die Vertauschung der Faktoren A X B— B X A in-
duziert eine (bijektive) Abbildung & (4, B) - & (B, A) (f - f#).

In Anlehnung an dieses Beispiel definieren wir:

1.3. Definition.  heillt eine (geordnete) Kategorie mit Involution (kurz:
I-Kategorie), wenn folgendes gilt:

(a) R ist eine Kategorie.

(b) Die Morphismenmenge R(A4, B) ist (teilweise) geordnet (fiir jedes Paar
von Objekten 4, B) und

flcf2$flgcf2g (fVER(A, B))QEQ(B: C))'
(¢) Es ist eine Abbildung R(4, B) 5 f — f#¢ K(B, 4) gegeben, und
(c1) (fg)¥=g¥*f¥*,
(c2) f¥¥#=f,
Diese Abbildung heifit Involution.

?) Man beachte die Reihenfolge! Wir lassen demnach Abbildungen ,,von rechts*
wirken.

1%
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Offenbar folgt, dafl die Involution ein Ordnungsisomorphismus ist. Ferner
gilt 1¥=1 o0 1¥= (1 0 1¥)# (nach ¢ 1) = 1¥#¥ = 1. Wendet man die Involution
auf die Bedingung unter (b) an, so erhélt man [ C f3f = g% ¥ Cg*ff. Da es
sich um beliebige Morphismen handelt, kann man die Kreuze auch weglassen,
und es folgt

flcfzégflcgf2 (gEQ(A>B)!.fvE@(B> C))

1.4. Beispiele. Die Mengen-Korrespondenzen bilden eine I-Kategorie &
(1.2). Weitere Beispiele erhédlt man, wenn man in 1.2 anstelle von Mengen nimmt:
(a) Mengen mit Grundpunkt, (b) Gruppen, (c¢) (Links-) Moduln iiber einem
festen Ring A. Wir nennen diese I-Kategorien B, ® bzw. M = M 4. Ein Objekt
von B, G, M ist also eine Menge mit Grundpunkt *, eine Gruppe bzw. ein Modul.
Ein Morphismus ist ein Tripel (4, B, F) mit der Eigenschaft

(¢, ¥) eFCA X B (im Fall B)
F ist eine Untergruppe von 4 X B (im Fall ®)
F ist ein Untermodul von 4 x B (im Fall %) .

Zusammensetzung von Morphismen, Ordnung und Involution werden wie fiir &
definiert.

1.5. Sei R eine I-Kategorie. Eine Unterkategorie & von K heiit I-Unter-
kategorie, wenn f € R = f#¢ K. In naheliegender Weise kann dann R’ eben-
falls als I-Kategorie aufgefalit werden.

1.6. Wir fithren nun zusétzliche Axiome fiir eine I-Kategorie R ein und
untersuchen ihre Konsequenzen. Unser Ziel ist es, die Eigenschaften der Modul-
Korrespondenzen zu charakterisieren. Wir werden aber auch immer angeben,
wie weit die Axiome in den anderen Beispielen &, B und & erfiillt sind.

Axiom (K 1). Es gibt ein Objeki 0 in R, so daff R(0, 0) nur aus der Identitit
1, besteht und dap R(0, A) fiir jedes A € R ein kleinstes und ein groftes Element
enthilt. Wir schreiben fiir diese Elemente w = wy bew. 2 = 0.

Wir nennen 0 ein I-Nullobjekt von R. Man zeigt leicht, dal es bis auf
Aquivalenz3) eindeutig bestimmt ist.

Erfiillt R das Axiom (K 1), so definieren wir fix f ¢ R(4, B):

If = wuf € R0, B) {Indeterminiertheit)

. Bf = Q4f (Bild)
' Kf= wgftcR(0,4) (Kern)
Df= Qpf¥ (Definitionsbereich).

Die ersten beiden Definitionen sind im Sinne der Ordnung zueinander dual. Die
Involution liefert eine andere Art von Dualitdt zwischen der ersten und dritten,
sowie der zweiten und vierten. Diese beiden Arten von Dualitit werden immer

3) In irgendeiner Kategorie heiBt g invers zu f, wenn fg = 1 und gf = 1. Ein Mor-
phismus heiﬁt_ Agquivalenz, wenn er ein Inverses hat. Zwei Objekte 4, B heiBen dquivalent,
wenn es eine Aquivalenz 4 — B gibt.
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wieder auftreten. Viele Definitionen und Sitze erscheinen daher in Vierer-
gruppen?).

1.8. Die I-Kategorien &, B, &, M (1.2, 1.4) erfiillen alle das Axiom (K 1)%).
Die leere Menge & ist ein I-Nullobjekt in &. & (9, A) enthilt fiir jede Menge 4
nur ein Element, nimlich (9, 4, 8). Die Definitionen (1.7) sind daher uninteres-
sant fir &. In B ist jede Menge, die nur aus dem Grundpunkt besteht, ein
I-Nullobjekt. Hier ist 0 x A mit 4 dquivalent, und es besteht eine umkehrbar
eindeutige Beziehung zwischen B (0, 4) und den Untermengen mit Grundpunkt
von 4. Dabei entsprechen die Definitionen (1.7) fir f = (4, B, F) ¢ B(4, B)
den folgenden bekannten Bildungen:

Indf = {b|(x,b) ¢ F}

Bildf = {b|es gibt ein a ¢ A mit (a, b) ¢ F'}
Kernf = Indf#

Deff = Bildf#*.

Dasselbe gilt fiir die I-Kategorien ® und %, wenn man ,,Untermengen‘* durch
,sUntergruppen‘‘ bzw. ,,Untermoduln® ersetzt und fiir * das neutrale Element
nimmt.

1.9. Seinun K eine I-Kategorie, die (K 1) erfillt. Bin Morphismus f ¢ R(4, B)
heilBt I-reguldr ( B-, K-, D-regulir ), wenn If = o (Bf = 2, Kf = w, Df = ).
Ist f ID-regulér (d. h. I- und D-regulér), so nennen wir f auch einen eigentlichen
Morphismus. In ® und 9 ist f genau dann ID-regulér, wenn es ein Homomor-
phismus ist. In B und & ist zwar jede Abbildung eine ID-reguléire Korrespon-
denz, aber nicht umgekehrt.

Ein eigentlicher Morphismus, der aulerdem B-regulir (K-regulér) ist, hei3t
Epimorphismus (Monomorphismus). f heillt Isomorphismus, wenn f sowohl
epimorph als auch monomorph ist. Fir Homomorphismen zwischen Gruppen
und Moduln stimmt das mit dem iiblichen Sprachgebrauch iiberein.

1.10. Seien feR(4, B) und g < RK(B,C) beide I-reguldr. Daan ist
wyfg = wpg = wg, d. h. auch fg ist I-regulir. Entsprechendes gilt fiir die Be-
griffe B-, K- und D-regulir. Die Morphismen eines bestimmten ,,Regularitits-
typs* bilden also eine Unterkategorie von R. Insbesondere ist das firr die
eigentlichen Morphismen der Fall. Wir bezeichnen die von ihnen gebildete
Kategorie mit € = €(R). Sie hat dieselben Objekte wie K.

Wird umgekehrt fg als I-regulir (B-regulir) vorausgesetzt, so gilt dasselbe
fir g, denn wgC wfg = w (2¢ D Lfg = Q). Durch Involution: Ist fg K- bzw.
D-regulir, so auch f. Es folgt, daB jede Aquivalenz ein Isomorphismus ist. Die
Umkehrung davon gilt nicht ohne zusétzliche Voraussetzungen, wie die Bei-
spiele & und B zeigen (s. aber 1.19).

1.11. Sei € irgendeine Kategorie. Ein System von Nullmorphismen in € be-
steht darin, da8 jedem Paar von Objekten A4, B<€ ein Morphismus

%) Eine dritte Art von Dualitit ergibt sich, wenn man f# w¥F, f# QFF, foif, f Q3§ bildet.

%) Es ist trotzdem unabhéngig von den Forderungen in 1.3, denn es iibertragt sich
nicht auf beliebige I-Unterkategorien.
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0=0,p¢€(4, B)sozugeordnet ist, dall f0po=0,4 =04 g fiir alle f c€(4, B),
g €€(B, C). Wenn ein solches System existiert, so ist es eindeutig, denn
04 p= 04 40, p= 045 (fiir irgendein zweites System 0/ 5). Ein Objekt N ¢ €
heifit Nullobjekt von €, wenn € (N, 4) und € (4, N) fiir jedes 4 € € aus genaun
einem Element 0, bzw. 0, bestehen (Mac Laxg [10], Nr. 15). Je zwei Null-
objekte sind dquivalent. Setzt man 04 = 0,05: 4 > B, so erhilt man ein
System von Nullmorphismen. Sind umgekehrt Nullmorphismen in € gegeben,
so wird ein Nullobjekt N durch 1y= Oy 5 charakterisiert®).

Ist R eine I-Kategorie mit einem I-Nullobjekt 0, so ist 0 ein Nullobjekt von
€ = E(R). wy bzw. QF sind die einzigen Elemente von € (0, 4) bzw. €(4, 0).
04p= Q% wp: A — Bist ein System von Nullmorphismen in €.

1.12. Das nichste Axiom betrifft die Frage, in welchen Fillen /¥ und f*f
die Identitit oder wenigstens eine Annéherung an die Identitdt sind. Wann ist
etwa g f#fC g ? Besteht diese Bezeichnung, so folgt If = wfC wgf#fC wg = Ig.
Dual dazu (im Sinne der Ordnung) ist Bf > Bg eine notwendige Bedingung fiir
gr¥f>g.

Axiom (K 2). Die obigen notwendigen Bedingungen sind auch hinreichend,
d.h.

(@ Ifclg=gf¥fcy
(b) Bf>Bg=gf¥fdg.

(Die Voraussetzungen besagen insbesondere, dal f und g dasselbe Zielobjekt
haben.) (K 2a) gilt in den Beispielkategorien 9, &, aber nicht in B, &. (K 2b)
gilt in M, G, B, aber nicht in &. Diese Behauptungen sind leicht zu verifizieren.
Wir beweisen als Beispiel (K 2a) fiir &: Sei f = (4, B, F), g = (C, B, G). Aus
(¢, b) € G o F¥ o F folgt dann die Existenz von b'¢ B, a ¢ 4 mit

(e, b) €@

(', a) cF¥*,d. h. (a,b) ¢ F

(@, 0) €F .
Daraus ergibt sich (e, b’ ~1b) ¢ F (e = Einselement) und daher auch ¢ G wegen
IfcIg. Also ist (¢, b) = (¢, b') (e, b'~1b) ¢ G.

1.13. Fiir den Rest des Paragraphen sei R eine I-Kategorie, die die Axiome

(K 1) und (K 2) erfiillt. Obwohl wir sie spiter fiir bestimmte Zwecke durch wei-
tere Axiome ergénzen miissen, haben schon diese beiden weitreichende Kon-
sequenzen. Wir stellen hier einige davon zusammen, die im folgenden immer
wieder gebraucht werden:

IfcI g=gf¥fcy
Bf>Bg «gf#f>g
KfcKgeff¥fgcy
Df>Dg = ff¥g>g.

¢) Eine Kategorie mit Nullmorphismen braucht kein Nullobjekt zu enthalten. Man
kann sie aber immer durch Hinzunahme eines Nullobjekts erweitern.

(1.14)
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Beweis. Die ersten beiden Implikationen haben wir von rechts nach links
unter 1.12 bewiesen. In der anderen Richtung sind sie gerade das Axiom (K 2).
Die beiden letzten Aussagen erhélt man durch Anwenden der Involution auf
die ersten.

(1.15) F1¥#f = f fiir alle Morphismen f ¢ R.
Beweis. Man setze g = fin (1.14).
HFf =
(1.16) of*f = of
QfFf = Qf.

Beweis. ofCof*fC wff¥f= wf (nach 1.15) liefert die erste Aussage. Die
zweite ist dual dazu.

(1.17) Aus jCg,1f=1Ig, Df = Dg folgt f— g.
Beweis. gCff¥g (1.14) C fg¥g (weil f#Cg¥)C f (1.14).

| st Lregulir < f¥fC 1
f ist B-reguldr < f¥f>1
f ist K-reguliir « ff* C 1
f ist D-regulir « ff*+ > 1.

(1.18)

Beweis. Man setze g = 1 in (1.14).

(1.19) Ein Morphismus f ¢ R ist genau dann eine Aquivalenz, wenn er ein
Isomorphismus (1.9) ist. Wenn das der Fall ist, so ist f¥ invers 2u f.

Beweis. DaB jede Aquivalenz ein Isomorphismus ist, wurde in 1.10 gezeigt.
Ist f ein Isomorphismus, so gilt f#f = 1 und ff#= 1 nach (1.18).

(1.20) Die geordnete Menge R(A, B) enthilt ein kleinstes und ein gréftes
Element w, g bzw. 2,4 5.

Beweis. Wir definieren

wip= w§{wg:A—->B
QABz Qﬁ:.QBA—éB

Fiir jedes f ¢ R(4, B) ist dann wpCwyf, also wyp= ofwpCwfwyfdf,
letzteres nach (1.18), weil w4 I-regulér ist. Dual dazu: fC 2, 5.

§ 2. Korrespondenzen iiber einer abelschen Kategorie

In Verallgemeinerung der Modul-Korrespondenzen werden wir Korrespon-
denzen iiber einer beliebigen abelschen Kategorie definieren. Vorher treffen wir
einige Festsetzungen zur Terminologie.

2.1. Sei € eine Kategorie. Ein Morphismus f ¢ € heiflt injektiv, wenn
xf =a'f=>x=a fir alle z, 2’ €€, surjektiv, wenn fy = fy'=y =y’ fiir alle
¥,y € €. Die Begriffe ,,monomorph* und ,,epimorph** werden dagegen in dieser
Arbeit immer im Sinne von 1.9 (fiir eine I-Kategorie) verwendet. In einer
I-Kategorie, die den Axiomen (K 1) und (K 2) geniigt, ist jeder Monomorphis-
mus (Epimorphismus) injektiv (surjektiv). Ist ndmlich f monomorph, so ist
=1 (1.18), also zf=2'f =z = aff#=a'f{¥=z'. Die Umkehrung gilt
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offenbar nicht, da nach diesem Schlufl schon jeder KD-reguldre Morphismus
injektiv ist (vgl. aber 4.9).

2.2. Sind u,: U,— 4 (v = 1, 2) Injektionen (in irgendeiner Kategorie €), so
schreiben wir 4, < u,, wenn es ein x: U, — U, gibt mit u;= xu,. x ist dadurch
eindeutig bestimmt (und injektiv). Die Relation = ist transitiv und reflexiv.
Ist u, £ u, und 4, < uy, so heilen u, und w, (links-) dquivalent, in Zeichen:
Uy ~ Uy Die zugehorigen Morphismen U,-> U, und U,~ U, sind dann invers
zueinander. Wir wihlen aus jeder Aquivalenzklasse von Injektionen in A einen
Reprisentanten?). Diese ausgewihlten Injektionen heilen Unterobjekte von A.

Dual dazu setzt man ¢, < ¢, fiir Surjektionen ¢,: 4 - @,, wenn es ein
y gibt mit ¢,— g,y. Man definiert Rechts-Aquivalenz und wihlt aus jeder
Aquivalenzklasse einen ,,Quotienten’’.

2.3. Sei nun € eine Kategorie mit Nullmorphismen (1.11). Sind » und f
Morphismen von €, go heiit « ein Kern von f, wenn

(a) u injektiv ist,

(b) uf=0,

(¢) es zu jedem x € € mit xf = 0 ein 2’ mit x = 2’ u gibt.

Je zwei Kerne von f sind dquivalent und jede zu einem Kern dquivalente In-
jektion ist ein Kern. Hat f: 4 - B iiberhaupt einen Kern, so bezeichne Kernf
denjenigen Kern, der zugleich ein Unterobjekt von A ist.

Dual dazu fithrt man den Begriff eines Cokerns ein und definiert den
Quotienten Cokernf. Ferner setzt man: Bildf = Kern(Cokernf) und Cobildf
= Cokern (Kernf).

2.4. Ehe wir abelsche Kategorien einfithren, definieren wir einen etwas all-
gemeineren Begriff, den wir spater brauchen werden. Es handelt sich — ungenau
gesagt — um ,,abelsche Kategorien ohne Addition*:

Eine Kategorie € mit Nullmorphismen heilit quasi-exakt, wenn sie die beiden
folgenden Axiome erfillt:

(QE 1) Jeder Morphismus f € € hat einen Kern und einen Cokern, und es gibt
eine Aquivalenz f mit f = (Cobildf) o fo (Bildf).

(QE 2) Fiir jedes Objekt A € € bilden die Unterobjekte von A eine Menge.

Viele fiir abelsche Kategorien bekannte Tatsachen gelten auch fir quasi-
exakte Kategorien, z. B.: f: 4 - B ist genau dann eine Injektion, wenn
Kernf = 08). Ist das der Fall, so ist f ein Kern von Cokernf. Beweis: Fiir eine
Injektion ist offenbar Kernf = 0. Nehmen wir umgekehrt Kernf = 0 an, so ist
1,4 ein Cokern von Kernf, also Cobildf eine Aquivalenz. Nach (QE 1) ist dann f
links-dquivalent mit Bildf. Insbesondere ist f injektiv.

Entsprechend beweist man die duale Aussage, und es folgt: Ist u injektiv
und ¢ surjektiv, so ist » ein Kern von ¢ genau dann, wenn ¢ ein Cokern von  ist.

7} Wir legen ein logisches bzw. mengentheoretisches System zugrunde, in dem solche
Auswahlen aus Klassen méglich sind.

8) Das bedeutet zunichst: Kernf ist ein Nullmorphismus 0, ,: U — 4. Da Kernf
injektiv ist, folgt aber 1; = Oy y, d. h. U ist ein Nullobjekt (1.11). Indem man f =1,
A irgendein Objekt von €, wihlt, kann man daraus schlieBen, daB jede nicht-leere quasi-
exakte Kategorie ein Nullobjekt enthilt.
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Man erhdilt eine umkehrbare eindeutige Beziehung zwischen Unterobjekten und
Quotienten eines Objekts 4. Insbesondere bilden auch dieQuotienten eine Menge.

Ist f sowohl injektiv als auch surjektiv, so sind Bildf und Cobildf Aquiva-
lenzen, also auch f.

2.5. Eine Kategorie € heilt praadditiv, wenn € (4, B) fiir alle 4, B € € eine
abelsche Gruppe ist und die Zusammensetzung von Morphismen beide distribu-
tive Gesetze erfiillt. Die neutralen Elemente 043¢ €(d4, B) sind dann Null-
morphismen im Sinne von 1.11. Eine priadditive Kategorie heiflt additiv, wenn
je zwei Objekte ein direktes Produkt (gleichwertig: eine direkte Summe) haben
(s. [5], [14]).

Eine Kategorie heiit exakt, wenn sie praadditiv und quasi-exakt ist ([3],
[147). Sie heiit abelsch, wenn sie additiv und quasi-exakt (also auch exakt) ist
([5], [14]).

Nicht jede quasi-exakte Kategorie € 1aBt sich durch Einfithrung einer
Addition in €(4, B) zu einer exakten machen (s. die beiden Beispiele in § 7).
Andererseits gilt:

2.6. Satz. Ist € eine quasi-exakie Kategorie und haben je zwei Objekte von €
ein direktes Produkt (oder je zwei eine direkte Summe), so gibt es genau eine Ver-
kniipfung in € (A, B), die € zu einer additiven (und damit abelschen ) Kategorie
macht.

Die Begriffe ,,direktes Produkt* und ,,direkte Summe** werden wie in [5]
definiert. Wir beweisen den Satz in § 8. Er wird spiter auch benutzt werden,
ist aber fiir diesen Paragraphen nicht wichtig.

2.7. Sei nun A eine abelsche Kategorie. Fiir ein Objekt A ¢ A bezeichne
U (A4) die Menge der Unterobjekte von 4. Die Relation < (2.2) liefert eine (Teil-)
Ordnung in U (4), die U (4) zu einem Verband macht ([5], 1.4). Zu jedem Paar
A, B €2 wahlen wir ein bestimmtes direktes Produkt 4 x B7).

Wir definieren : Eine Korrespondenz iiber 3 von 4 in Bist ein Tripel (4, B, u)
mit u € U(4 x B). Zur Abkiirzung schreiben wir auch « fiir (4, B, u) und be-
trachten dementsprechend U (4 x B) als die Menge der Xorrespondenzen von
Ain B.

Ist u:U—>A4Ax Baus U(Adx Byund v: V- B x C aus U(B x (), so
definieren wir « o v € U(4 x C) wie folgt. (Zur Unterscheidung schreiben wir
die Zusammensetzung von Morphismen in 2 ohne ,,0%.) Wir bilden die In-
jektionen

ux1:UxC->A4Ax BxC

l1xv:AxV->4Ax BxCC.

(Dabei sei 4 x B x C etwa durch (4 x B) x C festgelegt. Dann ist es mit
A x (B x C)in natiirlicher Weise dquivalent.) 4’ und v’ seien die zu 4 x 1 bzw.
1 x v links-dquivalenten Elemente des Verbandes U(4 x B x C), und
w'= '~ v sei ihre untere Grenze. Ist schlieBlich p': 4 x B x 0 — 4 x C die
natiirliche Projektion, so setzen wir 4 o v = Bild (w’ p’).

U(4 x B)ist bereits eine geordnete Menge. Die Vertauschung der Faktoren
4 x B— B x A induziert die ,,Involution“ U(4 x B)> u—u¥c U(B x 4).
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2.8. Satz. Die Korrespondenzen diber der abelschen Kategorie U bilden eine
I-Kategorie R(U) (mit der oben definierten Zusammenselzung, Ordnung und
Involution ), die den Axiomen (K 1) und (K 2) geniigt.

Der Beweis wird in § 9 gefithrt. Wir stellen hier nur fest: Ein Nullobjekt
0 von ¥ ist auch ein I-Nullobjekt von R(2) (1.6, Axiom K 1). Wir konnen
0 x 4 = A fiir jedes Objekt 4 annehmen. Das kleinste bzw. grofite Element
von R(0, 4) = U{4) ist dann durch

Wy~ 00 A 0> A
Qi~1,:4-54
gegeben.

Wir definieren nun eine Abbildung ¢: A - K(A): Fir ein Objekt 4 sei
@(A4) = A. Ist f irgendein Morphismus von 2, so ist (1, f}: 4 - A x B?) eine
Injektion. @ (f) sei das zu (1, f) links-dquivalente Element von U (4 x B).

2.9. Satz. ¢: A K(QA) ist esn Funktor. Er bildet A (A, B) umkehrbar ein-
deutig auf die Menge der eigentlichen Morphismen in R(A4, B) ab. Fiir jedes
feA(4, B) gilt

Kg(f) = w30 ¢(f)* = Kernf

Bo(f) = 2,0 ¢(f) = Bild .
Der Beweis wird zusammen mit dem von 2.8 in § 9 gegeben. Dort werden auch
die noch zu diskutierenden Axiome (K 3)—(K 6) fiir R () bestatigt. Alle diese
Beweise konnen auf Grund eines einfachen Hilfssatzes (9.4) fast ebenso gefiihrt
werden wie fiir Modul-Korrespondenzen.

§ 3. Einige Anwendungen

In diesem ganzen Paragraphen sei ® eine I-Kategorie, die den Axiomen
(K 1) und (K 2) geniigt. Darunter fallen insbesondere die I-Kategorien K ()
von Korrespondenzen iiber einer abelschen Kategorie 9 (2.8). Da 2 mit der
Unterkategorie € = €(R) der eigentlichen Morphismen von R = R () isomorph
ist (2.9), erhilt man Anwendungen auf 2 selbst. Unsere Voraussetzungen iiber
R lassen aber neben K () noch viele andere I-Kategorien zu, z. B. die I-Kate-
gorie ® der Gruppen-Korrespondenzen.

3.1. Das Fiinfer-Lemma. Eine Folge

. fﬂ—S A”_l fn—l _An An+1 fn+1 e
aus R heilt exakt, wenn Bf, _ , = Kf, fiir alle n. Ist R = K1), so stimmt das fiir
eigentliche Morphismen mit dem iiblichen Exaktheitsbegriff in 2 iiberein (2.9,
wir identifizieren % mit € (R) durch ¢). Entsprechendes gilt fir R = &.
Das Diagramm

n

A—1-p—2tsc-top
32) I B
i1-3-%7g-2p

Fig .1

%) Wir schreiben (a,, a,) : X — 4, X 4, fiir den (eindeutig bestimmten) Morphismus
mit (@, ;) Py = a, (v = 1, 2), wobei p, :4; X 4, -+ A, die Projektionen sind.
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sel kommutativ und bestehe aus lauter eigentlichen1%) Morphismen von K. Aus
gc = bg folgt im allgemeinen nicht ¢§# = g¥b, aber es folgt

(3.3) g Cg¥*bg* = g*gef* Cog*,
denn 1 ¢ §7¥# und g*gC 1 fiir eigentliche Morphismen §, g (1.18). Wir nehmen

nun zusétzlich an, daB die Zeilen in (3.2) exakt sind und daB @ epimorph, d mono-
morph ist. Dann gilt

(3.4) Ig%#b = Icg#, D(g¥b) = D(cG¥) .

Beweis. wg¥b = Qfb (Exaktheit) = Qa f(Kommutativitit) = Qf (a epi-
morph) = w§¥* (Exaktheit) = wcg¥ (c eigentlich). Der Beweis der zweiten
Gliederung ist dual™).

Aus (3.3) und (3.4) erhilt man nun doch (nach 1.17)

(8.5) g¥b = cg¥.

Das Fiinfer-Lemma ist bekanntlich ein Korollar der beiden Aussagen:
¢ epimorph = b epimorph, b monomorph = ¢ monomorph. Diese folgen un-
mittelbar aus (3.5), da g*, 3% BK-regulér sind (vgl. 1.9, 1.10).

3.6. Homologie. Sei C ein Objekt von & und d € R(C, C). Ein Objekt. H zu-
sammen mit einem Morphismus & € R(C, H) heilt Homologicobjekt von (C, d),
wenn b IB-regulir ist und K& = Bd, Dk = Kd. Notwendige Bedingung fiir die
Existenz von (H, k) ist also BdCKd'?). In der I-Kategorie M der Modul-
Korrespondenzen ist das auch hinreichend: Fiir H nimmt man den iiblichen
Homologiemodul Kernd/Bildd, und & ist die natiirliche Projektion von Kernd
auf H. Im nichsten Paragraphen werden wir ein weiteres Axiom (K 3) fiir I-Ka-
tegorien einfiithren, das die Existenz eines Homologieobjekts unter der Bedingung
Bd C Kd sichert und insbesondere in jedem K () (Korrespondenzen iiber der
abelschen Kategorie ) erfiillt ist. Es gilt jedoch nicht in ® (Gruppen-Korre-
spondenzen); dort existiert (H, ) genau dann, wenn Bild d ein Normalteiler von
Kernd ist.

DaB (H, h) ein Homologieobjekt von (C, d) ist, kann auch durch die Exakt-
heit der Folge

0=w,  #¥# d A 0=0¥
3.7 0 H c c H 0
ausgedriickt werden. Wenn (H, k) existiert, so nennen wir (C, d) ein Ketten-
objekt und d einen Randoperator.

Seien nun (C,, d,), v = 1, 2, zwei Kettenobjekte mit den Homologieobjekten
(H,, k). Fiir f € R(Cy, O,) setzen wir f, = h¥ fhy€ R(H,, H,) und sagen: f, wird
durch f induziert.

3.8. Hilfssatz. Ist Bd,f C Bd, und K(fd,) DKd,, so ist f, ein eigentlicher
Morphismus (selbst wenn f es nicht ist).

%) Diese Voraussetzung konnte abgeschwiicht werden.

11y ,,Dual* bedeutet hier: Man ersetze jeden Morphismus f durch f# und kehre die
Ordnung in 8(4, B) um. Eigentliche Morphismen und exakte Folgen behalten dann diese
Eigenschaften. Die Begriffe ,,monomorph* und ,,epimorph* werden vertauscht.

12) Das ist mit dd = 0 dquivalent, wenn d eigentlich ist, s. 4.10,
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Beweis. If,= whiffh,= Qd,fh,C Qdyh,= 0whhy= 0h, (1.16) = w.
Dualld) dazu Df, = Q.

Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind insbesondere dann erfillt, wenn
f ein ,, Kettenmorphismus‘‘ ist, d. h. wenn d, f = fd,. Ist auBerdem ¥ ein Ketten-
morphismus, so ist auch (f¥),= k3 f¥h; = (f4)* eigentlich, d. h. f, ist ein
Isomorphismus und daher eine Aquivalenz (1.19). Setzt man (C}, d;) = (Cy, dy)
und f = 1, so erkennt man, daf} das Homologieobjekt eines Kettenobjekts bis
auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

3.9. Der verbindende Morphismus. Seien (C,, d,), v = 1, 2, 3, Kettenobjekte
mit den Homologieobjekten (H,, &,). ¢ ¢ R(C,, Cy) und p € K(C,, C;) seien
Kettenmorphismen und die Folge

£:0——C,— 0~ 0, — 0
sei exakt. (Weder d, noch 4, p brauchen eigentliche Morphismen zu sein.) Wir
betrachten das Diagramm

0 0

<
P

2
=
o

i 71
0 PE da o 0
(3.10) 0 H, 0, c, H, 0
P Pi
4
00— H, 0,20, g,~20
0 0
0 0
Fig. 2

Nach Voraussetzung sind darin alle Zeilen und Spalten exakt und die beiden
Quadrate kommutativ. Nach 3.6 haben wir durch ¢ bzw. p induzierte eigent-
liche Morphismen
iy= hiihky: Hy— H,
Pe= hiFphy: Hy— H, .
Wir definieren den ,,verbindenden Morphismus'* der Folge ¢ durch
ex= b p¥dyi%h Hy— H,.

3.11. Satz. g, st ein eigentlicher Morphismus, und das Dreieck
H,<*—H,
AN
H,
ist exakt.

13) 8, FuBnote 11. Man beachte aber, daBl %, nicht durch hjf* ersetzt wird, sondern
ungedndert bleibt.
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Beweis. Wir beweisen zunichst die Exaktheit. Man verfolge die Rech-
nungen im Diagramm (3.10):

Bei H;: Be,= QhFpHdyitth = wdff p¥dyi*h = wp*dfFd,i¥h (wegen
pds= dyp) = QidfFd,i¥h = Qdyi¥hy (1.16) = whiFi¥h = Ki,.

Bei H, ist Ke, = Bp, dual dazu.

Bei Hy: Biy= QhFihy= wdffihy= wi*dih, (wegen Ki = w) = wdjFi¥*ih,
(wegen d i = id,) = QR i¥ihy= Qih, (1.16). Dualdazuist Kp,= wp¥h,, und
wegen der Exaktheit von efolgt Bi, = K p,.

Nun zeigen wir, dal e, ein eigentlicher Morphismus ist: Zunéchst gilt
whif= Qdy= Qpdy (p B-regulir) = Qd,p C wdj p (wegen Bd,C Kd,). Es folgt
Iey = whi pHdyi¥h CwdF pp¥dyithy = wp®dyi®thy (1.16) = Qidyi¥h =
= Qdii%h = whiFii¥h = 0¥k = wh= o . Dual dazu D¢, = Q.

3.12. Spektrale Folgen. Sei ¢ ein Objekt von R und d, eine Folge von
Randoperatoren in C (r = r,), so daB}

Id,= Bd,_,

Dd,=XKd,_,

(wobei d, _,= 0). Wir wollen zeigen, daBl man (C, d,,, d, , ,, . . .) als spektrale
Folge auffassen kann.

Sei (H,, h,) ein Homologieobjekt von (C, d,). d, induziert d,= bjF d,.h,_,:
H, ,~H, , (wobei H,_,=0C, h,_,=1, d,=d,). Wir setzen ferner
b=k b, H,_,— H,.

3.14. Satz. (a) d, st ein eigentlicher Morphismus. (b) (H,, k,) ist ein Homo-
logieobjekt von (H,_ 1, d,).

Beweis. (a)folgt aus 3.8, denn Bd,_,d,= 2d,_,d,= wd,d,(3.13)C 2d.d,C
Cwd#d,= vd, (1.16) = 2d,_,= Bd,_; und dual dazu K (d,d,_,) DKd,_,.

(b) AusKhk, ;= Bd,_,=1d,C Bd,= Kb, ergibt sich Ik, = whi* 1h, Cwhih,
= wh,= w, d.h. k, ist I-regulir. Dual dazu ist es D-regulir. Ferner ist
Kh,= whFh,_ = Qd,h,_,= QdFd.h,_,= wd¥ d.h,_,= Qi dh,_,= Bd,
und dual dazu DA, = Kd,.

Nach diesem Satz ist (B,= H,_,,d,), r = r,, eine spektrale Folge im iibli-
chen Sinn (in der Kategorie der eigentlichen Morphismen von ). Ist umgekehrt
eine solche Folge gegeben, so 148t sich leicht ein Objekt C = E, und eine Folge
von Randoperatoren d, in K(C, C) konstruieren, fiir die (3.13) gilt. Die beiden
Konstruktionen sind invers zueinander.

3.15. Exakte Paare. Die obige Interpretation einer spektralen Folge ist be-
sonders zweckmé&Big, wenn man von einem exakten Paar

f

N/

ausgeht (Massey [12]). Wir nehmen an, dafl g und % eigentliche Morphismen
sind (f dagegen beliebig) und setzen

dy=h(fFy-1g:C>C, rz 1.

(3.13)

A
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Dann ist
Qr¥= 0 r=1
— Hopr-1 3 P13 ’
Dd,= QgFfr=2h= = 2f=h {Qﬁr—zh#: wgkfr-th#=Kd,_;, r>1
und dual
w, r=1
Id’z{Bd,_l, r>1.

Ferner gilt
Bd,= Qh(f*yr-1gC Qg = wh¥* Cwg¥fr—1ir¥=Kd,.

Erfiillt die zugrunde gelegte 1-Kategorie nicht nur die Axiome (K 1), (K 2),
sondern auch (K 3) aus § 4, so ist also d, ein Randoperator (4.4), und (C,d,,d,,...)
ist eine spektrale Folge im Sinne von 3.12. Dieselbe Folge erhélt man, wenn man
sukzessive derivierte exakte Paare bildet. Auch fiir ihre weitere Untersuchung
(z. B. Konvergenzfragen) sind die hier entwickelten Methoden niitzlich. Man
wird. dann allerdings bald dazu gefiihrt, graduierte Objekte zu betrachten und
weitere Voraussetzungen iiber die Kategorie (Existenz von Limites) oder das
exakte Paar (Beschrénkungen fiir die Grade) zu machen. Wir gehen darauf hier
nicht ndher ein.
§ 4. Zerlegung von Morphismen

4.1. Neben (K 1), (K 2) fihren wir nun folgendes Axiom fiir eine I-Kategorie
R ein:

Axiom (K 3). Zu jedem u ¢ R(0, 4) (A € R beliebig) gibt es

(a) einen Monomorphismus m: U - A mit Bm = u,

(b) einen Epimorphismus e: A — Q mit Ke = u.

Wie man leicht bestatigt, ist (K 3) in den I-Kategorien I (Moduln),
B (Mengen mit Grundpunkt) und & (Mengen) erfiillt (vgl. 1.8). In ® (Gruppen)
gilt (K 3a), aber nicht (K 3b). Die Behauptung von (K 3b) ist genau dann
richtig, wenn u = (0, 4, U) und U ein Normalteiler von 0 x 4 = 4 ist.

4.2. Satz. Die I-Kategorie R(AU) der Korrespondenzen iiber einer abelschen
Kategorie AU erfillt (K 3).

Beweis. Seiu € (0, 4). Nach Definition (2.7) ist u ein Unterobjekt von
0 x 4 =A. Nach 2.9 haben m = @(u) und e = ¢ (Cokernu) die in (K 3) ge-
forderten Eigenschaften.

4.3. Wir setzen in diesem ganzen Paragraphen voraus, daB R eine I-Kate-
gorie ist, die (K1), (K2) und (K 3) erfiillt. Die Buchstaben m, @, m,, ...
(¢, & ey, . . .) stehen immer fiir Monomorphismen (Epimorphismen).

4.4. Satz. Ist C ein Objekt von R, d ¢ RK(C, C) und BdKd, so kat (C, d)
ein Homologieobjekt (vgl. 3.6).

Beweis. Wir wihlen m:Z - C mit Bm=Kd und e¢:Z -+ H mit
Ke = Bdm*. Dann ist (H, k) mit b = m¥e: C — H ein Homologieobjekt von
(C, ) : m* und e sind IB-regulir, also auch & (1.10). Nach 1.14 ist dm¥m = d
{wegen Bm = Kd > Bd), also

Kk = wetm = Qdm¥m = Bd

Dbk = Qettm = Qm=XKd.
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4.5. Wir wollen nun einen beliebigen Morphismus von R in einfachere Be-
standteile zerlegen. Sei f € (4, B) gegeben. Wir wihlenm,: A, —~ 4,¢,;: B> B,
mit Bm,;= Df, Ke,= If und setzen f, = m, fe,. Dann ist mj* f,eff = mFm, fe, eff
= fnach 1.14. Wendet man dasselbe Verfahren noch einmal auf f;¥ anstelle von f
an, so erhdlt man

A-1-B

o i

i
(4.6) 4,— B,
o

i <o

4,—" B,
Fig. 3

mit Bm,= Df}f = Bf;, Key= Ifff= Kf,. Das Diagramm ist kommutativ —
genauer: Man erhilt ein kommutatives Diagramm, wenn man aus jedem Paar
vertikaler Pfeile einen Pfeil beliebig auswihlt. f; ist ein eigentlicher Morphismus,
denn If;= wom,fe,= wfe;= weite,= we, (1.16) = w und dual Df;= Q. Folg-
lich ist auch f;f eigentlich, denn es wurde aus f{¥ ebenso erhalten wie f, auf f.
AuBlerdem ist aber f, eigentlich, denn If,= wef fym = wfffymfFf= wfymF=w
und dual Df,= 2. f, ist also ein Isomorphismus. Er kann mit m, oder e, zu-
sammengefallt werden, und man erhalt

4.7. Satz. Jeder Morphismus | ¢ R lift sich in der Form f= miFe;m,ejt
zerlegen.

Man kann leicht zeigen, daB m,, e, in dieser Zerlegung bis auf Aquivalenz
eindeutig bestimmt sind.

4.8. Satz. Die Kategorie &= €(R) der eigentlichen Morphismen von R ist
quasi-exakt. (2.4). Eine Folge von Morphismen aus € ist genau dann exakt in €,
wenn ste in R exakt ist.

Die Kategorie € braucht nicht exakt oder gar abelsch zu sein, wie die beiden
Beispiele in § 7 zeigen. Man beachte aber 2.6. Der Begriff einer exakten Folge
in einer quasi-exakten Kategorie wird ebenso definiert wie in einer exakten:
Das Bild eines Morphismus’ ist der Kern des folgenden (oder dual). Exaktheit in
R wurde in 3.1 erklart.

4.9. Korollar. Ein Morphismus aus € ist genau dann injektiv (surjektiv),
wenn er in & monomorph (epimorph) ist.

Nach 1.11 hat € Nullmorphismen. Das Korollar folgt aus 4.8, wenn man
die Folgen

04—~ B vaw. 4—L>B-20
betrachtet. Zum Beweis von 4.8 brauchen wir zwei Hilfssitze:
4.10. Hilissatz. Fir f ¢ (4, B),g ¢ €(B, C) gilt fg = 040« Bf CKg4).
Beweis. Sei fg=040= QFwy. Dann ist Bf=Q,fCQ,fgg%* (1.18)
= Q, Q¥ weg¥ = 1yweyg*= Kg. Nimmt man umgekehrt Bf CKg an, so folgt

1) Hierfiir braucht man nur die Axiome (K1) und (K2) vorauszusetzen, wie der
Beweis zeigt.
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Bfg = 2,/9C wcg™g = wpg = we und dual dazu Kfg = 2,. SchlieBlich ist
fg = Q0419 (1.14) = Qf we= 040

4.11. Hilfssatz. Set f ¢ (4, B). u ¢ €(U, A) ist genau dann ein Kern
von f in €, wenn u monomorph ist und Bu = Kf.

Beweis. Sei « monomorph und Bu = Kf. Dann ist 4 injektiv in  (2.1),
also auch in €. Nach 4.10 gilt uf = 0. Ist schlieBlich z ¢ €(X, 4) gegeben mit
zf =0, so ist BxCKf = Bu (4.10). Setzt man z'= zu¥#: X - U, so ist 2’
eigentlich (denn Da’ = Qua* > Qua¥ = Qa¥* = Q)und 2’ v = zu¥ u = x (nach
1.14). « ist also ein Kern von f.

Ist umgekehrt u ein Kern von f in €, so wihlen wir m mit Bm = Kf
(Axiom K 3). Wie wir eben gezeigt haben, ist dann auch m ein Kern von f, also
links-équivalent zu % (2.3). Daher ist ¥ monomorph und Bu = Bm = Kf{.

Beweis von 4.8. Sei f ¢ €(4, B). Wir wahlen m und ¢, so dafl Bm = Kf{,
Ke = Bf (Axiom K 3). Nach dem Hilfssatz 4.11 und seinem Dualen ist dann m
ein Kern und ¢ ein Cokern von f. Setzt man m,= Bildf, e,= Cobildf, so ist
(wieder nach 4.11) m, monomorph, e, epimorph und Bm,= Ke = Bf,
Ke,= Bm = K{f. Die Zerlegung (4.6) von f (mit m;= 14, e;= 1z} liefert
f = eyfym,, wobei f, eine Aquivalenz ist. Damit ist das Axiom (QE 1) von 2.4
bestétigt.

Eine Folge

A__f_,

g

B—C

ist genau dann exakt in €, wenn Kerng auch ein Kern von Cokernf ist, d. h.
wenn B (Kerng) == K (Cokernf) (4.11). Unter nochmaliger Benutzung von 4.11
ist das mit Kg = Bf dquivalent, d. h. mit der Exaktheit in  (3.1).

BEs bleibt (QE 2) zu zeigen. Das Korollar 4.9 folgt aber schon aus dem bisher
Bewiesenen. Wir brauchen also ,,injektiv‘‘ und ,,monomorph‘ nicht mehr zu
unterscheiden. Seim,: U,— 4, v = 1, 2. Aus m; < m, (d. h. m; = xm,, 2.2) folgt
offenbar ]?»m1 C Bm,. Setzt man umgekehrt diese Beziehung voraus, so ist
z = mymy: U;—> U, eigentlich (denn Dz = Qm,mi > 2Qm,m¥= Qm¥= Q)
und zm,= m,m;*mz— m, (nach 1.14), also m; < m,. Nach (K 3) 1st jedes
Element aus K(0, 4) von der Form Bm. Folglich stehen die Unterobjekte
von A in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu den Elementen der Menge
R(0, 4) und bilden daher selbst eine Menge U {4). AuBerdem haben wir gezeigt:

4.12. Satz. Die Zuordnung m — Bm definiert einen Ordnungsisomorphismus
U(4) - K0, 4).

4.13. Seinun R’ neben R eine weitere I-Kategorie, die (K 1)— (K 3) erfullt.

Definition. ¥: & - & heiit ein I-Funkfor, wenn

(a)} ¥ ein Funktor ist (d. h. ¥(fg) = ¥ (H¥(9), P(1) = 1),

(b) P(%) = P(f)*,

(©) Llte=> PR ¥ (),

(d) ¥ (0) = 0 (0 = I-Nullobjekt von & bzw. ).

Fiir einen I-Funktor ist ¥ (w) = w (w = kleinstes Element von R (0, 4) bzw.
R'(0, ¥(4))) und dual ¥(Q) = Q. Beweis: w ist das einzige I-regulire Element
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von R(0, 4). Es wird daher durch w¥*w C 1 charakterisiert (1.18). Diese Be-
ziehung bleibt aber bei Anwendung von ¥ erhalten??).

Es folgt, daB8 ¥ mit den Operatoren I, B, K, D vertauschbar ist. Daber in-
duziert ¥ einen Funktor y : € (R) - E(RK’). Wir nennen einen Funktor zwischen
quasi-exakten Kategorien exakt, wenn er Nullmorphismen in Nullmorphismen
abbildet und exakte Folgen exakt li3t. Nach 4.8 ist  in diesem Sinne exaks,.

Vor allem ist fir uns die Umkehrung dieses Ergebnisses wichtig:

4.14. Satz. Fiir jeden exakten Funktor y: €(R) - E€(R') gibt es genau eine
Erweiterung 2u einem I-Funktor ¥: R — K.

Hat v ein Inverses, so offenbar auch ¥, also folgt:

4.15. Korollar. R ist durch €(R) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Insbesondere bilden die in § 2 konstruierten Korrespondenzen iiber einer
abelschen Kategorie 2 (bis auf Isomorphie) die einzig mégliche Erweiterung
von U zu einer I-Kategorie, die (K 1)— (K 3) erfiillt.

Beweis von 4.14. Die Eindeutigkeit von ¥ist klar: Nach 4.5—4.7 gibt es
za jedem f € R eine Zerlegung f = m* f e mit ' ¢ € (und wie immer: m mono-
morph, ¢ epimorph). Also gilt ¥(f) = ¥ (m)* P (') ¥ (e} = p(m)*p(f)p (e)*.
Dabei wurden tibrigens nur die Bedmgungen (a) und (b) aus 4.13 benutzt.

Um die Existenz zu zeigen, stiitzen wir uns auf folgenden, auch fiir sich
interessanten Hilfssatz:

4.16. Hilfssatz. Sei f, € R(4, B) und f,= mjf,e¥ mit {, c €(R), v=1, 2.
Dann ist f, C f, dquivalent mit {x): Es gibt m, e, so daff m,= mm,, e;= e;e und
fie = mfs.

Man betrachte dazu das Diagramm

Beweis. Aus () folgt
fi= mEFm*FfieF CmPFmtfleeteff = mFmFmfret e Cmifretel = f,
(denn 1 C ee®, m*¥m C 1 nach 1.18). Sei umgekehrt f, C f, vorausgesetzt. Dann
ist Bm;= Df, C Df, = Bm,, und es gibt daher ein m mit m,; = mm, (4.12). Dual
dazu erhalt man ein ¢ mit e,= ¢;e. Aus der gegebenen Zerlegung von f, folgt
m,f,e,= mmiFf,eiFe, = f, (1.14). Also ist
fie = mmyfe;e Cmmyfree = mf,

und daher fie = mf;, weil es sich um eigentliche Morphismen handelt (1.17).

Nun definieren wir ¥': > & durch

P(f) = pm)¥p(f)p(e)¥, wenn f=m¥fe¥, fcE.

15) Dabei wurden nur die Axiome (K 1) und (K 2) benutzt. Die Definition eines I-Funk-
tors ist schon sinnvoll, wenn man nur (K1) fordert.

Math. Ann. 148 2
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Gilt die Aussage (x) von 4.16 fiir m,, f,, e,, so auch fiir p(m,), p(f,), p(e,). (Weil
y exakt ist, bleiben die Begriffe ,,monomorph* und ,,epimorph* erhalten.)
Daraus folgt, da8 ¥ (f) durch die obige Definition eindeutig bestimmt ist und
daB f; Cfo= ¥ (H) C ¥ (fo)-

Als néchstes zeigen wir, dal ¥ ein Funktor ist. Offenbar gilt ¥ (1) =y (1)=1.
Sei nun f€R(4, B), g€ R(B,0) und f=m¥f e, g=mfgef, [, ¢gcEC.
Um ¥(fg) = P (f)¥P{g) zu beweisen, konstruieren wir eine bestimmte Zer-
legung von fg: Wir betrachten das Diagramm

(4.17) "” / \
A

Fig. 5

__>.

3|
s

Die bisher noch nicht definierten Morphismen werden in der quasi-exakten
Kategorie € ohne Benutzung von R konstruiert: ey sei eine Zerlegung von
mpep in eine Surjektion und eine Injektion. m 4= Kern (f’ Cokernt) (= ,,Ur-
bild von i bei f ). fsei der eindeutig bestimmte Morphismus mit fiig= 4 f'.
Dual dazu werden &, und § erklért.

Benutzt man nun wieder R, sofolgt m¥ f=m¥ fmpm¥ =m¥m f mi = f mi
(letzteres nach 1.14, weil B 4 = K (f' Cokern#ig) = (K Cokernmy) f# = Bmyf'#,
vgl. 4.11). Dual dazu §é}f = &% ¢'. Das Diagramm (4.17) bleibt also kommutativ,
wenn man alle mit m oder e bezeichneten Morphismen durch ihre Umkehrungen
m¥* bzw. e¥ ersetzt. Insbesondere gilt fg = (4 m )% (F7) (ecéo)*.

Wendet man ¥ auf (4.17) an, so erhilt man ein Diagramm in R mit den-
selben Eigenschaften — in der oberen Hilfte nach Definition von ¥(f), ¥(g),
in der unteren, weil alle Morphismen in € liegen und die definierenden Eigen-
schaften bei Anwendung eines exakten Funktors invariant bleiben. Also ist

Y(H¥(g) = (mAmA)#W(fg- (ecto)* = P(fg) .

Die Behauptung ¥ (f¥#) = ¥(f)* folgt unmittelbar aus der Definition von
¥, wenn f eine der vier Formen m, m*, e, ¥ hat. Sie gilt allgemein, da ¥ ein
Funktor ist und sich jeder Morphismus von R in der Form mf e,my e schreiben
1aBt (4.7).

Es bleibt zu sagen, daBl ¥(0) = 9 (0) = N ein I-Nullobjekt von R’ ist. Sei 0’
irgendein I-Nullobjekt von ®'. Dann sind 0’ und N Nullobjekte von & (®’) (denn
1y= p(1;) = w(0pg) = Oxy, vgl. 1.11), also dquivalent.

4.18. Bemerkung. Vermutlich 18t sich mit dhnlichen Methoden wie im
obigen Beweis zeigen, da8l jede quasi-exakte Kategorie Q (und nicht nur eine
abelsche wie in 2.8, 2.9) zu einer I-Kategorie R erweitert werden kann, fiir die

(K 1)—(K 3) und €(R) = © gilt.
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§ 5. Axiomatische Charakterisierung der Korrespondenzen iiber abelschen
Kategorien

In diesem Paragraphen betrachten wir drei weitere Axiome (K 4)—(K 6)
fiir I-Kategorien und zeigen, daB die I-Kategorien der Form R(2) (2 eine abel-
sche Kategorie, vgl. § 2) durch (K 1)—(X 6) charakterisiert sind.

5.1. Axiom (K 4). R(4, B) ist ein Verband fiir alle 4, B ¢ R.

Dieses Axiom gilt offenbar in allen Beispielkategorien M, &, B, & (1.4)
sowie in jedem K (). (Es iibertrigt sich aber nicht auf jede I-Unterkategorie.)
Die Verbandsoperationen werden mit N (untere Grenze) und \u (obere Grenze)
bezeichnet. Die Involution (4, B) - R(B, 4)ist als Isomorphismus von geord-
neten Mengen mit den Verbandsoperationen vertauschbar.

5.2. Seien f: A — B, g,: B~ C, v =1, 2, Morphismen einer I-Kategorie R,
die (K 4) erfiillt. Eine einfache Folgerung aus der Monotonie der Zusammen-
setzung (1.3b) ist

(5.3) g g2) ThuN 192,
flgv g2 Dfgv fgs .

Die umgekehrten Inklusionen sind nicht allgemein richtig, wie man schon in
den Beispielen % und ® sehen kann. (In B und & ist die erste im allgemeinen
falsch, die zweite richtig.) Es gilt aber

I/ CKg,(v=1,2) = f{g:n g2) DI [92,
Bf>Dg,(v=1,2) = g,V 9 fonV 192
wenn man die Axiome (K 1), (K 2) und (K 4) voraussetzt.

Beweis. D(fg,nfg,)=R2(gF gl {¥) C Qg C 2% =Df.Daraus folgt
foin f9.CHF(fgun fg) (nach 1.14)Cf(f¥fg,n f¥fgs) (nach 5.3)Cf(g:N gy)
(wegen f¥#fg,Cg,, 1.14). Damit ist die erste Behauptung bewiesen; die zweite
ist dual im Sinne der Ordnung.

Eine Verscharfung von (5.4) ist

Axiom (K5). (a) IfCKg = f(g1n g2) Dfrn f9e
(b) Bf>Dg, = fg1 ¢2) Tf f9, -

Es gilt in M und allgemeiner in jedem R(A), wie wir in § 9 beweisen werden
(9.9). In G gilt zwar (K 5a), aber nicht (K 5b). (K 5) ist also sicher nicht aus
(K1), (K 2), (K 4) ableitbar. Daf} es auch nicht ableitbar wird, wenn man noch
(K 3) hinzunimmt, zeigt das Beispiel B in § 7.

5.5. Auch (K 1)—(K 5) geniigen nicht, um die Unterkategorie €(R) der
eigentlichen Morphismen zu einer priaadditiven Kategorie zu machen (Beispiel A
in § 7). Daher betrachten wir noch:

Axiom (K 6). Zu je zwes Objekten 4,, A,€ K gibt es

(a) ein Objekt P und eigentliche Morphismen g,: P— A, (v =1, 2), so daf
gEgy— Q, 4. (= grotes Element von R (4,, 4,), 1.20) ;

(b) ein Objeki S und eigentliche Morphismen h,: A, S (v =1, 2), so daf
bR = wy, 4, (= kleinstes Element von R (4,, 4,).

(5.4)

2%
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Das Axiom ist in M, &, B, & erfillt: Fiir P kann man das kartesische Produkt
A, x 4, und fir g, die natiirliche Projektion P - 4, nehmen. Fiir § kann man
eine ,,direkte Summe’* in der Kategorie der Homomorphismen (3, &) baw.
Abbildungen (B, &) wihlen. In I ist dann wieder § =~ 4, x 4,, wihrend man
in ® das freie Produkt der Gruppen 4, und 4, erhilt. In § 9 werden wir (K 6)
fiir die Korrespondenzen iiber einer abelschen Kategorie beweisen (9.9). Auch
hier karn man P = 4, x 4,= 8§ nehmen.

5.6. Satz. Sei R eine I-Kategorie, die (K 1)—(K 4) erfillt. Gilt auferdem
(K 5a) und (K 6a), so haben je zwei Objekte in € (R) ein direkies Produkt. Dual:
Gilt (K 5b) und (K 6b), so haben je zwei Objekte eine direkte Summe,

Wir beweisen den Satz weiter unten. Nach 4.8 ist €(R) quasi-exakt. Mit
Hilfe von 2.6 folgt daher:

5.7. Korollar. Set R eine I-Kategorie, die (K 1)—(K 4) und auferdem
(K 5a), (K 6a) oder (K 5b), (K 6b) erfillt. Dann gibt es genau eine Addition, die
€ (R) 2u einer additiven (und damit abelschen) Kategorie macht.

Bildet man unter den Voraussetzungen dieses Korollars die I-Kategorie
R(Q) der Korrespondenzen iiber A = E(R), so ist E(R(A)) = A (2.9), also
R = (@) nach dem Eindeutigkeitssatz 4.15. R () erfiillt aber alle Axiome
(K 1)—(K 6) (§9). Es folgt:

5.8. Korollar. Aufder Grundlage von (K 1)— (K 4) sind die Axiome (K 5a),
(K 64a) einerseits und (K 5b), (K 6b) andererseits dquivalent.

5.9. Korollar. Die Zuordnungen A — (), K — €(R) liefern eine bis auf
Isomorphie wmkehrbar eindeutige Beziehung zwischen abelschen Kategorien QU und
solchen I-Kategorien R, die (K 1)— (K 6) erfiillen.

Beweis von 5.6. Sei 4,€¢ R, v =1, 2 gegeben. Wir withlen g,: P — A, mit
g gs= 24, 4, (K 8a) und einen Epimorphismuse: P> DmitKe = Kg, n Kg,
(K 3). Fiir p,= e¥g,: D — 4, gilt dann
(6.10) KpnKp,=ogifenngffe=(wgi¥n wgf)e (aus 5.4 durch Involution)

= wete=we=
und ferner pffp,= gifee®y, Dgi¥g, (1.18) = R, 4. p, ist eigentlich (wp,
= we¥g, Cwgfg,= wg,= ) und B-regulir (weil Q4 4, und Q4 4= pfp,
B-regulir sind), also epimorph.

Wir werden nun zeigen: Zu jedem Paar f,: X - 4, v =1, 2, aus €(R) gibt
es genau ein f: X — D aus €(R) mit fp,=f,; d. h. (D, p;, p,) ist ein direktes
Produkt von 4, und 4,. Ist f, gegeben, so setzen wir f = f,pi* N fypif: X - D.
Dann gilt

If = o (hpf n 2§ Cohpf N ofepf = 0pfn opf= o (5.10)

Df = Q(p:ffr paff) = QF (S0 afs) = Q@F oS0 2F PufF)

(nach K 5a).
Nun ist g p,= 1(1.18) und P pafff = Qa,1f= Qi Q4,1 = Qf,gx= Qu,x
folglich Df = Q(fffn Q4 x) = 2ffF= Q. Daher ist fcE(R). Ferner gilt

ip,= (hofn L) 0. C 0¥ p,= 1, 8o fp,=f,, da es sich um eigentliche
Morphismen handelt (1.17).
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Ist andererseits f': X — D irgendein Morphismus von €(R) mit f'p,= f,,
so gilt f = £, ¥ fopf = ' papf N f papd OF (wegen p,p >1,1.18), also f = f
nach 1.17.
§ 6. Vergleich mit der Theorie von MAc LANE

Mac LANE gibt in [11] ein Axiomensystem fiir I-Kategorien an, das in M
(Modul-Korrespondenzen) erfiillt ist und aus dem viele in M geltende Satze
abstrakt abgeleitet werden konnen. Wir wollen es mit unseren Axiomen ver-
gleichen.

6.1. Das Axiomensystem von Mac LANE besteht aus drei Gruppen. Die
Gruppe I enthélt auBler den Eigenschaften, die wir in 1.3 fiir jede I-Kategorie
gefordert haben, folgende Aussagen:

(Ia) ff¥f = f fiir jeden Morphismus f ¢ .
(Ib) RK(4, B) ist ein modularer Verband.

(Ia) folgt aus unseren Axiomen (K 1) und (K 2) (s. 1.15). (Ib) stimmt mit
(K 4) iiberein bis auf die Frage, ob der Verband modular ist, die wir vorlaufig
unberiicksichtigt lassen. Die Axiomengruppe 1II von Mac LaNE bezieht sich
auf die kleinsten und gréBten Elemente w,p, 245¢ R(4, B) und 148t sich
leicht aus (K 1), (K 2) folgern (vgl. 1.20, wir iibergehen die Einzelheiten). Am
interessantesten ist die Gruppe II, die aus folgenden Axiomen besteht?6):

(IIa) fFfCggfFul = flgngl) Dfginfge,
dIb) f*f>g9F N1 = flgUgy) Cfa v fgs
(Tlc) gfFfN1Cff#F CgfFf Ul firalle f,g ¢ R(4, B).

AuBerdem wird in [11] gefordert: (IId) Aus gCf, gg¥n1l=ff¥n1,
gg Ul = f¥f U 1folgtg = f. Dieses Axiom folgt aber aus den {ibrigen. Beweis :
Nach (ITa) und (Ia) gilt f#(ff*n 1) = f¥ff* f#= f#, also durch Involution
(f{ffA 1)f = f. Dual dazu g(g¥g\w 1) =g (aus (IIb) und (Ia)). Daher ist
f= (N DfCgg¥fcgi*fcglg¥gul) =g.

6.2. Man kann leicht I-Kategorien konstruieren, die alle Axiome von
Mac Laxg erfiillen, aber kein I-Nullobjekt im Sinne von (K 1) haben, oder
solche, die zwar (K 1) auch noch erfillen, aber nicht (K 3). Man braucht dazu
nur gewisse Objekte von I wegzulassen. Andererseits gilt:

(6.3) Erfillt eine I-Kategorie K die Azxiome von Mao LANE und auferdem
(K 1), so auch (K 2).

Beweis. Wir zeigen If CIg=> gf*fCg. Die zweite Aussage von (K 2) ist
dual. Sei also f € R(4, B), g € R(C, B) und w,fC weg. Dann folgt fFo¥ wyfC
C g% w¥ weg C g¥yg, denn v} we ist das kleinste Element von & (C, C) nach dem
Axiom (III-2) in [11]. Aus (ILc) folgt f¥/C ffw¥fw,f U1 (man wende die
Involution auf (ILc) an, ersetze f# durch f und g% durch w¥w,f). Also ist
f*fCg¥g Ul und damit gf¥fCg(g¥g U 1) = g (s. den Beweis von (ITd) in 6.1).

6.4. Ein Morphismus s ¢ R(4, A) heilt symmeirisch, wenn s¥# =g, und
idempotent, wenn ss = . Diese Begriffe spielen in [11] eine wichtige Rolle. Wir

%) Man beachte, daf hier die Zusammensetzung der Morphismen umgekehrt wie in [11]
geschrieben wird.
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bezeichnen die Menge der symmetrischen und idempotenten Elemente von
R4, 4) mit SI(4).

Sei nun R eine I-Kategorie, die (K 1) und (K 2) erfiillt. Jeder Morphismus
der Form f{¥ ist dann symmetrisch (1.3 ¢) und idempotent (ff/#ff# = ff¥ nach
1.15). Fiir s, 8,¢€ SI(4) gilt

(6.5) 8, C 8y« (Is;CIs, und Bs; C Bs,).

Beweis. ,,=> ist klar. Setzt man umgekehrt die rechte Seite voraus, so
folgt s, C 5,557 55 (nach 1.14) = s,8,= s8,5¥ 8, s, (1.14).

(6.5) besagt, daB die Zuordnung s — (Is, Bs) einen Ordnungsisomorphismus
vy von 81(4) auf eine Teilmenge von K(0, 4) x (0, 4) (mit der Produkt-
ordnung) definiert. Nimmt man noch das Axiom (K 3) hinzu, so folgt:

(6.6) Das Bild von y besteht aus allen Paaren (u, v) € (0, 4) x K(0, 4)
mit uw Cv.

Beweis. Offenbar ist IsC Bs. Sind umgekehrt «, v € (0, 4) mit u Cv ge-
geben, so wihlen wir einen Monomorphismus m mit Bm = v und einen Epi-
morphismus ¢ mit Ke = um* (nach (K 3) ist das moglich). Setztman f = e*m,
so ist If = we¥m = um™m = u (1.14) und Bf = Qe%Fm = Qm = v. s = f¥#f
ist symmetrisch und idempotent, und es gilt Is = If = u, Bs = Bf = v (1.16).

6.7. Sei T'(4) = {s]|s ¢ R(4, A) und sC 1}. Es gilt T(4)SI(4), denn aus
s 1 folgt s = ss*s (1.15) Css¥ Cs, also s = ss¥ (vgl. [11] Th. 3.3). Dual dazu
Q(4) = {s]s ¢ R(4, 4) und s>1}8I(4). Nach (6.5) und (6.6) sind die Ab-
bildungen

T(4) - (0, 4) mit s > Bs

Q(4) > R(0, 4) mit s > Is
Tig. 6
Ordnungsisomorphismen. Insbesondere ergibt sich 7'(4) = @(4). Diese Iso-
morphie wird in [11] unter Benutzung aller dort eingefithrten Axiome bewiesen.
Hier erscheint sie als Folgerung aus (K 1)— (K 3).

6.8. Wir setzen nun zusétzlich das Axiom (K 4) voraus, d. h. R (4, B) ist ein
Verband. Sind s, t ¢ R(4, 4) symmetrisch und idempotent, so auch s n £ und
sut,d. h. SI(A4)istein Unterverband von R(4, 4) (s. [11], Th. 3.2). Die Paare
(w, v) mit u C v bilden offenbar einen Unterverband von R(0, 4) x K(0, 4). Die
Abbildung y : s > (Is, Bs) ist daher fiir s € S1(4) mit N und U vertauschbar
(6.5, 6.6).

In {11] wird die Indeterminiertheit von f ¢ R (A4, B) durch f#f\u 1 ¢ SI(B)
definiert. Bei y geht das in (If U w, Bf U Q) = (If, Q) iiber, entspricht also
unserer Definition der Indeterminiertheit. Analoges gilt fiir Bild, Kern und
Definitionsbereich. Insbesondere ist f#fCgg# Ul mit IfCIg¥= Kg #qui-
valent und daher das Axiom (IIa) mit unserem Axiom (K 5a). Dual:
(IIb) < (K 5b).

6.9. Dag Axiom (IIc) von Mac Laxe folgt aus (K1), (K2) und (K 4).
Beweis: Wegen B(gf#n 1) C Bgf¥# C Bf#Fgilt gf¥* N1 C (gfFn 1) ff# (1.14) C ff*.
Die zweite Inklusion in (Il¢c) ist dual dazu.

6.10. Zusammenfassung. Die Awxiome von Mac LANE folgen aus
(K 1)—(K 4) mit Ausnahme von (ILa), (ILb) und der Forderung, daf der Verband
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R(A4, B) modular ist. (I1a), (I1b) sind auf der Grundlage von (K 1)—(K 4) mat
(K 5) dquivalent.

Dall (4, B) modular ist, wird in [11] nirgends benutzt. Fiir die I-Kategorie
R () der Korrespondenzen iiber einer abelschen Kategorie 2 ist es erfiillt (9.11).

Das Beispiel A in § 7 zeigt, dal die Axiome (K 1)— (K 5) und die Forderung,
daB der Verband R (4, B) modular ist (worin also alle Axiome von Mac LANE
enthalten sind), nicht geniigen, um die I-Kategorien der Form K (2) zu charak-
terisieren.

6.11. Bemerkung. Obwohl die Axiome (IIa), (ILb) von (K 1)—(K 4) un-
abhéngig sind (§ 7, Beispiel B), lassen sich alle Ergebnisse von {11] — auch
solche, bei deren Beweis in [11] (ILa) oder (II b) benutzt werden mufl — mit Aus-
nahme von Theorem 4.7 aus (K 1)— (K 4) ableiten. Ein Beispiel dafir ist die
Isomorphie T'(4) = Q(4) (6.7).

§ 7. Zwei Beispiele

Beispiel A. Eine I-Kategorie R, in der (K 1)— (K 5) und alle Axiome von
Mac LANE [11] gelten. Weder (K 6a) noch (K 6b) ist erfiillt. Die Unterkategorie
E(R) der eigentlichen Morphismen Gt sich nicht zu einer priadditiven Ka-
tegorte machen.

Sei R der Korper der reellen Zahlen 1) und My die I-Kategorie aller Vektor-
raum-Korrespondenzen itber R. & sei folgende I-Unterkategorie von My : K hat
genau zwei Objekte, nimlich 0 und R. R(0, 0), K(0, B), K(R, 0) bestehen aus
allen Korrespondenzen zwischen den betreffenden Vektorrdumen, d. h. (0, 0)
= {Io}, R0, R) = {wg, 2z}, R(R, 0) = {0}, 2#} K(R, R) ist dagegen eine
echte Teilmenge von Mg (R, R). Sie enthilt die Elemente: wgrgp, 2k, Or g 0}*{1{,
lpund e fiirn = +1,+ 2, ..., wobeia: R — R durch a(x) = 2 definiert ist.

Man priift leicht nach, dafl & eine I-Unterkategorie von Mp ist, die
(K 1)—(K 5) erfiillt. R (4, B) ist ein Unterverband von My (4, B), also modular.
Nach 6.10 gelten dann auch alle Axiome von Mac LANE fiir &.

Gébe es eine Addition, die € = €(R) zu einer praadditiven Kategorie macht,
so wire €(R, R) ein Ring mit der Zusammensetzung als Multiplikation.
€(R, R) besteht aus den Elementen 0 und a®, n =0, 41, £2,.... Es miifite
also sogar ein Korper sein, dessen multiplikative Gruppe frei zyklisch ist. Man
zeigt leicht, daB es keinen solchen Kérper gibt.

Nach 5.7 kann weder (K 6a) noch (K 6b) gelten.

Beispiel B. Eine I-Kategorie K, die (K 1)—(K 4) und (K 6), aber weder
(K 5a) nock (K 5b) erfiillt. € (R) lapt sich nicht zu einer priadditiven Kategorie
machen.

Die Objekte von R seien die nicht-negativen ganzen Zahlen. Fiir die Menge
{1, ..., n} schreiben wir [n]; [0] ist die leere Menge. R (p, q) bestehe aus den
Quintupeln f = (p, q, 4, B, ®), wobei A, B, ® Teilmengen von [pl, [q] bzw.
[r] x [¢] sind, die den Bedingungen

(t,7), (1,§") €P=j=]
(6,9), (0,)) €D=>i =1
t))cDP=>i¢A und j¢ B

17) Man kénnte auch irgendeinen anderen Korper der Charakteristik 0 nehmen.



24 Drerer PupPE:

geniigen. Fafit man @ als Mengen-Korrespondenz von [p]in [¢] auf, so bedeutet
das: @ und @¥ sind eindeutig, Def® N 4 = 9, Bild® N B = 9.

Ist ¢ = (g, 7, B', C, ¥) € R(q, 1), so setzen wir fg = (p, r, 4, C, ® o0 ¥) mit
A=Ay (B)D#, C=Cu(B)Y. Dabei ist (B)¥ das Bild von B bei ¥, d. h.
die Menge aller & € [r], fiir die es einj ¢ B mit (§, k) € ¥ gibt. Zur Definition von
@ o ¥ und P¥ 5. 1.2

Wir setzen ferner /%= (q, p, B, 4, ®¥) und definieren f, C f, durch die drei
Bedingungen

A, >4, B;DB,,
D,V (4, x B) DD,
wobei fvz ® ¢ Aw Bw ¢v) € R(p> q)-

Zur leichteren Untersuchung von R definieren wir ¢: & - My (R = Korper

der reellen Zahlen) durch

t(n) = B*, n = 0 (RO= 0)
L(pr 9 A’ B: ¢) = (Rp’ Rq: F) s

wobei der Untervektorraum F von R? x R?aus allen (p + ¢)-tupeln (,, . .
Yis - - > Yg) besteht, fir die gilt

z,=0firied, y;=0 fir j¢ B,

x;=y; fur (4,7) ¢ D.
Man bestétigt ohne Schwierigkeiten, dafl ¢ ein Isomorphismus von R auf eine
I-Unterkategorie R von My, ist, die (K 1)— (K 3) erfiillt. Dabei ist der Hinweis
niitzlich, daB die eigentlichen Morphismen aus R (R?, R?) genau diejenigen
linearen Abbildungen R?-> R? sind, bei denen jeder Vektor der Form (0, . . ., 0,
1,0,...,0) € R? in 0 oder in einen ebensolchen Vektor aus R? iibergeht.

(K 4) wird weiter unten bewiesen. Zum Nachweis von (K 6) betrachten wir

RP Ry
\ Rr+e /
X

Ra Re
Fig. 7

wobei i, die natiirlichen Injektionen des ersten bzw. zweiten Faktors von
Rr+a—= R? x R? und p, die entsprechenden Projektionen sind. Alle diese
Morphismen liegen in & (R’), und es gilt p¥p,= Qpope, 1,5 = Opo pe-

€ (R') ist quasi-exakt und

00— pr—, g2 g2

ist eine exakte Folge in €(R') (4.8). Ferner ist ¢, p,= 1. Gibe es eine Addition,
die €(R’) zu einer praadditiven und damit exakten Kategorie macht, so wiirde
durch einen bekannten Schluf} folgen, daBl (R?+9, p,, p,) ein direktes Produkt
von R? und R ist. Das ist aber in € (R') nicht der Fall: Fir p = g =1 gibt es
z.B.keind: R— R*in €(R') mit dp,=dp,= 1.

‘Wenn wir (K 4) gezeigt haben, so kann nach 5.7 weder (K 5a) noch (K 5b)
gelten.

-:xpy
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Beweis von (K 4): R (R?, R?) ist nicht etwa ein Unterverband von
Mg (RP, R7), denn sonst wiirde nicht nur (K 4) sondern auch (K 5) folgen. Wir
gehen daher auf R zuriick. Sei f,= (p, ¢, 4,, B,, D,) € R(p, ¢), »=1, 2. Dann
setzen wir

fivie=(p, g, 4,1 4y, By B, D)
mit @ = [@, N P,] U [P, N (4, x By)]w (A4, x B)n D,].
Aus der Definition der Ordnung in  (p, ¢) entnimmt man leicht, daB} f, U f, eine
obere Grenze von f, und f, ist. Da die Menge K(p, ¢) endlich ist, existiert auch
die obere Grenze einer beliebigen Teilmenge. R(p, ¢) hat ferner ein kleinstes
Element, ndmlich (p, ¢, [p], [¢], 9). Bekanntlich ist dann K (p, ) ein (vollstindi-

ger) Verband. Man kann auch eine direkte Konstruktion fiir f; N f, angeben;
sie ist aber komplizierter als fir f; \U f,.

§ 8. Beweis von Satz 2.6

Wir beginnen mit einem Hilfssatz iiber eine beliebige quasi-exakte Kate-
gorie €. Ist u ¢ € injektiv und ¢ € € surjektiv, so ist » genau dann ein Kern
von g, wenn g ein Cokern von w ist (2.4). Wir schreiben dafiir kurz | ¢ (nach [7]).

8.1. Hilfssatz. In dem Diagramm

Fig. 8

sei U, | qy und uy)qy. uyq, st genau dann injektiv (surjektiv), wenn uyq, diese
Eigenschaft hat.

Beweis. Sei u,q, injektiv. Ist 2uy,q,= 0, so gibt es ein 2’ mit zu,= 2'u,
(wegen u,] ¢,). Es folgt 2'u,¢,= zu,q,= 0, also x’= 0 nach Voraussetzung,
daraus zu,= 0 und schlieBlich z = 0. u,q, hat also 0 als Kern und ist daher in-
jektiv (2.4). Aus Symmetriegriinden gilt die Umkehrung. Die Behauptung iiber
»surjektiv’ ist dual.

Wir nehmen nun an, daB je zwei Objekte 4,, 4, in der guasi-exakten
Kategorie € ein direktes Produkt 4, x A, mit den Projektionenp,: 4, x A,—~ A4,
haben, und wollen zeigen, daB es genau eine Addition gibt, die € zu einer additi-
ven Kategorie macht. Der Fall, dal die Existenz von direkten Summen voraus-
gesetzt wird, ist dual.

Wir setzen 4= (1, 0): 4, > A, x 4,, 1= (0,1): 4, A, x 4,. Gibt es eine
Addition, die € zu einer priaadditiven Kategorie macht, so ist bekanntlich
(Ay x Ay, 1,, 3,) eine direkte Summe von 4; und 4, [5]. Zu jedem A4 € € gibt
es dann einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢4: 4 x 4 - 4 mit i,c4= 1,
v = 1, 2 (Codiagonale). Fiir die Addition in € (4, B) gilt

f+ g =ficg+ giseg= (fiy+ giz)eg= (f, g)ca.
Sie ist also eindeutig bestimmt.
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Aus der Voraussetzung, dafl € quasi-exakt ist, werden wir nun umgekehrt
eine Codiagonale c¢4:.4 x 4 -> A konstruieren und dann die Addition in
€ (4, B) durch die obige Formel definieren. In dem Diagramm

* A
Fig. 9
sei d = d = (1, 1) (Diagonale) und ¢ ein Cokern von d. Weil d injektiv ist
(dp,= 1), gilt d| q. Ferner ist ¢, | p,, wie man leicht bestatigt. Aus dp,== 1 folgt
nach dem Hilfssatz 8.1, daB i, ¢ injektiv und surjektiv, also eine Aquivalenz ist
(2.4). Dasselbe gilt fiir i,9. Setzen wir
s§=8,=q(lq) 1 AxA—~> 4,

n=1ny=1,9(q): 4> 4,

so ist d 4| sy, 4,84= 1, 1384 = n, und n, eine Aquivalenz.
Zu gegebenem f: A — B betrachten wir
A" AxA—">4

fl Fx ,l J,,

B—*BxB—>B.
Fig. 10

Das linke Quadrat ist offenbar kommutativ. f wird so gewahlt, da auch das
rechte Quadrat kommutativ wird. Wegen d| s ist das méglich. Es folgt
f=iysf =iy(f x s =fis =1,
nf = iysf =13(f X f)s = figs = fn,
d. h. f'= f, und n ist mit f vertauschbar. Setzt man
ca= (1 xn sy d x A A418),

so gilt
(8.2) t,64=14 fiir v=1,2,
(8.3) cqf=(f x fyeg fur f: A B.

In bekannter Weise (s. [10], Nr. 19) definieren wir nun eine Addition in
€ (4, B) durch
f+9=1(f 9 ce=d4f x g)cg.
Sie ist rechts-distributiv wegen (8.3) und links-distributiv, weil & (f, g) = (hf, hg).
Wegen (8.2) ist 04 5 ein zweiseitiges neutrales Element. Ferner gilt
f+ g +h) =0 fieg+ (g, Byeg=[(0,/)+ (9. W)lep=(g.f + )ep=g + (f + B) .

18) Tatsiichlich ist n® = n, = —14, wie sich am SchluB ergeben wird. Mit Hilfe der
Faktorenvertauschung in 4 x A4 konnte man n,n, = 1, auch direkt beweisen.
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Fiir k = 0 erhdlt man das kommutative Gesetz, und wenn man das hat, so
liefert die Formel das assoziative Gesetz. SchlieBlich ist fnp= —f, denn

f4+fng=d(f x fng) (1 x ngY)sp=d 4 (f x [)sp= fdpsp=0.

(Insbesondere n 4= —1,.) Damit ist gezeigt, dafl € mit dieser Addition pra-
additiv und daher auch additiv und abelsch ist.

§ 9. Beweise iiber R (A)

9.1. Sei A eine abelsche Kategorie. In 2.7 wurden ,,Korrespondenzen
itber 2 als Unterobjekte von 4 x B (4, B Objekte von ) erklirt. Zusammen-
setzung, Ordnung und Involution wurden eingefithrt. In diesem Paragraphen
zeigen wir, dafl die Korrespondenzen iiber U eine I-Kategorie R () bilden, die
den Axiomen (K 1)—(K 6) und allen Axiomen von Mac LaNE [11] geniigt.
Das liefert insbesondere Satz 2.8. Aullerdem werden wir Satz 2.9 beweisen.

9.2. Wir erweitern zunéchst die Bedeutung des Zeichens ,,<* fiir Injek-
tionen (2.2): Ist u: U — A eine Injektion und a : X — A beliebig, so schreiben
wir @ < u, wenn es ein  : X - U gibt mit @ = xu. Das ist mit a(Cokernu) = 0
dquivalent, und es gilt

(9.3) e U gas=u

fiir jede Surjektion g : X' — X. Der Buchstabe ¢ (oder ¢’, ¢’ usw.) soll von jetzt
an immer eine Surjektion bezeichnen.

Es ist klar, wie die ausstehenden Beweise zu fithren sind, wenn 2 die
Kategorie der (Links-) Moduln (und Homomorphismen) iiber einem festen Ring
ist. Der allgemeine Fall 148t sich sehr dhnlich behandeln, wenn man die Morphis-
men a: X - 4 als Ersatz fiir die Elemente von 4 und die Relation ¢ < u als
Ersatz fiir die Aussage ansieht, daf das Element ¢ im Unterobjekt « von 4 liegt.
Entscheidend ist dabei

94. Hilfssatz. It u c U(AxB),vcU(BxC),a:X—>4,¢c: X0, so
gilt (@, ¢) £ wov(c U(A x C)) genau dann, wenn es ein b': X'~ B und eine
Surjektion q: X' -~ X gibt mit (qa, b’) < u, (', qc) = v.

Diese Charakterisierung von ,,0‘ lautet fast ebenso wie die Definition der
Zusammensetzung von Modul-Korrespondenzen. Nur das Auftreten der Sur-
jektion ¢ macht einen Unterschied, der aber wegen (9.3) unwesentlich ist.

Beweis von 9.4. Sei (a, ¢) < w = u o v. Wir betrachten

*E LW, AxBxC

[ b

©.5) X 2, W ", AxC
(a,¢)

Fig.11

Darin ist w'=w'n v, W'~ ux1, v~ 1 xv, p’ die natiirliche Projektion und
w = Bild (w’'p") (s. 2.7). Es gibt genau eine Surjektion p mit pw = w’'p’ (2.4).
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Nach Voraussetzung gibt es ein x mit (@, ¢) = zw. 2’ und die Surjektion ¢
werden so gewihlt, daBl auch das linke Quadrat kommutativ ist. Nach dem
“pull back”-Lemma [4], [9] ist das moglich?®).

Sei nun z'w'= (a’, b’, ¢’). Dann ist (@', b, ¢') = w' < w'~ u x 1 und daher
(@', b') =< u. Analog (b, ¢') < v. Andererseits ist (a’, ¢') = (@', b’, ¢')p'= 2'w'p’
= g(a, ¢), also a'= qa, ¢'= qc.

Seiumgekehrt (ga, b') < w, (b', ¢c) < vvorausgesetzt. Dann ist (qa, b’, gc) =
Zux1 und auch =1 x v, also < u'Nnv'=w'. Es gibt daher ein 2’ mit
{(qa, b’, gc) = z'w', und wir haben g(a, ¢) = (ga, b, gc)p'= ' w' p'= 2" pw < w.
Man kann sich dabei wieder am Diagramm (9.5) orientieren; nur der Morphis-
mus « fehlt jetzt.) Nach (9.3) folgt (a,¢) = w=u 0 v.

9.6. Wir bestdtigen nun der Reihe nach die Axiome einer I-Kategorie fiir
die Korrespondenzen iiber 2 :

Die Zusammensetzung ist assoziativ. Beweis: Seiu ¢ U(4 x B),v ¢ U(B x C),
w € U(C x D). Wir setzen (a, d)= (v o v) o w € U(4 x D). Nach dem Hilfs-
satz 9.4 gibt es ¢’ und ¢ mit (ga, ¢') £ w o v, (¢/, gd) = w. Durch nochmalige
Anwendung erhilt man (¢’'qa, b'') < u, (b, ¢'¢’) < v fir geeignete b, ¢’. Mit
(¢’, qd)ist auch (¢'¢’, 9’ qd) = w (9.3). Wiederum nach 9.4 folgt (b"’,¢'qd) = vow
und schlieBlich (a,d) < w o (v ow). Aus Symmetriegriinden gilt auch
uo(wow)s (wov)ow.

Sei i, das zu (1,1): 4 - A x 4 dquivalente Element von U (4 x 4) (zum
Unterschied von 14: 4 - A aus ). Dann ist 140 u = u = u 0 ip fir jedes
u € U(A4 x B). Diese Tatsache sowie die iibrigen Forderungen an eine I-Kate-
gorie in 1.3 sind sehr leicht zu bestdtigen — entweder mit Hilfssatz 9.4 oder
direkt aus der Definition der Zusammensetzung. Wir erinnern: Die Ordnung
in U(4 x B) ist durch = gegeben, und fiir u = (u;, #,) € U (4 x B) ist (uy, u;) ~
~ u¥ ¢ U(Bx A).

Azxziom (K 1): Schon im Anschlufl an 2.8 wurde darauf hingewiesen, daf ein
Nullobjekt 0 von ¥ auch ein I-Nulobjekt von K () ist. Wahlt man 0 x 4 = 4,
soist wy~ Opy, 24~ 1,inR(0,4)=U(4). Firuc U(Ax B)undb: X > B
folgt leicht aus 9.4

(a) b= wou<e (0,0)<u,
(b) b< 240 u< (a,qb) < u fiirgeeignetea’, q.

Aziom (K2): (a)Seiu e UAx B),vecU(CxB)undwov = wou Wir
setzen (a, b) = u o v¥ 0 v. Nach 9.4 gibt es b', ¢/, ¢ mit

(9.7)

(qa, b)) = »,
(', ¢) < v¥, d.h. (¢, b) < v,
(¢ gb) = v.

1%) Wir wiederholen den Beweis: Man wihlt einen Kern k von r = p,p — ppx:
W X X — W und setzt " = kp,, ¢ = kp,. Dann ist das Quadrat kommutativ. Fir die
Injektion i, : W/ — W’ X X gilt 4,)| p, und 4, r = p. Mit p ist also auch 7 surjektiv und daher
k|lr. Nach 8.1 ist kp, surjektiv, weil i,r es ist.
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Es folgt (0,qb—b")=< v, also ¢b—b' < wov= wou und daher (0,¢b—d')=< u
(9.7a). Durch Addition zu (qa, b’) < u ergibt sich (ga, ¢b) < u und daher
(a, by = u nach (9.3). (Vgl. den Beweis von (K 2a) fir ® in 1.12.)

(b) Seinun Qou < Qovund (¢,b) =u. Dannist b< Qou< Qow
und daher (o', ¢b) =< v fiir geeignete a’, ¢ (9.7b). Zusammen mit (ga, ¢b) < u
liefert das (a, ) < » o v™# o v nach 9.4.

Damit ist Satz 2.8 bewiesen. Ehe wir die tbrigen Axiome verifizieren,
bringen wir:

9.8. Beweis von Satz 2.9. Wir erinnern: ¢ : % - K(?) ist durch (1, f) ~
~@(f) €U(4 x B), f cA(4, B) definiert. Offenbar ist p(1,) = iy (9.6). DaB
o(fg) = @(f) o p(g) ist, bestdtigt man entweder direkt aus der Definition der
Zusammensetzung oder mit Hilfssatz 9.4.

@ : A(4, B) > U (A x B) ist injektiv, denn aus (1, f;) ~ (1, f,) folgt offenbar
fi=fs. Entweder direkt aus den Definitionen oder mit (9.7) beweist man
wop(f) = w, 2 op(f)*= Q,d. h.p(f) ist eigentlich. Ist umgekehrt w = (u,, u,)
€ U(A4 x B) ein eigentlicher Morphismus, so ist 4, eine Aquivalenz, und es gilt
u ~ (1, uy M uy),also u =@ (u; 1 u,). Wir zeigen dazu, daB u, sowohl injektiv als auch
surjektiv ist: Aus zu, = 0folgt (0, xu,) = (xu,, vu,) < w,alsozu, < wouv=w
(9.7a). Das heilt aber xu,= 0,und weil (u,, u,) injektiv ist, folgt 2 = 0. Anderér-
seits ist 14~ Q4= 0 o »® und daher (¢, q) < u™~ (u,, u,) fiir geeignete
a’, g (9.7b). Da q surjektiv ist, mul} es auch u, sein.

Beweis fiir Kg(f) = Kernf: Sei a: X - 4. a £ o o ¢(f)* ist dquivalent
mit (0, a) < p(f)¥~ (f,1) (9.7a),d. h. mit af = 0 und schlieBlich mit ¢ < Kernf.

Die Behauptung By (f) = Bildf entnimmt man am einfachsten direkt aus
der Definition von Q2 o g (f).

9.9. Das Axiom (K 3) fur R(2) wurde (unter Benutzung von 2.9) bereits
in 4.2 bewiesen. Wir haben auch schon festgestellt (2.7), dafl U (4) fir jedes
A ¢ U und daher auch U (4 x B) ein Verband ist (Axiom (K 4)).

Istu,: U,~ 4 aus U(4), v =1, 2, und a: X - 4 beliebig, so gilt

0.1 (@) esuynuy=a=zu firy=1,2,

(©.10) (b) a =< u Uy, qa=a,+ a, und a,=< u, fiir geeignete g, a,, a,.
Die erste Behauptung ist trivial. Die zweite folgt mit dem “pull back”-Lemma
aus u; \J uy= Bild ([&;, #,]: U; x Uy~ 4). (Dabeiist U, x U, als direkte Summe
aufzufassen und {u,, u,] ist durch ¢, [u,, 4] = u, definiert.)

Axiom (K 5): Statt (K 5) direkt zu bestétigen, ist es einfacher, zuerst

(a) wo@¥ownov)ydDwnuow,

(b) wo@HowurCwyuuow
fiir beliebige u ¢ U(A x B),v € U(B x ), w € U (4 x O) zu beweisen. (K 5) folgt
daraus, wenn man u = f, w = f 0 g, ¥ = ¢, setzt. Man kann auch leicht zeigen,
daf die obigen Formeln umgekehrt aus (K 5) (und (K 1)—(K 4)) folgen.

Beweis von (a): Sei (@, ¢) = w N u 0 v. Dann gibt es b, ¢ mit (ga, b') = u,

(', ge) = v (9.4). Wegen (ga, gc) < w folgt (b, g¢) = u¥ 0 wn v und daraus
(@, ¢) = uo (o wnw).
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Der Beweis von (b) ist etwas linger, ergibt sich aber ohne Schwierigkeiten
aus 9.4 und (9.10b). Wir iibergehen die Einzelheiten.

Axiom (K 6): Seien 4;, 4, Objekte von U und p,: 4, x A,—~ 4, i,: A,~
- A4, x 4, die natiirlichen Projektionen bzw. Injektionen. Wie man leicht be-
stitigt, ist dann @(p)* o p(p,) das groBte und @(z;) 0 @ (5,)¥* das kleinste
Element von U (4, x 4,).

9.11. Fiir jedes Objekt A € U ist der Verband U (A) modular. Beweis: Sei
u, v, weU(4) und v < w. Zu zeigen ist (wUv)Nnw = uwyU (vn w). Sei
a=(uJv)Nw, alsoa £ v v und a < w. Nach (9.10b) gibt es ¢, a,, a, mit
qga=a;+ ay, 0, = , ay = v. Es folgt ay= ga — a; < w, daher ¢, < v~ w und
schlieBlich ¢ < u U (v N w).

Nach 6.10 sind dann alle Axiome von Mac LaNE [11]in R(A) erfillt.
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