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Die Resolvente zum Eigenwertproblem der 
automorphen Formen in der hyperbolischen Ebene. 

Tell III* 
Jiirgen Elstrodt 

Einleitung 

Im folgenden bezeichne G eine diskrete Untergruppe von SL(2, IR), 
welche die negative Einheitsmatrix - I  enth~ilt. Ferner sei k ein reeller 
Parameter, und v sei ein (unit~ires) Multiplikatorsystem auf G vom 
Gewicht 2k (d. h. vonder Dimension - 2 k  im Sinne der Peterssonschen 
Bezeichnungsweise). Zu diesen Daten G, k, v betrachten wir den Hilbert- 
Raum ~k der (~,quivalenzklassen yon) in der oberen Halbebene IH 
definierten meBbaren Funktionen f mit den folgenden Eigen- 
schaften a), b): 

a, F f i r a l l e M = ( ~  b d ) ~ G u n d z ~ n - I i s t  

f (M z) = v(M) e z ik arg~c~ + d) f ( z ) .  

b) Die Funktion f i s t  fiber einen mel3baren Fundamentalbereich B 
von G in ~-I quadratisch integrierbar in bezug auf das hyperbolische 
Fl~ichenelement do9 = y -  2 dx  dy. 

Elemente des Hilbert-Raums ~k sind insbesondere alle Funktionen 
f der Gestalt f = yk 9, wobei g eine im Sinne der Peterssonschen Metri- 
sierung quadratisch integrierbare, holomorphe ganze automorphe Form 
zur Gruppe G, zum Gewicht 2k und zum Multiplikatorsystem v bezeich- 
net. Diese Funktionen f geniigen iiberdies der Differentialgleichung 

- A g f  = k ( 1 - k ) f  

mit dem Differentialoperator 

dk=y2(  a 2 a_~y2 ) t~ 
~Yx2 + - 2 iky  oX " 

Daher liegt es nahe, den Operator Ak als linearen Operator auf einem 
geeigneten Definitionsbereich N~ C ~ zu betrachten. Ats angemessener 
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100 J. Etstrodt 

Definitionsbereich hat sich dabei die Menge ~k der zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen f e ~ k  bew~ihrt, fiir welche A k f E ~ k  ist. 
Nach einem Ergebnis von Roelcke 1-39] ist n~imlich der Operator 
Ak :~k ~'Yi"k wesentlich selbstadjungiert, die AbschlieBung zl k : ~k~O~fk 
dieses Operators ist also selbstadjungie~. Es stellt sich daher die Aufgabe, 
die Spektralzerlegung des Operators A k zu bestimmen und die Eigen- 
funktionen und Eigenpakete dieses Operators zu untersuchen. Diese 
Aufgabe bezeichnet man als das Eigenwertproblem der automo~Then 
Formen in der hyperbolischen Ebene. 

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das Eigenwertproblem 
der automorphen Formen mit Hilfe der Resolvente ( - A  k - 2 ) - ~  des 
Operators - A  k. Im ersten Teil dieser Abhandlung haben wir die Resol- 
vente ftir bestimmte komplexe Parameter 2 beschrieben durch einen 
Integraloperator vom Carlemanschen Typ mit einem gewissen Kern 
Gk 4- Dabei ergab sich folgendes Resultat (s. Teil I, Satz 5.6): Es sei 

E~ := {(Ikl-m)(1 -Ikl  + m);0=<m < }kJ-½,me Z} 

(also E k = 0 ftir Ikl < ½), und 6 = 6(G) bezeichne die Konvergenzabszisse 
der Poincar6schen Reihe zur Gruppe G (s. Teil I, Abschnitt 1.4). Ist dann 
2 ¢ E k w [~¼, ~ )  und Re (½ + ~ 2) > 6, so ist G k ~ wohldefiniert, und fiir 
alle u e Nk gilt 

~, = .[ Gk 4(', z) (( - 2~ - ;0 u) (z) do~(z). (~) 
B 

Ausgehend von diesem Satz wurde in Teil II dieser Arbeit das Spektrum 
des Operators -Zig untersucht. 

Der vorliegende dritte und letzte Teil dieser Abhandlung enth~ilt 
Anwendungen auf die Theorie der automorphen Formen. Zungchst 
besch~iftigen wir uns in Abschnitt9 mit Wachstumsabsch~tzungen. 
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist dabei die Ungleichung 

tu(z)l =< I16~(z,  ")H II(- zi~ - , l )  ull 

(ze~-I), die sofort aus (1) folgt. Durch Absch~itzung des Wachstums 
der Norm des Resolventenkerns (s. Korollar 9.6) gewinnen wir dann 
Wachstumsaussagen fiir die Funktionen u e ~  k und damit speziell 
fiir die Eigenfunktionen und Eigenpakete des Operators - zi k (s. Satz 9.7). 
Die erzielten Wachstumsabsch~itzungen sind formuliert unter Benutzung 
der Punktpaarinvarianten 

Iz-Yol: a(z, Zo):= - -  
4yyo 

(y = I m z >  0, Yo = Imzo > 0). Dadurch ist gew~ihrleistet, dab die Ab- 
sch~itzungen gleichm~iBig gelten fiir alle Richtungen, in denen die 
Variable z sich in der hyperbolischen Ebene ins Unendliche bewegen 
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kann. An Hand  einiger Beispiele priifen wir die Giite der Wachstums- 
absch~itzungen und diskutieren ihre Konsequenzen fiir die Zuordnung 
von Dirichletschen Reihen mit Funktionalgleichungen und automorphen 
Formen (s. Hecke [21], MaaB [30]). Eine weitere bemerkenswerte 
Konsequenz unserer Wachstumsabsch~itzungen betrifft die Orthogonati- 
t~it von quadratisch integrierbaren Spitzenformen und Eisensteinschen 
Reihen, die wir nun ftir beliebige Gruppen G beweisen k/Snnen (s. Satz 9.9 
und Korollar  9.t 1). 

Abschnitt 10 enth~ilt einen neuen Beweis der Peterssonschen Koeffi- 
zientenformeln fiir die Poincar6schen Reihen vom elliptischen Typus 
unter m6glichst wenig einschr~inkenden Voraussetzungen fiber G und k. 
Wir gewinnen diese Formeln aus der Beziehung (1) durch geeignete 
Grenziiberg~inge. Als Anwendung beweisen wir in Abschnitt ! 1 ein not- 
wendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Beschr~inktheit quadratisch 
integrierbarer klassischer au tomorpher  Formen  (s. Satz 11.1) und dis- 
kutieren Konsequenzen dieses Kriteriums. 

Ist G eine Fuchssche Gruppe  zweiter Art, so lassen sich einige 
Aussagen versch/irfen (s. Abschnit t l2) .  Insbesondere gelingt es in 
Korol lar  12.3 erstmals auch fiir gewisse nicht elementare Gruppen,  
das Spektrum a ( - A k )  des Operators  - A k  explizit zu bestimmen: 1st G 
eine Fuchssche Gruppe zweiter Art mit 6(G) < ½, so ist 

Alle Elemente yon E k sind Eigenwerte unendlicher Helfachheit, und im 
lntervall [1, co> liegt ein Streckenspektrum unendlicher 14elfachheit vor. 
Das Intervall [¼, ~ > ist frei yon Eigenwerten des Operators -Ak .  

Der vorliegende dritte Teil der Abhandlung sehlieBt sich in der Numerierung an die 
vorhergehenden beiden Teile an, damit bequem auf friihere Ergebnisse verwiesen werden 
kann. Hinweise auf Formeln und S~itze der Abschnitte 1-5 bzw. 6-8 beziehen sich stets auf 
Teit I bzw. Teil II tier Arbeit. Zahlen in eekigen Klammern verweisen auf das Literatur- 
verzeiehnis am SchluB der Arbeit. Ferner befindet sich am Ende der Arbeit eine Liste 
h~iufig benutzter Bezeichnungen. 

lnhaltsiibersicht 

Teil I 

Einleitung 
1. Grundlagen 
2. Entwicklung der Eigenfunktionen des Operators -Ak in den Punkten der oberen 

Halbebene 
3. Bestimmung der Eigenwerte des Operators -Ak zur trivialen Gruppe 
4. Konstruktion des Resolventenkerns zur trivialen Gruppe 
5. Konstruktion des Resolventenkerns zu beliebigen diskreten Gruppen 

Liste h~iufig benutzter Bezeichnungen 
Literatur 
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Teil II 

Einleitung 
6. Untersuchung des Spektrums yon - z~ k mit Hilfe des Resolventenkerns 
7. Bestimmung der Norm des Resolventenkerns 
8. Weitere Untersuchung des Spektrums v o n -  A" k 

Liste h~iufig benutzter Bezeichnungen 
Literatur 

Teil III 
Einleitung 

9. W achstumsabsch~itzungen 
10. Anwendungen auf klassische automorphe Formen 
11. Kriterien fiir die Beschr~inktheit klassischer automorpher Formen 
12. Das Spektrum yon -Ak bei Fuchsschen Gruppen zweiter Art 

Liste h~iufig benutzter Bezeichnungen 
Literatur 

9. WachstumsabscMitzungen 

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir das Wachstum von 
IIGk~(z,')ll bei festem ;t in Abh~ingigkeit von z e ~ I  und benutzen die 
erzielten Absch~itzungen zur Analyse des Wachstums automorpher 
Formen. 

9.1. Satz. Es seien 2 q~ E k w [¼, oo ), s := ½ + l//¼ - 2 und Res > 6. 1st ;t 
nicht reell, so gibt es eine Konstante C 1 > O, derart dafl jSr alle z e ~-I gilt 

IIGka(Z,.)ll2<Cx ~ (a(z, Mz)) -Res, (9.1) 
M e G  

und ist 2 reell, so gilt mit einer geeigneten Konstanten C2 > 0 J~r alle 
z ~ ~-I die Abschiitzung 

Ilak~(Z,.)ll2<=C2 Y, (a(z, Mz)) - ' ( l  +loga(z, Mz)). (9.2) 
M e G  

Beweis. Da die Funktionen auf beiden Seiten der Ungleichungen 
(9.1), (9.2) stetig sind in Abhangigkeit von z e ~-I, geniJgt es diese Unglei- 
chungen zu beweisen fiir alle z e I-/, welche nicht elliptische Fixpunkte 
von G sind. Es sei nun ;t nicht reell. Im Hinblick auf Korollar 7.3, (7.20) 
geniigt es zum Beweise yon (9.1), wenn wir zeigen: Es gibt eine Konstante 
C a > O, derart dab t'fir alle a > 1 gilt 

im(a_ , ,  F ( s + k ) F ( s - k )  ( 1 ) )  
F(2s) F s + k , s - k ; 2 s ;  __<C a (9.3) 

(r := Ires). Da die linke Seite yon (9.3) f'tir t r~  + ~ offenbar beschr~inkt 
ist, bleibt die Beschr~inktheit fiir t r~  1 + 0 zu beweisen. Zu diesem Zwecke 
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ziehen wir (4.18) heran und erkennen: Die linke Seite von (9.3) ist fiir 
a--* 1 + 0 beschr~inkt genau dann, wenn 

Im (a - i ' l og  (1 - 1 ) )  (9.4) 

ftir rr--* 1 + 0 beschr~inkt ist. Wegen 

= tsin(rlog~) log (1 - -~-)1 

ist (9.4) fiir ~-*1 + 0  beschriinkt, folglich gilt (9.3) und damit (9.1). 
Ist hingegen 2 reell, so gentigt es nach Korollar 7.3, (7.21) zum Beweise 

yon (9.2), wenn wir zeigen: Es gibt eine Konstante C4 > 0, derart dab 
fiir alle a > 1 gilt 

0 ~ 

(9.5) 
< C4a-~(1 + loga). 

Da offenbar gilt 

Os a-~ F s + k , s - k ; 2 s ;  r(2s) 

=a-'(-loga) r(s+k)r(s-k) F(s+k,s-k;2s;-~) (9.6) 
V(2s) \ 

+ ~s { F(2s) F s + k , s - k ; 2 s ;  , 

erkennt man sofort, dab die linke Seite von (9.5) sich fiJr a-*  + oo verh~ilt 
wie O(a-s  log a). Ferner erkennt man leicht mit Hilfe von (4.18), dab beide 
Terme auf der rechten Seite von (9.6) ftir a--, 1 + 0 beschr~inkt sind. 
Zusammenfassend folgt (9.5) und damit die Behauptung. D 

1 1 Bemerkun#. Es seien 2 ~ C - 1 K  s : = ~  + l//¼ - 2, und die Reihe auf 
der rechten Seite von (9.1) konvergiere. Nach einer Bemerkung in Teil II, 
S. 122 gilt dann die Absch~itzung (7.20), folglich bleibt der obige Beweis 
von (9.1) unver~indert giiltig. Daher gilt die Abschatzung (9.1) ftir alle 
2 ~ IE - IR, ftir welche die Reihe auf der rechten Seite konvergiert. Diese 
Bemerkung werden wir sp~iter im Beweis von Korollar 9.6, a) verwenden. 
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Zur weiteren Absch~itzung der Reihe auf der rechten Seite von (9.1) 
beweisen wir die folgenden S~itze 9.2, 9.3, 9.5. 

9.2. Satz. a) Ist s >= t > 1 und z o ~ IH, so gilt mit einer geeigneten 
Konstanten C > 0 J~r alle z e IH die Ungleichung 

(a(Mz, z))-~ < C(a(z, Zo))' . (9.7) 
M E G  

b) Konvergiert die Reihe auf der linken Seite yon (9.7) noch Jfir 
s = 1, so gilt (9.7) auch J~r s ~ t := 1. 

Beweis. Nach (1.t i) ist 

E (a(Mz, z)) -~ ~ (4a(z, Zo) )' Z (a(Mz, Zo)) -t  , (9.8) 
M e G  M ~ G  

so dab es geniigt, unter den jeweiligen Voraussetzungen die Beschr~inkt- 
heit der Reihe auf der rechten Seite von (9.8) in Abh~ingigkeit von z ~ lH 
zu beweisen. Dazu ftihren wir die Transformation (1.5) w = A z  der 
oberen Halbebene auf den Einheitskreis aus und erhalten nach (5.15) 

(a(Mz, Zo))-' = ~ (1 -ISwl2) ' (9.9) 
M ~ G  S ~ A G A -  1 

(w=Az ,  z ~ H ) .  
a) Ist nun t > 1, so stellt die Reihe auf der rechten Seite von (9.9) 

eine beschr~inkte Funktion von w ~ E dar: Diese Aussage ist ein Spezial- 
fall eines wesentlich allgemeineren Satzes von Godement [20], Th~orbne 5 
bis; s. auch [10], S. 868 und [11], Abschnitt 3. Damit ist a) bewiesen. 

b) Unter den Voraussetzungen der Aussage b) stellt die Reihe 

(a(Mz, Zo)) -1 (9.10) 
M e G  

fiir jedes feste Zo ~ IH eine beschr~inkte Funktion des Arguments z e IH 
dar (s. (9.9) und [48], Satz 2; vgl. auch [36], S. 636--637). Die Behaup- 
tung b) folgt daher aus (9.8). D 

9.3. Satz, Es sei s > O, und G sei eine Fuchssche Gruppe zweiter Art, 
ffir welche die Reihe 

(a(Mz, z)) -~ (9.t 1) 
M e G  

(ze~-I) konvergiere. Ferner sei [a,b] CO(G) (a, b elR, a<b). Dann gilt 
ffir y ~ + 0 gleichmdflig in bezug auf x e [a, b] die Wachstumsbeschrdnkung 

(a(Mz, z))-" = 2 + o(1) (9.12) 
M E G  
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(z = x + iy). Ist  insbesondere die Gruppe G endlich erzeugt, und enthiilt G 
keine paraboIischen Substitutionen, so 9ilt 

sup ( E (a{Mz, z))- ~] < oo. (9.13) 
z ~ [ \ M e G  ! 

Beweis. Bei der Transformation (1.5) w = A z  gilt fiir M~SL(2,1R), 
z~lH, S := A M A -  1 die Identitat 

a(z ,  Zo) 
IS'(w)l = 

a(Mz,  Zo) ' 

wie man leicht nachrechnet. Daher ist nach (t.11) fiir alle z e ~ I  

({r(mz, z))-x __< 4lS'(w)l. 

Beachten wir nun, daB die Reihe 

IS'{w)l s 
S ~ A G A  - 1 

im Diskontinuit~itsgebiet C(A GA-1 )  normal konvergiert, und setzen wir 

R : = { x + i y ; a < _ x < _ b , O < y <  1}, 

so ktinnen wir folgern: Zu vorgegebenem e e (0, 1) existiert eine endliche 
Teilmenge H von G, derart dab gilt 

sup( E (a(Mz,  z)) - s )<e .  
z ~ R  \ M ~ G - H  

Da e < 1 ist, geh6ren die Matrizen _+ I zu H. Die endliche Summe 

E (o(Mz, z)) -" 
M e H  

verh~ilt sich daher fiir y ~ + 0  wie 2+o(1) gleichm~iBig in bezug auf 
x e [a, b] (z = x + iy), und es folgt (9.12). 

Zum Beweis der Aussage (9.13) geniJgt es, die Beschr~inktheit der 
Funktion (9.11) in einem geeignet gew~ihlten Fundamentalbereich der 
Gruppe G nachzuweisen, denn die Funktion (9.11) ist invariant unter G. 
Nun hat aber jede unendliche und endlich erzeugte Fuchssche Gruppe 
zweiter Art, welche keine parabolischen Substitutionen enth~ilt, be- 
kanntlich einen Fundamentalbereich, der aus einer relativ kompakten 
Teilmenge von ]H besteht, vereinigt mit endlich vielen ,,Trichtern" 
(in der englischsprachigen Fachliteratur oft ,,funnels" genannt), die 
l~ings hyperbolischer Halbgeraden in sogenannte ,,freie Seiten" des 
Fundamentalbereichs auf R einmiinden. Daher folgt (9.13) sogleich 
aus (9.t2) (vgl. [33], I, S. 565). l'l 

Halten wit uns noch einmal die Schliisse vor Augen, die in den 
Beweisen der S~itze 9.1 und 9.3 durchgef'tihrt wurden, so erkennen wir 
mit Hilfe von Satz 7.2 miihelos die Richtigkeit der folgenden Aussage: 
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9.4. Satz. Es seien G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art und 
• 1 1 [a, b] C (9[G) (a, b e IR, a < b). Ferner seien 2 q~ E k L) [1, Or3 ),  S . :  ~ if" V 4  -- 2 

und Res >6.  Dann gilt jfir y ~  +0 gleichmiiJ3i# in bezug auf x e [a, b] 
die Wachstumsbeschr?inkung 

tt Gkx(x + iy, ")112 = C(2) + o(1) 

mit der positiven Konstanten 

1 
4nIm2 Im(w(s + k) + ~v(s- k)) , falls 2 e ~ -  tR , 

c( , t )  : =  
1 

4rt(2s - t) (Vo'(s + k) + ~p'{s - k)), falls 2 e IR. 

Insbesondere ist der Kern Gka nicht yore Hilbert-Schmidtschen Typ. 

DaB C{2) in der Tat positivist, kann leicht aus der explizit bekannten 
Partialbruchentwicklung der Funktion ~p gefolgert werden . -  In [49], 
Satz 3.2 wird gezeigt, dab das Spektrum von - A  k das Intervall [¼, oo) 
enth~ilt, wenn G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art ist. Diese Aussage 
liefert einen zweiten Beweis daftir, dab Gka in der Situation des Satzes 9.4 
nicht vom Hilbert-Schmidtschen Typist.  Ftir Grenzkreisgruppen erster 
Art haben wir schon in Korollar 8.4, a) ein befriedigendes notwendiges 
und hinreichendes Kriterium daftir hergeleitet, dab Gka vom Hilbert- 
Schmidtschen T y p i s t  (s. auch [40], S. 286). Ferner wissen wir aus 
Korollar 8.3, dab G t a stets dann nicht vom Hilbert-Schmidtschen Typist, 
wenn das Multiplikatorsystem v in bezug auf eine Spitze yon G singul~ir 
ist. Dagegen ist nicht bekannt, ob GR, auch dann vom Hilbert-Schmidt- 
schen Typ sein kann, wenn G eine Grenzkreisgruppe zweiter Art ist 
und wenn v regul~ir ist in bezug auf G. Bemerkenswert ist in diesem 
Zusammenhang folgendes Beispiel einer Grenzkreisgruppe zweiter Art 
ohne Spitzen, ftir welche Gka nicht vom Hilbert-Schmidtschen Typist .  

Beispiel. Es seien U : =  , T := , und G bezeichne die 

yon den Matrizen U - 2 " T U a " ( n e Z )  erzeugte Untergruppe yon un- 
endtichem Index in der Modulgruppe. Bekanntlich ist G eine Grenz- 
kreisgruppe zweiter Art, und die Menge 

B : =  (~ { z ; ze lH ,  l z - 2 n t >  l} 
nEZ 

ist ein Fundamentalbereich von G. (Ftir unsere Zwecke geniigt es schon 
zu wissen, dab keine zwei inneren Punkte von B mod G ~iquivalent sind, 
und das ist sofort zu sehen.) Es seien ferner k reell, v sei ein Multiplikator- 
system auf G vom Gewicht 2k, und es seien 2 ¢ Ek, S := 1 _4_ V ¼ -  '~' 
R e s > l .  Dann gilt fiir y ~ + o v  gleichm~iBig in bezug auf xelR die 
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Wachstumsbeschr~inkung 

II Gk ).(x -t'- iy, ")ll 2 = c(,~) + o(1) (9.14) 

mit der Konstanten C(2)> 0 aus Satz 9.4. Diese Absch~itzung beweist 
man wie folgt: Ist 1 < r < R e s ,  so lehrt Satz7.2 zusammen mit den 
Absch~itzungen aus dem Beweis des Satzes9.1, dab mit geeignetem 
C 1 > 0 fiir alle z ~ 11-I gilt 

lllak~(z,)lt2-C(;Ol<C1 Z (a(Mz,  z ) ) - ' .  
Mc-G 

M :~ ++. I 

Da ersichtlich 

a(Mz ,  z) > Y 
= 4 I m M z  

ist, erhalten wit 

IIIGka(z,.)ll2--C()Ol<4'C~ ~ Icz+dl -z~ (9.15) 
M E G  

M * ± I  

(_M = (c, d)). Nun beachten wir, dab die Gruppe G aufgefaBt werden kann 
als maximales System von Matrizen der Thetagruppe (die yon U 2 
und T erzeugt wird) mit verschiedenen zweiten Zeilen. Auf der rechten 
Seite der Ungleichung (9.15) steht also eine Eisenstein-Reihe zur Spitze 
der Thetagruppe, in welcher der Beitrag der Matrizen _+I fehlt. Die 
rechte Seite von (9.15) verh~ilt sich daher t'fir y ~ + ~ wie o(1) gleichm~iBig 
in bezug auf xeIR, und (9.14) ist bewiesen. Aus (9.14) folgt sogleich, 
dab Gk ~ nicht vom Hilbert-Schmidtschen Typist ,  da der Fundamental- 
bereich B die Halbebene {z; Imz >_ 1} umfaBt. 

Wir kommen noch einmal zurfick auf (9.7) und den Beweis des 
Satzes 9.2: Natfirlich k6nnte man die Voraussetzungen fiber t in Satz 9.2 
abschw~ichen zu der Forderung ,,t > 6", wenn es gel~inge, die Beschr~inkt- 
heit von (9.9) im Bereich 6 < t < 1 nachzuweisen. Nun stetlt sich aber 
heraus, dab die Reihe (9.9) im Fall 6 < t < 1 nicht beschr~inkt ist, wenn G 
eine parabolische Substitution enthglt. Daher ftihrt dieser Ansatz 
nicht immer zum gewiJnschten Ziel. Auch die Aussage (9.13) ist falsch 
fiir Gruppen mit parabolischen Substitutionen, ja, man kann sogar 
sagen, dab die genannten AbscNitzungen scharf sind im Sinne des 
folgenden Satzes. 

9.5. Satz. Enthiilt G eine parabolische Substitution, so gilt: 
a) Ist  6 < s < 1 und z o ~ Ill, so ist 

sup( y/ (Mz, 
z ~ U " I \ M e G  

b) Ffir t < 1, s > 6, Zo E IH gilt 
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Beweis. Offenbar geniJgt es, die Aussagen a) und b) ftir den Fall 
zu beweisen, dab G von - I  und einer parabolischen Substitution 
erzeugt wird. Da a eine Punktpaarinvariante ist, kann ferner angenommen 

werden, d a B G v o n - I  und( lo  ll) erzeugtwird,  dennwegen(1 .1 t )  

gelten die Aussagen a) bzw. b) entweder fiir jedes z 0 e 1-I oder ftir kein 
Zo e ~I. Nun gilt ftir z = x + iy e ~-I, y > 1 und s > ½ offenbar 

~o Iz+n1-2s> ~ (y2+n2) -s 
n = ~ o 3  r l = l  

ct3 

> .[ (y2+t2)-Sdt>=yl-Zs .[ (1 +t2) -Sd t .  
1 1 

Aus dieser Ungleichung folgen sogleich die Aussagen des Satzes. [] 
Die Gruppe G heiBt vom Konvergenztyp, wenn die Reihe (9.10) 

konvergiert; anderenfalls heiBt G vom Divergenzty p ([47], S. 514). 
Bekanntlich ist jede Fuchssche Gruppe zweiter Art vom Konvergenztyp 
und jede Grenzkreisgruppe erster Art vom Divergenztyp. Ferner 
existieren Grenzkreisgruppen zweiter Art vom Konvergenztyp (s. Ab- 
schnitt 1.4). 

9.6. Korollar. Es seien 2 ¢ E k u [¼, ~ ),  s := ½ + ~/¼- 2. 
a) Ferner seien 2 nicht reell, z o ~ n-I. 1st G yore Divergenztyp, so gelte 

zusiit zlich 
R e s > t  > t ,  

und ist G yore Konvergenztyp, so sei 

R e s > t  := 1. 

Dann gilt .]fir alle z ~ I  mit einer geeigneten Konstanten C > 0 die Ab- 
schiit zung 

II Gk a(z,.)[I z < C(a(z, Zo))' • (9.16) 

b) Die Gruppe G sei endlich erzeugt, und es sei R e s >  1. Dann gilt die 
Beziehun9 

s u~ II ak x(z,.)ll < ~ (9.17) 

genau dann, wenn das Multiplikatorsystem v reguldr ist (in bezug auf G). 
c) Ist G endlich erzeugt, z o ~ IH und Res > fi, so gilt mit einer geeigneten 

Konstanten C > 0 J~r alle z ~IH die Abschiitzung 

llak~(z, .)II 2 < Ca(z, Zo). 

Beweis. a) folgt aus Satz 9.1 zusammen mit der anschlieBenden 
Bemerkung und Satz 9.2. 
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b) ist klar nach Satz 8.2 und Satz 9.4. 
c) Offenbar geniJgt es, die Behauptung fiir ein geeignet gewahltes 

z o e IH zu beweisen (s. Lemma 1.1). Wir wahlen nun den Punkt z o so, dab 
z o nicht elliptischer Fixpunkt von G ist und dab der zum ,,Zentrum" z o 
gebildete Dirichletsche Fundamentalbereich Bo von G aus einer relativ 
kompakten Teilmenge K von IH besteht vereinigt mit h~Schstens endlich 
vielen ,,Trichtern" und vereinigt mit h6chstens endlich vielen ,,Spitzen- 
sektoren" von G. Dann gibt es eine Konstante C 1 > 0, derart dab ftir 
alle z E B o gilt 

II ak ~(z,.)[I z < C 1 a(z, Zo) ; 

das erkennt man wie folgt: FiJr die Punkte z ~ B o, die in K oder in einem 
der Trichter von B o liegen, ist diese Ungleichung bei geeigneter Wahl 
von C1 offenbar erftillt (Satz 9.4). Liegt z in einem Spitzensektor von Bo, 
folgert man das Gewtinschte aus Satz 8.2, Lemma 1.1 und der Tatsache, 
dab a eine Punktpaarinvariante ist. 

Es sei nun z ~ M beliebig. Dann gibt es ein M ~ G, derart dab M z  ~ B o 
ist. Nach Wahl von B o gilt fiir den hyperbolischen Abstand der Punkte z, 
M z  von zo die Abschatzung IMz, zol < Iz, Zol. Daher ergibt sich unter 
Benutzung von (t.10) 

II ak ~(z, ")112 = I1Gk x(Mz, ")112 
< C 1 6 ( M z  , Zo) < ClelM~,zol < Ctel~.~ol 

< 4 C l a ( Z ,  Zo). 0 

Die Ergebnisse des Korollars 9.6 sind im Hinblick auf ihren Grad 
an Allgemeinheit recht befriedigend. Auch die Scharfe der Abschatzung 
(9.16) kann nicht wesentlich verbessert werden, wie ein Blick auf Satz 8.2 
lehrt. Es ist ledigtich eine offene Frage, ob auch ftir nicht endlich er- 
zeugte Gruppen vom Divergenztyp die Abschatzung (9.16) m i t t  = 1 
richtig ist. Ferner ist nicht bekannt, ob in Aussage b) auf die Voraus- 
setzung der endlichen Erzeugbarkeit der Gruppe G verzichtet werden 
kann. Nach Satz 8.2 wissen wir zwar for beliebige Gruppen, daB die 
Beziehung (9.t7) falsch ist, falls das Multiplikatorsystem v in einer 
Spitze von G singular ist. Es ist aber eine offene Frage, ob far beliebige 
Gruppen im Falle Res > 1 aus der Regularitat des Multiplikatorsystems 
die Aussage (9.17) folgt. - Offenbar ist Korollar  9.6, b) eine Verscharfung 
von Korollar  8.4, b). 

Wie im Beweis des Satzes 8.5 k6nnen wir mit Hilfe yon Satz 9.4 
und Korollar 9.6 das Wachstum der Elemente yon ~k abschatzen. 

9.7. Satz. Es seien f e ~ k  und z o ~ ~-I. 
a) Ferner sei e > O, .falls G eine nicht endlich erzeugte Gruppe vom 

Divergenztyp ist, und es sei e := 0, falls G endIich erzeugt oder yore Kon-  
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vergenztyp ist. Dann gilt j~r alle z e R-I mit einer geeigneten Konstanten 
C > 0 die Absclgitzung 

lf(z)l < C(~r(z, Zo)) ~ +~. (9.18) 

b) Ist die Gruppe G endlich erzeugt, so gilt genau dann jSr alle g e ~k 
die Beziehung 

sup lg(z)l < ~ ,  (9.t9) 
z e ~ I  

wenn das Multiplikatorsystem v reguldr ist (in bezug auf G). 
c) 1st G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art und [a,b]C(P(G) 

(a, b elR, a <  b), so gilt J~r y--*+O gIeichmdflig in bezug auf x e [a, b] 

f ( x  + iy) = O(1). 

d) Insbesondere geni~gen aIte Eigenfunktionen und Eigenpakete des 
Operators - Ak : G..~ k''~ ~ k  den Wachstumsbeschrdnkungen der Aussagen 
a)-c). 

Da die Funktion a eine Punktpaarinvariante ist, wird durch (9.18) 
das Wachstum yon f gleichm~iBig abgesch~itzt f'tir alle Richtungen, 
in denen das Argument z sich in der hyperbolischen Ebene ins Unendliche 
bewegen kann, denn die rechte Seite yon (9.18) ist invariant bei An- 
wendung hyperbolischer Drehungen um den Punkt z o. Transformiert 
man verm6ge w = A z Is. {1.5)] die obere Halbebene auf den Einheitskreis, 
so nimmt (9.18) die Gestalt 

I f ( A -  lw)] < C(1 - r 2 )  - ~ - ~  (9.20) 

(w e IE, r = [wt) an. 
Offenbar beinhaltet Satz 9.7 einen neuen Beweis des Satzes 2.1 yon 

Roelcke [39-1, S. 304. Ferner liefert Satz 9.7 sogleich folgendes Korollar: 

9.8. Korollar. 1st f e ~k  und e wie in Satz 9.7, a), so gelten kompakt- 
gleichmdflig in bezug auf x ~ IR die Wachstumsbeschrdinkungen 

f ( x  + i y ) = O ( y  ½+~) fur  y - - * + ~  , (9.2t) 

f ( x  + i y) = 0 (y- ~ - ~) fu r y ~ + O. (9.22) 

Ist ferner die Gruppe G endlich erzeugt und ist das Multiplikatorsystem v 
reguldr (in bezug auf G), so Minnen die rechten Seiten yon (9.21), (9.22) 
durch O(i) ersetzt werden. Insbesondere geniJgen alle Eigenfunktionen 
und alle Eigenpakete yon --Ak diesen Abschdtzungen. 

Das Korollar 9.8 gibt eine positive Antwort auf eine von Roelcke [39], 
S. 304 formulierte F rage . -  Zur Verdeutlichung der Qualit~it der gewon- 
nenen Absch~itzungen dienen die folgenden Beispiele. 
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Beispiele. 1. Es sei G die von - I  und U := ( ;  ll) erzeugteTrans- 

lationsgruppe, und es sei v(U)= 1. Dann existiert ein Eigenpaket von 
- Ak, welches ftir y ~ + ~ ein Wachstum yon der genauen Gr6genordnung 

O( y~ / aufweist (s. [13], S. 86). Da andererseits in diesem Fall die 
\ logy]  

Absch~tzung (9.21) mit e = 0  gilt, erkennt man sofort: Der Exponent 
½ + e auf der rechten Seite von (9.18), (9.21) kann nicht genereU dutch eine 
Konstante 7 <½ ersetzt werden, und zwar selbst dann nicht einmal, 
wenn man diese AbschStzungen nur fiir Eigenpakete formuliert. 

2. Es sei G eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit der Spitze ~ ,  
und das Multiplikatorsystem v sei singular in bezug auf die Spitze ~ .  
Dann kann man zur Spitze ~ eine Eisenstein-Reihe bilden, und dutch 
Integration der analytisch fortgesetzten Eisenstein-Reihe erh~ilt man in 
bekannter Weise ein Eigenpaket des Operators --Ak (s. [40], § 12; 
[38], §12). Von diesem Eigenpaket weiB man, dab es f'tir y - ~ + ~  

genau in der Gr/SBenordnung O anw~ichst ([40], S. 309; [38], 

S. 81-82). Auch wenn man in Satz 9.7 und Korollar 9.8 zus~itzlich voraus- 
setzt, dab G eine Grenzkreisgruppe yon erster Art ist, kann man also 
immer noch nicht den Exponenten ½+ e auf der rechten Seite yon 
(9.18), (9.21) durch eine Konstante ~ < ½ ersetzen, und zwar selbst dann 
nicht einmal, wenn man diese AbscNitzungen nur fiir Eigenpakete 
formuliert. Dagegen ist es eine offene Frage, ob statt (9. ! 8) die sch~irfere 
Absch~itzung 

f (z)  = O((a(z, z0)) ~) mr a(z, Zo)~ oo (9.23) 

auch flit nicht endlich erzeugte Gruppen vom Divergenztyp zutrifft. 
3. Wir greifen zuriick auf ein Beispiel von Roelcke [40], S. 304; 

dort wird gezeigt: Es gibt eine Grenzkreisgruppe G von erster Art mit 
mindestens drei Spitzen, derart dab f'tir jedes k > 0 eine klassische ganze 
Nichtspitzenform (s. [39], S. 305, Definition 2.2) O zu G vom Gewicht 2k 
und zu einem geeigneten Multiplikatorsystem v existiert. Wir denken 
uns yon vornherein G und g so gew~ihlt, dab G die Spitze oo hat und 
dab g in der Spitze ~ nicht verschwindet. Es sei nun 0 < k < ½. Dann ist 
f := ykg~ ~k, und f i s t  eine Eigenfunktion des Operators - z l  k zum 
Eigenwert k(1 - k). Nach Konstruktion w~ichst f ( x  + iy) ftir y--. + oo 
genau in der Gr6Benordnung O(y k) an, und bier ist der Parameter k 
lediglich der Bedingung 0 < k  <½ unterworfen. Damit ist bewiesen: 
Auch wenn man in Satz 9.7 und in Korollar 9.8 zusiitzlich voraussetzt, 
dab G eine Grenzkreisgruppe von erster Art ist und dab f eine Eigen- 
funktion yon - A  k ist, kann man in (9.18) und (9.21) immer noch nicht 
den Exponenten ½ dutch eine Konstante V < ½ ersetzen. 
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4. Die obigen Ergebnisse enthalten nicht-triviale Wachstums- 
aussagen fiir klassische automorphe Formen: Ist f ~ Q ( G , - 2 k ,  v) 
(=Menge  der beztiglich y2kdoo tiber B quadratisch integrierbaren, 
klassischen ganzen automorphen Formen zur Gruppe G, zum Gewicht 
2k und zum Multiplikatorsystem v) und ist f 4 = 0, so ist ykf eine Eigen- 
funktion des Operators - A  k zum Eigenwert k (1 -k ) .  Nach (9.21), 
(9.22) gelten daher kompakt-gleichmiiBig in bezug auf x~IR die 
Wachstumsbeschr~inkungen 

f ( x  + iy) = O(y -k+~+e) ftir y ~  + ~ ,  
(9.24) 

f ( x + i y ) = O ( y  -k-~-~) f'tir y ~ + 0  

(e wie in Satz 9.7, a)). Insbesondere gilt fiir k > ½ kompakt-gleichm~iBig in 
bezug auf x e 

lim f ( x  + iy) = 0. (9.25) 
y~+oo 

(Man beachte, dab hier nicht vorausgesetzt ist, dab G die Spitze ~ hat; 
G braucht iiberhaupt keine parabolischen Substitutionen zu enthatten.) 
Wie wir schon in Beispiel 3 gezeigt haben, braucht (9.25) nicht zu gelten 
ftir 0 < k  <½. - Folgende Bemerkung verdeutlicht die Sch~irfe der 
Absch~itzung (9.24): Ist G eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit der 
Spitze 0% so gilt bekanntlich f'tir jede klassische ganze automorphe Form 
y zur Gruppe G, zum Gewicht 2k und zum Multiplikatorsystem v die 
Wachstumsbeschr~inkung 

9(x+iy)=O(y  -zk) for y ~ + 0  (9.26) 

gleichm~iBig in x e IR. Die ftir quadratisch integrierbare automorphe 
Formen bewiesene Absch~itzung (9.24) ist also f'tir alle k > 1 sch~irfer 
als (9.26). 

5. Wir wenden unsere Ergebnisse an auf die von Hecke [21] be- 

trachtete Situation. Es bezeichne (5(2)die von den Matrizen U~ : = ( ;  21) (0 
( 2 > 0  lest) und T : =  erzeugte Gruppe. Wir setzen voraus: 

Entweder sei 2 = 2cos~ mit einer ganzen Zahl q >_ 3 und G := ~(2), oder 
es sei 2 > 2, und G sei eine beliebige diskrete Untergruppe yon SL(2, lit), 
welche die Gruppe tti(2) umfaBt. Ferner seien k > 0, ~ = _  1, und v 
sei ein Multiplikatorsystem auf G vom Gewicht 2k mit der Eigenschaft, 
dab gilt 

v(Ua) = 1, v(T)=~(- i )  2k . 

Es sei nun f e  Q(G, - 2 k ,  v), und f habe die Fourier-Entwicklung 

2zt inz  

f ( z ) =  a,e ~ (9.27) 
n=O 
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(Z ~IH). Nach dem vorhergehenden Beispiel 4 geniigt f f'tir jedes ~ > 0 
der Wachstumsbeschr~inkung (9.24) gleichm~it3ig in bezug auf x e lR. 
Damit ist erkannt, dab f die Bedingungen (10)-(12) yon Hecke [2t], 
S. 671 erftillt; die kritische O-Bedingung (t2) l~iBt sich also aus der 
quadratischen Integrierbarkeit folgern. Zur Beurteilung der Sch~irfe 
der Absch~itzung (9.24) im vorliegenden Fall beachte man, dab die yon 
Hecke [2 !], § 3 zur Gruppe ~(2) (2 > 2) konstruierten Funktionen ftir k > ½ 
in Q(t5(2),-2k, v) liegen (s. Roelcke [39], S. 326) und sich ftir y ~ + 0  
wie O(y -k) verhalten gleichm~iBig in bezug auf x elR ([21], S. 674). 
DemgegeniJber gilt unsere Absch~itzung (9.24) ffir k > 0 und auch ftir 
den Fall, dab der Index von (fi(2) in G unendlich ist. (Man beachte in 
diesem Zusammenhang den Satz6.6 und die folgende Aussage: ist G 
eine endlich erzeugte Fuchssche Gruppe zweiter Art und k < ½, so ist 
Q(G,-2k, v)= {0}. Dieser Satz folgt sofort aus dem Theorem der 
Arbeit [50] von Knopp.) 

Nach dem Vorgang yon Hecke ordnen wir nun der vorgelegten 
automorphen Form f die Dirichlet-Reihe 

~0(s)= ~ a,n -s (9.28) 
r l = l  

zu mit den Koeffizienten a, aus (9.27). Da die Fourier-Koeffizienten 
yon f wegen (9.24) flit jedes e > 0 der Wachstumsbeschr~inkung 

a , = O ( n  k+½+~) fflr n ~ o o  

unterworfen sind, konvergiert die Reihe (9.28) absolut flit Res > k + 3 
Die Funktion q~ hat die ,,Signatur {2, 2k, 7}" im Sinne von [21]. Die 
Funktion 

R(s) := F(s) ~o(s) 

ist also eine meromorphe Funktion yon s ~ cE, welche der Funktional- 
gleichung 

R(s) = 7R(2k - s) 

geniigt. Ferner ist R genau dann eine ganze Funktion, wenn in der 
Entwicklung (9.27) der Koeffizient ao verschwindet (s. [21], S. 671 
unten). Ist insbesondere k > ½, so folgt das Verschwinden yon ao und 
damit die Holomorphie yon R und ~ in der vollen komplexen Ebene. 
In Satz 12.t werden wit zeigen, dab fiir jede Fuchssche Gruppe G von 
zweiter Art und k>max(½,h(G)) der Raum Q ( G , - 2 k ,  v) unendlich- 
dimensional ist. Daher erh~ilt man auf dem angegebenen Wege unendlich 
viele linear unabh~ingige Dirichlet-Reihen mit der Signatur {2, 2k, 7} 
(2 > 2, k > 6(~b(2)), y = _ 1), welche ganze Funktionen von s sind. 
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6. Analog zum Beispiel 5 lassen sich die obigen Ergebnisse anwenden 
auf die reell-analytischen automorphen Formen von Maal3 [30]. Den 
Zusammenhang zwischen dem dort betrachteten Formentyp und dem 
hier betrachteten haben wir schon in Abschnitt 2, Bemerkung 2 herge- 
stellt. Zusammenfassend ergibt sich: Jeder Eigenfunktion f des Operators 
- Ak: ~k -" ~U#k (G, k, v wie in Beispiel 5) entspricht verm6ge der Zuordnung 
des Satzes 8 von Maal3 [30], S. 255ff. ein Paar (~0, ~p) Dirichletscher 
Reihen, welche gewissen Funktionalgleichungen geniJgen. Ist insbeson- 
dere f eine Eigenfunktion zu einem Eigenwert 2 > ¼, so ist f nach [39], 
S. 305 eine Spitzenform; speziell verschwinden die nullten Fourier- 
Koeffizienten in der Fourier-Entwicklung von f zur Spitze ~ .  In diesem 
Fall stellen die Dirichlet-Reihen tp und ~p ganze Funktionen dar . -  Auch 
der Fall von Systemen automorpher Formen und von zugeordneten 
Systemen Dirichletscher Reihen l~il3t sich erfassen, wenn man nach dem 
Vorbild [39], [40] von Anfang an automorphe Formen mit Werten in 
einem endlich-dimensionalen unit~iren Vektorraum und Multiplikator- 
systeme mit Werten in der Gruppe der linearen unit~iren Selbstabbildun- 
gen dieses Raumes betrachtet. 

7. Die gewonnenen Wachstumsabsch~itzungen fiir die Eigenfunk- 
tionen des Operators - A  k liefern O-Aussagen f'tir die Entwicklungs- 
koeffizienten dieser Funktionen, welche in den Fourier-Entwicklungen 
in den Spitzen auftreten: Die Gruppe G habe den parabolischen Fix- 
punkt Loo(Le SL(2,1R)). Dann existiert eine reelle Zahl q>  0, derart 

wird. Es sei f eine Eigenfunktion des Operators -Ak: Nk ~o~fk zu den 
Daten O,k, v und zum Eigenwert 2, ferner sei s := ½+]/~-4-L Wir 
setzen f'tir y > 0 

u(y, s) := yl -~, falls s 4: ½, 

u(y, ½):= y~logy. 

Ferner bezeichnen wir wie iiblich mit W~,,,(y) die Whittakersche Funktion 
(s.[3t], S. 88-91) und setzen v(LUqL-t)=exp(2rcix) mit 0 ~ g < l .  
Dann besitzt f in der Spitze L ~  eine Fourier-Entwicklung der Gestalt 

f i lL ,  k] (x + iy) = aoy ~ + bou(y, s) 

+ .+ . .0  ~" a"+"Wks""+")'~-~(4rcln+xlY) e2~"+"~ 

mit komplexen Koeffizienten ao, bo, a,+~, wobei im Falle 0 < x < l  
gilt ao = bo = 0 (s. [39], § 2; [30], § 2). Wenden wir nun (9.22) an auf die zur 
transformierten Gruppe L - 1 G L  geh/Srige Form f i lL ,  k], so erhalten 
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wir in bekannter Weise die Absch~itzung 

a,+~=O(Inl ~+~ ) ftir Inl--. + oe 

(e wie in Satz 9.7, a)). (Man beachte, dab 6(G)=6(L-1GL) ist.) Ist ins- 
besondere f = yky mit g ~ Q(G, - 2k, v), und schreibt man die Fourier- 
Entwicklung von # in der Form 

(cz + d)- Zk g(Lz)= ~ b,+~e2~i("+~)~ 
n+~¢_~O 

(L=(c,d)),  so ergibt sich fiir die Koeffizienten b,+~ die Wachstums- 
beschr~inkung 

b,+~ = O(n k+~+e) ffir n - - ,~  

(e wie oben). Beim Vergleich dieses Ergebnisses mit Theorem 5 yon 
Drasin [7], S. 363 beachte man, dab dort t = k > ! ist und dab dort 
vorausgesetzt wird, dab yk9 beschr~inkt ist. 

8. Ist G = {I, - I}, k reell und v trivial, so ist G k ;~ --= gk ~ (2 ~ Ekk3 [4 I-, 0(3 }), 

und in (7.17) ist die Summe fiber die yon +_I verschiedenen M e G leer, 
also gleich Null. Die Abschiitzungstechnik des Beweises yon Satz 8.5 
ergibt daher ftir alle f e ~k, 2 < ¼, 2 ¢ Ek und z e ~ I  die Ungleichung 

if(z)[ 2 < 1 1 4n 2 s -  10P'fs+k)+~P'(s-k)) I[(--Zik--2)fl[2' 

wobei wir wieder die Abkfirzung s :=  ½+ V¼-)~ verwenden. Ist ins- 
besondere f eine Eigenfunktion von --JR zum Eigenwert 2m= (Ikl- m) 
• (1-1kl+m)~E k (O<m<Lk[-½,meZ;  s. Satz3.2), so gilt fiir alle 
zEIH 

1 (2 -2 . , )  20p , ( s+k)+ tp , ( s_k) ) l l f l l2  
[f(z)12< 4n 2 s - 1  

Fiihrt man hier auf der rechten Seite den Grenztibergang 2-~2m durch, 
so erh~ilt man 

1 (2(Ikl-m)- 1)IlfllZ~ 21k[- 1 If(z)le~ ~ 4re Ilflfa ( z e H ) .  

Eine ~ihnliche Ungleichung wurde f'tir integrierbare Formen zur trivialen 
Gruppe von Bers [4], S. 199 unten angegeben. Die obige Absch~itzung 
ist scharf in dem Sinne, dab fiir eine geeignete Eigenfunktion f das 
Maximum der linken Seite gleich der Konstanten auf der rechten Seite 
ist Is. (3.3)]. 

Als weitere Anwendung unserer Wachstumsabsch~itzungen beweisen 
wir den Satz9.9, zu dessen Formulierung wir folgende Redeweise 
vereinbaren: Geniigen die meBbaren Funktionen .f ,g:~-I~ll ;  den 
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Transformationsformeln 

f I [M,k ]=v (M) f  , gl[M,k]=v(M)g 

(M ~ G), so ist .f~ eine unter G invariante Funktion. Ist zus/itzlich .[~ 
fiber B c0-integrierbar, so bezeichnen wir das Integral 

.[ f'~ d~ 
11 

als ,,inneres Produkr' yon f und g. Fails das innere Produkt yon f 
und g existiert und verschwindet, sollen f u n d  g zueinander orthogonal 
oder aufeinander senkreeht stehend heiBen. (Diese Begriffsbildung 
ist offenbar unabh~ingig yon der Auswahl des Fundamentalbereichs B.) 

Wir erinnern an die Definition der Eisensteinschen Reihen (s. [403, 
§ 10): Die Gruppe G habe den parabolischen Fixpunkt L- loo (L ~ SL(2,1R)). 
Dann existiert eine reelle Zahl q > 0, derart dab die Fixgruppe yon L- 1 oo  

i n G d u r c h - I u n d P : = L - ~ ( 1 0  : )  L erzeugt wird. Es sei nun ~ ein 

maximales System von Matrizen der Gruppe G mit der Eigenschaft, 
dab sich keine zwei verschiedenen Elemente von ~ lediglich um einen 
linken Faktor der Form P" (n 6 ;g) unterscheiden. Ein solches System 
ist dadurch charakterisiert, dab L ~  ein maximales System yon Matrizen 
der Menge LG mit verschiedenen zweiten Zeilen ist. Ist dann v(P)= 1, 
so ist fiir Res > 6 die Eisensteinsche Reihe 

E(z,s,L,G,k,v):=½ ~ (azk(L,M))-~ v-~(M)y~l[LM, k] (9.29) 
M e .~  

(z e ~-I) wohldefiniert, denn diese Reihe konvergiert normal in IH (s. [13], 
S. 15, Satz 1.3) und h~ingt nicht ab vonder Auswahl des Systems S e. (In 
(9.29) und im folgenden schreiben wir anstelle von (Im(.))~t[M,k] (z) 
kurz Y~t [M, k].) 

Wir verwenden den Begriff ,,Spitzenform'" im Sinne von [39], S. 305, 
Definition 2.2. In teilweiser Verallgemeinerung einer fiir Grenzkreis- 
gruppen von erster Art wohlbekannten Aussage (s. [40], S. 302, Satz t t.t,a)) 
besteht dann ftir beliebige diskrete Untergruppen G von SL(2,1R) 
folgender Sachverhalt: 

9.9. Satz. Ist f ~ ~k eine Eigenfunktion yon -Ak, und ist f eine 
Spitzenform, so steht f senkrecht auf allen Eisenstein-Reihen (9.29) mit 
R e s >  3. 

Beweis. Beim Nachweis der Orthogonalit~it von f zur Reihe (9.29) 
k6nnen wir uns auf den Fall beschr~inken, dab L = I i s t  und dab die 

Fixgrnppevonoo i n G v o n - I u n d U = ( t O  1) erzeugtwird 'denndurcht  

eine einfache Transformation l~il3t sich der allgemeine Fall auf die 
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soeben beschriebene Situation zuriickfiihren. Ist dann v(U)= 1, so gilt 
zun~ichst formal 

f (z) E(z, s, I, G, k, v) do)(z) 
B 

= ½ ~, .[ v(M) f(z) y~[ [m, k] &o(z) 
M ~ . ~  B 

=½ ~ .[ f(z) y:de)(z) (9.30) 
M ~ . ~  M B  

= .If(z) y~dcn(z), 
V 

wobei wir mit V: = {x + iy; 0 < x < 1, y > 0} einen Vertikalhalbstreifen 
der Breite 1 in der oberen Halbebene bezeichnen. Diese Umformung 
ist nach dem Satz vonder  majorisierten Konvergenz zul~issig, wenn das 
Integral 

.f If[ y,,S do) (9.31) 
v 

endlich ist. Wir zeigen nun, dab dieses unter den Voraussetzungen des 
Satzes 9.9 tats~ichlich der Fall ist: Die Spitzenform f verschwindet f'tir 
y ~  + oo exponentiell, und zwar gleichm~iBig in x elR. Ferner genfigt 
f als Eigenfunktion des Operators - A  k fiir y ~ + 0  gleichm~iBig in 
x e lR der Wachstumsbeschr~inkung (9.22). Daher ist das Integral (9.31) 
ffir Res > 3  endlich, und die Umformung bei (9.30) ist gerechtfertigt. 

Tr~igt man nun auf der rechten Seite von (9.30) die Fourier-Ent- 
wicklung der Funktion f zur Spitze ~ ein, so erkennt man, dab die 
Integration des entstehenden Ausdrucks in bezug auf die Variable 
x e [0, 1] Null ergibt, da die nullten Fourier-Koeffizienten yon f ver- 
schwinden. Daher ist die rechte Seite yon (9.30) gleich Null, wie zu 
zeigen war. I1 

Es ist eine offene Frage, ob diejenigen Eigenfunktionen f v o n -  Ak, 
welche Spitzenformen sind, fiJr jedes e > 0 der Wachstumsbeschr~inkung 

f ( x  +iy)=O(y -~) fiir y ~ + 0  

gleichm~iBig in x e IR geniigen, falls G die Spitze oo hat. Sollte in der 
genannten speziellen Situation eine solche Versch~irfung unserer Ab- 
sch/itzung (9.22) richtig sein, k6nnte man in Satz 9.9 die Voraussetzung 
,,Res > 3., ersetzen durch ,,Res > 1". Ist G endlich erzeugt, so ist in der 
Tat eine solche Versch~irfung yon Satz 9.9 mSglich, wie wir jetzt zeigen 
werden. 

9.10. Satz. Ist G endlich erzeugt, so ist jede Eigenfunktion f yon 
- Ak, die zugleich eine Spitzenform ist, in der oberen Halbebene beschrginkt. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dab f in einem geeignet gew~ihlten 
Fundamentalbereich B von G beschr~inkt ist. Dazu sei B ein Fun- 
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damentalbereich von G, der aus einer relativ kompakten Teilmenge 
K yon ~-I besteht vereinigt mit h6chstens endlich vielen ,,Trichterff" 
und vereinigt mit h6chstens endlich vielen ,,Spitzensektoreff" yon G. 
Offenbar ist f auf K beschr~inkt, und f i s t  auf jedem der Trichter 
beschr~inkt (Satz 9.7, c)). D a f  eine Spitzenform ist, ist f auch aufjedem der 
Spitzensektoren beschrSnkt, und es folgt die Behauptung. I'1 

Die Bemerkungen im AnschluB an den Beweis des Satzes 9.9 in 
Verbindung mit Satz 9. t0 ergeben folgendes Korollar. 

9.11. Korollar. Ist die Gruppe G endlich erzeugt, und ist f eine Eigen- 
funktion yon - A k ,  die zugleich eine Spitzenform ist, so steht f senkrecht 
attf allen Eisenstein-Reihen (9.29) mit Res > 1. 

Im Zusammenhang mit der Orthogonalitat von Spitzenformen und 
Eisenstein-Reihen ist folgendes Beispiel bemerkenswert. 

Beispiel. Es seien G gleich der Heckeschen Gruppe (5(2)(2> 2), 
k e IR, 7 = --- 1, und v sei verm6ge 

v(U ~) = 1 , v(T) = 7 ( -  i) zk 

festgelegt (s. Beispiel5). Im Falle k > 0  hat Hecke 1-21], § 3 unendlich 
viele linear unabhiingige klassische ganze automorphe Formen 
9 E {(5(2), - 2k, v} konstruiert. Diese Formen sind aufdem Fundamental- 
bereich 

n := {z; z e ~ I ,  Izl__> l, IRezl < ~} 

der Gruppe (5(2) beschr~inkt und verschwinden in der Spitze ~ exponen- 
tiell. Entsprechende Formen erh~ilt man f'tir k < 0  auf folgende Weise: 
Mit h, H bezeichnen wir die von Hecke [21], § 3 konstruierten Funktionen. 
Ist k = 0, so setzen wir f'tir -/= 1 

g : = ( h -  1)" (n~N) 
und ftir 7 = - 1 

g : = H ( h - 1 ) "  (n~N) .  

Im Fall k < 0 ,  7 = t sei 9 : = 9 ,  (neN)  mit der Funktion 9, aus [39], 
S. 326 unten, und f'tir k <0,  7=  - t sei g := H9,  (n elN). 

Zu jedem System von Daten 2 > 2, k ~ IR und 7 =-+ t existieren 
also unendlich viele linear unabh~ingige ktassische ganze automorphe 
Formen g e {(5(2), - 2k, v}, die aufB beschrankt sind und in der Spitze ov 
exponentiell verschwinden. In der Gestalt f : =  ykg erhalten wir sodann 
unendlich viele linear unabh~ingige L6sungen der Differentialgleichung 

- A k f  = k ( l - k ) f  . 

Fiir k > ½ sind diese Funktionen f co-quadratintegrierbar iiber B, also 
Eigenfunktionen des Operators -Ak : ~ k ~ f f k  zum Eigenwert k ( 1 -  k). 
Ist dagegen k < ½, so kann man der Heckeschen Arbeit entnehmen, dab 
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die konstruierten Funktionen f nicht ~-quadratintegrierbar sind 
fiber B. (Diese Aussage folgt auch aus dem in Beispiel 5 zitierten Ergebnis 
von Knopp [50]; s. auch Satz 6.6.) Die Funktionen f sind ersiehtlich 
automorphe Formen zur Gruppe @(~), zum Gewicht 2k, zum Multi- 
plikatorsystem v und zur ,,Kennzahl" k(1 - k) im Sinne yon [39], S. 297, 
Definition 1.1. Offenbar sind alle diese Funktionen Spitzenformen. 

Es sei nun E(z, s) (Res > 6((~(2)) = : ~5(2)) die Eisenstein-Reihe zu den 
vorliegenden Daten ffi(2), k, v und zur Spitze oo. Bezeichnen wir mit 
ein maximales System von Matrizen der Gruppe t5(2) mit verschiedenen 
zweiten Zeilen, so ist die der Reihe E(z,s) zugeordnete Betragreihe 
]E](z, s) ersichtlich gleich 

]El (z, s) = y¢ ~ ]cz + d]- z, ( 9 . 3 2 )  
Me,9 o 

(r:=Res>6()~),zel-I,M_=(c,d)). Hier stellt die tiber die Etemente 
M e c j  erstreckte Reihe auf der rechten Seite eine beschr~inkte Funktion 
von z ~ B n {z; I m z ~ 1 } = :B1 dar, wie man leicht zeigen kann. 

Ftir y ~  + 0  gelten also gleichmgBig in bezug auf z= x + iy~ B 1 die 
Abschatzungen 

IEI (z, s) = O(f ) ,  f(z) = O(y~), 

wobei f eine der oben genannten Funktionen bezeichnet. Da ferner 
f ( x+ iy )  ftir y ~ + ~  gleichm~iBig in bezug auf x~lR exponentiell 
verschwindet, ist das Integral 

,( ]f(z)] IE}(z, s) do2(z) 
B 

endtich, wenn r =  Res > 1 - k  ist. Der Beweis des Satzes 9.9 lehrt nun: 
Ist Res>max(6(2) ,  1 - k ) ,  so ist f orthogonal zu Eft,s). Da 3(2)>½ 
ist ([1], S. 464, Theorem t), ist f im Falle k>½ orthogonal zu allen 
Eisenstein-Reihen E(.,s) (Res>~(2)).  lnsbesondere stehen alle oben 
konstruierten Eioenfunktionen f des Operators - AK : ~k --* ~ (Fall k > ½) 
senkrecht auf allen konveroenten Eisenstein-Reihen. Dagegen stehen die 
nicht quadratisch integrierbaren Spitzenformen unter den Funktionen f 
nicht notwendig senkrecht auf allen konvergenten Eisenstein-Reihen, 
da die entsprechenden inneren Produkte im Fall 6 ( 2 ) < R e s ~  1 - k  
nicht notwendig existieren, was man z.B. im Fall k = 0, v = 1 leicht 
sieht. Wir haben aber bewiesen, daB die nicht quadratisch integrierbaren 
Spitzenformen f zu allen Eisenstein-Reihen E(.,  s) mit Res > max(h(2), 
t - k) orthogonal sind. Es ist eine offene Frage, ob ~ihnliche Sachverhalte 
bei beliebigen Gruppen, welche parabolische Transformationen ent- 
halten, vorliegen. 
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10. Anwendmgen auf kiassische automorphe Formen 

Das Ziel des Abschnitts 10 besteht darin, die von Petersson [35] 
fiir den Fall der Grenzkreisgruppen erster Art und fur r = 2k > 2 her- 
geleiteten Koeffizientenformeln fur die Poincarkschen Reihen vom 
elliptischen Typus 

/MT-z\" 

(7, z E M, k > 6, n gana, n 2 0) und einige Folgerungen aus diesen Formeln 
unter moglichst wenig einschrankenden Voraussetzungen uber G und k 
zu beweisen. Es wird sich zeigen, daI3 die genannten Formeln durch 
einfache Grenzubergange aus der Resolventengleichung gewonnen 
werden konnen. 

Wir verwenden die Bezeichnungen a : = max($, 6), {G, - 2k, v] und 
Q(G, -2k, vf in der in Abschnitt 6 festgelegten Bedeutung. 1st nun 
k > 6, so ergibt eine elementare Zwischenrechnung folgende gliedweise 
gultige Beziehung zwischen der Reihe Pkoiz, z) [s. (lO.l)] und der zum 
Wert s = k gehorigen Reihe (5.9): 

Il,,(z, 7) = ge-zik14yy'r PkO(z, Z) C 10.2) 

(7, z E ItI, y = Imz, y' = Imz). Daher irnpliziert Lemma 5.3 sogleich fol- 
gende Aussage: 

10.1. Lemma. Fiir k > max ($ d), z E IH und ganzes n 2 0 ist P,,( ., z) 
E Q(G, - 2k, v). 

Ein Blick auf die Beweise der Lemmata 5.2, 5.3 lehrt, daI3 die Vor- 
aussetzung ,,k > a" in Lemma 10.1 weitgehend optimal ist, da die Be- 
tragreihe IHI,,(., z) im Falle 6 < k 5 $ nicht o-quadratintegrierbar uber 
B ist. (Man beachte in diesem Zusammenhang auch Satz 6.6 und das in 
Abschnitt 9, Beispiel 5 genannte Resultat von Knopp [50].) - Ansatz- 
punkt fur die folgenden Untersuchungen ist die Peterssonsche Integral- 
gleichung (s. [35], S. 56), die wir nun fur beliebige diskrete Untergruppen 
G der Gruppe SL(2, IR) und fur k > a beweisen. 

103. Satz. 1st k > max& S), so gilt fiir alle g E Q(G, - 2k, u) die 
Peterssonsche Integratgleichung 

Beweis. Die Funktion f(z) := (Imz), g(z) (z EM) ist eine in 9, 
gelegene Losung der Differentialgleichung - A, f = k(t - k ) . f .  Da nach 
Voraussetzung k > a ist, ist k(1 - k) < a(l - a). Fiir alle j =I= 0 von hin- 
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reichend kleinem Betrage liegt daher der Punkt k(1 - k) + ~ in dem Bereich 
der komplexen Ebene, in welchem wir die Resolvente durch den Re- 
solventenkern ausdriicken k6nnen (s. Korollar 6.2). Daher gilt fiir alle 

~ 0 yon hinreichend kleinem Betrage 

f (z) = - ~  .f Gk k~l-k> + ~(Z, Z)f(z)  &O(Z) 
B 

(z e ~-I; s. (7.3)). Wir beriicksichtigen nun, dab der Kern Hk~(Z, .) in einer 
geeigneten Umgebung des Punktes s = k  im quadratischen Mittel 
stetig abNingt vom Parameter s (s. Satz 5.5). Tragen wir nun die Be- 
ziehung Is. (5.29)] 

F(s + k) r ( s  - k) 
Gka(Z, Z') = HI,~(z, z') 

4nF(2s) 

in die obige Gleichung ein, so kBnnen wir den Grenziibergang ~ 0  im 
F-Quotienten und unter dem Integralzeichen getrennt vollziehen, 
und es ergibt sich 

f ( z )  - 2k - 1  .[ Hkk(Z, O f ( z )  d~o(z). (10.4) 
4~ B 

Wegen (10.2) ist das genau die behauptete Integralgleichung (10.3). [] 
In der Literatur sind zahlreiche Varianten der reproduzierenden 

Formel (10.3) bekannt; s. dazu die Arbeiten yon Bers [3, 4], Drasin [7], 
Earle [10,11], Godement [20], Kra [27] (Appendix), Metzger u. 
Rajeswara Rao [52], Rajeswara Rao [37], Selberg [42] und Spilker [45]. 
Es scheint aber neu zu sein, dab (10.3) schon unter der Voraussetzung 
, ,k>a"  richtig ist. Wie bereits im AnschluB an Lemma 10.1 bemerkt 
wurde, ist diese Bedingung in gewissem Sinne optimal. 

Die Integralgleichung (10.3) ist fiir z : =  Zo ~ IH gerade die Petersson- 
sche Koeffizientenformel fiir den Koeffizienten ao der Entwicklung 

oo / g  Z \n  

g(z)=(Z-To) -2k Z (10.5) 
,=o \ z - -Yo / 

der automorphen Form O ~ Q ( G , - 2 k ,  v) zum Entwicklungszentrum 
Z - -  Z o 

z o ~ ~-t (s. [35], S. 56). Nun ist aber mit w = Az = ~ offenbar 
Z --  Z o 

Durch AusiJbung des 

(10.3) und anschliegende Auswertung an der Stelle w = 0  (d. h. Z=Zo) 

) a ,=  n! ~,~ dw]  (Z--~o)2k~](Z) w=O" (10.6) 

Differentialoperators ~ ( z -  ~o) 2k auf 
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entsteht also aus (10.3) eine Koeffizientenformel fiir den Koeffizienten a, 
(n ganz, n > 0). Eine elementare Rechnung, die wir hier unterdrticken, 
ergibt die Wirkung des in Rede stehenden Differentialoperators auf den 
Kern Pko(Z, Z): 

10.3. Lemma. Ffir k > f ,  z, z, z o ~ ]H und ganzes n > O gilt mit 
Z - -  Z 0 

w = ~ die Beziehung 
Z - -  Z 0 

) (z - ~0) 2k ~ = (2k), (z o - Y0) 2k ~ .  (10.7) 
z=zo 

Nun kOnnen wir leicht die Peterssonschen Koeffizientenformeln 
(s. [35], § 3, (29)) fiir beliebige diskrete Gruppen und ffir k > ~ beweisen. 

10.4. Satz. Es sei k > max(½,6), und die automorphe Form g~ Q(G, 
- 2k, v) habe im Entwicklungszentrum z o = x o + iy o ~ ]H die Entwicklun9 
(! 0.5). Dann gelten j~r alle ganzen n >= 0 die Peterssonschen Koeffizienten- 
formeln 

1 (2k - 1),+ 1 .[ g(z) Pk,(Z, Zo) (Imz) 2k do(z) (10.8) 
a .  = - ~  (4yo) 2~ n~ . 

Beweis. Nach (10.3), (10.6), (10.7) brauchen wir nur noch zu begrtinden, 

dab der Differentialoperator ~ ( z - ~ )  2k in (10.3) unter dem 

Integralzeichen angewendet werden daft. Dazu bezeichnen wir mit 
]PIRo(Z, Z) die zur Reihe Pko(Z, z) geh6rige Betragreihe. Ferner sei K C 11-I 
eine kompakte Umgebung yon zo. Dann existiert nach (10.2) und nach 
Lemma 1.t eine Konstante C > O, derart dab ffir alle z s l-I und z e K 
gilt 

IPlko(Z, Z) < ClPfko(Z, Zo) . 

Die Funktionen g(-) Pko(', Z) (Im(-))2k (Z e K) haben daher eine fiber B 
~o-integrierbare Majorante. W~ihlen wir noch ohne Beschriinkung der 
Allgemeinheit den Fundamentalbereich B als abgeschlossene Menge, 
so sind die Voraussetzungen bei Dieudonn6 [6], S. 125, 113.8.6), (iii) 
erf'tillt, und der zitierte Satz impliziert die gewiinschte Vertauschbarkeit 
yon Integration und Differentiation. [] 

Die Konsequenzen des Satzes 10.4 sind nach dem Vorgang von 
Petersson [35] nunmehr klar. Wir erw~ihnen nut die folgenden beiden 
S~itze. 

10.5. Satz. Fiir k > max(½, 6) und z o ~n-I ist die Menge {Pkn(', 20); 
n > 13} total ira Hilbert-Raum Q(G, - 2 k ,  v) [d. h. die Iineare Hfille dieser 
Menge liegt dicht in Q(G, - 2 k ,  v)]. 
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Beweis. Steht die automorphe Form g e Q ( G , - 2 k ,  v) auf allen 
Pk,(',Zo) (n>O) senkreeht, so verschwinden nach {10.8) s~imtliche 
Entwicklungskoeffizienten von g zum Entwicklungszentrum Zo, folglich 
(st g=0 .  D 

t0.6. Satz. Es sei k > max(½, 6), und Q,(zo) bezeichne die Menge der 
Funktionen 9~ Q ( G , - 2 k ,  v), deren Koeffizient a, in der Entwicklun9 
(10.5) verschwindet (n 9anz, n> 0). Dann gilt: 

a) Die Form Pk,(', Zo) steht senkrecht genau auf den Formen der 
Menge Q,(zo) und (st dutch diese Eigenschaft bis auf einen konstanten 
Faktor eindeuti9 best(mint. 

b) Es (st Pkn( ' ,  Z O ) : 0  9enau dann, wenn Q,(zo)= Q ( G , - 2 k ,  v) (st. 
Dieses (st 9enau dann der Fall, wenn der n-re Entwicklungskoeffizient 
yon Pk,(', Zo) zum Entwicklungszentrum z o verschwindet. 

Beweis. a) Nach (10.8) braucht nur noch die Eindeutigkeitsaussage 
bewiesen zu werden. Diese (st trivial im Falle Pk,(', ZO)= 0. ES sei nun 
Pk,(',Zo)~:O: Dann (st Q,izo) eine abgeschlossene Hyperebene im 
Hilbert-Raum Q(G, - 2k, v), und Pk,(', ZO) 4:0 steht senkrecht auf Q,(zo). 
Daher (st Q ( G , - 2 k ,  v) die direkte orthogonale Summe gebildet aus 
Q,(zo) und dem yon Pk,(', ZO) erzeugten eindimensionalen linearen 
Teilraum. Die Eindeutigkeitsaussage unter a) (st nunmehr evident. 

b) (st klar nach a) und Satz 10.4. [] 

11. Kriterien f'dr die Beschriinktheit klassischer automorpher Formen 

Die Ergebnisse des Abschnitts l0 erlauben es uns, ein Kriterium 
fiir die Beschr~nktheit quadratisch integrierbarer klassischer auto- 
morpher Formen herzuleiten. Metzger und Rajeswara Rao [33], Teil I 
haben einen analogen Satz ftir integrierbare automorphe Formen im 
Fall k > t bewiesen. 

11.1. Satz. Es sei k>max(½,6). Dann sind die folgenden Aussagen 
a), b) dquivatent: 

a) Ffir jedes g~ Q(G, - 2 k ,  v) ist die Funktion )~'g in Ill beschrdnkt. 
b) Die durch die Zuordnung Z~-~ Hkk(Z, Z) [S. (t0.2)] definierte Funktion 

(st in ~-I beschrdnkt. 

Beweis. Fiir festes ze lH (st HkR(Z, T) gleich einem mit (Im-) k multi- 
plizierten Element von Q(G, -2k ,  v) [s. (10.2) und Lemma 10.1]. Daher 
gilt nach (10.4) f'tir diese Funktion 

Hkk(Z  , Z) 2k --  1 ! Hkk(,~ ' Z') ~ ' = - -  Hkk(Z,z)dto(z ) (11.1) 
4g 
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(z ~ ]H). Fiir ~ = z besagt diese Beziehung 

Hkk(Z, Z) = 2k - 1 4-~ I t ~ 1 1  ~ (11.2) 

(Norm in )ffk); insbesondere ist Hkk(Z , z)>O f'tir alle z e H .  
Wir zeigen zun~ichst, dab aus b) die Aussage a) folgt. Dazu sei 

ge Q(G, - 2 k ,  v). Dann geniigt f : =  yk 9 der Integralgleichung (10.4), 
und es ergibt sich 

2k - t 
If(z)l< 4n LIn~k(z,')l[ Ilfll (11.3) 

(z e ~I). Ist also die Funktion z~Hkk(Z, Z) in IH beschriinkt, so ist nach 
(t 1.2), (11.3) auch f in IH beschr~inkt, wie zu zeigen war. 

Es werde nun umgekehrt vorausgesetzt, dab a) zutrifft. Wir zeigen, 
dab dann auch b) gilt: Dazu bezeichnen wir mit dk  den abgeschlossenen 
Teilraum yon O~k, welcher die Funktionen der Form 3/'9 (g ~ Q(G, - 2k, v)) 
enth~ilt. Ferner sei ~k die Menge der beschr~inkten Funktionen f : IH ~(E, 
fiir welche gilt y - k f ~ { G , - 2 k ,  v}. Dann ist ~k bezfiglich der Su- 
premumsnorm 

II f l t~ := su~ If(z)l 

ein Banach-Raum, und nach Voraussetzung ist die kanonische Ein- 
bettung j : ~ k ~ k  wohldefiniert. Der Graph von j ist offenbar ab- 
geschlossen. Daher ist j nach dem Graphensatz stetig. (Diese SchluB- 
weise stammt von Drasin und Earle [8], S. 1041.) Es existiert also eine 
Konstante C > 0 mit der Eigenschaft, dab f'tir alle f e  dk  und alle z e IH 
gilt 

If(z)l < C II f l I .  

Dies gilt insbesondere fiir f=Hkk(Z," ) [S.(10.2) und Lemmal0.1] .  
Daher ist nach (l 1.2) ftir alle r, z~ lH 

lHkk(Z, Z)l < C ( 2 ~  l Hkk(Z, Z)) ' , 

und ftir z = z erhalt man 
4nC z 

tHkk(z,z)l < ~--] , 

womit b) bewiesen ist. [1 
Auch fiir den folgenden Satz ist ein Analogon ftir integrierbare auto- 

morphe Formen und k > 1 bekannt ([33], Teil II, Theorem 1 ; s. auch [8]). 
Ein besonders einfacher Beweis dieses bekannten Satzes wurde vor 
kurzem von Lehner [51] mitgeteilt. 
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11.2. Satz. Die Gruppe G sei endlich erzeugt, und falls G parabolische 
Substitutionen enthdlt, sei k ~ ½. Dann ist ffir jedes g~ Q(G, - 2k, v) 
die Funktion yk g in IH beschrginkt. 

Beweis. Ist O # g e Q ( G , - 2 k ,  v), so ist ykg eine Eigenfunktion von 
- Ak. Da nach Voraussetzung k ~ ½ ist, falls G parabolische Substitutionen 
enth~ilt, ist ykg eine Spitzenform. Die Behauptung folgt daher aus 
Satz 9.10. I-] 

Wie wir schon in Abschnitt 9, Beispiet 3 gesehen haben, wird die 
Aussage des Satzes t 1.2 falsch, wenn man die Voraussetzung ,,k >½" 
ersetzt durch ,3¢ > V" fiir irgendein V < ½. Man beachte jedoch in diesem 
Zusammenhang das in Abschnitt 9, Beispiel 5 erw~ihnte Ergebnis yon 
Knopp [50]. 

Die Betragreihe IHlkk(Z, Z) zur Reihe Hkk(Z, Z) ist offenbar gegeben 
durch 

tHIkk(Z, Z) = ½ ~ (a(z, Mz)) -k . 
M e G  

Diese Reihe ist nach Satz 9.5, b) nicht beschr~inkt in Abh~ingigkeit 
von z ~ ~-I, wenn G eine parabolische Substitution enth~itt. Dagegen ist 
Hkk(Z, Z) fiir k > max(½, 6) nach Satz 11.1, 11.2 beschr~inkt in Abhangigkeit 
von z ~ IH, falls G endlich erzeugt ist. Fiir endlich erzeugte Gruppen mit 
parabolischen Substitutionen ist also die Abschatzung von Hkk(Z, Z) 
durch die entsprechende Betragreihe in manchen Situationen v611ig 
unzureichend.-  In diesem Zusammenhang ist der folgende Satz bemer- 
kenswert: 

11.3. Satz. Es sei k>max(~,6) ,  und die zu den Daten G, 2k, 0 2 

gebildete Reihe [s. (10.t), (t0.2)] 

(4y2)2k (11.4) 
Y~ v2(M) (cz + d) 4k (Mz - z-) 4k M e G  

sei beschriinkt in Abhiingigkeit yon z6 lH .  Dann stellt auch die Reihe 

(4y2)k (11.5) 
Y" v(M) (cz + el) ~k ( m z -  z-) 2~ M e G  

eine beschrdnkte Funktion yon z ~ ~-I dar. 

Beweis. Das Theorem 1 von [33], TeilI lautet in unseren Be- 
zeichnungen: Ist k > 1, so sind die folgenden Aussagen a'), b') fiquivalent: 

a') Fiir jedes g ~ { G, - 2k, v} mit .f [ykg] dco < ~ ist yk g in ~I beschrdnkt. 
B 

b') Die Funktion Z~-~Hkk(Z, Z) ist in ~I beschrginkt. 
Es sei nun k > max(½, fi), und die Reihe (1 t.4) sei beschr~inkt in 

Abh~ingigkeit von z e~-I. Dann ist die Bedingung b') fiir die Daten 
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G, 2k, v 2 (anstelle von G, k, v) erffillt, denn es ist 2k > 1, und die Beschr~inkt- 
heit von (11.4) ist mit der Beschr~inktheit von H2k 2k(Z, Z) gleichbedeutend 
Is. (t0.1), (10.2)]. Daher folgt aus a'): Fiir jedes Element g e {G, - 4 k ,  v2}, 
fiJr welches das Integral .f [yekgl d~o endlich ausf~illt, ist die Funktion 

B 
y2k# in n-I beschr~inkt. Unter den hier zugelassenen Funktionen # 
kommen insbesondere alle Funktionen der Gestalt g = h  2 mit 
h~Q(G, -2k ,  v) vor. Daher ist die Aussage a) des Satzes 11.1 erfiillt, 
und nach Satz 11.1 ist die Funktion Z~Hkk(Z,Z) in IH beschr~inkt. 
Wegen (10.1), (10.2) ist das gerade die Behauptung. I-1 

Offenbar sind die Glieder der Reihe (11.4) gerade die Quadrate der 
Glieder der Reihe (11.5), und das allgemeine Glied von (11.4) hat den 
Betrag (a(Mz, z))- 2k < 1. ES ist eine iiberraschende Tatsache, dab aus der 
Beschr~inktheit der Reihe (11.4) mit den betragsm~iBig kleineren Gliedern 
schon die Beschriinktheit der Reihe (i 1.5) mit den betragsmiiBig gr6Beren 
Gliedern folgt. Dieses Ph~inomen verliert seine MerkwLirdigkeit, wenn 
folgende bislang unbewiesene Aussagen richtig sind (vgl.[8], [33]): 
Ftir k > max (½, 6) ist Aussage a) des Satzes 11. t richtig, und f'tir k > ! 
ist die Aussage a') aus dem Beweis yon Satz 11.3 richtig. Wenn n~imlich 
diese Vermutungen zutreffen, so kann man aus Satz 11.1 b) und aus der 
obigen Aussage b') die Beschriinktheit von (! t.5) und (t t.4) folgern, 
und Satz 11.3 wird trivial. Solange jedoch obige Vermutungen unbewiesen 
sind, kann man Satz 11.3 als Indiz f'tir ihre Richtigkeit auffassen. 

12. Das Spektrum yon --~]k bei Fuehsschen Gmppen zweiter Art 

Ist G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art, so lassen sich einige 
friihere S/itze versch~irfen. Zun~ichst beweisen wir fotgende Erg~inzung 
zu Lemma 10.1. 

12.1. Satz. Es seien G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art und k > 6. 
Dann enthiilt die Menge {Pkn(', ZO); ZO ~IH} Is. (10.t)] .~r  jede ganze 
Zahl n> 0 unendlich viele linear unabhiingige Elemente. Insbesondere 
ist Q(G, -2k ,  v) ~ r  k > max(½, 6) ein unendlich-dimensionaler Hilbert- 
Raum. 

Beweis. Da G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art ist, existiert ein 
Rechteck R C (.O(G) von der Form 

R = { z ; z ~ ( E , a < R e z < b ,  - y o < I m z < 0 }  (t2.1) 

(a < b, Yo > 0) mit folgenden Eigenschaften: 
a) Fiir alle M~G,  M #  +1 und z , z ' e R  (= AbschluB von R in IE) 

gilt IMz - z'[ >>- ~mit  geeignetem 0 > 0. 
b) Moo ¢ [a, b] f'tir alle M ~ G. 
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Wir setzen nun Zo=Xo+iyo mit a < x o < b  und mit Y0 aus (12.1) 
und betrachten die Reihe Pk,,(Z, Zo) [s.(t0.1)] in Abh~ingigkeit von 
z ~ ~-I uR .  Es ist wegen b) leicht zu sehen, dab jedes Glied dieser Reihe 
eine holomorphe Funktion yon z ~ l H u R  darstetlt und dab diese 
Reihe Rir k > 6 in IHwR normal konvergiert. Wir werden zeigen, dab 
alle Funktionen Pkn(',Zo) (a<xo<b) linear unabh~ingig sind, und 
damit wird dann Satz 12.1 bewiesen sein. 

Zum Nachweis der linearen Unabh~ingigkeit geniigt es offenbar, 
wenn wir zeigen: Fiir k > ~ ist die Funktion 

Z - -  Z O n 
Pk,,(Z, Zo)--2(z----~o ) (z--~00) - 2 k  

in Abh~ingigkeit yon z ~R beschr~inkt. Nun gilt ftir z, z '~ R, M ~ G, 
M =b +_ I, _M = (c, d) ersichtlich: 

)cz'+dl ) g z ' - ~ l  I z ' - M - l ~ l  Iz '-zt  
= < l +  . 

Icz+dl I M z - ~ t  ] z - M - l ~ l  = l z -M- l~o t  

Nach a) folgt nun die Existenz einer Konstanten C > 0 mit der Eigenschaft, 
dab fiJr alle z, z' ~ R, M ~ G, M 4: + 1 gilt 

Icz'+d[ IMz'-~ol <C.  
}cz+d[ I M z - ~ [  - 

Wir w/ihlen ferner C so groB, dab zus/itzlich gilt 

I zo -  Tol M z - z °  < 1 +  < C  
M z -  Too = I M z -  ~ol - 

ftir alle z ~ R, M ~ G, M 4: + I .  (Nach a) ist eine solche Wahl von C 
m6glich.) Dann gilt f'tir alle z, z' E R: 

z -  

[ M z -  zo__~ '~ [cz + dl- 2k IMz-  Yo1- 2k 
<= E Mz MeG ZO M#:±I 
~ C  n+2k ~ Icz '+di-ZkIMz'-~l  -zk. 

MeG M¢-±I 
Da hier die rechte Seite von z nicht abh~ingt, folgt die Beschr/inktheit 
der linken Seite in Abh~ingigkeit von z e R und damit die Behauptung. [] 

Aus Satz 12.1 zusammen mlt Satz 6.1 und Korollar 6.5 ergibt sich 
nun sofort folgende Erg~inzung zu Satz 6.1. 
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12.2. Korollar. Es seien G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art und 
~t = max (½, 6). Dann ist 

= { ( l k t - m ) ( 1 - j k l + m ) ; 0 ~ m < l k l - c c ,  m ~ Z } ,  

und alle Zah len  2, .  = (Ikl - m) (1 - lkl + m) (m 9anz, 0 < m < lk[ - c¢) sind 
Eigenwerte des Operators - A k  Yon unendlicher l/ielfachheit. 

Ist insbesondere G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art mit 6 <½, 
so ist im Falle tkl>½ die Zahl tkj ( 1 -  Jkt) ein Eigenwert yon -Zig yon 
unendlicher Vielfachheit. Dabei ist die Zahl k lediglich der Bedingung 
Ikl > ½ unterworfen; vom Multiplikatorsystem v wird nur vorausgesetzt, 
dab v irgendein Multiplikatorsystem auf G vom Gewicht 2k ist. Wir 
erinnern nun an ein Ergebnis des Satzes 6.1, welches besagt: Ist 6 <½ 
und ist 2 < ¼ ein Eigenwert von --zik, SO ist Ikt > ½. Nachtr~iglich stellen 

"--1" die Konstante ½ wir jetzt fest, dab hier in der Absch~itzung ,,Ikl 1 2 
auf der rechten Seite nicht durch eine griSBere Zahl ersetzt werden kann . -  
Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang jedoch folgendes Ergebnis 
von Roelcke [39], S. 320, Satz 5.4: Bezeichnet k + die in [0, 1) 9elegene 
zu k modulo 1 kongruente Zahl, und ist 2 < k + ( 1 - k  +) ein Eiyenwert 
yon - zik, SO ist Ikl > 1 und 2 ~ E k. 

Im Hinblick auf Korollar 12.2 ist es eine interessante Frage, ob alle 
Elemente von E k Eigenwerte von --zik sind, falls G eine Fuchssche 
Gruppe zweiter Art ist. Nach Korollar 6.5 ist diese Frage ~iquivalent 
mit der folgenden: Ist Q(G, - 2 k ,  v)4: {0}, falls G eine Fuchssche Gruppe 
zweiter Art ist und k > ½? 

Es seien nun G eine endlich erzeugte Fuchssche Gruppe zweiter Art, 
k > ½, und vo sei ein Multiplikatorsystem auf G vom Gewicht 2k. Dann 
gilt fiir jedes Multiplikatorsystem v auf G vom Gewicht 2k 

dimQ(G, - 2 k ,  v)= dimQ(G, - 2 k ,  Vo) 

(s. [33], Teil II, S. 203, Theorem 3). Die Antwort auf die obige Frage 
h~ingt also f'tir endlich erzeugte Fuchssche Gruppen zweiter Art nicht ab 
von der Auswahl des Multiplikatorsystems v. Ist insbesondere G gleich 
der Heckeschen Gruppe (~(2) (2 > 2) und k > ½, so ist ftir ein geeignetes 
Multiplikatorsystem V2k auf G vom Gewicht 2k der Raum Q(G, - 2 k ,  v2k) 
unendlich-dimensional, wie wir in Abschnitt 9 im AnschluB an Korol- 
lar 9.11 in einem Beispiel bemerkten. Fassen wir dieses Resultat mit den 
obigen Bemerkungen zusammen, so erkennen wit: Ist G = (~(2)(2 > 2), 
[k[ > ½, und ist v iroendein Multiplikatorsystem auf ~(;t) vom Gewicht 2k, 
so sind alle Elemente yon E k Eioenwerte des Operators - z ik  yon unend- 
licher Helfachheit. 
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12.3. Korollar. Es sei G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art mit 
6(G) < ½. Dann ist 

~(-- Ak) = Ek W[¼, oo>. (12.2) 

Alle Elemente yon  E k sind Eigenwerte des Operators - A k  yon unendlicher 
18elfachheit, und im lntervall [¼, oo) liegt ein Streckenspektrum unend- 
lieher ldelfachheit vor. Das Intervall [¼, oo) enthiilt keine Eigenwerte. 

Bemerkung. In Korollarl2.3 kann die Voraussetzung ,,3(G)<½" 
ersetzt werden durch die schw~ichere Forderung, dab die Reihe 

log aIM z, z) 
(tr(Mz, z)) ½ (12.3) 

MeG 
konvergiere. 

Beweis yon Korollar 12.3" Nach Korollar 12.2 ist ~r(--Ak) 
n ( -- oo, ¼) = Ek, und alle Elemente von Ek sind Eigenwerte des Operators 
- Ak yon unendlicher Vielfachheit. (Das gilt schon ftir 6 =< ½, insbesondere 
ist die Konvergenz der Reihe (12.3) f'tir die Richtigkeit dieser Aussage 
hinreichend.) Ferner ist aus Satz 8.1 bekannt, dab im Intervall [¼, oo) 
keine Eigenwerte von --'~k liegen, falls die Reihe (12.3) konvergiert. 
In meiner Dissertation [13], S. 71, Korollar 4.1 habe ich bewiesen, dab 
im Intervall [¼, oo) ein Streckenspektrum unendlicher Vielfachheit 
vorhanden ist. (Start der dort genannten Voraussetzung ,6 <~ wird 
in den Beweisen nur die Konvergenz der Reihe (12.3) benutzt.) Damit 
ist Korollar 12.3 bewiesen. D 

Wie wir schon in Abschnitt 1.4 unter Hinweis auf Beardon [1] 
bemerkten, existieren Schottky-Gruppen, welche die Voraussetzung 
,,6(G)<~ des Korollars12.3 erftillen. Ftir diese Gruppen enth~ilt 
Korollar 12.3 die vollst~indige Bestimmung des Spektrums von -zJk. 
Bislan9 sind die yon Korollarl2.3 erfaflten Fdlle die einzioen nieht 
elementaren Beispiele, in denen das Spektrum yon -AR vollstdndi9 bekannt 
ist (s. auch Satz 6.9). Von den elementaren Gruppen werden nur die 
yon - I und einer parabolischen Matrix erzeugten ,,Translationsgruppen" 
nicht yon Korollar 12.3 erfaBt. Bei diesen Gruppen ist 6=½, und das 
Spektrum ist durch (12.2) gegeben. Auff~illig ist in der Situation von 
Korollar 12.3, dab das Multiplikatorsystem keinen EinfluB auf die 
Beschaffenheit des Spektrums hat - sehr im Unterschied zu den Ver- 
h~iltnissen bei Grenzkreisgruppen erster Art (s. [40], S. 286, Satz 8.2 
und S. 308 ff., § 12). 

Bislang hat man fiber die nicht elementaren Fuchsschen Gruppen 
mit 6 < ½ nur Rickenhafte Kenntnisse. Abgesehen davon, dab man weil3, 
dab solche Gruppen existieren, ist fast nichts bekannt. So ist es zum 
Beispiel im Hinblick auf Satz 6.9 eine interessante offene Frage, ob jede 
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Fuchssche Gruppe mit 6 < ½ notwendig eine Fuchssche Gruppe zweiter 
Art ist. 

A 
arg 
B 

IE 

F(a, b; c; z) 
G 
gk ~(z, z') 
Gk~(z, z') 

e~(~) 

l-I 

n .  

k 

N 

e~,( z, Zo) 
Q ( a , - 2 k ,  v) 

SL(2, ~,) 
I) 

y =  Imz 
Z 
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Nachtrag bei der Korrektur. Nach Einreichen dieser Arbeit haben Metzger und 
Rajeswara Rao das oben mehrfach zitierte Ergebnis von Knopp [50] ohne die Voraus- 
setzung der endlichen Erzeugbarkeit der zugrundeliegenden Fuchsschen Gruppe zweiter 
Art bewiesen (s. Metzger, T. A., Rao, K. V. Rajeswara: Fuchsian groups of convergence type 
and non-tangential growth of automorphic forms (erscheint demn~ichst)). Es folgt daher: 
Ist G eine Fuchssche Gruppe zweiter Art und k _-< ½, so ist Q(G, -2k,  v) = {0}. Die obigen 
Verweise auf [50] sind entsprechend zu versch~irfen. 




