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Liaison des variétés algébriques. I

C. Peskine (Strasbourg) et L. Szpiro (Paris)

Soit X une surface cubique lisse dans P?. Si D est une des vingt sept
droites contenues dans X, et P un plan contenant D, I'intersection de P
et X est la réunion de D et d’une conique K. Choisissons une autre surface
cubique lisse Y contenant K. Si Y est assez générale I'intersectionde X et Y
est égale a la réunion de K et d’une courbe lisse C de genre 5 et de degré 7.
On peut recommencer le processus et vouloir caractériser les courbes
obtenues. Plus précisément quelles sont les courbes C de P? qui jouissent
de la propriété suivante? Il existe des courbes C,, ..., C, de P? telles que:

a) C;=C.

b) C, et C,,, n’ont pas de composantes communes et C;u C; | est
une intersection compléte (on dira que C; et C,,, sont liées géométri-
quement).

¢) C, est une intersection compleéte.

La réponse est contenue dans le Théoréme 3.2, dit Théoréme de
liaison: ce sont les courbes dont le cone projetant est de Cohen-Macaulay.
On caractérise aussi le plus petit nombre s tel qu’il existe une telle chaine.

L'utilit¢ de la liaison géométrique pour les courbes apparait chez
Noether ([17]). La notion de liaison géométrique est clairement introduite
en toute généralité par Dubreil ([15]). Ce dernier appelle variétés de pre-
miére espéce (resp. de seconde espéce) dans P/, les sous-schémas fermés
dont le cdne projetant est de profondeur plus grande ou égale 4 deux
(resp. de profondeur strictement inférieure a deux). Il démontre que deux
courbes liées sont de méme espéce. Il demande si cette propriété reste
vraie en plus grande dimension. La réponse est négative (remarque sui-
vant la Proposition 1.2).

Le théoréme de liaison pour les courbes sur C est énoncé par Apery
([2]). Serre nous a signalé que le méme résultat était connu de Gaeta ([9])
qui en donne une démonstration. Ces travaux, antérieurs 4 «F.A.C»,
s’éclairent quand on dispose de 'algébre homologique, en particulier
de la notion de profondeur et des théorémes de dualité.
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Les paragraphes 1 (liaison algébrique) et 2 (liaison géométrique)
servent donc a expliciter le cadre naturel ou se pose ces questions.

Le théoréme de liaison sous sa forme la plus générale (variétés de
codimension 2 dans P}) est démontré au § 3.

Au §4, le probléeme se pose de conserver les propriétés par liaison:
soit V<—P7 un schéma lisse (ou localement intersection compléte, ou lisse
en codimension donnée, etc.) peut-on le lier & un schéma V' P} possé-
dant la méme propri€té? Le résultat le plus notable (4.1) dit qu'on peut
conserver le fait d’étre lisse en codimension inférieure ou égale a 3 (donc
la normalité pour les variétés de Cohen-Macaulay car cette derniére
propriété est stable par liaison). De plus, en caractéristique O, on peut
trouver un tel V' tel que les équations de I'intersection complete Vo V'
fassent partie d’'un systéme minimal de générateurs de 'idéal gradué
définissant V.

Les schémas de codimension 2 dans P} & cdne projetant de Cohen-
Macaulay ayant été étudiés (§ 3 et § 5), on démontre ensuite le théoréme
de déformation (6.2): Sous certaines conditions numériques un tel scheé-
ma possede une déformation (de codimension 2, a céne de Cohen-
Macaulay dans P}) lisse en codimension inférieure ou égale a 3, donc
normale. Ce résultat est le meilleur possible car un sous-schéma fermé de
codimension 2 de Py (n=6), a cone de Cohen-Macaulay, localement
intersection compléte en codimension inférieure ou égale a 4 est une
intersection compléte (5.1). Ce théoréme de déformation est classique
pour les intersections complétes, la liaison permet de faire une récurrence
sur le nombre de générateurs de l'idéal gradué maximal du schéma.
Signalons que Schaps ([18]) montre un théoréme analogue pour les
schémas de Cohen-Macaulay de codimension 2 dans 'espace affine Aj.
Il est a noter que dans le cas projectif nous construisons une courbe
réduite, plongée dans P2, 4 cone projetant de Cohen-Macaulay, n’ayant
pas de déformation lisse plongée dans P2, 4 cone de Cohen-Macaulay.

Enfin au § 7, on applique les méthodes de la liaison pour montrer
qu’il existe des courbes lisses de P} qui ne sont pas intersections de trois
surfaces.

Nous nous sommes surtout intéressés au cas projectif, mais nous
avons énoncé, et le plus souvent démontré, les analogues locaux des
résultats, A ce propos, signalons que si X est un schéma fermé de Py,
nous appelons le cdne projetant de X dans P}, 'unique anneau gradué
kix,, ..., x,] tel que X =Projk[x,,...,x,] et que (x,, ..., x,) n'est pas
associé a Panneau. C’est bien siir par 'anneau local de ce cone projetant
qu’on passe du cas local au cas global.

Nous remercions A. Altman, D. Ferrand, S. Kleiman, Ch. de Laclos, M. Raynaud et
J. P. Serre pour 'aide qu'ils nous ont apportée dans I'élaboration de ce travail.
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§ 1. Liaison géométrique

Soient V| et V, deux sous-schémas fermés de I'espace projectif Py
(resp. R/a et R/b deux quotients d’un anneau local régulier R). On dira
que V] et V, (resp. R/a et R/b) sont géométriquement liés si

i) V, et V, (resp. R/a et R/b)sont équidimensionnels, sans composantes
immergées et sans composantes irréductibles communes.

if) V,uV, (resp. RAanb)) est une intersection compléte dans Py
(resp. R).

Il est clair qu’alors V] et V, (resp. R/a et R/b) ont méme dimension.

Exemple 1. Soient F, et F, deux polyndmes homogeénes de k[ X, ...,
X, ], de degrés respectifs f; et f,. Soient S, et S, les hypersurfaces de Py
correspondantes. Si S, et S, n’ont pas de composantes communes, alors
S, et S, sont géométriquement liées, et S, U S, est 'hypersurface définie
par I'équation F, F, de degr¢ f, +f,.

Exemple 2. Soit C la courbe intersection compléte de
P} =Proj k[X,..... X5].

définie par les équations homogénes: (X,X;—X, X,, X} —X3X,)
Alors C est la réunion des deux courbes suivantes: la quintique C,
définie par les équations (X, X3 — X, X,, X} —X3X,. X5—-X3X ) etla
courbe C, égale a trois fois la droite d’équations (X, X,) placée sur la
quadrique d’équation (X, X5 — X, X,).

Proposition 1.1. Soient V| et V, deux sous-schémas fermés de P} (resp.
R/a et R/b deux quotients de I'anneau local réguliers R) géométriquement
liés par une intersection compléte X =V, UV, (resp. R/(anb)). Alors, si
a(Vy), a(V,) et a(X) sont les faiscesaux d’idéaux de Gp. définissant re-
spectivement V,, V, et X, on a

1) a(V))/a(X)=Homg,, (O, O)

(resp. a/(b ~a) =Hom (R/b, R/(anb))),
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i} a(Vy)/a(X)=Homy, (0, Ox)
(resp. b/(anb)=Hom (R/a, R(anb))).
I1 suffit bien slir de démontrer (i).

Onaa(X)y=a(V))na(Vy)>a(V))-a(l,). Il'y a donc une injection na-
turelle:

a(V)/a(X)—Homg,, (O ,, Oy) (resp. a/(anb)~Hom(R/b, R/a nb))).

Montrer que c’est un isomorphisme est une question locale, il suffit
donc de montrer la proposition locale. Soit & un élément de "annulateur
de b modulo amb. On a a b= (anb) donc a{a+b)ca. Comme le fermé
V{a+b) est de codimension =1 dans V(a) (car R/a et R/b n’ont pas de
composantes irréductibles communes), et comme R/a est dans compo-
santes immergeées, ceci implique aea.

Proposition 1.2. Soit V| un sous-schéma de P}, de codimension d, et
soit X une intersection compléte de P}, de codimension d et contenant V,.
Soient a(V)) et a(X) les faisceaux d’idéaux de Opn définissant respectivement
V, et X. Soit V, le sous-schéma fermé de P} défini par le faisceau d’idéaux
a(V,) contentant a(X) qui satisfait a:

a(Vz)/a(X): Hom@pn(@Vl » (QX)

Les conditions suivantes sont alors équivalentes:

(1) Le cone de V] est de Cohen-Macaulay.

(1) Le cone de V, est de Cohen-Macaulay et V, est sans composantes
immergées.

De plus, dans ces conditions, on a:

a(Vp)/a(X)=Homy,, (O, Oy)
et codim (V,)=d.

Remarque. L’exemple suivant montre quen général la profondeur
n’est pas conservée par liaison:Soit S une variété abélienne de dimension 2
de P} dont le cone projetant A est arithmétiquement normal. Soit X une
intersection compléte de dimension 2 de P}, contenant S, de c6ne pro-
jetant R. Soit B le ¢cOne projetant de la surface S’ liéea S par X. Si A=R/a
la suite exacte 0 —B— Hom (a, R)— Exty(4, R)-—0 montre que prof
B=1 car Extk{A. R) est non nul de longueur finie.

La proposition est une conséquence du résultat local qui suit:

Proposition 1.3. Soit R un anneau local de Gorenstein, a, un idéal non

nul de R tel que dim R/a; =dim R. Soit a, 'annulateur de a,. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) R/a, est de Cohen-Macaulay.
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(i) R/a, est de Cohen-Macaulay et R/a, est sans composantes immer-
gées.
De plus sous ces conditions a, est lannulateur de a, et dim R/a, =dim R.

Supposons (i). En vertu du théoréme de dualité locale on a
Exty(R/a,, R)=0 pour tout i=1. Si --—>L—>L, —-—>L —»R—
R/a, —0 est une résolution projective de R/a,. apphquant le foncteur

v

Homy (., R)=." on obtient la suite exacte suivante:
Oﬂaz——)R—«)L;—sLi’-—)---ﬂLiv_l—>L;/—>--‘_

Ce qui prouve que R/a, est un i-éme module de syzygie pour tout i et
donc que prof R/a, =prof R=dim R=dim R/qa,.

Supposons maintenant (ii) et raisonnons par récurrence sur la di-
mension de R.

Si R est artinien tout est clair, on peut donc supposer que R/a, est
Cohen-Macaulay sur le complémentaire du pomnt fermé. Considérons
la suite exacte

0—a,—R—R/a,—0. (%)
Appliquons le foncteur Homy (., R)=." a cette suite. Aprés avoir
remarqué que Exth(R/a,. R}=0, on obtient la suite exacte:

0—(R/ay) "> R—(R/a}""—0.
Et donc le diagramme commutatif suivant de suites exactes:

0 a

n

1 R Rfa, ———0

\
|
|

0——(Rfa,) “—— R

> (R/a))" ——0

f est surjective, d’aprés le diagramme du serpent. Le noyau de f est de
longueur finie par hypothése de récurrence et est donc nul puisque R/a,
n’a pas de composante immergée. On a donc a, = Ann (a,) et on conclut
par la premiére partie de la démonstration.

Remarque 14.Supposons que les conditions équivalentes de l'énonce
précédent solent réalisées. Si de plus, on a a, na, =0, et si R/a; et R/a,
n'ont pas de composante irréductible commune, alors R/{(a; +a,) est
un anneau de Gorenstein de codimension 1 dans R. En effet, il est clair
que codim (R/(a; +a,), R)= 1. Considerons la suite exacte

0—R—R/a; ®R/a,—R/a, +a,}—0.

19 Inventiones math . Vol 26
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Soit k le corps résiduel de R. La suite exacte des Extii (k,.) associée a
cette suite montre que Exti(k, R/(a, +a,))=0 pour i<dim R—1 et que
Extg™®=1(k, R/(a, +a,)) s’injecte dans Exty™®(k, R)=k.

Comme dim R/(a; +a,)£dim R —1, on en déduit bien que R/(a; +a,)
est un anneau de Gorenstein de dimension (dim R — 1).

Remarque 1.5. Supposons que les conditions équivalentes de 1.2
soient réalisées. Soit alors e la somme des degrés des équations de X
dans P/, i.e. le degré de X plongé dans Py. Le faisceau dualisant wy de X
est Ox(e—n—1). Donc, pour i=1,2, Hom, (€} .0Ox(e—n—1)) est iso-
morphe au faisceau dualisant w, (qui n'est pas en général un fibré
vectoriel). On en déduit

a(Vfa(X)=wy,(n+1—¢)
et
a(Vy)/a(X)=w, (n+1—e).

Remarque 1.6. Supposons toujours les conditions équivalentes de
1.2 réalisées. Soient alors I(V)), I(V;) et I(X) les idéaux gradués de I'anneau
de polyndémes R=k[X,,...,X,] définissant les cones projetants de
Cohen-Macaulay des schémas V,, V, et X. On a alors:

H(V)/I(X) 2 Homp (R/I(V,), R/I(X) 2 Ext&(R/I(V,), R),
1(V,)/1(X) 2 Homp (R/I(V,), R/I(X)) 2 Ext4(R/I(V), R).

On notera que o, et a, sont des isomorphismes gradués de degrés zéro,
alors que les isomorphismes de décalage f3, et f, sont gradués de degré
¢gal a degré X.

Contre-exemple 1.7. Reprenons 'exemple 2.

Lintersection compléte C est réunion de la quintique
Cl = Proj k [mss a4ﬁ7 aﬁ45 BS]

et de la courbe C, qui est trois fois une droite sur une quadrique. Nous
allons montrer que le cdne réduit de C r’est pas de Cohen-Macaulay ceci
en toute caractéristique, ce qui contredit uneconjecture de Harshorne ([6]).
Soit A I'anneau local de ce cdne projetant réduit.
Soient p et g les idéaux premiers de A correspondant a C, et C,.
On vérifie facilement qu’on a les isomorphismes

p=p/pna)=(p+a)a=A/q.
On en déduit la suite exacte

0->A4/q—>A—A/p—0.
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Si k est le corps résiduel de A on a Ext!, (k, A/p)~k?*. Comme Ext2(k, 4/q)
~k, on voit, par la suite exacte des Ext}(k, .) que Ext}(k, 4)%0 et donc
que A est de profondeur un (et de dimension deux).

Contre-exemple 1.8. L’énonce 1.2 (ou 1.3) n’est pas vrai si on suppose
seulement que le cone projetant de X est de Cohen-Macaulay (et non
Gorenstein).

Soit p I'idéal premier gradué définissant la quartique
C="Proj k[o*, o® 8, 23, f*]
dans P;:
P=(Xo X5—X, X, X7 —X2X,. X3 X, X2, X X2 - X2 X,).
Soit X I'intersection compléte définie par les équations Xy X;— X, X,,

XoX:—X?X,, et soient L et D les droites définies par les équations
(Xo, X ) et (X5, X5). On vérifie qu'on a X = Cu Ly D, autrement dit:

(X0 X3— X, X5, Xo X2— X2 X3)=pn(X,, X,) N (X5, X3).

Comme le cone k[ X, ..., X3]/(X,, X3) de D est évidemment de Cohen-
Macaulay on déduit de 'Enoncé 1.2 que le céne

K[ Xo s X3P 0 (X X))

de Cu L est de Cohen-Macaulay. D’autre part, il est clair que le cone de L
est de Cohen-Macaulay et on vérifie facilement que le cone

K[ Xqs ... Xy ~k[o*, o® B a3, ]

de C n’est pas de Cohen-Macaulay car il n’est pas intégrablement clos
{x? B% n’appartient pas a k [a*, o> B, « B3, B*]).

§ 2. Liaison algébrique

Soient V, et V, deux sous-schémas fermés de P; (resp. R/a et R/b
deux quotients d’un anneau local régulier R). On dira que V| et V,
(resp. R/a et R/b) sont algébriquement liés (ou plus simplement lles) par
une intersection compléte X contenant V| et V, {resp. une intersection
compléte R/z telle que x ={an b)) si

(i) ¥, et V, (resp. R/a et R/b) sont équidimensionnels et sans compo-
santes immergées.

(i) (4) a(Vz)/a(X)-:Hom@P"((Dyl,GX)(resp. b/a=Hom (R/a, R/a)),

(B) a(V,)/a(X)=Homg,, (O, ,. Oy) (resp. a/x=Hom (R/b, R/2))

(ici pour une sous-variété W de Py, a(W) désigne le faisceau d’idéaux de
W dans Py).

19+
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On constate immédiatement que si ¥} et V, (resp. R/a et R/b) sont
géométriquement liés, alors ils sont algébriquement liés par V, UV,
(resp. R/(anb)).

On vérifie le résultat suivant:

Proposition 2.1. Soit V, (resp. R/a)} un sous-schéma fermé (resp. un
quotient) de P} (resp. de R) équidimensionnel et sans composante immergée.
Soit X (resp. R/a) une intersection compléte contenant V, (resp. telle que
aca). Alors le sous-schéma V, de P} (resp. le quotient R/b de R) dont le
faisceau d’idéaux (resp. lidéal) est défini par (A) est algébriquement lié a V,
(resp. R/a) par X (resp. R/a).

Exemple 2.2. Considérons P; plongé dans P} par le faisceau Gp,(3).
ie. la cubique gauche C de P} définie par les équations homogénes
(Xo X, — X2 X, X5~ X3, Xy X5~ X, X,). Soit X lintersection des deux
surfaces d’équations X, X, — X7 et X,(X, X; ~X2)— X, (X, X5— X, X,).
C est liee a elle-méme par X.

Pour vérifier ce fait. on peut soit montrer que le carré de I'idéal
gradué p de C est contenu dans 'idéal gradué a de X, soit remarquer que
X est de d°6 et contient au moins deux fois C qui est de d° 3, donc que X
contient précisément deux fois C, et rien d’autre.

Definition 2.3. Soit V un sous-schéma fermé équidimensionnel de
codimension d de P} (resp. R/a un quotient de pure codimension d d’un
anneau local régulier R). On dira que V (resp. R/a) est génériquement
intersection complete si pour tout point générique » de V (resp. de
Spec R/a), I'anneau O, ,n (resp. (R/a),) est une intersection compléte
dans Cp, , (resp.R,).

Au moyen d’une décomposition primaire on démontre simplement
quesi V, et V, (resp. R/a et R/b) sont algébriquement liés par X (resp. R/o),
ils sont alors géométriquement liés par X (resp. R/a) si et seulement si ils
n’ont pas de composantes communes, Ceci est encore équivalent au fait
que pour tout point générique # de ¥ (resp.R/a), on a Gy ,=0y
(resp. (R/a),=(R/x),). On constate donc que des schémas (resp. des
anneaux locaux) gtométriquement liés sont génériquement intersections
complétes.

Exemple 2.4 (Liaison des diviseurs). Soit X un sous-schéma fermé de
P/, intersection compléte de codimension d. Soit S une hypersurface de
P; d’équation C, rencontrant proprement X.

Soit {C) le diviseur défini par S sur X. Alors s1 D est un diviseur
effectif sur X, tel que (C)> D (i.e. D comme sous-schéma de P} est contenu
dans X " S), le lié D' de D par rapport a X N\ S est égal au diviseur (C)— D.
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Soient a(D), a{D’), a(X nS) les faisceaux d’idéaux définissant D, D’
et XnS dans X. On a

a(D)/a(X nS)=Hom (€, Oy . )

Soit R= (@, . I'anneau local d’un point x de X. Soit f une équation locale
de D en x et soit g 'équation locale de (C) en x.

a(D)/a(X nS)® R=Hom (R/fR, R/gR).

Comme gR< fR, on a g=f'f Il est clair que I'image de /" dans R/gR
engendré a(D')/a{X N S)® R et que f n’est pas diviseur de zéro dans R,
puisque g ne I'est pas.

Proposition 2.5. Soit V| un sous-schéma fermé de Py équidimensionnel de
codimension d et localement de Cohen-Macaulay. Soit X une intersection
compléte de codimension d dans P, contenant V| . Soit F, (resp. F) une
résolution projective de (U, (resp. de Oy), et soit o: F— F, un morphisme de
complexes déduit de Uinclusion V; = X. Alors une résolution projective de
(,, est obtenue en prenant le cone du morphisme o (—e): F' @ Cpn( —e)
— FY @ Gpn(—e) ou e est la somme des degrés des équations de X {ici.”
denote Homeg, (.. Gy ).

Cette manicre de trouver le li¢ nous a été indiquée par Ferrand. Soit

FY{—e)e——F"(—¢)

le triangle considéré. La suite exacte longue d’homologie donne:
H,(C.)=0s1i=2 et la suite exacte

0— H,(C)— Hy(FY (— €))—~ Hy(F" (— )~ H, (C)—0.

On sait que Hy(F" (—e))=wy, (n+1—e)=a(V,)/a(X) et que Hy(F* (—¢))
=wy(n+1—e)=0y. Il nous reste & vérifier que ¢ est bien I'inclusion
canonique. Pour ceci il nous suffit de montrer I’énonce local analogue &
la proposition.

Proposition 2.6. Soient R un anneau local régulier, a un idéal de R tel que
R/a, soit un anneau de Cohen-Macaulay de codimension d. Soit [=
{(fis .., 1) une suite R-réguliére contenue dans a. Soit F {resp.F) une
résolution projective de R/a (resp. de R/f) et a: F — F, un morphisme de
complexes déduit de Pinclusion fca. Alors une résolution projective du lié
de R/a par rapport a R/f est obtenue en prenant le cone de a” : FY —FY.
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On a le diagramme commutatif suivant:

Ho(F) —"—— Hy(FY)

4

Ext4 (p, R)
—_l

Ext4(R/a, R) Ext4(R/f, R)

ou p est Fhomomorphisme R/f— R/a—0.
On sait qu'on a un isomorphisme de foncteurs de la catégoric des R/f
modules de type fini dans elle-méme:

Ext4 (., R)~Hompg, (., R/f)
donc un diagramme commutatif
Ho(Fy) 2> Ho(FY)
) l
Hom (R/a,, ‘R/f) @80, Hom (R/f, R/f)

ce qui montre le résultat.

Remarquons qu’en vertu de I'énoncé 1.3, R/a, est un anneau de
Cohen-Macaulay. Prenant des résolutions minimales (i.e. de longueur d)
pour Fj et F,siC. est le cOne considéré, la fleche de C,, , — C, est scindée
car 'homomorphisme F,— F,  est I'identité, on retrouve bien que R/a,
est de Cohen-Macaulay.

§ 3. Liaison en codimension 2

On rappelle d’abord ici quelques informations sur la structure des
schémas fermeés de P}, de codimension 2, a cone projetant de Cohen-
Macaulay. On applique ensuite le Théoréme 2.5 dans le cas de codimen-
sion 2, et on en déduit des informations sur les variations par liaison du
degré et du genre arithmétique des courbes de P} & cone projetant de
Cohen-Macaulay. On donne enfin les théorémes de liaison globale et
locale qui révélent I'intérét de la liaison en codimension 2.

Soit donc V] un sous-schéma de codimension 2 de P, a cone projetant
de Cohen-Macaulay. Alors ¢, posséde une résolution projective mini-
male 4 homomorphismes gradués de degré 0, de la forme:

m—1 m

0— Z (9,,..(——11,)——"9Z(Qpn(—dj)—>0pn4>(9yl—>0, (%)
1 1

ou m est le nombre minimal de générateurs de Iidéal gradué¢ I(}V))
définissant le cone de Cohen-Macaulay de V] et ou les d; sont les degrés
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des éléments d’un systéme minimal de générateurs homogénes de (V).
On sait alors que I(V,) est engendré par les (m — 1)-mineurs de la matrice
¢ (dont le coefficient ¢;; est homogéne de degré n;—d,), ces mineurs ¢tant
homogénes de degrés d;. On vérifie que les entiers m, n;, d; sont strictement
positifs (avec évidemment m=2) et reliés par la relation:

(1) Z

1

d;.

1

...Mg

Soient A, ..., 4, les (m — 1)-mineurs de la matrice ¢. Si F et G sont les
équations homogenes d’une intersection compléte X contenant ;. On a

m

F=Y 1A, et G=) A
1

1

Le schéma V,, lié & V; par X a alors son cbéne projetant de Cohen-
Macaulay défini par I'idéal I(V,) engendré par les m-mineurs de la matrice

(m+1)xm gui suit L

As cees A
#p---’ﬂm
Sif=d°Fetg=d°G,ona

+d°Y,=N,—D; avec
+D, =f4+g—n, pour i=1 ...m—1 l
+Dm =g D,,H.]:f "

On montre alors facilement que les m-mineurs de  sont homogénes de
degrés D,, i=1,...,m+ I, et on obtient la résolution projective suivante
de Oy,

m+1

0y Gpn(~N) > Y Opn(— D) Cpu— 0, —0. (x%)
1 1

Il faut remarquer que la résolution (#x) n’est pas forcément minimale.
En fait comme on est parti d’une résolution minimale de Oy, , tous les
coefficients de ¢ (donc de 'g) sont contenus dans I'idéal maximal
(Xo..... X,) de k[X,. ..., X,]. Le nombre minimal de générateurs de
lidéal I( ,) sera donc (m + 1), m ou (m— 1) si la matrice,

()Ll, ...,)vm)
Hyoeoen by
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n’a pas de mineur inversible, a un l-mineur inversible mais pas de 2-
mineur inversible, ou a un 2-mineur inversible, mais nous reviendrons
sur cette question dans le théoréme de liaison.

Les suites exactes (#) et (+#) permettent de calculer les polynéomes de
Hilbert de V et V.

Propositon 3.1. Seit C une courbe de P i cone projetant de Cohen-
Macauiay admettant la résolution projective (x). Le degré d(C) et le genre
arithmétique p(C) de C sont donnés par les formules:

m—1 m
(ii1) 2d(C)= ") n} =) d?;
1 1
m—1 m
(iv) p(ozug[ T nf——Zd?]-Zd(C);
1 1

Si X est une courbe de P2, contenant C, intersection compléte de deux
surfaces de degrés f et g, le degré et le genre arithmétique de la courbe C’
liee a C par X satisfont les relations

V) d(C)+d(C)=f-g;

(vi) p(C)-piC)=(13E ) aicr-arc).

Remarquons que la formule (v) est évidente lorsque la liaison est
géometrique. Les formules (v) et (vi) sont des conséquences directes des
formules (ii), (i1i) et (iv). On démontre (i1i) et (iv) en calculant le polyndéme
de Hilbert de C au moyen de (x), et en appliquant le théoréme de Riemann-
Roch.

Remarque. 1a formule {vi} montre que sauf dans le cas ot X est une
courbe plane et lorsqu’une des surfaces liantes est unplan les vanations
du degré et du genre par liaison ont méme signe

3.2. Théoréme de liaison globale. Soit V un sous-schéma fermé (resp.
génériquement intersection compléte) de codimension 2 de l'espace projectif
P} sur un corps infini k. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Vaun céne projetant de Cohen-Macaulay (1.e. lanneau de ce cone est
Y HOV, Oy (v et H(V, O, (v))=0 pour tout 1 Li<n—2 et tour veZ).
veZ

(i) Il existe des sous-schémas fermés V|, ..., V, de codimension 2 de P!
tels que

a) pour i<s, les schémas V, et V, | sont liés algébriquement (resp.
géométriquement et V.V, | a un cone projetant de Gorenstein).

b) V=V et V, est une intersection compléte.
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De plus, sous ces conditions, le plus petit entier s pour lequel on a une
telle suite est égal au nombre minimal de générateurs de l'idéal gradué
définissant le cone de Cohen-Macaulay de V, diminué de un.

3.3. Théoréme de liaison locale. Soit R un anneau local régulier (resp. d
corps résiduel infini) et soit R/a un quotient de R (resp. génériquement in-
tersection compléte) de codimension 2. Les conditions suivantes sont équi-
valentes

(i) R/a est de Cohen-Macaulay.

(i) Il existe des quotients de codimension 2 de R, soient R/a,, ..., R/a,
tels que

a) pour i<s, les quotients R/a; et R/a; , sont liés algébriquement
(resp. géométriquement et R/(a;+q,;_ ) est un anneau de Gorenstein).

b) a=a;, et R/a, est une intersection compléte. De plus, sous ces
conditions, le plus petit s pour lequel on a une telle suite est égal au nombre
minimal de générateurs de a, diminué de un.

Pour ces deux théorémes, I'implication (ii) = (i) résulte immédiatement
de 1.2 ou 1.3.
Les implications inverses résultent formellement des lemmes suivants:

Lemme 3.4. Soit R un anneau local régulier, et soit R /a un quotient de
codimension 2 de R tel que Rja soit de Cohen-Macaulay. Le nombre
minimal de générateurs de QO(R/a)zExtﬁ(R/a,R) est égal au nombre
minimal de générateurs de a diminué de un.

En effet, soit m le nombre minimal de générateurs de a. Alors R/a
admet une résolution projective minimale

0—->R™"!'>R">R. (%)

En appliquant a (x) le foncteur Homg(., R), on obtient une résolution
projective minimale de Extx(R/a, R), ce qui prouve le lemme.

Lemme 3.5. Dans les hypothéses du lemme précédent, soit a=(a,, a,)
une suite R-réguliére contenue dans a et soit R/b le quotient de R lié a R/a
par Rjo. Le nombre minimal de générateurs de b est égal au nombre minimal
de générateurs de aju augmenté de un.

C’est une conséquence de I'isomorphisme de décalage Extg(R/b, R)~
HomR’,z(R/b, R/oa)=a/a, et du lemme précédent.

Proposition 3.6. Soit R un anneau local régulier de corps résiduel k.
Soit R/a un quotient de Cohen-Macaulay de codimension 2 de R tel que
dim, k@ a=n. Si «, et o, sont deux éléments de a, formant une suite
R-réguliere, tels que (a,, x,) se prolonge en un systeme minimal de généra-
teurs de a, et si R/b est le lié de R/a par rapport a R/x, alors dim, (k ® b)=
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n—1. De plus, si la liaison est géométrigue RAa+Db) est un anneau de
Gorenstein, et dimg k ® (a+b)=2n-3.

La premiére partie de la proposition est une conséquence immédiate
du lemme précedent. Pour la deuxiéme partie, toujours d’apres le lemme
précédent, on a n=dimk®@ a=dim(k®b/x)+ 1. Ceci implique que
dim, (k ® b/a)=dim, (k ® b), et cela entraine

dim, k ® (a+b)=dim, k ® (a+b)/a.
Mais comme la liaison est géométrique a =anb, donc
(a+b)a=(a+blanb)=aflanb)@b/anb)
On en déduit alors

dim, k® (a+b)=dim, k ® Q°(R/b)+dim, k ® Q°(R/a)
=n—-2)+(n—1)=2n-3.

Au vu de ces trois résultats, pour démontrer le théoréme global, il suffit
de démontrer que si V=Projk[X,, ..., X,]/a. on peut «bien» choisir
des éléments homogenes dans a, plus précisément, on a

Lemme 3.7. Soit k un corps infini, et soit k[xq, ..., x,]=R un quotient
gradué de I'anneau de polynémes.

Soit a un idéal gradué de R, contenant un élément régulier de R. Alors
il existe un élément homogene o de a, régulier dans R et faisant partie d’un
systéme minimal de générateurs de a. Si de plus, R/a est génériquement
intersection compléte dans R, il existe un tel éléement o tel que R/a soit
génériquement intersection compléte dans R/a.

Soit g le plus grand entier i tel que a;d(Xq....,x,)a (ol bien sir
a= Y a;). Considérons le k-espace vectoriel fini a,. On a a*< a, R. Soient

izl
Dis s p, les idéaux premiers associés a R. Comme ad p; pour tout
i=1,...,Lonaa,np;,ga, pouri=1, .., 1 Dapreslelemme d¢vitement
pour les espaces vectoriels finis sur un corps infini, on peut trouver un
¢élement o de a, tel que ad((xg,....x)an ag) etag(a,np)pouri=1,.. 1
Alors o est bien un générateur minimal homogene de q, régulier dans R.

Supposons maintenant R/a génériquement intersection compléte
dans R. Si R/a est artinien, alors R/a est intersection compléte, et il n’y
a pas de probléme. Si dim R/a= [, soient q,, ..., ¢, les idéaux premiers
minimaux contenant a. Comme q, R, =aR, pour i=1,..../, on en
déduita,d-q;aR, "R pour i=1, ..., autrement dit a,N(g;aR, NnR)ga,
pour i=1,...,L Toujours en utilisant le lemme dévitement sur les
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corps infinis, on termine la démonstration du lemme en vérifiant qu’un
element régulier « de R tel que a¢(q,aR, ~R)pouri=1, ..., 1est tel que
R/a est génériquement intersection compléte dans R/a.

Pour démontrer le théoréme local, il suffira de démontrer le résultat
sulvant:

Lemme 3.8. Soit R un anneau local noethérien. Soit R /a un quotient de R
tel que a contienne un élément non diviseur de Q. Alors il existe un élément
o de a non diviseur de 0, appartenant d un systéme minimal de générateurs
de a. Si de plus, R/a est génériquement intersection compléte dans R, et si
le corps résiduel de R est infini, il existe un tel élément tel que R/a soit
génériquement intersection compléte dans R/a.

La démonstration suit le méme cheminement que celle du lemme pré-
cédent. Pour la premiére partie, il suffit d¢viter les idéaux premiers
associés a R, et 'idéal m a (ou m est I'idéal maximal de R). Pour la deuxiéme
partie il faut aussi éviter les idéaux g aR, " R pour tout idéal premier ¢
minimal contenant a. On utilise ici le lemme d’é¢vitement sur un corps
infini et le lemme de Nakayama.

L’inconvénient du théoréme de liaison globale présenté ici est que si
on sait a priori que le schéma V a certaines propriétés géométriques
(localement intersection compléte, conditions R;, non singularité), on ne
sait pas si ces propriétés peuvent se transmettre au V;. C’est cette question
que nous résolvons au paragraphe suivant.

§ 4. Conservation des propriétés géomeétriques par liaison

Rappelons pour mémoire, deux énoncés classiques que nous utiliserons
systématiquement dans cette section. Le premier est la forme générale
d’un lemme de Serre que nous démontrerons, car il n’en existe pas de
preuve publiée 4 notre connaissance. Le deuxiéme est le théoréme de
Bertini pour la lissit¢ que nous ne démontrerons pas bien sir.

Lemme de Serre. Soit X un schéma de type fini sur un corps infini k.
Soit E un faisceau cohérent sur X, et soit s un entier tel que pour tout point x
de X, le k(x)-espace vectoriel E(x) est de rang >s. Si M < I'(X, E) est un
k-espace vectoriel fini engendrant E en codimension <s, et si(ay, ..., a,)
est une base de M, il existe un ouvert dense U de Al(k), tel que lpour tout

point fermé rationnel sur k, a=(a,, ..., %) de U, la section [,=) a;a; est
1

telle que I'application (QXi’a E induit pour tout point x, de codimension <s

.. . o« ® k(x
dans X, une injection 0— k(x)—222*%, E(x).

Posons V=A.=Speck[T,,...,T;] et Y=Xx, V. Considérons la
section /=3 T,a, du Y-faisceau E,. Soit 5 le point générique de V' et
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soit Y, la fibre générique de la projection p,: Y— V. Montrons que pour
tout point yeY,, tel que Codimension y (y)<s. l'application induite
k(y)-L2L () est une injection.

Soit x llmage de y par la projection Y— X. Considérons donc
’application
2T, m

Ty dh(y)— (x) ®k(x)k(.))) (%)

ou T, est I'image de T, dans k(y) et @, I'image de a; dans E(x). Supposons

par exemple que a,, ..., a, (avec d>s) forment une base de E(x) sur k(x)
d

et que pour i>d ona a;= Y. fia, (ou fiek(x)). Alors
i=1

n,(1)= (L+ Y B T)ay,++(T+ > B T)a,

i>d i>d

Si m, n'est pas injective, on a donc T+ Y Bi T,=0 pour k=1, ....d.
i>d
Ceci implique dp,(k(y))<!—d. Comme la fibre de x par la projection
Y— X est de dimension /, on en déduit que y est de codimension =d
dans cette fibre et a fortiori que y est de codimension =2d>s dans Y.

Soit F I’ensemble des points y de Y tels que k(y)——= EALUN y(y) nest
pas une injection. Comme F est fermeé, on sait que lensemb le Z des
points z de Y tels que codim,(F x, k(p,(Z))), Yx, k(p,(Z))<s est construc-
tible (E.G.A. Chap. IV.9.9.1). On en déduit que p,(Z) est constructible.
On vient de montrer que p,{Z) ne contenait pas #. Il existe donc un
voisinage ouvert U de y dans V (i.e. un ouvert dense de V) ne rencontrant
pas p,(Z). Autrement dit, pour tout point a de U et pour tout point y de
p; '(2) on sait que codim,(F,, ¥,)>s ce qui implique que I'application
k(y)i@ﬂ’l»Ey(y) est une injection si codim (y)<s et le lemme est
démontré.

Théoréme de Bertini. Soit k un corps algébriquement clos; soit X un
schéma sur k, possédant la propriété R, soit un morphisme de type fini
[ X—>P!=Projk[X,, ..., X,]. Alors, si car k=0, ou si f est non ramifié
il existe un ouvert dense U de l'espace affine A" (k) tel que pour tout
point fermé (a,, ..., a,) de U la section hyperplane f~'(H,), ou H, est

Phyperplan d’équation Y’ o, X, posséde la propriété R,.
[

L’énoncé qui suit est le résultat clef pour la conservation des pro-
priétés géométriques par liaison. Une analyse rapide de la démonstration
montre que ’hypothése codim =2 est en fait inutile, et quon peut
obtenir le méme résultat en remplacant S, n§,, par S, N---nS, , ou
d=codim V(Hironaka a d’ailleurs démontré un théoréme de ce type dans
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([7]), avec V lisse, et sans les précisions données ici sur les «,, précisions
qui, comme on I'a vu, jouent un réle important pour la liaison en codi-
mension 2). Par contre, nous avons voulu écrire la proposition dans
toute sa généralité pour ce qui est du comportement du lieu singulier,
car elle montre qu'on peut toujours lier une courbe réduite localement
intersection compléte de P (resp. une surface normale localement inter-
section compléte de P}) & une courbe lisse (resp. a une surface lisse).
Jusqu’a la fin du § 4, le corps k sera algébriquement clos.

Proposition 4.1. Soit V un sous-schéma fermé, sans composante immer-
gée. génériquement intersection compléte de codimension 2 dans P =P,
défini par un idéal gradué a de k[X,, ..., X,). Soit U, louvert de V formé
des points de V ou V est intersection compléte dans P, et soit U, Pouvert des
points réguliers de V.

1! existe des équations homogenes o, et a, de a définissant deux hyper-
surfaces S, et S,, se coupant proprement telles que S, NS, =V UV’ ou

1) Vet V' wont pas de composantes communes.
2) Vn V'~ U est localement intersection compléte.

3) V' est intersection compléte en tout point de codimension <3 de
V'nU,.

4) V'—=V V' est non singulier.

5) VnV'nU, est non singulier en codimension 2, et
codim(Vn V' n(U,— U,), U, —U,) 2 1.

6) V' est non singulier en tout point x de V' U, de codimension <3
dans V.

De plus, pour obtenir les conditions 1), 2), 3) {resp. les conditions 1). 2)
3), 4), 5), 6) si k est de caractéristique 0), on peut choisir les éléments {x,, o,)
de sorte qu’ils appartiennent ¢ un systéme minimal de générateurs de a. En
toutes caractéristiques, on peut prendre les éléments a; de degré d; pourvu
que d, >inf{s, a k[ X,, ..., X|] définit le schéma V'}

dy>inf{t, a, (k[ X, ..., XJ/,) définit V dans k[ X, ..., X, /2, }.

Considérons I'idéal gradué a= ) q, et soit e le plus petit entier i tel
iz1

que I'idéal gradué a;k[X,, ..., X,] définisse V, i.e. tel que le sous-espace
vectoriel a; de I'(P, (i)} (ou I est le faisceau didéaux de V dans P) engendre
1(i). Remarquons qu'on a a,4(X,, ..., X;)a. Soit s=e. Notons = le
morphisme de structure P —k. La surjection n*(ag)—> I(s) =0 induit
une surjection n{a,) ® Op(—s)— I — 0. Alors, si X est I’éclaté de V' dans P,
et C(V) le diviseur exceptionnel au-dessus de V' dans X, on en déduit un
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diagramme
U2<;_9 U’]CNA e s Ve » P

R

Py, (I/I3) =Py (I/1)=— C(V) e X = P, (1*(a ) ® O, (—9))
AN

Pp(n*(a))
\\ PxP,(a,)
\
NPk(as)

Les fibrés projectifs By, (I/1%) et B, (I/I*) sont les images réciproques
dans C(V)de U, et U, car U, est localement intersection compléte dans P,
enfin g est la projection sur le 2°™ facteur.

11 faut remarquer que si s> e, les morphismes , ¢, @, et ¢, sont des
immersions. Ceci se vérifie en utilisant le morphisme d’immersion de
Segre: P x,P(a,_)) =P (I(0p(1)®,a,_,) et linjection naturelle
F(0P(1))®as—l LNls‘

Nous allons étudier parall¢lement trois cas:

A. cark=0ets=e,

B. cark>0ets=e,

C. s>e.

Soit « un éleément général de a,.

(i) Dans les 3 cas, comme I'image de a,dans I'(I/I?(s)) engendre 1/1%(s),
on sait, d’aprés le lemme de Serre, que la suite (¥) 0 — Oy —2- /I 2(s)/U,
est exacte et scindée en codimension 1. Pour la méme raison, si U, — U, +:6,
on sait aussi que () est exacte et scindée en tout point de U, — U, de
codimension <1 dans U, —U,. Autrement dit, si H, est I’hyperplan de
P, (a,) correspondant & «, I'ouvert U, de U, tel que Uj soit isomorphe a son
image réciproque dans ¢;'(H,) et tel quil n'y ait pas de plus grand
ouvert ayant cette propriété vérifie les relations suivantes:

Codim(U, —U,, U)=2 et Codim((U, — U) (U, —Uy), (U, ~ U,))z2.
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(i1) Dans les cas A et C, on peut appliquer le théoréme de Bertini. Soit
S, 'hypersurface de P; définie par o. Onaalors S,—~ V=w~""(H)—¢'(H,)
non singulier, et ¢! (H,) non-singulier.

(iii) Enfin dans les cas A et B, la section o de a, évitera le sous-espace
vectoriel (X, ..., X))ana,Sa, donc sera un générateur minimal de a.

Soit donc a, un tel élément, soit S, hypersurface qu’il définit et soit J
le faisceau d’idéaux de V dans S, . Considérons alors I'idéal gradué
a=a/a, de 'anneau gradué k[X,, ..., X,]/o;. Soit g le plus petit i tel
que l'idéal gradué a (k[ X, ..., X,]/o,) définisse V dans

S, =Proj(k[X,. ..., X,)/a,),

Le. tel que I'image @, de a; dans I'(S, , J(i)) engendre I(i). On remarquera
que a;¢(X,, ..., X))a. Soit alors 7 le morphisme de structure S, —k,
soit U, =U, n U,, soit t un entier Zg. On montre comme précédemment
'existence du diagramme

UZC P )ljlc, S > Vc, _,...__,S ‘Q__)P
T

C(U,)= »C(V)=—— X =P (7*@)®05,
z
7' (H,) P, (7 @)
:
Py, (J/J7) S, x Bi(@)
0, e A

ou X est I'éclaté de Vdans §,,, ou C(V) est le diviseur exceptionnel dans
X, et ou C(U)) et C(U,) sont les images réciproques dans C(V) des
ouverts U, et U,. L’isomorphisme C(V)~p! (H,,), et les deux autres qui
s’en déduisent sont bien connus, enfin la restriction a U, (a fortiori a U,)
de J/J? étant un fibré vectoriel de rang 1, le reste du diagramme s’explique
de lui-méme. Comme plus haut, trois cas sont envisages.

A cark=0ett=g,

B. cark>0ett=g,

C. t>g.
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Le cas t>g nous intéresse car on sait qu'alors @, @, §, et ¢, sont des
immersions et on peut appliquer Bertini en toutes caractéristiques.

Considérons alors une section assez générale i de a, définissant une
hypersurface S; de P; et dont I'image f§ dans @, définit un hyperplan H,
de P(&,). Dans les trois cas, on aura

(iv) A intersecte proprement S, . car g, engendre J{1), et J définit un
fermeé de codimension >0 dans S, .

(v) D’apres le lemme de Serre, la suite 0 — O, LAN J/J2(1) est exacte
et scindée en codimension 0 et aux points génériques de U, — U, ie. il
existe un ouvert dense U, de U,, contenant les points génériques de
U, — U, tel que €, - J/J?(1)/Tj est un isomorphisme.

(vi) Soit F le schéma réduit de support U, — U, . On sait que pour tout
point x de F, on a dimk(x,(k(x)®€m J/J*)=2. Dapres le lemme de Serre,
la section f est telle que pour tout point x de codimension <1 dans F, on
ait une injection induite k(x) LN (J/'J2 (1))(x). Enfin, dans les cas A et C,
on aura d’apres le théoréme de Bertini

(vii} @ ! (H)— @ '(Hy) =S, S;—V est non singulier
(viii) 5 ' (H,) est non singulier.
Enfin dans les cas A et B.

(ix) La section f est un générateur minimal de a car elle évite
d,n(X,, .... X,)@ qui est strictement contenu dans q,.

Soit donc «, un élément de a, ayant les six propriétés énoncées.
Montrons que les hypersurfaces S, et S, vérifient la conclusion du
théoréme. Posons X =8, NS, .

Dire que Vet V' n’ont pas de composante commune, c’est dire que
Vet V' sont geométriquement li€es par X. ou de facon équivalente que
pour tout point générique n de ¥, on a Oy , =0, . Mais on a choisi «,
et o, de telle sorte qu'on ait Oy  ~(, . pour tout point générique x de U,.
Or V est génériquement intersection complete dans P, donc U, est un
ouvert dense de ¥, ce qui démontre 1). Pour démontrer 2), il suffit de
montrer le [emme suivant:

Lemme 4.2. Soit R un anneau local régulier. Soient R/a et R/b des
quotients de codimension d de R géométriquement liés. Alors si R/a est une
intersection compléte, Rf(a+b) est une intersection complete de co-
dimension d + 1.

En effet, soit R/x 'intersection compléte liant R/a et R/b. On sait que
b/lanb)=b/a~Extg(R/a, R)=~R/a. Donc (b+a)/a>~R/a, ce qui prouve
que R/(a-+Db) est intersection compléte de codimension { dans R/a, donc
une intersection compléte de codimension d + 1 dans R.
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Montrons 3). Soit x un point de codimension <3 de ¥ dans U,. Si
xeU,, alors 0, _ est une intersection compléte de codimension | dans
Cs,, ,lcar la restriction de J/J? & U, est un fibré vectoriel de rang 1 sur U,).
Montrons alors que (.. . est une intersection compléte de codimension |
dans U5, . C'est une conséquence du lemme évident suivant:

Lemme. Soit R un anneau commutatif. Soient o et f§ deux éléments non
diviseurs de O de R tels que xR < fR. Alors l'annulatew de fR/xR est un
idéal principal engendré par un élément non diviseur de 0.

Si x¢ U, alors x est de codimension <1 dans F=U, —U,. On sait
alors d"aprés (vi) que ¢, _est une intersection compléte de codimension 1
dans (DS%X. On conclut alors par le lemme précédent.

On remarque que 1), 2) et 3)sont vrais dans les cas A, B et C. Donc sans
restriction sur car k, on peut prendre (o, , o) se prolongeant en un systéme
minimal de générateurs de a. Pour démontrer 4}, 5} et 6) plagons-nous
indifféremment dans les cas A ou C.

4) n’est rien d’autre que (vii).

Pour démontrer 5), remarquons que 33 ' (H, ) est un schéma non sin-
gulier de codimension2 dans Py (//I?) dont I'image dans U, est
V¥V’ nU,. Soit K le faisceau d’idéaux de V dans X, et soit K sa restric-
tion 4 U,. On a @5 ' (H,,)="Proj( Y K"/K"*'). Soit x un point de co-

nz0
dimension <2 de VnV'AU,. Comme ¥~ V' est de pure codimension |
dans Vet V', le point x est de codimension <3 dans U,;.Ona vu qu'en un
tel point, ¢/, est intersection complete de codlmenslon I sur & ou
@s% On en dedmt que K est monogéne, donc que Pl‘OJ(Z K”/K"“)

est isomorphe a son image ¢, . . L'inégalité
Codim(V n V' n(U; — U,), (U, —U,)) = |

ne fait que traduire le fait qu’on ait choist o, et «, de telle sorte que pour
tout point générique » de (U; —U,) on ait O, =0y, donc n¢ V',

Enfin, pour démontrer 6), il suffit de voir que V¥’ non singulier
en x entraine V’ non singulier en x. Clest le lemme suivant (compte tenu
de 3)).

Lemme 4.3. Soit R un anneau local régulier, et soient R/a et R/b deux
quotients de R, géométriquement liés. Si Rfa est de Gorenstein, et si
R/(a+Db)est régulier, alors R/a est régulier.

En effet, on a b/(anb)=Hom(R/a, RAanb))~Exty(R/a, R)~R/a
{(ou d est la codimension de R/a dans R). Donc (b+a)fa~b/lanb) est
principal, et R/(a+ b) régulier entraine R/a régulier.

20 Imventiones math . Vol 26
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Bien entendu, on a vu que dans le cas A on peut préndre (o, «,) s¢
prolongeant en un syst¢éme minimal de générateurs de a, et le théoréme
est démontre.

Avant de donner les applications de ce théoréme, remarquons une
des difficultés qui en découlent: Si V est une variété localement inter-
section compléte de codimension 2 dans P} avec n= 6, on ne peut a priori
la lier qu'a une variét¢ V' localement intersection compléte en co-
dimension 3 dans V', et localement Cohen-Macaulay ailleurs {(cette
derniére propriété étant stable par liaison). On donnera des explications
sur ce phénomene dans le § 5. Combinant 4.1 et 3.6, on obtient le résultat
suivant:

Théoréme 4.4. Soit V un sous-schéma fermé localement intersection
compléte en codimension 3 (resp. non singulier en codimension 3) de co-
dimension2 dans lespace projectif Py sur un corps k (resp. car k=0),
algébriquement clos. Si V a un céne projetant de Cohen-Macaulay il existe
des sous-schémas fermés V|, ..., V. de codimension 2 de Py, tels que

a) V; est localement intersection compléte en codimension 3 (resp. non
singulier en codimension 3} a céne projetant de Cohen-Macaulay pour
i=1,...,s.

b) V; et V| sont géométriquement liés pour i <s

¢) V;nV,,, est localement intersection compléte en codimension 2 (resp.
non singulier en codimension 2) de codimension 3 dans Py a cone projetant
de Gorenstein, pour i<s.

d) V=V, et V, est une intersection compleéte.

De plus, le plus petit s pour lequel on a une telle suite est égal au nombre
minimal de générateurs de lidéal gradué définissant le cone de Cohen-
Macaulay de V diminué de un.

Remarque. Si s est minimal, le nombre minimal de générateurs de
Pidéal gradué définissant le cone de Gorenstein de V,n V| est
2(s—i+ 1)~ 1. C’est aussi une conséquence de 3.6.

On remarquera qu'on a pas utilisé la Proposition 2.1 dans toute sa
généralité, et qu’il suffisait par exemple de supposer V localement inter-
section compléte en codimension 3 et non singuliére en codimension 2
pour obtenir le méme résultat en caractéristique 0.

Le théoréme est évidemment plus frappant en caractéristique 0 pour
n <5, c’est pourquoi nous soulignerons ce cas particulier.

Théoréme 4.5. Soit V une sous-variété lisse de codimension?2 a cone
projetant de Cohen-Macaulay dans P} (n < 5), ou k est un corps algébrique-
ment clos de caractéristique 0. Alors il existe des sous-variétés lisses
Vi (i=1, ..., s) de codimension?2 d cones projetants de Cohen-Macaulay
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dans P, tels que

a) Vet V,, sont géométriquement liées pour i<s,

b) V"V, est lisse de codimension 3, a céne projetant de Gorenstein
pour i<s,

¢) V=V, et V, est une intersection compleéte.

Le plus petit s pour lequel on a une telle suite est égal au nombre minimal
de générateurs de l'idéal gradué définissant le céne de Cohen-Macaulay
de V, diminué de un.

Exemple 4.6. Considérons dans P? la cubique gauche C dont I'idéal
gradué est (X, X3 — X, X,, X7 — X, X,, X5 — X, X;). On sait que le cone
projetant intégre de C est de Cohen-Macaulay. Soit L la droite d’idéal
gradué (X, X,). On constate que LU C est l'intersection compléte d’idéal
gradué (X2 — X, X,, X5— X, X,;) et que

LA C=Projk[X,. ..., X31/(X,, X,. Xy X3).

Cet exemple est aussi trés explicite du point de vue matriciel, puisque
'idéal premier gradué de C est engendré par les 2-mineurs de la matrice

XO Xl
X, X,
X2 X3

Ceci implique que C est liée a

la droite d’idéal gradué (X, X,) par l'intersection compléte d’idéal
gradué (X, X5 - X, X,, X7 — X, X,),

la droite d’idéal gradué (X,, X,) par lintersection compléte d’idéal
gradué (X2 - X, X,, X5-X, X3),

la droite d’idéal gradué (X,, X,) par I'intersection compléte d’idéal
gradué (X, X5 - X, X,, X; —X, X;),
mais la seule de ces trois droites qui coupe transversalement C est la
deuxiéme.

§ 5. Un schéma localement intersection compléte, de codimension 2,
a cone projetant de Cohen-Macaulay dans P} (n2 6)
est intersection compléte

Comme l'indique le titre de ce paragraphe pour un schéma V] de
codimension 2 a cOne projetant de Cohen-Macaulay, dans un espace
projectif P} (n=6) le fait d*étre localement intersection compléte en co-
dimension 4 (dans V) supprime les problémes que nous avons cherché a
résoudre jusqu’ici.

Théoréme 5.1. Soit V un schéma de pure codimension 2 dans P. Si V est

localement intersection compléte en codimension 4, et si 'V est localement
20%
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Cohen-Macaulay alors V est localement intersection compléte. Si de plus,
V a un céne projetant de Cohen-Macaulay et si n=6, alors V est inter-
section compléte et on a PicV=Z2,

Une fois qu’on sait que V est intersection compléte, si n=5, 'anneau
local du sommet du cone de V est parafactoriel. Ceci implique que
Pic V=Z et est engendre¢ par O, (1).

Pour démontrer 5.1, il suffit donc de démontrer le théoréme local
qui suit

Théoréme 5.2. Soit R un anneau local régulier et soit Rja un quotient de
codimension2 de R qui est Cohen-Macaulay. Supposons dim R=7. Si pour
tout idéal premier non maximal p de R, Fanneau local (R/a), est intersection
compléte dans R, alors R/a est intersection compléte dans R.

Soit m le nombre minimal de générateurs de a. Supposons m=3 et
montrons que ceci implique dim R < 7. Soit ¢ une matrice m X (m—1)
telle que R/a admette la résolution minimale suivante:

0-»R" ' - R" SR> R/a—0.

Dire que pour tout idéal premier non maximal p de R, I'anneau local
(R/a), est intersection complete dans R, c’est dire que les (m — 2)-mineurs
de ¢ engendrent un idéal de définition dans R. Considérons 'anneau de
polyndmes S= R[X”], L . Soit f: §— R T’homomorphisme de

m 1

R-algébres défini par/( go” ou (cp”), 1 sont les coefficients de
la matrice . Jmet

Soit q I'idéal engendré dans S par les (m—2)-mineurs de la matrice
X de coefficients X;;. On sait que la codimension dans S de S/q est
[(m—1)—(m=2)+1][m—(m—2)+1]=6 (Eagon Northcott). Dire que
les (m—2)-mineurs de ¢ engendrent un idéal de définition dans R, c’est
dire que S/q®gR est de longueur finie. On en déduit d’apres le théoréme
sur la dimension d’intersection dim S/q+dim R <dim S, ce qui implique
dim R <codim(S/q, S)=6.

Remarque 1. Hartshorne a déja démontré que toute variété lisse de
codimension 2, & cone projetant de Cohen-Macaulay de P?, avec n=6
est une intersection compléte.

Remarqgue 2. On peut démontrer en suivant le méme principe que si
R/a est un quotient de Gorenstein de codimension 3 d’un anneau local
régulier R, et si R/a est localement intersection compléte, en co-
dimension 13 dans Spec R/a, alors R/a est une intersection compiéte. Ii
suffit de considérer une résolution projective minimale de R/a:

0—-R—->R"—2>R" 5R—R/a—0. (%)
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L’assertion se déduit du fait que pour n=4, les (n—3)-mineurs de ¢
définissent un fermé de codimension < 16 dans Spec R.

Par la méme méthode, en utilisant leur théoréme de structure ([4]),
D. Buchsbaum et D. Eisenbud montrent qu’il suffit que R/a soit locale-
ment intersection compléte en codimension <8 (cf. ([16])).

Remarque 3. On ne sait pas résoudre la question suivante: Soit V une
variété localement intersection complete de pure codimension 2 dans Py
ou n=6 (on ne suppose rien sur le cdne projetant de V).

Alors V est elle une intersection compléte?

On ne sait pas la résoudre non plus lorsque Vest lisse ([8]).

Remarque 4. 1.e Théoreme 5.1 est évidemment le meilleur qu’on puisse
obtenir du point de vue dimensionnel. En effet, la variété P} x P2 plongée
dans P par le morphisme de Segré a un cdne projetant de Cohen-
Macaulay dont I'idéal gradué est engendré par les 2-mineurs de la matrice

XO X3
Xl X4
X, X,

Ce qui prouve bien que P} x PZ n’est pas intersection compléte dans P;.

§ 6. Déformation «universelle» des variétés de codimension 2,
a cone de Cohen-Macaulay de Pf (n£5)
sur un corps algebriquement clos k

Soit ¥ un sous-schéma fermé de codimension 2, a c6ne de Cohen-
Macaulay dans P{. On a vu qu'on pouvait associer & V une famille
d’entiers: m, n; (j=1,...,m—1) d; (i=1,...,m), vérifiant Pégalité
m—1 m
Y. n;=>"d,, provenant d’une résolution projective minimale de ¢, :

3 1
m~—1 m

0= Y Cpn(—1) =25 Cpu(—d) = Cpu—> Gy 0. ()

1 1

Proposition 6.1. Les entiers m, n; et d, sont uniquement determinés par V
et le faisceau trés ample O, (1).

Pour m c’est évident. Pour les d; et les n;, on fait une récurrence sur m.
Si m=2, i.e. si V est une intersection complete, soit a(V) le faisceau
d’idéaux définissant V, alors

inf(d)=inf{s, a(V)(s) a une section},
sup(d;)=inf{s, a(V)(s) est ungendré par ses sections},

n,=d, +d,.
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Si m=3, soient F et G, deux éléments homogenes appartenant a un
systéme minimal de générateurs de I'idéal gradué maximal définissant V,
et formant une suite réguliére dans k[ X, ..., X,.]. Soit V' le schéma lié
a V par 'intersection compléte définie par F et G. Comme l'idéal gradué
maximal définissant V' est engendré par (m—1) éléments, on sait par
hypothése de récurrence, que les entiers associés a V', soient D,
(i=1,...,m—1)et N; (j=1, ..., m—2)sont uniquement déterminés par V.
Si f et g sont les degrés de F et G, on a vu (§ 3, formules (ii)) qu'on avait
nécessairement

n,=f+g—D; pour j=1,....,m—1,
d;=f+g—N, pour i=1,...m=2, d _,=g et d,=f;

ce qui démontre la proposition.

Reéciproquement, soit m, n; (j=1, ..., m—1), d; (i=1, ..., m) une telle
famille d’entiers. Existe-t-il un schéma du type étudié qui la représente 3
et si oul, quel est-il? Le théoréme suivant répond complétement & la
question lorsque n;—d;>0 pour tous i, j. Cette restriction n’est pas
arbitraire. En effet, considérons la résolution minimale (x) de ,,, alors on
sait que si @ est représenté par la matrice (¢;;) on a d° ¢;;=n;—d,, donc
n;—d; <0 implique ¢;; =0 (car la résolution est minimale). On verra plus
loin, par un contre-exemple que le théoréme qui suit n’est pas vérifié
lorsqu’on ne fait pas la restriction n;—d,; >0 pour tous i, j.

6.2. Théoréme de déformation. Soient m=2, n; (j=1,....m—1) et d,

—1 m
(i=1,...,m) des entiers strictement positifs tels que ) n;=) d, et
1 1
n;—~d;>0 pour tous i, j. Soit e un entier tel que 3<e<5. Il existe alors un
schéma S sur k qui est un ouvert dense d’un espace projectif sur k et un sous-
S-schéma X de codimension 2 dans Pg, plat sur S tel que
a) le fermé X de Pg posséde la résolution projective suivante :
m—1
0— Z
1
b) Pour tout point fermé s de S, la fibre X (s) est un sous-schéma de
codimension 2 dans P; a cone de Cohen-Macaulay dont (x)s®, k(s) est une
résolution projective minimale.

¢) Pour tout sous-schéma fermé V de codimension 2 a cone de Cohen-
Macaulay dans P, muni d’une résolution projective minimale

Oﬂi
1

il existe un point fermé unique s de S tel que V=X (s) et que () = (*)g®, K (s).

Ope(—1) >3 Cpg (—di) > Cpg — Uy 0. (*)s
1

1

@pz("nj)-_)Z(OPE(“di)—"@PﬁM’(QVHO (*)
1
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De plus, les sous-ensembles suivants de S sont des ouverts denses de S.

S,={s€S tels que X (s) est lisse},
S;={seS tels que X(s) est localement intersection compléte} .

Soit @ la matrice m x (m— 1) dont le coefficient ¢, est un poly-méme
homogene de degré n;—d;, a coefficients indéterminés en les variables
Ty, ..., T,. Le nombre d’indéterminés ainsi introduites est N+1=
¥ (nj —d;+ e>
ij e

Soit Y le sous-schéma fermé de Ppw =2 défini par I'annulation des
{m—1)-mineurs de la matrice ¢. Soit (,(1) le faisceau trés ample sur Z
définissant le morphisme projectif Z — PY. On a un complexe

m—1 m m- |

0— Y O)(—n) 253 O,(—d) 25 O O 0. (#%)
1 1

Soient S l'ensemble des points s de PV tels que (xx)®, k(s) est exacte,
et X I'image réciproque de S dans Z. Soient S, et S, les sous-ensembles
de S définis dans 1’énoncé du théoréme. On veut montrer que S, S, et S,
sont des ouverts non vides de P, et que X est plat sur S. Montrons d’abord
que S, S, et §; sont ouverts. C’est une conséquence du lemme suivant:

Lemme 63. Soit f: Y— X un morphisme propre et plat de schémas
algébriques sur un corps k. Soit & - F — 4 un complexe de O,-modules
cohérents localement libres. Lensemble des points x de X tels que le com-
plexede O, ., -modules, & (x) — F (x) — % (x) soit exact est un ouvert de X.

On sait (E.G.A. 1V 9.4.2) que cet ensemble est constructible. 11 suffit
donc de montrer qu’il est stable par générisation. On se ramene immédiate-
ment au cas ou X est le spectre d’un anneau de valuation discréte R, de
point générique # et de point fermé x. Soit § un point de f ~! (). Comme f
est propre, il existe une spécialisation y de § dans la fibre spéciale /= (x).
Considérons le complexe de ¢y -modules de type fini:

E—F oY,

Soit t une uniformisante de R. L’hypothése est que le complexe
EJStE, > FNF G [tY,

est exact. Comme Y est plat sur X, I'élément ¢ est régulier dans Oy .. On
en déduit par le théoréme des Tors que le complexe &, — F — ¥ est
exact, donc que le complexe &5 — % — ¥, est exact, et le lemme est
démontré.
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Vu la définition de S, ce lemme démontre bien que S est ouvert.
Donnons maintenant des caractérisations de S, et §; en terme d’exactitude
de complexe qui permettent de conclure que S, et S, sont ouverts grice au
lemme précédent.

Dire que X{(s) est localement intersection compléte, c’est dire que
Iidéal de k(s)[T,, ..., T,] engendré par les (m—2)-mincurs de o(s) est
primaire pour l'idéal (7, ..., T,). Considérons le complexe de Koszul K.
construit sur Z a partir des (m—2)-mineurs de ¢. Alors S, est formé des
points s de S tels que les (e + 1) premiers termes & gauche du complexe
K .(s) forment un complexe exact.

Dire que X (s) est lisse, c’est dire que 'idéal engendré par les 2-mineurs
de la matrice jacobienne de X (s) sur k(s) et les équations de X (s) dans
k(s)[Ty. ..., T,] définit un fermé de k(s}[ Ty, ..., 7,] ne contenant pas
dautres idéaux gradué que (T, ..., T,). Considérons le complexe K. de
Koszul construit sur Z & partir des (m— 1)-mineurs de ¢ et des 2-mineurs
de la matrice jacobienne de X sur S. Alors §, est formé des points s de S
tels que les (e + 1) premiers termes a gauche du complexe de Koszul K .(s)
forment un complexe exact.

Montrons que X est plat sur S. Soit s un point fermé de S. Il suffit de
montrer que X est plat sur O ,. Il suffit alors de montrer que I"anneau
local 4 du sommet du céne projetant de X, est plat sur O, Soit
2=(a, ..., %) un systéme régulier de parameétres de g ,. On vérifie
immédiatement que g est une suite A-réguliére (car 4 est Cohen-Macaulay
et dim A/a=dim 4 —d), ce qui prouve bien que A est plat sur S. Pour
terminer la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que S, est non
vide puisqu’on a évidemment § ©.S; o §,. Pour ceci, on fera une récurrence
sur m. Le résultat est bien vrai pour m=2, c’est le théoréeme de Bertini.
Posonsalorsg=d,, , et f=d,, etdéfinissonslesentiers N (j=1, ..., m—2)
et D, (i=1,...,m—1) par:

m=f+g-D; (i=1,...,m—1) et d;j=f+g—N, (j=1,...,m=2).

On a 1

m—1
Y Di=(m-1(f+2)~ Y n
t

1

=(m—1)(f+8)~ Y4
1

2 m—

2
=(m—2)(f+g)~ Y d;= ; N;.

On a aussi N,—D;=f+g—d;—(f+g—n)=n;—d;>0. Par hypothése de
récurrence il existe V, une variété lisse, de codimension 2, a céne de Cohen-
Macaulay de P; dont la famille d’entiers associés est (m—1), N;
(j=1,....,m=2) et D, (i=1,...,m—1). Remarquons que n,—f>0 et
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n;—g>0 pour tout i=1, ..., m—1 entraine g> D, et f>D, pour tout
i=1,...,m—1.

On applique alors la Proposition4.1. Comme V est lisse de pure
codimension 2, plongée dans P,, avec e <5, et comme f et g sont stricte-
ment supérieurs aux degrés d’un systéme minimal de générateurs d’un
idéal gradué a définissant V dans k[X,, ..., X,] on sait qu’il existe des
polyndmes homogenes F et G contenus dans a, de degrés f et g, définissant
une intersection compléte X telle que X =V u ¥V ot V'—V V" est non
singulier et ou V' est non singulier en tout point de ¥V V", de codimension
<3 dans V'. Cela entraine bien que V' est non singulier, donc lisse, et on
conclut, car en vertu des formules (i1} du § 3, la famille d’entiers associés
aViestm,n etd,.

Contre-exemple 6.4. Montrons que hypothése n; —d;>0 ne peut pas

étre supprimée dans 6.2. Pour cela, considérons la courbe C définie dans
P} (car k=2, 3) par les 2-mineurs de la matrice

Xo X
Q= X, 0
X3-X7 X

Les entiers associés a C sont:
m=3; d,=2, d,=3, dy=2;, n, =3 n,=4.

On remarque que C est la réunion de la droite d'idéal gradué (X, X,) et
de la courbe elliptique plane d’idéal gradué (X,, X3 — X, X3+ X}).
Appliquant les formules de 'énoncé 3.1, on trouve que le degré de C
est 4 est que son genre arithmétique est 1. Si C avait une déformation
lisse E (au sens défini dans 6.2), cette courbe serait arithmétiquement
normale de genre géométrique 1. Son faisceau des différentielles wy, étant
trivial, il est facile de voir que le cone de E serait de Gorenstein, donc
que E serait intersection compléte. Ceci est contradictoire car le nombre
de générateurs de I'idéal gradué définissant une déformation de C dans

P3 est constant.
droite X|=X;=0

D

XO:O

courbe elliptique Xp=0
Xo=X X3X2X,+X}=0

Plan X,=0
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Exemple 6.5. A partir de I’exemple précédent, on peut construire une
courbe arithmétiquement normale de P} dont Iidéal premier gradué est
engendré par 4 ¢léments, mais telles que les n, et d; qui lui sont associés ne
vérifient pas n;—d, >0 pour tous i, j. En effet, considérons la courbe C de
Pexemple précédent. C est localement intersection complete et ses
singularités sont isolées. Soient f et g deux entiers > 3. D’aprés la Pro-
position 4.1, il existe des €léments homogénes F et G de degiés f et g,
dans l'idéal gradue de C, tels que F et G définissent une courbe inter-
section compléte X telle que X =Cu C’, ou C'—(Cn ') est non sin-
guliere, ou C’ est non singuliére en tout point de C'n(C —LS(C)) [LS(C)
désigne ici le lieu singulier de C] et ou enfin,

codim(Cn C'nLS(C), LS(C))=1.

Comme cette derniere condition implique C'nLS(C)=@, on constate
que (' est arithmétiquement normale. Maintenant si N, ..., N; et
D, ..., D, sont les entiers attachés & C’, on sait (formules (ii) du § 3) qu'on
aN,=f+g-3et D =f+g—3,donc N,—-D, =0.

Remarque 6.6. Dans le Théoréeme 6.1, pour avoir la déformation lisse,
on s’est restreint aux sous-schémas de Pf avec e < 5, mais on a un théoréme
de déformation en toute dimension. Tout schéma de codimension 2,
a cone de Cohen-Macaulay de P, (avec n;—d; >0 pour les entiers associés)
se déforme en un schéma vérifiant la condition R;, donc a fortiori
(puisque le cone est Cohen-Macaulay) en un schéma normal.

§ 7. Existence de courbes lisses de ’espace projectif qui ne
sont pas intersections de 3 surfaces

Soit k un corps. On dit qu’une variété V de Py (resp. A7) est idéalement
I'intersection des surfaces S,, ..., S,, d’équations f;,....f;sion a

V=ProjklX,, ..., X, )/ f1, .-, [
{resp. V=Spec k[X,, ..., X,/ f1s ---. f)).

Rappelons qu’Abyankhar a prouvé ([17]) que toute courbe non singuliére
de l'espace affine 4} est idéalement I'intersection de 3 surfaces. Nous nous
proposons de montrer ici qu’il n'en est pas de méme dans |'espace
projectif.

Théoréme 7.1. Soit V une variété fermée de dimension d=1 dans
Pespace projectif P;. Supposons que V est génériquement une intersection
compléte de codimension n—d et que V admette un céne projetant de Cohen-
Macaulay k[X,, ..., X,]/a. Supposons que k est infini. Alors si V est
idéalement lintersection de n—d+ 1 hypersurfaces de Py, lidéal gradué a
est engendré par n—d+ 1 équations au plus.
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Soient f, ..., f,_4, les équations homogénes telles que

V:Proj(k[Xo, ey Xn]/(flﬂ ""f;l—d+1))'

Remarquons que d’aprés 3.7, on peut choisir (f. ..., f,_,, ) telles que
f=(f;, ..., J._) définisse une intersection complete

V' =Projk[X,. ..., X,1//)

telle que Iimmersion V— V' induise un isomorphisme d’un ouvert
dense de V sur son image. Soit alors X le sous-schéma fermé de P géo-
métriquement 1i¢ & V par V. Soit b I'idéal gradué tel que k[ X, ..., X,]/b
est le cone projetant de Cohen-Macaulay de X. Posons R=k[ X, ..., X.1
et montrons que Homg (R/(f, f,_ 4. 1), R/f)=b/f Soit a un élément de R
tel que af,_,,,€f Comme (f, f,_,,,) définit idéalement ¥V, on sait que
al(f; fu_a,1) est un R-module de longueur finie & support réduit au point
(Xo, ..., X,). Ceci implique qu’il existe s tel que a*c(f, f,_,.,) donc
aa’cf et a fortiori a{a®+bjcb. Comme V(a+b) est de codimension 1
dans V(b), et comme R/b n’a pas de composante immergée, on en déduit
bien zeb. Considérons alors la suite exacte

0— R/b L2225 aff > a/(f fu_ay1)—0.

Comme R/b et a/f sont des R-modules de Cohen-Macaulay de dimension
>2, on en déduit que Homg(k, a/(f, f,_4.{))=0 (ol k est le R-module
R/(X,, ..., X,)). Comme af(f, f,_,.;) @ son support réduit au point
(Xg, ..., X,). cecl implique évidemment a=(f, f,_,, ) et le théoréme est
démontré.

Corollaire 7.2. Soit k un corps algébriquement clos. Il existe des courbes
lisses connexes de P} qui ne sont pas intersections de 3 surfaces.

1l suffit de montrer qu’il existe une courbe lisse C de P} a cone de
Cohen-Macaulay (ce qui entraine la connexité de C) dont I'idéal premier
gradué n’est pas engendré par <3 éléments. Ce fait est bien connu: on
montre par exemple en utilisant 4.1 et le théoréeme de liaison que si C,
est une courbe lisse 4 cone de Cohen-Macaulay k[ X, ..., X;]/p, ot p,
est engendré par n éléments et pas par moins, on peut trouver deux
éléments homogeénes «, et a, de (X, ..., X;)p, définissant une inter-
section compléte X telle que X =C, u C, ou C, est une courbe lisse a
cone de Cohen-Macaulay dont I'idéal premier gradué p, est engendré
par (n+ 1) éléments et pas par moins.

Remarque. On montre facilement que toute courbe lisse de P est
idéalement l'intersection de quatre surfaces, et plus généralement que
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toute variété localement intersection compléte de Py est idéalement
Iintersection de (n+ 1) hypersurfaces.

Probiéme 7.3. Existe-t-il une courbe lisse, non arithmétiquement nor-
male de P} quin’est pas idéalement l'intersection de 3 surfaces?
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Note ajoutée dans les épreuves. On doit noter que les déformations étudiées au §6,
sont les déformations des résolutions projectives minimales de sous schémas fermés de IPy.



