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Liaison des vari6t6s alg6briques. I 

C. Peskine (Strasbourg) et L. Szpiro (Paris) 

Soit X une surface cubique lisse dans P~. Si D est une des vingt sept 
droites contenues darts X, et P u n  plan contenant D, l'intersection de P 
et X est la r6union de D et d'une conique K. Choisissons une autre surface 
cubique lisse Ycontenant K. Si Yest assez g6n6rale l'intersection de X et Y 
est 6gale ~ la r6union de K et d'une courbe lisse C de genre 5 et de degr6 7. 
On peut recommencer le processus et vouloir caract6riser les courbes 
obtenues. Plus pr6cis6ment quelles sont les courbes C de p3 qui jouissent 
de la propri6t6 suivante? I1 existe des courbes C a . . . .  , C~ de P~ telles que: 

a) C~ = C. 

b) C i e t  Ci+ 1 n'ont pas de composantes communes et C~u C~+ 1 est 
une intersection complete (on dira que C~ et C~+1 sont tides g&omOtri- 
quement). 

c) C~ est une intersection complete. 

La r6ponse est contenue dans le Th6or6me 3.2, dit Thdor~me de 
liaison: ce sont les courbes dont le c6ne projetant est de Cohen-Macaulay. 
On caract6rise aussi le plus petit nombres  tel qu'il existe une telle chaine. 

L'utilit6 de la liaison g6om6trique pour les courbes apparait  chez 
Noether ([17]). La notion de liaison g6om6trique est clairement introduite 
en toute g6n6ralit6 par Dubreil ([15]). Ce dernier appelle vari6t~s de pre- 
mi6re esp+ce (resp. de seconde esp6ce) dans P~, les sous-sch6mas ferm6s 
dont le c6ne projetant est de profondeur plus grande ou 6gale "~ deux 
(resp. de profondeur strictement inf6rieure fi deux). I1 d6montre que deux 
courbes li6es sont de m6me esp6ce. II demande si cette propriet6 reste 
vraie en plus grande dimension. La r6ponse est n6gative (remarque sui- 
vant la Proposition 1.2). 

Le th6or6me de liaison pour les courbes sur C est 6nonc6 par Apery 
([2]). Serre nous a signale que le m6me r6sultat 6tait connu de Gaeta  ([9]) 
qui en donne une d6monstration. Ces travaux, ant6rieurs ~ ~r 
s'6clairent quand on dispose de l'alg6bre homologique, en particulier 
de la notion de profondeur et des th6or6mes de dualit6. 
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Los paragraphes 1 (liaison algabrique) et 2 (liaison gdom6trique) 
servent donc/t  expliciter le cadre naturel of 1 se pose cos questions. 

Le th6orame de liaison sous sa forme la plus g6n6rale (vari6tes de 
codimension 2 dans P~') est d6montr6 au w 3. 

Au w le probl~me se pose de conserver les propri~t~s par liaison: 
soit V~--*P~ un sch6ma lisse (ou localement intersection compl6te, ou lisse 
en codimension donn6e, etc.) peut-on le lier/l un sch6ma V'~--~P?, poss6- 
dant la m6me propri~t6? Le r6sultat le plus notable (4.1) dit qu 'on pout 
conserver le fait d'6tre lisse en codimension inf6rieure ou 6gale it 3 (donc 
la normalit6 pour les vari6t6s de Cohen-Macaulay car cette derni6re 
propri6t6 est stable par liaison). De plus, en caract6ristique O, on pout 
trouver un tel V' tel que les 6quations de l'intersection compl6te Vw V' 
fassent partie d'un syst6me minimal de g6n6rateurs de l'id6al gradu6 
d6finissant V. 

Les sch6mas de codimension 2 dans P~/t c6ne projetant de Cohen- 
Macaulay ayant 6t6 etudi6s (w 3 et w 5), on d6montre ensuite le thOorOme 
de dOforrnation (6.2): Sous certaines conditions num6riques un tel sch6- 
ma poss6de une d6formation (de codimension 2, /l c6ne de Cohen- 
Macaulay dans P2) lisse en codimension inf6rieure ou 6gale/l  3, donc 
normale. Ce r6sultat est le meilleur possible car un sous-sch6ma form6 de 
codimension 2 de P~' (n>6), /~ c6ne de Cohen-Macaulay, localement 
intersection complete en codimension inf6rieure ou 6gale /t 4 est une 
intersection compl+te (5.1). Ce th6or6me de d6formation est classique 
pour les intersections compl6tes, la liaison permet de faire une r6currence 
sur le nombre de g6ndrateurs de l'id6al gradu6 maximal du sch6ma. 
Signalons que Schaps ([18]) montre  un th6or6me analogue pour los 
sch6mas de Cohen-Macaulay de codimension 2 dans l'espace affine A~,. 
Il est /l noter que dans le cas projectif nous construisons une courbe 
r6duite, plong6e dans p3, h c6ne projetant de Cohen-Macaulay,  n 'ayant 
pas de d6formation lisse plong6e darts p3,/t c6ne de Cohen-Macaulay. 

Enfin au w 7, on applique les m6thodes de la liaison pour mentrer  
qu'il existe des courbes lisses de p3 qui ne sont pas intersections de trois 
surfaces. 

Nous nous sommes surtout int6ress6s au cas projectif, mais nous 
avons 6nonc6, et le plus souvent d6montr6, les analogues locaux des 
r6sultats. A c e  propos, signalons que si X est un sch6ma ferm6 de P2, 
nous appelons le c6ne projetant de X dans P~', l 'unique anneau gradu6 
k [-x 0 . . . .  , x,] tel que X = Proj k Ix o . . . . .  x,] et que (x o . . . . .  x,) n'est pas 
associ6 h l 'anneau. C'est bien stir par l 'anneau local de ce c6ne projetant 
qu'on passe du cas local au cas global. 

Nous remercions A. Altman, D. Ferrand, S. Kleiman, Ch. de Laclos, M. Raynaud et 
J. P. Serre pour l'aide qu'ils nous ont apport6e dans l'61aboration de ce travail. 
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w 1. Liaison g6om/~trique 
Soien t  ~ et V 2 d e u x  s o u s - s c h 6 m a s  ferm6s de  l ' e space  p ro jec t i f  Pff 

(resp. R/a et R/b  deux  q u o t i e n t s  d ' un  a n n e a u  loca l  r6gul ier  R). On  d i r a  
que  V 1 et V 2 (resp. R/a et R/b) son t  g60m&tr iquemen t  li6s si 

i) 1/i et V 2 (resp. R/a et R/b) son t  6 q u id imen s io n n e l s ,  sans  c o m p o s a n t e s  
immerg6es  et sans  c o m p o s a n t e s  i r r~duc t ib les  c o m m u n e s .  

ii) V 1 vo V 2 (resp. R/(a~b))  est une  in te r sec t ion  c o m p l e t e  dans  P~ 
(resp. R). 

II est  c la i r  q u ' a l o r s  V 1 et V 2 (resp. R/a et R/b) o n t  m e m e  d imens ion .  

Exemple 1. So ien t  F~ et F 2 deux  p o l y n 6 m e s  h o m o g e n e s  de k [ X  0 . . . . .  
X , ] ,  de degr6s  respect i fs . f l  e t f 2 .  So ien t  S 1 et S 2 les hype r su r f ace s  de P~' 
c o r r e s p o n d a n t e s .  Si S~ et $2 n ' o n t  pas  de  c o m p o s a n t e s  c o m m u n e s ,  a lo rs  
S 1 et S 2 son t  g 6 0 m 6 t r i q u e m e n t  li6es, et S~ w $2 est  l ' hype r su r face  d6finie 
p a r  l ' e q u a t i o n  t71 F 2 de  degr~.l l  +.i'2- 

Exemple 2. Soit  C la c o u r b e  in t e r sec t ion  c o m p l 6 t e  de 

P~ = Pro j  k I X  0 . . . . .  X33, 

d6finie  p a r  les 6 q u a t i o n s  h o m o g 6 n e s :  ( X o X 3 - X ~ X 2 , X ~ - X ~ X 2 ) .  
A l o r s  C est la r6un ion  des  deux  c o u r b e s  su ivan tes :  la q u i n t i q u e  C~ 
d6finie p a r  les 6 q u a t i o n s  (X 0 X 3 - X  1 X 2, r 3 ~ 3 X I - X  o X  z , X  2 - X  3 X  l) et la 
c o u r b e  C 2 6gale  ~i t ro i s  lois la  d ro i t e  d ' 6 q u a t i o n s  (X 1, X o) plac6e sur  la 

q u a d r i q u e  d ' 6 q u a t i o n  (X 0 X 3 - X1 X2). 

Proposition 1.1. Soient V 1 et V 2 deux sous-schOmas ferm~s de P;  (resp. 
R/a et R/b deux quotients de ranneau local r~guliers R) gOomdtriquement 
li~s par une intersection complOte X = V 1 w l/2 (resp. R/(ac~ b)). Alors, si 
a(V1), a(Vz) et a(X) sont les faiscesaux d'idOaux de (gr, d~finissant re- 
spectivement VI, V 2 et X,  on a 

i) a(V1)/a(X)= Hom~l, , (Cv~,  C x) 

(resp. a/(b c~ a) = Horn  (R/b, R/(a c~ b))), 
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ii) a( Vz)/a (X) = Homc0p, ((gv,, (gx) 

(resp. b/(a n b) = Horn  (R/a, R/(a c~ b))). 

II suffit bien stir de ddmont re r  (i). 

On a a ( X ) = a ( V  1 )ma(Vz )~a(V1) .  a(V2). I1 y a donc  une injection na- 
turelle: 

a (Vt)/a(X)=-, Hom~p,((gv2, 6) x) (resp. a/(a c~ b)~- ,Hom (R/b, R/(a ~ b))). 

Mont re r  que c'est un i somorphisme est une question locale, il suffit 
donc de mont re r  la p ropos i t ion  locale. Soit c~ un 616ment de l 'annulateur  
de b modu lo  ac~b. On a a b < ( a ~ b )  donc c~(o+b)co .  C o m m e  le ferme 
V(a + b) est de codimension > 1 dans V(a) (car R/ct et R/b n 'ont  pas de 
composan tes  irreductibles communes) ,  et c o m m e  R/a est dans  compo-  
santes immergees,  ceci implique c~e a, 

Proposit ion 1.2. Soit V a un sous-sch~ma de P~, de codimension d, et 
soit X une intersection complete de P"k, de codimension d et contenant V t , 
Soient a ( V 1) et a(X) les faisceaux d'idOaux de (5p7 ~ dOfinissant respectivement 

V 1 et X.  Soit V 2 le sous-schOmafermO de P~ dOfini par Jefaisceau d'id~,aux 
a(V2) contentant a(X)  qui satisfait d: 

a(V2)/a(X)= Hom~p,((5'v,, (gx), 

Les conditions suivantes sont alors ~quivalentes: 

{i) Le c6ne de V~ est de Cohen-Macaulay.  

(ii) Le cene de V 2 est de Cohen-Macaulay et V I est sans composantes 
immerg&s. 

De plus, dans ces conditions, on a" 

a(VO/a(X ) = Hom~e,(g;v:,  (ox) 
et codim (V2)=d. 

Remarque. L'exemple  suivant  mont re  qu 'en g~neral la p rofondeur  
n'est pas conservee par  liaison :Soft S une variete abelienne de dimension 2 
de F~' dont  le c6ne proje tant  A est a r i thmet iquement  normal.  Soit X une 
intersection comple te  de d imension 2 de P~, contenant  S, de c6ne pro-  
je tant  R. Soit B le eerie pro je tant  de la surface S' lice/t S par  X. Si A = Rio 
la suite exacte 0 -+  B-+  Horn (a, R ) - -  Ext~ (A, R t - ~ 0  mont re  que prof  
B = 1 car Ext~ (A, R) est non nul de longueur finie. 

La propos i t ion  est une consequence du resultat  local qui suit: 

Proposit ion 1.3. Soit R u n  anneau local de Gorenste in ,  a~ un idOal non 
nul de R tel que dim R/a~ = dim R. Soit % rannutateur de %. Les conditions 
suivantes sont ~quivalentes : 

(i) R/a 1 est de Cohen-Macaulay,  
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(ii) R / %  est de C o h e n - M a c a u l a y  e t  R/o. 1 est sans composantes  immer- 
goes. 

De plus sous ces condit ions % est l 'annulateur de a 2 et dim R/a  2 = dim R 

Supposons  (i). En verm du theoreme de dualite locale on a 
E x t ' ~ ( R / a t , R ) = O  pour  tout i > l .  Si . . . .  L~- - - ,L~_ , - -~ . . . -+Lt -~R- -+  
R/a~---~0 est une reso]tztion projective de R / % ,  appliquant le foncteur 
Horn R (., R ) =  .~ on obtiem la suite exacte suivante: 

O -+ a 2 -+ R --~ L [ --+ L ~ .--~ . . . .  L i~_ I --. L'[ . . . .  

Ce qui prouve que R / %  est un i-eme module  de syzygie pour  tout i et 
donc  que prof  R / %  = p r o f  R = d i m  R = d i m  R/%_ 

Supposons  maintenant  (ii) et ra isonnons par r~currence sur la di- 
mensmn de R. 

Si R est artinien tout  esl clair, on peut donc supposer que R/% est 
Cohen-Macaulay  sur le complOmentaire du point ferme. Considerons 
la suite exacte 

O---~Q2--~ R ~ R/ct2--~O. (*) 

Appl iquons  le foncteur H o m ~ ( . , R ) = . "  5. cette suile. Apres avoir 
remarq ue que Ext~ (R/%,  R) = O, on obtient Ia suite e• 

0 ~ ( R / a  z) v--+R ~ (R/tll) ~ ~---+ 0. 

Et donc le d iagramme commula t i f  suivant de suites exactes: 

O - -  - - , a  t , R  - - - - + R / n  t . . . . .  0 

i 
4. 

O- ,{R7%) ~- , R , (R/cq) vv - - ~ 0  

.f est surjective, d 'apres  le d iagramme du serpent. Le noyau de f est de 
longueur finie par hypothese de recurrence et est donc  nul puisque R/a  t 
n'a pas de composan te  immergee. On a donc  a 1 = A n n  (%) et on conclut 
par la premiere patt ie de la demonstrat ion.  

Remarque  1 A. Supposons  que les conditions 6quivalentes de l 'enonce 
precedent soient realisees. Si de plus, on a % ran2=0 ,  et si R/a~ et R/n 2 
n'ont  pas de composante  irreductible commune,  alors R/ (% +r est 
un anneau de Gorenstein de codimension 1 dans R. En effet, il est clair 
que codim (R/(a 1 + %), R )>  1. Considerons la suite exacte 

O-~ R ~ R /a  1 0 R/a2--~ R/(al  + % ) - + 0 .  
19 lnvcnttone'; m a t h .  Vol. 26 
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Soit k le corps r6siduel de R. La suite exacte des ExtR(k,.) associee/t 
cette suite montre que Ext,(k, R/(a~ + a 2 ) ) = 0  p o u r / < d i m  R - 1  et que 
Ext~im R-1  (k, R/(a 1 + ct2) ) s'injecte duns Ext~ ~m e (k, R) = k. 

Comme dim R/(a 1 + a 2) < dim R - 1, on en deduit bien que R/(a 1 + u21 
est un anneau de Gorenstein de dimension (dim R - 1). 

Remarquel.5. Supposons que les conditions 6quivalentes de 1.2 
soient r6alis6es. Soit alors e la somme des degr6s des 6quations de X 
duns P~, i.e. le degr6 de X plong6 dans P~'. Le faisceau dualisant o2 x de X 
est C x ( e - n - 1 ) .  Donc, pour i = l , 2 ,  Hom~, : (5~v , (gx (e -n - l ) )  est iso- 
morphe au faisceau dualisant COy, (qui n'est pas en g6ndral un fibr6 
vectoriel). On en d6duit 

a(V1)/a(X)~-egv z(n + I - e) 
et 

a( V2)/a ( X)  ~- coy, (n + 1 - e). 

Remarque 1.6. Supposons toujours les conditions equivalentes de 
1.2 r6alis6es. Soient alors I(V1), I( V 2) et I(X) les id~aux gradu6s de l 'anneau 
de polyn6mes R = k [ X  o . . . . .  X,,] d6finissant les c6nes projetants de 
Cohen-Macaulay des sch6mas V1, ~,~ et X. On a alors: 

~' R/I(X))  ~- Ext ,(R/I(Vz),  R), I(V1)/I(X)~_HomR(R/I(V2) ' ~1 d 

1(vwI Ix)~ Horn. (R/I t V~ ), R/~(X)) ~ Ext~ (R/I (V~), R). 

On notera que cq et c~ 2 sont des isomorphismes gradues de degr6s z6ro, 
alors que les isomorphismes de d6calage fll et f12 sont gradu6s de degr6 
6gal fi degr6 X. 

Contre-exemple 1.7. Reprenons l 'exemple 2. 

Eintersection complOte C est r6union de la quintique 

C 1 = Proj k[~ s, ~x'*]3, o:fl ~, fis] 

et de la courbe C 2 qui est trois fois une droite sur une quadrique. Nous 
allons montrer  que le c6ne rOduit de C n'est pus de Cohen-Macaulay ceci 
en toute caract6ristiq ue, ce qui contredit une conjecture de Harshorne ([6]). 

Soit A l 'anneau local de ce c6ne projetant r6duit. 
Soient p e t  q les id6aux premiers de A correspondant h C1 et C 2. 

On v6rifie facilement qu'on a l e s  isemorphismes 

p _~ p/(p n q) ~ (p + q)/q --- A/q. 

On en dSduit la suite exacte 

O--~ A/q-- ,  A - ,  A/p-+O. 
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Si k est le corps r6siduel de A on a Ext ,(k,  A/p)~_k 2. Comme Ext~ (k, A/q) 
_~k, on volt, par la suite exacte des EXtA(k, .) que Ext)~(k, A ) + 0  et doric 

que A est de profondeur  un (et de dimension deux). 

Contre-exemple 1.8. L'6nonc6 1.2 (ou 1.3) n'est pas vrai si on suppose 
seulement que le c6ne projetant  de X est de Cohen-Macaulay  (et non 
Gorenstein). 

Soit p l'id6al premier gradu6 d6finissant la quart ique 

C =  Proj k[~ 4, c~3/J, ~/7 3, #q4] 
dans P~: 

p = (Xo x 3  - x ,  - x g  x 3 - x L  X o  - x ?  x 3 1 .  

Soit X l ' intersection compl6te dhfinie par les 6quations X 0 X 3 - X :  X2, 
X 0 X ~ - X ~ X  3, et soient L e t  D les droites d6finies par les 6quations 
(X o, X~) et (X 2, X3). On v6rifie qu 'on  a X =  C u L w D ,  autrement  dit: 

(X o X 3 _ X I X z  ,Xo 2 2 X 2 - X  1 X 3 ) : p t - " l ( X o ,  X1)(--I(X 2 X3) .  

Comme le c6ne k [X o . . . . .  X3]/(X2, X 3) de D est 6videmment de Cohen- 
Macaulay on d6duit de l 'Enonc6 1.2 que le c6ne 

k [X o . . . . .  XA/(~, ~ (S  o, X~ )) 

de C w Les t  de Cohen-Macaulay.  D'autre part, il est clair que le c6ne de L 
est de Cohen-Macaulay  et on vdrifie facilement que le c6ne 

k [Xo . . . . .  X3]lP ~ k  [0~ 4, o~ 3 [J, o~lJ 3, [~43 

de C n'est pas de Cohen-Macaulay  car il n'est pas intdgrablement clos 
( :d /F  n 'appart ient  pas/l  k [~4, c~3[L c~/7 3,/7,~]). 

w 2. Liaison aig6brique 

Soient V l et V 2 deux sous-sch6mas ferm6s de P~ (resp. R/a et R/b 
deux quotients  d 'un anneau local r6gulier R). On dira que V t et V 2 
[resp. R/a et R/b) sont atg6briquement li6s (ou plus simplement lies) par 
une intersection complete X contenant  V~ et V 2 (resp. une intersection 
complete R/Z telle que Z ~ [a ~ b)) si 

(i) V~ et V 2 (resp. R/a et R/b) sont 6quidimensionnels et sans compo- 
santes immerg6es. 

(ii) (A) a(V2)/a(X)= Homep~ (9 x) (resp. b/z = Horn (R/a, R/~)), 
(B) a(Vl)/a(X)= Homep,(Cv~, (9 x) (resp. a/Z = Horn (R/b, R/g)) 

(ici pour  une sous-vari6t6 W de P~, a(W) d6signe le faisceau d'id6aux de 
W darts P~'). 
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On constate imm6diatement que si V 1 et V 2 (resp. R/a et R/b) sont 
g6om6triquement lies, alors ils sont alg6briquement li6s par V~ w V 2 
(resp. R/(a c~ b)). 

On v6rifie le r6sultat suivant: 

Proposition 2.1. Soit V 1 (resp. R/a) un soi~s-schOma .[erm~ (resp. un 
quotient) de P2 (resp. de R) Oquidimensionnel et sans composante immergOe, 
Soit X (resp. Rig) une intersection complOte contenant 1/1 (resp. telle que 
g c a ) .  Alors le sous-sch~ma V 2 de P~ (resp. le quotient Rfo de R) dont le 
faisceau d'idOaux (resp. ridOal) est d@'ni par (A) est atgObriquement li~ it V~ 
(resp. R/a) par X (resp. R/a_). 

Exemple 2.2. Consid6rons P~ plong6 clans p3 par [e faisceau (9p~(3), 
i.e. la cubique gauche C de p3 d6finie par les equations homog6nes 
(X o X 2 - X~, X 1 X 3 - X~, X 0 X 3 - X 1 Xz). Soit X t'intersection des deux 
surfaces d'6quations Xo X2 - X~ et X : ( X  ~ X 3 - X 2 ) -  X 3 ( X  o X 3 - X ,  Xz). 
C est liOe ~ elle-mdme par X .  

Pour v6rifier ce fait, on peut soit momrer  que le cart6 de l'ideal 
gradu6 ~ de C est contenu dans l'id6at gradu6 a de X,  soit remarquer que 
X est de d~ et contient au moins deux lois C qui est de d~ doric que X 
contient pr6cis6ment deux fois C, et rien d'autre. 

Definition 2.3. Soit V un sous-sch6ma ferme 6quidimensionnel de 
codimension d de P; (resp. R/a un quotient de pure codimension d d'un 
anneau local r6gulier R). On dira que V (resp. R/a) est g6ndriquement 
intersection compl6te si pour tout point g6n6rique r/ de V (resp. de 
Spec R/n), l 'anneau &~Vl, r/ (resp. (R/a)~) est une intersection complete 
clans (5'p,, (resp. R,). 

Au moyen d'une d6composition primaire on d6montre simplement 
que si V~ et V 2 (resp. R/a et R/b) sont algdbriquement li6s par X (resp. R/g), 
ils sont alors g6om6triquement li6s par X (resp. R&) si et seulement si ils 
n'ont pas de composantes communes. Ceci est encore 6quivalent au fait 
que pour tout point g6n6rique r/ de V 1 (resp. R/a), on a 6:v,,n---(gx, . 
(resp.(R/a) ,=(R/g) , ) .  On constate donc que des sch6mas (resp. des 
anneaux locaux) g6om6triquement li6s sont gdn6riquement intersections 
compl6tes. 

Exemple  2.4 (Liaison des diviseurs). Soit X un sous-schdma ferm6 de 
P;, intersection compl6te de codimension d. Soit S une hypersurface de 
P; d'6quation C, rencontrant proprement  X. 

Soit (C) le diviseur d6fini par S sur X. Alors si D est un diviseur 
effectif sur X, tel que (C) > D (i.e. D comme sous-sch6ma de P; est contenu 
dans X m S), le lid D' de D par rapport & X ~ S est ~gal au diviseur ( C) - D. 
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Soient a(D), a(D'), a (X  c~S) les faisceaux d'id6aux dhfinissant D, D" 
et X c ~ S d a n s  X. On a 

a(D') /a(X c~ S)=  Horn ((gD, (gx~s). 

Soit R = [ox. ~ l 'anneau local d 'un point x de X. S o i t / u n e  6quation locale 
de D en x et soit g l '6quation locale de (C) en x. 

a(D') /a(X ~ S) | R = H o m  (R~fR, R/gR) .  

C o m m e  g R c f R ,  on a g = f ' f  I1 est clair que l ' image d e f '  dans R/gR 
engendrO a(D') /a(X c~ S ) |  R et que f '  n'est pas diviseur de z6ro dans R, 
puisque g ne l'est pas. 

Proposition 2.5. Soit V 1 un sous-sch~ma Jbrm~ de P~ ~quidimensionnel de 
codimension d et tocalement de Cohen-Macaulay. Soit X une intersection 
complSte de codimension d dans P~, contenant V~. Soit Fz (resp. F) ut~e 
rOsolution projective de (Yv~ (resp. de (gx), et soit c~: F - *  F 1 un morphisme de 
complexes dOduit de I'inclusion V~ ~ X.  Alors une rdsolution projective de 
6'v~ est obtenue ell prenant le c6ne du morphisme ~v ( - e ) :  Fi ~ @ @ , ( - e )  
---~F ~ @ @ , ( - e )  off e est la somme des degr~s des ~quations de X (ici .~ 
denote Home, w( . ,  (9@). 

Cette maniOre de t rouver  le ii6 nous a 6t6 indiqu6e par Ferrand. Soit 

C ~  
/ \ 

/ \,, 
/ /  \ ,  

/ "\ 

F ~ ( - e ) ~ - -  F~V ( - e )  

le triangle consid6r6. La suite exacte longue 
H i ( C . ) = 0  si i > 2  et ta suite exacte 

d 'homologie  donne:  

O--+ H~{ C ) ~  Ho(F~ v ( - e ) ) ~  Ho(F v ( - e ) ) ~  Ho( C ) ~ O .  

On sait que Ho ( FI v ( - e) )= COv , (n + 1 - e)= a( V2 )/a( X)  et que Ho ( F v ( - e)) 
= ~ J x ( n + l - e ) = ( 9  x. I1 nous reste /t v6rifier que q~ est bien l'inclusion 
canonique. Pour  ceci il nous suffit de montrer  I'6nonc6 local analogue/~ 
la proposit ion.  

Proposition 2.6. Soient R u n  anneau local rOgulier, a un ideal de R tel que 
R/a,  soit un anneau de Cohen-Macaulay de codimension d. Soit f =  
(fl . . . . . .  f'e) une suite R-r~guli~re contenue dans a. Soit F 1 (resp. F) une 
rOsolution projective de R/a (resp. de R/f)  et ~: F-*F~ un morphisme de 
complexes d~duit de l'inclusion f c a. Alors une rOsolution projective du li~ 
de R/a par rapport ~ R / f  est obtenue en prenant le c6ne de ~v : F V _~ FV. 
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On a le diagramme commutat l f  suivant: 

Ho(F1 v) r ,,Ho(F,, ) 

I 
~ .  Ext~ (p, R) 1 

Ext~iR/,,. m - -  -~ Ext".(R\f, R) 
off p est Fhomomorphisme R / f  ~ R/a ~ O. 

On salt qu 'on a un isomorphisme de foncteurs de la categoric des R/ f  
modules de type fini dans elle-m~me: 

Ext~ (., R)-~ HomR,_r (., R/._]) 
donc un diagramme commutat i f  

~0(F/) 
J 

I 
Horn (R/a t , R/f) 

ce qui montre le resultat. 

~,Ho(F v) 

Hom {p, R/f)_~ H o m  (R / f  R/f) 

Remarquons qu'en vertu de l'6nonc6 1.3, R/r 2 est un anneau de 
Cohen-Macaulay.  Prenant des resolutions minimales (i.e. de longueur d) 
pour F 1 et F, si C. est le c6ne consid6r6, la fl6che de Ca+ 1 -* C a est scind6e 
car l 'homomorphisme F o ~ Ft, o est l'identit6, on retrouve bien que R/% 
est de Cohen-Macaulay.  

w 3. Liaison en codimension 2 

On rappelle d 'abord ici quelques informations sur la structure des 
schemas ferm6s de P~', de codimension 2, fi c6ne projetant de Cohen- 
Macaulay. On applique ensuite le Th6or6me 2.5 dans le cas de codimen- 
sion 2, et on en d6duit des informations sur les variations par liaison du 
degr6 et du genre arithm6tique des courbes de p3 ~t c6ne projetant de 
Cohen-Macaulay. On donne enfin les th6or6mes de liaison globale et 
locale qui r6v61ent l'int~r~t de la liaison en codimension 2. 

Soit donc V~ un sous-sch6ma de codimension 2 de P~, fi c6ne projetant 
de Cohen-Macaulay.  Alors Cv, poss6de une r6solution projective mini- 
mate fi homomorphismes gradu6s de degr6 0, de la forme: 

0---~ E (fiPn(--I]i) ~P ~" (~P"(--djj--*(f lP"--~(~vl-~O, (*) 
1 1 

ou m est le nombre minimal de g6n~rateurs de l'id~al gradu6 I(V~) 
d6finissant le c6ne de Cohen-Macaulay de V~ et off les d i sont les degr6s 
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des 616ments d 'un syst~me minimal de g6n6rateurs homog6nes  de I(V I). 
On sait alors que I( V 1) est engendr6 par les ( m -  1)-mineurs de la matrice 
~o (dont le coefficient r est homog6ne  de degr6 n j -  di), ces mineurs 6tant 
homog6nes  de degres dr. On v6rifie que les entiers m, n s, d i sont str ictement 
positifs (avec 6videmment  m > 2) et rel i6s par la relation: 

m - - 1  m 

(i) ~ ylj= 2 di. 
1 1 

Soient A~ . . . . .  Ar~ les (m - l)-mineurs de la matr ice q). Si F et G sont les 
6quations homog6nes  d 'une intersection compl&e X contenant  V~. On a 

m m 

f =- ~ Xi A i et G= ~ pi A i. 
1 1 

Le sch6ma V 2, li6 5. V 1 par  X a alors son c6ne projetant  de Cohen-  
Macaulay  d6fini par  l'id6al I(I/2) engendr6 par  les m-mineurs  de la matrice 
( m + l ) x m  qui suit 

r 

S i f = d ~  et g=d~ on a 

(ii) 

+d~ avec ] 

+ Nj =.f + g - d j  ! 
+ D  i = j . + g _ n  i pour  i=1  . . . . .  m - l  [" 

+Din = g ,  Dm+1 = j  J 

On mont re  alors facilement que les m-mineurs  de ~ sont homog6nes  de 
degr& D i, i =  l . . . . .  m + !, et on obtient la rdsolution projective suivante 
de t0v2: ,, m+~ 

0 - - ~ 2 r  ~ Op.(-Di)-+(~p.,~-~(~v2---~0. {**) 
1 l 

ll faut remarquer  que la r6solution (**) n'est pas forc6ment minimale.  
En fait c o m m e  on est parti  d 'une r6solution minimale  de Ov,, t ous l e s  
coefficients de q0 (donc de tqo) sont contenus dans l'id6al maximal  
(X o . . . . .  X.) de kl-X o . . . . .  X.].  Le nombre  minimal  de g~n~rateurs de 
l'id6al I(V2) sera donc (m+ 1), m ou ( m -  1) si la matrice, 
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n'a pas de mineur inversible, a un 1-mineur inversible mais pas de 2- 
mineur inversible, ou a un 2-mineur inversible, mais nous reviendrons 
sur cette question dans le th6oreme de liaison. 

Les suites exactes (,) et (**) permettent de calculer les polynSmes de 
Hi[bert de V~ et l/2 . 

Propositon 3.1. Soit C ul~e courbe de P~ ~} cdne projetant de Cohen- 
Macautay admettant la rOsolution projective (,). Le degrO d( C) e~ le genre 
arithm~tique p(C) de C sont dorm,s par les.Jormules: 

m - 1  

(iii) 2d(C)= ~ n 2 - ~  d2; 
1 1 

(iv) p(C)= 1 +~ nj - 
1 

Si X est une courbe de P~, contenant C, intersection complete de deux 
sur~wes de degrOs f et g, le degr~ et le genre arithm~tique de la courbe C' 
liOe d C par X satisfont les relations 

(v) 

(vi) 

d ( C ) + d ( C ' ) = f . g ;  

p ( C ) - p ( C ' ) = (  J -2g  2) (d (C) -d (C ' ) ) .  

Remarquons que la formule (v) est 6vidente lorsque la liaison est 
g6ometrique. Les formules (v) et (vi) sont des cons+quences directes des 
formules (ii), (iii) et (iv). On d6montre (iii) et (iv) en calculant le polyn6me 
de Hilbert de C au moyen de (,), et en appliquant [e theoreme de Riemann- 
Roch. 

Remarque. La formule (vi) montre que sauf dans Ie cas o~ X est une 
courbe plane et [orsqu'une des surfaces liantes est unplan les variations 
du degr~ et du genre par liaison ont m~me signe 

3.2. Th+or~me de liaison globale. Soi t  V un sous-sch~ma jerm( (resp. 
ggm~riquement intersection complete) de codimension 2 de l'espace projectif 
P~; sur un corps infini k. Les conditions suivantes sont ~quivalentes 

(i) V a un cdne projetant de Cohen-Macaulay (i.e. l'anneau de ce c6ne est 
H~ (gv(r)) et H i (I/, Cv(V))=0 pour tout 1 <= i < n -  2 et tou~ v~Z). 

vEZ 

(ii) 11 existe des sous-schOmas fermds V~ . . . . .  V s de codimension 2 de P[' 
tels que 

a) pour i<s,  les schemas Vii et Vi+ I sont li~s algdbriquement (resp. 
g~omOtriquement et Vii c~ Vii+ ~ a un c6ne projetant de Gorenstein). 

b) V~ = Ve t  V~ est une intersection complOte, 
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De plus, sous ces conditions, le plus petit entier s pour lequel on a une 
telle suite est Ogat au nombre minimal de gOndrateurs de l'iddal gradud 
d~finissant le c6ne de Cohen-Macaulay de V, diminud de un. 

3.3. Th6or6me de liaison locale. Soit R un anneau local rdgulier (resp. fi 
corps rOsiduel infini) et soit R/a un quotient de R (resp. g~n~riquement in- 
tersection complOte) de codimension 2. Les conditions suivantes sont Oqui- 
valentes 

(i) R/a est de Cohen-Macaulay. 

(ii) ll existe des quotients de codimension 2 de R, soient R/a 1 . . . . .  R/a~ 
eels que 

a) pour i<s,  les quotients R/a i et R/ai+ ~ sont lids algdbriquement 
(resp. gOomOtriquement et R/(a i + ai+,) est un anneau de Gorenstein). 

b) a = a ,  et R/a S est une intersection complOte. De plus, sous ces 
conditions, le plus petit s pour lequel on a une telle suite est ~gal au hombre 
minimal de gOn~rateurs de a, diminuO de un. 

Pour  ces deux th~or6mes, I 'implication (ii) ~ (i) r6sulte imm6diatement 
de 1.2 ou 1.3. 

Les implications inverses r6sultent formeilement des lemmes suivants: 

Lemme 3.4. Soit R u n  anneau local rOgulier, et soit R/a un quotient de 
codimension 2 de R tel que R/a soil de Cohen-Macaulay. Le nombre 
minimal de g~nOrateurs de f 2~  est Ogal au nombre 
minimal de gOnOrateurs de ca diminuO de un. 

En effet, soit m l e  hombre  minimal de g6n6rateurs de a. Alors R/a 
admet une r6solufion projective minimale 

O - ~  R ~  - I - -~  R ' ~  - -~  R . (*) 

En appl iquant  & (.)  le foncteur HomR(. ,  R), on obtient une r~solution 
projective minimale de Ext , (R/a ,  R), ce qui prouve le lemme. 

Lemme 3.5. Dans les hypotheses du lemme precedent, soit _a=(a,,  a2) 
une suite R-r~guli~re contenue dans a e t  soit Rib le quotient de R lie (J R/a 
par R/~. Le nombre minimal de gdndrateurs de bes t  ~gal au nombre minimal 
de gdn~rateurs de a/~_ augment~ de un. 

C'est une consequence de ] ' isomorphisme de d6calage Ext 2 (R/b, R) 
HOmR:~_(R/b, R/a)=a/~,  et du lemme pr~c6dent. 

Proposition 3.6. Soit R u n  anneau local r~gulier de corps rdsiduel k. 
Soit R/a un quotient de Cohen-Macaulay de codimension 2 de R tel que 
dim k k |  Si ~i et ~2 sont deux ~l~ments de el, jbrmant une suite 
R-r~guli~re, tels que (a 1, ~2) se prolonge en un syst~me minimal de g~ndra- 
teurs de a, et si Rib est le li~ de R/a par rapport fi R/a, alors dirn~ (k | b) = 
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n - 1 .  De plus, si la liaison est g~omOtrique R/ (a +b )  est un anneau de 
Gorenstein, et dim~ k |  

La premi6re partie de la proposi t ion est une consequence immddiate 
du lemme pr6c6dent. Pour  la deuxi6me partie, toujours d'apr6s le lemme 
pr6c6dent, on a n = dim k | a = dim (k | b/_~)+ 1. Ceci implique que 
dim~ (k | b/~) = dim~ (k | b), et cela entraine 

dim~ k | (a + b) = dim~ k | (a + b)/a. 

Mais comme la liaison est g~om~trique _~ = a c~ b, doric 

(a + bt/~ = (a + bi/[a ~ b) = a/(a c~ b) | b/(a c~ b). 

On en ddduit alors 

dim~ k | (a + b) = dim~ k | ~2 ~ (R/b) + dim~ k | f2 ~ (R/a) 

= ( n - 2 ) + ( n -  1 ) = 2 n - 3 .  

Au  vu de ces trois r6sultats, pour  d6montrer  le theor6me global, il suffit 
de d6montrer  que si V--Pro j  k I X  o . . . . .  X,]/a, on peut (~bien>) choisir 
des 616ments homog6nes  dans a, plus prdcis6ment, on a 

Lemme 3.7. Soit k un corps infini, et soit k Ix o . . . . .  x~] = R u n  quotient 
graduO de l'anneau de polyn6mes. 

Soit a un ideal gradu8 de R, contenant un ~lSment r~gulier de R. Alors 
il existe un ~l~rnent homogOne c~ de a, r~gulier dans R et faisant partie d'un 
syst8me minimal de g~nSrateurs de a. Si de plus, R/a est gOnOriquement 
intersection complete dans R, il existe un tel ~18ment c~ tel que R/a soit 
gOn~riquement intersection complOte dans R/cc 

Soit g le plus grand entier i tel que a i r  o . . . . .  x , ) a  (o/i bien stir 
o = ~ ai). Consid6rons le k-espace vectoriel fini ag. On a a g e  ag R. Soient 

i > l  

Pl . . . . .  p~ les id6aux premiers associ6s fi R. C o m m e  a Cp~ pour  tout 
i = 1, ..., l, on a % c~ p~ ~ % pour  i = 1 . . . .  , I. D'apr~s le lemme d'6vitement 
pour  les espaces vectoriels finis sur un corps infini, on peut trouver un 
dlement c~ de ag tel que c~ ~ ((x 0 . . . . .  x~) a ~ ag) e t e  6 (ag c~ pi) pour  i = 1 . . . . .  I. 
Alors ~ est bien un g6n6rateur minimal homogbne de a, rSgulier dans R. 

Supposons maintenant  R/o g6n~riquement intersection compl6te 
darts R. Si R/a est artinien, alors R/a est intersection compl6te, et il n 'y 
a pas de probl6me. Si dim R/a > 1, soient q~ . . . . .  q~ les id6aux premiers 
minimaux contenant  ~. C o m m e  a~Rq=aRq,  pour  i = l  . . . . .  l, on en 
d6duit ng r ql a Rq. c~ R pour  i = 1 . . . . .  I autrement  dit a, c~ (qi a Rq. (3 R) ~ a~ 
pour i =  1 . . . . .  1. Toujours  en utilisant le lemme d'dvitement sur les 
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corps infinis, on termine la d6monstra t ion du lemme en v6rifiant qu 'un 
616ment r6gulier c~ de R tel que c~r aRq~ ~ R) pour  i =  1 . . . . .  Ies t  tel que 
R/a est gen6riquement intersection compl6te dans R/c~. 

Pour  d~montrer  le th6or6me Iocal, il suffira de d6montrer  le r~sultat 
suivant:  

Lemme 3.8. Soit R u n  anneau local noethdrien. Soit R/a tin quotient de R 
tel que a contienne un dlOment non diviseur de O. Alors it e~xiste un Ol~ment 

de a non diviseur de O, appartenant d u n  systOme minimal de gOnOrateurs 
de a. Si de plus, R/a est g~ndriquement intersection complete dans R, et si 
le corps rOsiduel de R est in fini, il exis te  un tel ~IOment tel que R/a soit 
gOndriquement intersection complOte dans R/c~. 

La d6raonstrat ion suit le m6me cheminement que celle du lemme pr6- 
c6dent. Pour  la premi6re pattie, il suffit d'6viter les ideaux premiers 
associ6s ~ R, et l'id6al m a (off m est l'id6al maximal de R). Pour  la deuxi6me 
partie il faut aussi 6viter les iddaux q a Rq c~ R pour  tout  id6al premier q 
minimal contenant  a. On  utilise ici le lemme d'6vitement sur un corps 
infini et le lemme de Nakayama.  

L' inconv6nient du th6or6me de liaison globale pr6sent6 iciest que si 
on sait a priori que le sch6ma V a certaines propri6t6s g6omOtriques 
(locatement intersection compl6te, condit ions R~, non singularit6), on ne 
sait pas s ices  propri6tds peuvent se transmettre au V~. C'est cette question 
que nous r~solvons au paragraphe suivant. 

w 4. Conservation des propri~t~s g/~om~triques par liaison 

Rappe[ons pour  m6moire, deux 6nonces classiques que nous utiliserons 
syst~matiquement dans cette section. Le premier est la forme g~n~rale 
d 'un lemrne de Serre que nous d~montrerons,  car il n'en existe pas de 
preuve publi6e 'A notre connaissance. Le deuxi6me est le th6or~me de 
Bertini pour  la lissit6 que nous ne d6montrerons  pas bien stir. 

Lemme de Serre. Soit X un schdma de type f in i  sur un corps inJi'ni k. 
Soit E un faisceau coherent sur X ,  et st ir  sun  entier tel que pour tout point x 
de X,  le k(x)-espace vectoriel E(x) est de rang > s. Si M c F(X,  E) est un 
k-espace vectoriel f in i  engendrant E en codimension <= s, et si (a, . . . . .  a~) 
est une base de M,  il existe un ouvert dense U de A~(k), tel que pour tout 

l 

point ferm~ rationnel sur k, c~= (or 1 . . . . .  el) de U, la section .[~ = ~ ~i ai est 
1 

telle que l'application (9 x A ,  E induit pour tout point x, de codimension < s 

dans X ,  une injection O-*k (x )  I,| E(x).  

Posons V = A ~ = S p e c k [ T  l . . . . .  Tz] et Y = X x k  V. Consid6rons la 
section f = ~  T~a~ du Y-faisceau E r. Soit r/ le point  g6nerique de Ve t  
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soit Y, la fibre g6ndrique de la project ion P2 : Y ~  V. Mon t rons  que pour  
tout point  y~Y,,  tel que Codimens ion  y,(y)<=s, l 'applicat ion induite 

k(y) s| Ey,(y) est une injection. 
Soit x l ' image de y par  la project ion Y-~X.  Consid6rons donc 

l 'appl icat ion 

ny: k ( y ) - - - - - *  E(x) | k(y) (*) 

off Ti est l ' image de T~ dans k(y) et 8 i t ' image de a i dans E(x). Supposons  
par  exemple que al . . . . .  ad (avec d>s) forment  une base de E(x) sur k(x) 

d 
et que pou r  i>d  on a ~ =  2 / ~ j a j  (off pj~k(x)). Alors  

i=1 

7Cy(1)= (rl -} Z fill ~)~1 -l-""-/- (rd + Z fld Z//) ad. 
i > d  i > d  

Si ~z,. n 'est pas injective, on a donc % + 2/3~ T/= 0 pour  k = 1 . . . . .  d. 
i > d  

Ceci implique d~ C o m m e  la fibre de x par  Ia projection 
Y ~ X  est de d imension t, on en d6duit que y est de codimension > d  
dans cette fibre e t a  fortiori que y est de codimens ion  > d >  s dans Y. 

f ~ k(y) Soit F l 'ensemble des points  y de Y tels que k ( y ) - - - - - , E y ( y )  n'est 
pas une injection. C o m m e  F est ferm6, on sait que l 'ensemble Z des 
points z de Y tels que codim~ (F x k k (P2 (Z))), Yx k k (P2 (Z)) < s est construc-  
tible (E.G.A. Chap.  IV. 9.9.1). On en d6duit  que p2(Z) est constructible.  
On vient de mont re r  que pz(Z) ne contenai t  pas ~/. I1 existe donc  un 
voisinage ouver t  U de r /dans V (i.e. un ouver t  dense de V) ne rencontrant  
pas P2 (Z). Aut rement  dit, pour  tout  point  c~ de U et pour  tout  point y de 
p j l (c0  on sait que codim.,,(F~, Y~)>s ce qui implique que l 'applicat ion 

k(y) r| est une injection si codim(y)=<s et le lemme est 
d6montra .  

Th~or~me de Bertini. Soit k un corps alg~briquement clos; soit X un 
schema sur k, possOdant la propriO, t~ R~, soit un morphisme de type fini 
f :  X--~ P[ = Proj k [Xo, . , . ,  X,].  A lors, si car k = 0, ou si f est non ram~O 
il existe un ouvert dense U de l'espace affine A~+~(k) tel que pour tout 
point ferm~ (% . . . . .  %) de U la section hyperplane f - l (H~),  oti H~ est 

n 

rhyperplan d'~quation ~ ai Xi, possd, de la propri~tO R~. 
0 

L'6nonc6 qui suit est le resultat  clef pour  la conservat ion des pro- 
pri6t6s g6om6triques par  liaison. Une analyse rapide de la demons t ra t ion  
mont re  que l 'hypothese codlin V = 2  est en fait inutile, et qu 'on peut 
obtenir  le m~me r6sultat en remplacan t  S~, n S~: par  S~, r~...c~S~,, off 
d = codim V(Hi ronaka  a d'ailleurs d6montr6 un th6or~me de ce type dans 
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([-7]), avec V lisse, et sans les pr+cisions donnees ici sur les ~i, precisions 
qui, comme on l'a vu, jouent  un r61e important  pour la liaison en codi- 
mension 2). Par contre, nous avons voulu 6crire la proposi t ion clans 
route sa generalite pour  ce qui est du compor tement  du lieu singulier, 
car elle montre  qu 'on peut toujours lier une courbe r~duite localement 
intersection complete de P~ (resp. une surface normale  Iocalement inter- 
section complete de Pff) ~ une courbe Iisse (resp. a une surface lisse). 
J usqu'~, la fin du w 4, le corps k sera algebriquement clos. 

Proposition 4.1. Soit V un sous-sch~ma /~,rm(, sans composante immer- 
gde, g~n(riquement intersection complete de codimension 2 dans P=P~,  
d~f~ni par un ideal graduO a de k I X  0 . . . . .  Xt]. Soit U 1 l'ouvert de V jbrm(  
des points de V oft Ves t  intersection complOte dans P,, et soit U 2 l'ouvert des 
points rOguliers de V. 

ll existe des Oquations homogOnes ~x et ~2 de a dOfinissant deux hyper- 
surfaces S~ et S~ se coupant proprement reties que S~ c~S~2 = V w V' off 

I) Ve t  V' n'ont pas de composantes communes. 

2) V n V' r~ U~ est Iocalement intersection compl~te. 

3) V' est intersection complete en lout point de codimension ~ 3  de 
V' c~ U~. 

4) V ' -  V ~ V' est non singulier. 

5) V ~ V' c~ U 2 est non singulier en eodimension 2, et 

cod im(V  c~ V' c~(U~ - ~ ) ,  U~ - U2)> 1. 

6) V' est non singulier en tout point x de V' n U 2 de codimension <=3 
dans V'. 

De plus, pout" obtenir les conditions 1 ), 2), 3) (resp. les coJlditions i), 2) 
3), 4), 5), 6) si k est de caract~ristique 0), on peut ehoisir tes Ol~ments (~1, ct2) 
de sorte qu'ils appartiennent fi un syst~me minimal de gOnOrateurs de a. En 
toutes caract~ristiques, on peut prendre )es ~l~ments ~i de degr{ d~ pourvu 
que d~ > inf{s, a~k IX o . . . . .  X~] d~finit le schona V} 

d 2 > inf { t, ct t (k IX  o . . . . .  X~]/et~) dOfini~ V dans k IX  o . . . . .  X~]/~ }. 

Considerons  l'ideal gradue ~--- ~ a~ et soil e le plus petit entier i tel 
i> l  

que l'ideal gradu6 a/k IX  o . . . .  , X~] definisse V, i.e. tel que le sous-espace 
vectoriel a /de F(P, I(i)) (off I e s t  le faisceau d' ideaux de Vdans P) engendre 
l(i). Remarquons  qu 'on  a %q~(X o . . . . .  X~)~. Soit s>e.  Notons  n le 
morphisme de structure P - ~ k .  La su~jection ~*(a~)-~ l ( s ) -~O induit 
une surjection g (a~) | (gp ( - s) --~ I --~ 0. Alors, si X est l'eclat6 de V dans P, 
et C(V)  le diviseur exceptionnel au-dessus de V dans X, on en deduit un 
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diagramme 

? 
I 

p v ~ ( I / l  2) ,- 

--~U~ ~- - ~ V ~  ~P 

, Pv , ( I /12)  ~----, c ( v ) ~  x ~ - - ,  Pp(r~*(%)| (ge(- s)) 

~P~(%) 

Les fibr6s projectifs Pv, ( I / I  2) et Pv~(l / l  2) sont  les images r6ciproques 
dans C ( V )  de U 1 et U: car U 1 est localement intersection compl6te dans P, 
enfin q est la projection sur le 2 ~me facteur. 

I1 faut remarquer  que si s > e, les morphismes  ~o, (p, qh et q~2 sont des 
immersions. Ceci se v6rifie en utilisant le morphisme d ' immers ion de 
Segre: P X k P k ( % _ ~ ) ~ - - ~ P k ( F ( ( g p ( 1 ) ) |  l ' injection naturelle 

r(vp(l))| ~as. 
N o u s  allons 6tudier parall61ement trois cas: 

A. car k = 0 et s = e, 

B. car k > O et s = e, 

C. s > e .  

Soit c~ un 61~ment g6n6raI de %. 

(i) Darts les 3 cas, c o m m e  l ' image de a s dans F{I / I  z (s)) engendre l /I2(s),  
on sait, d 'apr6s le lemme de Serre, que la suite [,) 0 - 0  (gv, ~ I / I  2 (s)/U t 
est exacte et scindde en codimension 1. Pour  la marne raison, si U~ - U 2 4= ~, 
on sait aussi que (,) est exacte et scind6e en tout  point  de U 1 -  U 2 de 
codimension < 1 dans U~ - U  2. Aut rement  dit, si H~ est l 'hyperplan de 
Pk(as) correspondant  ~t ct, l 'ouvert ~ de U~ tel que ~ soit i somorphe/ t  son 
image r6ciproque dans (pi -1 (H,) et tel qu'il n 'y ait pas de plus grand 
ouvert  ayant cette propri6t6 v6rifie tes relations suivantes: 

C o d i m ( U  1 - U--~, UO>_-2 et Codim((U 1 -  U 2 ) ~ ( U  1 - ~ ) ,  (U 1 - U2))>2. 
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(ii) Dans les cas A et C, on peut  appl iquer  le th6or6me de Bertini. Soit 
S~ l 'hypersurface de P~ d6finie par  cc On a alors S~ - V = co-1 (H~) - ~ol (H,) 
non singulier, et (pfl (H~) non-singulier.  

(iii) Enfin dans  les cas A et B, la section c~ de % 6vitera le sous-espace 
vectoriel ( X  o . . . . .  X~) a c~ % ~ a e donc  sera un g6n6rateur minimal  de a. 

Soit donc % un tel 616ment, soit S~, l 'hypersurface qu'il d6finit et soit J 
le faisceau d' id6aux de V dans S~. Consid6rons alors l'id6al gradu6 

= a / %  de l 'anneau gradu6 k IX  o . . . . .  X l ] / % .  Soit g le plus petit i tel 
que l'id~al gradu6 ai (k  [X  0 . . . . .  X t ] / ~ l )  d6finisse V dans 

S~ = Proj (k I X  0 . . . . .  X ~ ] / ~  ), 

i.e. tel que l ' image fi~ de ai dans F(S~ , ,  J(i))  engendre l( i) .  On remarquera  
que fi~ r  0 . . . .  , X~)fi. Soit alors ~ le morph i sme  de structure S~, -~ k, 
soit U 2 = U~ ~ U 2,  soit t un entier = g. On mont re  c o m m e  pr6c6demment  
l 'existence du d i a g r a m m e  

U2 c ~ , U1 . . . . . .  V . . . . .  -, S~ ~ - - - ,  P 

' l ' l I ! , I 
i i 

~(g2)  r , ~(g~) . . . . .  ~ ( v )  ~----~ X; ~---~ Psi, (~* (~0 | ( ~  ( -  t)) 

P<(S/s ,Po,(s/s 

g2 . . . . .  , u~ P~ (a,) 

off .~es t  l'6clat6 de Vdans S~,, off (~(V) est le diviseur exceptionnel dans 
,~, et off (~(U t) et (~(U2) son~ les images r6ciproques dans C(V) des 
ouverts  UI et U 2 . L ' i somorph i sme  C(V)-~ ~0-~ (H~,), et !es deux autres qui 
s'en d6duisent sont  bien connus,  enfin la restriction h U~ (a for t io r i  fi U2) 
de j/j2 6tant un fibr6 vectoriel de rang  1, le reste du d i ag ramme s 'explique 
de lui-m~me. C o m m e  plus haut,  trois cas sont envisagds. 

A. car  k = 0 et t = g, 

B. car  k > 0  et t = g ,  

C.  t > g .  
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Le cas t > g  nous  int6resse car on sait qu 'a lors  co, q~, q01 et 02 sont des 
immers ions  et on pout  appl iquer  Bertini en toutes caract6ristiques. 

Consid6rons  alors une section assez g6n6rale fl de a, definissant une 
hypersurface S~ de P~ et don t  l ' image jJ dans fi, d6finit un hyperplan H~ 
de P(~z). Dans  les trois  cas, on aura  

(iv) Sr intersecte p rop remen t  S~. car  ~t engendre J(t), et J d6finit un 
ferm6 de codimens ion  > 0  dans  S , .  

(v) D 'apres  le l emme de Serre, la suite 0 ~ 60, ~ ~ j/j2(t) est exacte 
et scindee en codimension 0 et aux points  generiques de U 1 - U  z, i.e. il 
existe un ouvert  dense 01 de U~, contenant  les points  gdndriques de 
U~ - U 2 tel que (r ~--~g/JZ(t)/[] 1 est un i somorphisme.  

(vi) Soit F l e  sch6ma r6duit de suppor t  Ua - U]. On sait que pour  tout 
point x de F, on a dimkr174 j/j2)= 2. D 'apr6s  le l emme de Serre, 

la section fi est telle que pour  tout  point  x de codimension < 1 dans F, on 
nit une injection induite k(x)- P--~(J/JZ(t)~(xj. Enfin, clans los cas A et C, 
on au ra  d 'apr6s le theoreme de Bertini 

(vii) /5-1 (He) - 0 - 1  [Ha) = S; c~ S~ - Vest  non  singulier 

(viii) c~;1 (He)est  non singulier. 

Enfin dans  les cas A e t  B, 

(ix) La section 3 est un g6n6rateur minimal  de ~ car elle 6vite 
8, c~ (X 0 . . . . .  X~) 8 qui est s tr ictement contenu dans 8,. 

Soit donc  c~ z an  616ment de ~, ayant  les six propriet6s 6noncdes. 
Mon t rons  que les hypersurfaces S=, et S,; v6rifient la conclusion du 
th6or6me. Posons  X = S~, r~ S~.  

Dire que V el V' n 'ont  pas de composan te  commune ,  c'est dire que 
Ve t  V' sont g6om6tr iquement  li6es par  X, of J de fa~on ~quJvalente que 
pour  tout point  g6n6rique r/ de V, on a ~ox.~=(gv, ,. Mats on a choisi c~ 
et 0~ 2 de telle sorte qu 'on  ait (gx, ~ ~- ~0v,,~ pour  lout  point  g6n6rique x de U1. 
Or  V e s t  g~n6riquement intersection complete  dans P, donc  U~ est un 
ouver t  dense de V, ce qui d6montre  1). Pour  d6mont re r  2), il suffit de 
mon t r e r  le l emme suivant:  

L e m m e 4 . 2 .  Soit R u n  anneau local r~gulier. Soient R/a et Rib des 
quotients de codimension d de R gOomOtriquernent li~s. Alors si R/a est une 
intersection complSte, R/(a+b) est une intersection complete de co- 
dimension d + 1. 

En effet, soil R/~ l ' intersection compl6te  liant R/a et R/b. On sait que 
b/(a c~ b) = b/g ~_ Ext~ (R/a, R) ~_ R/a. Donc  (b + a)/a ~- R/a, ce qui prouve  
que R/(a + b) est intersection compl6te  de codimens ion  1 dans  R/a, donc 
une intersection compl6te  de  codimens ion  d + 1 dans  R. 
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M o n t r o n s  31. Soil  x un poin t  de cod imens ion  =<3 de V' dans UL. Si 
xaU~, alors  @,_, est une intersect ion comple te  de codimens ion  1 dans  
(5~s . . . .  (car ia restr ic t ion de j / j 2  fl U1 est un fibre vectoriel  de rang 1 sur/,J, ). 

M o n t r o n s  alors que C v. , est une intersect ion comple te  de cod imens ion  i 
dans  6' s ..... . C'est  une consequence  du lemme evident  suivant :  

Lemme.  Soil R u n  ctnneau commutat(f. Soient c~ el fl cleux elements non 
diviseurs de 0 de R lets que ceR c fl R. Alors l'annulateur de [] R/~R est un 
ideal principal ertgendr6 par un 616ment non diviseur de O. 

Si x q ~ ,  alors x est de  coclimension <1  dans  F =  U ~ -  U~. On sail 
alors  d'aprOs (vit que (ev,., es1 une intersect ion comple te  de codimens ion  1 
dans  62 s . . . . .  . On  conclu t  a lo rs  pa r  le lemme prdcddent.  

On remarque  que 1 }, 21 et 31 sent  vrais dans  les cas A, Be t  C. Donc sans 
restr ict ion sur car  k, on peut  p rendre  (%, %) se p ro longean t  en un systeme 
minimal  de gOnerateurs de ~. Pour  demon t re r  4), 5) el 6} pla~ons-nous 
indifferemment  clans les cas A ou C. 

4) n'est rien d ' au t r e  que (viii. 

Pour  dOmontrer  5), r emarquons  que Up)- ~ (H~) est un schOma non sin- 
guIier de c o d i m e n s i o n 2  darts Pu~(I/I 2) dent  l ' image clans U 2 est 
V ~  V ' ~  U 2. Soit K ie faisceau d ' ideaux  de V d a n s  X, et so i l /~  sa restric- 
t ion �9 a U 2. On a ~ ) -~ (H~ : )=Pro j (  ~ K~/K"+I). Soil  x un point  de CO- 

ngO 
dimens ion  < 2  de V ~  V ' ~  U 2 . C o m m e  Vc~ V' est de pure cod imens ion  1 
dans  Vet V', le point  x est de  cod imens ion  < 3 dans  U~. On a vu qu 'en un 
tel point ,  (5~, .,~ est intersect ion comple te  de codimens ion  1 sur ~s ... . .  ou 

6s~,x" On en d~duit  q u e / ( ~  est monogene ,  donc que Proj  ( ~  ~'~,./~x'zT~+~'J 

est i somorphe / I  son image (5 v r v', .,- L' inegali t6 

C o d i m l V  c~ V" c~(U~ - Uz), (<  - Uz))> 1 

ne fait que t radui re  le fail qu 'on  ait  choisi cq et % de telle sorte que pour  
tout  poin t  generique q de (U 1 - U 2) on all (gv,,~ = g)x.~, donc  qr  V'. 

Enfin, pour  d e m o n t r e r  6), il suffit de voir  que Vc~V" non singulier 
en x en t ra ine  V' non singulier  en x. C'est le lemme suivant  (compte  tenu 
de 3)). 

L e m m e  4.3. Soit R un anneau local regulier, et soiem R/a et R/b deux 
quotients de R, geom6triquement It&. Si R/a est de Gorenstein, et si 
R/(a + b) est regulier, alors R/a est r6gulier. 

En effet, on a b / ( a c a b ) = H o m ( R / a , R / l a ~ b ) ) ~ - E x l ~ { R / a , R ) ~ - R / a  
(off d est la cod imens ion  de  R/a dans R). Doric (b+a)/a~-b/(ac~bl est 
principal ,  et R/(a + b) regulier entra ine  R/a regulier. 
21) lmcntumc,;  ma th ,  Vol 26 
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Bien entendu, on a vu que dans le cas A on peut  prendre  (c~ I, ~z) se 
pro longeant  en un syst6me minimal  de g6ndrateurs de a, et le th6or6me 
est d6montr6.  

Avant  de donner  les appl icat ions de ce th6ordme, r emarquons  une 
des difficult6s qui en d6coulent:  Si V e s t  une varidt6 localement  inter- 
section compl6te de codimension 2 darts P~ avec n > 6, on ne peut / l  priori 
la lier qu'h une varibtd V' localement  intersection complSte en co- 
d imension 3 dans  V', et localement  Cohen -Macau lay  ailleurs (cette 
derniSre propribt6 6tant stable par  liaison). On donnera  des explications 
sur ce ph6nom6ne darts le w 5. C o m b i n a n t  4.1 et 3.6, on obtient  le rdsultat 
suivant:  

Th~or~me4.4.  Soit V un sous-schOma fermO localement intersection 
complOte en codimension 3 (resp. non singulier en codimension 3) de co- 
dimension2 dans respace projectif PT, sur un corps k (resp. car k=0 ) ,  
algObriquement clos. Si V a un c6ne projetant de Cohen-Macaulay il existe 
des sous-schOmas ferm~s V 1 . . . . .  V s de codimension 2 de P~, tels que 

a) Vii est localement intersection complOte en codimension 3 (resp. non 
singulier en codimension 3) ~i c6ne projetant de Cohen-Macaulay pour 
i=1 ,  . . . ,  s. 

b) Vii et V~+ I sont g~omOtriquement li~,s pour i <s  

c) Vii ~ Vii+ 1 est localement intersection eomplOte en codimension 2 (resp. 
non singulier en codimension 2) de codimension 3 dans P~ ~i c6ne projetant 
de Gorenstein, pour i < s. 

d) V= VI et V s est une intersection complOte. 

De plus, le plus petit s pour lequel on a une telle suite est Ogat au nombre 
minimal de gOn6rateurs de l'idOat graduO ddfinissant le e6ne de Cohen- 
Macaulay de V diminu6 de un. 

Remarque. Si s est minimal ,  le n o m b r e  minimal  de g6ndrateurs de 
l'id6al gradu6 definissant le c6ne de Gorenste in  de V/c~V/+I est 
2 ( s -  i +  I ) -  1. C'est  aussi une cons6quence de 3.6. 

On remarquera  qu 'on  a pas  utilis6 la Proposi t ion  2.1 dans  route sa 
gdn6ralit6, et qu'il  suffisait par  exemple  de supposer  V localement  inter- 
section complete  en codimens ion  3 et non singuli6re en codimens ion  2 
pour  obtenir  le m~me r6sultat en caract6rist ique 0. 

Le th6ordme est 6v idemment  plus f rappant  en caracterist ique 0 pour  
n < 5, c'est pourquoi  nous soul ignerons ce cas particulier.  

Th+or~me 4.5. Soit V une sous-vari~t~ lisse de codimension 2 fi c6ne 
projetant de Cohen-Macaulay dans P~ (n <= 5), off k est un corps alg~brique- 
ment clos de caractd~ristique O. Alors il existe des sous-variOtOs lisses 
V i ( i=  1 . . . . .  s) de codimension 2 fi c6nes projetants de Cohen-Macaulay 
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clans P~, tels que 

a) V~ et V~+~ sont g~omOtriquement liOes pour i< s, 

b) V ~  V~+ l e s t  lisse de codimension 3, f c6ne projetant de Gorenstein 
pour i < s, 

c) V =  I/1 et V~ est une intersection complOte. 

Le plas petit s pour lequel on a une telle suite est (gal au nombre mfnimal 
de gOn~rateurs de I'id(al graduO d(finissant le c6ne de Cohen-Macaulay 
de V, diminu( de an. 

Exemple  4.6. Consid6rons dans p3 la cubique gauche C dont l'id6al 
gradue est (X 0 X 3 - Xa X2, X( - X o X2, X~ - X o X3). On salt que le c6ne 
projetant int6gre de C est de Cohen-Macaulay. Soit L la droite d'id6al 
gradu6 (X~, X21. On constate que L w  C est l'intersection complete d'id6al 
gradue (X 2 - X o X 2, Xz 2 - X 1 X3) et que 

Lc~ C =  Proj k [ X  o . . . . .  X3] / (XI ,  X 2, Xo X3). 

Cet exemple est aussi tr6s explicite du point de vue matriciel, puisque 
l'id6al premier gradu6 de C est engendr6 par les 2-mineurs de la matrice 

X1 X2 . 

X 2 X 3 

Ceci implique que C est li6e fi 

la droite d'id6al gradu6 (Xo, X~) par l'intersection compiete d'id6al 
gradu6 ( X  0 X 3 - X  1 X2,  X~ - X  0 Xz), 

la droite d'id6al gradu6 (X I, X2) par l'intersection compl6te d'id6al 
gradu6 (X~ - X 0 X2, X z - X~ X3), 

la droite d'id6al gradue (X2, X 3) par l'intersection complbte d'id6al 
gradu6 (X 0 X3 - X 1 X 2, Xz z - X~ X3), 

mais la seule de ces trois droites qui coupe transversalement C est la 
deuxi6me. 

w 5. Un sch6ma localement intersection complete, de codimension 2, 
~i c6ne projetant de Cohen-Macaulay dans P~' (n > 6) 

est intersection compl6te 
Comme l'indique le titre de ce paragraphe pour un sch6ma V, de 

codimension 2 a c6ne projetant de Cohen-Macaulay, dans un espace 
projectif P~ (n> 6) le fait d'&re localement intersection complete en co- 
dimension 4 (dans V) supprime les probt~mes que nous avons cherch6 
r~soudre jusqu'ici. 

Th6or6me 5.1. Soit V un schema de pure codimension 2 dans P~. Si Ves t  
localement intersection complete en codimension 4, et si V est locatement 
2 0  ~ 
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Cohen-Macaulay alors Vest  localement intersection complOte. Si de plus, 
V a un cbne projetant de Cohen-Macaulay et si ~>=6, alors Ves t  ia~ter- 
section complete et on a Pic V= Z. 

Une lois qu'on salt que Vest intersection complSte, sin > 5, l'anneau 
local du sommet du c6ne de V est parafactoriel. Ceci implique que 
Pic V= Z et est engendr6 par (gv(l). 

Pour demontrer 5.1, il suffit donc de d6montrer le theorhme local 
qui suit 

Th6or6me 5.2. Soit Run  anneau tocal r~gulier et soit R/a un quotient de 
codimension 2 de R qui est Cohen-Macaulay. Supposons dim R > 7. Si pour 
tout id(al premier non maximal p de R, l'anneau local (R/ctjp est intersection 
complOte dans Rp, alors R/a est intersection complOte dans R. 

Soit m Ie nombre minimal de gdn6rateurs de a. Supposons m>3  et 
montrons que ceci implique d i reR<7 .  Soit q) une matrice m x ( m - 1 )  
telle que R/a admette la r6solution minimale suivante: 

O-4 R m-1 _2~  R,~_+ R ~ R/a__~O. 

Dire que pour tout idOal premier non maximal p de R, l'anneau local 
(R/a)p est intersection compl6te dans Rp, c'est dire que les (m - 2)-mineurs 
de ~p engendrent un iddal de dOfinition dans R. Consid6rons l'anneau de 
polyn6mes S = R [Xij]~=I ...... . Soit f :  S --* R l 'homomorphisme de 

j ~ l  . . . . .  t n - I  

R-alg~bres d6fini par f (Xij) = cpij o/1 (c#~) i = 1 ...... sont les coefficients de 
la matrice qo. J = ~ . . . . . . .  

Soit q t'ideat engendre dans S par les (m-2)-mineurs de la matrice 
de coefficients X~j. On salt que la codimension dans S de S/q est 

[ ( m -  1 ) - ( m - 2 ) +  1 J i m - ( m - 2 ) +  1] =6 (Eagon Northcott). Dire que 
les (m-2)-mineurs de q~ engendrent un id6aI de d6finition dans R, c'est 
dire que S/q |  est de longueur finie. On en d6duit d'apr6s le th6or6me 
sur la dimension d'intersection dim S/q + dim R < dim S, ce qui implique 
dim R < codlin (S/q, S) = 6. 

Remarque I. Hartshorne a d~jS_ d6montr6 que toute vari6t6 lisse de 
codimension 2,/i cSne projetant de Cohen-Macaulay de P~, avec n > 6  
est une intersection compl6te. 

Remarque 2. On peut demontrer en suivant le m6me principe quesi  
R/a est un quotient de Gorenstein de codimension 3 d'un anneau local 
r6gutier R, et si R/a est localement intersection compl6te, en co- 
dimension 13 dans SpecR/a, alors R/a est une intersection compldte. II 
suffit de consid&er une r6solution projective minimale de R/a: 

O--* R--,  R" C+ R' -*R--~ R/t~-~O. (*) 
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L'assert ion se d6duit du fait que pour  n > 4 ,  les (n 3)-mineurs de go 
definissent un ferm6 de codimension < 16 dans  Spec R. 

Par  la marne m6thode, en utilisant leur th6or6me de structure ([4~), 
D. Buchsbaum et D. Eisenbud mont ren t  qu'il suffit que R/a soit locale- 
merit intersection compl6te  en codimension < 8 (cf. ([16])). 

Remarque 3. On ne sait pas r6soudre la question suivante:  Soft Vune 
variet6 localement  intersection compl6te  de pure codimension 2 dans P~' 
ou n > 6  (on ne suppose rien sur le c6ne proje tant  de V). 

Alors  Vest  elle une intersection compl6te?  
On ne sait pas la r6soudre non plus lorsque Vest  lisse ([8]). 

Remarque 4. Le Th~or6me 5.1 est 6v idemment  le meilleur qu 'on  puisse 
obtenir  du point de vue dimensionnel.  En effet, la vari6t6 P~ x p2 plong6e 
dans P~ par  le morph i sme  de Segr6 a an c6ne proje tant  de Cohen-  
Macau lay  dont  l'id6al gradu6 est engendr6 par  les 2-mineurs de la matr ice 

X3 

X 1 X r  . 

X 2 X~ 

Ce qui prouve bien que P~ • P~ n'est pas intersection compl6te dans P]. 

w 6. D~formation <<universelle>> des vari6t6s de codimension 2, 
:i c6ne de Cohen-Macaulay de P~' (n < 5) 

sur un corps algebriquement cios k 

Soft V u n  sous-sch6ma ferm6 de codJmension 2, fi c6ne de Cohen-  
Macau lay  dans P[. On a vu qu 'on  pouvai t  associer ~t V u n e  famille 
d'entiers:  m, nj ( j = l  . . . . .  m - l ) ,  d~ ( i=1 ,  . . . ,m) ,  v6rifiant l'6galit6 
m - 1  m 

nj = ~ d i, p rovenan t  d 'une  rdsolution projective minimale  de 6'v: 
1 1 

m-- i  m 

1 1 

Proposition 6.1. Les entiers m, nj e t  d i solff uniquement determinOs par V 
et le ./aisceau trOs ample (gv(1). 

Pour  m c'est 6vident. Pour  les d ie t  les n j, on fair une r6currence sur m. 
Si m : 2 ,  i.e. si V e s t  une intersection compl6te,  soit a(V)  le faisceau 
d ' ideaux d6finissant V, alors 

inf(di) = inf{s, a(V)(s) a une section}, 

sup(d/) = inf{s, a(V)(s) est ungendr6 par  ses sections}, 

n~=d~+d  2 . 
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Si m > 3 ,  soient F et G, deux elements  homogenes  appa r t enan t  "~ un 
systeme minimal  de generateurs  de l 'ideal gradu6 maximal  d6finissant V, 
et fo rmant  une suite reguliere dans  k [X 0 . . . . .  X,] .  Soit V' le schema tie 
~. V par  l ' intersection complete  definie par  F et G. C o m m e  l'id6al gradu6 
maximal  definissant V' est engendr6 par  ( m - 1 )  elements, on sait par  
hypothese  de recurrence, que les entiers associOs & V', soient D~ 
(i = 1 . . . . .  m -  1) et N~ (j = 1 . . . . .  m - 2) sont uniquement  d6termines par  V'. 
Si f et g sont les degres de F et G, on a vu (w 3, formules (ii)) qu 'on  avait  
necessairement  

n j = f + g - D j  pour  j = l  . . . . .  m - l ,  

d ~ = f + g - N  i pour  i =  1, . . . ,  m - 2 ,  d,n_ l=g  et d,~=.f'; 

ce qui d6mont re  la proposi t ion.  

ROciproquement ,  soit m, nj ( j =  1 . . . . .  m -  1), di (i = 1 . . . . .  m) une telle 
famille d'entiers. Existe-t-il un schema du type 6tudi6 qui la reprdsente 3 
et si oui, quel est-il? Le theor6me suivant repond complOtement & la 
question lorsque n i - d j > O  pour  tous i,j. Cette  restriction n'est pas 
arbitraire.  En effet, considerons  la r6solution minimale  (.) de (9 v, alors on 
sait que si q~ est represente par  la matr ice  (q~j) on a d o ~oij = nj - di, donc 
n~-d~ < 0 implique ~p~j = 0 (car la resolut ion est minimale).  On verra plus 
loin, par  un cont re-exemple  que le theoreme qui suit n'est pas verifi6 
lorsqu 'on  ne fait pas  la restriction nj - d~ > 0 pour  tous i, j. 

6.2. ThOor~me de dOformation. Soient m >=2, n~ ( j= 1 . . . .  , m - 1 )  et d i 
- -1  rn 

(i= 1, . . . ,  m) des entiers strictement positifs tels que ~, n j = ~ d  i e t  
1 1 

n i -  di> 0 pour tous i, j. Soit e un entier tel que 3 <-e <-5. I1 existe alors un 
schema S sur k qui est un ouvert dense d'un espace projecti f  sur k et un sous- 
S-schOma X de codimension 2 dans P~, plat sur S tel que 

a) le fermO X de Ps poss~de la r~solution projective suivante : 
m - - I  m 

i 1 

b) Pour tout point ferrn~ s de S, la f ibre X(s)  est un sous-sch~ma de 
codimension 2 dans P~k fi cone de Cohen-Macaulay dont (*)s | k (s) est une 
r~solution projective minimale. 

c) Pour tout sous-seh~ma fermO V de codimension 2 ?t cone de Cohen- 
Macaulay dans P~, muni d'une r~solution projective rninimale 

m - - 1  m 

1 1 

il existe un point fermO unique s de S tel que V = X (s) et que (*) = (*)s |  k (s). 
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De plus, tes sons-ensembles suivants de S sont des out, erts denses de S. 

Sl= { seS  tels que X(s)  est lisse}, 

S~ = { s o s  tels que X(s) est localement intersection compldte}. 

Soit ~0 la matr ice m x ( m - 1 )  dont  le coefficient (flu est un poly-m6me 
homog6ne de degr6 nj d~, 5, coefficients ind6termin6s en les variables 
T o . . . . .  T~. Le hombre  d ' ind6termin6s ainsi introduites est N + I  = 

Soit Y le sous-schema ferm6 de P p ~ = Z  d6fini par  i 'annulat ion des 

( m - l ) - m i n e u r s  de la matr ice qo. Soit (gz(1) le faisceau tr~s ample  sur Z 
d~finissant le morph i sme  projectif  Z ~ P~. On a un complexe 

r n - - I  nl m - I  

1 1 

Soient S l 'ensemble des points  s de P~ tels que (**)| k(s) est exacte, 
et X l ' image r~ciproque de S dans  Z. Soient S~ et Sf les sous-ensembles 
de S d6finis dans l '6nonc6 du thdor~me. On veut mont re r  que S, S~ et S~ 
sont des ouverts  non  vides de Pff, et que X est plat sur S. Mont rons  d 'abord  
que S, Sg et S~ sont ouverts.  C'est  une cons6quence du lemme suivant : 

Lemme6 .3 .  Soit f :  Y - ,  X un morphisme propre et plat de schOmas 
algObriques sur un corps k. Soit 8 ~ ~ ~ f# un complexe de 6nv-modules 
cohOrents Iocatement libres. Eensemble des points x de X tels que le com- 
plexe de Of- ,  (~)-modules, 8 (x) --~ JgT (x) - ,  ~ (x) soit exact est un ouvert de X.  

On sait (E.G.A. IV 9.4.2) que cet ensemble est constructible. I1 suffit 
donc  de mont re r  qu'il est stable par  g6n6risation. On se ram6ne imm6diate- 
merit au cas off X est le spectre d 'un anneau de valuat ion discr6te R, de 
point  g6n6rique q et de point  ferme x. Soit i5 un point  de f - ~  (17). C o m m e  f 
est propre,  il existe une sp6cialisation y de 6 dans la fibre sp6ciale f -  ~ (x). 
Consid6rons  le complexe  de (9y,y-modules de type fini: 

Soit t u n e  uniformisante  de R. L 'hypoth6se est que le complexe 

4,/ t  4,  - "  N / t  - ,  

est exact. C o m m e  Y est plat sur X, l'616ment t e s t  r6gulier dans (gr,y. On 
en d6duit par  le thdor6me des Tors  que le complexe g ~ . ~  c~. est 
exact, donc  qne le complexe  ga-- - ,~-- - ,  g0 est exact, et le lemme est 
d6montr6.  
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Vu la ddfinition de S, ce lemme demont re  bien que S est ouvert. 
Donnons  main tenan t  des caract6risat ions de S tet $1 en terme d 'exact i tude 
de complexe  qui permet tent  de conclure que S~ et S~ sont ouverts  grfice au 
l emme pr6c6dent. 

Dire que X(s) est localement  intersection compl6te,  c'est dire que 
l'iddal de k(s)[T o . . . . .  Tel engendr+ par  les ( m - 2 ) - m i n e u r s  de q0(s) est 
pr imaire  pour  l'id6al (T o . . . . .  T~). Considdrons le complexe  de Koszul  K .  
construi t  sur Z 5. par t i r  des ( m - 2 ) - m i n e u r s  de q~. Alors  S~ est form6 des 
points s de S tels que les ( e+  1) premiers  te rmes / t  gauche du complexe  
K.(s)  forment  un complexe  exact. 

Dire que X(s) est lisse, c'est dire que I'id6al engendr6 par les 2-mineurs 
de la matr ice jacobienne  de X(s) sur k(s) et les 6quations de Xls) dans 
k(s)[To,  , . . ,  Tel definit un ferm6 de k(s)[T o . . . .  , Tel ne contenant  pas 
d 'autres  id6aux gradu6 que (T  O . . . . .  To). Cons iderons  le comple)~e K .  de 
Koszul  construi t  sur Z ~ par t i r  des ( m -  1)-mineurs de q~ et des 2-mineurs 
de la matr ice  jacobienne  de X sur S. Alors  S~ est form6 des points  s de S 
tels que les (e + 1) premiers  termes/~ gauche du complexe  de Koszul  K.(s)  
forment  un complexe exact. 

Mon t rons  que X est plat sur S. Soit s u n  point  ferme de S. II suffit de 
mont re r  que X s est plat  sur (gs. s. I1 suffit alors de mont re r  que l 'anneau 
local A du sommet  du c6ne proje tant  de X s est plat sur 6s, s. Soit 
~ = ( : q  . . . . .  %) un syst6me rdgulier de param~tres  de (Ss, S. On varifie 
immedia tement  que g est une suite A-r6guti6re (car A est Cohen-Macau lay  
et d imA/~=dimA-d) ,  ce qui p rouve  bien que A est plat sur S. Pour  
terminer  la d6monst ra t ion  du th6or6me, it suffit de mont re r  que S, est non 
vide puisqu 'on  a ev idemment  S = S, ~ S~. Pour  ceci, on fera une r6currence 
sur m. Le resultat  est bien vrai pour  m = 2, c'est le th6oreme de Bertini. 
Posons alors g = d,~_ 1 et f =  d,~ et dafinissons les entiers N i ( j=  1 . . . . .  m - 2 )  
et D~ ( i=  1 . . . . .  m -  1) par :  

n , = f + g - D  i ( i=  l, . . . ,  m -  I) et d j = f + g - N j  ( j = l  . . . .  , m - 2 ) .  

O n  a m - 1  rn-1  

Z D i = ( m - 1 ) ( f + g ) -  Z ni 
1 1 

ra  

= ( m -  I ) ( f +  g) - ~ dj 
1 

m-2 .  m - 2  

= ( m - - 2 ) ( f + g ) - -  ~ da= ~ N i. 
1 1 

On a aussi N~-D~=f+g-d~- ( f+g-n~ )=n i -d j>O .  Par hypoth6se de 
r6currence il existe V, une vari~t6 lisse, de codimension 2,/~ c6ne de Cohen-  
Macau lay  de P~ dont  la famille d 'entiers associ6s est ( m - l ) ,  Nj 
( j = l  . . . . .  m - 2 )  et D i ( i = l  . . . . .  m - l ) .  R e m a r q u o n s  que n i - f > O  et 
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n~-g>O pour tout i=1 . . . . .  m - I  entraine g > D  i et f > D  i pour tout 
i=1 . . . . .  m-- i .  

On applique alors la Proposition4.1. Comme V est lisse de pure 
codimension 2, plongee dans P~, avec e_-< 5, et comme f et g sont stricte- 
ment superieurs aux degres d'un systeme minimal de generateurs d'un 
ideal gradue a definissant V darts k[Xo,  ..., Xe] on salt qu'il existe des 
polyn6mes homogenes F et G contenus dans a, de degr& l e t  g, definissant 
une intersection complete X telle que X = Vvo V' ot~ V ' -  Vc> V' est non 
singulier et o/1 V' est non singulier en tout point de V ~ V', de codimension 
<3  dans V'. Cela entraine bien que V' est non singulier, doric lisse, et on 
conclut, car en vertu des formules (ii) du w 3, la famille d'entiers associes 
�9 a V' e s t  m, nj et d i . 

Contre-exemple 6.4. Montrons que l'hypothese n j - d  i > 0  ne peut pas 
6tre supprimee dans 6.2. Pour cela, considerons la courbe C definie dans 
p3 (car k 4: 2, 3) par les 2-mineurs de la matrice 

q0=  X 2 

x -x 2 Xo/ 
Les entiers associes a C sont: 

m = 3 ;  d 1=2, d2=3,  d3=2 ;  n I = 3 ,  n2=4.  

On remarque que C est la reunion de la droite d'ideal gradu6 (X1, Xo) et 
de la courbe elliptique plane d'ideal gradu6 (X 2, X 3 - X, X 2 + X~). 

Appliquant les formules de l'6nonc6 3.1, on trouve que te degr6 de C 
est 4 est que son genre arithmetique est 1. Si C avait une deformation 
lisse E (au sens defini dans 6.2), cette courbe serait arithmetiquement 
normale de genre gdometrique 1. Son faisceau des differentielles ~o E etant 
trivial, il est facile de voir que le cene de E serait de Gorenstein, donc 
que E serait intersection complete. Ceci est contradictoire car le nombre 
de gdnerateurs de l'ideal gradue definissant une deformation de C dans 
p3 est constant. [ ~roite X 1 =Xo=O 

Xo=O 

/ i \ \courbe el[iptique X 2=0 
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Exemple 6.5. A part i r  de l 'exemple pr6c6dent, on peut construire  une 
courbe a r i thm6t iquement  normale  de P~ dont  l'id6at premier  gradu6 est 
engendr6 par  4 el6ments, mais  telles que Ies nj et d~ qui lui sont associ6s ne 
v~rifient pas  n j - d i  > 0 pour  tous i, j. En effet, consid6rons la courbe C de 
l 'exemple pr6c6dent. C est localement  intersection complele  et ses 
singularites sont isol6es. Soient f et g deux entiers > 3. D'apr~s  la Pro- 
posi t ion 4.1, il existe des 616ments homog6nes  F et G de degr6s j '  et g, 
dans l'id6al gradu~ de C, tels que F et G d6finissent une courbe  inter- 
section compl6te  X telle que X = C w C', off C ' - ( C  ~ C') est non  sin- 
guli6re, oti C' est non  singuli6re en tout point  de C'c~(C-  LS(C]) [LS(C) 
d6signe ici le lieu singulier de C] et ou enfin, 

c o d i m ( C  c~ C' ~ LS(C), LS(C))> 1. 

C o m m e  cette derni6re condi t ion implique C'~LS(C)=f~ ,  on constate  
que C' est a r i thm6t iquement  normale.  Main tenan t  si 741 . . . . .  N 3 et 
D1 . . . . .  O 4 sont les entiers attach6s/~ C', on sait (formules (ii) du w 3) qu 'on  
a N z = f + g - 3  et D ~ = f + g - 3 ,  donc  N z - D ~  =0.  

Remarque 6.6. Dans  le Th6or6me 6.1, pour  avoir  la ddformat ion lisse, 
on s'est restreint aux sous-sch6mas de W k avec e < 5, mais  on a un th6or6me 
de d6format ion en toute dimension.  Tou t  sch6ma de codimension 2, 
/~ c6ne de C o h e n - M a c a u l a y  de Pk (avec n j--  d~ > 0 pour  les entiers associes) 
se d6forme en un sch6ma v6rifiant la condi t ion R~, donc a f o r t i o r i  
(puisque le c6ne est Cohen-Macau lay )  en un sch6ma normal .  

w 7. Existence de courbes lisses de l'espace projectif qui ne 
sont pas intersections de 3 surfaces 

Soit k un corps. On dit qu 'une  vari6t~ Vde P~ (resp. A~,) est id6alement 
l ' intersection des surfaces S 1 . . . . .  S d, d '6quat ions  Ji . . . . .  jd Si on a 

V =  ero j  k I X  0 . . . . .  XJ/( f~  . . . . .  fd) 

(resp. V =  Speck  I X  1 . . . . .  X,]/(f~ . . . . .  re)). 

Rappe lons  q u ' A b y a n k h a r  a prouv6 {[1]) que toute courbe  non  singuli6re 
de l 'espace affine A 3 est id~alement l ' intersection de 3 surfaces. Nous  nous 
p roposons  de mont re r  ici qu'il n 'en est pas de m6me dans  l 'espace 
projectif. 

Th~or/~me7.1. Soit V une vari~t~ ferrule de dimension d> l dans 
respace projectif P~. Supposons que V est gOn~riquement une intersection 
complete de codimension n - d  et que V admette un cdne projetant de Cohen- 
Macaulay k [ X  o . . . . .  X J / a .  Supposons que k est infini. Alors si V e s t  
iddalement rintersection de n -  d + 1 hypersurfaces de P~, l'iddal graduO a 
est engendr~ par n -  d + 1 Oquations au plus. 
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Soient.fi . . . . . .  [',-a+l les 6quations homog~nes telles que 

V = Proj (k IX o . . . . .  X,]/(J~,. . . ,  f,_d +1)). 

Remarquons  que d ' ap r& 3.7, on peut choisir (fl . . . . . .  f , -e+l )  telles que 
J_'=(f, . . . . .  J.-a) d4finisse une intersection complete 

V ' =  Proj (k I X  0 . . . . .  X,]/J) 

telle que l ' immersion V---~V' induise un isomorphisme d 'un ouvert 
dense de V sur son image. Soit alors X le sous-schhma ferm6 de P2 g6o- 
mhtriquement 1i6/~ V par V'. Soit b l'id6al gradu4 tel que k IX 0 . . . . .  X,] /b 
est le c6ne projetant de Cohen-Macau lay  de X. Posons R ~- k [Xo . . . . .  X,,]. 
et montrons  que HomR(R/(f f ._e+l) ,  R / f ) = b / f  Soit c~ un 6lhment de R 
tel que c~f,_a+,~ f. C o m m e  ( f J , , - d + 0  definit id6alement V, on sait que 
a/( f  f,,-a+,) est un R-module  de longueur finie/t support  rhduit au point 
(X 0 . . . . .  X,). Ceci implique qu'il existe s tel que a ~ ( f f , _ a + l ) ,  donc 
c~ a ~ c f  e t a  fortiori ~(a ~ + b) c: b. C o m m e  V(a + b) est de codimension 1 
dans V(b), et comme R/b n 'a pas de composante  immerg6e, on en dhduit 
bien aeb.  Cons id&ons  alors la suite exacte 

0--~ R/b 5.- ~ a/_f ---~ a/( f .[,_a+ 1)-+0. 

C o m m e  Rib et o f f  sont des R-modules  de Cohen-Macaulay  de dimension 
>2 ,  on en d6duit que HomR(k, a/(ff ,_a+l))=O (off k est le R-module 
R/(X o . . . .  , X,)). C o m m e  a/( f f ,_e+l)  a son support  reduit au point 
(X 0 . . . . .  X,), ceci implique 6videmment a = ( f . f , _ e +  1) et le th6or6me est 
d6montr6. 

Corollaire 7.2. Soit k un corps atg~briquement clos. Il existe des courbes 
tisses connexes de p3 qui ne sont pas intersections de 3 surfaces. 

I1 suffit de montrer  qu'il existe une courbe lisse C de p3 /~ c6ne de 
Cohen-Macau lay  (ce qui entraine la connexit6 de C) dont  l'id6al premier 
gradu6 n'est pas engendr6 par __< 3 616ments. Ce fait est bien connu:  on 
montre  par  exemple en utilisant 4.1 et le th6or6me de liaison que si C 1 
est une courbe lisse/L c6ne de Cohen-Macaulay  k IX  o . . . . .  X3]/p I off pl 
est engendr6 par n 616ments et pas par moins, on peut t rouver deux 
616ments homog~nes az et e2 de (X o . . . . .  X3)p,  dbfinissant une inter- 
section compl6te X telle que X = C, w C 2 off C z e s t  une courbe lisse/~ 
c6ne de Cohen-Macau lay  dont  l'id6al premier gradu6 P2 est engendr6 
par  (n + 1) 616ments et pas par  moins. 

Remarque. On mont re  facilement que toute courbe  lisse de P~ est 
id6alement l ' intersection de quatre surfaces, et plus g6n6ralement que 
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t o u t e  vari6t6 l o c a l e m e n t  i n t e r s e c t i o n  c o m p l 6 t e  de P~ est  i d 6 a l e m e n t  

l ' i n t e r s e c t i o n  de (n + 1) h y p e r s u r f a c e s .  

Prob l~me  7.3. Exis te- t - i l  une  c o u r b e  lisse, n o n  a r i t h m 6 t i q u e m e n t  n o r -  

m a l e  de  P~ qui  n ' e s t  pas  i d e a l e m e n t  l ' i n t e r s e c t i o n  de  3 su r f aces?  
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Note ajout~e dans les ~preu~es. On dolt noter que les d6formations 6tudi6es au w 6, 
sont les d6formations des r~soluzions projectives minimale~s de sous sch6mas ferm6s de IP{. 


