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l~lber die Verteilung der Approximationszahlen 
kompakter Operatoren in Sobolev-Besov-Rfiumen 

HANS T~mBEL (Jena) 

In der Arbeit werden Eigenschaften kompakter Operatoren betrach- 
tet, die Sobolev-Besov-R/iume W~, -oo  < a  < 0% in R/iume des gleichen 
Typs abbilden. 

Im Abschnitt i werden die Klassen ~q,p, 0 < q <  0% 0 < p <  0% kom- 
pakter Operatoren eingeffihrt, die eine Verfeinerung der bekannten Klas- 
sen ~q, 0<q<o% darstellen, Definition2. F/Jr l < q < ~ ,  l__<p__<o% 
kann man sich ~ , p  als Interpolationsr~iume nach dem Verfahren yon 
LIONS-PEF.TRE [11] aus dem Raum der nuklearen Operatoren ~1 (mit der 
nuklearen Norm) und aus dem Raum ~oo s/imtlicher kompakter Opera- 
toren (mit der fiblichen Operatorennorm) gewonnen denken. In den 
weiteren Abschnitten werden die Eigenschaften kompakter Operatoren 
dutch die Zugeh6rigkeit zu den Klassen ~q. p beschrieben. 

Das wesentfiche Resultat des Abschnittes 2 besteht darin, dab f/Jr 
ein beschr~nktes Gebiet des n-dimensionalen reellen euklidischen Rau- 
mes R, mit glattem Rand der Einbettungsoperator yon W~ in W~, 

> r > s >  - ~ ,  nicht zu ~,/(,_~).p, 0 < p  < ~ ,  wohl aber zu ~,/(,-s), ~o 
geh6rt (Satz 2). r und s brauchen nicht notwendig ganz \ zu sein. Als 
Spezialfall ist darin der bekannte Satz enthalten, dab die Einbettung 
von W~ '+k in W k, m und k nicht negativ und ganz, f/ir m>n/2 eine 
Hilbert-Schmidt-Abbildung ist, [8], S.379. Gleichzeitig sieht man, dab 
f/Jr m<n[2 die Einbettung kein Hilbert-Schmidt-Operator sein kann. 

Im Abschnitt 3 werden Operatoren TsL(W~, W~) betrachtet, deren 
Wertevorrat in W~, p>  z, liegt (Satz 3). Es erweist sieh, dab T zu 
~,,/o,-~),| geh6rt, w/ihrend es Operatoren mit den genannten Eigen- 
schaften gibt, die nicht zu ~,/(~_~,p, 0 < p <  0% geh6ren. Satz 3 verall- 
gemeinert und verseh~irft Resultate von AGMON [1], S. 137 und PARASKA 
[10], S. 624. 

In zahlreichen Arbeiten werden Abbildungseigensehaften yon Integral- 
operatoren 

(G f)(x)= ~ G(x, y)f(y)dy 

in Abh~ingigkrit vom Kern G(x,y) untersucht. Zumeist wird G als Ele- 
ment von L(L2(f2), L2(12)) angesehen und aus Differenzierbarkeitsvor- 
aussetzungen des Kernes G(x,y) auf die Verteilung der Approximations- 
zahlen und Eigenwerte geschlossen. Einen kurzen Oberblick fiber die 
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erzielten Ergebnisse und Literaturhinweise finder man in dem Buch von 
GOCHBERG und KREJN [5], S. 158. Im Abschnitt 4 werden unter anderem 
die Resultate von KREJN [5], S. 157 und PARASKA [10], S.625 verschitrft 
und verallgemeinert. Es wird z.B. gezeigt (Satz4'), dab fiir G(x,y)~ 
W~(f2xf2), r>0 ,  der obige Integraloperator ffir jedes p, p~[0,r] als 
Element von L(W~ '-r,  W~) betrachtet ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, 
w/ihrend G~L(W~-', W~), -oo<z<p, zur Klasse ~ 2n gehSrt, 

n + 2 ( p - - r  ,2  

Satz 5. Ferner wird ein Satz angegeben, der zeigt, dab man dieses Resul- 
tat nicht versch/iffen kann, Satz 6. 

Die in dieser Arbeit entwickelten S/itze gestatten verschiedene An- 
wendungen. In einer nachfolgenden Arbeit wird gezeigt, wie man Dif- 
ferenzierbarkeitseigenschaften Greenscher Funktionen allgemeiner nicht 
notwendig selbstadjungierter elliptischer Differentialoperatoren mit den 
hier entwickelten Methoden beweisen kann. Dabei werden notwendige 
und hinreichende Kriterien fiber die Zugeh6rigkeit der Greenschen 
Funktionen zu den R/iumen W~(f2 x f2) erzielt, die die entsprechenden 
Resultate der Arbeit [10] erweitern. 

1. Die Klassen ~ , p  

In der Theorie der kompakten nicht selbstadjungierten Operatoren 
im Hilbertraum spielen die Normideale ~p, l < p < o %  eine wichtige 
Rolle [5]. Ist L(H,H) der Ring der beschr/inkten linearen Operatoren, 
die einen separablen Hilbertraum H in sich abbilden, so werden ffir 
einen kompakten Operator A aus L(H,H) die Approximationszahlen sj 
(s-Zahlen im Sinne von GOCHBERG und KREJN), wie folgt definiert: 

s j+l(A)= inf [IA-KI[,  j = 0 ,  1,2 . . . . .  
K ~ L(H, H) 

d im R(K) ~ j 

wobei R(K) der Wertevorrat von K ist. A geh6rt genau dann zu ~p, 
1 < p <  0% wenn 

/ oo \ 1/p 

I[A[Jp= t ~=ls~(A)) <oo 

gilt. Im Falle p = Go hat man 

[]A[]oo= sup sj=sl=[IAIl 
j = l , 2  . . . .  

zu setzen, so dab Coo die Gesamtheit der kompakten Operatoren mit 
der fiblichen Operatornorm ist. Beziiglich der Norm ItA IIp sind die 
Mengen ~p Normideale [5]. Fiir jedes nichttfiviale Normideal 92, (92 4= {0}, 
92 4=L(H,H)), gilt 
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wobei die Einbettung stetig ist [5], S. 101. Es ist naheliegend, aus @x 
und ~oo unter Verwendung konstruktiver Interpolationsverfahren neue 
Normideale zu gewinnen. Bezeichnet man wie fiblieh mit (Ao,Ax)e. p, 
0 < (9 < 1, 1 < p < 0% die Interpolationsriiume von LIONs-PE~TRE [11 ], 
SO ist die folgende Definition sinnvoU. 

Definitionl.  ~ q , p = ( ~ l , ~ o ) o , p  mit l < q < o %  1/q=l-(9 und 1< 
p < o o .  

/_,emma 1. Die Riiume ~ .  p sind Normideale. Far 1 < p < oo ist 

Femer ist 
~ , ~ = { A I A e ~ |  sup iX/qsi(A)<oo}. 

~:= 1, 2 . . . .  

Beweis. Es wird die Bezeichnungsweise yon PEETRE [11, 12] ver- 
wendet. Ffir A ~ ~ und 0 < t < oe ist 

K(t,A,~l,@oo)= inf ([]A~[I~+tIIA~I[). 
A=AI+Aoo 

A l e ~ t  

Ffir B~L(H,H) und CeL(H,H) folgt dann aus 

K(t, BA C, ~, ,  ~o)< Ilnlt �9 lICIt K(t, A, ~1, ~o),  

dab ~q,p ein Normideal ist. 

Sind s~=sj(A) die Approximationszahlen des Operators A, so wird 
die Funktion 

s(t)=si fiir i - l<=t<i,  i = 1 , 2  . . . . .  

eingefiihrt. Ffir 0 < t < oo ist nun 
t 

(1) K(t, A, ~x, ~ ) <  5 s(~) dz<3K(t, A, ~1, ~ ) .  
0 

Ffir 0 < t__< 1 ist die Absch/itzung richtig, da fiir jede Zerlegung A = A ~ + A 

gilt, woraus 
t IIA [[ < I[A1 [t~ + t IIA~ 11 

K(t, A, ~l,  ~ o )  = t  HAll =tsl 

folgt. Es sei t >  1. Bezeichnet man mit (s~} die Folge der Zahlen s~, so ist 

t 

K(t, (s,), l i , /oo)= I s(z)d~, 
0 

20 Inventiones math. ,  Vol. 4 
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[I1], [12], Kap.III ,  S.591. Geht man yon einer Darstellung des Opera- 
torsA in der Form 

A x = ~,, s~(x, e~)f, = pi (x, ei) fi + ~ (si - P,) (x, ei)f~, [pi [ < oo, 
f f f i l  / = 1  i = 1  i = 1  

aus [5], S. 48, so sieht man sofort, dab 
t 

K(t, A, 61, ~oo)<~ K(t, {sl} , 11, l~o)= J" s(~) dz 
o 

ist. Es sei umgekehrt A =A1 +Aoo mit 

A i x =  ~, (1) Si ("% ~i~(1)'~]Ji 
# ( 1 )  

i = 1  

und 
oo 

S(Q~ e(OO)'~ f (  oo ) 
A o o x ' ~ "  / ~  t \ , i J J i  �9 

i = 1  

Aus der Absch/itzung 

s2j<s2j_l<s~l)+s~ ~~ j = l , 2  . . . . .  

[5], S. 49, ergibt sich 

t {t/2} {t/2} {t/2} 

S s f z )dz< ~ s2i+ ~ s2,_1<2 ~.. (s~l)+s~ ~176 
0 i = I  i = 1  i = 1  

( __<3 t sup s~~ 2 sl 1) =3(HA,[]I+t  IlAooil). 
\ i =  1, 2 ,  ... i = 1  

{a} ist dabci die kleinste ganze Zahl, die gr6Ber oder gleich a ist, a reell. 
Daraus folgt (1). Somit geh6rt ein Operator genau dann zu ~ , p ,  wenn 
die Folge {st} zu dem Lorentzfolgenraum lq,p geh6rt. Dabei ist nach 
[11], S.284, 

( 
(mit der fiir p = oo fiblichen Modifikation). Eine leichte Rechnung zeigt 
jetzt die Richtigkeit des Lemmas. 

Ffir die sp/iteren Betrachtungen ist es zweckm/iBig, die Klassen ~ , o  
auch ffir 0 < q__< 1 und ffir 0 < p < 1 zu definieren. Sind H und H '  zwei 
separable Hilbertr/iume, so wird mit L(H,H')  der Raum der linearen 
beschr~nkten Operatoren bezeichnet, die H in H '  abbilden. Fiir einen 
OperatorA aus ~o~ (H,H'), dem Unterraum der kompakten Operatoren 

x Der dort angegebene Beweis benutzt die Voraussetzung, dab das verwendete 
MaB atomistisch ist. Man kann sich aber lr fiberlegen, dab der gleichr Satz auch 
ffir Folgenr~iumr richtig ist. 
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aus L(H, H'), fiihrt man die Approximationszahlen 

Sj+l(a)= inf ]IA-KII, j = 0 ,  1,2, . . . ,  
K ~ L(tl, H') 
dim R(K) ~_ j 

ein. sj(A) -*0 f i i r j - ,oo.  
Lemma 1 legt nun nachfolgende Definition nahe. 

Definition 2. 

und 

~q, p(H, H') = A IA ~ ~oo (H, H'), ~, s~ i " / ~  1 < GO , 

i = l  

0 < q < ~ , 0 < p < ~ ,  

~q,o~(H,H')={A]Ae~oo(H,H'), sup il/qsi<oo}, 0 < q < o o .  
i=1,2 .... 

Wenn keine Verwechslungsm~glichkeiten bestehen, wird ~q,p statt 
~q, p (H, H') geschrieben. ~q, ~ wird mit ~ bezeichnet. 

Es sollen einige einfache Eigenschaften der Klassen ~a,p hergeleitet 
werden. 

Lemma 2. (a) 1st 0 < p <  ~ und 0 < q <  oo, so folgt aus A e ~ , p  

sj(A)=o(i-(1/~)) 2 

(b) Fiir 0 < q < o o  und O< p< p' < oo gilt 

(c) Fi~r 0 < q < q ' < ~  und O< p< oo, 0 < p ' < o o  gilt 

~ q ,  p ---~ ~ q ,  p" ~ 

Beweis. Es sei 2 t ~ o  undes  existiere ein e, e>0, und eine unbe- 
schriinkte Folge natiirlicher Zahlen 0<nl  <n2<-.-,  so dab ffir eine ge- 
eignete Zahl q 

s,,(A)>en~ -cj/O, 0 < q < o o ,  

ist. Dann folgt fiir jede Zahlp mit 0 < p <  oo 

n t nf 
$; j (P/q)-  l >_~P ll'l(P/q) x j (P/q)-  I > CI ~P 

j = [n#/2] j = [ n d 2 ]  

mit einer geeigneten von n~ unabh[ingigen Konstanten cl >0. Somit ist 
A ~ q , o ,  womit die Behauptung (a) bewiesen ist. Ffir A ~ q , p  und 

2 ,,o" ist das Landausche Symbol. 

20* 



280 H. TRIEBEL: 

p < p ' < o o  erh/ilt man aus 

oO cO 

s~'i ( 'l~)-1 =<( sup il/qsi)P'-"E s~i(P/q)-t 
i=  1 i = 1 ,  2 , . . .  i=  1 

unter Verwendung der Aussage (a) sofort die Behauptung (b). Die Be- 
hauptung (c) folgt unmittelbar aus (a). 

2. Die Einimttungsolmratoren Iw~-. wl, - oo < s < r < oo 

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Zugehfrigkeit  der Einbettungs- 
operatoren zu den Klassen @~,p(W~, W~) zu kliiren. Dazu sind einige 
vorbereitende Betrachtungen notwendig. 

Sind H und H' zwei separable Hilbertriiume, die stetig ineinander 
eingebettet sind, H'~_H, so wird der Einbettungsoperator mit In,_+ H 
bezeichnet. Ist H '  dicht im Raum H, so gibt es einen selbstadjungierten, 
positiv-definiten, im Raum H wirkenden OperatorA mit dem Defini- 
tionsgebiet D (A) = H '  und der Eigenschaft 

[IAxlln= IlxllH,, x ~ n ' .  

Iu._.tt ist bekanntlich dann und nur dann kompakt ,  wenn A ein Ope- 
ra tor  mit reinem Punktspektrum ist [9], S. 335 3. Die Eigenwerte werden 
mit  2s bezeichnet, 0 < 2 1 < 2 2 < - . - .  Es gilt nun 

Lemma 3. Ist der Operator In,_. n kompakt und A ein zu H'  geh6render 
positiv-definiter selbstadjungierter Operator mit den Eigenwerten 2~, so ist 

st(In,-.n) = 27 l, i = 1, 2 , . . . .  
Beweis. 

s~+l(Iw_,n)= inf sup (x, y,)wz,. 
z .~l l  I Ix l ln ,=  i H 
yr~H" 

= inf sup ( y , A - l y . ) n  = s t + t ( A - t ) ,  
z,~n llyll~= l = 
yreH" 

wobei A-1  als Operator  aus L(H,H)  angesehen wird. Das Lemma folgt 
aus sAA -1) =271 [5], S.46. 

Befrachtet man im Intervall [a, b] den Operator  

B y = ( -  1) m y(2 m) 
D(n)= [a, b] 

= {u l u e W2 2 m [a,  b], u ~j) (a) = u (j) (b )=  0 fiir j = 0 . . . . .  rn - 1}, 

3 Ein selbstadjungierter Operator besitzt ein reines Punktspektrum, wenn sein 
Spektrum nur aus isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. 



Vertei lung der Approx imat ionszah len  kompak te r  Opera toren  281 

so ist B im Hilbertraum L2[a,b ] selbstadjungiert und positiv-definit, 
seine der Gr6Be nach geordneten Eigenwerte 2 i geniigen der Absch~itzung 

c 2 i2m<2i~C 3 i 2m, C2>0, Ca>0, i = l ,  2 . . . .  , 

[9], S. 56. Damit kann man aber nach bekannten Prinzipien sofort eine 
entsprechende Aussage fiir Operatoren in quaderf6rmigen Gebieten des 
n-dimensionalen reellen euklidischen Raumes Rn machen. Es sei 

Q = { x l x ~ R , , ,  a i<x~<bi ,  i=1 ,  . . . ,  n}, x = ( x  1 . . . .  ,x, ,) ,  
und 

n (~2ra u 

A.=( -1) 'E ,=2  ' 

n(A)= (Q)= {u J u w m(Q), D" u I l<m-1}, 
wobei mit ~Q der Rand des Quaders Q bezeichnet wird. A ist wieder 
positiv-definit, selbstadjungiert und ein Operator mit reinem Punkt- 
spektrum. Nach den obigen Bemerkungen fiber den Operator B kann 
man fiir die Eigenwerte 211 ..... ~,, l < j k < o o ,  des OperatorsA die Ab- 
sch~itzung 

n n 

C , , Z j 2 m ~ 2 i l  ..... j , < c s E j z i  m, c , > 0 ,  c5>0  , 
i = 1  i = 1  

erhalten. Von Interesse ist der Operator A L E s  ist 

D(A  ~) = ~V~'(Q) = {u I u e W;'(Q), D ~ u 10e = 0 for I~1 < m - 1}. 

Die Eigenwerte #j~ ..... j ,  des Operators A ~ erlauben die Absch/itzung 

(2) c6 Ji < < c  = / A / t  . . . . .  j n ~  7 i 
i i 

mit positiven Konstanten c6 und c7. Aus diesen Betrachtungen gewinnt 
man nun das 

I.emma 4. Ist Q tier obige Quader, Q = R , ,  so gilt 

I~,~(Q)-+L~ (Q)r ~(n/m) ,p  fi~r 0 < p <  oo, 

Ir T (Q)-.L2 (Q) ~ ~(n/m), ~, . 
o 

Beweis. Setzt man H = L 2 ( Q )  und H ' =  W~(Q), so erzeugt der cben 
konstruierte Operator A ~ den Raum W~'(Q). Zusammen mit der Ab- 
sch~itzung (2) zeigt Lemma 3, daft es ausreichend ist, 

Ji r l(n/m), p, 0 < p < oo ,  
i l~ jk<oo  
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und 

{( jt mt i E oo 
i I _ j k <  co 

zu zeigen. Dabei sind l(./.o, p die entsprechenden ,,Lorentzfolgenklassen", 
die die Zugeh6rigkeit eines Operators zur Klasse ~(./m),p in der Defini- 
tion 2 beschreiben. Mit  r  wird die Anzahl der Darstellungen tier 
natfiflichen Zahl k als Summe von n natfiflichen Zahlen unter Berfick- 
sichtigung der Anordnung bezeichnet. Aus 

r  ( k )  = k -  1 

und 
k - I  

~.(k)= y~ ~._ l(v) 

erh/ilt man 
csk" - i<r  "-t, k~ko(n) ,  

k 

(3) clok"<= ~. q~,(j)~cll k", k~ki (n) ,  
j = l  

und 
�9 ~ ( 1 ) +  .-. + ~ .  ( I )  p ra 

C121Pm-l:< ~ V " i__<cl3 fire--l, 
(4 )  v=r ( i )+  ..- +m. ( t -  i ) +  1 

0 < p < o 0 ,  l>lo, 

wobei simtliche Konstanten c 8 , . . . ,  cl3 positiv sind. Bezeichnet man die 
der Gr6Be nach geordneten Zahlen 

, l < j k < o O ,  
i 

mit a , ,  v = 1, 2 . . . . .  so folgt aus der Absch~itzung (4) und 

~ )  1 ~ .  ( I ) +  --- +,~.(0 pm 

v=l -v- 1 = 1  /m P v = r  ( 1 ) +  .. q~. (1--  1)  + 1 

der erste Teil des Lemmas. Die Absch~tzung (3) und 

sup avv m/"= sup k-m (~l~n(j)]  
v =  1 ,  2 , . . .  k = n , n +  1, . . .  

zeigen auch die Richtigkeit des zweiten Teils von Lemma 4. 

Satz 1. ~ sei ein beschriinktes Gebiet des R,,  dessen Rand 0~2 zur 
Klasse C ~ geh&e. H sei ein separabler Hilbertraum mit 
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wobei die auftretenden Einbettungen stetig seien. Dann ist 

In_. ,L:(a)~(n/m),  p fiir 0 < p < o o  
und 

I~I_.L2(a ) E ~(nlm), oo �9 
Dabei ist 

Beweis. Q1 und Q2 seicn zwei Quader mit Q1CQound ~ Q 2 .  Jede 
Funktion u aus H kann man zu einer Funktion ffzW~'(@2) fortsetzen, 
so dag 

I1 ~i II,~r<~=~_<- c~4 ]1 u II H 

gilt, wobei c14 eine yon u unabh[ingige Konstante ist. (Das ist eine 
Folgerung aus dem Fortsetzungsverfahren yon FmHTENHOLZ [4], S. 550.) 
Bezeichnet man diesen linearen und stetigen Fortsetzungsoperator mit F, 
so ist 

[fl~L2(g) =/L2tQ2)-*L• F. 
Ferner ist 

o m o m IW 2 (QI)~L2(QI) "~-"IL2(a)-*L2(QD IH-*L2(a) Iw2 (e~)"n" 

Die beiden letzten Gleichungen und Lemma 4 ffihren nun zum Beweis 
des Satzes. 

Um Satz 1 auf die Operatoren Ive~-~w~, co > r > s > - oo, ausdehnen 
zu k6nnen (r und s brauchen nicht notwendig ganz zu sein), sind noch 
zwei Vorbereitungen notwendig. 

{2i}~= 1.2 .... sei eine Folge positiver Zahlen, 0<21 _-<22 =<-.-, ~i- .oo 
ffir i ~ oo. Ffir - oo < O < oo wird der Folgenraum 

eingeffihrt und in der fiblichen Weise normiert, so dal3 f o  ein Hilbert- 
raum wird. Man prfift leicht nach, dab sich das allgemeine lineare Funk- 
tional im R a u m f  ~ in der Form 

/ (a )=  ~ at-d~, c=(cl,  c2 . . . .  ) s f - o ,  
i=1 

I[ 1 ll<f-) , =  [t c I l l -o ,  

darstellen lfil3t. In diesem Sinne ist ( fo) ,  = f - o .  

Lemma 5. Fi~r o o > f l > a >  - o o  ist der Operator Ifp_,f, kompakt und 
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Beweis. Betrachtet man im R a u m f  ~ den positiv-definiten selbst- 
adjungierten OperatorA mit 

Aa=(2~-~ai)  fiir a=(a l )~ f  #, D ( A ) = f  #, 

so folgt die Behauptung aus Lemma 3. 

Ferner ist noch ein einfacher Satz aus der Theorie der Interpolations- 
r~iume notwendig. 

I .emma 6. Fi~r einen positiv-definiten selbstadjungierten Operator A in 
einem Hilbertraum H ist 

(H, O (A))o, 2 = D (A~ 0 < 0 < 1, 

wobei die entspreehenden Normen iiquivalent sind r 

Beweis. Es wird wieder die Bezeichnung von PEETRE verwendet [12]. 
Ist G(t) die durch den OperatorA erzeugte Halbgruppe, so geh6rt ein 
Element u ~ H  genau dann zu (H, D(A))o ' 2, wenn 

oo dt  
L =  ~ t -20 IIa( t )u-u  I1~--<~ 

o t 
ist. Setzt man 

so ist 

oo 

A = ~ 2 dE x, 
0 

oo 

[IG(t) u - u  1t2= j" Id'~'- 112 d(Exu, u) 
0 

und somit 
L =  S), z~ l e i a t - l l 2  

0 ( 2  0 2 0  

woraus die Behauptung folgt. 

dr)  d(Exu, u)=cxs llAO u [1~, 

Ffir r > 0, r nicht notwendig ganz, werden die Sobolev-Besov-R/iume 
W~(O) betrachtet [7]. F/Jr r > [ r ]  ist W~ die Vervollst~indigung yon 
C ~ ( ~ )  in der N o r m  ]t u llw~ mit 

ID'u(x)-D"u(y)t 2 2 llullw~=llull~.~+ y~ ~ i.+=r , dxdy .  
I~ l= [ r ]  ~ x a  [x- -y  

Dabei ist s ein beschr/inktes Gebiet, dessen Rand zur Klasse C ~~ geh6rt. 
Es sei u(x)e W~(t2), m = [ m ] > 0 .  Mit U c  W~'(R,) wird die Menge der- 
jenigen Funktionen aus W~(R,) bezeichnet, deren Einschrfinkung auf 
f2 mit u(x) zusammenf/illt. Ist wie iiblich K(t, u, L2, W~) die ffir das 
Interpolationsveffahren von LIONS-PEETRE charakteristische Funktion, 

4 Ein entsprechcnder Satz gilt ffir das Verfahren von CALDERON. 
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so folgt aus dem schon benutzten Fortsetzungsverfahren (Operator F 
aus dem Beweis von Satz 1) 

r inf K(t,  v, L 2 (R,), W~'(Rn)) < K (I, u, Lz (O), W~'(f2)) 
o ~ U  

< infK(t.v, L2(gn), W;'(R.)), c16>0. 
v~v 

Daraus folgt, dab eine Funktion u(x)  genau dann zu (L2 (f2), W~'(f2))o, 2 
geh6rt, wenn sie die Einschr/inkung einer Funktion 

v (x) ~ (L~ (R.), W~ (g.))o. ~ = W7 ~(g.) 

ist. Dabei wurden die bekannten Interpolationseigenschaften der R~iume 
Wg(B~) verwendet [11]. Das erw/ihnte Fortsetzungsverfahren und die 
Normierung der R/iume W~(f2) ffihren dann zu 

(5) (L~ (~), W~(~))~, ~ = W~ ~(a ) .  

Die R~ume W~(12) mit r < 0  werden nach dem Prinzip von LAX einge- 
ffihrt [14], S.98: Auf dem Raum W~(f2), s=0 ,  wird ffir eine Funktion 
v(x)~L2(g2 ) das lineare Funktional 

l(u)= S u(x) v(x) dx 
12 

betrachtet. Es wird 

II v II w~:<~)= I1 / II<w~co)r ( ~  I[ v IIL=(~)) 

gesetzt und anschlieBend L2(f2 ) in dieser Norm vervollst/indigt. In 
diesem Sinne ist 

ws ', s>__o, 

und nach Identifizierung der Raume L2 und L~ 

W ~ _ W ~  fiir - o o < s < r <  +oo .  

Es erweist sich nun, dab man mit den bereitgestellten Hilfsmitteln Satz 1 
erweitern kann. 

Satz 2. Ist f2 ~ R~ ein beschr?inktes Gebiet, ~g2 ~ C +, und oo > r > s > - oo, 
so gilt 

Iw~w~r fi~r 0 < p < o o  
und 

Iw~-+w~ ~ ~ n / ( r - s ) ,  ~o �9 

Beweix. m sei eine solche natiirliche Zahl, so dab Irl < m  und Isl < m  
ist. O und O' werden so bestimmt, dab r = 6 ) m  und s = O ' m  gilt. Ist A 
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ein positiv-definiter selbstadjungierter Operator, der den Raum W~'(g2) 
erzeugt (A wird als Operator im Raum L2(f2) betrachtet), so zeigen 
Formel (5) und Lemma 6, dab es ausreicht, den Operator 

ID(.4o) -.D(~o,), - - 1 < 0 ' < 0 < 1 ,  

zu betrachten. Hierbei wurde im Falle negativer Werte yon O' oder O 
analog zu den frfiheren ~berlegungen D(A ~ = ( D ( A - ~  ' gesetzt. A ist 
ein Operator mat reinem Punktspektrum, seine Eigenwerte seien 2~ und 
seine Eigenfunktionen u~(x). Ffir ueL2(O ) sei a={ai} mit a~=(u, ui)L~. 
Da die Funktionen u~ zu W~(f2)=D(A)  geh6ren, kann man nach den 
obigen 1Dberlegungen durch Grenzfibergang jedem Element aus D (A~ 
[ O I < 1, eine Zahlenfolge a zuordnen. Man erh/ilt auf diese Weise eine 
unit/ire Abbildung yon D(A o) a u f f  ~ 1(91__< 1. Dabei sind f o  die frfiher 
eingefiihrten Folgenrgume. Da somit die Approximationszahlen der 
Operatoren ID(ao)~D(ao. ) und I:o_.:,,, fibereinstimmen, folgt aus den 
Lemmata 3 und 5 

S g T  ~ _ _  ~ 0 "  - 0 _ _  ~ -  ( 1 / r n ) ( r  - s )  /~:w~-+w~: -- ",/ -- "~j = LS/Jw'~-+L2,J (,-s)/m" r r ~] 

Satz 2 erh/ilt man nun aus Satz 1. 

Folgerungen. Bezeichnet man wie iiblich einen Operator als Hilbert- 
Schmidt-Operator, wenn er zu 62,2 = 62 geh6rt und als nuklearen Ope- 
rator, wenn er zu ~ 1 , 1 = ~  geh6rt, so zeigen Satz2 und Lemma2,  
dab Iw~+w~ dann und nur dann ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn 
r - s > n / 2  ist, w/ihrend Iw~-.wl dann und nur dann nuklear ist, wenn 
r - s > n  ist. DaB die Einbettung von W~ in Wg ffir ganzzahlige nicht- 
negative Werte yon r und s mat r - s > n / 2  ein Hilbert-Schmidt-Operator 
ist, wurde yon MAURIN bewiesen [8], S. 379. Man vergleiche auch mit 
[2], S. 67 und mit [3], wo unter anderem die Einbettung yon W~ in L 2 
unter zus~itzlichen Voraussetzungen betrachtet wird. 

o 

WI(12) sei die Vervollst/indigung yon C~(O) in der entsprechenden 
Norm. (Fiir Gebiete mat glattem Rand, etwa Ol2eC ~176 stimmt diese 

o 

Definition yon W~'(f2) mit der friiher gegebenen fiberein.) Im Sinne der 
o o 

frfiheren Betrachtungen wird ffir r < 0  W~=(W2-')' gesetzt. Analog zu 
Satz 2 gewinnt man 

Satz 2'. Ist f2 c R,  ein beschrdnktes Gebiet (fiber dessen Rand keinerlei 
Glattheitsvoraussetzungen notwendig sind) und o o > r > s > - o o ,  so gilt 

und 
I ~ 1 7 6  s w~ w ~ / ( , - ~ ) , p  

I ~G-, wl + ~./(~-:), +" 

fftr O<p<oo  
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3. Approximationszahlen spezidler Ol~ratoren 

In diesem Abschnitt sollen Resultate von AGMON [1], S. 137 und 
PARASKA [10], S. 624 verallgemeinert und verschfirft werden. 

Es sei TeL(W~ ,  W~) ein Operator, dessen Wertevorrat R(T)  in einem 
Raum W~ liegt, R ( T ) c W ~ ,  mit / l>x.  Dabei ist W~=W](I2), wobei 
f 2 c R  n ein beschrfinktes Gebiet ist, df2eC ~. Bezeichnet man mit T die 
durch den Operator vermittelte Abbildung yon W~ in W~, so ist Tabge- 
schlossen. Da D(T)=  W~ ein Raum ist, so ist nach einem Satz von 
BANACH 7"eL(W~, W~) [14], S. 79. Dehnt man die Definition der Ap- 
proximationszahlen auf beschr/inkte Operatoren aus, so gilt 

Satz 3. (a) Es ist 

s2j ( T)  < s2 i -  I( T)  < C . j -  t , -  O/n Sj ( T )  o 

lnsbesondere ist also 
T~ @,/(u- ~), ~ �9 

(b) Die Aussage (a) ist insofern nicht verschiirfbar, als es einen Ope- 
rator T mit den genannten Eigenschaften gibt, so daft fi2r jede Zahl p, 
0 < p < ~ ,  

T~ ~./o,-  O, v 
/st. 

Beweis. Es ist 

Die Behauptung (a) folgt nach Satz 2 aus der Abschfitzung 

s2j (T) < s2j- I(T) < s i ( I w ~ w  ~) sj (T) .  

Die Richtigkeit der Aussage (b) folgt ebenfalls aus Satz 2, wenn man 

T = Iw~-, rr~ U 

setzt, wobei U eine unifitre Abbildung yon W~ auf W~ ist. 

4. Approximationszahlen von Integraloperatoren 

In der Literatur gibt es zahlreiche Arbeiten, welche aus Glattheits- 
eigenschaften des Kerns G(x,y) eines Integraloperators 

(G f ) ( x ) =  ~ G(x, y) f ( y )  dy  
a 

Rfiekschlfisse auf die Verteilung der zugeh6rigen Approximationszahlen 
(Eigenwerte, singulfire Zahlen) ziehen. (Literaturangaben und einen 
kurzen ~berblick fiber die erzielten Resultate finder man in dem Buch 
yon GOCHBERG und KRESN [5], S. 158.) Es ist das Ziel dieses Abschnittes, 
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die Ergebnisse von KREJN [5], S. 157 und PARASKA [10], S. 625 zu ver- 
sch~irfen und zu veraUgemeinern. Dazu sind einige vorbereitende Be- 
trachtungen fiber die R~iume W~:~(Q x l2) notwendig. 

Definition 3. (2 c Rn sei ein beschriinktes Gebiet. Es wird fi~r - ~ < 
r < o o ,  ~ < S < O O  

W;: g_(f2 xl2)= W;(s ~ L2(g2) c~ L2(12) ~ W;(f2) 

gesetzt, wobei die fiir FunktionenNiume i~bliche Identifizierung 

u ( x ) |  x~12, yEf2,  

vorgenommen wird 5. 

Verwendet man die von BEREZANSKIJ [2], S. 54 angegebene Defini- 
tion des Tensorproduktes zweier separabler Hilbertr~iume, so kann 
man leicht einige Eigenschaften der R~iume r,s W~, 2 angeben. Dazu wird 
in Zukunft wieder vorausgesetzt, dab der Rand von f2 hinreichend glatt 
ist, etwa ~12eC ~176 Es sei I r l < m  und Is t<m,  wobei m eine natfidiche 
Zahl ist. A sei ein bezfiglich L z (Q) positiv-definiter selbstadjungierter 
Operator, der W~'(Y2) erzeugt. Seine orthonormierten Eigenfunktionen 
und Eigenwerte seien ui(x) bzw. 2i, i =  1, 2, . . . .  Formel (5), Lemma 6 
und die Definition eines Tensorproduktes zeigen nun, dab W~(O)~ 
L2(f2 ) die Vervollst~indigung der linearen Hfille der Funktionen ui(x)- 
uj(y), l < i , j < o o ,  in tier Norm 

1, 2 .... ( 
ist, Man kann nachtrhglich die lineare Hfille der Funktionen u,(x) u~(y) 
durch C~~ ersetzen. Somit ist W~',~(12 • f2) die Vervollstandigung 
von C | (O---~-O) in der Norm 

1, 2 .... ) ~- 
(6) ~ (,~(r/m)..~..~2(s/m)) i(u, ui(x ) uj(y))z2(a• . 

\ t , j  

Da man bei der Definition des Raumes W~'(Q x ~) auf gemischte Ab- 
leitungen verzichten kann [6], so zeigt die letzte Formel, dal3 

• a )  = w (a • a) 

ist und W~'(O x ~) yon dem Operator 

B = A  | E + E  |  

s W~;~(12• ~2) stimmt im allgemeinen nicht mit W~(I2)t~ W~(I2) iiberein. 



Verteilung der  Approximat ionszahlen  kompak te r  Opera toren  289 

erzeugt wird. Formel (5) 6 und Lemma 6 zeigen dann, dab auch 

w~ Xa)= W2~176 J-$ Xa)= w~m 6 L2 n L 2 @ W2 m, 

[ 01 =< 1 ist. Somit ist 
"," o)  = w ; ( o  x o )  W~, 2 (~~ x 

Formel (6) zeigt ferner, dab 

W~:~2=W~ ~ fiir r_>0 und s < 0  

ist (entsprechend ffir r < 0  und s>0) ,  so da$ nur die R/iume W~',~ mit 
( r>0 ,  s>0 )  und ( r<0 ,  s<0 )  yon Interesse sind. Ab jetzt wird somit 
rs  => 0 vorausgesetzt. 

Haben m, A, 2 i u n d  u,(x) die gleiche Bedeutung wie ffiiher, so wird 
mit L=L(u~(x)uj(y)) die lineare Hfille der Funkfionen u,(x)uj(y), 
1 <i,j<oo, bezeichnet. Es sei 

as>O, pr>O und p _ + ~ r =  1 , 
r s m 

(im Falle r = 0  hat man a=s/m und im Falle s = 0  p =rim zu setzen). 
Ffir ueL, 

1 .... ,N 

u= ~ aifui(x) uj(y) 
I , d  

ist dann 

II(AP|174215 =~.. la~jl 2.2p~,/l i2. 
l , J  

(7) < c, ;  .~. I (u, u,(x) uj (y))~,(~,,~)l ~ (2,~('/'~) + ~t]('/")) 
l s J  

= C 1 7  II U 112~:~ (f/• �9 

Damit sind die notwendigen Vorbereitungen abgeschlossen. 

Es sei G(x,y)~L(ui(x)ui(y)) und f(y)~L(ut(y)), wobei L ( . )  die 
lineare Hfille der entsprechenden Funktionen ist. Die Funktionen u~(x), 
sowie A, r, s und m haben die gleiche Bedeutung wie oben. Es wird 

(Gf) (x) = S G(x, y) f(y) dy 
t~ 

gesetzt, p und a seien jetzt Konstanten mit 

p r > 0 ,  as>O und ---P+---a=l, 
r s 

6 ~(I2 x 12) gehSrt nicht zur Klasse C co. Da das Fortsetzungsverfahren von FICH- 
T~N~OLZ aber auch ftir Gebiete t2 X t2 mit t?O~C ~ gfiltig bleibt, ist (5) auch fiir diese 
Gebiete richtig. 
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(wobei man o =s  im Falle r = 0  und p = r  im Falle s = 0  zu setzen hat). 
Dann ist 

A pI" (Gf)  (x) = ~ (A p/= | E) G (x, y).  f (y)  dy 
D 

= ~ (A p/m |  |  ~/~) G(x, y). (A-(~ dy.  
D 

Setzt man fk (x) =2~/m u k (x), k = 1, 2, . . . ,  so folgt, dab {fk} im Raum W2- * 
ein vollstiindiges, orthonormiertes System ist. Aus der letzten Gleichung 
folgt auf Grund der Parsevalschen Formel 

IA p/- (G A) (x) 12 = ~ 1 (A "/m | E) (E |  `/') G (x, y) 12 d y .  
k = l  g~ 

Ersetzt man in der Formel (7) p durch p/m und a durch a[m, so erh/ilt 
man aus 

][G f Ilwg = IlA~ 
die Abschiitzungen 

(8) [IGAI12~c18 IIGII2~,~ 
k = l  

und 

(9) ][G fl]w~ <Cx9 IIGllwa:a'[lfllw~p, f ~L(u,(y)). 

Diese Abschiitzungen rechtfertigen folgende 

Delinition 4. Es sei G(x,y)~ W~:~2(I2 • rs>O. Dabei ist D c R ,  ein 
beschr~nktes Gebiet, af2~C ~176 Ferner seien p und a zwei Konstanten mit 
p r>O, a s>O und 

P + _ _ ~  = 1 
r s 

(a=s im Falle r = 0  und p=r  im Falle s=O). Gj(x,y)~L(ut(x)uk(y)) 
konvergiere im Raum W~:Sz(f2 xD) gegen G(x,y). f~(x)~L(ut(x)) kon- 
vergiere im Raum WZ'(D) gegen f ~  W ;  r Dann wird 

G f =  S G(x, y ) f (y )  dy = lim S Gj(x, y)f~(y) dy 

gesetzt, wobei der Limes in der Norm W~ zu bilden ist. 

Die vorangegangenen Betrachtungen, insbesondere Formel (9), zei- 
gen, dab diese Definition sinnvoll ist. G~L(W~ ~ W~). 

Durch einen entsprechenden Grenzfibergang in der Formel (8) er- 
kennt man, dab G sogar ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Somit gilt 

Satz 4. Es sei G (x, y)~ W~:Sz ( f2 x D), r s > O. Dann ist fi~r 

P+---a  = 1, pr>O, ~rs~O, 
r s 
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(a =s, falls r=0  und p =r, falls s=0), der Operator G, G e L ( W : " ,  W~), 

(G f ) ( x ) =  S G(x, y) f(y)  dy ,  
f~ 

ein Hilbert-Schmidt-Operator. 

Von besonderem Interesse ist der Fall r=s. Dann mul3 - a = p - r  
sein, und man bekommt als unmittelbare Folge aus Satz 4 

Satz 4'. Fiir G(x,y)E W~ (I2 x I2) ist der Operator G, G~L( W~-', W~), 

(G f )  (x) = ~ G(x, y) f(y)  dy ,  

ein Hilbert-Schmidt-Operator. Dabei muff p fiir r>=O aus dem Intervall 
[0,r] und fiir r<O aus dem Intervall [r,0] sein. 

Kombiniert man die S[itze 2 und 4, so erh~ilt man 

Satz 5. Betrachtet man fiir - oo < z< p den im Satz 4 beschriebenen 
Integraloperator als Element yon L ( W Z  ~, W~, so ist 

G e ~  2n 
~ , 2  

Beweis. G als Element von L ( W i  "~, W2") betrachtet wird vorfiber- 
gehend mit G, bezeichnet, entsprechend Gp. Dann ist 

Es gilt 

Nach Satz 2 ist 

Mit 

G~=Iwf_~wl Gp. 

s2 ~ (G ~) <-_ s2 i- I (G~) < s i (Gp) si (Iwf-, w~). 

_ P-___2 ~ 
S i ( I W ~ . . W ~ ) ~ C 2 0  i n 

2 n  

q= n+2(p-T)  
erhSJt man 

 c2, 
i=1 i = l  

o0  

=< %, + c2 2 ~, s? (Ga) s? ( lwf- .  re;) i(2/,) - 1 
i = l  

oO 

< c2, + c~ 3 2 s? (Gp) < oo. 
t=1 

Dabei wurde Satz 4 benutzt. Damit ist Satz 5 bewiesen. 
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Bemerkung. Satz 5 enthiilt die Siitze von KREJN [5], S. 157 und 
PARASKA [10], S. 625 als Spezialfiille. In der hier verwendeten Bezeich- 
nungsweise bedeutet die Voraussetzung yon PARASKA 

G(x,y)~ Wt2:~ ( f2 xf2), 

wobei 1 eine nat/irliche Zahl ist. Betrachtet man noch G als Element 
von L(L2,L2),  dem entspricht z = 0  und p = l  im Satz 5, so erh~ilt man 

woraus nach Lemma 2(a) 
s j (G)=o( j  -r) 

f/Jr 
n + 2 l  7 

r : -  
2n 

folgt. 

Es entsteht die Frage, ob Satz 5 versch~irfbar ist. Es erweist sich, 
dab das zumindest im Fall r = s > 0  nicht m/Sglich ist. Es gilt 

Satz 6. Es sei g-2cR, ein beschriinktes Gebiet, Of2~C ~176 Dann gibt es 
fi~r jedes e, e>0 ,  und jedes r, r > 0 ,  eine Funktion 

d ")(x, y) x a)  = (a  x a) ,  

so daft der Operator G (~), G( ' )EL(WZ ~, W~), 

nieht zu 

(Gf~ f )  (x) = ~ G(~ y) f ( y )  d y ,  

2, , 0 < p < o o ,  
n + 2 ( p - - ~ ) + e  ' p  

geh6rt. (Dabei haben p, a, z, r und s = r  die gleiche Bedeutung wie in 
den Siitzen 4 und 5.) 

U m  die Richtigkeit der Behauptung nachzupriifen, benStigt man 
Hilfsmittel aus der Theorie der eUiptischen Differentialoperatoren. Der 
Satz wird in einer nachfolgenden Arbeit fiber Greensche Funktionen 
elliptischer Differentialoperatoren bewiesen. 

2n 
7 Theorem 3, [10], S. 625 enthiilt einen Druckfehler. Statt r =  muB es dort 
n+21 n+21 

r =  heiBen. 
2n 
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