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Uber die Verteilung der Approximationszahlen
kompakter Operatoren in Sobolev-Besov-Raumen

Hans TRIEBEL (Jena)

In der Arbeit werden Eigenschaften kompakter Operatoren betrach-
tet, die Sobolev-Besov-Riume W3, ~ o0 <o < o0, in Rdume des gleichen
Typs abbilden.

Im Abschnitt 1 werden die Klassen S, ,, 0<g<0, 0<p< o0, kom-
pakter Operatoren eingefiihrt, die eine Verfeinerung der bekannten Klas-
sen &,, 0<g<oo, darstellen, Definition 2. Fiir 1<g<ow, 1Sp=<co0,
kann man sich &, , als Interpolationstiume nach dem Verfahren von
Lions-PEeTRE [11] aus dem Raum der nuklearen Operatoren &; (mit der
nuklearen Norm) und aus dem Raum & sémtlicher kompakter Opera-
toren (mit der iiblichen Operatorennorm) gewonnen denken. In den
weiteren Abschnitten werden die Eigenschaften kompakter Operatoren
durch die Zugehdrigkeit zu den Klassen &, , beschrieben.

Das wesentliche Resultat des Abschnittes 2 besteht darin, daB fiir
ein beschrinktes Gebiet des n-dimensionalen reellen euklidischen Rau-
mes R, mit glattem Rand der Einbettungsoperator von Wj in W3,
0 >r>s5> o0, nicht zu &,,,_, ,, 0<p<oo, wohl aber zu S, »
gehort (Satz 2). r und s brauchen nicht notwendig ganz'zu sein. Als
Spezialfall ist darin der bekannte Satz enthalten, daB die Einbettung
von WI** in W¥, m und k nicht negativ und ganz, fiir m>n/2 eine
Hilbert-Schmidt-Abbildung ist, [8], S.379. Gleichzeitig siecht man, daB
fiir m<n/2 die Einbettung kein Hilbert-Schmidt-Operator sein kann.

Im Abschnitt 3 werden Operatoren TeL{(W$, W3) betrachtet, deren
Wertevorrat in W%, u>r, liegt (Satz 3). Es erweist sich, dall T zu
Sp/u—v),» gehort, wihrend es Operatoren mit den genannten Eigen-
schaften gibt, die nicht zu &, _,), ,, 0<p<oo, gehdren. Satz 3 verall-
gemeinert und verschirft Resultate von AGMON {1}, S.137 und PARASKA
[10], S.624.

In zahlreichen Arbeiten werden Abbildungseigenschaften von Integral-
operatoren

GNHx)= ,{ G, »f(ndy

in Abhingigkrit vom Kern G(x,y) untersucht. Zumeist wird G als Fle-
ment von L(L,(£2), L,(2)) angesehen und aus Differenzierbarkeitsvor-
aussetzungen des Kernes G(x,y) auf die Verteilung der Approximations-
zahlen und Eigenwerte geschlossen. Einen kurzen Uberblick iiber die
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erzielten Ergebnisse und Literaturhinweise findet man in dem Buch von
GOCHBERG und KREIN [5], S.158. Im Abschnitt 4 werden unter anderem
die Resultate von KREIN [5], S.157 und PArAskA [10], S.625 verschirft
und verallgemeinert. Bs wird z.B. gezeigt (Satz4'), daB fiir G(x,y)e
Wi (2 xQ), r=0, der obige Integraloperator fiir jedes p, pe[0,r] als
Element von L(W5~", W¥%) betrachtet ein Hilbert-Schmidt-Operator ist,

wahrend GeL(W{~", W3), —oo<t<p, zur Klasse & 24 , gehort,
n+2(p—1)*

Satz 5. Ferner wird ein Satz angegeben, der zeigt, dal man dieses Resul-
tat nicht verschirfen kann, Satz 6.

Die in dieser Arbeit entwickelten Sitze gestatten verschiedene An-
wendungen. In einer nachfolgenden Arbeit wird gezeigt, wie man Dif-
ferenzierbarkeitseigenschaften Greenscher Funktionen allgemeiner nicht
notwendig selbstadjungierter elliptischer Differentialoperatoren mit den
hier entwickelten Methoden beweisen kann. Dabei werden notwendige
und hinreichende Kriterien tber die Zugehorigkeit der Greenschen
Funktionen zu den Riumen Wj(Q x Q) erzielt, die die entsprechenden
Resultate der Arbeit [10] erweitern.

1. Die Klassen €, ,

In der Theorie der kompakten nicht selbstadjungierten Operatoren
im Hilbertraum spielen die Normideale &,, 1< p< 0, eine wichtige
Rolle [S]. Ist L(H,H) der Ring der beschrinkten linearen Operatoren,
die einen separablen Hilbertraum H in sich abbilden, so werden fiir
einen kompakten Operator 4 aus L(H, H) die Approximationszahlen s;
(s-Zahlen im Sinne von GOCHBERG und KREIN), wie folgt definiert:

s;+1(4= inf {A-K|, j=0,1,2,..,
KeL(H, H)
dim R(K)<
wobei R(K) der Wertevorrat von K ist. A gehort genau dann zu S,
1< p< o0, wenn

@

I41,= (3 S§’(A))1/p<oo

gilt. Im Falle p =00 hat man

[Alo= sup s;=s;=[A]
i=1,2,..
zu setzen, so dafl €, die Gesamtheit der kompakten Operatoren mit
der iblichen Operatornorm ist. Beziiglich der Norm |4, sind die
Mengen &, Normideale [5]. Fiir jedes nichttriviale Normideal %, (% +{0},
A+ L(H,H)), gilt
S, cUc=S,,
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wobei die Einbettung stetig ist [5], S.101. Es ist naheliegend, aus &,
und &, unter Verwendung konstruktiver Interpolationsverfahren neue
Normideale zu gewinnen. Bezeichnet man wie tiblich mit (4q,4)s, ,»
0<®<1, 1Z£p=L w0, die Interpolationsriume von Lions-PErTRE [11],
so ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 1. S, ,=(5,,8,)e,, mit 1<g<o0, 1/g=1-0 und 1=
p=oo.

Lemma 1. Die Riume S, , sind Normideale. Fiir 1< p<oo ist

gq,p={A |lAe 600 . Z sf’(A) P11 OO} .
i=1
Ferner ist
S, »={A414€S,, sup i'%s5(A)<wo}.
i=1,2,..
Beweis. Es wird die Bezeichnungsweise von PEeTRE [11, 12] ver-

wendet. Fir 4eS, und 0<t< oo ist

K(t, A’ 61’ 6oo)= inf (”A1”1 +1 ”Aoo”) .
it

Fir BeL(H,H) und CeL(H,H) folgt dann aus
K(t’ BA C’ 61, 600)—5 ”B” ° "C“ K(t5 A: 619 6co):

daBl &, , ein Normideal ist.

Sind s;=s;(4) die Approximationszahlen des Operators 4, so wird
die Funktion

s()=s; fir i—15t<i, i=12,...,
eingefithrt. Fiir 0<#< oo ist nun
t
) Kt 4,8,,8,)[s(1)d1<3K(t, 4,8,,8,).
0
Fiir 0<t £1ist die Abschitzung richtig, da fiir jede Zerlegung A =4, + 4,
tlAl =4+l Al
gilt, woraus
K(t,4,8,,8,)=t 4| =ts,
folgt. Es sei > 1. Bezeichnet man mit {s;} die Folge der Zahlen s;, so ist

K(t, {s:}: 15 lw)=(_§ s(v)dz,

20 Inventiones math., Vol. 4



278 H. TRIEBEL:

[11], [12], Kap.III, S.59'. Geht man von einer Darstellung des Opera-
tors 4 in der Form

= Ysxe)fi= 3 as )it X pdmedfin Tlpl<o,

aus [5], S.48, so sieht man sofort, daB
t
K(t, A, 61, 6w)éK(t, {Sl}, 11, lw)=j S(T)d't
[4]

ist. Es sei umgekehrt 4 =4, + 4, mit

[>o]
Ay x=Y sO(x, efV) S
i=t

und
o0

Agx=73 si(x, ef) f{=.
i=1

Aus der Abschitzung
1 .
52,58 -1 S0+, j=1,2, ...,

[5], S.49, ergibt sich

{t/2} {t/2}
_[s(r)d‘c< Z S+ Z $31-152 Z (s(1)+s(°°’)

<3 sup s<°°>+zs“>) 3(1 4.l + 1 4,]).

i=1,2,..

{a} ist dabei die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich a ist, a reell.
Daraus folgt (1). Somit gehort ein Operator genau dann zu &, ,, wenn
die Folge {s;} zu dem Lorentzfolgenraum /, , gehért. Dabei ist nach
[11], S.284,

© 1/p
Mot = (J sy <) 7

(mit der fiir p=oco iiblichen Modifikation). Eine leichte Rechnung zeigt
jetzt die Richtigkeit des Lemmas.

Fiir die spdteren Betrachtungen ist es zweckmiBig, die Klassen &, ,
auch fiir 0<¢g=<1 und fiir 0<p<1 zu definieren. Sind H und H’' zwel
separable Hilbertraume, so wird mit L(H, H') der Raum der linearen
beschriankten Operatoren bezeichnet, die H in H’ abbilden. Fiir einen
Operator 4 aus S, (H, H'), dem Unterraum der kompakten Operatoren

1 Der dort angegebene Beweis benutzt die Voraussetzung, daB8 das verwendete

Mag atomistisch ist. Man kann sich aber leicht iiberlegen, daB der gleiche Satz auch
fiir Folgenrdume richtig ist.
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aus L(H, H'), fiihrt man die Approximationszahlen

sj+1(A)= inf ”A—K”’ j=0,1,2,...,
KeL(H, H’)
dim R(K) <
ein. 5;(4) -0 fiir j— 0.
Lemmal legt nun nachfolgende Definition nahe.

Definition 2.

S, ,(H, H')={A|A66w(H, H),Y S,Pi(p/q)_l<oo},

0<g<ow, O0<p<owo,
und
G, »(H, H)={A|AeS (H,H'), sup i's;<0}, 0<g<ow.

i=1,2,..

Wenn keine Verwechslungsmiglichkeiten bestehen, wird &, , statt
S,,,(H,H') geschrieben. &, , wird mit &, bezeichnet.

Es sollen einige einfache Eigenschaften der Klassen &, , hergeleitet
werden.

Lemma 2. (a) Ist 0<p< o0 und 0<q<oo, so folgt aus AcS, ,
sj(A)y=o(i~ M) 2,
(b) Fiir 0<g<oo und 0<p=<p <o gilt

S, ,56

9, p~=~q,p"

() Fiir 0<g<q’' <o und O0<p=o0, 0<p'< 0 gilt
eq,pgeq', P

Beweis. Es sei AeS,, und es existiere ein ¢ £>0, und eine unbe-
schrinkte Folge natiirlicher Zahlen O <n, <n,<---, so daB fiir eine ge-
eignete Zahl g

Su(A)zen7 W0, 0<g<aw,

ist. Dann folgt fiir jede Zahl p mit 0<p< oo

ng
. -1 - . ~1
s}’ ](p/q) > e? n; (pla) Z J(p/q) >c, P
Jj=I[m/2] j=[ni/2]

mit einer geeigneten von n; unabhingigen Konstanten ¢; >0. Somit ist

A¢€, ,, womit die Behauptung (a) bewiesen ist. Fir A4eS, , und
2 o ist das Landausche Symbol.

20°
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p<p'<oo erhilt man aus

- szz (PID-1<( qun 195\~ P - s? jPo-1

1; (l 1, 2p ,) igl

unter Verwendung der Aussage (a) sofort die Behauptung (b). Die Be-
hauptung (c) folgt unmittelbar aus (a).

2. Die Einbettungsoperatoren Iy, _, ys, — 00 <s<r<o

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Zugehorigkeit der Einbettungs-
operatoren zu den Klassen &, (W3, W3) zu kliren. Dazu sind einige
vorbereitende Betrachtungen notwendig.

Sind H und H' zwei separable Hilbertriume, die stetig ineinander
eingebettet sind, H'< H, so wird der Einbettungsoperator mit 4.y
bezeichnet. Ist H' dicht im Raum H, so gibt es einen selbstadjungierten,
positiv-definiten, im Raum H wirkenden Operator4 mit dem Defini-
tionsgebiet D(4)=H’ und der Eigenschaft

lAxllg=xlg, xeH.

Iy g ist bekanntlich dann und nur dann kompakt, wenn 4 ein Ope-
rator mit reinem Punktspektrum ist [9], S.3353. Die Eigenwerte werden
mit A; bezeichnet, 0<4; <4, <---. Es gilt nun

Lemma 3. Ist der Operator Iy, kompakt und A ein zu H' gehirender
positiv-definiter selbstadjungierter Operator mit den Eigenwerten A;, so ist

s(Ugpom=4"Y i=1,2,....
Beweis.
Siv1(Ipop)=Inf  sup

zreH [[x|lg=1
yreH’

N

- Z (x’ yr)H' Z,
r=1 H

= inf sup

zreH [lyllun=1
yl' H

IA“y— YA yIuz,

r=t

=Si+1(A-1),
H

wobei A~ ! als Operator aus L(H, H) angesehen wird. Das Lemma folgt
aus s5;(4" 1) =41 [5], S.46.
Betrachtet man im Intervall [a,b] den Operator

By=(-1"y®",
D(B)=Wz3[a, b]

={u]ueW22’"[a, b], u(a)=u"?(b)=0 fiir j=0, ..., m—1},

3 Bin selbstadjungierter Operator besitzt ein reines Punktspektrum, wenn sein
Spektrum nur aus isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht.
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so ist B im Hilbertraum L, [a,b] selbstadjungiert und positiv-definit,
seine der GroBe nach geordneten Eigenwerte 4; geniigen der Abschitzung

iIPMS A Le 2™, >0, ¢3>0, =12, ...,

[9], S.56. Damit kann man aber nach bekannten Prinzipien sofort eine
entsprechende Aussage fiir Operatoren in quaderformigen Gebieten des
n-dimensionalen reellen euklidischen Raumes R, machen. Es sei

O0={x|xeR,, a;<x;<b;, i=1,...,n}, x=(x1,...,%,),
und
n 02mu
Au=(-1"y L2,
" ( ) ,'§1 axf'"
D(A)=Wi5(Q={ulue W;™(Q), D*ulsp=0 fiir |«|<m—1},

wobei mit dQ der Rand des Quaders O bezeichnet wird. 4 ist wieder
positiv-definit, selbstadjungiert und ein Operator mit reinem Punkt-
spektrum. Nach den obigen Bemerkungen {iber den Operator B kann
man fiir die Eigenwerte 4;, ;, 1<j,<o0, des Operators4 die Ab-
schiatzung

C4 Zjizméﬂjl,,..,j,,gcs ijzm, >0, ¢;>0,
i=1 i=1
erhalten. Von Interesse ist der Operator 4%. Es ist
D(A¥)=W}(Q)={u|ue W}(Q), D*u|sp=0 fiir |a| Sm—1}.

Die Eigenwerte u;, _; des Operators A* erlauben die Abschitzung

)] Ce (Zlfz) Sl S0 (lez)

mit positiven Konstanten ¢ und ¢,. Aus diesen Betrachtungen gewinnt
man nun das

Lemma 4. Ist Q der obige Quader, Q< R,, so gilt
Igp y+1, @€ Cmy,»  Jilr 0<p<oo,

I )12 @) € Soim), o -

Beweis. Setzt man H=L,(Q) und IOI ’=V%’2'"(Q), so erzeugt der eben
konstruierte Operator A* den Raum W7'(Q). Zusammen mit der Ab-
schitzung (2) zeigt Lemma 3, daB es ausreichend ist,

{(le) } ¢l(n/m),p3 0<P<°0,
i=1 15 <o
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{(Z Jt) } . € l(n/m), =)
i=1 15jk<w

zu zeigen. Dabei sind /., , di€ entsprechenden ,,Lorentzfolgenklassen®,
die die Zugehdrigkeit eines Operators zur Klasse &,/), , in der Defini-
tion 2 beschreiben. Mit @,(k) wird die Anzahl der Darstellungen der
natiirlichen Zahl k als Summe von n natiirlichen Zahlen unter Beriick-
sichtigung der Anordnung bezeichnet. Aus

und

D,(k)y=k—1
und
k-1
Qn(k)= ZIQn—I(V)
erhilt man
Cg kn—léén(k)§c9 kn—l’ kéko("),
k
3 ciok'S Zl¢u(j)§cl1 K", kzk(n),
i=
und
Pn(D)+ e +Bu(l)  pm
IPY S~ Ve Ze b,
(4) v=0p (1) + o +Pp (I~ 1)+1

O<p<oo, 121,

wobei simtliche Konstanten cg, ..., ¢, 3 positiv sind. Bezeichnet man die
der GréBe nach geordneten Zahlen

n -m
(Z]z) » 1£j,<00,
i=1

mit a,, v=1, 2, ..., so folgt aus der Abschitzung (4) und
N

> aby
v=1

der erste Teil des Lemmas. Die Abschitzung (3) und

pm N{@) 1 @p (1)t - +Da (D) pm
T 4 £
) > o y B

I=1 lmpv=¢,;(l)+ et Pp(I-1)+1

-1

k mfn
sup a, V"= sup k™™ (jzld’,,(j))

v=1,2,... k=n,n+1,...

zeigen auch die Richtigkeit des zweiten Teils von Lemma 4.

Satz 1. Q sei ein beschrinktes Gebiet des R,, dessen Rand 0Q zur
Klasse C™ gehire. H sei ein separabler Hilbertraum mit

WM Q< He W Q),
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wobei die auftretenden Einbettungen stetig seien. Dann ist

I,y Cwmy,, fiir 0<p<oo
und
IH-sz(Q)E 6("/"')’ © -
Dabei ist
Vi’{‘(Q):{u |ue Wy (2),D%u =0 fir |a|<m—1}.

Beweis. @, und Q, seien zwei Quader mit 0, <Q und Qc=Q,. Jede
Funktion # aus H kann man zu einer Funktion fie W3'(Q,) fortsetzen,
so daB

I ';"ﬁ";'(gz)écm lulg

gilt, wobei ¢y, eine von u unabhingige Konstante ist. (Das ist eine
Folgerung aus dem Fortsetzungsverfahren von FicHTENHOLZ [4], S.550.)
Bezeichnet man diesen linearen und stetigen Fortsetzungsoperator mit F,
so ist
. T ra@) =Ly~ Lo Tirp@ay- Laten F-
Ferner ist
Lymy-a@0 = Ira@y- 1200 T oy ivpeon-n -

Die beiden letzten Gleichungen und L.emma 4 fiihren nun zum Beweis
des Satzes.

Um Satzl auf die Operatoren Iyr_ps, 00>r>s5> — 00, ausdehnen
zu konnen (r und s brauchen nicht notwendig ganz zu sein), sind noch
zwei Vorbereitungen notwendig.

{4:}i=1,2,... sei eine Folge positiver Zahlen, 0<4; <4, <+, 4,200
fiir i »00. Fiir —o0 <@ < oo wird der Folgenraum

f"={a la=(a,,a,,...), a; komplexe Zahlen, Y |a,|*17®< oo}

i=1

eingefiihrt und in der iiblichen Weise normiert, so daB f ein Hilbert-
raum wird. Man priift leicht nach, daB sich das allgemeine lineare Funk-
tional im Raum f® in der Form

@)= ad, c=(encs)ef ™
Il llroy= fe ”f—e,

darstellen 148t. In diesem Sinne ist (f€) =f"°.
Lemma 5. Fiir o> f>a> —co ist der Operator I;s_, ;. kompakt und

Sj(Ifﬂ_,fg)=j.;_ﬂ.
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Beweis. Betrachtet man im Raum f* den positiv-definiten selbst-
adjungierten Operator 4 mit

Aa=@{"%a) fir a=(a)ef’, D(A=F",

so folgt die Behauptung aus Lemma 3.

Ferner ist noch ein einfacher Satz aus der Theorie der Interpolations-
rdume notwendig.

Lemma 6. Fiir einen positiv-definiten selbstadjungierten Operator A in
einem Hilbertraum H ist

(H,D(A))e,.=D(4%), 0<0O<l,

wobei die entsprechenden Normen dquivalent sind*.

Beweis. Es wird wieder die Bezeichnung von PEETRE verwendet [12].
Ist G(¢) die durch den Operator 4 erzeugte Halbgruppe, so gehort ein
Element ue H genau dann zu (H, D(A4))e, ,, Wenn

L=[t"?°|G(®u-u Hf,—qti<oo
0

ist. Setzt man

A= fszl,
so ist ’
16 u—ul= | 16— 17 d(E,u,u)
und somit °
L= jx (f'ii—"%'- —d—‘) d(Eu,u)=cys |A%ull%,
0 6o (A9 t

woraus die Behauptung folgt.
Fiir >0, r nicht notwendig ganz, werden die Sobolev-Besov-Riume

W5(Q) betrachtet [7]. Fir r>[r] ist W3 die Vervollstindigung von

C*(Q) in der Norm | u [}y mit

|D*u(x)—D*u(y)|*

[x—y[F2e-D dxdy.

luls=lulfm+ 3

lel=tr1 2% 0

Dabei ist Q2 ein beschriinktes Gebiet, dessen Rand zur Klasse C* gehért.
Es sei u(x)e Wi(Q), m=[m]>0. Mit U c W3 (R,) wird die Menge der-
jenigen Funktionen aus W3(R,) bezeichnet, deren Einschrinkung auf
Q mit u(x) zusammenfillt. Ist wie tblich K(¢, u, L,, W3") die fiir das
Interpolationsverfahren von LIONs-PEETRE charakteristische Funktion,

4 Ein entsprechender Satz gilt fiir das Verfahren von CALDERON.
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so folgt aus dem schon benutzten Fortsetzungsverfahren (Operator F
aus dem Beweis von Satz1)

¢y inf K(£,0, L,(R,), W3 (R))S K(t,u, L,(Q), W;(Q)
velU
é lnf K(t: v, L2 (Rn): WZM(Rn)) ’ c16 >0 -

vel

Daraus folgt, daB eine Funktion u(x) genau dann zu (L, (), W3'(2))e,
gehort, wenn sie die Einschrinkung einer Funktion

U(X) € (L2 (Rn)’ Wzm (Rn))e, 2= WZmG(Rn)

ist. Dabei wurden die bekannten Interpolationseigenschaften der Rdume
WE(R,) verwendet [11]. Das erwihnte Fortsetzungsverfahren und die
Normierung der Riume Wj;(Q) fiihren dann zu

(5) (Lz (Q), Wzm (Q))e,z = Wzm G(Q) .

Die Réaume W3 () mit r<0 werden nach dem Prinzip von LAX einge-
fihrt [14], S.98: Auf dem Raum W3(Q), s=0, wird fiir eine Funktion
v(x)eL,(Q) das lineare Funktional

Iu)=fux)v(x)dx
2
betrachtet. Es wird

v ”W;S(n)= I l"(W;(Q))' =l ”Lz(!)))

gesetzt und anschlieBend L,(Q) in dieser Norm vervollstindigt. In
diesem Sinne ist
W, =(W;), 520,

und nach Identifizierung der Rdume L, und L}
W;cWw,; fiir —oo<s<r<+0.
Es erweist sich nun, dal man mit den bereitgestellten Hilfsmitteln Satz1

erweitern kann.

Satz 2. Ist Q< R, einbeschrinktes Gebiet,0Qe C* ,und o0 >r>s5> — o0,
so gilt
Iy aws € Cuj-s,p  Jilr 0<p<oo
und
Iy aws €Cur—5), 0 -

Beweis. m sei eine solche natiirliche Zahl, so daB |r{<m und |s|<m
ist. @ und @’ werden so bestimmt, dall r=0m und s=60'm gilt. Ist 4
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ein positiv-definiter selbstadjungierter Operator, der den Raum W73'(Q)
erzeugt (4 wird als Operator im Raum L,(2) betrachtet), so zeigen
Formel (5) und Lemma 6, daB es ausreicht, den Operator

ID(A°)—>D(A9’)’ —1<@I<@<1,

zu betrachten. Hierbei wurde im Falle negativer Werte von @' oder &
analog zu den friiheren Uberlegungen D(4%)=(D(A4™%)) gesetzt. 4 ist
ein Operator mit reinem Punktspektrum, seine Eigenwerte seien 4; und
seine Eigenfunktionen u;(x). Fir ueL,(Q) sei a={a;} mit a;=(u, u;),.
Da die Funktionen u; zu W3(Q)=D(A) gehoren, kann man nach den
obigen Uberlegungen durch Grenziibergang jedem Element aus D(A4°),
|@]£1, eine Zahlenfolge a zuordnen. Man erhilt auf diese Weise eine
unitire Abbildung von D(4°) auf f®, |@|< 1. Dabei sind f© die frither
eingefiihrten Folgenrdume. Da somit die Approximationszahlen der
Operatoren Ij(46y-pae’) Und Ire_,se- libereinstimmen, folgt aus den
Lemmata 3 und 5

-8 _ 1—(1/m)(r— _
SJ'(IW’Z‘-'W;):A_; =lj( fm)(r S)=[sj(IW5"-’Lz)](r $)fm_

Satz 2 erhédlt man nun aus Satzl.

Folgerungen. Bezeichnet man wie iiblich einen Operator als Hilbert-
Schmidt-Operator, wenn er zu S, , =&, gehort und als nuklearen Ope-
rator, wenn er zu &; ;=8; gehdrt, so zeigen Satz2 und Lemma 2,
daB Iy ps dann und nur dann ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn
r—s>nf2 ist, wihrend Iy:.ps dann und nur dann nuklear ist, wenn
r—s>n ist. DaB} die Einbettung von Wj in W3 fiir ganzzahlige nicht-
negative Werte von r und s mit r—s>n/2 ein Hilbert-Schmidt-Operator
ist, wurde von MAURIN bewiesen [8], S.379. Man vergleiche auch mit
[21, S.67 und mit [3], wo unter anderem die Einbettung von Wj in L,
unter zusétzlichen Voraussetzungen betrachtet wird.

°5 (Q) sei die Vervollstindigung von C¢°(£2) in der entsprechenden
Norm. (Fir Geobiete mit glattem Rand, etwa 0QeC®, stimmt diese
Definition von W3'(£2) mit der friiher gegebenen iiberein.) Im Sinne der

friiheren Betrachtungen wird fiir r <0 Pci/2'=(ﬁ’{ "y gesetzt. Analog zu
Satz 2 gewinnt man

Satz 2. Ist Q< R, ein beschrinktes Gebiet (iiber dessen Rand keinerlei
Glattheitsvoraussetzungen notwendig sind) und co>r>s> — 00, so gilt

Iﬁ;*ﬁ’;¢6n/(r—s)-17 fur 0<p<w
und )
I ws€Cur—s) 0 -
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3. Approximationszahlen spezieller Operatoren

In diesem Abschnitt sollen Resultate von Acmon [1], S.137 und
PARASKA [10], S. 624 verallgemeinert und verschirft werden.

Es sei TeL(W3, W3) ein Operator, dessen Wertevorrat R(7) in einem
Raum W% liegt, R(T)c W5, mit pu>rt. Dabei ist W5=W3(82), wobei
Qc R, ein beschrinktes Gebiet ist, 3Qe C®. Bezeichnet man mit T die
durch den Operator vermittelte Abbildung von W3 in W%, so ist Tabge-
schlossen. Da D(T)=WjJ ein Raum ist, so ist nach einem Satz von
BanacH TelZ (W3, W%) [14], S.79. Dehnt man die Definition der Ap-
proximationszahlen auf beschrinkte Operatoren aus, so gilt

Satz 3. (a) Es ist
s2(T)Es525-1(TSC 'J'_(”_t)/nsj(i)-

Insbesondere ist also
TeS

nj{p—=1),00 *

(b) Die Aussage (a) ist insofern nicht verschdrfbar, als es einen Ope-
rator T mit den genannten Eigenschaften gibt, so daf fiir jede Zahlp,
O<p<oo,

T¢ 6"/(#- . p
ist.
Beweis. Es ist .
T=I W,;_,Wi T.
Die Behauptung (a) folgt nach Satz 2 aus der Abschétzung

52/ (T)S 825~ (1) S 5, sg) 5;(T)
Die Richtigkeit der Aussage (b) folgt ebenfalls aus Satz 2, wenn man

setzt, wobei U eine unitire Abbildung von W3 auf W} ist.

4, Approximationszahlen von Integraloperatoren

In der Literatur gibt es zahlreiche Arbeiten, welche aus Glattheits-
eigenschaften des Kerns G(x,y) eines Integraloperators

(Gf)(X)=ﬂ§G(x, nfydy

Riickschliisse auf die Verteilung der zugehdrigen Approximationszahlen
(Eigenwerte, singulire Zahlen) ziehen. (Literaturangaben und einen
kurzen Uberblick tiber die erzielten Resultate findet man in dem Buch
von GocHBERG und KREIN [5], S.158.) Es ist das Ziel dieses Abschnittes,
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die Ergebnisse von KREIN [5], S.157 und PAraskaA [10], S.625 zu ver-
schdrfen und zu verallgemeinern. Dazu sind einige vorbereitende Be-
trachtungen iiber die Riume W7'5(Q x &) notwendig.

Definition 3. Q< R, sei ein beschrinktes Gebiet. Es wird fiir — o0 <
F< 00, — 00 << 00

W53 (Q@x Q)= W;(2) ® L,(Q) 0 L (2) & W3(2)
gesetzt, wobei die fiir Funktionenrdume iibliche Identifizierung
u(x) @v(y)=ux)v(y), xeQ, yeQ,

vorgenommen wird>.

Verwendet man die von BEREZANSKD [2], S.54 angegebene Defini-
tion des Tensorproduktes zweier separabler Hilbertrdume, so kann
man leicht einige Eigenschaften der Rdume W35 angeben. Dazu wird
in Zukunft wieder vorausgesetzt, dafl der Rand von Q hinreichend glatt
ist, etwa 0QeC™. Es sei |r|<m und |s|<m, wobei m eine natiirliche
Zahl ist. 4 sei ein beziiglich L,(Q) positiv-definiter selbstadjungierter
Operator, der W7 (2) erzeugt. Seine orthonormierten Eigenfunktionen
und Eigenwerte seien u;(x) bzw. 4;, i=1, 2, .... Formel (5), Lemma 6
und die Definition eines Tensorproduktes zeigen nun, da Wi(Q)®
L,(Q) die Vervollstindigung der linearen Hiille der Funktionen u;(x)-
u;(), 14, j< o0, in der Norm

i, J

1,2,... +
( z Aiz(r/m) l(u, u;(x) uj(y))Lz(Qx.Q) lz)

ist. Man kann nachtréiglich die lineare Hiille der Funktionen u;(x) u;(y)
durch C* (2 x Q) ersetzen. Somit ist W7'3(2 x Q) die Vervollstindigung
von C*®(2x Q) in der Norm

1,2,... %
(6) ( Z (liz (r/m)'*"llz'(slm))l(“’“i(x) uj(y))Lz(Qx!))|2) .

L]

Da man bei der Definition des Raumes W3'(Q x ) auf gemischte Ab-
leitungen verzichten kann [6], so zeigt die letzte Formel, daB

Wil (@ x Q=W (2 xQ)
ist und W3'(2 x Q) von dem Operator
B=AQ®E+E®A

5 Wi x ) stimmt im allgemeinen nicht mit W] (2) ® W35(Q) tberein.
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erzeugt wird. Formel (5)® und Lemma 6 zeigen dann, daB auch
WE™(QxQ)=Werem™@QxD=W™"Q®L,nL, @ W™,

[©]<1 ist. Somit ist
Wy H(QxQ)=W(@xQ).

Formel (6) zeigt ferner, daf3
Wys=Wy9  fir r20 und s<0

ist (entsprechend fiir #<0 und s=0), so daB nur die Riume W55 mit
(rz0, s20) und (r<0, s<0) von Interesse sind. Ab jetzt wird somit
rsz 0 vorausgesetzt.

Haben m, 4, A; und u;(x) die gleiche Bedeutung wie frither, so wird
mit L=L(u;(x) u;(y)) die lineare Hiille der Funktionen u;(x)u;(y),
1£i, j< o0, bezeichnet. Es sei
p

o520, prz0 und -

c 1
=,
s m

(im Falle r=0 hat man o=s/m und im Falle s=0 p=r/m zu setzen).
Fiir ueL,

1, N
u= Z aijui(x)uj(y)
iJ
ist dann

(4" @ EYE®A°) u(x, ) ”i;(ﬂxﬂ)=z.laij|2'1i2plfd

i

0] <cyqg Z | (“, u;(x) u; (J’))Lz(n x ) |2 (A€ + )y? /my

L)

2
=Cy7 ll“"w;;’z(nxn)-

Damit sind die notwendigen Vorbereitungen abgeschlossen.

Es sei G(x,y)eL(u;(x)u;(»)) und f(»)eL(u;(y)), wobei L(-) die
lineare Hiille der entsprechenden Funktionen ist. Die Funktionen u;(x),
sowie A4, r, s und m haben die gleiche Bedeutung wie oben. Es wird

(Gf)(x)=‘§ G(x,y)f(n)dy

gesetzt. p und o seien jetzt Konstanten mit

G
pr20, o520 und %+—S—= 1,
6 3(R2 x £2) gehort nicht zur Klasse C®. Da das Fortsetzungsverfahren von FicH-
TENHOLZ aber auch fiir Gebiete 2 x 2 mit 32 € C® giiltig bleibt, ist (5) auch fiir diese

Gebiete richtig.
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(wobei man ¢ =s im Falle =0 und p=r im Falle s=0 zu setzen hat).
Dann ist

A””"(Gf)(X)=‘§(A”’"‘®E) G(x,y)- S dy
=:§ (4°" ® E)(E®A™) G(x,»)- (4~ f)dy.

Setzt man f, (x) =4 u, (x), k=1, 2, ..., so folgt, daB { ;} im Raum W; °
ein vollstindiges, orthonormiertes System ist. Aus der letzten Gleichung
folgt auf Grund der Parsevalschen Formel

0

% "G WP = [ (47" @ E) E®A™™ G(x, )" dy .

k=1
Ersetzt man in der Formel (7) p durch p/m und o durch a/m, so erhilt
man aus

IG fllws =114°"(G )L,
die Abschidtzungen

® k; IG fillweScis IGgs
und
)] ”anwgécw "G“W;;;'"fllw;o, fEL(ui(y)),

Diese Abschitzungen rechtfertigen folgende

Definition 4. Es sei G(x,y)e W3:5(2 x ), rs20. Dabei ist Q< R, ein
beschrinktes Gebiet, 0QeC®. Ferner seien p und o zwei Konstanten mit
pr=0, 0520 und

_p_+ 1 =1
ros
(6=s im Falle r=0 und p=r im Falle 5=0). G;(x,y)eL(u;(x) u(y))
konvergiere im Raum W35(2xQ) gegen G(x,y). fi(x)eL(u;(x)) kon-
vergiere im Raum W; °(Q) gegen fe W5 °. Dann wird
Gf=!£G(x,Y)f(y) dy=lim QfG,-(x,y)fI()’) dy

jow
[ S )

gesetzt, wobei der Limes in der Norm W4 zu bilden ist.

Die vorangegangenen Betrachtungen, insbesondere Formel (9), zei-
gen, daB diese Definition sinnvoll ist. GeL (W5 %, W¥5).

Durch einen entsprechenden Grenziibergang in der Formel (8) er-
kennt man, daB G sogar ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Somit gilt

Satz 4. Es sei G(x,y)e W35(Q xQ), rs=0. Dann ist fiir

p

__.;.i:], pr=0, 6520,
r s
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(o =s, falls r=0 und p=r, falls s=0), der Operator G, GeL(W; °, W$%),
(Gf)(X)={£ G(x,») f(dy,

ein Hilbert-Schmidt-Operator.

Von besonderem Interesse ist der Fall r=s. Danpn muBl —6=p—r
sein, und man bekommt als unmittelbare Folge aus Satz 4

Satz 4'. Fiir G(x,y)e Wi(Q x Q) ist der Operator G, GeL(W5~", W%),
(Gf)(x)=‘£G(x,y)f(Y) dy,
ein Hilbert-Schmidt-Operator. Dabei muf3 p fiir r=0 aus dem Intervall
[0,7] und fiir r<0 aus dem Intervall [r,0] sein.
Kombiniert man die Sitze 2 und 4, so erhilt man

Satz 5. Betrachtet man fiir — oo <t=Zp den im Satz 4 beschriebenen
Integraloperator als Element von L(W5°,W}), so ist

Geg 2n

n+2(p—1)° 2

Beweis. G als Element von L{W;? WJ) betrachtet wird voriiber-
gehend mit G, bezeichnet, entsprechend G,. Dann ist

G.=Ilysw; G,.
Es gilt
52:(G)=s2;- 1(Gz)§si(Gp) Si(lwg—»wg) .
Nach Satz 2 ist

p-1
SiIweawpSca0l ™.
Mit
_ 2n
=0 20—
erhilt man

o0 o0
(2100 - 2 2/ -1
Y sH(GYiP0T gy 455 ) 53:(G) i
i=1 i=1
o 2 2 (2/)-1
Scter2 lei (Gp)siUwgaws) i )
i=

oW
Scyte, 3izlsi2 (G))<w.

Dabei wurde Satz 4 benutzt. Damit ist Satz 5 bewiesen.
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Bemerkung. Satz 5 enthilt die Sitze von KRrREIN [5], S.157 und
PARrASKA [10], S.625 als Spezialfille. In der hier verwendeten Bezeich-
nungsweise bedeutet die Voraussetzung von PARASKA

G(x,») e Wy, 5(2 % Q),

wobei / eine natiirliche Zahl ist. Betrachtet man noch G als Element
von L(L,,L,), dem entspricht 1=0 und p=/im Satz 5, so erhilt man

woraus nach Lemma 2(a)

$5;(G)=0(j™")
fir

n+2l ,

"=Ton

folgt.
Es entsteht die Frage, ob Satz 5 verschirfbar ist. Es erweist sich,

daB das zumindest im Fall r=s>0 nicht mdoglich ist. Es gilt

Satz 6. Es sei Q< R, ein beschrinktes Gebiet, 0Q2eC®. Dann gibt es
fiir jedes €, >0, und jedes r, r>0, eine Funktion

G (x, ) e W3 (@ xQ)=W;5(2xQ),
so daf} der Operator G®), GPeL(W;°, W3),

G H0= nf G(x,y) f(»dy,

nicht zu

et 2n N 0<p§00,
n+2(p—t)+z'p

gehort. (Dabei haben p, o, t, r und s=r die gleiche Bedeutung wie in
den Sdtzen4 und 5.)

Um die Richtigkeit der Behauptung nachzupriifen, ben&tigt man
Hilfsmittel aus der Theorie der elliptischen Differentialoperatoren. Der
Satz wird in einer nachfolgenden Arbeit iiber Greensche Funktionen
elliptischer Differentialoperatoren bewiesen.

7 Theorem 3, [10], S. 625 enthilt einen Druckfehler. Statt r= -zi-nZI muf es dort
n

r= nt2l heillen.
n
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