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Points de platitude d'un morphisme 
d'espaces analytiques complexes 

JACQUES FRISCH (Paris) 

Introduction 

Soient q~: Y ~  S un morphisme d'espaces analytiques t, f f  un faisceau 
analytique coh6rent sur Y. Le but de cet article est de montrer que 
l'ensemble Y' des points ye  Y o~ o~" n'est pas ~o-plat est analytique 
(th. IV, 9), ce qui avait 6t6 conjectur6 dans [2], expos6 13, par GRO- 
THENDmCK. L'6nonc6 analogue en g6om6trie alg6brique 2 est le th6or~- 
me 11.1.1 de [4]. 

Dans la premiere partie, on montre (th. I, 9) que pour toute partie K, 
compacte et assez r6guli~re d'un espace analytique S, l'anneau F(K, r 
est noeth6rien. Cela permet d'6tendre aux faisceaux analytiques coh6rents 
certains th6or~mes d'alg~bre (lemme D'ARTIN-REES et th6or~me de plati- 
tude g6n6rique). On peut alors (propositon III, 6) 6tablir un crit~re local 
d'acyclicit6 pour un complexe de modules libres sur C" qui d6pend d'un 
param~tre d6crivant un espace analytique S. On arrive au but dans la 
quatri~me partie, off t 'on 6tudie aussi l'image de Y' par r et o~ l'on 
montre que, y 6tant un point de Y, le th6orbme 11.1.1 de [4] ne s'applique 
pas au morphisme de sch6mas: (spec(~r,r)-* spec(d)s, ~ tr)) d6fini par ~o. 

C'est ADRIEN DOUADY qui m'a donn6 l'id6e de ce travail et qui l'a 
dirig6. HENRI CARTAN et BERNARD MALGRANGE en ont lu une premiere 
version, et m'ont  sugg6r6 de nombreuses am61iorations. Qu'il veuillent 
bien trouver ici l'expression de ma reconnaissance. 

I. Anneaux Noetheriens de fonctions analytiques 

Le faisceau structural d 'un espace analytique r6el (resp. complexe) 
X sera not6 ex.  On appelle sous-ensemble analytique de X une partie 
ferm6e u de X telle que, pour tout ye  Y, il existe un voisinage ouvert U 
de y dans Xet  une famille finie (,/1 . . . . .  fp) de fonctions analytiques r6elles 
(resp. complexes) sur U, i.e. de fonctions associ6es ~t des sections de ex 
au-dessus de U, v6rifiant: 

Y n U = {y ~ U; A (Y) . . . . .  f p(y) =0}. 
1 Les espaces analytiques consid6r6s ici ne sont pas suppos6s r6duits. 
2 Cf. note 6 ~t la fin de l'article, et aussi l'article suivant de K1EHL. 
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Si Y est un sous-ensemble analytique de X, on notera d~y le faisceau des 
fonctions analytiques r6elles (resp. complexes) sur Y; or 6tant le faisceau 
d'id6aux de ~x form6 des sections dont la fonction associ6e s'annule sur 
Y, on a: Cr =d~x/J. Dans le cas complexe, Ia notion de sous-ensemble 
analytique coincide avec celle de sous-espace analytique r6duit. 

D6finition (I, 1). Etant donn~s un espace topologique E, un faisceau 
d' ensembles ,~sur E et un point a de E, on dit qu" un voisinage f2 de a est 
~-privilOgi( ( ou priviligi( pour ~r) si r application canonique F( Y2, ~ )  ~ 
est injective. 

Remarque (I, 2). Soit Y un espace analytique complexe r6duit. Pour 
qu'un voisinage ouvert O d'un point a~ Y soit 0r-privil6gi6 , il suffit que 
routes les composantes irr6ductibles de Yn  f2 passent par a, (cela r6sulte 
de ce que l'ensemble des points lisses d 'un ensemble analytique complexe 
irr&tuctible Z e s t  connexe et partout dense dans Z). Si f2 est DE STEIN, 
cette condition est aussi n6cessaire, (on le voit en appliquant le th6or6meA 

l'id6al d6fini par une composante irr6ductible de Yc~ f2 ne passant pas 
par a). 

Remarque ~ ,  3). Soient 0 ~ - '  ~ ' ~ 5 "  une suite exacte de fais- 
ceaux de groupes ab61iens sur E, e t a  un point de E. Si ~ est un voisinage 
de a priviligi6 pour  ~ '  et f ' " ,  it l'est pour ~ (h cause de l'exactitude 
gauche du foncteur F). Si I2 est un voisinage de a priviligi6 pour ~ ' ,  il 
l'est pour ~" .  

Proposition (I, 4). Soient X un espace analytique complexe, ~r un 
faisceau analytique cohkrent sur X a un point de X. II existe un voisinage 
U de a, et unefamiltefinie (1/o . . . . .  Y,~) de sous-ensembtes analytiques de X 
passant par ajouissant de ta propri~t~ suivante: un voisinage f2 de a contenu 
dam U est ~-privitigiO dds qu'il dOcoupe sur chacun des Yi un voisinage 
6r  ,-priviligi~ de a. 

Dkmonstration. a ) S o i t  0 o  , ~ - ' ~ - ~ "  une suite exacte de fais- 
ceaux analytiques coh6rents sur X. Si la proposition vaut pour ~ '  et 
.~" ,  elle vaut aussi pour ~ .  Soient en effet U' (resp. U") le voisinage 
de a, (Y~, ..., Y',) (resp. (Y~, . . . ,  Y~,,)) la famiUe de sous-ensembles 
anatytiques de U' (resp. U")  associ6s ~ ~ '  (resp. ~ " )  par la proposition. 
Le voisinage U = U' n U"  et la famille (Y~ n U, ..., 1t',. n U, . . . ,  Y~"., n U) 
de sous-ensembles analytiques de U ont la propri6t6 requise: cela r6sulte 
de (I, 3). 

b) ~ &ant donn6, on peut trouver un voisinage de a, et une suite 
de composition ~o, ..-, ~ + i  de ~" au-dessus de ce voisinage, telle que 
pour 0 < i<  m, ~ / ~ +  t soit isomorphe ~ d~r,, oh Y~ est un sous-ensemble 

9 Inventiones math., VoL 4 



120 J. FPascH: 

analytique irrtductible de X passant par a (cf. [1], ch. IV, w th. 1). 
La proposition vaut pour chacun des d~r~ d'apr~s (I, 2), donc pour ~" 
d'apr~s a). 

Rappelons quelques dtfinitions et rtsultats classiques sur les ensem- 
bles semi-analytiques (pour plus de prtcision, cf. [6], w 1). 

Stir f2 une partie ouverte d'une vari&6 analytique rtelle M. On dit 
qu'une partition .A," de f2 est une stratification si ,4" est une partition finie 
de s'2 en sous-vari&ts analytiques connexes localement ferm6es, et si pour 
tout 61~ment (ou strate) F de J r ,  ( r -  F) n f2 est une rtunion de strates 
de dimension strictement inftrieure. 

Pour route partie ouverte co de 12, notons J((co) la partition de co 
dont les 616ments sont les composantes connexes des ensembles co c~ F, 
F~A r. Un voisinage ouvert Q d'un point x de f2 sera qualifi6 de normal 
pour la stratification Jr si • (Q)  est une stratification de Q, et si x est 
adhtrent ~ toute strate de ~"  (Q). 

Stir Q un voisinage normal de x, et soit F la strate de y ( Q )  con- 
tenant x. Toute strate de JI,'(Q) autre que F a  une dimension strictement 
suptrieure & celle de F; Q est connexe, et F est rintersection avec Q de 
la strate de ~4" passant par x. 

Une stratification est dite compatible avec une partie A de M si toute 
strate est soit contenue dans A, soit disjointe de A. 

Soit aeM.  Dtsignons par 6a~ la plus petite famille de germes en a de 
parties de M, stable pour les ol~rations de r~union et intersection finies, 
et de passage au compltmentaire, et contenant les germes de la forme 
{x ~ M ; f ( x )  <O}a, ob, f est une fonction analytique rtelle au voisinage de a. 
On dit qu'une partie A de M est semi-analytique si, pour tout point x de 
M, son germe en x est un 616ment de S~. Cette notion 6tant de caract~re 
local, on dtfinit de faqon 6vidente les parties semi-analytiques d'un espace 
analytique rtel. Enfin, une partie d 'un espace analytique complexe sera 
dite semi-analytique si elle l'est pour la structure r~elle sous-jacente. 
Cela dit, voici le r~sultat clue nous utiliserons ([6], ibid.): 

Soient X un espace analytique rdel, a un point de X et (A o, . . . ,  Am) une 
famille finie de parties semi-analytiques de X. II existe une stratification ./r 
d'un voisinage ouvert U de a compatible avec chacun des A s, telle que tout 
point x de U possgde un syst~me fondamental de voisinages normaux. 

Propoistion (I, 5). Soient X un espace analytique r~el, A une partie 
semi-analytique de X, a un point de A, et (Yo, .. . ,  Ym) une famille finie de 
sous-ensembles analytiques de X passant par a. 1l existe un systOme fon- 
damental f~ de voisinages de a dans A, dont tout ~l~ment V poss~de lui- 
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m~me un systkme fondamental f~13 v de voisinages ouverts dans X, tel que 
tout ~l~ment W~2B v d~coupe sur chacun des Y~ un voisinage r 
dea. 

0 

Fig. 1 

Dkmonstration. La proposition 6tant de caractbre local, on peut 
supposer que X = R  ~. Soit U un voisinage ouvert de a dans R n muni d 'une 
stratification d compatible avee A, Yo, -.., Ym, tel que tout point x e U  
admette un syst6me fondamental  .~(x) de voisinages normaux. 

Prenons ~ ={O n A; O~.~(a)}. 

Soit Ve !8; Vest de la forme Q c~ A, off Q est un voisinage normal  de a. 
Pour prouver la proposition, on doit, 6tant donn6 un voisinage O de V 
dans R ", construire un voisinage ouvert W de V dans R", contenu dans O 
et d6coupant sur chaque Y~ un voisinage r Pour chaque 
xe  V, soit Q(x) un voisinage de x dans R", normal pour Jr et eontenu 
dans f2. Posons: 

w= U Q(x), 
XEV 

et v6rifions que W a bien la propri6t6 demand6e. Soit r u n e  fonction ana- 
lytique r6elle sur W, nulle au voisinage de a sur Y= Yt, off / est fix6 
entre 0 et m: on va montrer  que f s 'annule alors sur Yc~ W. Yc~Q est 
une r6union (finie) de strates de .s  lesquelles sont des vari&6s con- 
nexes, adh~rentes ~ a, et situ6es, soit dans A, soit hors de A. I1 est ~vident 
que f s 'annule sur toute strate contenue dans A n YnQ,  done sur 
A n YnQ.  I1 est clair aussi que f s 'annule sur Yc~Q(a). I1 reste done ~t 
prouver que, si b e s t  un point de Vaut re  que a, l e s t  nuUe sur YnQ(b),  
i.e. sur toute strate de X(Q(b))  contenue dans Y. 

Soit r u n e  strate de W(Q(b)) contenue dans Y; ~, est adh~rente/t  b, 
et c'est une composante connexe de rinterseetion avec Q(b) d'une strate F 
(contenue dans Y) de d ( Q ) .  D'apr~s les remarques pr6c6dentes, il suffit 
de consid6rer le cas off b est dans la fronti~re de A, et off Fne  rencontre 
pas A. 

9* 
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A n~nQ(b) est une r6union de strates de okr l'une d'elles, 
2, contient b; 2 est t'intersecfion avec Q(b) d'une strate A (n6cessairement 
contenue dans A) de dC'(Q). Soit C la composante connexe de F n  W 
contenant ~. Consid6rons l'ensemble 

E = { x E A n  V; Ax=Cx}, 

(l'indice x signifie germe en x). E contient le point b, car AnQ(b)c  
ynQ(b)cCnQ(b);  E est ouvert dans A n  V par d6finition; mais il est 
aussi ferm6. Mieux: si y ~ E n A n  V, alors AnQ(y)cCnQ(y) .  En effet, 
il existe alors un point x dans E n  Q(y), done il existe une pattie ouverte 
non vide de AnQ(y) contenue dans CnQ(y ) .  Mais AnQ(y) est une 
strate de d(Q(y))  puisque yeA; d'o~ l'assertion puisque C c~Q(y) est 
une r6union de strates de ~ ' ( Q  (y)). 

A 6tant connexe, on a done E = A n  Is, d'ofi A n  V c C n  V, et m~me 
A n W= C n  W. Or, aE .~, done ae  C., ce qui montre que f s'annule sur 
une partie ouverte et non vide de C (~t savoir Q(a) c~ C), done sur C tout 
entier, et en particulier sur ~. C .Q.F .D.  

Proposition (I. 6). Soient X un espace anatytique r~el ou complexe, 
A une part& semi-analytique de X, ,q: un faisceau analytique cohdrent 
sur X. Tout point aeA poss~de dans A un systOme fondamentat de voisi- 
nages ~-priviligiis. 

Ddmonstration 
a) Cas complexe: Soient U le voisinage de a et Yo, .-., Ym la famille 

de sous-ensembles analytiques complexes de U donn6es par la proposi- 
tion (I, 4). Soit ~ le syst~me fondamental de voisinages de a dans A 
fourni par la proposition (I, 5). Tout  616ment V de ~ contenu dans U 
est un voisinage ~-privil6gi6 de a. 

En effet, un tel V admet un syst6me fondamental ~ v  de voisinages 
dans X d6coupant sur chaque Y~ un voisinage de a privil6gi6 pour  le 
faisceau des fonctions analytiques reetles sur Yi, donc a fortiori r 
privil6gi& D'apr~s (I, 4), tout 14Se~v est donc voisinage ~'-pfivit6gi6 de a, 
et il en est de m~me de V puisque: 

F(V, ~ )  = i_i__m r ( w ,  ~ ' ) .  
W E ~BV 

b) Cas r6et: La proposition 6tant de caract6re local, on peut supposer 
que X =  R". Consid6rons R ~ comme plong6 dans C ~ et notons d (resp. ~) 
le faisceau des~fonctions analytiques r6elles sur R ~ (resp. analytiques com- 
plexes sur C'). Le faisceau induit sur R" par 0 s'identifie ~ ~r | 
Ainsi, #" |  est un faisceau tP-coh6rent d6fini sur R" (donc au voisinage 
de R~). D'apr~s ce qui pr6c~de, a poss~de dans A un syst~me fondamen- 
tal de voisinages privil6gi6s pour #" | donc aussi pour ~r. 
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Soit X un espace analytique r6el ou complexe. On dit qu'une partie A 
de X est de STEm si elle admet un syst~me fondamental de voisinages de 
STEIN. Rappelons que dans le cas r6el, cette condition est toujours r6alis6e. 

Proposition (I, 7). Soient X un espace analytique r6el ou complexe, 
A une pattie de X semi-analytique et de STEIN, ~- un faisceau analytique 
coh6rent sur A. Toute famille filtrante croissante (~) j~s  de sous-faisceaux 
analytiques coh6rents de ~ est localement stationnaire. 

Ddmonstration. Soit a un point de A. L'anneau 0x, ,  6tant noeth6rien, 
la suite ~rs, a est stationnaire /t partir d'un certain rang Jo. Soit W un 
voisinage ~-/~o-privil6gi6 de a dans A (il en existe d'apr6s I, 6). 

Dans le diagramme commutatif: 

o-~  r ( w ,  ~o)--~ r ( w ,  r F(W, ~ / ~ o )  

0 ~  ~.o,o ~ ~ ~ (~-1~o)o, 

les lignes sont exactes et l 'homomorphisme e est injectif. II en r6sulte que 
F(W, :~j) = F(W, ~o) pour t o u t j > j o .  On a donc pour tout point b de W 
et tout j > j o :  

~ , b = r ( A , ~ )  �9 0x, b = r ( W ,  ~ ) "  ex, ~ =F(W,  ~ o ) .  Ox,~, 

(la premiere 6galit6 r6sulte du th6or~me A). Ainsi, la suite ~ est station- 
naire ~t partir de Jo au-dessus de IV. 

Corollaire (I, 8). Soient X un espace analytique rdel ou complexe, A 
une partie de X semi-analytique et de STEIN, ~- un faisceau analytique 
coh6rent sur X. Si E est un sous-ensemble de F(A, ~:), le sous-faisceau 
analytique de JrlA engendr6 au-dessus de A par E est coh6rent. 

D~monstration. Pour toute partie finie E~ de E, le sous-faisceau ~ de 
la engendr6 au-dessus de A par les 616ments de E~ est coh6rent. Comme 

le sous-faisceau ~ '  de ~-Ia engendr6 au-dessus de A par E est la r6union 
de la famille filtrante croissante ( ~ ) ,  l'assertion r6sulte de la propo- 
sition (I, 7). 

Th~or6me (I, 9). Soient X un espace analytique r6el ou complexe, A 
une part& de X compacte, semi-analytique et de STEIN. L'anneau F(A, (Px) 
est noeth~rien. 

D6monstration. Soit I un id6al de F(A, tPx). Le faisceau d'id6aux 
de Ox [ a engendr6 au-dessus de A par I e s t  coh6rent. Comme A est com- 
pact, on peut trouver une famille finie ( f , ,  ... ,fv) d'616ments de I tels 
que pour tout x s A ,  J~ soit engendr6 sur 0x, ~ par les germes en x de 

f l ,  ... ,fp- Le th6or~me B entralne alors que I e s t  engendr6 sur F(A, (Px) 
parf~ . . . . .  f~. 
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Remarque (I, 10). Soient X un espace analytique r6el ou complexe, 
~r un faisceau analytique coh6rent sur X; tout x ~ X  poss~de un syst6me 
fondamental de voisinages .~-provil6gi6s, compacts, semi-analytiques et 
de STEIN. (On peut en effet supposer X=Cn; on sait alors que x poss~de 
un syst~me fondamental de voisinages ~'-privil6gi6s qui sont des poly- 
disques compacts 3.) 

Remarque (I, 11). Le th6or~me (I, 9) est en g6n6ral faux si l 'on ne 
suppose pas A semi-analytique. Voici un contre-exemple. Soit A l'ensemble 
compact des points (x, y )~R  2 tels que: 

O_<x<l ,  exp --x- ~ . S i n x = Y < l O .  

Cet ensemble n'est pas semi-analytique ~ l'origine. Les points Ms de 
coordonn6es (xk, 0), off 

1 n 

ne sont pas dans A. Pour tout entier k, la fonction 

fk (P) = 1 - cos (~f fk  P, Mk0) 

est donc analytique r6elle sur A. Commefk(P ) =0 pour P~A n (y =0} n 
{x < Xk}, et quefk (e) = 2 pour Pe  A n {y =0} n (x > xk}, la suite des id6aux 
engendr6s dans F(A, ~ )  par lesfk est croissante, mais non stationnaire. 

Lemme (I, 12). Soient X un espace analytique rOel ou complexe, d u n  
faisceau cohdrent d'id~aux de $x, $'' et ~"' deux sous-faisceaux analytiques 
cohdrents d'un faisceau analytique coherent ~ sur X. Alors 

O) r(x, r n r = r(x,  e') n r (x, e'9, 
Oi) si X est de STEIN, /"(X, or F(X, or F()II', g~'). 

Ddmonstration. (i) est trivial. Quant / t  (ii), l'inclusion ~ est 6vidente; 
d'autre part, le morphisme canonique dr |  ~r ~ j ~ -  est par d6finition 
surjectif, donc l 'homomorphisme canonique: 

r ( x ,  J @~ ~ )  = r ( x ,  J )  | r ( x ,  ~ )  ~ r ( x ,  J ~ )  

l'est aussi en vertu du th6or6me B, d'o~ l'6galit6. 

Proposition.(I, 13) (Lemmed'AR1aN-RE~). Soient X un espace ana- 
lytique r~el ou complexe, ~: un faisceau analytique cohgrent sur X, ~ un 
sous-faisceau analytique cohdrent de ~-, d r un faisceau coherent d'idgaux 

3 cf. par r162 [3], 7, th6or6me I (o~ l'on impose des propri6t6s encore plus 
fortes aux voisinages), ou m~me [5], th6or6me 7, page 32. 
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de $x. Pour tout point x~X,  il existe un entier 20>0 et un voisinage ouvert 
g2 de x au-dessus duquel on ait pour tout entier 2>20: 

Ddmonstration. Soient K un voisinage compact, semi-analytique et 
Dr STEIN d'un point x~X,  et 12 l'int6rieur de K. Notons respectivement 
A, / ,  E et F les anneaux et modules de sections sur K de d) x, . f ,  ~f et ~r: 
A est un anneau noetMrien (I, 9) et F u n  A-module de type fini. On peut 
doric appliquer le lemme D'ART~-REF.S ([1], ch.III, w 3, corollaire 1 du 
th. 1): il existe un entier 2o->_0 tel que t'on air pour tout 2>2o:  

(*) I(I~ F c~ E)=I~+~ F ca E .  

Posons pour tout 2 ~ 20: 

fr =(J~+ ~ ~ c~ ~f)/J. ( ~  c~ #).  

On voit grace au lemme pr6c6dent que (,)  s'6crit simplement: F(K, ~ )  = 0; 
K 6tant de ST~N, les faisceaux analytiques coh6rents f9~ sont done nuls 
au-dessus de 12 en vertu du th6orbme B. D'of~ la proposition. 

H.  Platitude g6n6rique 

Soient S un espace analytique complexe, U une partie ouverte de C", 
~" un faisceau analytique sur S x U. Pour tout (s, x ) ~ S  x U, la projection 
S • U-* S fait de Osx v, ~, ~) une Os, ~-alg~bre, et de ~(s.x) un Os, z-module; 
si celui-ci est libre (resp. plat), on dit que ~ est S-libre (resp. S-plat) en 
(s,x). 

Th6or~me (H, 1). Soient S u n  espace analytique complexe r~duit, U 
une partie ouverte de C n, (s, x) un point de S x U, ~r le faisceau d'iddaux 
d$finissant le sous-espace S • {x} de S x U, ~: un faisceau analytique co- 
hdrent sur S • U. 

(i) 11 existe un voisinage ouvert f2 de s dans S, et un sous-ensemble 
analytique strict T de 12 tets que, pour tout s' ~12-- T et tout entier k >__O, le 
faisceau ~: / j k+t  ~= soit S-libre en (s', x). 

(ii) Si tous tes faisceaux ~:/ jk+ l ~ sont S-fibres au point (s', x), :~= 
est S-plat en ce point. 

Ddmonstration. (i). Posons: 

k~O k~O 

Pour chaque k, ~ est un faisceau eoMrent de d~s-modules, et il revient 
6videmment au m~me de montrer qu'en un point (s', x), tousles  ~r / jk~-  
sont S-libres, ou de montrer qu'en ce point, f~ est S-fibre. On s'appuiera 
sur le lemme suivant ([4], lemme 6.9.2): 
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Soient A un anneau intOgre noeth~rien, B une A-algObre de type fini, 
Gun B-module de type fini. II existe f 4=O dans A tel que G g soit un A f- 
module libre. 

On peut supposer le gerrae de Sen  s irrtductible (on se ramtne facile- 
ment ~ ce cas par rtcurrence sur le nombre de composantes irrtductibles 
de ce germe). Soit K un voisinage ~s-priviltgi6 de s dans S, compact, 
semi-analytique et de STEIr~ (remarque I, 10). L'anneau A = F(K, r est 
alors noethtrien et inttgre. Notons respectivement O, I, B, F, G k et G les 
anneaux et modules des sections sur K x ( x )  des faisceaux r215 
grs  @s~v, ~r, (gk et f#; F est un O-module de type fini; on a: 

B=gr~O,  G = g r z F =  �9 G~; 
k=>O 

Bes t  une A-alg~bre de type fini, G u n  B-module de type fini. D'apr~s le 
temme, il existe donc f=~0 darts A tel que G,  soit un A,-module 1ibre. 
Prenons alors pour fJ t 'inttrieur de K, et pour T le  lieu des ztros de f ;  
comme S est rtduit, T e s t  un sous-ensemble analytique strict de f2. 
V6rifions que pour tout s '~g2-T,  chaque fqk est S-libre en (s', x). Comme 
le Os-module ~k est cohtrent, on a d'apr~s le thtor~me B: 

~ s ' ,  x) = Gk ~ A (PS, s" , 

et puisquef,,  est un 616merit inversible de r , ' ,  on a m~me 

~ k  __ k 
(s'. ~) -- G f| s', 

comme G} est A/-plat (car facteur direct du Ate-module 1ibre GI) , (~k 
est d~s-plat, donc Cs-libre en (s', x). 

(ii). Supposons que tous les faisceaux ~ / j k + ~  soient S-libres en 
un point (s', x). Posons 

B=Os• I=~s , ,x ) ,  A=@s,s=B/I ,  e=~, . ,~ , ) ,  
et 

Fk = ( ~ / j k  + 1 .~)(~. ~) = F/I  s + I F 

(ces notations sont sans rapport avec celles introduites darts la dtmon- 
stration de (i)). I1 suffit de vtrifier que si q~: M--r Nest  un homomorphisme 
injectif de A-modules de type fini, alors 

~9=~0 | li~:M |  |  

est encore injectif. Pour tout k > 0 ,  l 'homorphisme 

~ k = 9  | lr~: M | | 
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est injectif, puisque F k est un A-module libre. I1 enes t  done de m~me de 

lfiut~k:M | |  

( A  signifie s6par6-compl6t6 pour la topologie /-adique). Or dans le 
diagramme commutatif 

M |  * , N | 
$ ,L 

M |  +- , N |  

les applications canoniques verticales sont injectives (car les B-modules 
M|  F et N |  F sont de type fini, done s6par6s pour la topologie / -  
adique). Par suite, ~0 es t  injective, d'ofi (ii). 

III. Complexes dependant de param~tres 
Soient S u n  espace analytique complexe, U une partie ouverte de C". 

Pour seS,  l'applieation is: U - ~ S x  U qui & x e U  associe (s, x ) e S x U  
fait de ~v une Os• Si ~ est un faisceau analytique sur S x U, 
on posera ~-(s) = i~* ~-; c'est un faisceau analytique sur U, dont on notera 
~ ( s )  la fibre en x~ U. Rappelons que: 

~(s)=~,,x) | ~. ,.. x, r x = ~ , .  x) |  c .  

Cela dit, nous allons utiliser le r6sultat du num6ro pr6c6dent pour d~duire 
de la proposition (I, 13) des ~nonc6s analogues, mais relatifs ~ une famille 
de faisceaux sur U param6tr6e par un espace analytique S. Pour x e  U, 
on notera ~ x  l'id6al maximal de Or, ~. 

Proposition (I l l ,  1). Soient S un espace analytique complexe, U une 
partie ouverte de C", (So, Xo) un point de S x U, ~ un faisceau analytique 
coh#rent sur S x U, r  sous-faisceau cohdrent de ~ .  1l existe un voisinage 
ouvert t2x V de (So, Xo) dans S•  U et un entier 2o>0  tels que l'on ait 
pour tout 2~2o et tout (s, x)eg2 x V: 

oir ~ ( s )  dOsigne l'image canonique de g~(s) dans ~ ( s ) .  

D~monstration. 1) Soit ~ ' = ~ | 1 6 2  et soit g '  l'image cano- 
nique de g |  Os,~a darts ~- ' ;  on a ~ ' ( s ) = ~ ( s )  et ~ ' ( s ) = ~ ( s )  pour 
tout (s, x ) e S  x U. On peut done supposer S r~duit. 

2) Consid6rons l'6nonc6 que voiei: Dans les conditions de la pro- 
position (III, 1), il existe un voisinage ouvert g2 de So dans S et un entier 
2o >0  tels que l 'on ait tout 2>2o et tout se~2: 

(,)  o(s) &o(S)) = &o(S). 
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Soient U ' x  W un voisinage ouvert de (Xo,0) dans U x C  ~ tel que 
U'  + W =  U et q~: S • U'  x W ~ S x U l 'application (s, x, y) ~ (s, x + y). 
Soient ~ #-, et & l ' image canonique de q3"6" dans o~-,. Alors 
~oo'(S, x) = ~ o ( S )  et ~76 (s, x) =r pour  tout (s, x )~S  x U'. On voit donc 
que l'6nonc6 en question, appliqu6 aux faisceaux & et ~ '  et au point 
((s, x), 0) de (S x U') x W entrMne la proposition. 

3) D6montrons cet 6nonc6 par  r6currence sur la dimension k, et le 
hombre de composantes irr6ductibles du germe de S au point So. Si 
k =0,  il r6sulte imm6diatement du lemme d'ARTIN-REES. Nous pouvons 
donc supposer k non nul, et l'6nonc6 6tabli pour  tout sous-ensemble 
analytique propre T de S. Cela 6tant, notons J le faisceau d'id6aux 
d6fini par le sous-ensemble S • {x0} de S x U. D'apr6s la proposition (I, 13), 
il existe un voisinage ~21 x U t de (So, x0) dans S x  U et un entier 21>0  
tels que, pour  tout 2 > 2 ,  on ait au-dessus de f21 x UI: 

(**) J ( J ~  ~- n o ~ ) = J  z+ t ~- m 8 .  

Lemme ( I I I ,  2). Pour tout entier 2>21,  l'6galiM (.)  est valable en 
tout point s t  01 tel que ler  ~-module 

2 > 1  

soit libre. 

Aehevons la d6monstration de notre 6nonc6 en admettant  le lemme. 
On a pour  tout entier 2 > 0: 

Or, en vertu du th6or~me (II, 1) appliqu6 au faisceau ~-/g,  il existe un 
voisinage ouvert f2] = 121 de So dans S, et un sous-ensemble analytique 
propre T de f2~, tels que l 'hypoth6se du lemme (III,  2) soit v6rifi6e en 
tout point s de f2] - T. I1 ne reste done plus qu'h prouver la proposition 
pour  les points de T. Mais cela r6sulte de l 'hypoth~se de r6currence 
appliqu6e ~t T, au faisceau o~-, = (#- |162 x v 0 r  • v)) I r • ve t  ~ l ' image canon- 
ique de ( ~ |  Or• darts ~" .  

D~monstration du lemme. On a pour tout 2>21 : 

im (oa ~ ~" |  ~ Ov) m im (g  |  ~ Or) = im [ ( j a  ~ c~ g)  | ~, Ov], 

im signifiant: image canonique dans ( J ~ + g ) |  Or, en un 
point s t  t2, off l 'hypoth~se du lemme est satisfaite, l 'application canon- 
ique 

~ :  ( j a  ~-  + r xo~ |  ~,, ~,, Xo, Or, xo - - '  ~ o ( s )  
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est injective. On a donc en un tel point: 

r Jim (,.r | t, Ov)] n �9 Jim (e  | v Ov)] 

= ~(im [ ( ~  ~- c~ g) |  ~,~v]), 
c'est-~-dire: 

 x0(S) n d.o(S) = n e ) L ( s ) .  

D'apr~s (**), on a doric pour  tout 2>2~ et tout point sef2~ v6rifiant 
l'hypoth~se du lemme: 

= ( , ~ + ' , ~  ,-, e)~,-o(s)=~L +' #xo(S),-, d~o(~), 
et le lemme est 6tabli. 

Toujours dans la m~me situation, consid6rons un morphisme 
v: 0]• v ~d~•  v. Pour (s, x ) ~ S x  U, soit vts ' x) le germe de v au point 
(s, x). On posera: 

v~,(s)=v~s,x) | lo~,,x: e~,~---,e~,x. 

On a 6videmment (Im v)~,(s)= Im vx(s). La proposition (III, I) entraine 
donc: 

Corollaire (III, 3). Soient S u n  espace analytique complexe, U une 
partie ouverte de C", (s o , Xo) un point de S x U, vun morphisme @~ x v ~ ~s x v. 
H existe un voisinage ouvert I2 x V de (s o, Xo) dans S x U et un entier 
20_->0 tels que l' on ait pour tout 2__>20 et tout (s, x)eg2 • V: 

a , v x ( s ) ) = ~  +* O'v. x n Im Vx(S ) . ~Jlx(gXx Or, x c~ Im 

Bien qu'il soit en g6n6ral faux que (Ker V)x(S)=Ker Vx(S), nous allons 
6tablir un rSsultat analogue pour Ker v. Pour  t ou t f e0qx  v, ~. x), notons 

fx(S) son image canonique dans t~]~ v, x(S)-~)q - -  S ,  x "  

Lemme (I l l ,  4).  Soient S un espace analytique complexe rgduit, U une 
patt ie ouverte de C", (so, xo) un point de S • U, v un morphisme 0~• v 
~s•  11 existe un voisinage 12 de So dans S e t  une famil le  f inie  ( f i )~ , i  de 
sections de O~x v au-dessus de f2 x {Xo}, tels que, pour tout s e S ,  ceux des 

f~o(s) qui appartiennent d Ker Vxo(S ) engendrent ce ~v, xo-module. 

Dgmonstration. L'assertion &ant de caract~re local, on peut, par r6cur- 
rence sur la dimension et le hombre de composantes irr~ductibles du 
germe de S au point so, supposer le lemme ~tabli pour  tout sous-ensemble 
analytique propre T de S, Ceta dit, appliquons le thSorSme (II, 1) au 
faisceau ~ = Coker v: il existe un voisinage g2' de so dans S et un sous- 
ensemble analytique propre T de f2' tels que, pour tout s t  f2' - T, ~'~s, xo) 
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soit un Os. s-module plat. Quitte ~l restreindre O', on peut trouver une 
famille finie (gJ)j+s de sections de Ker v au-dessus de O' • {Xo} telle que, 
pour tout s~ ~' ,  les g~s, ,~o) engendrent le Csx v. o, xo) "m~ Ker v~o(s ). 
Cela prouve le lemme si T n e  passe pas par s o . 

Si T passe par so, soit t3=v| l~Txu: O~.•215 Par hypo- 
th~se de r6currence, il existe un voisinage if2 de So dans T et une famille 
finie (hk)k+K de sections de r215 au-dessus de {2 X{Xo} tels que, pour 
tout s ~ ,  les il~o(S) appartenant ~l Keri3~o(S) engendrent ce (gv, ~o" 
module. On peut t rouver  un voisinage ~ de s o dans S, contenu dans ~',  
tel que Oc~T=l'2, et que, pour tout kEK,  h k soit la trace sur T• 
d'une section h k de 0~• au-dessus de 12. Or, on a pour tout seQc~T:  

k ~ k  V~o (s) = V~o (s), et hxo (s) - hxo (s) quel que soit k ~ K. Posons alors I = J u K, 
f~ =gi Ia pour i~I, e t f  ~ =h k pour k e K .  Le voisinage Q et la famille (f~)~+~ 
ont les propri6t6s requises. 

Proposition (III, 5). Soient S un espace analytique complexe, U une 
partie ouverte de C", (So, Xo) un point de S x U, v u n  morphisme ~}• v--+ 
~ s• I1 existe un voisinage ~ • V de (So, Xo) dans S x U et un entier 
Ixo>O tels que l'on ait pour tout entier tx> lx o et tout point (s, x ) ~ O  • V: 

" ~ v~(s))=~ll~+lO~s, c~ Kerry(s) .  �9 llx(?glx Cv, ~ c~ Ker 

DOmonstration. a) I1 suffit de la faire darts le cas oill S est r6duit. 

b) Prouvons d 'abord qu'il existe un voisinage 12 de So dans S e t  un 
entier ix o > 0  tels que l'6galit6 de la proposition soit vraie pour tout 
#x>po et tout point (s, Xo)eQ x {Xo}. Soient ~ et (f~)iox comme dans le 
lemme (III, 4). Pour  toute partie a de / ,  notons ~ le faisceau sur ~ x {Xo} 
engendr6 par les f  i, i~ a. Pour tout se  O, il existe, d'apr~s le lemme (III, 4) 
une partie a de I telle que Ker v~o(s) = ~ ,  ~o(S). L'ensemble 16tant  fini, 
l'assertion r6sulte de la proposition (III, 1). 

c) D6montrons maintenant la proposition. Soient U' x W un voisinage 
ouvert de (xo, 0) dans U x C" tel que U' + W= U, et 4o l'application de 
S x U' x W dans S • W d6finie par 4o (s, x, y) = (s, x + y). 

Soit v' =4o* v: O~•215 "-+O's~v,• 
On a pour tout (s, x ) e S  x U': vb(s, x)=v~(s).  La proposition r6sulte 

donc de b), off l 'on remplace S par S x U', U par W, s o par (So, Xo), xo 
par  0 et v par v'. 

Encore quelques notations. Soit x un point d 'une partie ouverte U 
de C". Pour  tout entier ~ > 0, notons n, la projection canonique Cv, ~-+ 
0v, x,---~t~ll~+ a ", si4o est un homomorphisme r ~--+ C/s, ~, soit [4o]~ l 'homo- 
morphisme (Or, ~/?0l~+~) ~ -+(#v. ,/~l~l~ + ~)~ qui s'en d6duit. Enfin, si fl est 
un entier >a ,  designons par z~ la projection canonique IVv, ~/~Jl~+~ --+ 
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Proposition (III ,  6).  Soient S un espace analytique complexe, U une 
partie ouverte de C", (So, Xo) un point de S • U, cs un complexe 

p q v r (~sxu (~sxv ~(~sxv. 
Il  existe un voisinage Q x V de (So, Xo) dans S • U et deux entiers 

positifs ~ et fl tels que pour tout (s, x ) e  (2 x V, les deux conditions suivantes 
soient 6quivalentes : 

(i) le complexe 
p u= ( s )  q v~ ( s )  r 

cgx(s): ~v,x , (gv, x '0v,  x 
est acyclique ; 

(ii) [m [ux(s)]~ = lr~ +p (Ker  [v~(s)]~+p). 

Ddmonstration. Soit ~2 x V un voisinage de (So, Xo) dans S x U satis- 
faisant aux conditions du corollaire (III, 3) et de la proposi t ion (III, 5). 

Prenons pour  ~ l 'entier Po de la proposi t ion (III, 5). On a pour  tout  
entier p>__~ et tout  (s, x)eg2 x V: 

9J~=(gJl~ u 0}, = n Ker  vx(s)) = .qYt~ + 1 0~, x n Ker v=(s), 
d'ofi:  

~ +  1 0~, x c~ Ker  vx(s) ~ ffftx Ker  vx(s). 

Cela implique que tout  sous Cv, x-module M de Kervx(s)  tel que 
Ker  v = ( s ) c M + g J ~  +1 0~:, x est 6gal ~t Ker  vx(s), car pour  un tel M:  

Ker  Vx(S) c (M + ~ + 1 0~, x) n K e r v  x (s) 

= M + (gJ~ + 1 C~, x c~ Ker  vx(s)) c M + 9J~x Ker  vx(s), 

ce qui  entraine M = K e r  vx(s ) en vertu du lemme de NAKAYAMA. Appli- 
quant  cela ~ M = I m  u~(s), on trouve d6j~t que (i) 6quivaut ~ la condi- 
t ion (iii) que voici: 

(iii) Im [ux(s)], = ;%(Ker v~,(s)). 

Pour  6tablir l '6quivalence de (ii) et (iii), il suffit d'6tablir l 'existence d 'un 
entier f l > 0  tel que pour  tout  (s, x ) e f2  x V, on ait: 

n~+P (Ker  [v~(s)],+a) = n,  (Ker  v~(s)), 
i.e. 

~j)li+ p + 1 0~, ~ c~ Im %,(s) c 9J~i + ~ Im v~(s) 

(l ' inclusion oppos6e 6tant toujours vraie). Prenons pour  fl l 'entier 2o 
du corollaire (III, 3). 

D'apr6s ce corollaire, on a pour  tout  (s, x ) e S  x U et tout  2 > f l :  

9Yt= (gTt ~ 0~, ~ n Im vx(s)) = 9J~ +t ~ ,  = n Im v~(s), 
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d'ofl (par r6currence) pour tout entier v > 0: 

~ , +  P $~,.  c~ Im v.(s) ~ ~1l~ Im v.(s). 

On a donc l'inclusion voulue pour v =ct+ 1, et la proposition est d6mon- 
tr6e. 

IV. Points de non-platitude d'un morphisme d'espaces analytiques 
D~finition (IV, I ) .  Soit X un espaee analytique complexe. Une partie E 

de X est dire constructible si c'est un dldrnent de la plus petite famille de 
parties de X stable par rdunion finie, intersection finie et passage au com- 
pHmentaire, et contenant les sous-ensembles analytiques de X. 

Remarque (IV, 2). On voit sans peine qu'une partie constructible E 
de X peut toujours se mettre sous la forme: 

E= [.) (Af-B~), 

o~ (At, B~),~I est une famille finie de couples de sous-ensembles analyti- 
ques de X. 

Remarque (IV, 3). Contrairement /~ ce qui se passe en g~om~trie 
alg6brique, si Y est un sous-ensemble analytique de X, et si E est une 
pattie constructible de X - Y, E n'est pas en g~n6ral construcfible dans X. 

Lemme (IV, 4). Soient X un espace analytique eomplexe, E et F deux 
espaces vectoriels de dimension finie sur C, vune application analytique 
de X dans L(E, F), 6un entier >0. Les ensembles {x~X; dim Im v(x)=b)} 
et {x~X; dim Ker v(x)=6} sont eonstructibles. 

Ddrnonstration. l~vident. 

Lemme (IV, 5). Soient X un espaee analytique eomplexe, E, F, G, H 
quatre espaces vectoriels de dimension finie sur C, u et v deux appfications 
analytiques de X dans L(E, F) et L(G, H) respeetivement, ~ une applica- 
tion lin~aire de G sur F. L" ensernble {x ~ X; dim Im u (x) = dim n (Ker v (x))} 
est construetible. 

Dgmonstration. I1 suffit de v~rifier que, ~ 6tant enfier > 0, les ensembles 
{x~X; dim Im u(x)=6} et {xsX; dim n Ker v(x))=6) sont construc- 
fibles. Pour le premier, cela r~sulte de (IV, 4); quant au second, it s'~crit: 

0 ({x ~ X;  dim Ker v(x) = d} c~ {x E X; dim (Kerv (x) c~ N) = d -  6}), 

o~ N d6signe le noyau de n. Mais {x~X; dim Ker v(x) =d} est construe- 
tible d'apr~s (IV, 4) et {xsX; dim Ker v(x)raN=d-~}  l'est pour la 
m~me raison, car Ker v(x)c~N est le noyau de l'application (v(x), n): 
G --* H x k~ 
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D6finition (IV, 6). On dira qu'une part& E d'un espace analytique X 
est localement constructible si tout point x~  X poss~de un voisinage ouvert 
0 tel que 12 n E soit une partie constructible de s 

Lemme (IV, 7). Une partie E d' un espace analytique complexe X locale- 
ment constructible et fermde est analytique. 

Ddmonstration. La question 6tant locale, on peut supposer E construc- 
tible dans X, i.e. de la forme 

U (A~-~,), 
t r  

off (A~, B~)~ I est une famille finie de couples de sous-ensembles analyti- 
ques de X. L'hypoth~se entraine que 

E =  U ( A i - B i )  �9 

Or, si Ae t  B sont deux sous-ensembles analytiques de X, l'adh6rence A - B 
de A - B  dans X enes t  un sous-ensemble analytique, d'ofl le lemme. 

Soit ~o: Y ~ S  un morphisme d'espaces analyfiques complexes, ~ un 
faisceau analytique coh6rent sur Y. Pour 6tudier localement (sur Y) cette 
situation, on peut toujours supposer que Y est un sous-espace de S x U 
off U est un sous-espace ouvert de C% que ~o est la compos6e de l'injection 
i: Y ~ S x  U et de la projection ~: S x  U ~ S ,  et que o ~ est l'image r6ci- 
proque par i d 'un faisceau analytique sur S • U, nul en dehors de Y, et 
not6 encore 8. 

D~flnltion (IV, 8). On dit que ~ est tp-plat en un point y~  Y si 8y est 
un ~)s.~,~y)-module plat. En particulier, on dit que ~o est plat en y si d) r e s t  
~o-plat en y. (On dit aussi S-plat au lieu de ~o-plat lorsque cela n'entratne 
pas de confusion.) 

Th~or~me (IV, 9). Soient tp: Y ~ S  un morphisme d'espaces analyti- 
ques complexes, ~ un faisceau analytique coMrent sur Y. L'ensemble des 
points y~  Y e n  lesquels ~ n' est pas ~o-plat est analytique. 

Dkmonstration. La question 6tant locale, on peut supposer que Y= 
S x U, que ~o =re et que g admet un d6but de r6solution: 

, 8 ~0 

" ,~]xv  v , O ,  ~ g = ~ v  s• 

Soit (s, x) un point de S x U. En vertu du crit~re de platitude de [1], 
chap. I I I ,w 5, th. 1 (l'hypoth~se t<id6alement s6par6~> &ant satisfaite en 
vertu de loc. cit. prop. 2), pour que le 0s, s-modlule Cts, x) soit plat, il 
faut et il suffit que Tor~ s, "(~cs, ~), C) soit nul, i.e. que le complexe 

~x(s):  r .~c.~ ,~u,~ ~ ~" )  '~u,~' 
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soit acyclique. Or, il r6sulte de la proposition (III, 6) et du lemme (IV, 5) 
que l'ensemble des points (s, x)~ S x U off cela n'est pas vrai est localement 
constructible. D'aprbs le lemme (IV, 7), l'assertion r6sulte donc du lemme 
suivant, dfl/t DOUADY: 

Lemme 0V, 10). L'ensemble des points (s, x ) e S x  U en tesquels le 
complexe c~'~(s) est acyclique est ouvert dans S x U. 

D~monstration. Les notations sont celles de [3]. Soient (So, xo) un 
point de S x U, K c  U un polycylindre d~(so)-privil6gi6 * contenant xo 
son int6rieur, cg d6finit un complexe de fibr6s vectoriels de base S 

B (K, ~) :  B (K, d~ • v) ~ B (K, ~ • t~) ~ B (K, 0~ • u). 

Si le complexe ~o(So) est acyclique et si K est assez petit, B(K, c~) est 
exact direct au point So, donc aussi au voisinage de s o. 

Mais (lot. cit. 8, lemme 1) si B(K, c~) est exact en s~S, le complexe 
de faisceaux off(s) est une suite exacte au-dessus de l'int6rieur de K, d'oh 
le lemme et le th6or6me. 

Soient S u n  espace analytique complexe, S' l'ensemble des points 
lisses de Srea; on sait que S' est ouvert et partout dense dans S, et que 
son compl6mentaire est analytique. 

D~finition (IV, 11). On dira qu'une partie A de S est n@tigeable si 
A c~S' est une rdunion d~nombrable de sous-vari~tOs analytiques de S', 
localement ferrules et d'int~rieur vide. 

Remarque (IV, 12). (i) Toute r6union d6nombrable de parties n6gli- 
geables de S est n6gligeable. 

(ii) Toute partie n6gligeable de S est maigre (car l'adh6rence d'une 
partie localement ferm6e et d'int6rieur vide de S est d'int6rieur vide). 
Comme Sest un espace de B~aIu~, une partie n6gligeable est d'int6rieur vide 
et son compl6mentaire est partout dense. 

Lemme (IV, 13). Soit 9: X ~ S  un morphisme d'espaces analytiques. 
On suppose la topologie de X d base d~nombrabte, et S r~duit. Pour que 
q) (X) soit n@ligeable dans S, il fau t  et il suffit que qo n'admette de section 
a: g2 ~ X sur aucun ouvert non vide f2 de S. 

D~monstration. On peut 6videmment supposer S lisse et Xr6duit. Xest 
alors r6union localement finie, donc d6nombrable, de sous-vari6t6s anaty- 
tiques localement ferm~es Xi, tetles que le rang de q~lx, soit constant. 
On peut dond, (IV, 12), se ramener au cas off X est lisse, et q~ de rang 
constant. Locatement, q~ est alors la compos6e d'une submersion et d'une 
immersion. De nouveau d'apr~s (IV, 12), on peut supposer que 9 ( X )  
est une sous-vari6t6 de S, et q~ une submersion de X sur ~0(X). Dire que 

4 Au sens de loc. cit. 7, d6finition I. 
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q~(X) n'est pas n6gligeable 6quivaut alors gt dire que l'int6rieur de ~o (X) 
n'est pas vide, i.e. qu'il existe un point x ~ X  oia ~o: X--*S est une sub- 
mersion, ce qui signifie que ~o admet une section a au voisinage de ~o(x). 

Proposition (IV, 14). Soit qo : Y ~ Sun  morphisme d'espace analytiques 
complexes, ~ un faisceau analytique cohdrent sur Y, Z l" ensemble des points 
de Y oft ~ n'est pas @-plat. On suppose S rdduit, et les topologies de S e t  
de Y gl base ddnombrable. Alors rimage de Z dans S est nOgligeable. 

D~monstration. La question 6rant locale, on peut supposer que Y= 
S x U, U ouvert darts C", et que q~ est la projection S x U ~ S. On peut 
d'autre part supposer S lisse. D'apr~s le lemme pr6c6dent, il suffit de 
montrer que si O est un ouvert de S, e t f u n  morphisme O ~ U, le graphe F 
de f ne peut ~tre contenu dans Z. Comme F est une vari6t6, on peut 
trouver un O-isomorphisme a: f2 x U ~ O x V, (V ouvert dans C"), trans- 
formant Fc~(O x U) en O x{x}, x~V.  D'apr6s le th6or6me (II, 1), l'en- 
semble des points s~O off %(d~215 est O-plat et dense dans O x{x}. 
Ainsi F n'est pas contenu dans Z, et la proposition est d6montr6e. 

Soient ~o: Y--*S un morphisme d'espaces analytiques complexes, 
un faisceau analytique coh6rent sur Y, y un point de I7, s son image par 
qo; tp d6finit un morphisme de schemas ~: Spec(0r, y )~Spec(0s ,  s), et 

d~finit un faisceau coh6rent ~ sur Spec(0r, y). Cherchons les points 
de Spec(0r. r) o/l ~ est ~5-plat. 

La question 6tant locale, on peut supposer Y = S  • U, (U ouvert dans 
C"), ~o=n: S x  U ~ S , y = ( s ,  x ) e S x  U. Soit peSpec(0r ,  r); P d6finit au 
voisinage de (s, x )un  sous-ensemble analytique Z c S  x U dont le germe 
Z(s, x) en (s, x) est irr6ductible. Soit q = ~(p)~ Spec (0s, s); q d6finit au 
voisinage de s u n  sous-ensemble analytique T c  S, dont le germe Ts en s 
est irr6ductible; T, est le plus petit germe en s de sous-ensemble analytique 
de S contenant n(Z(~, ~), (qui en g6n6ral n'est pas analytique). I1 s'agit 
de savoir h quelle condition sur p le (0s, ~)q-module (~(~, ~)p est plat. 
Notons re(q) le corps r6siduel de l 'anneau local (0s, ~)q, et p' l'image 
canonique de l'id6al p dans 0r• v, (~, ~ (P' est l'id6al de Z(~, ~) consid6r6 
comme germe de sous-ensemble analytique de T x U). On a: 

= (~)s • v.  (~. ~ ) ~  |  ~. ~.. ~, O r  • v. (s. ~ 

= ( O r  • v.  ~,, ~ ) ~ '  �9 

Lemme (IV, 15). Pour que le (Os, ~),-module (~(~, ~))~ soit plat, il faut  
et il suffit que Tor~ ~ v, ~, ~, (~(~, ~), (0 r • v, (~, ~))~,) =0. 

Os• Os• un d6but de r6solution Ddmonstration. Soit c~: 0}• v ~ a ~ ~ 
de ~- au voisinage de (s, x). Comme l e r  • v, (~, ~ymodule (0 s • v. (~, ~))~ 

10 Inventiones math., Vol. 4 
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est plat, (~r x~)~ est un d6but de r6solution libre du (tVs• v, ts,x~)p -module 
(~((s,~))p. D'apr~s un crit~re ([1], ch. III, w th. 1) d6j~ utilis6, (~((s,x~)p 
est (Os, ~)q-plat si et seulement si Tor(1 ~s,')q ((~(o, x))p, x(q))=0.  Ce Tor  
s'identifie ~t l 'homologie du complexe (cr ' ~))p |  j), x(q), lequel, en 
posant cg T =cr |  ~, Or• v, n'est autre que (cgr, (~,~))p,. L'homologie de 
ce complexe 6tant Tor~ ~ ~'. (-.~ (~((~. ~), (t~T• (~, ;,))p,), le lemme est 
6tabli. 

Lemme (IV, 16). Soient X un espace analytique r~duit, ~: ~ - %  tV~x-~ 
O~x un complexe sur X, x un point de X, a un ideal de r ~, d~finissant au 
voisinage de x un sous-ensemble analytique Z, X '  l'ensemble (analytique) 
des points de X oi~ .~ n" est pas acyclique. On suppose X irr~ductible en x. 
Pour que (.r =-r |  ~ ((Vx, x)~ soit acyclique, il faut  et il suffit que Z~ 
ne soit pas contenu dans X ' .  

D~monstration. Soient f  i, i = 1, ..., m, des sections de r au voisinage 
de x, dont les germes f~ en x engendrent Ker v~. Pour que (.r176 soit 
acyclique, il faut et il suffit que lesf~ soient dans Im(ux)~, i.e. qu'il existe 
au voisinage de x une section g de Cx telle que gx~a et quef~ g ~ I m  u~, 
i=1 ,  ..., m, ce qui signifie qu'au voisinage de x, on a l'inclusion de 
faisceaux g. Ker v ~ I m  u. Or, si une telle section g existe, g ~ a  entra~ne 
{g =0}~b Z , ,  et par suite xest  adh6rent ~ Z - { g  =0};  mais en un point x'  
off g ne s'annule pas, gx, est inversible, et l 'on a: (Ker v)~, = (g .  Ker v)~, c 
(Im u)~,, donc x'  e X -  X':  la condition est n6cessaire. 

R6ciproquement, cette condition implique que X" et (Zc~ X')~ sont 
des sous-germes stricts de X~ et Zx respectivement. On peut alors trouver 
au voisinage de x une section de d? z nulle sur Z c~ X',  mais non identique- 
ment nulle sur Z ,  d 'o~ une section g de r nulle sur X' ,  et telle que 
g ~ a .  Comme Ker v/Im u est port6 par X', il existe k tel que gk(Ker v/ 
Im u) =0  au voisinage de x, i. e. gk Ker v c Im u: la condition est suffisante. 

Appliquons ce lemme/l  la situation pr6c6dente, en prenant X = T x  U, 
-~ =~gr, a = p ' .  Compte tenu de (IV, 15), il vient: 

Proposition (IV, 17). Pour que ( ~ ,  x))p soit un (Os, ~)~-module plat, 
il faut  et il suffit que (s, x) soit adherent gt l'ensemble des points (s', x') de 
Z en lesquels Tor~ s~ ~'. ~", ~'~ (~o', ~'), tPr • v. (~', ~,))=0. 

Soit R le sous-ensemble analytique de S x U off ~- n'est pas S-plat. 
Si Zo, ~) n'est par contenu darts R(,, ~), (s, x) est adh6rent/ l  l'ensemble 
des points (s';x') de Z off la condition de la proposition est satisfaite. 
Ainsi, en reprenant les notations du d6but de ce paragraphe: 

Corolla.ire (IV, 18). Soit p~Spec (Or, y), et soit Z le sous-ensemble 
analytique de Y ddfini par p au voisinage de y. Si Z contient des points 
o~ o~ est S-plat, alors ~ est Spee(r en p. 



Points de platitude d'un morphisme d'espaces analytiques complexes 137 

3 
~$xU 

0 s 
SxU 

On en d6duit ~r~: 

H61as, la rdciproque estfausse, voici un contre-exemple. Prenons S = C  3 
(variables x, y, z), U=C z (variables u, v). Soit R le sous-espaee de C s 
d6fini par l'id6al: 

( x - z u ,  y - z v ,  u - s i n v ) .  

Prenons ~" = OR: l'ensemble de non-S-platitude de ~r est exactement R. 
En effet, il est 6videmment contenu dans R; d'autre part ,en un point a 
de R ne se projetant pas ~t l'origine, n(R) est d6fini par l'~quation: 

( , )  X - s i n  Y = 0 ,  
Z Z 

done est de eodimension 1, et par suite ~" nes t  pas S-plat en a s; ainsi, 
1'ensemble de non-S-platitude de ~" est dense darts R, done 6gat r R, 
car ferm& 

Prenons pour p l'id6al de R h l'origine: p e s t  un id6at premier de 
0s • v, (0, 0); la projection de R, d6finie par l'6quation (,), n'est pas ana- 
lytique r l'origine, et n'est contenue dans aucun sous-germe analytique 
strict de S ~t rorigine. Par suite q = 0  et T=S.  La condition du crit~re 
(IV, 16) est done satisfaite. (-~[o, o))p est (0s, o)q-plat, bien que ~ ne 
soit S-plat en aucun point de Z = R. 

Remarquons que, darts cet exemple, l'ensembte E des points de 
Spee(0s • v~ fo, o)) or) d o ,  o) n'est pas Spee(0s. o)-ptat n'est pasferm~ dans 
Spec (Osxv. (o, o))- En effet, pour tout nombre r6el a, soit p~ l'id6al 

( x -  z u, y--  z v, u - s i n  v, y - -a  z) . 

Le sous-ensemble Z~ ddfini par p, se projette suivant la droite T~ ddfinie 
par l'iddal 

q,,=(y-~ z, x - (s in  ~) z) . 

Cela dit, voici un ddbut de r6solution c~ de ~" au voisinage de l'origine: 

0 - ( u - s i n  v) - (XoZU)  
- (u - sin v) 0 

(y-zv) ( x - z u )  

( x - z u ,  y - z v ,  u-sinv)~ Os~v. 

10" 

0 - ( u - s i n v )  (~-v) z \ 
- ( u  - s i n  v )  0 - -  ( s i n  ~ - -  u )  z ) 

Or,• ( ~ - v ) z  (sin g - u ) z  0 ..... , 

63 ( ( s i n ~ - u ) z , ( a - v ) z , u - s i n v ) ,  ~r,• 
T~xU 

s Cela r~sulte, par exemple, de [3], page 68, note 13. 
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(~Tt, n'est  acyclique en aucun point  de Z~: la section 

s i n ~ - s i n v  ) 
1' V--~ , Z 

de (9~.• v e s t  un cycle sans ~tre un bord. D'apr~s (IV, 16), (~(o, o))p~ 
n 'est  done  pas (r o)p,-plat; ainsi p,  e E  pour  tout  ~ r6el. Or 

p=Np~ 
Gt 

est adh6rent h l 'ensemble des p~, sans ~tre dans E:  E n'est done pas ferm6 
dans Spec(Os• v, (0, o)). 

On  notera  que le th6or~me 11.1.1 de [4] 6, suppose le morphisme 
localement de type fini, hypoth~se qui n 'est  bien stir pas satisfaite ici. 
On  voit qu 'en  ce qui concerne la platitude, le point  de vue des sch6mas 
locaux d6finis par  les espaces analytiques ne coincide pas avec celui de 
la g6om6trie analytique. N6anmoins,  on trouvera dans l 'article de KIEHL 
qui suit, une d6monstrat ion trbs rapide et tr~s 616gante du th6or~m IV, 9 
a partir  du  th6or~me 11.1.1 de [4]. 
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Voici son 6nonck: Soient Y un schdma localement noethdrien, f :  X--* Y un mor- 
phisme localement de type fini, ~.~ un r cohdrent. Alors l'ensemble des points 
x E X  oft ~r est f-plat est ouvert dans X. 

(Re~u le 12 Juin 1967) 

4 rue Paul L6autaud 
92 Fontenay-aux-Roses 


