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Points de platitude d’un morphisme
d’espaces analytiques complexes
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Introduction

Soient ¢: ¥ — S un morphisme d’espaces analytiques’, # un faisceau
analytique cohérent sur Y. Le but de cet article est de montrer que
Pensemble Y’ des points yeY ol & n'est pas @-plat est analytique
(th. 1V, 9), ce qui avait été conjecturé dans [2], exposé 13, par Gro-
THENDIECK. L’énoncé analogue en géométrie algébrique? est le théore-
me 11.1.1 de {4].

Dans la premiére partie, on montre (th. I, 9) que pour toute partie X,
compacte et assez réguliére d’un espace analytique S, Panneau I'(K, Og)
est noethérien. Cela permet d’étendre aux faisceaux analytiques cohérents
certains théorémes d’algébre (lemme D’ ARTIN-REES et théoréme de plati-
tude générique). On peut alors (propositon 111, 6) établir un critére local
d’acyclicité pour un complexe de modules libres sur C* qui dépend d’un
paramétre décrivant un espace analytique S. On arrive au but dans la
quatriéme partie, ot 'on étudie aussi 'image de Y’ par ¢, et ot 'on
montre que, y étant un point de Y, le théoréme 11.1.1 de [4] ne s’applique
pas au morphisme de schémas: (spec(0y,,) —spec(¥s,, ) défini par ¢.

C’est ADRIEN Douapy qui m’a donné I'idée de ce travail et qui I'a
dirigé. HENRI CARTAN et BERNARD MALGRANGE en ont lu une premiére
version, et m’ont suggéré de nombreuses améliorations. Qu’il veuillent
bien trouver ici Pexpression de ma reconnaissance.

I. Anneaux Noetheriens de fonctions analytiques

Le faisceau structural d’un espace analytique réel (resp. complexe)
X sera noté Oy. On appelle sous-ensemble analytigue de X une partie
fermée Y de X telle que, pour tout ye Y, il existe un voisinage ouvert U
de y dans X et une famille finie (£}, ..., #,) de fonctions analytiques réelles
(resp. complexes) sur U, i.e. de fonctions associées a des sections de Oy
au-dessus de U, vérifiant:

YnU={yeU; £(y)="=¢,(y)=0}.

! Les espaces analytiques considérés ici ne sont pas supposés réduits.
2 Cf. note § 3 Ia fin de larticle, et aussi Particle suivant de Kigur.
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Si Y est un sous-ensemble analytique de X, on notera @y le faisceau des
fonctions analytiques réelles (resp. complexes) sur ¥; .# étant le faisceau
d’idéaux de ¢y formé des sections dont la fonction associée s’annule sur
Y, on a: @, =0,/#. Dans le cas complexe, la notion de sous-ensemble
analytique coincide avec celle de sous-espace analytique réduit.

Définition (X, 1). Erant donnés un espace topologique E, un faisceau
d’ensembles Fsur E et un point a de E, on dit qu’un voisinage Q de a est
F -privilégié (ou priviligié pour & ) si lapplication canonique I'(Q, F) - %,
est injective.

Remarque (I, 2). Soit ¥ un espace analytique complexe réduit. Pour
qu'un voisinage ouvert 2 d’un point ae ¥ soit @y-privilégié, il suffit que
toutes les composantes irréductibles de Y n Q passent par g, (cela résulte
de ce que Pensemble des points lisses d’un ensemble analytique complexe
irréductible Z est connexe et partout dense dans Z). Si Q est DE STEIN,
cette condition est aussi nécessaire, (on le voit en appliquant le théoréme A
a Pidéal défini par une composante irréductible de ¥ n £ ne passant pas

par a).

Remarque (I, 3). Soient 0 »F' —»F —»F ' une suite exacte de fais-
ceaux de groupes abéliens sur E, ef @ un point de E. St Q est un voisinage
de a priviligié pour #' et #7, il 'est pour & (3 cause de Pexactitude &
gauche du foncteur I'). Si Q est un voisinage de a priviligié pour Z, il
Pest pour &',

Proposition (I, 4). Soient X un espace analptique complexe, ¥ un
faisceau analytique cohérent sur X a un point de X. Il existe un voisinage
U de a, et une famille finie (Y, ..., Y,,) de sous-ensembles analytiques de X
passant par a jouissant de la propriété suivante: un voisinage £ de a contenu
dans U est F-priviligié¢ dés qu’il découpe sur chacun des Y; un voisinage
Oy -priviligié de a.

Démonstration. a) Soit 0 »F' - F — F'' une suite exacte de fais-
ceaux analytiques cohérents sur X. Si la proposition vaut pour &’ et
F", elle vaut aussi pour #. Soient en effet U’ (resp. U’') le voisinage
de a, (Y}, ..., Yu) (resp. (¥g, ..., Ynu)) la famille de sous-ensembles
analytiques de U’ (resp. U'") associés & &' (resp. #'') par la proposition.
Levoisinage U=U'nU" etla famille (Yon U, ..., Yoo U, ..., Yoo U)
de sous-ensembles analytiques de U ont la propriété requise: cela résulte
de (1, 3).

b) & étant donné, on peut trouver un voisinage de a, et une suite
de composition &, ..., %,,, de F au-dessus de ce voisinage, telle que
pour 05ism, F|#.,, soit isomorphe & Oy, ol Y, est un sous-ensemble
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analytique irréductible de X passant par g (cf. [Z], ch. IV, §1, th.1).
La proposition vaut pour chacun des Oy, d’aprés (I, 2), donc pour &
d’aprés a).

Rappelons quelques définitions et résultats classiques sur les ensem-
bles semi-analytiques (pour plus de précision, cf. [6], §1).

Soit Q une partie ouverte d’une variété analytique réelle M. On dit
qu’une partition A" de 2 est une stratification si A" est une partition finie
de Q en sous-variétés analytiques connexes localement fermées, et si pour
tout élément (ou strate) I'de A4, ('~ I Q est une réunion de strates
de dimension strictement inférieure.

Pour toute partie ouverte w de @, notons 4 (w) la partition de w
dont les éléments sont les composantes connexes des ensembles wn I
I'e #". Un voisinage ouvert @ d’un point x de Q sera qualifié de normal
pour la stratification A", si A" (Q) est une stratification de Q, et si x est
adhérent A toute strate de A7 (Q).

Soit Q un voisinage normal de x, et soit I la strate de A" ((Q) con-
tenant x. Toute strate de A7 (Q) autre que I'a une dimension strictement
supérieure a celle de I'; Q est connexe, et I est Pintersection avec Q@ de
la strate de A" passant par x.

Une stratification est dite compatible avec une partie A de M si toute
strate est soit contenue dans 4, soit disjointe de A.

Soit ae M. Désignons par &, 1a plus petite famille de germes en a de
parties de M, stable pour les opérations de réunion et intersection finies,
et de passage au complémentaire, et contenant les germes de la forme
{xeM;f(x) <0},, ouf estunefonction analytique réelle au voisinage de a.
On dit qu’une partie 4 de M est semi-analytique si, pour tout point x de
M, son germe en x est un élément de %, Cette notion étant de caractére
local, on définit de fagon évidente les parties semi-analytiques d’un espace
analytique réel. Enfin, une partie d’un espace analytique complexe sera
dite semi-analytique si elle Pest pour la structure réelle sous-jacente.
Cela dit, voici le résultat que nous utiliserons ([6], ibid.):

Soient X un espace analytique réel, a un point de X et (4g, ..., 4,,) une
famille finie de parties semi-analytiques de X. Il existe une stratification &
d’un voisinage ouvert U de a compatible avec chacun des A;, telle que tout
point x de U posséde un systéme fondamental de voisinages normaux.

Propoistion (I, 5). Soient X un espace analytique réel, A une partie
semi-analytique de X, a un point de A, et (Y, ..., Y,,) une famille finie de
sous-ensembles analytiques de X passant par a. Il existe un systéme fon-
damental B de voisinages de a dans A, dont tout élément V posséde lui-
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méme un systéme fondamental B, de voisinages ouverts dans X, tel que
tout élément WelB, découpe sur chacun des Y, un voisinage Oy -privilégié
de a.

Fig. 1

Démonstration. La proposition étant de caractére local, on peut
supposer que X = R”. Soit U un voisinage ouvert de ¢ dans R” muni d’une
stratification /" compatible avec 4, Y, ..., ¥,,, tel que tout point xelU
admette un systéme fondamental 2(x) de voisinages normaux.

Prenons B={0n 4; 0e2(a)}.

Soit VeB; Vest de laforme 0 n A4, ot O est un voisinage normal de 4.
Pour prouver la proposition, on doit, étant donné un voisinage QR de V
dans R®, construire un voisinage ouvert W de ¥ dans R", contenu dans Q
et découpant sur chaque Y; un voisinage Oy -priviligié. Pour chaque
xeV, soit @(x) un voisinage de x dans R”, normal pour .4 et contenu
dans Q. Posons:

W= 0(x),

xeV

et vérifions que W a bien la propriété demandée. Soit £ une fonction ana-
Iytique réelle sur W, nulle au voisinage de @ sur Y=1Y;, ot i est fixé
entre 0 et m: on va montrer que ¢ s’annule alors sur YnW. Y Q est
une réunion (finie) de strates de 47(Q), lesquelles sont des variétés con-
nexes, adhérentes A g, et situées, soit dans 4, soit hors de 4. Il est évident
que ¢ s'annule sur toute strate contenue dans AN Yn(, donc sur
AnYnQ. 1 est clair aussi que ¢ s’annule sur YN Q(a). Il reste donc a
prouver que, si b est un point de V autre que g, £ est nulle sur Y@ (),
i.e. sur toute strate de A (Q(d)) contenue dans Y.

Soit y une strate de A (Q(b)) contenue dans Y; y est adhérente 4 b,
et c’est une composante connexe de I'intersection avec Q(b) d’une strate I’
(contenue dans Y) de A4 (Q). D’aprés les remarques précédentes, il suffit
de considérer le cas ol b est dans la frontiére de 4, et oi I'ne rencontre
pas 4.

(34
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AnynQ(b) est une réunion de strates de A (Q(b)); 'une delles,
A, contient b; A est Pintersection avec @{b) d’une strate A (nécessairement
contenue dans A4) de A7(Q). Soit C la composante connexe de I'n ¥
contenant y. Considérons "ensemble

E={xeAnV;A,=C,},

(I'indice x signifie germe en x). £ contient le point &, car AnQ(b)c
FnQ®)=CnQ(b); E est ouvert dans AN V par définition; mais il est
aussi fermé. Mieux: si ye EnAn V¥, alors AnQ(»)=C Q). En effet,
il existe alors un point x dans £nQ(y), donc il existe une partie ouverte
non vide de ANQ@(y) contenue dans CNQ(y). Mais AN Q()) est une
strate de A (Q(»)) puisque yeAd; d’ol Iassertion puisque CnQ(y) est
une réunion de strates de A" (Q(»)).

A étant connexe, on a donc E=AnV, ot AnVcCnV, et méme
AnWe CnW. Or, ae 4, donc aeC, ce qui montre que # s’annule sur
une partie ouverte et non vide de C (3 savoir Q{a)n C), donc sur C tout
entier, et en particulier sur y. C.Q.F.D.

Propesition (I. 6). Soient X un espace analytique réel ou complexe,
A une partie semi-analytique de X, F un faisceau analytique cohérent
sur X. Tout point ac A posséde dans A un systéme fondamental de voisi-
nages F -priviligiés.

Démonstration

a) Cas complexe: Soient U le voisinage de a et Yy, ..., Y, lafamille
de sous-ensembles analytiques complexes de U données par la proposi-
tion (I, 4). Soit B le systéme fondamental de voisinages de « dans 4
fourni par la proposition (I, 5). Tout élément ¥ de B contenu dans U
est un voisinage & -privilégié¢ de a.

En effet, un tel ¥ admet un systéme fondamental 93, de voisinages
dans X découpant sur chaque Y, un voisinage de a privilégié pour le
faisceau des fonctions analytiques reelles sur Y;, donc a fortiori @y,-
privilégié. D’aprés (I, 4), tout WelB, est donc voisinage F -privilégié de g,
et il en est de méme de V puisque:

r(V,#)= lim I'(W,#).
W ey

b} Cus réel: La proposition étant de caractére local, on peut supposer
que X'=R". Considérons R” comme plongé dans C" et notons & (resp. )
le faisceau des-fonctions analytiques réelles sur R” (resp. analytiques com-
plexes sur C"). Le faiscean induit sur R" par @ s’identifie 3 & ®xC.
Ainsi, F ® x C est un faisceau @-cohérent défini sur R” (donc au voisinage
de R"). D’aprés ce qui précéde, a posséde dans 4 un systeme fondamen-
tal de voisinages privilégiés pour & @ xC, donc aussi pour &#.
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Soit X un espace analytique réel ou complexe. On dit qu'une partie 4
de X est de STEIN si elle admet un systéme fondamental de voisinages de
StEIN. Rappelons que dans le cas réel, cette condition est toujours réalisée.

Proposition (I, 7). Soient X un espace analytique réel ou complexe,
A une partie de X semi-analytique et de STEIN, & un faisceau analytique
cohérent sur A. Toute famille filtrante croissante (%), ; de sous-faisceaux
analytigues cohérents de F est localement stationnaire.

Démonstration. Soit a un point de 4. L’anneau 0y , étant noethérien,
la suite & , est stationnaire & partir d’un certain rang j,. Soit W un
voisinage % /%, -privilégié de a dans A (il en existe d’aprés I, 6).

Dans le diagramme commutatif:

0—I'(W, F) =T (W, #)—I (W, % |F;)
&
- F - (FIF
les lignes sont exactes et ’homomorphisme ¢ est injectif. Il en résulte que
(W, #)=I(W, #,) pour tout j = j,. On a donc pour tout point b de W
et tout j = j,:

g';',b=r(‘4,9_’j)‘@X,b=F(W,9})'@x,b=r(W,g'—jo)'0x,b,

0— £

Jo.a o/as

(la premiere égalité résulte du théoréme A). Ainsi, la suite &; est station-
naire & partir de j, au-dessus de W.

Corollaire (1, 8). Soient X un espace analytique réel ou complexe, A
une partie de X semi-analytique et de STEIN, # un faisceau analytique
cohérent sur X. Si E est un sous-ensemble de I'(4, F), le sous-faisceau
analytique de F |, engendré au-dessus de A par E est cohérent.

Démonstration. Pour toute partie finie E; de E, le sous-faisceau & de
& | , engendré au-dessus de A par les éléments de E; est cohérent. Comme
le sous-faisceau &' de & |, engendré au-dessus de 4 par E est la réunion
de la famille filtrante croissante (%), I'assertion résulte de la propo-
sition (1, 7).

Théoréme (I, 9). Soient X un espace analytique réel ou complexe, A
une partie de X compacte, semi-analytique et de STEIN. L’anneau I'(A, Oy)
est noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de I'(4, Ox). Le faisceau d’idéaux S
de O] , engendré au-dessus de A par I est cohérent. Comme A4 est com-
pact, on peut trouver une famille finie (fy, ..., f,) d’éléments de I tels
que pour tout xed, £, soit engendré sur @y, , par les germes en x de
S1s - fp- Le théoréme B entraine alors que 7 est engendré sur I(4, Ox)

parfy, ..., fp-
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Remarque (I, 10). Soient X un espace analytique réel ou complexe,
& un faisceau analytique cohérent sur X; tout xe X posséde un systéme
fondamental de voisinages & -provilégiés, compacts, semi-analytiques et
de SteIN. (On peut en effet supposer X =C"; on sait alors que x posséde
un systéme fondamental de voisinages & -privilégiés qui sont des poly-
disques compacts>.)

Remarque (I, 11). Le théoréme (I, 9) est en général faux si Pon ne
suppose pas 4 semi-analytique. Voici un contre-exemple. Soit A 'ensemble
compact des points (x, y)e R? tels que:

0sx<1, exp (_%2) -sin é—éyél().

Cet ensemble n’est pas semi-analytique & Porigine. Les points M, de
coordonnées (x;, 0), ol
1 =

';;=‘2—+2k7‘6

ne sont pas dans 4. Pour tout entier &, la fonction
Ju(P)y=1-cos(M, P, M,0)

est donc analytique réelle sur 4. Comme £, (P)=0 pour PeAn{y=0}n
{x<x}, et que f,(P) =2 pour Pe A n{y=0} n{x>x,}, la suite des idéaux
engendrés dans I'(4, Oge) par les f; est croissante, mais non stationnaire.

Lemme (I, 12). Soient X un espace analytique réel ou complexe, 5 un
faisceau cohérent d’idéaux de Oy, &' et & deux sous-faisceaux analytiques
cohérents d’un faisceau analytique cohérent F sur X. Alors

) I'X,&nEN=IX, 8NV I(X, &),

(ii) si X est de STeN, I'(X, £F)=I(X, %) . (X, F).

Démonstration. (i) est trivial. Quant 2 (ii), I'inclusion o est évidente;

d’autre part, le morphisme canonique J ®¢, F - FF est par définition
surjectif, donc ’homomorphisme canonique:

I'X, S Qg F)=I'(X,2) @rx, o0 [ (X, F)>I(X, 5 F)

Pest aussi en vertu du théoréme B, d’ol I'égalité.

Proposition- (I, 13) (Lemme d’ARTIN-REES). Soient X un espace ana-
Iytique réel ou complexe, F un faisceau analytique cohérent sur X, & un
sous-faisceau analytique cohérent de F, F un faisceau cohérent d’idéaux

3 Cf. par exemple [3], 7, théoréme 1 (ot on impose des propriétés encore plus
fortes aux voisinages), ou méme [5], théoréme 7, page 32.
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de @y . Pour tout point xe X, il existe un entier 1,2>0 et un voisinage ouvert
Q2 de x au-dessus duquel on ait pour tout entier A=2:

FIFF =5 Fne.

Démonstration. Soient K un voisinage compact, semi-analytique et
DE STEIN d’un point xeX, et Q Pintérieur de XK. Notons respectivement
A, I, E et F les anneaux et modules de sections sur X de Oy, F, € et F:
A est un anneau noethérien (I, 9) et F un 4-module de type {ini. On peut
donc appliquer le lemme D’ARTIN-REES ([}, ch.1II, § 3, corollaire 1 du
th. 1): il existe un entier 1,20 tel que I'on ait pour tout A= 4,:

(%) I{I*FAEy=I*""'"FnE.
Posons pour tout 1244
G =(I N F NI (I F ).

On voit grice au lemme précédent que () s*écrit simplement: I'(K, %,) =0;
K étant de StEIN, les faisceaux analytiques cohérents ¥, sont donc nuls
au-dessus de 2 en vertu du théoréme B. D’ou la proposition.

I, Platitude générique

Soient S un espace analytique complexe, U une partie ouverte de C”,
& un faisceau analytique sur S x U. Pour tout (s, x)eS x U, la projection
Sx U-sSfaitde Osy g, (s, x) Une O, -algébre, et de & ., un 05, ~-module;
si celui-ci est libre (resp. plat), on dit que & est S-libre (resp. S-plat) en
(s, x).

Théoréme (I, 1). Solent S un espace analytique complexe réduit, U
une partie ouverte de C, (s, X) un point de Sx U, F le faisceau d’idéaux
définissant le sous-espace S x{x} de S x U, F un faisceau analytique co-
hérent sur S x U.

() H existe un voisinage ouvert Q de s dans S, et un sous-ensemble
analytique strict T de Q tels que, pour tout s’ Q—T et tout entier k20, le
Sfaisceau F[F*YL F soit S-libre en (s, x).

(i) Si tous les faisceaux F|IF** 1 F sont S-libres au point (s, X), F
est S-plat en ce point.

Démonstration. (i). Posons:
gryOsip= @ IF,  GF=fFlFNF, Y=g, F=09"

k20 k=0
Pour chaque k, %" est un faisceau cohérent de Gg-modules, et il revient
évidemment au méme de montrer qu’en un point (&', x), tous les F/5*F
sont S-libres, ou de montrer qu’en ce point, ¥ est S-libre. On s"appuiera
sur le lemme suivant ({4}, lemme 6.9.2):
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Soient A un anneau intégre noethérien, B une A-algébre de type fini,
G un B-module de type fini. 1l existe £+0 dans A tel que G, soit un Ag
module libre.

On peut supposer le germe de S en s irréductible (on se raméne facile-
ment & ce cas par récurrence sur le nombre de composantes irréductibles
de ce germe). Soit K un voisinage Og-privilégié de s dans S, compact,
semi-analytique et de STEIN (remarque I, 10). L’anneau 4= I'(X, @) est
alors noethérien et intégre. Notons respectivement O, I, B, F, G* et G les
anneaux et modules des sections sur K x{x} des faisceaux Ogy,.7,
gty Ogyy, F, 9" et 9; F est un O-module de type fini; on a:

B=gr;0, G=g,F=® G
k=0
B est une A-algébre de type fini, G un B-module de type fini. D’aprds le
lemme, il existe donc £40 dans A4 tel que G, soit un 4;-module libre.
Prenons alors pour  Pintérieur de X, et pour T le lieu des zéros de ¢
comme S est réduit, T est un sous-ensemble analytique strict de Q.
Vérifions que pour tout s’ Q— T, chaque %* est S-libre en (s, x). Comme
le Os-module ¥* est cohérent, on a d’apres le théoréme B:

gz‘s’, N= Gk ®A @S, 52
et puisque f;. est un €lément inversible de 05, ., on a méme
gfs’, x) = G;®A{(OS, s

comme G est A -plat (car facteur direct du 4,-module libre G,), *
est Os-plat, donc @g-libre en (¢, x).

(ii). Supposons que tous les faisceaux %/ #**1# soient S-libres en
un point (§', x). Posons

B=@S><U,(s',x)’ I="‘¢£s’,x)3 A=@S,S=B/I’ F=’9°_(s’,x)3
et
Fo=(F|F** F)y o=FII""'F

(ces notations sont sans rapport avec celles introduites dans la démon-
stration de (i)). Il suffit de vérifier que si ¢ : M — N est un homomorphisme
injectif de 4-modules de type fini, alors

V=R 1 MR, F—->N®,F
est encore injectif, Pour tout £ 20, 'homorphisme

Vim0 ® lp, M@, E—-NQ®,F
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est injectif, puisque F, est un 4-module libre. 11 en est donc de méme de

T T
imy M@ F->N®,F

(~ signifie séparé-complété pour la topologie I-adique). Or dans le
diagramme commutatif
M@, F—Y>N®,F
! !

o~ limye

M®AF“—‘—>(_ N®AF9

les applications canoniques verticales sont injectives (car les B-modules
M®, F et N® 4 F sont de type fini, donc séparés pour la topologie I-
adique). Par suite, ¥ est injective, d’ot (ii).

III. Complexes dependant de paramétres

Soient S un espace analytique complexe, U une partie ouverte de C".
Pour sesS, Papplication i;: U-SxU qui a xeU associe (s, x)eSx U
fait de Oy une O y-algebre. Si & est un faisceau analytique sur S x U,
on posera & (s) =i} % ; C’est un faisceau analytique sur U, dont on notera
Z.(s) la fibre en xe U. Rappelons que:

%(S)=ZS» x) ®05x U, (s, x) (DU, x= (s, %) ®(9$. sC .

Cela dit, nous allons utiliser le résultat du numéro précédent pour déduire
de la proposition (I, 13) des énoncés analogues, mais relatifs & une famille
de faisceaux sur U paramétrée par un espace analytique S. Pour xe U,
on notera M, I'idéal maximal de Oy .

Proposition (I11, 1). Soient S un espace analytique complexe, U une
partie ouverte de C", (84, Xo) un point de S X U, F un faisceau analytique
cohérent sur S x U, & un sous-faisceau cohérent de & . Il existe un voisinage
ouvert QX V de (sq, xo) dans Sx U et un entier 1,20 tels que Ion ait
pour tout A=A, et tout (s, x)eQRx V:

M (M F(5) 0 8,(8)) =T F(5) 0 8,(5),
ou é;x(s) désigne I’image canonique de &(s) dans F(s).
Démonstration. 1) Soit F'=F Qg Os 1oq, €t soit &’ image cano-
nique de € ®y, O5,q dans F'; on a £'(5)=%(s) et &;(s)=8.(s) pour
tout (s, x)eS x U. On peut donc supposer S réduit.

2) Considérons I’énoncé que voici: Dans les conditions de la pro-
position (IT1, 1), il existe un voisinage ouvert Q de S, dans S et un entier
Ao 20 tels que I’on ait tout 1= 1, et tout se Q:

(*) M, (ML F, (5) 6, () =TT L FL(5) 0 €, (5).
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Soient U’ x W un voisinage ouvert de (x,,0) dans UxC" tel que
U+WcUet o: SxU' xW—-S8xU Papplication (s, x, ¥) > (s, x+).
Soient #'=¢* #, et &’ I'image canonique de ¢* & dans #'. Alors
F' (s, x) =F,,(s5) et 85(s, x) =& (s) pour tout (s, x)eS x U’. On voit donc
que I’énoncé en question, appliqué aux faisceaux & et #' et au point
((s, x), 0) de (S x U’) x W entraine la proposition.

3) Démontrons cet énoncé par récurrence sur la dimension k, et le
nombre de composantes irréductibles du germe de S au point s,. Si
k =0, il résulte immédiatement du lemme d’ARTIN-REES. Nous pouvons
donc supposer k£ non nul, et énoncé établi pour tout sous-ensemble
analytique propre T de S. Cela étant, notons £ le faisceau d’idéaux
défini par le sous-ensemble S x {x,} de .S x U. D’aprés la proposition (I, 13),
il existe un voisinage Q2 x U, de (sq, X,) dans S x U et un entier 1, =0
tels que, pour tout A= 4,, on ait au-dessus de Q; x U;:

(%%) F(FFnE=F"""FnE.

Lemme (111, 2). Pour tout entier A=A, I'égalité (x) est valable en
tout point s€ 2, tel que le Og_c-module

@ [ﬁ/(ﬁlﬁ-}-g)](s, Xx9)
Azt

soit libre.
Achevons la démonstration de notre énoncé en admettant le lemme.
On a pour tout entier 1=0:

FNI'F +8)=(F[8) ®ps., (OsxuvlF7).

Or, en vertu du théoréme (II, 1) appliqué au faisceau F/&, il existe un
voisinage ouvert Q)< Q, de s, dans S, et un sous-ensemble analytique
propre T de Qf, tels que 'hypothése du lemme (II1, 2) soit vérifie en
tout point sde Q7 —7. Il ne reste donc plus qu’a prouver la proposition
pour les points de 7. Mais cela résulte de I’hypothése de récurrence
appliquée a T, au faisceau F' =(F gy, , Orxv))|r<p et d 'image canon-
ique de (€ Qg , Orxuv)lrxy dans F .
Démonstration du lemme. On a pour tout A=4,:

im (F*F Qg , Op) Nim (€ Qg , Op)=im [(F*F N &) Ry, , O],

im signifiant: image canonique dans (S*# +¢&)®q,,, Oy. Or, en un
point se 2, ou I’hypothése du lemme est satisfaite, ’application canon-
ique

Q: ('ﬁdl f + ‘g,)(s, x0) ®0s xU, (s, xp) 00, Xo - '?xo(s)
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est injective. On a donc en un tel point:

@ [lm ("ﬁl1 'ﬁ ®@s XU (DU)] N ¢ [lm (éD ®(Ds xU (DU)]

=&(im [(F* F N €) Rps. » Ou])s
c’est-a-dire:

M F, () &, ()= (F*F  E)L(S).

D’aprés (+*), on a donc pour tout A= 4, et tout point seQ vérifiant
Phypothése du lemme:

M, (M, Zo(5) 0 E, () =[F (F*F N &%)

= F N ELEO=MI F, ()N &, (5),
et le lemme est établi.

Toujours dans la méme situation, considérons un morphisme
v: Oy — Osxp. Pour (5, x)eS x U, soit v, ,, le germe de v au point
(s, X). On posera:
vx(s) = Ugs, x) ® l@v, - @‘III, x? @E’, x>

On a évidemment (InT v),(8) = Im v (s). La proposition (I1I, 1) entraine
donc:

Corollaire (I11, 3). Soient S un espace analytiqgue complexe, U une
partie ouverte de C", (5o, Xo) un point de S x U, vun morphisme 0%, ; — 05, .
Il existe un voisinage ouvert QxV de (sq, x,) dans Sx U et un entier
Ao 20 tels que Uon ait pour tout A= A, et tout (s, x)eRx V:

M (MO o Im o ()= 0, . A Im o, (s).

~
Bien qu’il soit en général faux que (Ker v),(s)=Ker v,(s), nous allons
établir un résultat analogue pour Ker v. Pour tout fe 0%y, (s, x),» nOtons
f+(s) son image canonique dans 0.y, (5)=0% ,.

Lemme (111, 4). Soient S un espace analytique complexe réduit, U une
partie ouverte de C", (s;, xo) un point de S x U, v un morphisme 0%,y —
O%xy- 1l existe un voisinage Q de s, dans S et une famille finie (f%);.; de
sections de 0%y au-dessus de 8 x{x,}, tels que, pour tout S€S, ceux des
J3,(8) qui appartiennent a Ker v, (s) engendrent ce Oy, , -module.

Démonstration. L’assertion étant de caractére local, on peut, par récur-
rence sur la dimension et le nombre de composantes irréductibles du
germe de § au point 5,, supposer le lemme établi pour tout sous-ensembie
analytique propre T de S. Cela dit, appliquons le théoréme (I, 1) au
faisceau & =Coker v: il existe un voisinage £’ de s, dans § et un sous-
ensemble analytique propre 7' de &’ tels que, pour tout se Q' —T, %, .,
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soit un g, -module plat. Quitte & restreindre ©’', on peut trouver une
famille finie (g’);., de sections de Ker v au-dessus de 2’ x {x,} telle que,
pour tout se €Y, les g{;, x,y engendrent le Ogyy, (s, xo-module Ker v, (s).
Cela prouve le lemme si T ne passe pas par ;.

Si T passe par s,, soit 5=v®@sw log,v: OFxv = 07« y. Par hypo-
these de récurrence, il existe un voisinage Q de 5o dans T et une famille
finie (h )keK de sections de 0%, au-dessus de Q x{x,} tels que, pour
tout seQ les h’;o(s) appartenant a Kero, .(5) engendrent ce Oy , -
module. On peut trouver un voisinage Q de s, dans S, contenu dans €',
tel que QN T=8, et que, pour tout kek, #* soit la trace sur T x{xo}
d’une section A* de 0% Txy au- -dessus de Q. Or, on a pour tout se 2nT:

Uy, (8) = vxo (5), et HE ()= h ,(5) quel que soit ke K. Posons alors I=JuUK,
f‘ =g'|o pour iel, et f*= h" pour ke K. Le voisinage Q et la famille (f%);.,
ont les propriétés requises.

Proposition (II1, 5). Soient S un espace analytique complexe, U une
partie ouverte de C”, (8,, Xo) un point de S x U, v un morphisme 0%,y —
Sxu- Il existe un voisinage QxV de (sy, xo) dans Sx U et un entier
Ho =0 tels que l'on ait pour tout entier u= y, et tout point (s, x)e Q2 x V:

M, (M 0%, . " Kerv ())=Me " 0F . Kerv(s).

Démonstration. a) 11 suffit de la faire dans le cas ol S est réduit.

b) Prouvons d’abord qu’il existe un voisinage 2 de s, dans S et un
entier y,=0 tels que P'égalité de la proposition soit vraie pour tout
U po et tout point (s, xg)e Q2 x {xo}. Soient Q et (f*);; comme dans le
lemme (111, 4). Pour toute partie o de I, notons %, le faisceau sur Q x{x,}
engendré par les f*, ico. Pour tout se @, il existe, d’apres le lemme (111, 4)
une partie ¢ de [ telle que Ker v, (s) =%, . (s). L’ensemble 7 étant fini,
Passertion résulte de la proposition (111, 1).

¢) Démontrons maintenant la proposition. Soient U’ x W unvoisinage
ouvert de (x4, 0) dans U xC”" tel que U'+ W< U, et ¢ l'application de
Sx U'x W dans S x W définie par ¢(s, x, y)=(s, x+ ).

Soit ' =@* v: Oy xw = Osxu xw-

On a pour tout (s, x)eS x U’: vy (s, x) =v,(s). La proposition résulte
donc de b), ot Pon remplace S par Sx U’, U par W, s, par (g, Xg), Xo
par O et v par v'.

Encore quelques notations. Soit x un point d’une partie ouverte U
de C". Pour tout entier =0, notons 7, la projection canonique @y .-
Oy, o/M2*1; i@ est un homomorphisme 0, . — 0} ., soit [¢], 'homo-
morphisme (0, ./M2* 1) —(Oy, /M2* 1Y qui s’en déduit. Enfin, si f est
un entier 2a, designons par nf la projection canonique Oy /ME*! >
@U , x/ m‘;+ ! .
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Proposition (III, 6). Soient S un espace analytique complexe, U une
partie ouverte de C", (sy, Xx,) un point de S x U, € un complexe
Ofxy—"05xy——05xy.

1l existe un voisinage QxV de (54, xo) dans Sx U et deux entiers
positifs a et f tels que pour tout (s, x)e Q x V, les deux conditions suivantes
soient équivalentes:

(i) le complexe

. nP x (s) q Ux(s) o7
(gx(s)‘ @U,x (OU,x (DU,x

est acyclique;

(H) Im [ux(s)]a = ng+ﬂ (Ker [Ux (S)]a+ﬁ) .

Démonstration. Soit Q x ¥V un voisinage de (s, x,) dans Sx U satis-

faisant aux conditions du corollaire (I11, 3) et de la proposition (I11, 5).

Prenons pour a U'entier u, de la proposition (I1I, 5). On a pour tout
entier p=« et tout (s, x)eQ x V:

M (WM 0%, . N Kerv,())=DE" 1 0% . Kerv(s),
d’oui:
P 0F, 0 Kerv(s) =M, Ker v, (s).

Cela implique que tout sous @ ,-module M de Keru,(s) tel que
Ker v, (s)c M+IM2*1 0%, . est égal & Ker v,(s), car pour un tel M:

Kerv (s)c(M+M"1 04 ) n Kerv,(s)
=M+(MMH 0%, 0 Kerv(s) =M+, Kerv,(s),

ce qui entraine M =XKer v,(s) en vertu du lemme de NAKAYAMA. Appli-
quant cela & M=Im u,(s), on trouve déja que (i) équivaut a la condi-
tion (iii) que voici:

(iii) Im [u,(s)],=n,(Kerv,(s)).
Pour établir Iéquivalence de (ii) et (iii), il suffit d’établir ’existence d’un
entier B0 tel que pour tout (s, x)e 2 x ¥, on ait:

ng 7 (Ket [0.(5)]a4 5) =7 (Ker v,(5)
ie.
Mttt en  aImu(s) < Imo(s)
(Pinclusion opposée étant toujours vraie). Prenons pour f lentier 4,
du corollaire (111, 3).
D’aprés ce corollaire, on a pour tout (s, x)eS x U et tout 12 f:

M (W20, 0 Imo () =M1 07, . Imo,(s),
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d’ott (par récurrence) pour tout entier v=0:
WOy o Imu () D, Im v, (s).-

On a donc l'inclusion voulue pour v=a+ 1, et la proposition est démon-
trée.

IV. Points de non-platitude d’'un morphisme d’espaces analytiques

Définition (IV, 1). Soit X un espace analytique complexe. Une partie E
de X est dite constructible si C’est un élément de la plus petite famille de
parties de X stable par réunion finie, intersection finie et passage au com-
plémentaire, et contenant les sous-ensembles analytiques de X.

Remarque (IV, 2). On voit sans peine qu’une partie constructible £
de X peut toujours se mettre sous la forme:
E=U(4-B),
ol (d4;, B));.; est une famille finie de couples de sous-ensembles analyti-
ques de X,

Remarque (IV, 3). Contrairement & ce qui se passe en géométrie
algébrique, si Y est un sous-ensemble analytique de X, et si E est une
partie constructiblede X — Y, E n’est pas en général constructible dans X.

Lemme (1V, 4). Soient X un espace analytique complexe, E et F deux
espaces vectoriels de dimension finie sur C, v une application analytique
de X dans L(E, F), Sun entier 20. Les ensembles {xe X; dim Im v(x)=4)}
et {xeX; dim Ker v(x) =8} sont constructibles.

Démonstration. Evident.

Lemme (IV, 5). Soient X un espace analytique complexe, E, F, G, H
quatre espaces vectoriels de dimension finie sur C, u et v deux applications
analytiques de X dans L(E, F) et 1(G, H) respectivement, n une applica-
tion linéaire de G sur F. L’ensemble {x¢ X ; dim Im u(x) =dim n(Kerv(x))}
est constructible.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que, J étant entier =0, les ensembles

{xeX; dimImu(x)=04} et {xeX;dimz Ker v(x))=4} sont construc-
tibles. Pour le premier, cela résulte de (IV, 4); quant au second, il s’écrit:
U ({xeX;dimKero(x)=d} n {xe X; dim(Kervo(x) n N)=d—5}),
dzs -
o N désigne le noyau de n. Mais {xe X; dim Ker v(x)=d} est construc-
tible d’aprés (IV, 4) et {xeX; dim Ker v(x)nN=d—0} I'est pour la
méme raison, car Ker v(x)n N est le noyau de P'application (v(x), n):
G- HxF.
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Définition (IV, 6). On dira qu’une partie E d’un espace analytiqgue X
est localement constructible si tout point x€ X posséde un voisinage ouvert
Q tel que QN E soit une partie constructible de Q.

Lemme (IV, 7). Une partie E d’un espace analytique complexe X locale-
ment constructible et fermée est analytique.

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer E construc-
tible dans X, i.e. de la forme

U (Ai —B l') s

iel
ol (A4;, B));.; est une famille finie de couples de sous-ensembles analyti-
ques de X. L’hypothése entraine que

E={)(4;—B).
iel

Or, si 4 et B sont deux sous-ensembles analytiques de X, ’adhérence A — B
de 4 — B dans X en est un sous-ensemble analytique, d’ou le lemme.

Soit @: Y — 5 un morphisme d’espaces analytiques complexes, & un
faisceau analytique cohérent sur Y. Pour étudier localement (sur Y) cette
situation, on peut toujours supposer que Y est un sous-espace de Sx U
ou U est un sous-espace ouvert de C", que ¢ est la composée de I'injection
i: Y->SxU et de la projection n: SxU—S, et que & est 'image réci-
proque par i d’un faisceau analytique sur S x U, nul en dehors de ¥, et
noté encore &.

Définition (IV, 8). On dit que & est @-plat en un point yeY si &, est
un Og, ,-module plat. En particulier, on dit que ¢ est plat en y si Oy est
@-plat en y. (On dit aussi S-plat au lieu de @-plat lorsque cela w’entraine
pas de confusion.)

Théoréme (IV, 9). Soient ¢: ¥ —.S un morphisme d’espaces analyti-
ques complexes, & un faisceau analytique cohérent sur Y. L’ensemble des
points ye Y en lesquels & n’est pas @-plat est analytique.

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que Y=
S'x U, que ¢ =xn et que & admet un début de résolution:

€— & —0
€ =08, U‘L(Dgxu';’@ng'

Soit (s, x) un point de SxU. En vertu du critére de platitude de [/],
chap. 111, § 5, th.1 (’hypothése «idéalement séparé» étant satisfaite en
vertu de loc. cit. prop. 2), pour que le O -modlule &, ,, soit plat, il
faut et il suffit que Tor{s *(&, ), C) soit nul, i.e. que le complexe

. p tx (s) 4 vx (s) r
(gx(s)' (OU,x 0U,x 0!1,::
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soit acyclique. Or, il résulte de la proposition (II1, 6) et du lemme (IV, 5)
que I'ensemble des points (s, x)€S x U ol cela n’est pas vrai est localement
constructible. D’apreés le lemme (IV, 7), 'assertion résulte donc du lemme
suivant, dfi 2 Douvapy:

Lemme (IV, 10). L’ensemble des points (5, x)eSx U en lesquels le
complexe ¥, (s) est acycligue est ouvert dans S x U.

Démonstration. Les notations sont celles de [3]. Soient (s, x5} un
point de §x U, K< U un polycylindre &(s,)-privilégié* contenant x, a
son intérieur. € définit un complexe de fibrés vectoriels de base §

B(K,%): B(K,0%, y)— B(K, 0¢xy)—B(K, Osx ).

Si le complexe %,,(so) est acyclique et si K est assez petit, B(K, %) est
exact direct au point sy, donc aussi au voisinage de s,.

Mais (loc. cit. 8, lemme 1) si B(K, %) est exact en s&S, le complexe
de faisceaux % (s) est une suite exacte au-dessus de U'intérieur de K, d’ou
le lemme et le théoreme.

Soient S un espace analytique complexe, S’ 'ensemble des points
lisses de S,.4; on sait que S’ est ouvert et partout dense dans S, et que
son complémentaire est analytique.

Définition (IV, 11). On dira qu'une partie A de S est négligeable si
ANS’ est une réunion dénombrable de sous-variétés analytiques de S,
localement fermées et d’intérieur vide.

Remarque (IV, 12). (i) Toute réunion dénombrable de parties négli-
geables de S est négligeable.

(ii) Toute partie négligeable de S est maigre (car Padhérence d’une
partie localement fermée et d’intérieur vide de S est d’intérieur vide).
Comme Sest un espace de BAIRE, une partie négligeable est d'intérieur vide
et son complémentaire est partout dense.

Lemme (1V, 13). Soit ¢: X — S un morphisme d’espaces analytiques.
On suppose la topologie de X a base dénombrable, et S réduit. Pour que
@ (X) soit négligeable dans S, il faut et il suffit que ¢ n’admette de section
o: £ — X sur aucun ouvert non vide Q de S.

Démonstration. On peut évidemment supposer S lisse et X réduit. X est
alors réunion localement finie, donc dénombrable, de sous-variétés analy-
tiques localement fermées X;, telles que le rang de ¢|y, soit constant.
On peut dong, (IV, 12), se ramener au cas ol X est lisse, et ¢ de rang
constant. Localement, ¢ est alors la composée d’une submersion et d’une
immersion. De nouveau d’aprés (IV, 12}, on peut supposer que ¢(X)
est une sous-variété de S, et ¢ une submersion de X sur ¢(X). Dire que

4 Au sens de loc. cit. 7, définition 1.
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@(X) n’est pas négligeable équivaut alors a dire que 'intérieur de ¢ (X)
n’est pas vide, i.e. qu’il existe un point xeX ol ¢: X — § est une sub-
mersion, ce qui signifie que ¢ admet une section ¢ au voisinage de ¢ (x).

Proposition (IV, 14). Soit ¢: Y — S un morphisme d’espace analytiques
complexes, & un faisceau analytique cohérent sur Y, Z ’ensemble des points
de Y ou & west pas @-plat. On suppose S réduit, et les topologies de S et
de Y a base dénombrable. Alors I'image de Z dans S est négligeable.

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que ¥ =
§x U, U ouvert dans C", et que ¢ est la projection S x U—S. On peut
d’autre part supposer S lisse. D’aprés le lemme précédent, il suffit de
montrer que si 2 est un ouvert de S, et f un morphisme Q — U, le graphe F
de f ne peut €tre contenu dans Z. Comme F est une variété, on peut
trouver un Q-isomorphisme a: 2 x U— Q x V, (V ouvert dans C"), trans-
formant Fn(2xU) en @ x{x}, xe¥. D’aprés le théoréme (11, 1), l’en-
semble des points s€Q ol o, (€ |oxy) est Q-plat et dense dans Q x{x}.
Ainsi F n’est pas contenu dans Z, et la proposition est démontrée.

Soient g: Y — S un morphisme d’espaces analytiques complexes, &
un faisceau analytique cohérent sur ¥, y un point de Y, s son image par
@; @ définit un morphisme de schemas @: Spec(0y, ,) —» Spec(Cs, 5), et
&, définit un faisceau cohérent 5’; sur Spec(¥y, ,). Cherchons les points
de Spec(0y, ,) ou ¥, est $-plat.

La question étant locale, on peut supposer Y= x U, (U ouvert dans
C"), p=n: SxU-S, y=(s, x)eS x U. Soit peSpec(0y, ,); p définit au
voisinage de (s, x) un sous-ensemble analytique Z< S x U dont le germe
Z, xy en (s, x) est irréductible. Soit q=7(p)eSpec (0, ,); q définit au
voisinage de s un sous-ensemble analytique T< S, dont le germe T en s
est irréductible; T, est le plus petit germe en s de sous-ensemble analytique
de S contenant n(Z, ), (Qui en général n’est pas analytique). 11 s’agit
de savoir a quelle condition sur p le (05, ;),-module (%, ), est plat.
Notons k(q) le corps résiduel de ’anneau local (0, ,),, et p’ I'image
canonique de P'idéal p dans Opy, (s, ) (P’ est 'idéal de Z; ,, considéré
comme germe de sous-ensemble analytique de 7x U). On a:

((DS xU, (s, x))v ®((Ds, 99 K(q) = (@S xU, (s, x))p ®@s, . (@s, s)q
= (('DS xU, (s, x))p ®G‘s x U, (s, X} 07' xU, (s, x)
= (@T xU, (s, x))p’ .

Lemme (IV, 15). Pour que le (05, ),-module (¥%,, ), soit plat, il faut
et il suffit que Tor{s*v- .o (F ., (Oryy, s, x)p ) =0.

Démonstration. Soit €: 0%, — 05y — 0%y un début de résolution
de Z au voisinage de (s, x). Comme le 05y, (s, xy-module (Osxy, (s, x))p

10 Inventiones math., Vol. 4
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est plat, (€, x)), est un début de résolution libre du (Fg y, (s, )),-module
(%, ), - D’aprés un critére ([7], ch. III, §5, th.1) déja utilisé, (%, ),
est (Os, ),-plat si et seulement si Tor{’s e ((£,, ,)),, x(q))=0. Ce Tor
s’identifie & ’homologie du complexe (%, x))p ®(es. o ¥(a), lequel, en
posant €7 =% gy, , Orxy, n'est autre que (€, (5, ), - L’ homologie de
ce complexe étant Tor{s<v- .= (F, ., (Orxy, s, x)p)s le lemme est
établi.

Lemme (IV, 16). Soient X un espace analytique réduit, 2: 0% - 0% -*
0% un complexe sur X, x un point de X, a un idéal de Oy ., définissant au
voisinage de x un sous-ensemble analytique Z, X' I’ensemble (analytique)
des points de X ot 2 west pas acyclique. On suppose X irréductible en x.
Pour que (2,),=2, ®ox, . (Ux, ) 50it acyclique, il faut et il suffit que Z,
ne soit pas contenu dans X

Démonstration. Soient f*, i=1, ..., m, des sections de 0% au voisinage
de x, dont les germes f! en x engendrent Ker v,. Pour que (2,), soit
acyclique, il faut et il suffit que les f! soient dans Im(u,),, i.€. qu’il existe
au voisinage de x une section g de Oy telle que g, ¢a et que fi g.eIm u,,
i=1,...,m, ce qui signifie qu'au voisinage de x, on a Pinclusion de
faisceaux g. Ker vcIm u. Or, si une telle section g existe, g.¢a entraine
{g=0},bZ,, et par suite xest adhérent 3 Z—{g =0}; mais en un point x’
ol g ne s’annule pas, g,. est inversible, et 'on a: (Ker v),.=(g . Kerv),. <
(Im u),., donc x’€ X — X’: la condition est nécessaire.

Réciproquement, cette condition implique que X, et (Zn X’), sont
des sous-germes stricts de X, et Z, respectivement. On peut alors trouver
au voisinage de x une section de @, nulle sur Z~ X', mais non identique-
ment nulle sur Z; d’olt une section g de Oy nulle sur X”, et telle que
g.¢a. Comme Ker vf/Im u est porté par X”, il existe k tel que g*(Ker v/
Im 4)=0 au voisinage de x, i.e. g¥ Ker v <Im u: la condition est suffisante.

Appliquons ce lemme & la situation précédente, en prenant X =T x U,
2=%y, a=p". Compte tenu de (IV, 15), il vient:

Proposition (IV, 17). Pour que (%; ), soit un (O, |),-module plat,
il faut et il suffit que (s, x) soit adhérent & I’ensemble des points (s, x") de
Z en lesquels TOI“IDS"U’ @’ % ('?('s’, x')» 0Tx U, (s, x')) =0.

Soit R le sous-ensemble analytique de S x U ou & n’est pas S-plat.
Si Z,, 5 n’est par contenu dans R, 4, (s, x) est adhérent & I’ensemble
des points (s’;x’) de Z ou la condition de la proposition est satisfaite.
Ainsi, en reprenant les notations du début de ce paragraphe:

Corollaire (IV, 18). Soit peSpec (0y,,), et soit Z le sous-ensemble
analytique de Y défini par p au voisinage de y. Si Z contient des points
ou F est S-plat, alors ﬁ; est Spec(0s, o (y))-plat en p.
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Hélas, Ia réciproque est fausse, voici un contre-exemple. Prenons $=C?
{variables x, y, z), U=C? (variables «, v). Soit R le sous-espace de C°
défini par l'idéal:

(x—zu,y—zv,u—sinv).
Prenons & =0y: '’ensemble de non-S-platitude de & est exactement R,
En effet, il est évidemment contenu dans R; d’autre part ,en un point a
de R ne se projetant pas & U'origine, n(R) est défini par Iéquation:

x .y
(*) ——sin =-=0,

donc est de codimension 1, et par suite # n’est pas S-plat en a°; ainsi,
Pensemble de non-S-platitude de F est dense dans R, donc égal 4 R,
car fermé.

Prenons pour p Iidéal de R 3 "origine: p est un idéal premier de
Osxy, (0, 0ys 12 projection de R, définie par I'’équation (), n’est pas ana-
lytique & ’origine, et n’est contenue dans aucun sous-germe analytigue
strict de § 3 Porigine. Par suite q=0 et T=S. La condition du critére
(IV, 16) est donc satisfaite. (%, ), est (Us, o)-plat, bien que & ne
soit S-plat en aucun point de Z=R.

Remarquons que, dans cet exemple, ensemble E des points de
Spec(@sxu, (o, o)) 0 Fg, oy West pas Spec(Us, oy-plat v'est pas fermé dans
Spec (Osxp, (0, 0y)- En effet, pour tout nombre réel a, soit p, I'idéal

(x—zu,y~zv,u~—sinv, y—az).
Le sous-ensemble Z, défini par p, se projette suivant la droite 7, définie
par Yidéal .
qe=(y~0z,x—(sinc)z).

Cela dit, voici un début de résolution ¥ de & au voisinage de origine:

0 ~(u—sinv)y (y—zv)
—(u—sinv) 0 —{(x—zu)
3 {(y—zv) {(x—zu} 0
@SX!I K
0o {(x—zu,y—zv,u-—sinp) Oorn.
On en déduit %r,:
0 ~{u—sinv) (a—v)z
—(u—sinv) 0 —(sina—u)z
3 (a—v)z (sinw—u)z 0
QT,.XU >
N ((sine—u) z,(a—1v) z,u —sinv)
@ e XU —F'@T',XU'

5 Cela résulte, par exemple, de {3}, page 68, note 13.
1o+
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%r, n'est acyclique en aucun point de Z,: la section

sino—sinv
1, —z
v—a

de 07, .y est un cycle sans &tre un bord. D’aprés (IV, 16), (F,, o))y,
n’est donc pas (0, o), -plat; ainsi p,e F pour tout « réel. Or

pP="P,

est adhérent a Pensemble des p,, sans étre dans E: £ n’est donc pas fermé
dans Spec(Osxy, (0, oy

On notera que le théoréme 11.1.1 de [4]5, suppose le morphisme
localement de type fini, hypothése qui n’est bien slir pas satisfaite ici.
On voit qu’en ce qui concerne la platitude, le point de vue des schémas
locaux définis par les espaces analytiques ne coincide pas avec celui de
la géométrie analytique. Néanmoins, on trouvera dans I'article de KIEHL
qui suit, une démonstration trés rapide et trés élégante du théorém IV, 9
a partir du théoréme 11.1.1 de [4].
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