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Error Estimates for Gauss Quadrature Formulae 

Summary. We consider Gauss quadrature formulae Q, ,nsN,  approximating 
1 

the integral I ( f ) . '=  ~ w(x)f(x)dx, w an even weight function. Let f(z) 
- 1  

f K = e~Z be analytic in Kr :={ze lE: lz l<r} ,  r > l ,  and I f [ / .=  

sup{le{~lr2~}<oe. The error functional R . . ' = I - Q .  is continuous with 
~_->n 
respect to 1" In and the relation IIR, II = [R,(qz~)/r2K], q2K(x)." =x z~, holds. 

In this paper estimates for IIR, II are given. To this end we first derive 
two new representations of IIR, II which are essential for our further in- 
vestigations. Then IlR, ll=rZR,(q)), with q)(x):=l/(rZ-xZ), is estimated in 
various ways by using the best uniform approximation of ~0 in P2,-1, and 
also the expansion of q~ with respect to Chebyshev polynomials of the first 

+ !  and second kind. For  w(x )=(1 -x2)  ", e =  - 2 ,  IIR, II is calculated. The asym- 
ptotic behaviour, for r--*l +,  of IIR.II and of the derived error bounds is also 
discussed. Finally, we compare different error bounds and give numerical 
examples. 

Subject Classifications: AMS (MOS) 65D30; CR5.16. 

1. Einleitung 

In dieser Arbeit wird das Integral I, 

I ( f ) =  I w(x)f(x)dx, w(-x)=w(x)>O, 
- 1  

durch die GauB-Quadraturformel Q., 

Q,,(f)= ~ wlf(xl), 
i = 1  

Ilwllx>0, 



262 G. Akrivis 

approximiert. FiJr das Fehlerfunktional R , :=  I -  Q~ gilt bekanntIich 

1 
/~ V R,(f)  = ft2,)({), (1.1) 

feC2n[-1,1] ~ ( -  1, 1) 

(s. z.B. [6; S. 75]). Dabei ist ~ ,>0  der Hbchstkoeffizient desjenigen Polynoms 
1 

P. n-ten Grades, welches beziiglich (.,.)w, (fg)w '= S w(x)f(x)g(x)dx, nor- 
- 1  

miert ist und orthogonal auf P,_I, dem Raum der Polynome vom H6chstgrad 
n -  1, steht. 

Die sich aus (1.1) ergebende Absch~itzung 

1 
] g , , ( f ) l < ~  IIf(2n)lloo (I.2) 

ist in vielen F~illen unbefriedigend, da sie die Berechnung hoher Ableitungen 
erfordert und tiberdies ftir wachsende Sttitzstellenzahl stets neu berechnet wer- 
den muB. 

Fiir analytische Integranden lassen sich ableitungsfreie Absch/itzungen an- 
geben. Ein geeigneter Zugang dazu wurde in [9] vorgeschlagen. Ftir r > 1 seien 
K,, = {zEr ]z[ <r}, 

X,: = { f : f  holomorph in K, und I f [ ,<  ~}. 

Die Seminorm 1" I, ist dabei definiert dutch 

If I,.' =sup  {]ctY2,] r2~}, (1.3) 
K ~ n  

(s. [9]); hierbei sind a{, x~N0, die Koeffizienten der Taylorentwicklung yon f 
um 0, 

OA3 

f ( z )=  ~ ctY~z ~, z~K~. (1.4) 
K=O 

Bemerkung. Ftir x > n  gilt R.(q2~)>R~(q2~) (vgl. [3]), und nach (1.1) ist 
R~(q2~) > 0 mit q~(x)." = x  ~. Damit l~iBt sich (1.3) auch folgendermal3en schreiben 

[fl,=sup{]ct{]r~: ~celN 0 und R.(q~)4=0}. 

R, ist auf ( C [ - 1 , 1 ] ,  H" I1~) stetig. Aus der gleichm~iBigen Konvergenz der 

Reihe (1.4) in [ -  1, 1] folgt daher R,( f )  = ~,, ct~ R.(q,,), und damit 
1r 

...,,.__(L.":q.I),:,. 
IR.(q~)[ Die Da fiir r eNo ,  IR.(q~)l<2[Iwlll gilt, konvergiert die Reihe r~ 

~:~0  

ungeraden Potenzen werden durch Q. exakt integriert, und nach (1.1) gilt 
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R~(q2~)=>0; f'tir die durch 1"1. induzierte Norm des Fehlerfunktionals R. gilt 
also 

K=O 

1 
Ftir f(z)." = gilt 

r - - Z  

Damit ergibt sich 

R"(q2~) (1.5) IIR, II = r2~ 

Bemerkung. In (X r,l'lr) sind Punktfunktionale nicht stetig. Die Seminorm [.[r 
wurde gerade so gew/ihlt, dab R, stetig ist. 

Die Abschiitzung [R,(N)I<IIR,I Ilfl, t/iBt sich auch mit der Norm II'l](r, 
[[fll(,):=sup {[e{[r~}, herleiten, da die yon [1" [1(,)und [-[. induzierten Normen 

~No 

von R. tibereinstimmen. Ftir gegebenes f, f(z) = ~ a~z/~, beachte man, dab mit 
x=O 

2n-1 
f Z2rr 1 g(z):= ~ e{z~+ ~2~c+1 

K=O ic=n 

die tdentit~iten R . ( f ) = R . ( f - g )  und Itf-gll(,)=lf[~ gelten. Beztiglich [['ll(~) 
sind Punktfunktionale offensichtlich stetig. Aus (1.5) l~iBt sich das asymptoti- 
sche Verhalten von IIR.II f'tir r~oo  ablesen. R. verschwindet namlich auf P2.-1 
and wegen R.(qz~)<2 Ilwl[ 1, x ~ N ,  gilt 

also 

1 
R.~q~.) < [IR.]] < ~ +211w]]1r2.(r2 - 1)' 

R"(q2") f'tir r-oo% d.h. lira [IR, II r 2" 
[In.J[ ~- r2 ~ r~oo Rn(q2n~ = 1. 

Ffir GauB-Legendre-Quadraturformeln, also GauB-Formeln zur Gewichtsfunk- 
tion w(x)= 1, wurde in [9] die Abschgtzung 

IIR. II < an.(r) (1.6) 
mit 

22n(n ' )4  {(r  (r+X) 2n} a•(r),=(2n+ l)[(2n)!]3(2n_l)! r _11)2. 1 

angegeben. Da X o c X ,  f'tir r<p ist, erh~ilt man aus (1.6) f'tir f ~ X  v die Absch~it- 
zung 

[R.(f)l < inf (an.(r)lf[,). (1.7) 
l <r<p  
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n entnimmt man Der Definition yon a. 

22n+ l(n!) 4 1 R,,(q2. ) ftir r ~ ;  
aff(r)~ (2n+ l)[(2n)!]2 -~-ff = r2n 

damit gilt 
IIR, I[ ~ = o. " fiir r ~ .  (1.8) 

n gibt also das richtige asymptotische Verhalten von IIR,[I ftir r ~  oo wieder. O" n 

Dies ist ~iquivalent dazu, dab in (1.7) fiir f =  q2, (p=oo) Gleichheit gilt. In 
diesem Sinne ist die Absch~itzung (1.6) optimal. 

s asymptotisch proportional zu 1/(r-1) 2", abktirzend Fiir r ~ l +  ist a. 

aft(r)~l / (r-1)  2" ffir r --) l+,  d.h. lim [aft(r)(r-1)2"]=6,#-O. 
r ~ l +  

Andererseits gilt fiir das Fehlerfunktional im Falle konstanter Gewichtsfunk- 
tion (s. (5.4)) 

1 
[]R.[[ ~ In r--ST fiir r ~ l + .  

u f'fir kleines r deutlich iibersch~itzt. IIR. II wird also durch a. 

Bisher untersuchten wir t'fir eine feste Quadraturformel das asymptotische 
n ftir r ~  und r ~ l + .  Nun wird bei festem r das Verhalten yon IIR, II und a,  

H f'tir n ~  c~ diskutiert. asymptotische Verhalten yon I[R.I[ und a, 
Mit der Stirlingschen Formel ergibt sich 

aft(r)>- rcr __~" 1 2. 1 ) ;  
- 8(n+ 1) ( (2 r -2 )  (2r+2)2" 

daraus folgt 

~r~n(r)~ for n ~ ,  r~(1, 1.5). 

Aus (1.5) ergibt sich andererseits 

(1.9) 

IIR.II~0 ftir n ~ ,  r~(1, ~). (1.10) 

Das asymptotische Verhalten yon aft(r) fiir n ~  hat zur Folge, dab z.B. far 
1 

f(z)..= mit l < p < l . 5  die rechte Seite in (1.7) ftir n ~  bestimmt diver- 
p - - z  

giert, w~ihrend die linke eine Nullfolge ist. 

In dieser Arbeit leiten wir Absch~itzungen f'tir liR.[[ her, welche sich bei 
festem n f'tir r ~ l  + wie 1~if-1) verhalten oder das asymptotische Verhalte~ 
von [[R.I[ wiedergeben, f'tir r ~  asymptotisch gleich bzw. asymptotisch pro- 
portional I[R.I[ sind und bei festem r ftir n--*~ gegen Null konvergierel~- 
Dariiber hinaus wird f'tir w ( x ) = ( l - x 2 )  ~, ~ > - 1 ,  das asymptotische VerhalteI~ 
von IIR.II f'tir r--*l+ bestimmt, und IIR, II wird far 0c= +�89 durch einen einfa- 
chen, geschlossenen Ausdruck explizit angegeben. 
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2. Einfache  Dars te l lungen  flit  IlR.II 

Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei einfache DarsteUungen 
fiir ]IR.]I, welche hier hergeleitet werden. 

q2~ Auf ( C [ - I ,  1], It'[[~) ist R. stetig, und die Reihe ~ konvergiert 
gleichm~igig in [ - 1 ,  1]. Damit folgt aus (1.5) ~=o 

also 

IIR, II =r2 R.(qJ) mit q~(x): = 1/(r 2 --X2). (2.1) 

Da die Gewichtsfunktion gerade ist, werden die ungeraden Potenzen durch Q. 
exakt integriert, (1.5) l~i/3t sich also folgendermal3en schreiben 

R,(q~) 
[I ]h..R,. = r ~ , 

K=0 
d.h. IIR.Ih=rR.(~O) mit O(x).'= 1~(r-x). 

Durch Q, werden Polynome vom Grad kleiner n exakt integriert, wegen der 
Linearit~it yon R, gilt also R, (O)=R,(0-p) ,  pE P,-1. Wiihlt man speziell dasje- 
nige Polynom n,_a, welches 0 in den Knoten xa . . . .  ,x ,  von Q, interpoliert, so 
gilt Q,(O-Tt,_l)=0.  Daraus erhiilt man eine Integraldarstellung fiir IIR.]I. 
Dazu sei I I , (x ) :=(x-xO. . . (x -x , ) .  Dann gilt 

r / . (x)  - - - ,  ~ ( x ) - ~ . _ ~ ( x ) = y .  r - x  

da die linke Seite in x 1 . . . .  , x. verschwindet. Multiplikation mit r - x  und 
Grenziibergang x-*r liefert y .=  1/II,(r) (vgl. [2; S. 71 f-I). Somit gilt 

r il w(x) fl"(x) dx mit H,(x)= f l  (x-xl). (2.2) IIR, II =/ / . ( r )  _ r - x  i=1 

Bemerkung. Sch/itzt man im Falle w(x)= 1 R.(q~) nach [2; Satz 84] ab, so erhiilt 
man aus (2.1) die AbscNitzung (1.6). 

3. Absch~itzung von []R.]] m i t  Hi l f e  der besten Approx imierenden  an ~p 

Ausgehend von der Darstellung (2.1) wird nun mit Hilfe der besten Tscheby- 
scheff-Approximierenden aus P2,-1 an q~ eine Abschgtzung f'tir ItR, IJ hergelei- 
tet, welche t'fir r--*l+ asymptotisch proportional zu 1 / ( r - l )  und f'tir r~oe  
asymptotisch proportional zu IIR.[I ist. Diese Absch~itzung gilt f'fir jede gerade 
Gewichtsfunktion. 

Sei P*,-1 die beste Approximierende an ~0 aus P2n-l"  Die Koeffizienten 
yon P~.-1 und der Minimalabstand der Funktion r yon Pz.-1 lassen sich 
explizit angeben. 
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Lemma (s. [10]). Seien a, b~C, #, ve]N o , /~>0  und 

f = b + a  ~ cJTu~+~ in ( C I - - l ,  1-1, I1" lion) 
j=O 

mit Icl < 1. Dann gilt 

b(1 + c2)-  2bc Tu + a T~-aC Tlu_~l 
f =  l + c2 _ 2c Tu 

Ist q~ die beste Tschebyscheff-Approximierende an f aus lad 
<#(~c+ 1)+v, so gilt 

r - 1  C r 

q * = b + a  ~ j j=o c Tuj+,+a 1 - c  2 Tu~+~ 

und fiir den Minimalabstand 

Ea(f): = [I f -  q* II oo = lal Icl ~ + 1/(1 - c2). 

und 

(3.1) 

(3.2) 

p x + v < d  

(3.3) 

(3.4) 

T i ist hierbei das i-te Tschebyscheff-Polynom erster Art. 

Sei z : = r - V ' ~ - l ,  r > l .  Mit c . '=z 2 und # :=2 ,  v. '=0, a~=8z2/ (1-z  4) und 
b: = - a / 2  ergibt sich aus (3 .2) f (x)=  1/(r 2 -x2) ,  also f =  q~. Aus dem Lemma folgt 
nun: 

8,~2 n--2 8T2n 
~"' z2JT2~-~ (1-z4)2 T2,-2 (3.5) P * " - I -  1 - ~ 4  j=o 

- der Strich beim Summationszeichen bedeutet, wie iiblich, Halbierung des 
ersten Summanden  - und 

E2, -  x (~o)= I1~o - p * , _  111 o0 = 8z2"+ 2/( 1 - z ' )  2- (3.6) 

Wegen R.(p~,_ 1)=0 gilt nach (2.1) 

IIR.II =r2R.(tP - P * , _  1) 

<r2{) lw(x)E~o(x) -p '~_ l (x )qdx+~=lw,ko(x , ) -p~_l (x , ) ,  } (3.7, 

< 2 r  2 Ilwll 1 I1~o -P*,-111oo 

oder 
IIR, II s Ilwll 1,2"-  2/(r2 - 1). (3.8) 

1 

Schatzt man in (3.7) J2._l(tp). '= S w(x)[ tP(x)-P~,- l (x)]dx  besser ab, so er- 
--1 

h~ilt man elne genauere Schranke als (3.8). Mit den oben angegebenen Parame- 
terwerten ergibt sich aus (3.1) und (3.5) 

8,t '2n+4 8T 2 
r  (1_z4)  2 T2._E+l_-L- ~ .~' z2JTEj. (3.9) 

J = n  
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Die Orthogonalitiit  der Tschebyscheff-Polynome erster Art beziiglich der Ge- 
wichtsfunktion w(x)= 1 / t / 1 - x  2 ergibt fiir dieses w ftir n >  1 J2=- l(q~) = 0  und 
damit 

Fiir w(x) = 1 gilt 

7./; ~. 2 n -- 2 

IIR=ll <2( r  2 -1 ) "  (3.10) 

16Z2=+4 16.c2 ~_~ ~.2j 

1 - z4 2. j=n 4J 2 - 1  ( 2 n -  1 ) ( 2 n -  3)(1 - z 4 )  2 

und damit f'tir n > 2 

16z2,+ * 
IJ2=_1(~o)1 < m a x  ( 2 n -  1 ) ( 2 n -  3)(1 - z 4 )  2 

16zz.+ 4 
< max (2 n - 1) (2 n -  3) (1 - r4) 2 

8 ~ - 2 n +  2 
< 
= n(2n -- 1) (1 - ~4) (1 - 'c2) ' 

also 

~2j ] 
16z2 ~ 4j2__1J 

' 1 - z ' *  j=n 

16z2 ~ 1J 2j 
' ( 4nE--1) (1- -z  *) j== j 

1:2=-2 rz 4_ 1] =.. o.a(r)l. 
ILR= II ~ r-~-l- 1 [n(2~-- 1) 

a=n wird durch a=A ftir kleines r wesentlich verbessert. 

(3.11) 

4. Abschiitzung von ][R.[[ durch Entwicklung von r nach 
Tschebyscheff-Polynomen 

Mit Hilfe der Darstellung (2.1) leiten wir durch Entwicklung von ~0 nach 
Tschebyscheff-Polynomen AbscNitzungen f'tir IIRnll her, welche ftir r - -*l+ 
asymptotisch proport ional  zu 1 / ( r -1 )  und f'tir r--,oe asymptotisch gleich IfRnll 
sind. Fiir w ( x ) = ( 1 - x 2 )  ", c~= _�89 wird IIR.II berechnet. 

Nach (3.1) gilt 
(x) 

2 ~"fzZJT2j in ( C [ - 1 ,  1], I1" I1~). (4.1) 
(P --" r ~ j=o 

R, verschwindet auf P2~-1 und ist in (C [ - 1 ,  1], II �9 I1~) stetig. Damit  ergibt sich 
aus (2.1) und (4.1) 

2r o~ 
I[R= I[ = ~  j~=nz2JRn(Z2j) �9 (4.2) 

Durch Berechnung yon R.(T2~), R,(T2=+2) und Abschiitzung von Rn(T2j ), 
j > n + 2 ,  werden aus (4.2) im folgenden Schranken fiir IIR,I[ gewonnen. 

1 Der Index ,,A" soil an die Herleitung dieser Absch~itzung mit Hilfe der ,,besten Approximie- 
renden" erinnern 
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Aus (1.1) und 

Tk(X)=2 k-1 xk- -k2k-3xk-2  + ..., k~N ,  

(S. [11; S. 31f]) folgt 
2 n - - 1  2 R.(T2,)=2 /c~,. (4.3) 

Um R,(T2,+2) zu berechnen, ben~Stigen wir R.(q2,+2), zu dessen Berechnung 
wir wie in [2; S. 157] vorgehen; in [2] wird der Spezialfall der GauB-Legendre- 
Formeln behandelt. Die Polynome Pk, keNo,  

pk(x)=~Xk+f l~X~-2+ .... %>0,  

(W gerade !) seien beziiglich (-, ")w orthonormiert. Aus 

Pn+ 2 (X) pn(X) =Otn+ 2 0~n x2n+ 2 q- (O~n+ 2 flnat" O~nfln+ 2) x2n q - ... 

ergibt sich unter Beachtung yon (p.+ 2, P,)w--0 und Q,(p.+ 2 Pn)= 0 

R,(q2.+2)= C,R.(q2.)  mit C,." = - f l , ]~ . - f l ,+2/~.+2.  
Aus 

R.(T2. + 2) = 22"+ 1 R.(q2. + 2) - (2n + 2) 22"- 1 R.(q2. ) 

erNilt man somit 
R.(Tz,+ 2) = 22"( 2 C, - n - 1)/0c 2. (4.4) 

Mit (4.3), (4.4) und [R.(T2j)] <2  [Iwlrl folgt dann aus (4.2) die AbscNitzung 

2rz 2. (22. -1 z3 } 
ILR, ll< l ~ l l  + 2z2(2C - n - 1 ) l + ~ l l w l l  1.. (4.5) 

Fiir den wichtigen SpezialfaU der GauB-Gegenbauer-Formeln, also fiir w(x)= 
(1 -x2)  ", e >  - 1, geben wir die Schranke in (4.5) explizit an. Dazu einige Vorbe- 
reitungen. Die Gegenbauer-Polynome Pk (''~), kEN o, 

(-- 1) k ,, d k __x2)k+~t  ' 
~ ,  "~ (x), = 5 -~( .~  , - x ~)-~ clx--~(1 

bilden beziiglich w(x)= (1-xZ)L ~ > -  1, ein Orthogonalsystem. Bezeichnen wir 
mit PR die durch (pt, Pk),,,--1 normierten Gegenbauer-Polynome, so besteht 
zwischen pl und *Ok ~'~) die Beziehung 

mit 

[ 1 2 k + 2 a + l  k [ F ( k + 2 a + l )  
7~' :=2"F(k+~+ 1) 2 

(s. [12; Formeln (4.3.1) und (4.3.4)]). Ferner gilt 

r ( 2 o ~ + l ) r ( k + o ~ + l )  [~3 r ( k - J + ~ + l ) , , ,  .k-2 ,  
e"~""~(x)= r(= + 1)r(~+�89 1) ~ ( -  1)J 

G. Akrivis 
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(s. [12; Formeln (4.7.1) und (4.7.31)]). Ftir die Koeffizienten %, flk der ortho- 
normierten Polynome p~ gilt also 

�9 12k+2~--2)/2k; = (2kk2~) /2k '  /~k=--(k+~')Yk t k - 2  

dabei wurde F(x)F(x+�89 2x-1 verwendet. Somit gilt f'tir w(x)= 
(1-x2) ~ (mit C~ start C,) 

(n+~)k[2n+2~--n_2 2]] (n+~+2)(2n+2n~+2) 
C~= -~ 

(2nn+ 2~) \[2n+n+22~+4~] ' 

und mit 

22.-1 24,+2n!F(n+2c~+l)[F(n+~+l)] 2 
D~..= 

2 (2n+2~+l)[F(2n+2~+l)]2 O~ n 

und 
d , :=  Ilwll a =22=+ 1 [/'(c~ + 1)]2/r(2~ + 2) 

schreibt sich (4.5) als 

2rz2" f ~ 2 ~ z3 d~}. 
II/.ll < rE1/TT7~_l lD . I I+2v  ( 2 C . - n - 1 ) [ + ~  (4.6) 

In (4.5) wurde R, (T2j), j > n + 2, dutch 2 IIw 1[ a abgescNitzt. Fiir w(x) = 1 scNitzen 
wit R,(T2j ) besser ab und erhalten eine genauere Schranke. Dazu verwenden 
wir 

1 
T2j(x) dx = - 2/(4j 2 - 1) 

- 1  

und erhalten 

Somit gilt 

j = n +  2 

[R"(T2;)[ =< 4J 2 ~ + '  - N T2;[I~ ,=a ~ wi=8JZ/(4j2-1). 

8(n+2)2 ~ z 2j= 4(n+2) 2 z 2.+3 
zZilR"(T2J)l<4(n+2) 2-1 j=,+2 4(n+2) 2 - 1  ~ - i - '  

und rnit (4.3) und (4.4) ergibt sich aus (4.2) 

2n+1 z2+ 4(n+2)z t 
2rzZ" ( o '  _[ l_F(2n_ l ) (2n  - 1  r ~ - i  +3i] 

= ,  ~.~(r)  (4.7) 
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mit 
D o _ 24"(n!) 4 

(2n + 1) [(2n)!] 2" 

Aus der Entwicklung der Funkt ion ~p nach Tschebyscheff-Polynomen zweiter 
Art U~, d.h. aus 

2z ~9=-- ~ "~2JU2j , (4.8) 
Y j = O  

erh~ilt man analog die Absch~itzungen: 

f22. 
IIR. II < 2rz2"+ 1 ~-5- I1 +z2(4C. - 2 n -  1)1 

+ z2(2n+5)-(2n+3)z2 } 
2(r 2 -- 1) [Iwll 1 (4.9) 

f'tir eine beliebige gerade Gewichtsfunktion w, 

IlR.fl < 2rz2"+ l {2D~[l + z2(4C~- 2n-1)[ 

(2n+5)-(2n+ 3)z2 } 
+z 2 2( r2_1  ) d~ (4.10) 

f'tir w ( x ) = ( 1 - x 2 )  ", ~ > - 1 ,  und 

IIR.II<2rz a"+l D~ ~ 1 (2n_l)(2n+3)z 2 

fiir w(x) = 1. 
Bemerkung. Absch~itzungen f'tir I[R, II, die ftir r ~  asymptotisch gleich LIR, II 
und far r---, 1 + asymptotisch proport ional  1/(r-1) sind, lassen sich auch direkt 
aus (1.5) gewinnen. Dies fiihren wir ftir die Gaul3-Legendre-Formeln aus. 

Wir sch~itzen zun~ichst R,(q2~), •>__n+2, ab. Aus Q.(q2~)=>0 folgt 
1 

R.(q2~)< S q2~(x)dx=2/(2~c+ 1) und damit  
--1 

R.~q2~) < 2 ~ 1 _ 2 1 
~=.+2 = 2 n + 5  x=n+2 r 2~r 2 n + 5  r2n+2(r2--1) ' 

Mit den exakten Werten von R.(q2.) und R,(q2.+2) ergibt sich dann 

o [ (2n+l)(n2+n-l) 1 ]  
IIR.[] <22nO~ r2 n 1 q" (2n-- 1)(2n+ 3) ~- 

2 1 
q" 2 n + ~  r2"+2(r 2 -- 1) =" a*(r). (4.12) 
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Berechnung yon IIR.II f/it w(x):(1 -x2y,  ~= •189 

Sei zun~ichst c~ = -1/2.  Mit 

R"(TJ) = { ( -  1)''+ 1 0  lr 

(s. [4]) ergibt sich aus (4.2) 

IIR.II 

also 

2~?' 
IIR.II- 

fiir j=2nm, m e n  
sonst 

2nr ~ (_  1)j+ 1 z2S, 

~ 1  [(r +l//r 2 -  1)2"+ 1] 

Fiir ~ = 1/2 gilt ebenfalls nach [4] Rir meN 

fiir w(x)= 1/1//1 - x  2. 

R.(Uj) = 
~/2 

- 1t/2 

0 

Rir j=(2n+2)m-2  

f'tir j=(2n+ 2)m 

sonst; 

damit folgt aus (2.1) und (4.8) 

Ile.II = 2~r]/r2--  1 
(r + l / ~ -  1)2"+2- 1 

(4.13) 

far w (x )= l /1 - x  2. (4.14) 

5. Asymptotisches Verhaiten yon IIR.II fiir r ~ l  + ftir w(x)=(1-x2) ~, 
�9 > - 1 ,  und asymptotisch optimale Abschiitzungen ftir ~ > 0 

Da die Knoten der Gaul3-Quadraturformeln im Inneren des Intcgrationsinter- 
valls liegen, ergibt sich aus IIR. I I = rR,(~b) 

IIe.II ~ i w(x)dx for r ~ l + .  (5.1) 
-1  / ' - -X  

Fiir Gaul3-Gegenbauer-Quadraturformeln geben wir dieses Verhalten explizit 
an. Stiitzstellen der GauB-Formel Q. zur Gewichtsfunktion w(x)=(1-x2) ~', 

> -1 ,  sind die Nullstellen yon P.{=' =!. In diesem Fall hat (2.2) also die Form 

r 1 
IIR.II = ~  _I, (1 -x2)'P"~'~)(X)r-x dx. (5.2) 

Mit der Jacobi-Funktion zweiter Art 0 ~'~) 

Q~.~'~(r)'=�89 r2 .1 )  -~ i (1 -x2y  e"~`'~(x) dx 
- 1  r - - X  
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(s. [12; S. 73 if]), liigt sich (5.2) folgendermagen schreiben 

II R. II = 2r (r 2 _ 1)~ Q~' ~) (r)/Pj ~' ~) (r). 

Fiir r--*l + gilt (s. [12; S. 77]) 

- [In (r - 1)]/2 
F(cOF(n+c~+ l) 

Qr -~2 " - '  ( r -  1)- 
F ( n + 2 ~ + l )  

for ct=0 

f'fr c~>0 

ftir ~<0.  

(5.3) 

ergibt sich aus (5.3)wegen P . ("=) (1)=/+  \[nnC~ } (s. [12; Damit S. 57]) 

-~ - l n ( r -  1) fiir ~ = 0  

~ 2 ~  [ F ( ~ ) ]  2 n! fdr ce>0 (5.4) 
tIR.]] = z  CCF(n+2~+l ) 

~ ( r -  1)" f'tir c~<0 

ftir r ~  1 + .  

Bemerkung. Sei Jf l . '={f :  f holomorph in K 1 und { f l l < ~ }  mit K1.'= 
{ze(C: Izl < 1} und Ifll = sup[~{~l. (5.4) entnimmt man, dab das Fehlerfunktional 

1r 

einer GauB-Gegenbauer-Formel fiir c~>0 auf ()?1,['[1) stetig ist. Damit  gilt 

insbesondere f'tir r =  1 IIR.II = ~ R,(q2~). 
i r  

Asymptotisch optimale Abschiitzungen yon IIR.II fiir w(x)= (1 -x2y ,  �9 > 0 

Ftir ~ > 0  wird eine Absch/itzung yon [IR,[I angegeben, die ftir r ~ l  + asympto- 
tisch gleich ][R, II ist. 

Sei zuniichst ~ > 0. Aus (5.4) und obiger Bemerkung folgt 

und mit 

ergibt sieh 

~R.(q2,,)=2z~'o~[F(oO]2n!/F(n+2o~+l) ( r= l ,  c~ > 0), 
K ~ n  

R.(q2.) [. 1) R.(q2.) R.(q2~) 
I I R . I [ = ~ I - ~  + ~ +  ~ r2 ~ 

~ = n + l  1) 1 < R"(q2") (1 - ~  ~=. =-Tg- \ +r~-7~ ~ R.(q20 

~ (  1)  22~ct[F(ct)]2 n! 1 (5.5) 
IIg.ll< 1 - ~ -  -t r ( n + 2 a + l )  r 2n+2" 

Fiir ~ = 0  gehen wir von IJR.[I =2rQ.(r)/P.(r) mit Q:=Qr und p : = p j o ,  o) aus 
und sch~tzen die Legendre-Funktion zweiter Art Q. nach oben und das Legen- 
dre-Polynom P. nach unten ab. Fiir Q. gilt (s. [5; S. 290 f]) 
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a 

Q,(r)=Sz(O)dO, z(O),=(r- rl/~-I cosh 0)", 
o 

a- r + l  
mit a . ' = ~ l n r ~  ~ ,  r > l .  Da )~ in [0, a] fallend ist, liil3t sich das Integral mit 

Hilfe der linken Rechteckregel nach oben absch~itzen. Wir wiihlen die Schnitt- 
weite h ,=  a/2, um eine einfache Schranke zu erhalten. Es gilt also 

. r + l ( .  (l/r~i- + ~ ) ] " } .  (5.6) 

Fiir die Jacobi-Polynome Pk (''p), co, fl > - 1, gilt 

(s. [-12; S. 67]); daraus folgt unmittelbar 

Pk'~ (x2--~-l ) k, x > l. (5.7) 

Ferner gilt (s. [12; S. 58]) 

Pzk(X)=Pk(~ pzk+l(x)=xPk~~ 

damit ergibt sich aus (5.7) 

P.(r)>r". 

Insgesamt erhiilt man somit die AbscNitzung 

1 [ 
I le . i l<2r-Yq-_~ln~lz  + r- (5.8) 

Bemerkung. Sttitzstellen der Gaul3-Quadraturformel Q, zur Gewichtsfunktion 
w(x)= 1 /1 /1 -x  z sind die Nullstellen von T,. Nach (2.2) gilt also 

__r ~1 1 T.(x) dx. 
ItR"ll=T,(r) -1 1 / 1 - x  z r - x  

Das Integral auf der rechten Seite l~igt sich elementar berechnen: 

i 1 1 cos (n arccos x) dx 1 T.(x) dx= I 1 / 1 - x  i r - x  
-z 1 / 1 - x  2 r - x  -x 

=i  c~ 7rz" . 
o r - c o s y  ] / / r2-1 
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Die erste Gleichheit gilt wegen T,(x)=cos (n arccos x)fiir xe[- -1 ,  I], die zweite 
folgt durch Variablensubstitution und die dritte wurde [7; S. 112] entnommen. 
Wegen 

T.(r) =�89 [ ( r - l /~z  _ 1)" + (r + ~  1)'] 

(s. [11; S. 5]) ergibt sich dann 
2 g r  

ilR.I[ l / ~ _  1 [(r + ~ ) 2 ,  + 1], 

d.h. (4.13). Auch (4.14) l~il3t sich analog aus 

r 1 U . ( x )  
IIR.II== ,, dx 

uAr) - i  r - - x  

herleiten. 

6. Vergleich der Absch~itzungen 

Am repdisentativen Spezialfall der Gaul3-Legendre-Quadraturformeln werden 
die hergeleiteten Absch~itzungen verglichen. Dazu wird zun~ichst das asympto- 
tische Verhalten der AbscNitzungen untereinander untersucht, und zwar ftir 
r~oo  und r ~ l +  bei festem n und ftir n~oo bei festem r. 

Der Tabelle 1 ist das asymptotische Verhalten der Quotienten je zweier 
AbschS.tzungen Rir r ~ l + ,  tier Tabelle 2 jenes fiir r--*oo bei festem n zu 
entnehmen. 

T a b e l l e  1 

~* oo I 
I 
I 

I I 

v 1 2 . + 5 1  0-  n o 0  
I f 
I I 

. . . . . .  t-  . . . . .  1-  . . . .  7 
I i I 

T I ~, oo ~ ~* ~ ~./2 I 
I 

I 

..... ~ ..... ~ .... 4 ..... I 
1 2 n + 5  I . .  I r/. I 

A I - -  ~t,/z I I 
..... ~- . . . . . . . . . . .  -~ . . . . .  + . . . . .  

I 

oo oo oo ooI 

L * U T A 
O" n O" n O" n O" n O" n 

T a b e l l e  2 

i . . . . .  4 -  . . . . .  , 
i I 

o - u i  ~ IM 1 i 
I I J 

I t 
' - - - - - I "  . . . . .  "f . . . . .  

I I 

i l 1 
. . . . . .  -~ . . . . .  ~ . . . . .  + . . . . .  

I I I 

I t 

�9 I 
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Hierbei sind 

8(n + 2) 2 4(n + 2) 2 (2n + 5) 1 
~ , . - 4 (n+2)2_1 ,  ~* : -  4(n+2)2 1 ' t / . : = l + n ( 2 n _ l  ~ ,  

[ 1 ,]/ 
~. :=2 D./(3 +4") und 4*:=2 1-t-2n(2n_ 1 D ~ 

Sei nun r fest. In Tabelle 3 wird das asymptotische Verhalten der Quotienten je 
zweier AbscNitzungen ftir n~oe  angegeben. 

Tabelle 3 
. . . . .  "1 

i 

I 
i 

. . . .  --I- . . . . .  1 
I i 

v 0 l 0 J f i n  , I 

I I 

. . . .  i . . . .  ,4- . . . .  
i i I 

0 I 0 1 0 ' % I 
I I I 

. . . . . .  I -  . . . .  q - -  . . . .  t -  . . . .  - ,  
I ~ I I 
I I I 

a. " o l o 1 o I lc ' (A'Z)l  
I I 

. . . . .  r- . . . .  -i . . . . .  4- . . . . . . . . .  
I I I 

n O . r > c  1 0 .  r > 2  I I 

6 . ~ oo . r < c ll ov , r < 211 co t o o 1 ,  ov 

fin fin fin fin fin 

Hierbei sind 

1 

c r ( A ,  T): = 2 r z 3  [ n ( r  2 _ 1) + z 2] 

und c: = 3.32062837. 

Sei R 3 das Fehlerfunktional der GauB-Legendre-Quadraturformel mit drei 
Stiitzstellen. In den anschlieBenden sechs Diagrammen wird der Logarithmus 
yon lie311 zusammen mit dem Logarithmus einer der obigen Absch[itzungen 
dargestellt. IIR 3 II Nl3t sich dabei aus (2.1) bestimmen. 

B e i s p i e l e .  1. Sei f ( x ) : =  exp (x 2) mit der holomorphen Erggnzung f ( z ) =  exp (Z2), 
1 

f e X o o .  Der exakte Fehler bei der Approximation von f e x p ( x 2 ) d x  mit der 
- - 1  

GauB-Legendre-Quadraturformel Q3 ist 1.18.10 -2. Die herk6mmliche Ab- 
sch/itzung (1.2) liefert als Fehlerschranke 2.39.10-1. Aus 

IRa(f) I =< inf (O'3(r)[flr) bzw. IRa(f) I < inf (0"3(r) sup If(z)l) 
,> 1 r> 1 Iz l=r  

(s. [9]) mit a3e{a3 n, a3 a, O.3,T ffa,U if,3, aZ~3S erh~ilt man die in Tabelle 4 dargesteUten 
Absch~itzungen (das Minimum wird jeweils f'tir r = r o angenommen). 
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Tabe l le  4 
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Iflr 

sup If(z)l 
tzl=," 

5 . 8 0 . 1 0  - 2  

r o = 2 . 3 2 5  

3 . 5 4 . 1 0  -1  

1 . 8 9 . 1 0  - 2  

r o = 2  

9 . 5 4 . 1 0  - 2  

1 . 2 3 . 1 0  - 2  

to=2 
6 . 1 7 . 1 0  - 2  

1 .27-  1 0 -  2 

ro=2 
6 . 4 4 . 1 0 -  2 

1 . 3 4 . 1 0  - 2  

to=2 

6 . 7 9 . 1 0  - 2  

4 . 0 3 . 1 0  - 2  

to=2 
1 . 9 6 . 1 0  -1  

r o = 2 .25  r o = 1.92 r o = 1.9 r o = 1.925 r o = 1.95 r o = 1.85 

(x) (z) 
2. Sei f (x) . '=log 1 +~- mit der holomorphen Erg~inzung f ( z ) = l o g  1 + ~  , 

f s X  2. Approximiert man ~ log 1 + d x  mit der GauB-Legendre-Formel Q3, 
- 1  

so betr~igt der exakte Fehler 1.69.10 -4. Die herk~Smmliche Absch~itzung liefert 
1 

die Fehlerschranke 1.14.10 -2. I f l ,  r~(1,2], l~il3t sich durch ~ - I l f l t 2 , 2  
1 

- - l / ~ ( i z l [  2 If(z)l 2 Idzl) 1/2 = ~/1/~ = 1.24 (s. [9]) abschatzen. Ferner gilt [fl, = Igl, 

mit { 2 1 [ z \ 2 1 ( z ~ 3 - 1 [ z \ 4 1 ( 2 )  5} 
g(z):=f(z)- - ~ )  +5\21 4/2) +5 ' 

da Q3 Exaktheitsgrad 5 hat. Ffir g gilt (s. [8]) 

I l g l l ~ , 2 : l l f l l ~ , 2 - 4 ~ { l + ~ + ~ + ~ + ~ } , x  ~ x 

also Iig112,2:4.26.10 -1. 
Aus 

IRa(f)l < inf (a3(r) If  It), 
r~(1, 2] 

IR 3 (f)l ~ ~r 3 (2) ~ 4 ~  IIg II 2, 2 

1 
IR a(f)l ~ a3 (2) = II f II 2, 

4~21/4~z 
2~ 

rnit H A T U 0"* 0 "LI" 
0"3 ~ {0"3 ~ 0"3~ 3~ 3 /  a3, a3, erh~ilt man die in Tabelle 5 dargestellten Ab- 

sch~itzungen. 
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Tabelle 5 

G. Akrivis 

Ifl, 

I lfll:,~ 

Ilgll2,2 

1.27.10 -3 

to=2 

9.76.10 -3 

3.24.10 -3 

2.95.10 -4 

r0=2 

2.28.10 -3 

7.56.10 -a 

1.93.10 -4 

r0=2 

1.48.10 -3 

4.92.10 -4 

1.99- 10 -4 

r0=2 

1.53.10 -3 

5.09-10 -4 

2.09.10 -4 

r0=2 

1.61.10 -3 

5.35.10 -4 

6.29.10 -4 

ro=2 

4.84.10 -3 

1.61.10 a 

Diese Arbeit ist eine gekiirzte Fassung des ersten Teils meiner Dissertation [1]. Herrn Prof. 
Dr. G. H~mmerlin danke ich herzlich fiir seine UnterstiJtzung w~ihrend deren Anfertigung. Mein 
Dank gilt auch der Alexander S. Onassis-Stiftung, die mich w~ihrend der ersten beiden Jahre 
meines Promotionsstudiums mit einem Stipendium unterstiitzte. 
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