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Error Estimates for Gauss Quadrature Formulae

Summary. We consider Gauss quadrature formulae Q,,neN, approximating
1

the integral I(f):= | w(x)f(x)dx, w an even weight function. Let f(z)
-1
= Z afz* be analytic in K,:={zeC:|z|<r}, r>1, and |f|:=

sup {|a’2K|r2"}<oo The error functlonal R,:=I-Q, is continuous with

Kzn

respect to |+|, and the relation |R,| = z [R,(42,)/r™ ], qs.(x):=x?*, holds.

In this paper estimates for |R,|| are given, To this end we first derive
two new representations of |R,| which are essential for our further in-
vestigations. Then ||R,||=r%R,(¢), with ¢(x):=1/(r*>—x2), is estimated in
various ways by using the best uniform approximation of ¢ in P,, ,, and
also the expansion of ¢ with respect to Chebyshev polynomials of the first
and second kind. For w(x)=(1—x%)", a= +%, |R,| is calculated. The asym-
ptotic behaviour, for r—1+, of |R,|| and of the derived error bounds is also
discussed. Finally, we compare different error bounds and give numerical
examples.

Subject Classifications: AMS (MOS) 65D30; CR 5.16.

L. Einleitung

In dieser Arbeit wird das Integral I,

1

I()= | wf®dx, w(-x)=wx20, [w],>0,

durch die GauB-Quadraturformel Q,,

Q.(NH= Z w, f(x),

i=
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approximiert. Fiir das Fehlerfunktional R, :=1—(, gilt bekanntlich

R,(f)= 3/, (1.1)

FeCM[—1,1] Ee(~1,1) (271)'0C
(s. zB. [6; S.75]). Dabei ist a,>0 der Héchstkoefﬁzient desjenigen Polynoms
P, n-ten Grades, welches beziiglich (-,*),, (f,8) j (x)f(x)g(x)dx, nor-

miert ist und orthogonal auf P,_,, dem Raum der Polynome vom Hochstgrad
n—1, steht.
Die sich aus (1.1) ergebende Abschitzung

IR,(N= 1.£O™ (12)

(2)‘2

ist in vielen Féllen unbefriedigend, da sie die Berechnung hoher Ableitungen
erfordert und iiberdies fiir wachsende Stiitzstellenzahl stets neu berechnet wer-
den muB.

Fiir analytische Integranden lassen sich ableitungsfreie Abschdtzungen an-
geben. Ein geeigneter Zugang dazu wurde in [9] vorgeschlagen. Fiir r>1 seien
K, ={zeC:|z|<r},

X,:={f" f holomorph in K, und | f], < o0}.
Die Seminorm ||, ist dabei definiert durch
Lfly: r=sup {lod,d r?<3, (13)

(s. [97); hierbei sind af, keN,, die Koeffizienten der Taylorentwicklung von f
um 0,

flz)= i of 25, zek,. (1.4)
=o

Bemerkung. Fir x=n gilt R(q,)2R. (4, (vel [3]), und nach (1.1) ist
R,(q;,)>0 mit g,(x):=x*. Damit 1&8t sich (1.3) auch folgendermaBlen schreiben

| fl,=sup{laf|r*: k€N, und R,(q,) +0}.
R, ist auf (C[—1,13,]*{,) stetig. Aus der gleichmiBigen Konvergenz der
Reihe (1.4) in [—1, 1] folgt daher R,(f)= Y of R,(¢,), und damit

k=0

5 IR n(q,c)l) ..

k=0

R,/ = (

. R .
Da fiir keNo, [R,(g <2 ]wl, gilt, konvergiert die Reihe 3 Lrds) (‘lx)‘ Die

k=0 .
ungeraden Potenzen werden durch @, exakt integriert, und nach (1.1) gilt
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R (4,,)=20; fir die durch || induzierte Norm des Fehlerfunktionals R, gilt
also Raa)
v Rnlg,
IR, < ¥ =2,

k=0

Fiir f(z):=—— g11t

R,
R(N=( 3“2 s,
Damit ergibt sich
IRI= 3 Reldzd) (15)

K=

Bemerkung. In (X,,]+|,) sind Punktfunktionale nicht stetig. Die Seminorm |-},
wurde gerade so gewidhlt, daB R, stetig ist.

Die Abschitzung |R,(f)I<]IR,||f], 1Bt sich auch mit der Norm |- ||,

S Mgy —sup {laf| ¥}, herleiten, da die von |- ) und |-|, induzierten Normen

KEo
©

von R, libereinstimmen. Fiir gegebenes f, f(z)= 2 z*, beachte man, daB mit

2n-1
X 2k+1
g(z Z of 2+ Z o‘2x+1z

die Identitdten R (f)=R,(f—g) und |f—gl,=I[fl, gelten. Beziiglich |-,
sind Punktfunktionale offensichtlich stetig. Aus (1.5) liBt sich das asymptoti-
sche Verhalten von |R,| fiir r— o0 ablesen. R, verschwindet ndmlich auf P,,
und wegen R, (¢, )S2|w]l,, keNN, gilt

R,(¢s, R,(d2 L
Rldad) <, g Rellad) 5y ]
also
~Rn(q2n) . i ”R"” rzn =
IRl == fir rooo, dh. lim o=

Eﬁr GauB-Legendre-Quadraturformeln, also GauB-Formeln zur Gewichtsfunk-
tion w(x)=1, wurde in [9] die Abschdtzung

. IIR I<al(r) (L.6)
mit
22 (1) 1 1
_ 2 W) op—-1) _
@nrDien )'13(2" )’{(r—l)z" (r+1)2"}
angegeben. Da X, = X, fiir r< p ist, erhilt man aus (1.6) fir feX, die Abschit-

zung
IR, (f)= inf (@ OIF1,)- )

oy (r):=
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H

. entnimmt man

Der Definition von o

22+t 1 _R,(q;,)

Gh DLW 7 g T e

ol (r)x

damit gilt
IR, Ixc? fir r—oo. (1.8)

n

o2 gibt also das richtige asymptotische Verhalten von R, | fiir r— oo wieder.
Dies ist dquivalent dazu, daB in (1.7) fir f=gq,, (p=00) Gleichheit gilt. In
diesem Sinne ist die Abschidtzung (1.6) optimal.

Fiir r—1+ ist ¢ asymptotisch proportional zu 1/(r —1)*", abkiirzend

e ~1/r—1)>" fiir r>1+, dh lim [¢Z(@)(r—1)*"]=6,=+0.

r—1+

Andererseits gilt fiir das Fehlerfunktional im Falle konstanter Gewichtsfunk-
tion (s. (5.4)) )
IR l=ln—— fiir r>1+.
r—1

[|R,!| wird also durch ¢¥ fiir kleines r deutlich iiberschitzt.

Bisher untersuchten wir fiir eine feste Quadraturformel das asymptotische
Verhalten von R, || und ¢¥ fiir r>o0 und r—1+. Nun wird bei festem r das
asymptotische Verhalten von ||R,|| und ¢ fiir n— oo diskutiert.

Mit der Stirlingschen Formel ergibt sich

1 1
H > nr — .
o ()2 8(n+1) {(2r—2)2" (2r+2)2"}’
daraus folgt

a¥(r)»o0 fir >0, re(l, 1.5). 1.9
Aus (1.5) ergibt sich andererseits

IR II=0 fiir n—o0, re(l, o) (1.10)

Das asymptotische Verhalten von ¢Z(r) fiir n—oo hat zur Folge, daB8 z.B. fir

f (z):=——1— mit 1< p< 1.5 die rechte Seite in (1.7) fiir n—>c0 bestimmt diver-
p—z

giert, wihrend die linke eine Nullfolge ist.

In dieser Arbeit leiten wir Abschitzungen fiir |R,|| her, welche sich bei
festem n fiir r»1+ wie 1/(r—1) verhalten oder das asymptotische Verhalten
von ||R,| wiedergeben, fiir r— oo asymptotisch gleich bzw. asymptotisch pro-
portional |R,|| sind und bei festem r fir n—co gegen Null konvergiere
Dariiber hinaus wird fiir w(x)=(1 —x?)%, a> —1, das asymptotische Verhaltet
von |R,| fir r»14 bestimmt, und ||R,|| wird fir «= +4 durch einen einfa-
chen, geschlossenen Ausdruck explizit angegeben.
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2. Einfache Darstellungen fiir ||R, ||

Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei einfache Darstellungen
fiir ||R, ||, welche hier hergeleitet werden.

Auf (C[~-1,1],]ll,) ist R, stetig, und die Reihe ) q22: konvergiert
gleichmiBig in [ — 1, 1]. Damit folgt aus (1.5) x=0T

IRA=R.(3 %

also
IR, I=r*R, (@) mit o(x):=1/r*—x?). (2.1)

Da die Gewichtsfunktion gerade ist, werden die ungeraden Potenzen durch Q,
exakt integriert, (1.5) laBt sich also folgendermalien schreiben

IR= 3 P R I=rR) it Y= 10—
Durch @, werden Polynome vom Grad kleiner n exakt integriert, wegen der
Linearitdt von R, gilt also R, (y)=R,( —p), peP,_,. Wihlt man speziell dasje-
nige Polynom =, _,, welches i in den Knoten x,, ..., x, von Q, interpoliert, so
gilt Q,(—mn, ,)=0. Daraus erhdlt man eine Integraldarstellung flir R, ||.
Dazu sei IT,(x):=(x —x,)...(x —x,). Dann gilt

90—y =7,

da die linke Seite in x,,...,x, verschwindet. Multiplikation mit r—x und
Grenziibergang x—r liefert y,=1/I1,(r) (vgl. [2; S. 71f]). Somit gilt

T w(x )H( Vix  mit n,,(x)=[n](x—xi). 2.2)

Ril=—
IR, ,(r) —'[1 r— i=1

Bemerkung. Schitzt man im Falle w(x)=1 R, (@) nach [2; Satz 84] ab, so erhilt
man aus (2.1) die Abschitzung (1.6).

3. Abschiitzung von ||R, || mit Hilfe der besten Approximierenden an ¢

Ausgehend von der Darstellung (2.1) wird nun mit Hilfe der besten Tscheby-
scheff-Approximierenden aus P,,_, an ¢ eine Abschitzung fiir [R,| hergelei-
tet, welche fiir r—1+ asymptotisch proportional zu 1/(r—1) und fiir r—o0
asymptotisch proportional zu ||R,| ist. Diese Abschitzung gilt fiir jede gerade
Gewichtsfunktion.

Sei p%,_, die beste Approximierende an ¢ aus P,,_,. Die Koeffizienten
von p%¥ ., und der Minimalabstand der Funktion ¢ von P,,_, lassen sich
explizit angeben.
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Lemma (s. [10]). Seien a,beC, u, velN,, u>0 und

o0

f=b+al ¢ Tjvy i (C[I-L1] 0"l (3.1

j=0
mit |c|< 1. Dann gilt

b(1+c¢?)—2bcT,+aT,—acT,
T4+¢?—2cT,

f= vl (3.2)
Ist qF die beste Tschebyscheff-Approximierende an [ aus P, und px+v<d
<p(k+1)+v, so gilt

k—1 K

q¥=b+a z T,

ity T 1_.2
=0 1 c

T,

Br+v

(3.3)

und fiir den Minimalabstand
Ef(f):=1f—aflo=lal le]** /(1 —c?). (34
T, ist hierbei das i-te Tschebyscheff-Polynom erster Art.

Sei t:=r—yr*—1, r>1. Mit ¢:=1% und p:=2, v:=0, a:=87%/(1 —7*) und
b:= —a/2 ergibt sich aus (3.2) f(x)=1/(r* —x?), also f = ¢. Aus dem Lemma folgt
nun:

812 "2 . 81"
Poin-1=1_ _ZO ™ Tzﬁm T2 (3.5
j=

- der Strich beim Summationszeichen bedeutet, wie iiblich, Halbierung des
ersten Summanden - und

Epn1(@)=1¢=p3,_ sl =87>""2/(1 —7%)". (3.6)
Wegen R, (p%,_,)=0 gilt nach (2.1)
”Rn” =r2Rn((P'—p§n—1)
1 n
érz{ § w0 [o()—p3,- 1 (x)]dx|+ 3 Wilfp(xi)~17’§n_1(xi)|} (3.7

-1 i=1
<277 |wl o —p3_1lle

oder
IR S wlly 22" 2/(r? = 1). (3.8)

Schitzt man in (3.7) J,,_,(@):= j w(x) [p(x)—p%,_,(x)]dx besser ab, so er-

hilt man eine genauere Schranke als (3.8). Mit den oben angegebenen Parame-
terwerten ergibt sich aus (3.1) und (3.5)

812"+4 2 00

T ;
(p_p;n-—lr'_a—:_—rz)-zT - '1":1—4 Z 72 sz- (39)
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Die Orthogonalitit der Tschebyscheff-Polynome erster Art beziiglich der Ge-

wichtsfunktion w(x)=1/)/1—x? ergibt fiir dieses w fiir n>1 J,,_;(¢)=0 und
damit

Tchn—Z
<
IRIS5 5T 10
Fiir w(x)=1 gilt
1612'”'4 16T2 o) sz
Jon_1 (@)= @2n—1)(2n-3)(1—1%? 11t jg,, 42 -1’
und damit fiir n>2
16T2n+4 16'[2 o« sz
<
|J2n—1((P)1=max{(2n_1)(2;1—3)(1—1'4)2’ 1—c* J; 41'2—1}
1672n+4 1612 x :
< Y
:max{(zn—l)(2n—3)( 1—t%H2" (@n?=1)(1-1% ;T }
8T2n+2
<
_n(2n—1)(1-—7:4)(1—1‘2)’
also
’!,'2"_2 rT
L A —: gA(r)L. 311
“R"||‘*r2—1[n(2n—1)+1] o, (r) (3.11)

oy wird durch ¢ fiir kleines r wesentlich verbessert.

4. Abschiitzung von {|R,|| durch Entwicklung von ¢ nach
Tschebyscheff-Polynomen

Mit Hilfe der Darstellung (2.1) leiten wir durch Entwicklung von ¢ nach
Tschebyscheff-Polynomen Abschitzungen fiir |R,| her, welche fiir r—1+
asymptotisch proportional zu 1/(r—1) und fiir r—co asymptotisch gleich |R, ||
sind. Fiir w(x)=(1 —x%?, o= +1, wird ||R,| berechnet.

Nach (3.1) gilt

Y Z' T in (CI-1,13 (1 o) (4.1)
r e J_

R, verschwindet auf P,, , und ist in (C[—1,1], || - |l) stetig. Damit ergibt sich

aus (2.1) und (4.1)
2r

r?—

i 1R, (T,)). 4.2)

j=n

IRl =

Durch Berechnung von R,(T,,), R,(T;,+;) und Abschitzung von R,(T,),
Jj2n+2, werden aus (4.2) im folgenden Schranken fiir |R,|| gewonnen.

Der Index ,,4“ soll an die Herleitung dieser Abschitzung mit Hilfe der ,besten Approximie-
renden” erinnern
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Aus (1.1) und
T (x)=25"1x*—k2k=3xk 24+ . keN,

(s. [11; S. 31f]) folgt
R,(Ty)=22""1/ac%. (43)

Um R, (T;,.,) zu berechnen, bendtigen wir R,(g,,,,), zu dessen Berechnung
wir wie in [2; S. 157] vorgehen; in [2] wird der Spezialfall der GauB3-Legendre-
Formeln behandelt. Die Polynome p,, keIN,,

p(X)=0 X+ B X2+, >0,
(w gerade!) seien beziiglich (-, *),, orthonormiert. Aus
Pae 2 (X PX) =y 2 0, X7 2 0y 2 Byt 9 By ) X"+
ergibt sich unter Beachtung von (p,, ,,p,),,=0und Q,(p,..p,)=0
R,(@2n:2)=C,R,(qz)) mit Cp = —Bfot,—f,, /0, 5.

Ry(Ty ) =2"""1 R(d31 ) —(2n+2)2*" "' R, (q2,)

Aus

erhilt man somit
R(T;, . 2)=2"(Q2C,—n—1)/al. (4.4)

Mit (4.3), (4.4) und |R,(T,;)| =2|wl|l, folgt dann aus (4.2) die Abschitzung

2n 2n-1 3
IR, < 2re {2 —|14+2e2Q2C,—n—1)+ ! ||w||1}. 4.5)

/Pl 4 /o1

Fiir den wichtigen Spezialfall der GauB-Gegenbauer-Formeln, also fiir w(x)=
(1 —x2%? a> —1, geben wir die Schranke in (4.5) explizit an. Dazu einige Vorbe-
reitungen. Die Gegenbauer-Polynome E*?, keN,,

(=1
2k!

B (x):=

(1 — 2-—a_fi_’i_1__ 23k +a
(1= g1 =X

bilden beziiglich w(x)=(1 —x2)*, a> —1, ein Orthogonalsystem. Bezeichnen wir
mit p¢ die durch (p%,p%),=1 normierten Gegenbauer-Polynome, so besteht
zwischen p? und B*® die Beziehung

pi="i B
mit

1 [2k+2a+1

1/2
- KT (k42 +1]
2Tk+at)L 2 (k+2a+1)

7

(s. [12; Formeln (4.3.1) und (4.3.4)]). Ferner gilt

rQa+ 1) (k+a+1) [%](_l)jr(k_ﬁ“%)

ke — 2§
Tt DI+ )T (k+20+1) Mo @Y

E‘(a‘ aj ( x) —_
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(s. [12; Formeln (4.7.1) und (4.7.31)]). Fiir die Koeffizienten «,, f§, der ortho-
normierten Polynome p§ gilt also

2k +2a 2k+20—2
=7 (", )/2 po= i (C )/2&

dabei wurde I'(x)I(x+4)=1/nI'(2x)/2>*~! verwendet. Somit gilt fiir w(x)=
(1—x%* (mit C* statt C,)

2n4+20—2 2n+2a4+2
(n+ )(n+ o— ) (n+oc—|—2)(n+ o+ )
Ca= (2n+2oc) + (2n+2cx+4) ’
n n+2
und mit
Dm__22"‘1 242l T (n+2a+ DT (n+a+1)]
" a2 (2n42a+ )T 2n+2a+1)]?
und

d =Wl =22+ [F@+ D]/ Qa+2)
schreibt sich (4.5) als

2n

IR | <2 {D“|1+2t2(2C"—n Dl d,,}. 4.6)

In (4.5) wurde R,(T,)), jZn+2, durch 2|jw||, abgeschitzt. Fiir w(x)=1 schitzen
wir R,(T,;) besser ab und erhalten eine genauere Schranke. Dazu verwenden
wir

1
f T,;(x)dx= —2/(4j2-1)
-1

und erhalten

2

IRu(To)l S g + 1oyl Z w=87%/(4% ~ 1)
=1
Somit gilt
) 8(n_+_2)2 00 ) 4(n+2)2 g2n+3
21 A 2i_
j—_~§+2 IR (T2])|_4( +2)2_1 j= ;4_21 4(n+2)2__1 r2_1’

und mit (4.3) und (4.4) ergibt sich aus (4.2)
4(n+2)* 1 }
1

27’172" 2n+1 2
”Rn“%/rz—_—l{’)f 1—[1+(2n—1)(2n+3)]T T2 1
=+ o7) @7
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mit

o_ 24n(n!)4

" Rr+ D[RR
Aus der Entwicklung der Funktion ¢ nach Tschebyscheff-Polynomen zweiter
Art U, d.h. aus 9y o
0=""Y 19U, (4.8)

erhidlt man analog die Abschidtzungen:

22n
|R,| £2rt?+! {-(XT 1+12(4C,—2n—1)|

n

,(2n+5—-02n+3)7?
207 =1) [wil

fiir eine beliebige gerade Gewichtsfunktion w,
IR é2r12"“{20;|1+r2(4cz—zn—1)1

(2n+5)—Q2n+3)1?
S da} (4.10)

fiir w(x)=(1—x2)* a> —1, und

2n+1
<9pe2n+1)opol 1 2
IR | <2rt {21),,[1 (2n—1)(2n+3)1]

1 2
2n+3+—-)(1—1 2] o 4.11
[2+(n+ +3 +5)( ) T )} R () (4.11)
fir w(x)=1.

Bemerkung. Abschitzungen fir ||R,|, die fiir r»oo asymptotisch gleich ||R,]
und fiir r— 1+ asymptotisch proportional 1/(r —1) sind, lassen sich auch direkt

aus (1.5) gewinnen. Dies fiihren wir fiir die GauB-Legendre-Formeln aus.
Wir schitzen zundchst R,(g,.), k=n+2, ab. Aus Q,(q,,)=0 folgt

1
R(4205 | g2e(x)dx=2/(2x+ 1) und damit
21

- Rn(qZK) 2 - 1 2 l
K e T e
x}n r =2n+5,¢=;+2r2* 2n+5 P21y’

Mit den exakten Werten von R,(q,,) und R,{(q,,, ,) ergibt sich dann

IR, =

D° @n+1)m*+n—1) 1
22"-1r2"[ @n-1)2n+3) 72]
2 1
+2n+5 rmt2rl—1)

=:g¥(r). 4.12)
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Berechnung von |R,|| fir w(x)=(1—x?? a= +1:

Sei zundchst a= —1/2. Mit

R (T)= (=1"*in  fiir j=2nm, meN
m 0 sonst

(s. [4]) ergibt sich aus (4.2)

2 o , .
IR = ¥ (— LY+ 1a2,
Yri—1 =1
also
2nr ) 5
IR, I = fiir w(x)=1/)/1—-x2 (4.13)

]/rz— 1 [(r+]/r2—— 124 1]
Fiir «=1/2 gilt ebenfalls nach [4] fir meN
n/2  fir j=2n+2)m-2
R,(U)=1{_n/2 fiir j=Qn+2)m
0 sonst;

damit folgt aus (2.1) und (4.8)

IR, Il = 2uryr’ - fir w(x)=11-x> (4.14)
(r+]/r2_—1)2"+2——1

5. Asymptotisches Verhalten von [|R, || fiir r—1+ fiir w(x)=(1—x?%)*,
> —1, und asymptotisch optimale Abschiitzungen fir x =0

Da die Knoten der GauB-Quadraturformeln im Inneren des Integrationsinter-
valls liegen, ergibt sich aus |R,| =rR,())

IR, | ~ j de fiir r—1+. (5.1)

Fir GauB-Gegenbauer-Quadraturformeln geben wir dieses Verhalten explizit
an. Stiitzstellen der GauB-Formel Q, zur Gewichtsfunktion w(x)=(1 —x2y,
2> —1, sind die Nullstellen von P™?. In diesem Fall hat (2.2) also die Form

r 1 aP(a a)( )

IR, =pE() _j (1—x?% (52)

Mit der Jacobi-Funktion zweiter Art 0,

P “)(x)

0 () =4r? =)= | (1=x7F = k
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(s. [12; S. 731f}), 148t sich (5.2) folgendermaBen schreiben

IR, =2r(r* —1)* Q59 (r)/ B (r). (5.3)
Fiir r—»1+ gilt (s. [12; S.77))

= —[In(r-1)]/2 fiir =0

Moy Fintoa+1 .
Qﬁla.a)(r) :_/_2“—1——————5"2"4(’2“4_1) )(r—l)_a fiir >0
~1 fiir a<O.

Damit ergibt sich aus (5.3) wegen B®?(1)= (n-}l;oc) (s. [12; S.57))

~—In(r-1) fir a=0
r2e, L(@)]*n! .

IR, I{ =2 Ty fir «>0 (5.4)
~(r—1y fir a<0

fir r—1+.

Bemerkung. Sei X,:={f: f holomorph in K, und |f|;<co} mit K :=

{zeC:|z] <1} und |f|, =sup|of,|. (5.4) entnimmt man, daB8 das Fehlerfunktional
K2n o . . .

einer GauB-Gegenbauer-Formel fiir a>0 auf (X,,|-|,) stetig ist. Damit gilt

insbesondere fir r=1 |R,ll= Y. R,(g,,)

K=n

Asymptotisch optimale Abschéitzungen von ||R,| fir w(x)=(1 —x*), 20

Fiir 20 wird eine Abschdtzung von |R,| angegeben, die fiir r—1+ asympto-
tisch gleich |R,|} ist.
Sei zunidchst «>0. Aus (5.4) und obiger Bemerkung folgt

i R, (q,)=2%a[l(@)]*nYI(n+20+1) (r=1, a>0),

und mit
R,(434) 1\ R4y, & Ruld3)
IR, |- (1) 4 omily e
R,(43,) 1 12
é anz (1 _r_2) +r2n+2 Kgn Rn(qZK)
ergibt sich
R, (q2n)( 1) 2229[I'(@)]?*n! 1
R, l—= . 5.5
IR, = F(n+2a+1) r2+2 (5:3)

Fiir a=0 gehen wir von ||R, | =2rQ,(r)/E(r) mit Q,:=Q%% und P:=P9 aus
und schédtzen die Legendre-Funktion zweiter Art Q, nach oben und das Legen-
dre-Polynom F, nach unten ab. Fiir Q, gilt (s. [5; S. 2901])
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Qn(r)=}x(0)d9, x(0):=(@—)r*—1cosh )",
0

1
mit a:=11In :+—1, r>1. Da y in [0,a] fallend ist, 1aBt sich das Integral mit
Hilfe der linken Rechteckregel nach oben abschitzen. Wir wihlen die Schnitt-
weite h:=a/2, um eine einfache Schranke zu erhalten. Es gilt also

0,N=tn %{1"4— [r—4| ol WVr+1+y r—l)]"}. (5.6)

2

Fiir die Jacobi-Polynome B®#, « B> —1, gilt

wo=3 (7)) (1)

(s. [12; S. 67]); daraus folgt unmittelbar

1 k
ROPz (5. xzL (57)

Ferner gilt (s. [12; S. 58])
Pu()=B®~1PQx* 1), By, (x)=xBO M 2x?~1);
damit ergibt sich aus (5.7)
F(r)zr".

Insgesamt erhiilt man somit die Abschidtzung

=2t -1

1 4/.2 1 n
IR,| S~ 1n"F {r"+ [r—V ST+ r~1)] }==a,’;(r). (5.8)
Bemerkung. Stiitzstellen der GauB-Quadraturformel Q, zur Gewichtsfunktion
w(x)=1/)/1 —x? sind die Nullstellen von T,. Nach (2.2) gilt also
F T
r LT,

0 LT

Das Integral auf der rechten Seite lﬁQt sich elementar berechnen:

IR, =

i 1 T(x) dxe } 1 cos(narccosx)
S1Y1—x?r—x S1Y1=x2 r—x
T cos(ny) nt"
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Die erste Gleichheit gilt wegen T, {x)=cos(n arccos x) fiir xe[ —1, 1], die zweite
folgt durch Variablensubstitution und die dritte wurde [7; S. 112] entnommen.

Wegen
Lo)=3lr—Y7 =1+ +Y/r7 = 1]

(s. [11; S. 5]) ergibt sich dann

2nr
“ "“"m[(rﬂ/?fj)z"ﬂ]’

d.h. (4.13). Auch (4.14) 1aBt sich analog aus

JV—‘U("

Rl 7 ( -
herleiten.

6. Vergleich der Abschitzungen

Am reprisentativen Spezialfall der GauB-Legendre-Quadraturformeln werden
die hergeleiteten Abschidtzungen verglichen. Dazu wird zunichst das asympto-
tische Verhalten der Abschitzungen untereinander untersucht, und zwar fiir
r—o0 und r— 1+ bei festem n und fir n— oo bei festem 7.

Der Tabelle 1 ist das asymptotische Verhalten der Quotienten je zweier
Abschitzungen fiir r—1+, der Tabelle 2 jenes fiir r—oo bei festem n zu
entnehmen.

Tabelle 1 Tabelle 2
— e 1
ay oo E oy &
) SN - S
i | ! i
a? 0 E2n+5|: oy G o1 1
B SN S B —
| ] |
I ]
of | o b2 o | & |t Lo
AR SO i
) e |
2n+5 | n, '
o | o el o jeal e Laluy
" |
——n e
| |
1 1
o oo o | o I o | ¥ &, 1 1 } 1 I/JE
1 i |
& \Q‘
(‘.-?’& 4,090‘ ok o* ¥ al ot r\}z &é} ok o} oY o a,
o«
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Hierbei sind

L BmY L, dee2Pnes)
Ty L T B Ty 1%

1
= n+1 0 n n *:: ——— 0
£:=2"*'D%3"+4" und &* 2[1+2n(2n_1)]/D"'

Sei nun r fest. In Tabelle 3 wird das asymptotische Verhalten der Quotienten je
zweier Abschétzungen fiir n— oo angegeben.

Tabelle 3
-0
1
o} |
|
]
___T _____ i
a? o !l o0 !
|
B R
| | I
o7 o o | o |
| 1 |
R
IR A
ot ol o o ic,(A,T):
g (0 r>c10,r>2] | } ! Hierbei sind
g, i j o I 1 o I
00, r<c¢ oo,r<2I ! 1 !
c(A,T):=
0 4. T) 2red [n(r* — D +17]
¥ of a* c ol o
(A n n n n
Al und ¢:=3.32062837.

Sei R, das Fehlerfunktional der GauB-Legendre-Quadraturformel mit drei
Stiitzstellen. In den anschlieBenden sechs Diagrammen wird der Logarithmus
von |[R;| zusammen mit dem Logarithmus einer der obigen Abschitzungen
dargestelit. ||R,| 148t sich dabei aus (2.1) bestimmen.

Beispiele. 1. Sei f(x):=exp(x%) mit der holomorphen Ergﬁnzung flzy=exp(z?),
feX . Der exakte Fehler bei der Approximation von j exp{x?)dx mit der
GauB-Legendre-Quadraturformel Q, ist 1.18-1072 Dle herkommhche Ab-
schitzung (1.2) liefert als Fehlerschranke 2.39-1071. Aus

IRs(f)Iéinf(Us(r)lfL) bzw. IRa(f)I<1nf(0'3(r)SupIf(Z)I)

Z—l‘

(s. [9]) mit o,e{c¥, 04, 0%, Y, 0%, o5} erhilt man die in Tabelle 4 dargestellten
Abschitzungen (das Minimum wird jeweils fiir r =r, angenommen).
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Tabelle 4
2= o a4 a3 ay o% ak
Ifl, 5.80-102 1.89-10-2 123.1072 1.27-1072 1.34.102 403.10"2
2325 | n=2 ry=2 ro=2 ro=2 =2
Sl|1p|f z)| 3.54.10°1 9.54.10~2 6.17-1072 6.44.10~2 6.79-10"2 1.96.10"*
0=225 | =192 | =19 | r,=1925 | r,=195 _—r; g5

2. Sei f(x):=log (1 +%) mit der holomorphen Erginzung f(z)=log (1 +§>,

1
feX,. Approximiert man | log (1 +g—) dx mit der GauB-Legendre-Formel Q,,
so betrigt der exakte Fehler 1.69- 10~ Die herkdmmliche Abschéitzung liefert

die Fehlerschranke 1.14-1072 |f],, re(1,2], 4Bt sich durch (FAIP

]ﬁ
]/_:( [ 1f@)21dz))/>=n/)/6=124 (s. [9]) abschitzen. Ferner gilt |f],

PR 1 T T

da @, Exaktheitsgrad 5 hat. Fiir g gilt (s. [8])

=|gl,

||g||2 2—||f||2 2——47‘:{1+ +3 +16+%}

also lgll,, ,=4.26- 10-1,
Aus

IRs(f)lér;Ill’fn(Ga(r)lfI,), IRs(f)|<63(2)l/—||fllz 25

IRy (/) <032 —— gl ,

Van

mit g,e{c¥, 64,07, 05, 0% 05} erhilt man die in Tabelle 5 dargestellten Ab-
schitzungen.
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Tabelle 5
Ifl,< g3 I3 a4 o3 a% o} of
111, 1.27-1073 | 295.107* 1.93.10°% 1.99-10~* 209-107% | 6.29-10"*
rp=2 ro=2 Fp=2 ro=2 fo=2 =2
”lj;gfiz 9.76-107% | 2.28-1073 1.48.1073 1.53.1073 1.61-1073 | 4.84.1073
n
ng/lg 324.1073 | 7.56-107% | 492.10~* | 5.09.10"* 5.35-10"¢ 1.61-1073
4r

Diese Arbeit ist eine gekiirzte Fassung des ersten Teils meiner Dissertation [1]. Herrn Prof

Dr. G. Himmerlin danke ich herzlich fiir seine Unterstiitzung wihrend deren Anfertigung. Mein
Dank gilt auch der Alexander S. Onassis-Stiftung, die mich wihrend der ersten beiden Jahre
meines Promotionsstudiums mit einem Stipendium unterstiitzte.
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