
Z. Physik 238, 404--420 (1970) 
�9 by Springer-Verlag 1970 

Experimentelle und theoretische Untersuchungen 
von Nichtgleichgewichtseffekten 

an station iren Heliumplasmen unter Normaldruck 

J. UHLENBUSCH, E. FISCHER und J. HACKMANN 

I. Physikalisches Institut der RWTH, Aachen 

Eirlgegangen am 23. Jtmi 1970 

Exper imenta l  and  Theore t ica l  Invest igat ions  
of Non-Equi l ib r ium-Effec t s  in S ta t ionary  He l ium Plasmas  

under  N o r m a l  Pressure 

Measurements and calculations of temperature, densities and field-strength- 
current-characteristics of cascaded arcs (0.15 and 0.3 cm radius) burning in Helium 
under normal pressure are reported. It is shown that the evaluation of measured arc 
data assuming Saha equilibrium is not in agreement with the detailed solution of the 
balance equations. The temperature of electrons and heavy particles as well as the 
density of electrons and neutrals must be determined as independent variables from 
the rate equation for ground state neutrals, from the equation of state, and from the 
energy balance of the electron gas and of the total plasma. The latter equation can be 
replaced by relations between measured intensities and the state variables. The 
deviations from Saha equilibrium are mainly caused by diffusion of neutral particles 
into the arc core and of charged particles into the opposite direction. The theoretical 
results derived from the balance equations are compared with spectroscopic line 
intensity and line width measurements. The agreement is good even if the equilibrium 
conditions are strongly violated. 

I. Einleitung 

Zur  Erzeugung und  Diagnos t ik  von P lasmen un te r  N o r m a l d r u c k  
mi t  E lek t ronendich ten  u m  1017/cm 3 und  Tempera tu ren  u m  20000 ~  
ha t  sich der  Maeckersche  K a s k a d e n b o g e n  bew~ihrt 1'2. De r  K a s k a d e n -  
bogen  ist  fiir diese Unte r suchungen  deshalb  so gut  geeignet, weil bei  
s ta t ion/ i tem Betrieb und  r icht iger  Abmessung  des Entladungsgef~iBes 
sich ein stabiles P la sma  von zyl inder-symmetr ischer  Geomet r i c  aus- 
bildet .  D a d u r c h  werden sowohl  die D iagnos t ik  als auch  die theoret ische 
Beschreibung des P lasmazus tandes  sehr vereinfacht .  

Zu r  exper imentel len  Effassung von Transpor t -  und St rahlungsvor-  
g/ingen interessiert  neben S t rom und  Felds t / i rke  die Vertei lung der  

1 Maecker, H. : Z. Naturforsch. 11 a, 457 (1956). 
2 Uhlenbusch, J., Hackmann, J.: Report HMP 119, RWTH Aachen (1968). 
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Zustandsgr6Ben Dichte und Temperatur. Diese Zustandsgr613en werden 
am Bogenplasma meistens indirekt gemessen. Das soll hier heil3en, dab 
man eine temperatur- oder dichteabh/ingige Gr6Be migt und mit Hilfe 
bestimmter theoretischer Annahmen zu den Zustandsgr613en selbst 
tibergeht. Die wesentliche Annahme, die den meisten mitgeteilten Mes- 
sungen zugrunde gelegt wird, ist, dab Saha-Gleichgewicht zur Elektronen- 
temperatur herrscht, d.h. kleine Bereiche der Entladung sind thermo- 
dynamische Systeme, und mit Hilfe der Sahagleichung l~il3t sich die 
Konzentration der verschiedenen Teilchensorten berechnen. 

Man findet jedoch in der Literatur 3-8 einige Hinweise dafiir, dab 
diese Annahmen die Verh/iltnisse zu stark vereinfachen. Im folgenden 
soll deshalb theoretisch und experimentell untersucht werden, wie groBe 
Abweichungen vom Gleichgewichtsverhalten in Heliumb6gen auftreten 
und durch welche detaillierten Prozesse sie bedingt sind. Es wurde eine 
Heliumentladung gew~ihlt, weil hier die Abweichungen vom Gleich- 
gewicht am gr613ten sind. In einer folgenden Arbeit werden die Gase 
Neon, Argon und Krypton behandelt, die weniger yore Gleichgewicht 
abweichen. 

Zur Erzeugung des Lichtbogenplasmas wurde ein Kaskadenbogen 
benutzt, wie er in 9 n~iher beschrieben ist. 

II. Physikalische Eigenschaften des Lichtbogenplasmas 
Messungen der Strom-Feldst~irke-Charakteristik, der Linienintensi- 

t[iten und der Kontinuumsintensitfit in Heliumb6gen mit verschiedenen 
Radien unter Normaldruck zeigcn Abweichungen vom .~hnlichkeits- 
verhalten. Wenn man z.B. das Produkt E .  R tiber I/R auftr~igt, das ftir 
Gleichgewichtsb6gen bei fehlender Abstrahlung einem Ahnlichkeits- 
gesetz gehorchen sollte, so erh~ilt man ffir B6gen mit unterschiedlichem 
Radius R drastisch verschiedene Kurven 2'1~ Obwohl diese B6gen 
nut  schwach abstrahlen, ist das ~hnlichkeitsverhalten stark gest6rt, was 
man nur durch Abweichungen vom Gleichgewicht deuten kann. 

Weitere Hinweisc auf Abweichungen vom Gleichgewicht erh~ilt man, 
wenn man aus absolut gemessenen Linienintensit[iten mit Hiffe der 

3 Pytte, A., Winsor, N. K.: VII. Int. Conf. on Phenom. in Ionized Gases, Belgrad 
(1965). 

4 Bott, J. F.: Phys. Fluids 9, 1540 (1966). 
5 Krysmanski, K. H.: Ann. Physik 15, 162 (1965). 
6 Mewe, R.: Brit. J. Appl. Phys. 18, 107 (1967). 
7 Petschek, H., Byron, S.: Ann. Phys. (N.Y.) 1, 270 (1957). 
8 Fischer, E., Hackmann, J., Uhlenbusch, J.: Z. Natufforsch. 24a, 1427 (1969); -- 

IX. Int. Conf. on Phenom. in Ionized Gases, Bukarest (1969). 
9 Uhlenbusch, J., Gieres, G.: Z. Angew. Phys. 27, 66 (1969). 

10 Emmons, H. W.: Phys. Fluids 10, 1125 (1967). 

28 Z. Physik, Bd. 238 
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Sahagleichung die Elektronentemperaturverteilung ausrechnet. Es er- 
gibt sich dann eine fast konstante Verteilung der Temperatur fiber den 
Radius, die unrealistisch ist. 

Schlieglich weichen Werte der elektrischen Leiff/ihigkeit, die aus 
Feldst/irke- und Intensit/itsmessungen erhalten wurden, recht erheblich 
von den als zuverl~issig geltenden theoretischen Gleichgewichtswerten 
ab 8. Eine weitere Stiitze der Nichtgleichgewichtsannahme ist darin zu 
sehen, dab Elektronendichten, die mit Hilfe der Linienverbreiterungs- 
theorie l i bestimmt wurden, mit den Sahawerten nicht fibereinstimmen. 

Man kann alle diese Erscheinungen nur dadurch erkl/iren, dab man 
neben dem groBen Unterschied zwischen der Temperatur der schweren 
Teilchen und der Elektronen die Diffusion yon Elektronen aus dem 
heigen Bogeninneren zur Bogenwandung hin mit bedicksichtigt (s. hierzu 
auchl2,13). Dutch die Diffusion der Elektronen ist die Elektronendichte 
in der Bogenachse niedriger und in den/iul3eren Bogenbereichen h6her 
als im Sahagleichgewicht. Ein umgekehrtes Verhalten zeigt die Verteilung 
der neutralen Atome. 

Auger der St6rung des Gleichgewichts dutch die Diffusion treten 
St6rungen der Besetzungszahlen einzelner Energieniveaus auf. Wegen 
der vergleichsweise niedrigen Elektronendichte, des geringen Einflusses 
der Strahlungsprozesse und der kleinen StoBanregungsquerschnitte ist 
der Grundzustand der neutralen Atome fiberbesetzt, und deshalb sind 
Temperaturbestimmungen, die Teilchendichten aus der Sahaformel 
heranziehen, mit Fehlern behaftet. 

Das yore Gleichgewicht abweichende Elektronendichteprofil ftihrt 
dazu, dab auch die Verteilung der elektrischen Leiff/ihigkeit ver~indert 
wird. Deshalb versagt auch eine in 8 beschriebene Methode zur Bestim- 
mung der elektrischen Leiff~ihigkeit in einem Heliumbogen. 

Ein quantitatives Verst/indnis dieser Vorg~inge ist nur m6glich, wenn 
man gleichzeitig eine L6sung der Kontinuitgtsgleichung, der Zustands- 
gleichung, der Energiebilanz ftir das gesamte Plasma und ffir das Elek- 
tronengas allein durchftihrt. Ehe diese angegeben wird, sollen einige 
hier benutzte Voraussetzungen zusammengestellt werden. 

Wegen der hohen StoBfrequenz der Elektronen untereinander be- 
sitzen die Elektronen eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung mit 
der lokalen Temperatur T e.  In gleicher Weise haben die schweren 
Teilchen eine lokal definierte Temperatur Ts (s. hierzu die Diskussion 
in 14, S. 17). 

11 Griem, H. R.: Plasma spectroscopy. New York: McGraw-Hill Book Company 
1964. 

12 Bergstedt, K.: Z. Naturforsch. 24a, 299 (1969). 
13 Drawin, H.-W. : Z. Physik 228, 99 (1969). 
14 Mewe, R. : Rijnhuizen Report 69-50, Rijnhuizen-Jutphaas (1969). 
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Da der Wirkungsquerschnitt fiir die Anregung des Atoms yore 
Grundzustand in h6here Niveaus klein ist, iiberwiegen abregende 
Prozesse, d.h. der Grundzustand ist im allgemeinen iiberbesetzt. 

Angeregte Atome stehen dagegen in starker Stogwechselwirkung mit 
den freien Elektronen. Ftir eine Elektronentemperatur von 20000 ~ 
und eine Elektronendichte von ca. 1016/cm 3 liefern die bekannten Ab- 
sch/itzungen a 1, x3,15, x6, dab bis auf den Grundzustand alle Niveaus des 
Heliums thermiseh populiert sind in bezug auf die n/ichst h6here Ionisa- 
tionsstufe. AuBerdem sind die Diffusionsquerschnitte der Heliumatome 
im Grundzustand sehr klein, d.h. Gewinn und Verlust von Atomen 
dutch Diffusion in einem Volumenelement liefern in der Ratengleichung 
einen grol3en Beitrag. Gewinn und Verlust von Teilchen im Grundzu- 
stand durch StoB und Strahlung treten dagegen zumindest fiir Helium 
in den Hintergrund. Da sich nur wenige Promille der neutralen Atome 
nicht im Grundzustand befinden, werden die sich einstellenden Dichten 
im wesentlichen dutch das Verhalten der Atome im Grundzustand 
bestimmt. 

In den sp/iter verwendeten Energiebilanzen treten Transportkoeffi- 
zienten auf, die gesondert berechnet werden mtissen. Bereits publizierte 
Daten kann man nicht benutzen, da sic unter der Annahme thermo- 
dynamischen Gleichgewichts hergeleitet wurden. Dieser Fragenkomplex 
ist in 17 behandelt und soll deshalb hier nicht weiter er6rtert werden. 

III. Die Grundgleichungen 

W/ihrend unter der Annahme von lokalem thermodynamischem 
Gleichgewicht bei gegebenem Druck die Temperatur als einzige Unbe- 
kannte auftritt, hat man mit den oben gemachten Voraussetzungen die 
vier unbekannten Gr6gen: Temperatur (Te) und Dichte (ne) der Elek- 
tronen resp. Ionen (T~, n +) und der Neutralteilchen (T~, n,). Diese Varia- 
beln werden durch folgende Gleichungen verkniipft: 

a) Die Ratengleichung 

Neutrale Heliumatome im Grundzustand k6nnen durch folgende 
Prozesse gebildet oder vernichtet werden: 

1. Die Anregung von Heliumatomen im Grundzustand durch Elek- 
tronenstog und der UmkehrprozeB fiihren zu einer Erzeugungs- bzw. 

15 Wilson, R.: Plasma in space and in the laboratory. Proceedings of the Esrin 
Study Group, Frascati/Rome (1966). 

16 McWhirter, R. W. P.: Plasma diagnostic techniques. New York: Huddlestone and 
Leonard Academic Press 1965. 

17 Preuss, E. : Dissertation RWTH Aachen (1970). 

28* 
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Vernichtungsrate v o n d e r  Gr6Be 

Pmax 

(np. neQpo-no, n e " Qop). (3.1) 
p > O  

Hierbei bedeuten no und np die Neutralteilchendichten im Grundzustand 
bzw. im Zustand p. Qo p ist der Ratenkoeffizient ffir Anregung aus dem 
Grundzustand in den Zustand p. Qpo der Ratenkoeffizient ffir den 
UmkehrprozeB. Die Summation erstreckt sich fiber alle angeregten 
diskreten Zust/inde. 

2. Ionisierende StSge und ihr UmkehrprozeB, DreierstoBrekombina- 
tion, ergeben eine Nettoproduktion yon Atomen im Grundzustand von 
der GrSBe 

ne a Qc o -  no ne Qo e, (3.2) 

wobei Qo~ der Ratenkoeffizient ffir Ionisation und Qco der Ratenkoeffi- 
zient ffir die DreierstoBrekombination ist (ffir n~=n+). 

3. Im Falle optisch dfinner Strahlung ist die Produktion von Atomen 
im Grundzustand durch Strahlungsprozesse durch 

Pmax 

np A o ~ (3.3) 
p > O  

gegeben, wo Apo die Ubergangswahrscheinlichkeit vom p-ten Niveau in 
den Grundzustand ist. Die Strahlung wird jedoch absorbiert, und die 
effektive Besetzungsrate ist kleiner, als aus der Summe (3.3) folgt. 
Ffihrt man einen Reduktionskoeffizienten go p mit 0 ~go p < 1 ein, dann 
gilt ffir die effektive ~bergangswahrscheinlichkeit .4" p = A o p" go ~. Der 
sog. Verdfinnungsfaktor gop wurde in 18 eingeffihrt, eine Diskussion 
dieses Problemkreises finder man in 14 

4. Photoionisation und Photorekombination ergeben, wenn man 
auch hier die Absorption durch einen Verdfinnungsfaktor go c in Rech- 
nung stellt, die effektive Rekombinationsrate 

2 ne" Rco" go~, (3.4) 

wo R c o der Ratenkoeffizient ffir Photorekombination ist. 

5. Die Wechselwirkung zwischen neutralen Atomen ist ffir die Teil- 
chenproduktion im vorliegenden Elektronendichtebereich ohne Bedeu- 
tung. 

Die zeitliche Anderung der Dichte von Teilchen im Grundzustand 
durch Stol3 und Strahlung lautet jetzt nach Addition der Beitrage (3.1) 

18 Holstein, T.: Phys. Rev. 72, 1212 (1947); -- Phys. Rev. 83, 1159 (1951). 



Nichtgleichgewichtseffekte an stationgren Heliumplasmen 409 

bis (3.4) 

: ,oo ..oQO.§ n: 
Strahlung 

(3.5) 

wobei no~ und ne~ die Sahawerte der Dichte der Teilchen im Grund- 
zustand und der Elektronendichte bedeuten. Die Ratenkoeffizienten fiir 
den Hin- und RfickprozeB wurden in (3.5) mit Hilfe des Prinzips des 
detaillierten Gleichgewichts miteinander verknfipft. Ftir A erh/ilt man 

Pmax 

Rcogoc+ ~ BpAopgop 
A = p>o (3.6) 

Pmax 

Qoc+ E Qo, 
p > 0  

wobei Bp gegeben ist durch die Formel 

np 

Der Quotient A ist somit das Verh/iltnis der Strahlungsrekombinations- 
rate zur StoBanregungsrate. 

Die Gesamtproduktionsrate ist mit dem Diffusionsstrom in radialer 
Richtung (Jo,) dutch die station/ire Kontinuit/itsgleichung 

1 ~ (Ono] 
r ar  rJ~ 

Strahlung 

(3.8) 

verkniipft. Der Diffusionsstrom Jot 1/iBt sich mit Hilfe des Wirkungs- 
querschnittes fiir Umladung Q!~' 1)(Ts) folgendermaBen schreiben 17 

8 
3k Or (n,T~) 

j o , =  8(n,+ ne) Q}l.1)(T~)Vt_~kT~/rc (3.9) 

Wegen des geringen Unterschiedes zwischen der Gesamtdichte der 
neutralen Heliumatome na und der Dichte der Heliumatome im Grund- 
zustand no kann man no praktisch na gleichsetzen. Der genaue Zusammen- 
hang ist gegeben durch 

(oo) no=n , -n2 (Z -1 )Bo;  Bo = ~ , (3.10) 
n e Saha 

wobei Z die Zustandssumme des neutralen Heliums ist. 
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b) Die Zustandsgleichung 

Als weitere Beziehung zwischen den Unbekannten Te, T~, na und n~ 
steht die Zustandsgleichung in Verbindung mit der Quasineutralit/its- 
bedingung zur Verftigung. Sie lautet 

P =naTsq-ne(Zsq- Ze). 
k 

(3.11) 

c) Die Energiebilanz des Gesamtplasmas 

Unter Berficksichtigung der Ohmschen Aufheizung des Plasmas, des 
W/irmetransportes, der Abstrahlung sowie der Absorption der Strahlung 
lautet die Energiebilanz in Polarkoordinaten 

1 0 r_+rtcev_xvr,.~v.7,.  l J t  " )  " """ o - g  2 - -  
r 0r  

(3.12) 

(~v=Emissionskoeffizient, tcv=Absorptionskoeffizient, I,=Intensit~it). 
Der radiale W/irmestrom wird dutch die Transportkoeffizienten ausge- 
driickt 

0T~ 0 . T~) (3.13) q ,  = - KK ~ + tOO ~ i n .  �9 
"?  

Hier wurde vereinfachend OTJOr~OT~/Or gesetzt, die Transportkoeffi- 
zienten sind in 17 und 19 n/iher erl~iutert. Sie h/ingen yon allen vier 
Unbekannten ab. 

d) Die Energiebilanz des Elektronengases 

Eine weitere Beziehung zwischen den Variabeln stellt die Energie- 
bilanz fiir das Elektronengas dar. 

- _ _  3 El 0no E2e2 2me-~-k(Te-T~)vel ,st---(On~ . (3.14) 
me(Velast-t-Vinelast) m s z n e \ (7~ /Strahlung 

Die W/irmeleitung der Elektronen ist hier vernachl~issigt, da dieser 
ProzeB im vorliegenden Bereich keine Rolle spielt 17. AuBerdem ist 
vereinfachend angenommen worden, dab bei jedem inelastischen StoB 
genau die Ionisationsenergie vom Elektron auf das Atom iibertragen 
wird. Da die Linienstrahlung in den Grundzustand zur Besetzungsdichte 
praktisch nichts beitr~igt, ist die ,~nderung der Anzahl der Neutralteilchen 
im Grundzustand (s. G1. (3.5)) dem Betrag nach gleich der Anzahl der 

19 Uhlenbusch, J. : Report I-IMP 125, RWTIt Aachen (1969). 
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pro Zeiteinheit inelastisch stoBenden Elektronen, also 

lano  
V i n e l a s  t �9 / ' / e  ~ - -  ~ l S t o  B . (3.15) 

\ t s  ~ / S t r a h l u n g  

Die in den Abschnitten a bis d hergeleiteten Formeln bilden ein voll- 
st/indiges Gleichungssystem zur Ermittlung der Temperaturen und Dich- 
ten im Bogen. Man kann mit ihrer Hilfe neben der radialen Temperatur- 
und Dichteverteilung auch die elektrische Feldst~irke ermitteln sowie 
die Intensit/it der Linien- und der Kontinuumsstrahlung. Falls man 
jedoch die komplizierte Energiebilanz umgehen will, kann man an ihrer 
Stelle eine andere Temperatur-Dichte-Beziehung benutzen. Hierfiir kom- 
men vor allem experimentell ermittelte Verteilungen der Elektronendichte 
oder gemessene Absolutintensiffiten von Spektrallinien in Betracht. Die 
Linienintensitat ist nach der Gleichung 

. h q p  
zL=-~-~- n I h vqp np (3.16) 

der Dichte der angeregten Atome im oberen Zustand p proportional 
und durch G1. (3.7) rnit der Elektronentemperatur und der Elektronen- 
dichte verkniipft. In dieser Formel ist Aqp die Obergangswahrscheinlich- 
keit fiir einen StrahlungsiJbergang vom Niveau p zum Niveau q, I ist die 
Dicke der vom Licht durchlaufenen Plasmastrecke und vqp die beim 
Obergang abgestrahlte Frequenz. 

Eine gleichzeitige L6sung der Gleichungssysteme (3.8), (3.11), (3.12), 
(3.14) und (3.8), (3.11), (3.14), (3.16) und ein Vergleich der Ergebnisse 
wurde bis jetzt nur fiir Heliumb6gen durchgeftihrt. Die Edelgase Neon, 
Argon und Krypton wurden nur nach der zweiten Methode untersucht 2o, 
da die Transportkoeffizienten ftir Nichtgleichgewicht noch nicht vor- 
liegen. 

Die numerischen Werte der verschiedenen Querschnitte und Raten- 
koeffizienten wurden durch Mittelung mit Hilfe einer Maxwellverteilung 
erhalten. Zahlenwerte findet man in 17 und 20. 

Der Wirkungsquerschnitt fiir Anregung und Ionisation yon Helium- 
atomen im Grundzustand durch ElektronenstoB ist aus zahlreichen 
experimentellen Arbeiten bekannt 21-26. 

20 Uhlenbusch, J., Fischer, E., Hackmann, J.: Report HMP 128, RWTH Aachen 
(1970). 

21 Maier-Leibnitz, H. : Z. Physik 95, 499 (1935). 
22 Fleming, R. J., Higginson, G. S.: Proc. Phys. Soc. (London) 84, 531 (1964). 
23 Schulz, G. J., Fox, R. E.: Phys. Rev. 106, 41 (1957). 
24 Schulz, G. J.: Phys. Rev. 112, 150 (1958); -- Phys. Rev. 116, 1141 (1959). 
25 Schaper, M., Scheibner, H. : Beitr. zur Plasmaphysik 9, 45 (1969). 
26 Lotz, W. : Report IPP 1/50, Inst. f. Plasmaphys. Garching (1966). 
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Messungen des Absorptionsquerschnitts ffir die Edelgase findet man 
in 27. Geht man vom Absorptionsquerschnitt zum Rekombinations- 
querschnitt fiber, so erhiilt man spezM1 fiir Helium in guter N/iherung 

R~o(T~)= 1,791-10 -11. [ om 3 ] 
Te U2 I_ sec J"  

(3.17) 

In die Ratengleichung geht weiterhin der Wirkungsquerschnitt ffir Um- 
ladung ein. Der energieabh/ingige Wirkungsquerschnitt ist in 28-a~ 
mitgeteilt. Nach Mittelung mit einer Maxwellverteilung der neutralen 
Atome erh/ilt man den temperaturabh/ingigen Querschnitt 2~ 

Ein wesentlich miihsamerer Weg ist die Berechnung der zahlreichen 
Transportquerschnitte, die man zur Bestimmung der Transportkoeffi- 
zienten benStigt. Fiir ein Gleichgewichtsplasma findet man diese Rech- 
nungen in 31. Hier wurden die Ergebnisse fiir ein Zwei-Temperatur-Plasma 
benutzt (vgl. hierzu 17) mit Teilchendichten, die yon der Sahabesetzung 
abweichen. 

IV. Zur mathematischen Behandlung des Problems 
Die L6sung der Gln. (3.8), (3.11), (3.12), (3.14) resp. (3.8), (3.11), 

(3.14), (3.16) ffihrt mathematisch gesehen auf ein kompliziertes nicht- 
lineares Randwertproblem. Betrachtet wird zuerst das Gleichungssystem 
(3.8), (3.11), (3.12), (3.14). Eine Integration yon G1. (3.8) yon der Achse 
bis zu einem Aufpunkt r liefert den Diffusionsstrom. Mit Hilfe yon 
G1. (3.9) und der Zustandsgleichung kann man nach einer weiteren 
Integration, die jetzt jedoch vom Rand des Bogens r=R bis zum Auf- 
punkt ffihrt, die Beziehung herleiten 

ne(p)=ne(1) T~(1)+ Te(1) 8 Vi m~ R 2 
Ts(p)+ Te(p ) 4- 7z. k T~(p)+ Te(p) 

(4.1) 
", -neT~ -Za- J /--57-jSto~ p' dp', 
1 1 / Z  

wobei p = fiR der reduzierte Bogenradius ist. % (1), Ts (1) und T~ (1) sind die 
Wandwerte der Elektronendichte, der Temperatur der schweren Teilchen 

27 Marr, G. V. : Photoionisation processes in gases. New York-London: Academic 
Press 1967. 

28 Dalgarno, A. : Phil. Trans. Roy. Soc. London Set. A250, 426 (1958). 
29 McDaniel, E. W. : Collision phenom, in ionized gases. New York: John Wiley & 

Sons, Inc. 1964. 
30 Firsov, O.: Soviet Phys. JETP 21, 1001 (1951). 
31 Devoto, R. S., Li, C. P. : J. Plasma Physics 2, 17 (1968). 
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und der Temperatur der Elektronen. Fiir die mathematische Auswertung 
dieser Formel ist es sinnvoll, den Bogenradius R zu eliminieren, indem 
man den Weft der Elektronendichte in der Achse, ne(0), einffihrt. Dann 
folgt die Beziehung 

he(p)=, he(1 ) �9 [T~(1)+Te(1)] 

-I-- [ne(0 ) �9 (T~ (0) q- T~ (0))- ne(l ) �9 (T~ (i) -I- Te(1)) ] 

p dp Ono , , 
~da k s, (..~_,__neZet~_ff_ f ( ~ t s t o  g p dp ] 

i nO. 1)(T~ . p" 
p ~ \ ~_...~___ ____s p.____~o \ ~ , , / s t , , u , , . ~ _ _ ~  (4.2) 

~ia 2 s, (P neTe~ dP f (~flO~stoB ptdp, j i ~(1, 1)(T.~ 
o 1/'T~ \ x  I P o \ 6t  ]st~.h,..g 

r e ( p ) +  W~(p) " 

Der Bogenradius ergibt sich zu 

R 2 - ne(O ) �9 ITs(0 ) -t- Te(0)] - he(1 ) �9 ITs(1 ) q- T~(1)] 

3 Vrc. k ~. ],/Z 
(--~-neTe) dP ~{~176 j / W / s t o  B p' dp' 

/" 0 \ t~. /Strahlung 

(4.3) 

Der zweite Schritt besteht darin, dab man vonder  Achse her die Energie- 
bilanz einmal integriert. Wieder in dimensionslosen Koordinaten ange- 
schrieben erh/ilt man dann aus (3.12) 

P p 
OT~ ( ? ( n . T ~ )  =E2R2Sap, dp, R2iup ,  dp, (4.4) --PtCK--~-p +pied Op 0 0 

unter der Annahme, dab die Strahlung aus optisch dfinner Schicht 
kommt, d.h. ~cv=0. Der Diffusionsstrom l~tgt sich nach (3.8) und (3.9) 
ausdrticken durch 

19/r m 
~ ( n a  Zs) 8 R 2 ] / W  QIIa'I'(T,) 

Op - prco--j- V-~k 1/~ 
1 ~ ~ 

�9 TIo - -Ns,o  p 'dp ' .  
\ t ~  /Strahlung 

(4.5) 
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Die Integration liefert damit ffir die Temperatur der schweren Teilchen 

P ,,'1,,~" P' P A, ' l ;  P' 
T~(p)=T~(1)-R 2 E 2~jTU--jap~" e . . . . .  ap -j-K;~-jupr ,*~, ~ . . . . .  ap 

I I J n ' K  0 1 t l  ~ ' K  0 

8 1/ 7 +3- Vn-k- J Icr ]/T~ (-~-- n~ T~) (4.6) 

dp' 
p, J / -57 /S toa  p" dp"j .  

0 \ tJ �9 /Strahlung 

Die Integration wurde bier vom Rande her ausgefiihrt. Deshalb taucht 
der Wandwert der Temperatur der schweren Teilchen T~(1) auf. Die in 
dieser Formel auftretende Unbekannte E, die elektrische Feldst/irke, 
1/iBt sich in Analogie zur Formel (4.1) eliminieren, indem man den 
Achswert der Temperatur der schweren Teilchen einfiihrt. Man erhiilt so 

T,(1)_ Ts(0)+R  j. iup, a ,_R m,. 
�9 l P  Ko nk R2E2= 

a P~r 
; ~ (_~ ) dpf[Ono~ (4.7) 

�9 N D  g i a  \ sJ  --l~eZ e - -  /~7--/sto a p'dp' 
1 /s ~ Z  P 0 \ ~ /Strahlung 

P 

.Sap'dp'dp 
0 

Die Integralgleichungen (4.2) und (4.6) bilden zusammen mit den alge- 
braischen Beziehungen, die aus der Zustandsgleichung und der Energie- 
bilanz der Elektronen folgen, ein vollst/indiges Gleichungssystem. Das 
benutzte L6sungsverfahren ist in 19, 20 n/iher beschrieben. 

Der Rechenaufwand ist sehr grog. Fiir die Berechnung yon etwa 
20 Punkten auf der Charakteristik bei vorgegebenem Bogenradius 
ben6tigte eine CD 6400 etwa eine halbe Stunde*. 

Irn Prinzip einfacher erweist sich die L6sung der Gin. (3.8), (3.ll) ,  
(3.14), (3.16) mit Hilfe der schon angegebenen Umformung. Nach 
formaler Integration und Einschlu6 der Randbedingungen hat man die 
Gin. (4.2) und (4.3) zu 16sen. Die in G1. (3.16) eingehende Linienintensit/it 
wurde dem Experiment entnommen. Die Obergangswahrscheinlichkeiten 
findet man in 32. Zur Aufl6sung des Gleichungssystems wurde ein 
Iterationsverfahren angewandt. 

* Wir danken dem Rechenzentrum der Technischen Hochschule Aachen ffir die 
Bereitstellung yon Maschinenzeit. 

32 NBS-Monograph, NSRDS-NBS 4, Vol. 1. 
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V. Vergleich yon experimenteUen and theoretischen Ergebnissen 

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse mitgeteilt, die ffir Helium- 
bSgen mit unterschiedlichem Durchmesser und unterschiedlichen Strom- 
st~irken als rein theoretische Daten aus den Gin. (3.8), (3.11), (3.12), 
(3.14) resultieren, und solche, die aus experimentellen Daten nach den 
Gin. (3.8), (3.11), (3.14), (3.16)berechnet wurden. Zur n~iheren Ed/iute- 
rung der bildlichen Darstellung sind im folgenden LSsungen des ersten 
Gleichungssystems mit ,,Energiebilanz" bezeichnet, die nach der zweiten 
Methode berechneten Ergebnisse tragen dagegen die Bezeichnung 
,,experimentell". Zur Kontrolle wurde zus~itzlich in einigen F/illen die 
Breite der Wasserstofflinie Hp ausgemessen und nach ~ ~ in Elektronen- 
dichten umgerechnet. Zur Bestimmung der Linienbreite wurde eine 
geringe Menge Wasserstoff dem Arbeitsgas beigemischt. Die aus diesen 
Messungen resultierenden Ergebnisse tragen die Bezeichnung ,,Linien- 
breite". 

Fig. 1 zeigt radiale Verteilungen der Elektronen- und Gastemperatur 
fiir HeliumbSgen mit Stromst~irken von 100 und 400 A fiir einen Bogen- 
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7 
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: . . . . . . . .  2ooA 
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14 OC'-~ ~  ~176 ~  ' A 

R= 0.15 crn "~'~o 50 A 
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Fig. 1. Temperaturverteilungen in HelittmbSgen. --.--. Saha; -- .-- T e ,  - -  o - -  T s 

nachEnergiebilanz; T e , -  . . . . .  T~nachExperiment (aus He14713 A fiir R= 0,15 cm, 
I=50 und 200A, R--0,3cm, I----100A; HeI5015A fiir R=0,3cm I=400A) 
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Fig. 2. Elektronendichteprofil in Iteliumb6gen. - - - - - .  Saha; - - o - -  Energiebilanz; 
- -  Experiment; --  , - -  aus Linienbreite H# 

radius yon 0,3 cm und von 50 und 200 A ffir 0,15 cm Radius. Auff/illig 
ist, dab im niederen Strombereich der Unterschied zwischen den beiden 
Temperaturprofilen erheblich ist. Mit wachsender Stromst/irke n/ihern 
sich diese Temperaturen immer mehr einander an. Zum Vergleich sind 
Temperaturprofile angegeben, die mit Hilfe der fiblichen Sahaauswertung 
erhalten wurden. Sie stimmen in keiner Weise mit den Werten fiberein, 
die sich nach den hier beschriebenen Methoden ergeben. Dagegen unter- 
scheiden sich die aus der Energiebilanz und aus dem Experiment erhalte- 
hen Daten nut wenig. 

Eine ~ihnlich gute Obereinstimmung erzielt man, wenn man die 
radiale Verteilung der Elektronendichte aufzeichnet ffir die in Fig. 1 
gew~hlten Stromst/irken und fiir die gleichen B6gen. Zur Kontrolle 
wurden hier (Fig. 2) zus/itzlieh Werte eingezeichnet, die sich aus der 
Verbreiterungstheorie ergaben und in guter Obereinstimmung mit 
L6sungen der Energiebilanz und der experimentellen Methode sind. 
Geht man dagegen mit Hilfe der in Fig. 1 dargestellten Sahatemperatur 
zu den Sahawerten der Elektronendichte fiber, so folgen stark abweichende 
Verteilungen. 

Dutch Umzeichnung der Fig. 1 und 2 erhNt man ein Diagramm 
Elektronendichte fiber Elektronentemperatur (Fig. 3). Diese Darstellung 
erlaubt einen Vergleich mit den aus der Sahagleichung erhaltenen 
Werten. Weiterhin ist eine Kurve eingezeichnet, die man als L6sung der 
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Fig. 3. Elektronendichte als Ftmktion der Elektronentemperatur (Bogenradius 
R-----0,3 cm). --.--. Saha; Experiment; o Energiebilanz; . Linienbreite H# ; 

. . . . .  Ratengleiehtmg ohne Diffusion 

Ratengleichung (3.8) ohne Diffusion (0  (1' 11 �9 . z a - i a  - ' - ~ O O )  erh~ilt. Man erkennt, 
daB das Gebiet um die Bogenachse, d.h. der Bereich hoher Temperaturen, 
gemessen an den Gleichgewichtswerten an Elektronen verarmt. Am 
Bogenrand ist die Elektronendichte dagegen h6her, als nach Saha zu 
erwarten wgre, da Elektronen an den Rand diffundiert sind. Fiir die 
niedrigen Stromst/irken ergeben sich in der Bogenmitte Abweichungen 
yon den Sahawerten um fast eine Zehnerpotenz. Mit zunehmender 
Stromst~irke werden jedoch die Gleichgewichtswerte immer besser 
approximiert. 

Wie Fig. 1 zeigt, ist der Unterschied zwischen der Elektronen- und 
Gastemperatur bei ghnlichen Stromst/irken im Bogen mit 0,15 cm 
Radius gr6Ber als bei R =0,3 cm, was auf die h6here Feldst/irke zuriick- 
zuftihren ist. Ein Vergleich der radialen Elektronendichteverteilung aus 
der theoretischen Rechnung mit den Ergebnissen aus Messungen der 
Linienintensit~it zeigt, daB die Elektronendichte sich aus der Energie- 
bilanz systematisch etwas zu hoch ergibt, wohingegen die experimentellen 
Daten mit den aus der Linienbreite yon Hp gewonnenen gut iiberein- 
stimmen. Inwieweit die beobachteten Abweichungen auf Fehler in der 
Intensit/itsmessung oder den Einflug der metastabilen Niveaus zuriick- 
zuftihren ist, konnte noch nicht gekl~irt werden. 
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Fig. 4. Anregungstemperatttr als Funktion der Elektronentemperatur (Bogenradius 
R----- 0,3 cm) fiir die He I-Linien 2= 4713/~ ( ) und 2--5015 A (- . . . . .  ) 

Man kann das Nicht-Gleichgewichtsverhalten durch eine andere 
Darstellung verdeutlichen. Dazu trggt man die Besetzungstemperatur 

Ep gp no (5.1) 
T~ = - ~ -  In C go iL ' 

wie sie sich formal aus dem Boltzmannfaktor ergibt, fiber der Elektronen- 
temperatur auf. Besetzungsgleichgewicht, auch in bezug auf den Grund- 
zustand der Atome, ist erreicht, wenn diese Anregungstemperatur mit 
der Elektronentemperatur iibereinstimmt. Fig. 4 zeigt, dab in Helium- 
b6gen unter den hier untersuchten Bedingungen kein lokales thermo- 
dynamisches Gleichgewicht vorliegt, die relativen Abweichungen werden 
jedoch mit zunehmendem Bogenstrom geringer. Auff~llig ist, dab am 
Bogenrand die Anregungstemperatur fiber der Sahatemperatur liegt. Als 
Erkl~irung bietet sich an, dab die durch den DiffusionsprozeB iiberh6hte 
Elektronendichte eine h6here Stol3rate herbeif~hrt, als sich bei der 
wirklich vorhandenen Elektronentemperatur unter Gleichgewichts- 
annahme einstellen wiirde. 

Es gibt eine weitere Kontrolle, die die hier entwickelte Theorie 
stiitzen kann. Dazu werden in Fig. 5 berechnete und gemessene Strom- 
Feldsdirke-Charakteristiken miteinander verglichen, und zwar wiederum 
ffir B6gen mit dem Radius R=0,15 und 0,3 cm. Die Auswertung der 
Bilder zeigt, dab die beste l[lbereinstimmung mit den Experimenten durch 
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Fig. 5. Strom-Feldst~irke-Charakteristiken yon Heliumb6gen. - -  Experiment; 
Energiebilanz: ---- mit Diffusion, - . . . .  T e 4 T  s ohne Diffusion, 

. . . .  Saha-Gleichgewieht 

Beriicksichtigung der Diffusion erzielt werden konnte. Feldst~irkewerte, 
die unter der Annahme vollsdindigen Gleichgewichts berechnet wurden, 
sowie Daten, die ohne Diffusion hergeleitet wurden, zeigen besonders 
ffir kleinere Stromstgrken erhebliche Abweichungen. Es sei noch darauf 
hingewiesen, dab man durch Beriicksichtigung der inelastischen St6Be, 
besonders fiir den kleineren Bogenradius, die Ergebnisse der Rechnung 
verbessert. Im allgemeinen wird die Strom-FeldstRrke-Charakteristik 
jedoch nicht sehr stark durch die hier diskutierten Effekte beeinfluSt. 

VI. Zusammenfassung 
Die Auswertung der experimentellen Ergebnisse hat gezeigt, dab die 

Annahme von lokalem thermodynamischem Gleichgewicht ftir Helium- 
bSgen im hier betrachteten Parameterbereich zu nichtkonsistenten 
Resultaten fiihrt. Einmal ergeben verschiedene MeBmethoden unter- 
schiedliche Temperatur- und Dichteprofile, zum anderen ftihrt die Aus- 
wertung yon Messungen an B6gen mit zwei verschiedenen Radien zu 
stark differierenden Werten der Transportkoeffizienten. AuSerdem lassen 
sich mit den von der Gleichgewichtstheorie her bekannten Material- 
funktionen weder die gemessenen Temperatur- und Dichteprofile noch 
die Strom-Feldstiirke-Charakteristiken richtig ausrechnen. Alle diese 
Diskrepanzen kSnnen weitgehend beseitigt werden, wenn man die 
Diffusion von Neutralteilchen zur Bogenmitte und entsprechend yon 
Elektronen und Ionen zum Rand beriicksichtigt. Im allgemeinen gentigt 
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es, wenn man nut fiir die Atome im Grundzustand eine vom Gleich- 
gewicht abweichende Besetzungsdichte annimmt, die sich aus einer 
Ratengleichung unter Beriicksichtigung der Diffusion ermitteln l~il3t. Die 
angeregten Zus~nde des Atoms befinden sich dagegen mit den Ionen 
und Elektronen im Gleichgewicht. Diese Abweichungen miissen auch bei 
der Berechnung der Transportkoeffizienten beriicksichtigt werden. 

Wir danken Frau Dr. L. Detloff fiir ihre Hilfe bei den numerischen Reclmtmgen. 
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