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Introduction 

D. Quillen a d6fini pour tout anneau unitaire A des groupes de K-th6orie 

K,(A)=rc,(BGL+(A)), n6Ni*, 

off BGL+(A) est une modification de l'espace classifiant du groupe lin6aire infini 
GL(A) (cf. [38]). Ces groupes K,(A) sont connus quand A est un corps fini [40]. 

On s'int6resse ici au cas off A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres. 
Quillen a montr6 dans ce casque  K,(A) est de type fini [42], Garland et Borel 
ont calcul6 K,(A)| [10], Quillen [41] puis Harris et Segal [24] ont exhib6 
dans K2i_ I(A) un groupe cyclique d'ordre wi(F ) (i.e., ~t une puissance de 2 prSs, 
l'ordre du groupe de cohomologie H~ W(i)), d6fini ci-dessous en I). 

Une conjecture de Lichtenbaum affirme que quand F est totalement rdel et i 
pair, on a (fi une puissance de 2 pr6s) 

card K21 2(A) 
](F( 1 -- i)1- 

card K21_ I(A)' 

On sait dans ce cas que wi(F)(v(1-i) est un entier (cf. [17]). 
Dans le texte qui suit, on obtient un r6sultat reliant la K-th6orie de A au 

num6rateur de (F(1--i). Dans le cas off A = Z ,  il dit que s i f  est un hombre 
proprement irr6gutier et i < f ,  la f-composante du num6rateur de ( ( 1 -  i) divise 
l'ordre de K21_ 2(7/). 

La m6thode utilis6e consiste fi comparer la K-th6orie de A ~t la cohomologie 
(-adique de Spec A' (off A' est le localis6 de A en-dehors de #), selon une voie 
envisag6e par Quillen. On utilise ensuite le lien, 6tabli par Coates et 
Lichtenbaum [15] (du moins, quand A =7/, s i f  est proprement irr6gulier), entre 
la cohomologie f-adique de Spec A' et les valeurs de la fonction (v. On d6finit (~t 
l'aide des classes de Chern 6tales 6quivariantes de Grothendieck [22]) des 
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morphismes 

E~,k: Kzi_k(A;71/q)---,Hk(SpecA',#| q=#V, #:#2. 

Le groupe Hk(SpecA',#~ i) d6signe ici la cohomologie 6tale /~ coefficients le 
faisceau des racines q-i+mes de l'unit6, tensoris6 i fois par lui-mame. Le groupe 
K,,(A;71/q) de K-th6orie h coefficients 71/q a 6t6 introduit par Browder [11] et 
Karoubi  [27] qui s'en servent pour retrouver les r6sultats de Harris et Segal. On 
d6montre ici des th6or6mes de surjectivit6 concernant les morphismes ~,k" Le 
cas o6 k = 0  correspond aux r6sultats de W. Browder et M. Karoubi  (i.e. le 
d6nominateur de ~v(1 -  i)), et le c a s k  = 2 correspond au num6rateur de ~v(1 -  i). 
I1 faut cependant noter que la surjectivit6 de gi,k suppose i < (  (on obtient en 
g6n6ral que l'image de Ci, k dans le groupe Hk(SpecA ', #q~i) contient celle de la 
multiplication par i!). 

Le plan de ce texte est le suivant. Apr~s avoir pr6sent6 les conjectures de 
Quillen et Lichtenbaum et le r6sultat principal, on introduit les morphismes ~-~,k 
(pour tout anneau A off # est inversible) et l 'on 6tudie leur comportement  pour 
le produit (I1.3). Le troisi6me paragraphe 6tudie la suite exacte de localisation 
d'un anneau de Dedekind (respectivement, en cohomologie 6tale, la suite spec- 
trale de Leray du morphisme Spec F - ~  Spec A): on montre que les morphismes 
g~,k commutent  g la localisation et au transfert (111.2, Ill.3) et que la K-th6orie de 
A s'envoie injectivement dans celle de F (si on n6glige la 2-torsion, cf. 111.3, th. 3). 

Le paragraphe IV 6tudie la surjectivit6 des morphismes C~,k, d 'abord pour 
les anneaux d'entiers de corps locaux ou globaux (IV.I), puis pour les corps 
finis. On en d6duit que la multiplication par i! annule le groupe H2(SpecA ', 
We(i)) (si i~2)  (IV.3.2), ce qui implique un th6or6me de finitude pour la 
cohomologie #-adique. On 6tudie en IV.3.3 la limite projective des morphismes 
6i,k, puis l 'on traite en IV.4 le cas de la #-extension cyclotomique maximale d'un 
corps de nombres, et en IV.5 celui des ((corps locaux de dimension sup6rieure>) 
(introduits par Kato  [28] et Parshin [38]). En conclusion, on indique 
bri6vement comment  la 7-filtration des groupes de K-th6orie de Quillen aide 
l'6tude des morphismes ?~,k dans le cas des vari&6s de dimension plus grande, 
et on formule une conjecture reliant dans ce cas la fonction zata au gradu6 
associ6 /t cette filtration. On esp&e d6velopper ces consid6rations dans un 
texte ult&ieur. 

Je tiens/1 vivement remercier L. Breen, K. Brown, P. Deligne, L. Illusie, S. Lichtenbaum et J.-L. 
Loday, qui,/t des titres divers, m'ont aid6 dans ce travail. Je remercie surtout S. Bloch, M. Karoubi, 
et D. Quillen, qui, en me parlant de leurs travaux personnels, m'ont permis d'6crire ce texte. 

Notations. 7I est l 'anneau des entiers, # un nombre premier impair, q = E  v u n e  
puissance enti&e de #, v >  1, 71/q l 'anneau des entiers modulo q, Z e celui des 
entiers #-adiques, et Re son corps des fractions, A un anneau unitaire commuta-  
tif, A ou F u n  corps. 
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I Les conjectures; 6nonc6 du r6sultat principal 

1.1 Pr6sentation des conjectures (cf. [33]) 

Soient F u n  corps de nombres totalement r6el, i un entier pair non nul, (F la 
fonction z6ta et (9~ l'anneau des entiers de F. La conjecture de Lichtenbaum est 
surtout connue sous la forme suivante (off K.((gF) d6signe la K-th6orie de 
l'anneau (gj: 

I(F(1 --i)1 = 
card  (K2i_  2 ((gF)) 

card  (K2i  - I((~F) ) 

(modulo une puissance de 2). 
En fait, cet 6nonc6 est la synth6se de deux autres conjectures, reliant 

respectivement la K-th6orie et les valeurs de la fonction z6ta ~t un interm6diaire, 
savoir des groupes de cohomologie 6tale, que nous allons maintenant d6finir. 

Fixons un nombre premier impair [, F u n  corps de hombres (quelconque), i un 
entier pair. On note S l'ensemble des places finies de F qui divisent ,f, (9 s 
l'anneau des S-entiers de F, /leVi (resp. We(i)) le faisceau 6tale des racines 
[v-i6mes (resp. #<i6mes, Vv'~lN) de l'unit6 sur Spec (9 s (ou Spec F), tensoris6 i fois 
par lui-meme (resp. tordu i fois ~t la Tate), j l'injection de Spec F dans Spec (9 s, et 
2~ les entiers f-adiques. On pose, par d6finition, 

Hk(Sp ec @ s, 7l e( i) ) =limm Hk(Spec (g s, it2i), 

la limite des groupes de cohomologie 6tale 6tant prise pour les morphismes 
induits par les projections ~,tv"| 1 ---, /~ev | 

Conjecture de D. Quillen 

(Q) II existe des isomorphismes. 

Chl, 2: g 2 i -  2(~s)(~)7]d ~ H2(Sp ec (gs, Zr 

chi, l: K21 ~((gs)| HI(SP ec (gs, Zl(i)). 

Conjecture de S. Lichtenbaum 

Soient F u n  corps de nombres totalement rkel et i un entier pair >0. 
(L1) Les groupes Hk(Spec(gs,j.  We(i)) sont finis, et nuls si k > 2. 
(L2) On a, en d&ignant par I.le la partie f-primaire d'un hombre rationnel, 

I(F(1 --i)le = card Hl(Spec (gs,j.(We(i)) 
card H 0 (Spec (_9 s,J. We(i))" 
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Les morphismes de Bockstein des longues suites exactes associ6es aux suites 
exactes de faisceaux sur Spec (9 s 

0 --~ p~i__, VVe(i) • ,~ _, We(i ) __~ 0 

donnent, quand la conjecture (L1) est v6rifi6e, des isomorphismes 

Hk(Spec (gs,j , We(i))---, Hk+ l(Spec (9 s, 71e(i)). 

Par ailleurs, la suite exacte de localisation de Quillen [39] et le calcul par Borel 
de K,((gs) |  montrent que K2i_k((gs) |  e est isomorphe/t  la #-torsion de 
K21_k((9) (quand i est pair, F totalement r6el et k = 1 ou 2). Ceci montre que la 
synth6se des conjectures de Quillen et Lichtenbaum est bien l'6nonc6 donn6 au 
d6but de ce paragraphe. 

1.2 R~sultats 

1.2.1 Conjectures de Lichtenbaum 

On sait, par les th6or6mes de dualit6 de Artin et Verdier [2] que ( s i f  est impair) 
Hk(Spec(gs , j ,  We(i))=O si k > 3  (pour tout F et tout i). On voit ais6ment que 
H~ We(i)) est fini. 

On d6montre ici le th6or6me suivant: 

Th~or~me 5 (cf. IV.3.2). Pour tout corps de hombres F, si i> 2, la multiplication par 
i! annule le groupe HZ(Spec (gs,j ,  We(i)). 

Par un argument essentiellement dfi ~ Lichtenbaum, on en d6duit la partie 
(L1) de sa conjecture. Ce r6sultat s'exprime aussi en disant que certaines 
valeurs de la s6rie caract6ristique d'un module d'Iwasawa sont non nulles 
(cf. [15] ou [3]). Dans le cas d'un corps ab61ien (totalement r6el) on peut aussi 
le d6montrer/ t  l'aide du th6or~me de Stickelberger [16]. 

Quant / t  la conjecture (L2) (qui d6pend de celle d'Iwasawa, cf. [3]), elle est 
montr6e dans certains cas par S. Lichtenbaum et J. Coates ([15, 32]). Si F=II), 
par exemple, elle est vraie quand { est un nombre premier impair r6gulier ou 
proprement irr6gulier (on sait que tout nombre premier inf&ieur/t 125000 est de 
ce type, d'apr6s [57], w 5). 

1.2.2 La conjecture de Quillen 

C'est sur cette conjecture que porte le texte qui suit. Le r6sultat principal est le 
suivant (cf. w IV.3.). 

Th6or~me. Si F est un corps de hombres totalement rOel et i - 0  (rood 2), ou si F est 
une extension de degrO de transcendance un d'un corps fini, et si i < f ,  il existe des 
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morphismes chl, 1 et  chl, 2 comme dans l'knonc~ de la conjecture (Q). lls sont 
surjectifs. 

Corollaire. Si F est totalement r~el, si iest  pair, et si la conjecture (L2) est vOrifiOe 
par F, i e t  I, le numOrateur de [(F(1 --i)[ e divise l'ordre de K2i_ 2((9), quand i <f.  

Exemple. K22(7Z.) contient un 616ment d'ordre 691. 

On montrera dans un autre article que la cohomologie-adique de Spec(9 s 
est, dans le cas g6n6ral, de type fini sur Z~, et qu'il existe un isomorphisme 
naturel entre K2i_k((gs)@Q r et Hk(Spec(Ps, II~e(i)) (k= 1 ou 2). 

Notons enfin que les calculs explicites effectu6s en bas rang (K~(7~)=2~/2, 
Kz(Z)=2g/2, K3(7~)=Z/48, K4(Z)=(2-groupe)O(2g/3 ou 0) Ks(Z)=2gO(2- 
groupe)@(3-groupe)) sont aussi compatibles ~t ces conjectures (cf. [36, 30, 31, 51, 
54]). 

II Classes de Chern f-adiques 

II.I Classes de Chern ~quivariantes f-adiques de Grothendieck 

II.1.1 Fixons un nombre premier f. Soient A un anneau commutatif  unitaire dans 
lequel / e s t  inversible, P un module projectif de type fini sur A, de rang born6 
par r sur tout corps r6siduel de A, et 

p: G--~ Aut (P) 

une repr6sentation de G sur P. Ces donn6es d6finissent un G-faisceau localement 
libre sur Spec A. A. Grothendieck associe ~t ce fibr6 des classes de Chern, nulles 
pour i > r, 

ci(p)~H2i(SpecA, G; | Per), 0<i ,  v > l ,  

qui appartiennent h des groupes de cohomologie 6tale 6quivariante par rapport 
Faction triviale de G sur SpecA (voir [22]). 

Ces classes de Chern forment un systbme projectif pour les morphismes 
induits par les projections #ev| ~ # ~ i .  On a Co(p)=l par d6finition, et si on 
d6signe par 

c(p) = 1 + c (p) + c (p) +. . .  + c,(p) 

la classe de Chern <<totale>>, on a les  propri6t6s suivantes (loc. cit., w 2.3). 

i) Fonctorialit& Si f est un syst6me de morphismes compatibles A ~ A', G ---, G', 
P - ,  P', o n  a c,(f*(p))=f*(q(p)).  

ii) Normalisation. cl(p)=fl~(~(d6t(p))), off ~(d6t(p))enl(SpecA, G;Gm) est la 
classe du G-fibr6 inversible de rang un associ6 ~t d6t (p), et fl~ le morphisme de 
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Bockstein dfi ~t la suite exacte de faisceaux 6tales 

(comme 1/r l'application G,, • ~G m est surjective, cf. [46]. II.2.5). 

iii) Additivit& Si O--~P'--~P---*P"---~O est une suite exacte de G-modules projec- 
tifs sur A, on a (en d6signant par p', p, p" les repr6sentations correspondantes) 

c(p)  = c(p ' )  u c (p")  

(cup-produit pour la cohomologie 6quivariante). 
On notera RA(G ) le groupe de Grothendieck des repr6sentations du groupe 

G dans un A-module projectif de type fini, et IRA(G ) le noyau de la projection 
RA(G)-+Ko(A ) (associant h une repr6sentation son support). On a une 
d6composition canonique 

R A(G) = IRA(G) �9 Ko(A). 

La formule d'addition ci-dessus permet d'6tendre les classes de Chern ~t RA(G ). 

iv) Multiplicativit& S ip  et p' sont deux 616ments de IRA(G ) on a 

ci(p(~p') =Qi(c,(p), c 2 ( p )  . . . .  ; c l ( p '  ), c2 ( p ' ) , . . . ) ,  

off le polyn6me Qi est un polyn6me universel ~t coefficients entiers qu'on peut 
dhcrire par exemple ~t partir de la m4me formule pour les classes de Chern 
topologiques ordinaires (les mon6mes de Qi sont 6valu6s par des cup-produits 
en cohomologie 6quivariante). 

La reprhsentation naturelle id, de GL,(A) sur A" donne ainsi des classes 

ci(id,)~H21(SpecA, GL,(A); p~'), avec q -  , 

qui sont ~stables)>, c'est ~t dire ne changent pas si on compose la reprhsentation 
naturelle avec le plongement habituel i, de GL.(A) (resp. A") dans GL,+I(A ) 
(resp. A"+I). En effet, si 1 dhsigne la repr6sentation triviale de GL,(A) sur A, on a 

�9 , �9 - -  " *  �9 I. (cOd,+ 1)) - c(t, (td,+ 1)) = c(id, 0 1) = c(id,) u c(1) = c(id,). 

11.1.2 On d6duit des classes de Chern ci-dessus des tests pour l 'homologie de 
GL.(A). En effet, une variante de la formule de Ktinneth donne le lemme 
suivant: 

Lemme 1. Si G est un groupe operant trivialement sur le schOma Spec A, il existe 
un morphisme naturel : 

2i 
H2'(SpecA, G;p~ ') * , @Hom(H2,_k(G;Z/q) ,Hk(SpecA;l~ ' ) ) .  

k=O 
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Preuve. Comme l'action de G sur Spec A est triviale, la cohomologie 6quivarian- 
te peut se calculer comme suit. Notons C.(G) le complexe standard des chaines 
sur Z/q du classifiant de G (i.e. les invariants sous G de la r6solution standard de 
Z/q par des 7l/q [G]-modules libres), et L* ~ une r6solution injective du faisceau 
6tale #~i sur SpecA. Alors 

H 2/(Spec A, G; #~') = H_ 2i (Hom (C.(G), 7Z/q) | r(~')) 

est l'homologie du produit des complexes d6finis par 

Horn ( C.( G), Z/q), = Horn ( C ,( G), Z/q) 
et 

F(~ ' ) ,  = F(L,e- ") (section s sur Spec A). 

Les morphismes naturels 

Hom ( C.( G), 7Z/q) | F(~.~') ~ Hom ( C.( G), F( ~')) 
et 

H ,  (Hom (C.(G), F(L/')) ~ Hom (H, (C.(G)), H,  (F(Zf))) 

(cf. [12], IV.6) permettent de d6finir le morphisme ~ (il ne d6pend pas du cho]x 
de la r6solution ~q~', puisque les complexes des sections de deux telles r6solutions 
sont homotopes), q.e.d. 

Le lemme pr6c6dent permet donc d'associer aux classes de Chern ci(p) 
d6finies au paragraphe pr6c6dent des morphismes 

C,,k(p): HE,_ k(G;7I/q) ~ Hk(Spec A; #~') 

(composantes de ~(ci(p))). 
En particulier, la repr6sentation naturelle de GL,(A) donne ainsi, apr6s 

passage ~ la limite sur n (rendu possible par la stabilit6 des classes ci(id,)), des 
morphismes 

Ci,k(id )" Hzi_k(GL(A);Z/q)--~ Hk(SpecA,#~i), O<k<_2i, 

off GL(A)= limGL,(A) d6signe le groupe lin6aire infini. 

Remarque. I1 serait int6ressant d'6tudier quelle partie de la cohomologie de 
GL,(A) peut ~tre d6tect6e 5, l'aide des classes C~,k(id ) (en restreignant celles-ci ~t 
des sous-groupes convenables de GL,(A)). Ce probl6me a 6t6 abord6 dans [52] 
et [54]. Nous nous restreindrons ici ~ la partie de l'homologie qui provient de la 
K-th6orie par le morphisme d'Hurewicz (~ coefficients). 

11.2 Des  tests pour la K-th~orie ~ coefficients 

11.2.1 La K-th~orie fi coefficients 

On d6signe par q un entier positif et par IX, X'] les classes d'homotopie point6es 
d'applications point6es entre deux espaces (point~s) X et X'. S in  est un entier, 
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n >__ 2, on d6signe par 

(ro=)r~176 U en 
xq 

le c6ne (homotopique) de la multiplication par q dans la sph6re S ' -  x. Autrement 
dit, on a une cofibration homotopique 

S n - 1  x q , S n 1 ~ y n .  

L'homotopie 8 coefficients Z/q d'un espace point6 X est d6finie par 

rc,(X ; 7l /q)=[Y' ,X].  

La K-th6orie/t coefficients 7Z/q d'un anneau A a 6t6 introduite par Browder [11] 
et Karoubi [27]. S in  > 2, elle est d6finie par 

K,(A ; 7Z/q) = rc,(BGL + (A); Z/q) = [Y',  BGL + (A)], 

off BGL § (A) est l'espace construit par D. Quillen pour sa premi6re d6finition de 
la K-th6orie sup6rieure (on trouvera un expos6 complet de celle-ci dans [34]). Si 
n =0, on pose 

Ko(A; Z/q) = Ko(A)/q Ko(A ). 

Pour n = 1, nous prendrons (/t la diff6rence de W. Browder) la d6finition suivante. 
Soit BQ(A) l'espace classifiant de la cat6gorie Q(A) associ6e par Quillen fi celle 
des modules projectifs de types fini sur A lors de sa seconde d6finition de la K- 
th6orie sup6rieure (cf. [39]). On pose 

K 1 (A ; 7Z/q) = ~ 2 (BQ (A); Z/q). 

Cette d6finition est li6e aux pr6s6dentes par les 6galit6s (cf. [21]) 

n,+ 1(BQ(A);T//q)=rc,(BGL+(A);TZ/q)=K,(A;7Z/q), si n>2.  

La cofibration d6finissant Y" montre qu'on a une suite exacte (de Bockstein) 

. . , -~K,(A) •  ,(A) • 

En particulier, si Ko(A ) est sans torsion, on a 

K t (A; Z/q) = K t (A)/q K ,  (A), 

ce qui permet de d6finir ce groupe sans avoir recours fi la seconde d6finition de 
la K-th6orie. 

Si 2 ne divise pas q, on peut munir K. (A;  ~/q) d'une structure de Z/q-alg6bre 
gradu6e (anti)commutative. Ceci se voit en appliquant /t l 'accouplement 
BQ(A)A BQ(A)~BQ2(A)(cf .  [58] et [20]) les  raisonnements de ([11], 1.5, 1.6, 
1.7). Le produit en degr6 autre que 1, ou avec K~(A)/qKI(A), est celui d6duit de 
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l 'accouplement 

BGL + (A) A BGL + (A)--~ BGL + (A) 

d6fini (/t homotopie faible pros) par Loday [34]. En effet, ces accouplements sont 
reli6s par les diagrammes de [58], 9.2.6, 9.3.3, et preuve de 15.9. 

La plupart des propri6t6s de la K-th6orie, telles que la suite exacte de 
localisation associ6e /t un anneau de Dedekind [39], sont d6crites par des 
fibrations entre espaces BQ(A) et peuvent atre d61ac6es dans les espaces BQk(A) 
(cf. [20] et [58]). Par cons6quent, elles demeurent valables pour la K-th6orie 
coefficients. Cet argument sera souvent utilis6 implicitement dans la suite. 

11.2.2 Le morphisme d'Hurewicz 

Un calcul ais6 (cf. aussi E11]) montre que l 'homologie Hi(Y";7Z/q ) est 6gale fi ~,/q 
si i = 0 , n - 1 ,  ou n, et ~t 0 sinon. Notons eq le g6n6rateur de H,(Y";TZ/q) dont 
rimage dans H,_I(Y";:~ ) (par le morphisme de Bockstein) est la classe de 
S " - 1 ~  y,.  Tout  616ment e de [Y",X] induit un morphisme e .  de l'homologie de 
Y" vers celle de X. 

Definition. Le morphisme d'Hurewicz ~t coefficients 7l/q 

hq: n, (X;7Z/q) - .H, (X;Z/q) ,  n>2, 

est d6fini par la formule hq(e)=e.(eq). 

- Si h est le morphisme d'Hurewicz ordinaire, on obtient un morphisme entre 
suites exactes de Bockstein: 

. . .--~n,(X) • , n , (X;  TZ/q) - - .n ._ , (X)  • , . . .  

. . . u d x ;  z/ x~, H d x ;  ~ ) - , H , ( x ;  Z/ql--,u._,(x; zt • ... 

En effet, par fonctorialit6, il suffit de le montrer pour Y", auquel cas cela r6sulte 
de la d6finition de e~. 

Lemme2. Si 2,~q, le morphisme hq est bilinOaire. 

Autrement dit, un accouplement X A  Y " , Z  induit un diagramme 
commutatif  

rim(X; Z/q) |  Z/q) 

hq ~ hq 

H~ (X ; 7Z/q) | H n (Y; 7Z/q) 

, ~ +,, (Z ;  7Z/q) 

"" ,Hm+.(Z;TZ/q). 
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Preuve. Le produit #' en homotopie a 6t6 d6fini par Browder ([11], 1.4 et 1.6) 
comme le compos6 

ym+n o ~ Y~ A Y"--~ X /x Y -  t, , Z ,  

m + n  off p e s t  une section continue. I1 suffit donc de v6rifier que p,(g.q )__s @Eqn 
dans Hm+,(YmA Y";;g/q). Mais par d6finition de p (loc. cit.), la restriction de p / t  
Sin+, 1 est donn6e par le g6n6rateur de ~,~+, I(Y m/x Y") dont l 'image par h est 
pr6cis6ment flq(~q| (off flq est le morphisme de Bockstein). q.e.d. 

Lemme 3. Soit A : X --~ X A X le morphisme diagonal, et 

A .  : H , ( X  ; Z/q)--* H , ( X  /x X ;  77/q), 

le morphisme induit en homologie. Si n=>2, on a A . o h q = O  (i.e. l'image du 
morphisme d'Hurewicz est formOe d'Ol~ments primitifs). 

Preuve. Ce lemme (bien connu pour le morphisme d'Hurewicz ordinaire) se 
montre en se ramenant ~ X = Y " .  I1 faut alors prouver que A.(~q)=0. Mais 
HI(Y"A  y";77/q) n'est non nul qu'en degr6s 0, 2 n - 2 ,  2 n - 1  et 2n, et si n=2 ,  
l'616vation au carr6 H~(YZ;Z/q)  --~ H2(y2;;g/q)  est nulle (cf. [11]), d'ofl le 
lemme. 

Remarque. La m6me chose est vraie en homotopie, grfice au fait que n , ( Y " A  Y"; 
7Z/q) = 0 (rappelons que q est impair). 

11.2.3 Classes de Chern et K-thOorie, dOfinitions 

On reprend les notations de II.1. Outre l 'anneau A on s'est donc fix6 des entiers 
i > 0, k > 0, q = (~, et n = 2 i -  k > 0. On va d6finir des morphismes 

Ci,k" K z i -  k(A; Z/q) -*  Hk(Spec A; #q~i). 

- Si 2 i -k>=2,  on pose ~,k=Cl,k(id)ohq, Off Ci,k(id) a 6t6 d6fini en II.1.2, et hq est 
le morphisme d'Hurewicz d6crit au paragraphe pr6c6dent. On notera 

Ci, k: K2i k(A)-* Hk(SpecA;#q ~i) 

le compos6 de q,k avec la  r6duction modulo q en K-thdorie. 
- Si 2 i = k ,  le morphisme 

ci, 21: Ko(A) ~ H21(Sp ec A; #qoi) 

est donn6e par les classes de Chern du groupe trivial (cfl ILl.I).  I1 se factorise 
6videmment par Ko(A; 7l/q) = Ko(A)/q Ko(A ). 

- Si 2 i - k = l ,  nous donnerons au paragraphe IV.1.3 une d6finition ~<ad hoc)) 
de Ci,k dans le cas d'un anneau de Dedekind. Notons en tous cas qu'un 
morphisme ci, k est toujours d6fini sur K1(A ), /t l'aide de Cl,k(id ) et des 
morphismes 

K ~ (A) ~ H ,  (GL(A); Z)  ~ H ,  (GL(A); ~/q). 
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Ceci permet de d6finir C,,k par r6duction modulo q quand Ko(A ) n'a pas de q- 
torsion (par exemple si A est un anneau principal). 

Remarque. La premi6re d6finition de q,k est due 5. Quillen et Illusie [26]. Elle 
consiste ~ interpr6ter le groupe Hk(SpecA,  G;#g  ~) comme celui des classes 
d'homotopie d'applications de respace classifiant BG de G vers l'espace 
K(RF(SpecA ,#g i ) , 2 i )  (le transform6 de Dold-Puppe de la classe dans la 
cat6gorie d6riv6e D(2g) des sections sur SpecA d'une r6solution injective de #q| 
translat6e 5. gauche de 2i et tronqu6e aux entiers n6gatifs). Ce point de vue a 6t6 
utilis6 darts [53] et [54]. 

11.3 F o r m u l e  de  m u l t i p l i c a t i o n  

Th6or6me 1. i) So ient a 6 K , ( A ; Z / q )  et b 6Km(A;71/q), avec m > 2 (resp. n > 2) ou m 
= 1 et a6 K 1 (A)/q K 1 (A) (resp. n = 1 et b ~ K t (A)/q K~ (A)). Notons a. b ~ K~ + ,(A ; 7L/q) 
le produit de a et b. On a 

- ( i -  1)! ~C,k,(a)u~i,,k,,(b)" 
~,,k(a" b) = ~, (i' - 1) !(i" - 1)! 

Dans cette formule, la somme est prise sur tousles  entiers i', i", k', k" v&ifiant i=i '  
+i", k = k ' + k " ,  2 i ' - k ' = m ,  et 2 i " - k " = n .  E~l~ment Ci,,k,(a)uci,,,k,,(b ) est obtenu 
par le cup produit 

Uk'(Spec A, #qoi') x Uk"(Spec A, #~i")__~ Uk(Spec A, #q~i). 

ii) Si a s K o ( A ; Z / q  ) et bEKm(A; TZ/q), avec m >  2, ou b~KI(A) /qKI(A) ,  on a, fi 
condition que cl, 2i(a) = 0 pour i > 2, 

~k (a  b)= ~ - ( i - -1) !  ~,, _ �9 (cl,2)(a)wcr,k,(b), 
' C , i " , k '  ( i '  - -  1) ! (i" --  1)! 

avec i' + i" = i, et k' + 2 i" = k ( c]':2)(a)6 HZi" (Spec A, #| i)Otant la puissance i"-iOme 
de ca, 2(a). 

DOmonstration. Ce th6or6me traduit la formule donnant les classes de Chern 
d'un produit tensoriel de deux repr6sentations d'augmentation nulle (cf. II.l.1): 

ci(p |  =Qi(c~(p), c2(p) . . . .  ; cl(p'), c2~p ) . . . .  ). 

- I1 faut d'abord traduire le cup-produit de la cohomologie 6tale 6quivariante 
5. l'aide du lemme 1 (II.1.2). Notons ~ ' ( i )  (resp. 5~ 5U(i+j)) une r6solution 
injective du faisceau 6tale #~i (resp. #q| #~(i+;)) sur Speca ,  et 
~ ' ( i ) |  le morphisme (d6fini 5. homotopie pr6s) associ6 au 
produit tensoriel #~i |  #q| J--* #~" + J). Le morphisme de complexes 

Hom(C.(O), Z/q) | r(s | Hom (C.(G'), Z/q) | F(S(j))  

- - ,  Hom (C.(G x 6'), ~/q) | r(s +j)) 

qui s'en d6duit (en utilisant l'6quivalence d'homotopie C.(G)|  
C.(G | G') donn6e par le thdor6me d'Eilenberg-Zilber) induit le cup-produit en 
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cohomologie 6tale 6quivariante (cf. par exemple <<La classe de cohomologie 
associ6e fi un cycle>>, 1.2, dans S.G.A. IV 1/2 1-46]). Son compos6 avec 

Hom ( C.(G x G'), 2Z/q)| F ( ~ ' ( i  + j ) ) ~  Hom (C.(G x G'), F(~L,r +j))) 

ddcrit le compos6 du cup-produit avec q), et se factorise par 

Hom (C.(G), Lf'(i))) |  (C.(G'), A~ 

d'ofl des diagrammes commutatifs 

Hel,_k,(G;2g/q)| k,,(G' ; 7Z/q) 

H2(r +i') -tk'+k"~( G X G'; 7Z/q) 

r | r , Hk' (SpecA, #oq i') @ mk'' (SpecA ; p~ ~'') 

~'~Y) , Hk'+,~"(SpecA;po~.' +r,)) 

(ceci est/t  comparer aux formules d'associativit6 du chapitre XI de [t2]). 
- Si I est un multiindice (i t . . . . .  i~), on pose II]=il +. . .  +i  ~. D6finissons un 
morphisme de groupes gradu6s 

rb(c,(p)): H.(G; 77/q) --, H'(Spec A,/tq ~ III). 

Ce sera le compos6 du morphisme diagonal 

H.(G ; ~/q) -* H.(G ; 7Z/q) |176 

du produit tensoriel des applications 

r H.(G;2g/q)--rH'(SpecA,  l~q~ 1 <=fi<c~, 

(par convention 

q)(c i (p)): H,  (G; 2Z/q) - .  H k (Spec A, pqo i) 

est nulle s in  + k =t= 2 i) et du cup-produit 

H'(Spec A, po|174 ... | H'(Spec A, t ~ ) ~  H' (SpecA,  l~q l~l). 
Si 

Qi(cl(p) ... .  ;c,(p') .. . .  )= ~ al.jc,(p)c~(p'), 
]l]+lJl i 

on pose 

q)(Qi (c.(p) ; c.(p')) = ~ ar,s cl)(cl (P)) ~ q'(cs(p')). 
l,J 

La formule de produit ci-dessus se traduit alors par 

cI)(q(p | p')) = cb(Q,(c.(p); c.(p')). 
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- Le produit en K-th6orie atg6brique [34] est obtenu de la fa~on suivante. Si G est 
un groupe on sait qu'il existe un morphisme 

z: IRa(G ) ~ [BG, B G L  + (A)]. 

On note id~ l'image de la repr6sentation naturelle de GLr(A ) d a n s  le groupe 
IRA(GL,(A))  (cf. II.l.1) et z(~,) l'application 

v(~,): BGL + (A) ~ BGL + (A) 

qui lui correspond. La reprOsentation {d r | id~ de GL,.(A) x GL~(A) fournit de mOme 
une application 

BGL+r (A) x BGL + (A) *(,dr | , BGL + (A), 

qui se factorise par une application 

~,: BGL+~ (A) A BGL+~ (A)--, BGL + (A). 

On v6rifie que/~ est <<stable~, i.e. ddfinit une application (donn6e/t homotopie faible 
pr6s) 

t~: BGL+ (A) A BGL+ (A)--~ BGL+ (A). 

I1 r6sulte de ces constructions que le diagramme suivant commute: 

H.(BGL+(A)ABGL+(A))  "* , H.(BGL+(A);7Z/q) 

H.(GL~(A) x GL~(A)) o(~.(ie~| , H'(Spec A ; / ~ )  

(off la fl6che verticale de gauche est obtenue par excision). 
- Les r6sultats pr6cedents et la bilin6arit6 du morphisme d'Hurewicz (Lemme 2, 
II.2.2) montrent que le diagramme suivant commute: 

n.(BGL + (A); Z/q | n.(BGL + (A); 7Z/q) hq | h% H.(GL(A); 7Z/q) | H. (GL(A); 71/q) 

o ( o ,  ( c .  ( ~ ) ,  c .  ( F ~ ) )  

n.(BGL+(A);2~/q) 7, , H.(Spec A,/~i)" 

La verticale de gauche est le produit dans la K-thdorie ~, coefficients. 
- Comme l'image du morphisme d'Hurewicz est form6e d'616ments primitifs 
(Lemme 3, II.2.2), on a 

r c.({d ~)) o (hq | hq) = q~(Pi(c.(idr) , c.({d ~)) o (hq | hq), 
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off Pi est la partie du polyn6me Qi form6 de mon6mes du type ar, i,, ci, (-~r)u ci,, (i-d,). 
Le calcul explicite de Qi (effectu6 ~t l'aide du caract6re de Chern ordinaire par 
exemple) montre que 

--( i '+ i"-- 1)! 
ai"' --(i '-- 1)!(i"-- 1)!' 

La partie i) du th6or6me en r6sulte. 
- Si a = [ P ] e K o ( A  ) est la classe d'un A-module projectif P, le produit a.b  est 
ddfini comme suit (cf. [34]). On 6crit P comme facteur direct d'un module libre: 
P @ Q = A  s. On fait op6rer GLr(A) sur le module X S = ( A r | 1 7 4  par 
idr |  sur le premier facteur (1p d6signant la repr6sentation triviale sur P) et 
trivialement sur le second facteur. Soient pQ la repr6sentation ainsi obtenue, et 
fiQ son image dans 1RA(GLr(A)). L'application 

z (fie): BGLr(A)--'  BGL+ (A) 

est stable et induit une application 

#a: BGL+ (A)--, BGL + (A) 

ind6pendante de Q (/~ homotopie faible pr6s). On pose alors a .b=(#a) , (b  ) si 
b~K,,(A;7Z/q), m > l ,  ou beKI (A) /qKI (A  ). On a 

-ci, k (a . b) = ci, k (id)(hq (a . b)) = ci, k ({d)((#,). (hq (b)) = ci, k (fiQ)(hq (b)). 

Mais c(~e)=c(id~| 1p)=c ( id )uQ(c . (~ ) ;  c l(P)). Cette formule se traduit par ii), 
en utilisant comme pr6cddemment que les mon6mes de Q~ du type c l (P)u  ct(id,), 
avec card(I )>2,  ne contribuent pas /~ la formule finale (h cause du 
lemme 3). q.e.d. 

Remarques. - Une formule analogue a 6t6 d6montr6e par Bloch dans le cas des 
classes de Chern de la cohomologie crystalline [7]. 

- La formule du th6or6me ne sera utilis6e que quand un seul des termes des 
sommes de i) et ii) est non nul. 
- Si, pour tout n>  1, l'616ment (( - 1) i- ' / ( i -  1)!)Yi, k(a,) =CTii,k(a,), a, eK,(A;TZ/q), 
est bien d6fini (en ce sens que ~,k(a,)=0, OU bien ( i -1 ) !  est inversible dans 
Hk(Spec A, #qoi)) (de m6me pour b~), on peut exprimer le thdor6me par 

ch(a.b)=ch(a)wch(b) ,  

off a = a ,  +. . .  +a ,  +. . .  e @ K , ( A ; Z / q ) ,  
n 

b=b,+...+b,,+...e@K,,(A;2g/q), et ch=~ch l ,  k. 
m i , k  

Un probl6me ouvert est de savoir d6finir un caract6re de Chern ch du type ci- 
dessus dans une situation plus g6n6rale. 
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III Localisation et transfert 

III.1 Pr61iminaires de cohomologie 6tale 

Soit A un anneau commutatif  unitaire et int6gre dans lequel le nombre premier 
d est inversible et k un entier positif. Dans ce paragraphe, on donnera certains 
616ments, utiles dans la suite, concernant le calcul des groupes de cohomologie 
6tale Hk(SpecA, i~q~i). Ils sont pour la plupart classiques. 

111.1.1 Si A est un corps F, la cohomologie 6tale de SpecF est la cohomologie 
galoisienne de F [46], c'est ~ dire la cohomologie continue du groupe profini 
Gal(FS/F), off F s est une cl6ture s6parable de F (cf. [48] ou [13]). 

Si le faisceau de coefficients est le groupe multiplicatif G m =(FS) *, on a: 

H~ Gm)~-F *, HI(F, Gm)=O, et HZ(F, Gm)~-Br(F), 

off Br(F) d6signe le groupe de Brauer de F. 
La cohomologie/ t  valeurs dans le faisceau/aq des racines q-i6mes de l'unit6 

s'en d6duit par la longue suite exacte associ6e fi la suite exacte ~(de Kummer>>: 

xq xq 
1---, #q~G m- ) G,,, ~ G, ,~ I. 

On obtient ainsi: 

H~ HI(F,/~q)~_F*/(F*) q, et nz(F,l~q)~-Br(F)(q), 

(off X(o ) d6signe le noyau de la multiplication par q dans le groupe ab61ien X). 
Supposons que F v6rifie la propri6t6 suivante: 

(B,q): Tout 616ment d'ordre q dans le groupe de Brauer de F est d6compos6 par 
une extension cyclique F' de degr6 q de F (i.e. son image est nulle dans Br(F')). 

Alors le cup-produit Hi(F, I~q) x Hi(F, #q)---~ HZ(F,/~2) est surjectif (cf. [47], 
Chap. XIV, Prop. 1, Cor. 2). Ceci est le cas si F est un corps local ou global, au 
sens suivant: 

D~finitions. On appellera corps local un corps complet pour une valuation 
discr6te, de corps r6siduel un corps fini, et corps global une extension de degr6 de 
transcendance un d'un corps fini, ou un corps de nombres (extension finie du 
corps des rationnels). 

Notons enfin que si F est un corps local ou global on a Hk(F, G,,)=0 si k=> 3 
[48], et que H2(F, G,,) est q-divisible pour 2Xq; par cons6quent Hk(F,/~q)=0 si 
k > 3  (par contre si F est un corps de nombres ayant r 1 plongement r6els on a 
H3( F,/~2) = (Z/2)'1) - 

Ili.I.2 Si le groupe des unit~s A* contient un ~lkment d'ordre q, le faisceau #~i est 
le faisceau constant ~/q, donc H~ A, ~ ) ~ - ~ / q  et le cup-produit 

H ~ (Spec A,/~qo ,)|  A, #~J)--~ Hk(Spec A, ~t~ '+J) 

est un isomorphisme. 
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Si A est un anneau int6gralement clos on pourra se ramener fi la situation ci- 
dessus en consid6rant la cl6ture int6grale ~] de A dans le corps P obtenu en 
ajoutant une racine primitive q-i6me de l'unit6 au corps des fractions F de A. On 
sait que ~] est une extension 6tale de A (car q est inversible dans A; utiliser le 
crit6re II.l.1, c) de [46]). On pourra done descendre de /] fi A par la suite 
spectrale de Hochschild-Serre ([45], VIII, p. 406), ou par le transfert (cf. ci- 
dessous, III.1.5). 

111.1.3 Si A est un anneau de Dedekind 

- On salt que H~ Gm)~-A * et que H1(SpecA, Gm)~-Pic(A), le groupe 
des classes d'id6aux de A [46]; d'ofl une suite exacte 

0 ~ A*/(A*) ~ --~ H l(Spec A, pq) --~ Pic (A)(q)-~ O. 

- D6signons par F l e  corps des fractions de A, pa r j  l'injection SpecF-~SpecA,  
et par j,((#q~i)e ) l'image directe du faisceau #q| sur Spec F. 

Lemme4. Le morphisme de faisceaux dtales (sur Spec A) 

(P~a ')A --~J, ((P~')V) 

est un isomorphisme. 

Preuve. Ceci est valable en rempla~ant /~ i  par n'importe quel faisceau locale- 
ment constant ~ En effet il suffit de v~rifier cet isomorphisme sur les fibres 
g6om6triques, done on peut supposer que f f  est constant. I1 r~sulte dans ce cas 
de la d~finition dej , ( ffv)  (cf. [1] et [46]) que ce faisceau est constant et 6gal/t ffA" 

On omettra dans la suite l'indice A ou F dans l'6criture d e / ~ i .  
Le lemme4 ci-dessus permet de passer de A 5. F par la suite spectrale de 

Leray du foncteur j ,  : 

H'(Spec A, (RVj,)( /~ ' ) )~ U'+V(F, #q| 

On peut calculer cette suite spectrale de la fa~on suivante. Soient v une place finie 
de F correspondant /t un id6al p de A, et iv: Spec ~ S p e c A  l'immersion 
ferm6e correspondante (~,~ =A/p). Si f f  d6signe le Faisceau RVi j~| l'application 3 , t " q  , 

~2 .#  V * V - -  
v 

est un isomorphisme (ceci se v6rifie sur les fibres g6om6triques). On a de plus 

�9 * ~ -  r . tv ~ ) H*(SpecA; i~,.l~ ~ ) ~ - H  (Spec~ ,  "* 
- -  r s . , s  - H (Gal (,~J,Q), (i*,~-) (Spec ~)), 

off ~ est une cl6ture s6parable de s Le module (i* ~ )  (Spec ~,) est isomorphe 
(d'apr6s [45], Cor. 4.8) /t la fibre g6om6trique (RPj,~)y du faisceau R P j , ~  au 
point y = Spec ~r Soient ~]~ le hens61is6 strict de A en v, F~ la compl6tion de F e n  
v, T,, l'extension maximale non ramifi6e de F~, et P~ le hens61is6 strict de F e n  v. 
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On a des isomorphismes 

(RPJ* ~ )v  ~- Hp (Spec (-'iv | F), #qo i) ([46], II.3.3) 
A 

___ H p (/~, #~ i) (car A est de dimension de Krull un) 

~-HP(T~,#~ ~) (cf. [44], th.2, iii)). 

On trouve [48]: 

HP(T~, #q~) =0  si p>2 ,  

UO(Tv ' #qO ,) ,,~ 7Z/q, 
et 

H'(T~,#q~')~-(T*/(rv*)q)| ~  si i > l  (##~  

On remarque que le Gal(TJFv)-module T,|174 1) est isomorphe au 
Gal(~/Z~)-module g~(i-t). On a donc d6montr~ le r6sultat suivant: 

Propositionl (suite exacte de localisation en cohomologie Otale). Si A est un 
anneau de Dedekind on a H~ �9 | H ~ F ~q ) ~  ( , #qoi), et il existe une longue suite 
exacte : 

0--, H l(Spec A, # ~ i ) ~  H'(F,  #$i)-~ @ H ~ (4, #q~ ('- ~)) 
o 

...-~ uk (Spec A, gqOi)_+ u k ( r ,  #~i) __~ @ H k- t(~ev ' #~(i- 1)) 
v 

--* H k+ l(Spec A, ktq ~ . . . .  

Nous simplifierons cette suite exacte dans certains cas au paragraphe III.2. 
Cette proposition et ce qui pr6c~de montre que si le corps F est un corps local 
ou global, si 2.~q, et si k>=3, on a H k ( S p e c A , # ~ ) = O  (ce qui est un cas 
particulier du th6or6me de Artin et Verdier [2]). 

111.1.4 Si A est un corps fini ~r d'ordre pr (off pes t  un nombre premier diff6rent 
de •), on obtient: 

Lemme5. Soit (q, p r i -1 )  le p.g.c.d, de q et p r i -1 .  Les groupes H~ ~ et 
Hl(~e, #gi) sont finis et cycliques d'ordre (q, pri_ 1). Le groupe Hk(~, #~i) est nul si 
k>2 .  

Preuve. Le groupe de Galois Gal(hes/~r est F=JE, un g6n6rateur topologique 
6tant l'616ment de Frob6nius a. Le F-module #qoi est isomorphe & :E/q muni de 
Faction donn6e par 

O- * x = p r i a c ,  si x e Z / q .  

Ceci permet de conclure, grace/L la suite exacte 

O--*H~ 1 -~ ,~ /q -+Hl ( s  q.e.d. 
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111.1.5 Le transfert 

Soient B une extension 6tale (finie) d'un anneau A,fl ' injection de A dans B, et q 
= ( v u n  entier inversible dans A. Outre le morphisme induit 

f , :  Hk(Spec A,/~q~i) ~ Hk(Spec B, #q~i) 

est associ6/l f u n  morphisme de transfert 

f * :  Hk(Spec B, #q~)--~ Hk(Spec A,/~qOi) 

d6fini comme suit. Soit 

q) : Y = Spec B--~ X = Spec A 

le rev6tement correspondant/~ f, et q~,((pq~%) l'image directe du faisceau #o ~i de 
Y. Le transfert f *  est te compos6 

Hk(v,(~'g')Y) * ' U k ( x , ~ p , ( ~ % )  ~ ' H ~ ( x , ( ~ ' ) x )  

off ~b est induit par (p, et X par le morphisme de faisceaux 

Tr: qg,(lzgi)y---~(Iz~i)x 

obtenu localement (au sens 6tale) par (<somme des valeurs sur les feuillets)~. 
Autrement dit, si X ' ~  X est un revatement fini de X trivialisant q~, i.e. tel que 
Y x X ' _  ~ (X')", le morphisme 

X 

Tr: (/~q*')(Y x X') = ((~tg ')(X'))" -~ (#q* ~)(X') 
X 

est donn6 par somme des composantes. 

Lemme6. i) Le morphisme de transfert f*  vkrifie la formule d'adjonction 

f*  (x w f ,  (y)) = / *  (x) w y, 

ii) Soit G le groupe des automorphismes de B sur A et n son ordre. On a f*  of, 
=n. id, et f ,  of* = ~" g,,si l'extension est galoisienne. 

g~G 
iii) Si SpecA est de (-dimension cohomologique d, pour toute extension ~tale 

f: A-*  B, le morphisme de transfert f *  est surjectif. 

Preuve, i) Se voit en remarquant que ~ et X sont des morphismes entre modules 
sur la cohomologie de Spec A. 

ii) La premi+re 6galit6 r6sulte de i): 

f * ( f , ( x ) ) = f * ( f , ( x ) w  1)=xw f* (1 )=n ,  x. 

Pour la seconde, on note que le morphisme de faisceaux 

q)*o Tro (p,: (#gl)~ ~ (#~i)y 

s'identifie a ~ g, ,  ce qui se voit sur les fibres. 
gEG 
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iii) Comme ~0 est un morphisme fini l'application ~k est un isomorphisme (cf. 
[46], II.3.6). Le morphisme de faisceaux Tr est surjectif (comme on le voit sur les 
fibres). Si ~- est le noyau de Tr, on a une suite exacte 

Hd(X, q) , (#qO,)y) x > H,~(X, (laqO~)x) -+ Ha+ l(X ' i f ) ,  

e t  H'l+ I (X, ,~)=0,  car ~ est un faisceau de #-torsion. q.e.d. 

111.1.6 Cohomologie (-adique 

Les morphismes de faisceaux 

| __~ | /z+~+l #ev, v->_ 1, 

permettent de d@nir 

#+~ ). H k(Spec A, Z+(i)) = ~ (Spec A, | 

Lemme7. H~ 7Z+(i))=O pour tout anneau A qui est noeth~rien et 
int~gralement clos, et ne contient pas toutes les racines (~-i~mes de l'unit~, v >__ 1. 

Preuve. Soit F l e  corps des fractions de A. On a vu (III.1.3) que H~ Z+(i)) 
=H~ TZ+(i)), ce qui permet de se ramener au cas du corps F. Si F ~ d6signe une 
cl6ture s6parable de F et F~ ~ F ~ la E-extension cyclotomique maximale de F, le 
Gal (F~/F)-module topologique ~+(i) est isomorphe A Z+ avec pour action 

a* u=e(a)iu, a~Gal(F~/F), u~Z  e. 

Le morphisme ~ est ici le compos6 de Gal(F~/F)-+Gal(FoJF) avec l'injection 
Gal(FojF)--*(71t)*. Comme l'image de e est infinie, l'6quation (e(a) i -  1)u=0  
pour tout a~Gal(F~/F) implique u =0. q.e.d. 

111.2 La suite exacte de localisation en 6gale caract6ristique et le transfert 

Si F est un corps, vune  valuation discrete de F, F~ le compl6t6 de F pour v, et ~(~ 
son corps r6siduel, on notera 

Or: Kn(F) -+ Kn- l('~v), 

~: K n ( F ; Z / q ) - .  K n ,(~r 
(~: Hk(F,I~q ')-+ H k- '(%~,#q~(/-')) 

le compos6 du morphisme induit par F-~F~ et du bord de la suite exacte de 
localisation de l'anneau des entiers de F~, en K-th6orie ou en cohomologie 5tale 
(cf. III.1.3, Proposition 1). 

Proposition 2. Supposons que F et ,(~_ ont m~me caract~ristique (4= #). Alors: 
i) Si F =F~, les morphismes ~ ,  c3 , t?~ sont scind~s (non canoniquement). 
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ii) Les classes de Chern dSfinies au paragraphe 11.2 v&ifient 

8 ~ ~  1,k 1~ �9 

DOmonstration. i) Si F est 6gal ~ ~, on peut  6crire (de faqon non unique) F,, 
=/',,((t)), off l'616ment t e s t  une uniformisante  de F. Posons, pour  simplifier, 
= ~,, et 8 = 8 v (resp. 8~,, ou 8~). Soient i. le morph i sme  induit en K-th6orie  ou en 
cohomologie  6tale par  l ' inclusion i: ~ F ,  et { l ' image de t dans K1(F ) (resp. 
K~(F;7//q) ou H~(F, pq)). S i x  est un 816ment de K ,  ~(~) (resp. K ~(~;E/q) ou 
H k i(,(,/~(~ 1~)), on pose 

s~(x) = i .  i , ( x ) .  

Le morph i sme  s, est une section de 8. On sait en effet que la suite exacte de 
localisation d 'un anneau  de Dedekind est une suite exacte de modules  sur la K-  
th6orie de A (resp. sa cohomologie  6tale). Pour  la K-theorie  cela est montr6  par  
Gillet ([20], w 1.5), et pour  la cohomologie  6tale cela r6sulte de l 'accouplement  

Par  cons6quent ('?(st(x))=~,([).x. C o m m e  {3(t') est la valuat ion de t, on a ('~(st(x)) 

ii) C o m m e  la classe de Chern c o m m u t e  "a I 'injection F,,F~,, on peut suppo-  
ser que F =F,:, et on reprend les nota t ions  pr6c6dentes. I1 suffit alors de montrer  
que 

Ci,k(St(X))=(1--i)st(Ci 1 , k  I ( X ) )  ' 

i .e.  

Yi, k ([ '  i ,  (x)) = ( 1 -- i)(t" vo i ,  (g i_ ,. k - 1 (X))). 

La seule classe de Chern non nulle sur [~K l(F;71/q) est gl. l ( t ' )=[ (voir IV.l.3). 
D 'apr6s  la formule de mult ipl icat ion (I1.3, Th6or6me 1), on en d6duit que 

6,k(t'. i . ( x ) ) = ( 1 - i ) c , . l ( i ) w e  i .,.~ ,(i.(x)) 

= ( 1 - i ) [ ~ i . ( { ~  ~.~ ,(x)). q.e.d. 

Proposit ion 3. Soient F = ~(t) le corps des Jractions rationnelles sur un corps ~ et A 
= ~'[t] l'anneau des polyn6mes. 

i) La suite exacte de localisation de A se scinde en suites exactes ~ trois termes 

O ~ K ~ ( , 4 ) ~ . K . ( ~ ( t ) ) ~  (~) K ._  ~(,(~)~0 
v 4 ~  

(resp. idem avec la K-th~orie h coefficients, ou 

0--~ Hk(~ r p~i)_. Hk(~(t), p~,)__~ (~  U k- ,(~r l,~(i 1))~ 0). 
t? ~l r 

ii) (Loi  de rdciprocit~ de Weil). Si S dSsigne rensembIe des valuations de ,((t) 
( y  compris la valuation ~i rinfini), et N,, la norme (ou tran~fert) de ,(~ ~ ,r on a la 
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formule 

y, N~o c~d.,:) = 0 
t'~S 

si x~K,(~(t)) (resp. K,(~c(t); ~/q), ou Hk(d(t), F~q~i)). 

Preuve. i) On note d 'abord que K.(,~[t])=K.(,O, K.(d[t];2~/q)=K.(~;~/q), et  

Hk(Spec ~ It], ,~ ' )  = Hk(~, ~*'). 
Cette propriet6 d'<<invariance homotopique>> est bien connue en K-th6orie. 

En cohomologie 6tale on peut la verifier en consid6rant la droite affine A~ sur ,4' 
comme ouvert dans l'espace projectif p l dont on connait la cohomologie 6tale, 
et en appliquant ~t cette situation le theor6me V.3.4 de [46]. 

Soit p u n  point rationnel de A~ et Ap le localis6 de A=s en p. Le 
morphisme K,(~r K,(d(t)) se factorise par une injection K,,(d)-o K,(Ap) (car 
est un facteur direct de Ap). On peut alors appliquer h Ap le theoreme 5.11 de 
[-39] pour voir que K,(Ap)-+K,(,f(t)) est une injection. Le meme argument est 
valable en K-theorie h coefficients et l 'analogue du theoreme cite ci-dessus en 
cohomologie etale a 6te d6montr6 par Bloch et Ogus ([9], th. 4.2.) (cet argument 
m'a  ete indiqus par Colliot-Thelene). 

ii) Ce resultat (valable plus generalement pour toute courbe propre et lisse 
au lieu de la droite projective} a ete demontr6 par Gillet ([20], w (Le 
transfert en K-th6orie est celui defini par Quillen dans [39], et en cohomologie 
c'est celui defini au paragraphe III.1.5 ci-dessus.) 

Soit X une variet6 lisse de dimension d sur un corps d. I1 existe un suite 
spectrale (obtenue en filtrant la K-theorie par Ia dimension du support) dont le 
premier terme est 

Elr, s = (~ Kr+~(aC(x)), 
xa X(r} 

off Xt~ ) est l 'ensemble des sous-varietes irreductibles x de dimension r de X, et 
d(x) le corps residuel en x. Cette suite spectrale est covariante pour les 
morphismes propres. On applique ce fait/l  X = p l  et 5, la projection p de X sur 
Spec d. L'application (~ N,~ o t9 s'interprete alors comme la eomposee de 

v 

d l :  El l ,n  - I(X)----~EI,n_ I (X)  

avec le morphisme p . :  El , ,  I(X) --*E~o,.- ~(Specd) induit par p. On conclut en 
remarquant  que E 11 .... l(Spec d) = 0. 

La m~me suite spectrale existe aussi en K-theorie ~ coefficients et en 
cohomologie etale, off elle s'ecrit: 

E1 t i)= (~  Ur+s(,,g(x),[t,~tr+i d)) 
x~X(r) 

(of. [9], Prop. 3.7, et 3.9). D 'o6 le resultat. 

Theoreme 2. Soient d u n  corps, d' un extension sdparable finie de d, d u n  hombre 
premier distinct de la caractOristique de d, N = f *  (resp. f , )  le morphisme de 
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transj'ert de ,(' ~'l / (resp. te morphisme induit par l'injection f :  ~ ~ ~') en K-th~orie 
d coefficients 77/q (q=/~), ou en cohomologie ~tale. On a, si x~K2 i  k(~";2g/q) 

i) f , (~i ,k(N(x)))=J,(N(Fi,k(x)) ,  si I'extension est galoisienne. 

ii) i. (~i.k(N(x)) -- N(g,i.k(x)) ) = O. 

Preuve. i) Soit G le groupe des automorphismes de ,(' sur *. On a 

, , ; o N :  Z g , .  
geG 

Nous avons vu ce fait pour la cohomologie 6tale (Lemma 6 ii), III.1.5) et il a 6t6 
d6montr6 en K-th+orie par Bloch ([8], 3.5.3). On a donc 

.1, ~ 1 7 6  e,.k= 2 g,  ~ =g,.k ~  g,) 
s E G ,~ e (i 

= e,.~ o L o N = f ,  o ~ .~  o N .  

(En particulier, si .f, est injectif <,k commute  "a N.) 
ii) Le corps ,(' s'identifie (de faqon non unique) 'a un corps r6siduel ,~, de la 

droite affine a~. Si xeK2~., k(~'; 7Z/q), il existe donc, d'apr6s la proposition 3 i) ci- 
dessus, un 61dment YeK2i_k + l(,4(t);TZ/q) tel que 

g,,(y) = ~  
et 

~w(y) = 0 si w e S - { v , m } .  

La formule de r6ciprocit~ de la Proposition 3, ii), montre que 

~.~ (y) = N~ ( , ~  (y)) = - U,,(~,, 0')) = - N (x). 

On a alors, d'apr~s la Proposition 2 ii), si weS,  ~w(Pi+l.~+l(yJ)=i.-di.k(~w(y)), donc 

[,w(Ci+l,k+l(y))=O s i  w4:v,c~, 

~,'(C-i+ l , k +  I (Y))  = i "  Ci.k(X), 
et 

g~, (~i+ ,,k+ l(Y))= -- i .  g:i.k(N(x)). 

La formule de rdciprocit6 en cohomologie 6tale (Prop. 3) permet de conclure. 
(Cette preuve s'inspire de la K-th6orie de Milnor, off le proc6d6 pr~c6dent est 

utilis6 pour d6finir un transfert (cf. [5]). Elle montre donc que le morphisme de 
la K-thdorie de Milnor vers la K-thOorie de Quillen commute aux transferts.) 

llI.3 La suite exacte de Iocalisation d'un anneau 
de Dedekind ~ corps r~siduels finis 

Proposition 4. Soit A un anneau complet pour une valuation discrOte v, F son corps 
des fractions, et ,( son corps rJsiduel, le bord ~(resp 5, ou 0 ~') de la suite exacte de 
localisation de l'anneau des entiers de F est surjectif  et scindO ( en toute dimension) 
d& que ,( est un corps fini (de caractOristique d!(f&ente de #). 
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Preuve. En cohomologie  6tale on sait que la project ion 

Hk(Spec A, ,u~ i) --, Hk(;4, pq~) 

est un i somorphisme ([46], Prop. IV.2.2). 
Un  th6or6me de Harr is  et Segal [24] implique que le morph i sme  

K , ( A ;  7Z/q)-~ K,(;4; 7l/q) 

est surjectif et scind6. En effet si ;4 est d 'ordre  p~ et s i r  d6signe le plus petit  entier 
tel que pSr_= 1 (mod (), le corps fini ,( d 'o rdre  per est le corps r6siduel d 'un anneau 
de valuat ion discr6te A contenant  A. C o m m e  le m o r p h i s m e / 1 "  ~ *  est scind6, et 
c o m m e  /1 est un A-module  libre, les condit ions i) et ii) de (loc. cit., p. 26) sont 
v6rifi6es, d'ofi le r6sultat, d 'apr6s le Corol la i re  3.2 de (loc. cit.). Ce corollaire est 
exprim6 avec la K-th6orie  ordinaire,  mais vaut  aussi pour  la K-th6orie  /t 
coefficients (appliquer le Th6or6me 3.1 de loc. cit. avec pour  espace X les espaces 
Y" d6finis en II.2.1). 

Si n e s t  une uniformisante  de F, et s une section de la r6duction modulo  v 
(notde r~) en K-th6orie  ou en cohomologie  6tale, on pose 

s~(x) = ~ .  s(x) ,  

off x est un 616ment de la K-th6orie  de ;4 et ~ l ' image de n dans K~(F) (ou 
KI(F;~ /q ) ,  ou H1(F,#q)). On mont re  alors, c o m m e  darts le cas d'6gale 
caract6rist ique (Proposi t ion 2, i)), que 

O(s~(x)) = ~(7~). ( r~,(s (x)) = 0(~) .  x = x .  

Corollaire. Si A est un anneau de Dedekind dont les corps r~siduels ~ sont .finis, F 
son corps de fractions, et x un Ol~ment de Kzi k(F;~/q),  on a 

(~e(ci,k(X))=(l--i)~/ 1,k-I(~(X)) �9 

Preuve. On proc6de c o m m e  dans le cas d'6gale caracteris t ique (Proposi t ion  2 ii)). 
On peut  supposer  que F est complet  pour  v, et raisonner  avec s~ au lieu de ?,,. 

On a alors 

~,k(s~(x)) = ei,k(7~. S(X)) = (i -- 1) fC t,_; e i_ t,k l (S(X)) 
et 

ei_ 1.k--, ( s (x) )=r , ,  ~(r~. ~-i ~,k- l ( s ( x ) ) ) = r 2  ~ ( ~ -  l .k-  ~(x)), 

d'ofi 

6i,k(S,(X))=(i--1)S,(~i_Lk 1(X)). q.e.d. 

Th~or~me 3. Soit A un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un 
corps global. Le  bord 0 = @ ~  (resp. ~ = @g~,, resp. (~e = @(~e) est surjecti f  (mod 2) 

sur K , (F)  avec n >  1 (resp. K, (F;  7Z/q) avec n pair et positif, resp. H2(F,#~i)).  
En particulier, on a une suite exacte d trois termes (modulo la classe des 

modules de 2-torsion): 
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O-*K, , (A) - - .K , (F)~(~K, ,  1 (~:) -~ 0. 
v 

Dt;monstration. Dans  l '6nonc6 de ce th6or6me on suppose que q est inversible 
dans A quand  on parle de cohomologie  6tale (par contre pour  n >  1, on 
r emarquera  que si ~ est de caract6rist ique / on a K,,~ l(~,,;Tz/q)=0, d 'apr6s 
[40]). 

1) Supposons  que A contient  un 616ment d 'ordre  q. I1 en est doric de mSme 
pour  F et les corps d~,. La K-thdorie  ~ coefficients et la cohomologie  6tale de d~, 
sont alors d6crites c o m m e  suit: 

L e m m e 8 .  i) @K,(~I,;TZ/q)=A(fl~)| off A(fl,,) est l'alg~bre extD'ieure 
n>O 

engendrOe sur 7Z/q par un OlSment fi,, de degr8 un et P(~,,) l'algSbre des polyn6mes 
sur 7z/q en un 8lSment c~,, de degrO deux. 

ii) Hk(d~, itq)=7l/q si k = 0  ou 1, et 0 sinon. Le cup-produit par les puissances 
d'un gSn&ateur a de H~ fournit un isomorphisme de Hk(~v, Uq) avec 
Hk(d,,,l,qQi), i~ 1. 

Preuve du lemme. La part ie  i) est due h Browder  ( [ l l ] ,  2.6) et ii) a 6t6 d6montr6 
au pa rag raphe  Ill.1 (2 et 4). q.e.d. 

Le g6n6rateur de Kz(~,,;TZ/q ) est obtenu grfice/~ la suite exacte de Bockstein 

K2(4)~K2(d,,;TZ/q) ~ _4 K 1 (~,,) • q--~ K l ( / r ) .  

Si ~,, est un 616ment d 'ordre  q de d,*=Kl(~.), c~,, est l'616ment de K2(,~,,;TZ/q) 
d ' image ~,, par  le morph i sme  de Bockstein fiq (il est uniquement  ddtermin6 car 
K 2 ( 4 )  - -  0).  

Choisissons pour  ~,, la r6duction modulo  v d 'un 616ment ~ d 'ordre  q de A*. Si 
est un 616ment de K2(A;TZ/q ) d ' image  ~ dans K I(A ) =A*,  la r6duction modulo  

v de ~ est ct,. 
De  m~me le choix de ( fournit  des g6n6rateurs a (resp. G,) de H~ ktq) 

(resp. H ~  (dr, #q)). 
C o m m e  la suite exacte de localisation est une suite exacte de modules  sur la 

K-th6orie de A (resp. la cohomologie  de SpecA) on a, en notant  j ,  l 'appl icat ion 
induite par  l ' injection j:  A -* F, 

8~,(j. (e). x) = c~,- {,,(x) (resp. 8,~,(j. (a) w x) = a,, w 8',;(x)) 

si xeK, (F;  7z/q) (resp. xEHk(F, I~q~i)). D'apr6s  le l emme 8 ci-dessus, la surjectivit6 
de 8 et 8 ~ (pour n et k pairs) rdsultera de celle de 

K2(F;TZ/q)- ~--~@Kl(d~.;Tz/q) 
v 

et 
H 2 ( F , / ~ 2 ) ~ ' ~ ( ~ H ' t ~ . P q ) .  

v 

C o m m e  KI(4;7Z/q)=KI(4)/qKI(4) ,  la surjectivit6 de ~ r&ulte  du mSme r&ul-  
tat en K-th6orie  ordinaire  [36] (par contre, on verra  au pa ragraphe  IV.1.4 que le 
morph i sme  K2(A;7Z/q)--~K2(F;TZ/q ) n'est pas toujours  injecti 0. Quan t  /t la 
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surjectivit6 de 

H 2 (F,/x~ 2) , .~ B r(F)(q) ~ (~(y/(/y)q, 
v 

elle est aussi connue [55]. 
2) Si on ne suppose plus que A* contient un 616ment d'ordre q, on notera P 

rextension cyclotomique de F obtenue en lui ajoutant une racine primitive q- 
i6me de l'unit6, A la cl6ture int6grale de A dans if, et ~w les corps r6siduels de A. 
Si on suppose que E est inversible dans A (ce qui est possible pour la K-th6orie A 
coefficients Z/q), ranneau /] est une extension 6tale de A et les id6aux premiers 
de A sont non ramifi6s dans .4. On note f l'injection de F dans F, f *  le transfert 
induit par f - e n  K-th6orie ou en cohomologie 6tale-, et Nw.,, le transfert associ6 D. 
rextension ~ c ~w, quand w divise v. 

Les suites exactes de localisation de A et A sont reli6es par les diagrammes 
commutatifs suivants: 

et 

...-~K,(ffl;7l/q) ~K,(P;7Z/q) ~ ,@Kn_ , (2~; ;g/q)- , . . .  

. . . - - >  K.(A;71/q) ,Kn(F;7~/q) c~ ~ @ K  n l ( h ~ , ; 2 ~ / q )  _ _ , . . .  
iJ 

...___> Hk (Spec,~, #~i) 

...__, Hk(SpecA, #q~i) 

, Hk(p, #~,) ~ , @ H  k- l(~w, #~(i- , ,) ~ . . .  w > 

, Hk(F, p~i) ~ (~H k- 1 ( ; ~  t l |  - ", v '  r ' q  1)) --4" . . . .  

En K-th6orie cela se voit en remarquant que la restriction des scalaires de / ]  fi A 
induit un diagramme commutatif  de cat6gories 

I 1 
5P -> ~ , ~,/Se 

off q/ est la cat6gorie des A-modules projectifs de type fini, 5 e la sous-cat6gorie 
des modules de A-torsion, et q//o w la cat6gorie quotient (de marne, sur _A, pour 
les cat6gories @, 5 ~ et @/~),  et en appliquant ([20], Cor. 1.11.). En cohomologie 
6tale, cela rdsulte de la formule 

o (R j,) -(R~j,)  of*, 

off j (resp. f) est l'injection A-~ F (resp. A-~ F). La surjectivit6 de ~ et 0 ~ r6sulte 
donc de 1) et du lemme suivant: 
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Lernme9.  Si ~' est une extension f inie d'un corps f ini  ~' (de caractOristique 
premiere d { )  les normes ( ou transferts ) 

K zi - I (/~'; TZ/q)--~ K 2i__ ~(~; 7//q) 
et 

H 1 (~',/~q~ ~ H '  (~ , /~  i ) 

sont surjectives. 

Preuve du lemme. En K-th6orie, Quillen a montr6 [40] que la norme 

K2i_I(~')---~K2i 1(~) 

est surjective. Mais K 2i(, r = K2i(,~' ) = 0 (loc. cir.), doric 

K2i_ l (~ t ;~ /q)=K2i_  l ( [ ) /qKz l  1(t() 

(de m6me pour  ~'), d'ofi le lemme. 
En cohomologie  6tale ce lemme r&ulte  du fait que ~ est de dimension 

cohomologique  1 (cf. III.1.5, Lemme 6). 
La surjectivit6 du morphisme ~ r&ulte, par passage h la limite, de celle des 

morphismes 3. On sait en effet que les groupes K , ( A )  sont de type fini ([42] et 
[43]). En particulier, K , ( A )  et K , ( F )  n'ont pas de sous-groupe (-divisible 
non trivial. I1 en r6sulte que la suite ci-dessous est exacte: 

v 

(en utilisant par exemple [12] VI.3.3 et VII.7.1). 
Par ailleurs les suites exactes de Bockstein donnent  des diagrammes 

0 --~ Kn(A) / (  v+l Kn(A ) -~, Kn(A; )7 / f  v+ 1) _~ Kn - 1 (A)(~v + 1)~ O 

o - ,  K . (A) /~K. (A)  --, K.(A;~/~ ~') ~ K._ ,(A)(~) -~0 

(ceci r6sulte de morphismes entre les fibrations d6finissant YE~,, cf. II.2.1, pour  
diff6rentes valeurs de v). Par cons6quent le groupe 

d e f  
K,(A ,7I : )  = l i ,mK, (A ,Z /F  �9 . v 

est isomorphe h K , ( A ) |  Z t  (de m~me pour ,~), et le morphisme 

K.(F)  | ~z ~ K . ( F  ; ~,t) 

est surjectif. I1 reste ~t consid6rer la limite projective des morphismes 

3: Kn(F;g/Y~)--~(~Kn _ ,(~,,; 7l/(~). 
b' 
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Le noyau des C est fini (puisque K , ( A )  est de type fini), donc leur syst6me 
projectif vdrifie la condition de Mittag-Leffler et le morphisme C est surjectif 
([23], Prop. 13.2.2.). 

Comme K , ( A ) | 1 7 4  t est injectif pour tout nombre premier 
impair (, il enest  de m~me de K , , ( A ) - + K , ( F ) ( m o d 2 ) .  q.e.d. 

IV Surjectivit~ des classes de Chern 

IV.1 Anneaux d'entiers de corps globaux 

Th~or6me 4. Soit  A un mmeau commutat i f  unitaire, f u n  hombre premier impair, 
non nul dans A, q = F  une puissance de #, A ' =  A [1/E] le localisO de A en-dehors de 
/ .  Sous les hypothOses 1) ci 4) ci-dessous, il exis te  un morphisme surject i f  

Ci. k : K 2i-- k (A ; 7l/q) ---. H k (S pec A', It~ i). 

1) i < {  et k<2;  
2) s i f  n'est pas inversible dans A, l'anneau A est un anneau de Dedekind fi 

corps rOsiduels f inis;  
3) si k = 1 ou 2, A est un anneau de Dedekin& et si k = 2 le corps des fractions 

F de A est un corps local ou global; 
4) le groupe des unit~s A* de A contient un OlOment d'ordre q, 

ou bien q = f  el A est int~gralement clos, 
ou bien k = 0  et A a pour corps des ,fractions un corps local ou global, 
ou bien k =  1 et A a pour corps des J?actions un corps local ({4= caractOristique 
rOsiduelle), 
ou bien k =2 et A est un corps local ou global. 

Remarque. L'hypoth6se i<  t peut 6tre remplac6e par l'6nonc6 plus prdcis suivant: 
l'image du morphisme g~,k contient celle de la multiplication par i! dans 
H k ( S p e c A ' , p ~ ) .  II enest  de marne dans les th6or6mes 6 et 8 ci-dessous. 

DOmonstration 

IV.I.1 L'hypoth6se 2) permet de se ramener au cas off A contient l'inverse de (, 
i.e. A '=  A. En effet la suite exacte de localisation reliant A e t  A' [21] s'6crit 

. . . -- ,  K . ( A  ; 77/q) -~ K . (  A'; Z /q)  -~ @ K ,  _ ~ (4,; Z/q) - .  . . . .  
v i e  r 

Comme les corps ~ ont { pour caract6ristique, les groupes K.(,~) sont des 
groupes finis d'ordre premier 5. / [40] .  Doric K,_ l(,(v; 7Z/q)=0 s in  > 1 et vl& et 
K , ( A ; Z / q ) = K , ( A ' ; ~ 7 / q )  si n > l .  On supposera d6sormais A = A '  et g~.k sera le 
morphisme d6fini en II.2.3. 

IV.I.2. Si q = ( ,  on peut supposer que A* contient un 616ment d'ordre q. Sinon, 
=F (~ I ) .  Le rev6tement Spec~]-*SpecA on note A sa cl6ture int6grale dans P t 

est 6tale et galoisien (car {' est inversible dans A). L'ordre r du groupe 
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d'automorphismes de ce rev6tement divise ( -  1, donc est premier fi ?. Notons f 
l'injection de A dans /], et f .  (resp. f * )  le morphisme induit par f (resp. le 
transfert). Comme f * . f ,  est la multiplication par r, le transfert est surjectif (en 
K-th6orie ~ coefficients et en cohomologie 6tale) et f .  est injectif, donc q,k 
commute /~ f *  (cf. III.2, Th6or6me 2i)). Done la surjectivit6 de Ci,k pour A 
implique le m~me r6sultat pour A. 

IV.1.3 La premiere ctasse de Chern 

On a vu au paragraphe II.l.1 que la premiere classe de Chern est l'image par le 
morphisme de Bockstein fiq de la classe 

~(p) = ~(d6t(p))EHl(SpecA, G; G,,) 

du G-fibr6 de rang un ddt(p). 
Grfice fi l'application H1 (SpecA, G; G,,) ~ Hom(H~(G; 7/), H~ Gin) ) 

analogue ",i celle ddcrite dans le lemme 1 de II.1.2, on associe fi ~(id) un 
morphisme 

o : K ~ (A) = H ~ (GL(A); 7/)--, H o (Spec A, G,,), 

qui s'identifie/~ l'application d6terminant 

GL(A)/(GL(A), GL(A)) - ,  A*. 

Done 3o est surjectif et scind6. 
Quand G = 1, ~ d6finit un morphisme 

1 : K o (A) ~ H l (Spec A, G,,) 

associant ~ la classe [P] d'un module projectif P sur A celle du fibr6 associ6 sur 
SpecA. Si A est un anneau de Dedekind, on sait que H ~ (SpecA, Gm)-~ Pie(A), off 
Pie(A) est le groupe des classes d'id6aux de A [46], et que Ko(A)=71OPic(A  ) 
[36]. Le morphisme ~l s'identifie, par d~finition, /~ la projection de Ko(A ) sur 
Pie(A). 

Comme cl(id)=flq(~(id)), on a c l ,0=0,  cl,l=fiqO~o, et cl,2=flqO~l, off fiq 
d6signe le morphisme de Bockstein en cohomologie 6tale. 

Le morphisme eL0 (a la diff6rence de C~,o) est surjectif. Cela r6sulte du 
diagramme commutatif  (D) suivant: 

K2(A;7//q ) - , K~(A) 

~""~ 1 r176 
0-~ H~ pq) - -  ~ H~ G~) 

x q  
- - ~  K 1 (A) 

)o 
x q  , HO(SpecA, Gm). 

Pour montrer que (D) commute on note C.(G) (resp. Cq.(G)) le complexe des 
chaines de BG sur 7/(resp. 7//q) et •" (resp. 2,o~) une r6solution de G m (resp. pq) 
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sur SpecA. Le morphisme de Bockstein 

fiq: H 1 (Spec A, G; Gin) ~ H 2 (Spec A, G;/~q) 

provient d'un morphisme de degr6 - 1  (ddfini dans la cat6gorie d6rivde D(~)) 

r(~')-~ r(~) 

qui conduit, via le Lemme 1, au diagramme commutatif (dans D(7Z)) suivant: 

C.(G) ~162 

C.(G) r , F ( S ' ) [ - 1 ]  

Cq.(G) ~176 , r ( ~ ) [ -  2]. 

Interpr6t6 en homologie, cela donne le diagramme (D) (on utilise ii.2.2). 
Si A est un anneau principal, on a 

K I ( A ; Z / q  ) ~ _.HI(SpecA,#q)~A*/(A*)q. 

D'apr6s la description donn6e ci-dessus de cl, :, le morphisme 8~,~ est un 
isomorphisme. 

Si A est un anneau de Dedekind, nous n'avons pas, jusqu'h pr6sent, d6fini le 
morphisme ~1,1 en g6n6ral. Or le diagramme commutatif 

K ,  (A; 7l/q) - , K 1 (F; Z/q) , @ 7l,/q 

,Hl(SpecA,#q)  -~Hl(F,l~q) , @ Z / q  

(cf. III.3) permet de d6finir ~1,1 pour A comme le morphisme qui rend commuta- 
tif le diagramme pr6c6dent. Ce morphisme sera automatiquement surjectif (c'est 
marne un isomorphisme si F est un corps local ou global, car Kl(A;TZ/q ) 
s'envoie injectivement dans K~(F; Z/q), d'apr6s III.3, Th6or6me 3). 

Enfin, puisque cl, 2 = flq ~ ~ 1, l'image de c1,2 est 

flq (H 1 (Spec A, Gin) ) c H 2 (Spec A, ktq). 

IV.I.4 Le cas i = 2  et k = 2  

Pour un corps F l e  morphisme c2,2: K2(F)-~H2(F,#~ 2) n'est autre que le 
symbole galoisien (ou plut6t son oppose), qui a ~t~ 6tudi6 par exemple par 
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Mi lnor  [36] et Ta te  [55]. En effet la formule de mult ipl icat ion (Th6or6me 1, 
II.3) mont re  que l ' image par  c2, z du symbole  (a ,b)=a.b ,  oh a, beF*=K~(F) ,  
est 

c2, 2(a- b) = - cl, 1 (a) u cl, l(b) 

( remarquer  que ( 2 -  1)! = 1). 
Dans  le cas d 'un corps local ou global, Tate  a montr6  que c2, 2 induit un 

i somorph i sme  Kz(F)/qKz(F)---*HZ(F, II~ 2) (cf. [55]) 1. On va en d6duire le 
rhsultat suivant : 

L e m m e  10. Si A est un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est un 
corps local ou global, le morphisme c2, 2 induit un isomorphisme 

K2(A) /qKz(A)  ~ H2 (Spec A, #~2). 

Preuve du lemme. Le d iag ramme c o m m u t a t i f  (cf. IV.3.1 ci-dessous) 

K2(A) / f  Kz (A  ) ~ Kz(A) / {  ~+ 1Kz(A)-*  Kz(A)/{VKz(A) 

. [ + . . . .  C2,2 ~ s 

H 2 ( S p e c A , / ~ 2 )  ~ H 2 (Spec A, #~2 ,) ___, H2(SpecA, # y ) ,  

o6 l 'horizontale  inf6rieure est la suite exacte de Bockstein associ6e a la suite 
exacte de faisceaux 6tales 0 - , # ~  2 ,,| ~ ,  | , --,t~tv+, #e~ ~ 0 ,  permet  de se ramener,  par  
r6currence, au cas o6 q =# .  On peut  alors supposer  que A* contient  un 816ment 
d 'ordre  q (cf. IV.1.2), et on note c~ un 616ment de Kz(A;TZ/q) d ' image dans K I ( A  ) 
un 61ement d 'ordre  q. Si a d6crit le groupe de Picard Pic(A)cKo(A) ,  le produi t  
c~. a d6crit un sous-groupe de Kz(A;  ~/q) que nous noterons  f2. 

Soit i l ' injection de A dans F, et i ,  le morph i sme  induit par  i. On a i , (e .a)  
= i , (~ )u i , (a )=O,  car P ic(F)=0.  Donc  i,(flq(O~.a))=flq(i,(~.a))=O (0fl flq est le 
morph i sme  de Bockstein), et c o m m e  i , :  K I ( A ) ~ K I ( F  ) est injectif, le groupe  f2 
est dans le noyau  de /3q: Kz(A;T/ /q)-- ,K~(A ). C'est donc un sous-groupe du 
noyau  de i , :  K2(A)/qK2(A)--~Kz(F) /qK2(F ). 

Par  ailleurs, la formule de mult ipl icat ion (Th60r6me 1) mont re  que ~2,2(c~. a) 
=el,O(~)wc~,2(a ). On a vu en IV.1.3 que ~1,o(~) est un g6n6rateur de 
H~ et que c~,2(a ) d4crit le sous-groupe Pic(A)/qPic(A) de 
H2(SpecA,/iq). D o n c  c2, 2(f2) est le sous-groupe 

flq(H ~ (Spec A, G,,)) ~ H~ A, #q) --- Pic(A) | #q 

de H2(SpecA,#~2) .  Or Tate  dhmontre  dans ([55], Thhorhme 6.2) que le noyau  
de K z ( A ) / q K z ( A ) - , K 2 ( F ) / q K z ( F  ) est i somorphe  fi Pic(A) |  C o m m e  le 
groupe de Picard est fini, on voit que ce noyau  est f2. 

On conclut  en r emarquan t  que la suite exacte 

O_.O_+K2(A) /qK2(A ) '* ,K2(F)/qK2(F)  

La surjectivit6 de c2, 2 r6sulte de la propri6t6 (B,q) (cf. III.1.1) 
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s'envoie par c2, 2 sur la suite exacte 

Pie (A) | pq ~ H 2 (Spec A, #qo 2) _. H 2 (F, gtq ~ 2), 

et en utilisant le fait que c2, z e s t  un isomorphisme pour F. 

IV.1.5 Le cas off A* contient un kl~ment d'ordre q 

m 

Posons, puisque i< ( ,  chi, k = ( -  1)/- 1/( i -  1)! ci, k et chi, k = ( -  1) 1 1/( i -  1)! ~.k- 

Soit a un 4lhment de K 2 ( A ; Z / q  ) dont l'image par ? l ,0=ch l ,0  est un 
g6n6rateur a de H~ (cf. IV.1.3). La formule de multiplication 

(Thhorhme 1) montre que chl, o(CCi)=a i. Puisque pour tousles  entiers k, i et j le 
cup-produit 

Hk(SpecA, pq~,)| HO(SpecA, /~)  ~ Hk(SpecA,/~qo(i + ji) 

est un isomorphisme (cf. III.1.2), l'616ment a ~ est un g6n6rateur de 
HO(SpecA, g~i). 

De mame si f l eK2(A) /qK2(A)cK2(A;TZ/qTZ ) est d'image b par ch2, 2 dans 
H2(SpecA,#q~2), 6tant donn6 que chl,o(f l)=O (cf. IV.1.3), on a 

c h i , 2 (  f i  �9 O~ i -  2)=bw ai- 2 ~H2(Spec A ' t.tq~i). 

Donc, d'apr6s IV.1.4, c h~, 2 est surjectif sous les hypoth6ses du th6or6me. 
Si fl~K~(A;2~/q), on v6rifie que 

~ , ,  (fl" ~ ') = ch, , l  (fl) u ch,_ ,, o(~'- 1). 

En effet, A est alors un anneau de Dedekind, de corps des fractions F, et 
Hl (SpecA ,#~ i ) - -~H~(F ,p~ i )  est injectif (III.1.3). La formule ci-dessus peut 

donc 6tre v6rifi6e dans HI(F,#~I) .  Or elle est vraie pour F et chl .  1 a 6t6 
d6fini par le plongement H l ( S p e c A , # q ) ~ H l ( F , l ~ q )  (IV.1.3). D'ofl la formule 

ci-dessus, ce qui prouve le th6or6me, puisque ch 1, ~ est surjectif. 

IV.I.6 Le cas off k = 0  

Si A* ne contient pas d'616ment d'ordre q, on suppose que A est un anneau de 
Dedekind dont te corps des fractions est un corps local ou global. La surjectivit6 

de chl, o r6sulte alors de la th6orie de Harris et Segal [24].Notons F une cl6ture 
alg6brique de F, ( j u n e  racine #-6me de l'unit6 dans F pour tout j >  1, et Fj 
=F((j). Harris et Segal montrent qu'il existe dans A des id6aux premiers p (en 
nombre infini si F est global) tels que, s iv est la valuation associ6e ~t p, 

- K , (A ;  77/q)---,K,(~cv; Z/q) est surjectif et scind6 
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- p reste premier dans Fro+ ~ (off m d6signe le plus grand entier t tel que F t 
contienne ~'t). 

Soit r=[Fm: F]. Le lemme de (loc. cir., w montre  que H~ l/~i) est nul si 
i ~ 0  (modr)  et que si i=r (Zs ,  on a 

H ~ (F, #q@ ') = H ~ (Gal (F(~ m + z)/r), l/~ ') 

et 

H 0 (,(~, l/q@,) = H o (Gal ('(v (~m + 2)/~v), //q @ i). 

Mais des hypoth6ses r6sulte que les groupes Gal(F(~,,+z)/F) et Gal(~fv(~,,+~)/,(v) 
sont isomorphes (et cycliques d 'ordre  r(a). On montrera  au paragraphe IV.2 que 
chi, o est un isomorphisme si A est un corps fini. Donc  il est surjectif pour  F, et 
pour  A, car H~176 ~) (III.1.3). (Le th6or6me de Harris et 
Segal est 6nonc6 pour  un corps de nombres  mais nous avons d6j~t vu en II1.3, 
Proposi t ion 4, qu'il est valable pour  un corps local, et on vdrifie de m~me qu'il 
est valable pour  un corps de fonctions sur une courbe). 

IV.1.7 Cas oti k = 2  et off A est un corps global F 

Notons  P l e  corps obtenu en ajoutant  fi F les racines q-i6mes de l'unit6 (dans 
une cl6ture s6parable de F), f l ' injection F ~ P ,  et f *  le transfert associ6. On a 
vu en III.2, Th6or6me 2, que, si 2 < i < { ,  

chi, 2 ( f* (x ) )=f*(ch l ,  2(x)) , quand  xEKzi_z(.P',7Z/q). 

Mais chi, 2 est surjectif pour  P d'apr6s IV.1.5, et f *  est surjectif en cohomologie  
6tale (de degr6 deux) car F est de dimension cohomologique deux (II1.1.5, 
Lemme 6). 

IV.1.8 Si k = 1 et si A est l'anneau des entiers d'un corps local 

Soit ~r le corps r6siduel (fini). On note que 

H~(SpecA,/~q@;)-~ H1 (~(, #q@') ([46], IV.2.2). 

On a vu que, d'apr6s Harris et Segal, le morphisme 

K2f_ ~(A; g/q)--*K2,_ ,(~f; g/q) 

est scind6. La  surjectivit6 de ~i, 1 pour  A r6sultera du m~me fait pour  ~f (cf. ci- 
dessous Proposi t ion 5, IV.2). Pour  son corps des fractions elle s 'obtient par  la 
suite exacte de localisation (cf. IV.5). 

Ceci termine la d6monstrat ion du th6or6me 4. 
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IV.2 Les corps finis 

Proposition 5. Soit ~( un corps fini, d un nombre premier impair diff&ent de la 
caractOristique de ,(, et q = d  vune  puissance de d. Les morphismes Yi, k sont des 
isomorphismes si i < d  et si k = 0  ou 1. De mdme le morphisme ci,~: 
K E i_ 10()(~)TZr Z r i) ) est un isomorphisme si i < d. 

Preuve. Soft pr l'ordre de d. On salt (d'apr6s Quillen [40]) que Kzi(~ r est nul et 
que K2i_ a00=7Z/(prl- 1). I1 en r6sulte que K21 k(~r Z/q) est de mSme ordre que 
Hk(~, ~q~i) si k = 0  ou 1 (cf. III.1.4). Par cons4quent il suffit de montrer que les 
morphismes ?i,k sont surjectifs. 

Comme ~( est de d-dimension cohomologique 1, le morphisme ~,a est 
surjectif (par la m~me dhmonstration qu'en IV.1.7), si i<  d. En passant/t la limite 
projective, on voit que c~,~ est aussi un isomorphisme si i<d.  

Mais en comparant les classes ?~,k pour les valeurs q et q '=qd  ~, avec v 
variable, (cf., ci-dessous, w IV.3.1), on obtient le diagramme commutatif suivant: 

0--+ K2i(~( , 7Z/q)--)K2i_ l(~g) @ ~Zr 

l ~''~ 1 .... 
o--~ ~~ ~ )  -./-/~(,~, zAi)) 

xq, Kzi_ 1 (~r174 77e--* K2i-  l(d; 77/q)'-*O 

• ~H~(~,~[ ~) --,0. 

I1 en r6sulte que ~], o est aussi un isomorphisme si i<d .  q.e.d. 

N.B.: Si i>Y, le m6me raisonnement montre que le noyau et le conoyau de ~-~,k 
et c~, x sont annul6s par i! 

IV.3 Snr les conjectures de Lichtenbaum et Quillen 

IV.3.1 L e m m e l l .  Soient v e t  v' deux entiers >1, avec v<v '  (resp. v>v' ) .  Les 
monomorphismes (resp. ~pimorphismes) canoniques #~| i __~ Pe~'| i e t  7//d ~ ~ Z/d"' 
induisent un diagrame commutatif 

K2i_k(a;  7Z/d ~) e"~-~ Hk(SpecA, IJ~') 

1 
K21_k(A; 7Z/d~') e,,~ ,Hk(SpecA,/~e~,).| 

Preuve. Le morphisme K2i_k(A;Z/d~)- - ,K2i_k(A;~/E ~') provient d'un mor- 
phisme de fibrations: 

S n - l _ x ~ v  s n - 1  

L x E v" 
S"- t _ _  S"- 1 

l 
r;, 
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dont  on d6duit, pour  tout espace X, un d i ag ramme  commuta t i f  

n, (X;  7l/(~)-he~ , H , ( X ;  7Z/{ ~) 
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n, (X ; 2gig '~) - ~'~' , H,  (X ; ~E/E ~ ). 

On est donc  amen6 h mont re r  que, pour  tout  groupe G, si 

x ~Hai(SpecA,  G; p~i) 

(resp. x'  ~ H 2~(Spec A, G; p~,~)) le d i a g r a m m e  

H2i_k(G; 77/E ~) 

1 
H21_k(G ; 7//{"') 

.(x) , Hk(SpecA ' #~i) 

~(x') 1 
) Hk(SpecA, #r174 

commute  d& que x est l ' image de x'  par  le morph i sme  associ6 /t la project ion 
/~| | (resp. x'  e-' per est l ' image de x par  la project ion |  | #tv Pr On sait en effet 
que les classes de Chern  q(p) forment  un syst6me projectif  (cf. II.1). 

D ' a p r &  le L e m m e  1, (b(x) s ' interpr6te c o m m e  un morph i sme  (de degr~ - 2  i) 
dans la cat6gorie d6riv6e D(7Z/Y ~) 

C.(G) | Z / (  ~' --~ F(s 

off C.(G) est la r6solution s tandard  de BG sur 7Z et F(Se]v) le complexe des 
sections d 'une r&otut ion  de | #e~. Choisissons v ' >  v. Le morph i sme  compos6 

~ i ___~ ~ i  + ~ !  

, d'ofi un d i ag ramme commuta t i f  (dans la catdgorie est la mult ipl icat ion par  ~'- ~ 
D(~)) 

C.(G) ~(~'1 , F(~LP~,) 

C.(G) t~'-~(~,) , r ( 2 ~ , )  �9 

Cela s'6crit aussi 
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C.(G) | z/z ~' 

J 
C.(G) | ~:/~ 

c.(6) | ~/l  v' 

~(x') 

~(x) 

qa(x') 

, r ( ~ e L ,  ) 

1 
, r(~eL) 

1 
, F(~L, ) ,  

et il suffit de traduire ce diagramme en homologie, q.e.d. 

IV.3.2. 

Ths Soient ~ un nombre premier impair, F u n  corps de nombres, A le 
localis~ en-dehors de f de l'anneau des entiers de F, i un entier supkrieur gt 2. Alors 
( avec les notations de I) la multiplication par i! annule le groupe 
n2(SpecA , j ,  We(i)). 

Preuve. On a montr6 au paragraphe 111.1.3, Lemme4 ,  que, sur SpecA, 
j |  | We(i)=l im#~ i, d6duit que j ,  We(i)~-We(i). ,/~e~ -/~t~ �9 Comme on en 

Les morphisrnes de fibrations 

x g'v S n 1 > s n - 1  ) y n  

S "-1 • 'Y;~+I 

conduisent/ t  des diagrammes commutatifs (pour tout anneau A) 

O--.Kn(A)|  ~ --.Kn(A ; 7l/~ v) --.Kn_ l(A)(~v) - * 0  

O--~K.(A)| 7Z/E ~+ 1 --~K.(A; 7//{ ~+ l)---~ K.  l(A)(e~+ ,)--~0. 

Si on pose K.(A;QJ2ge)=limK.(A;2g/[v),  on a donc une suite exacte 
canonique 

0 ~ K,(A) | q).e/Ze --, K,(A; QJ2ge) ---, K,_ 1 (A)t-tors -~ 0, 

off K,(A)e.tors d6signe les 616ments d 'ordre une puissance de E. 

- Si A est un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un corps 
global, on d6duit de 111.3, Corollaire, un diagramme commutat i f  



K-th6orie et cohomologie 6tate 287 

K 2 i  ! ( X; ( l~ / /~( )  ~, @ K 2 i -  2 (~,, ; I~JTZ'e') 

H1(F, We(i)) - - * @ H ~  WAi-1)) , H2(SpecA, We(i)) , 
v 

off di, k est la limite inductive des morph ismes  gi.k (d6finie grace au Lemme  11 ci- 
dessus). 

- Si F est un corps de nombres ,  S. L ich tenbaum a mont r6  que H2(F, We(i))=0 
si i > 2  ([32], L e m m e  9.5). 

- Le d i ag ramme  commuta t i f  

K2i I(F;  ~e/Ze)  ~-~(~K2i  - 2(tf,,; ff)t/2~e, ) 
I v t 

K2i 2 (F)t_tors - - * @ K 2 i _  3(h(v)e_tors 

montre  que J e s t  surjectif. En effet, on sait que 

K 2i- 2 ('(v, Q .'/2gt ~ ' - '  K 2i - 3 ('(v)e-, .... 

et que K2i_2(F ) est un groupe de torsion (puisque K2i_2(A ) est fini, d'apr6s, 
A. Borel [101). On peut donc  appl iquer  le th60r+me 3. 

- Pour  les corps t~,, l ' image de ?i,o contient celle de la mult ipl icat ion par  i! (cf. 
IV.2). Donc  le conoyau  du morph i sme  

H~(F, Wr(i)) - ,  @ H~ We(i- 1)) 
v 

est annul6 par  i! q.e.d. 

(Cette preuve est essentiellement celle utilis6e par  S. L ich tenbaum quand i =  2 
[33].) 

Corollaire. La conjecture (L1) est vraie (@ I). 

Preuve. 2 Soient F un corps de nombres  to ta lement  r6el et F le groupe de Galois  
de sa ~-extension cyc lo tomique  maximale.  Si A =71~[[T11 d6signe l 'anneau des 
s6ries formelles sur ~e, on sait que tout 7/~[F]-module  ( topologique) s'identifie 
un A-module.  D 'apr6s  [15], lemmes 6.3 et 6.4, le groupe H2(SpecA,  Wt(i)) est le 
dual de Pont ryag in  du groupe des invariants (Y[ i -1] )  r d 'un certain A-module  
Y[ i -11 .  On dispose de la suite exacte 

0-- ,  (Y [ i -  11) r --~ (Z [i - 1 ])r  --~ (D [i - 11) r, 

off le te rme de droite est un groupe fini, et off Z [ i - 1 1  est la somme  de A- 
modules  du type A/(h(T)), h(T) d6signant un 616ment non nul de A. Si le groupe  
(Z[ i -1] )  r e s t  non nul, on voit  ais6m6nt qu'il  contient un sous-groupe sans 
torsion. Or, d 'apr6s le thdor6me pr6cddent, il est annul6 par  une constante  et est 
donc nul. D 'apr6s  loc. cit., cela implique la conjecture (L1). q.e.d. 

2 Plus simplement (P. Schneider): H2(SpecA We(i)) est divisible, donc nul par le th6or6me 5 
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IV.3.3 

Th6or~me 6. Soient A un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un 
corps global (de caractkristique diffkrente du nombre premier impair ~), A' son 
IocalisO en-dehors de {, et i un entier avec 2 <i< (. 

i) Les morphismes 

Ci ,2 :  Kzi_z(F)@TZe--~ H2(F, 71t(i)) 

SORt surjectifs. 

ii) Si F est un corps de hombres, le morphisme ci, o induit une surjection 

K2i_ 1 (A)e_tors -~ H~ ', Wt (i)). 

iii) Si F est un corps de hombres totalement r~el et i=--O (mod2), ou si sa 
caract~ristique est positive, les morphismes 

Ci, k: Kzi_k(A)| Hk(SpecA', Zt(/)) 

SORt surjectifs (k = 1 ou 2). 

iv) Si A est l'anneau des entiers d'un corps de hombres totalement rkel et si i 
est pair, te dOnominateur de ( v (1 - i )  (mis sous forme r~duite) divise t'ordre de 
K2i_ I(A). 

Si de plus la conjecture (L2) du paragraphe 1.1 est vkrifi~e, le numkrateur 
de (v(1 - i )  divise de K21_2(A ) l'ordre. 

Dkmonstration. i) D'apr6s le th6or6me 4 de IV.l, le morphisme 

?i,2" K2i_ 2(F; 7l/(v)--* n2(  F, p~i) 

est surjectif pour toute valeur de v. De plus son noyau est fini, ~ cause du 
diagramme commutatif (Ill.3, Corollaire) 

K2i_ 2(A; 7l/q) ---~ g2i_ 2(F ; Z/q)-~ @ g 2i_ 3(~Cv; TZ/q ) 

tt2(SpecA ,, #~)_~H2(F,  p~i) ~ @/-/~ (~e, p~(~- ~)) 
o 

et de la proposition 5 du paragraphe pr~c6dent. En passent ~ la limite projective 
(cf. aussi III.3, th6or~me 3) on obtient donc la surjectivit6 de c~,2. 

ii) D'apr~s le th6or~me 4, on obtient, par limite inductive, une surjection 

~,o: K2~(A; ~e/7/~)--'H~ ecA, We(/)). 

Mais si Fc117 est un corps de nombres plong6 dans le corps des complexes, le 
th6or+me de comparaison ([22], paragraphe 3) montre que le morphisme 
compos6 

K 2~ (A; Qe/2~e) ~ H ~ (Spec A, We(i)) --, H o (~, We (i)) = Qe/Ze 
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se factorise par  la K-th60rie  topologique  K~~ Qe/TZe)=ll)JTle du corps des 
nombres  complexes.  Mais H ~ A, W~ (i)) --, H ~  (112, W e(i)) est une appl icat ion 
injective et l 'appl icat ion K2~(A ) | lI~t/2g~--, K~~174 QJ2g t est nulle (ceci se voit 
en appl iquant  la th60rie de Chern-Weil  pour  mont re r  que le morph i sme  
K2i(A)|176174 est nulle: les classes de Chern d 'un fibr6 plat 
groupe structural  GL,,(A) sont nulles ra t ionnel lement  3), donc Oi,0 se factorise 

par  K2i_ 1 (A)t-tors. 
iii) Aux suites exactes de <<faisceaux~> 

O - ~ p ~ ' - +  Wt(i ) • , Wr 

sont associ6es des longues suites exactes de Bockstein, pour  les diffdrentes 
valeurs de v. Elles conduisent  fl des d iagrammes  commuta t i f s  

0-+ Hk(SpecA, We(i)) | 2El: ~+ ~ ~ H k+ ~ (Spec A, #~(,)  -* H k+~ (Spec A, W:(i))(ev + 11 ~ 0 

i 1 1 
0-,Hk(SpecA, WI(i))| v --~Hk+l(SpecA,#~i) ~Hk+~(SpecA, W~,(i))(ev)--*0. 

Si l 'on salt que t I k (SpecA,  Vet(i)) est de torsion et que ni ce groupe ni 
Hk+l (SpecA ,  W~(i))e_to~ ne cont iennent  d'616ment divisible, on obtient, par  pas- 
sage fi la limite projective, 

Hk(Spec A, Wt(i)) - , H k+ l (Spec A, ;Ze(i)). 

Ce sera le cas pour  A sous les hypotheses  de iii). En effet c'est un r6cultat clas- 
sique pour  un anneau  se fonctions sur un courbe (propre et lisse) d6finie sur 
un corps fini ,~, et pour  un anneau  d'entiers dans un corps de nombres  
to ta lement  r6el cela r6sulte du Th6or~me 5, puisque L ich tenbaum d6duit de 
la nullit6 de HZ(SpecA,  Wp(i)) la finitude de H l ( S p e c A ,  W~(i)) (cf. 1.2 et [15]). 

Pour  k = 1, la part ie  iii) r6sulte alors de ii) et du d iagramme:  

Kai(A ; ([~e/2~) - - ,  KEi_ t (A)~_tors - - §  

:.o lc 
0 , H ~  W e ( i ) ) - - - - ~ H ~ ( S p e c A ,  7Ze(i))------~O. 

Pour k = 2 ,  on pose ~{=A(ql//1), et l 'on note  que 71.2 c o m m u t e  au transfert  
H2(SpecA ,  l ~ i ) ~ H 2 ( S p e c A , # q e i ) .  En effet, c'est connu pour  F et f ( ~ ) ,  et le 
morph i sme  

3 Je dois cet argument fl M. Karoubi. On voit ainsi que les morphismes q,0 ddtectent les mames 
classes que Browder [11] et Karoubi [27] du moins si i< t  
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H a (Spec A, We(i)) ~ H 1 (F, We(i)) 

(resp. H a (Spec A, We(i)) --, H2(Spec A,/~q~ i)) 

est injectif (resp. surjecti0. On conclut, grfice au Th6or6me 4 at ~t la surjectivit6 
de ce transfert, que ?~,2 est surjectif. Par limite projective, on voit que g,2 est 
surjectif. 

iv) D'apr6s un th6or6me de Daligne et Ribet [17], le d6nominateur de 
~v(1- i )  (mis sous forme r6duite) divise toujours l'ordre de H~ We(i)), 
donc celui de K2i_ ~(A) (d'apr6s ii)) (ce r6sultat a 6t6 montr6 par Harris et Segal 
[24] sans supposer que i est inf@ieur ~t (). 

Si la conjecture (L2) est v6rifi6e, le numdrateur de ~v(1-  i) divise l'ordre de 
Hl(SpecA, We(i)), doric celui de Kzi 2(A) (d'apr6s iii)), q.e.d. 

Exemples. Soient F = Q ,  b i le i-6me nombre de Bernoulli, et ( un nombre 
premier proprement irr6gulier (par exemple infdrieur /l 125000) divisant le 
num6rateur de Ibi/2i]=[~(1-i)1, avec i-=0(mod2), et i < ( .  L'ordre de K2i 2(77) 
est divisible par Ibi/2 i[ t. Ainsi, quand i=  12, le numdrateur de bJ2 i est 691, donc 
K22(77 ) contient un 616ment d'ordre 691. De m6me K62(77 ) contient un 616ment 
d'ordre 37. 

Remarques. Les congruences de Kummer (cf., par example, [-37], appendice) 
montrent que si un nombre premier d divise le numdrateur d'un nombre bi/2 i, il 
existe un entier i' < (  tel que ( divise aussi le num6rateur de bi,/2i'. 

Par opposition au cas de ~-i, 0,1es 616ments rendant surjectifs les morphismes 
c~, 2 ont une image nulle dans K .  p (C; 7Z/q) (cf. Hk(iI;, #qo i)= 0 si k > 0). Ils ne sont 
pas non plus dans l'image de l 'homotopie stable n~, des sph6res (quand A = 77). 
En effet, on sait que si n~, contient un 616ment d'ordre (,  on a n > 2 ( - 3  [49]. Je 
ne sais pas si leur image dans la K-th6orie (algdbrique)/t coefficients du corps IR 
des nombres r6els est non nulle, ainsi que le dit une conjecture de Segal. 

On notera aussi que l'involution de GL, qui envoir une matrice sur l'inverse 
de sa transpos6e induit en K-th6orie l'opdration d'Adams 0_1 [29]. Cet 
endomorphisme ~ i e s t  donc trivial sur l'image de n~, dans K,(77). Par ailleurs, 
la conjecture de Quillen implique que qJ_ 1 est 6gal ~ 1 (resp. - 1 )  sur K,(77) 
selon que nes t  congru "~ 2 ou 3 (resp. 0 ou 1) modulo 4 (cf. IV.6 ci-dessous, et 
1-18]). 

IV.4 Anneaux contenant toutes ies racines de l'unit6 

Soient F clI~ un corps de nombres inclus dans le corps des complexes, ? un 
nombre premier impair, F~ la (-extension cyclotomique maximale de F (obte- 
nue en adjoignant ~t F toutes les racines dv-i6mes de l'unit6 dans •, v > 1), A un 
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anneau de Dedekind de corps des fractions F (et contenant l/E), et A~ sa ct6ture 
int6grale dans F~. On note comme pr6c6demment K,(A; 2~) la limite projective 
des groupes K,(A; 7l/(~), v> 1. 

Th6or6me 7. Si k =0  ou I, et si i>= 1 est un entier quelconque, on peut ddfinir sur un 
certain sous-groupe K'2i_k(A~ ;2~t) de Kzi k(Ao~ ;7/t) un morphisme surjectif 

chi, k: K~i_k(AoD ; ~E)----~ Hk(Spec Ao~, Ze(i)). 

Preuve. Les groupes Hk(SpecA~, 2~e(i)) sont des :ge-modules sans torsion pour k 
=0  ou 1. En effet, pour k=0 ,  il est clair que H~ 2~t(i))=7l e. Pour k =  1, 
ceci est montr6 dans la proposition 5.5 de [3]. 

Des suites exactes 

O--~'K2(A~)/E~K2(A~)-~K2(A~ ; ~/E~ 71) ~ Kl(A~)(tv)---~O 

r6sulte qu'on peut trouver un 616m6nt ~ =(cz~)~ K 2(A m ; 2~) tel que l'image de ~ 
dans (A~)(*~) soit une racine primitive f*-i6me de l'unit6, pour tout v>=l. I1 
r6sulte de IV.1.3 et IV.1.5 que ci,0(a i) est le produit d'un g6n6rateur de 
H~ par ( i -1 ) ! .  Comme le groupe H~ 77~(i)) est sans 
torsion, on peut poser 

chi, o = ( ( - 1 )  i 1/(i-1)!)Ci, o 

sur le sous-groupe K21(Ao~ ; 2~e) de K2i(A ~ ; 2~e) engendr6 par ((~'~)). 
Par ailleurs, le morphisme 

Chl,l = c t ,  l :  K1(A~;  2 ~ ) - - ~ H 1 ( S p e c A ~ ,  7/e(1)) 

est surjectif (IV.1.3) et l'on a la formule de multiplication 

ci, l ( a - b ) = ( - l )  i t ( i - l ) r ch i  l,o(a)wchl,l(b) 

(ceci se v6rifie, comme en IV.1.5, ~t l'aide du corps F~). On peut donc d6finir 

chi, 1 = (  - 1) i- 1/( i -  1)! cl, 1 

s ur la part ie K2~_~(A~;Z~) de K2~_t(A~;~e) engendr6e par le produit de 
K~(Ao~;~) et Kz~_2(Ao~;71e). Un tel morphisme est surjectif ~ cause de 
III.1.2. q.e.d. 

Remarques. On volt de m6me que si un anneau A contient toutes les racines (~- 
i6mes de l'unit6, v > l ,  les groupes K2~(A;2~e) contiennent un sous-groupe 
isomorphe ~t 7/, e. 

Pour un anneau Ao~ du type consid6r6 dans l'6nonc6 du th6or6me pr6c6dent, 
la conjecture de Quillen (cf. I) impliquerait que K.(Ao~; 2~t) est p6riodique de 
p6riode 2. 

Supposons que F est un corps totalement r6el, et notons ~(F) son/~-invariant 
au sens d'Iwasawa (cf. [3] par exemple). La conjecture selon laquelle # ( F ) = 0  
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6quivaut au fait que H2(SpecAo~, | #r ) = 0 pour  un couple d 'entiers i et v > 1, et 
aussi au fait que Kz(A~) soit E-divisible (cf. [3] Prop. 5.5, et L e m m e  10 ci-dessus). 
Rappe lons  que c'est un fait eonnu si F est un corps ab61ien [19]. 

IV.5 Corps locaux de dimension sup6rieure 

On consid6re dans ce pa rag raphe  une suite de corps Fo, F1 . . . . .  Fd = F  v6rifiant 
les propri6t6s suivantes:  

i) F 0 est un corps fini, 

ii) F,., si m > 1, est un corps complet  pour  une valuat ion discr6te, et F,._ ~ est 
son corps r6siduel. 

Cette s i tuat ion a 6t6 6tudi6e par  K a t o  [28] et Parshin  [38], qui ont reli6 la 
K-th6orie  de Mi lnor  de F au groupe  de Galois  de son extension ab61ienne 
maximale .  En K-th6orie  de Quilten on peut  d6duire de leurs r6sultats et 
m6thodes  les faits suivants:  

Th6or~me 8. Soient ~ un nombre premier impair diJf~rent de la caract~ristique 
de F, q = (~ une puissance de (, et i un entier, i<  E. Les morphismes 

~,k : K 2~- k (F ; 7l/q) --~ H k (F, # ~ )  

sont tous surjectifs quand les hypothOses suivantes sont vOrifiOes: 
- O n  a i > k ;  

- Si m > 2 ,  les corps F m et F,,+ ~ ont m6me caractOristique; 
- Si F~ est de caractOristique positive et F 2 de caraet~ristique nulle ou ( =  carFo, 
le groupe F* contient un Ol~ment d'ordre q. 

D~monstration. Soit A,. l ' anneau des entiers de F,,. Si q :#0  dans F m_ ~, la suite 
exacte de localisat ion de A men  cohomologie  6tale s'6crit 

O--~Hk(Fm_~,p~)--~Hk(Fm, p ~ ) - - ~ H k - l ( F m _ , , p ~  ' 1)--+0, k ~ l .  

Ces suites exactes sont scind6es par  des morph i smes  s~ d6pendant  du choix 
d 'une uniformisante  ~ de F~ (cf. Propos i t ion  4, III.3). Si on dispose pour  tout  
entier n>_ 1 d 'une section de 

K ,  (A,,; Z/q) -~ K ,  (F m; Z/q), 

on obtient  (cf. ibid.) un d i a g r a m m e  c o m m u t a t i f  

O---* K 2i_k(Am; 7Z/q)--~ K 2i_k(F,n; Z/q)--~ K 2i_k_ 1(Fro_ 1; Z/q)--~ 0 

- ,  Hk(em,   ') - ,  ' -1)  --,0. 

Ce sera le cas si m =  1 (cf. IV.1.8), ou si F~ et F m_ 1 ont  m~me caract6ristique. 
Compte - t enu  des hypoth6ses et du fait que le th6or~me est connu pour  un corps 
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fini (IV.2), on est ramen6 fi le montrer quand d=2 ,  F 6tant de caract6ristique 
nulle, et Ft de caract6ristique positive. 

Darts ce cas F* contient par hypoth+se un 616ment d'ordre q. La m6thode de 
IV.1.5 permet alors de se ramener au cas i=k. Notons K~(F) le i-Sine groupe de 
K-th6orie i:te Milnor du corps F. Le morphisme compos6 

K? (F)/q Ky  (F) --~ K~(F)/q K i (F) ch,,, , Hi(F ' ~,qOi) 

coincide avec le symbole galoisien, du fait de la formule de multiplication 
(th6or6me 1). Or Kato montre pr6cis6ment que ce symbole galoisien est un 
isomorphisme, q.e.d. 

Remarques. - On d6duit ainsi des r6sultats de Kato et Parshin que la K-th6orie de 
Milnor du corps F (divis6e par q) s'envoie injectivement dans la K-th6orie de 
Quillen (~ coefficients Z/q), en degr6 i<g.  

Si i<k la preuve ci-dessus montre aussi que ?i,k=O. Plus g6n6ralement, si A 
est un anneau local ou une algSbre de type fini sur un corps, et si d est sa dimen- 
sion de Krull, le morphisme ?~,k est nul quand k > i + d. Ceci r6sulte des th6or6mes 
de stabilit6 de l'homologie de GL, dus fi Quillen [43] et du fait que, avec les 
notations de II.1.2, Cl,k(idm)=O si i>m. 

IV.6 Sur la 7-filtration 

L'exemple du paragraphe IV.5 ci-dessus montre que, si A est anneau (contenant 
1/{) de dimension cohomologique plus grande que celle des anneaux consid6r6s 
aux paragraphes pr6c6dents, il se peut que d'un mSme groupe K,(A;Ze) partent 
plusieurs morphismes b-i, k non nuls vers la cohomologie {-adique de SpecA. La 
conjecture de Quillen (cf. I) se g6n6ralise donc difficilement. La y-filtration des 
groupes K,,(A;Z~) permet peut-Stre de vaincre cette difficult6. 

Rappelons (cf. [29], et aussi [25]) que FiK,(A;Z/q) est le sous-groupe de 
K,(A;2~/q) engendr6 par les produits du type b,(Xa).....yr~(x~), avec r l+ . . .  
+r~>i, off les 616ments x I . . . .  ,x ,  sont darts des groupes de K-th~orie de degr6 
positif, ou bien dans la K-thdorie r6duite ~;o(A;Z/q). Les op6rations 7r sont 
d~finies dans les textes cit6s. On note GriK,(A;Z/q) le gradu6 associ6 /l cette 
filtration, et l'on d6finit FIK,(A;Zt) comme la limite projective des groupes 
UK,(A; Z/fV), v> 1. 

Cette filtration est analogue/~ une filtration par les poids au sens de Deligne 
(l'op6ration d'Adams 0r est la multiplication par ? d a n s  G r~K,(A;Z/q), et si A 
est parfait de caract&istique p l'op6ration 0 ,  est induite par l 'endomorphisme de 
Frobenius). Sa longueur est born6e grS.ce aux r6sultats de stabilit6 homologique 
(cf. IV.5, Remarque, et [14] ou [35]). 

On peut montrer que Ci, k est nulle sur F i+ ~Kzi_ k, que gi,k(O~(X))=rigi,k(X), et 
que le morphisme induit par g~,k sur GriK2i k est surjectif dans toutes les 
situations off nous avons obtenu un r6sultat de surjectivit6 (thdor6mes 4, 6, 7 et 
8), I1 parait dSs lors raisonnable de penser que c'est le groupe GriKzi_k(X;Zr 
qui doit en g6ndral 6tre compar6 5. Hk(x; Zl(/)) (quand X est, par exemple, une 
vari6t6 quasi-projective sur un corps qui est alg6briquement clos ou de type fini 
sur un corps premier). 
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Peut-atre la 7-filtration permet-elle aussi d'6tendre les liens suppos6s entre 
K-th6orie et fonctions z&a. Pour la partie libre on est conduit h l'6nonc6 suivant : 

Conjecture. Soient X une variOtk projective et lisse de dimension d sur un corps 
global, ~x sa fonction z~ta (on la suppose prolong6e analytiquement, cf [50]), et i 
un entier supOrieur ~ (d+ 1)/2. Les groupes Gr iK , (X) |  Q sont alors de dimension 
finie sur ~ et l' ordre du zkro (resp. pdle ) de ~x au point d +  1 - i est ~gal en valeur 
absolue & la somme (finie) ~ ( - 1 ) " + l  d im~(GriK.(X) |  quand celle-a est 
positive (resp. nkgative). 

Un tel 6nonc6 est h rapprocher des travaux de Borel [10] et Bloch [6], ainsi 
que des conjectures sur l'6quation fonctionnelle de ~x (s) [50] et le lien des p61es 
de cette fonction avec des groupes de cycles [56]. 
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