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Introduction

D. Quillen a défini pour tout anneau unitaire A des groupes de K-théorie
K, (4)=n,(BGL*(A)), neNi*,

ol BGL*(A) est une modification de I'espace classifiant du groupe linéaire infini
GL(A) (cf. [38]). Ces groupes K,(A) sont connus quand A4 est un corps fini [40].

On s’intéresse ici au cas ou A est 'anneau des entiers d’un corps de nombres.
Quillen a montré dans ce cas que K, (A) est de type fini [42], Garland et Borel
ont calculé K,(4)®Q [10], Quillen [41] puis Harris et Segal [24] ont exhibé
dans K,;_,(A4) un groupe cyclique d’ordre w,(F) (i.e., 4 une puissance de 2 pres,
Pordre du groupe de cohomologie H®(F, W (i), défini ci-dessous en I).

Une conjecture de Lichtenbaum affirme que quand F est totalement réel et i
pair, on a (a une puissance de 2 prés)

|CF(1—i)|=CardK2i’2(A).
card K,; (4)
On sait dans ce cas que w;(F){ (1 —i) est un entier (cf. [17]).

Dans le texte qui suit, on obtient un résultat reliant la K-théorie de 4 au
numeérateur de {(1—i). Dans le cas ou A=Z, il dit que si / est un nombre
proprement irrégulier et i</, la /-composante du numérateur de {(1 —i) divise
Pordre de K ,;_,(Z).

La méthode utilisée consiste & comparer la K-théorie de 4 & la cohomologie
¢-adique de Spec A’ (ou A’ est le localisé de A en-dehors de /), selon une voie
envisagée par Quillen. On utilise ensuite le lien, établi par Coates et
Lichtenbaum [15] (du moins, quand A =Z, si £ est proprement irrégulier), entre
la cohomologie /-adique de Spec 4’ et les valeurs de la fonction {z. On définit (&
laide des classes de Chern étales équivariantes de Grothendieck [22]) des
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morphismes
Cik' KZi_k(A;Z/q)—»Hk(SpecA’,u?i), q=¢", £F2.

Le groupe H*(SpecA’,u®") désigne ici la cohomologie étale a coefficients le
faisceau des racines g-iémes de I'unité, tensorisé i fois par lui-méme. Le groupe
K, (4;Z/q) de K-théorie a coefficients Z/q a €té introduit par Browder [11] et
Karoubi [27] qui s’en servent pour retrouver les résultats de Harris et Segal. On
démontre ici des théorémes de surjectivité concernant les morphismes ;. Le
cas ou k=0 correspond aux résultats de W. Browder et M. Karoubi (ic. le
dénominateur de {(1 —1i)), et le cas k=2 correspond au numérateur de {(1—i).
I faut cependant noter que la surjectivité de ¢; , suppose i</ (on obtient en
général que Pimage de ¢, , dans le groupe H*(Spec 4', u2’) contient celle de la
multiplication par i!).

Le plan de ce texte est le suivant. Aprés avoir présenté les conjectures de
Quillen et Lichtenbaum et le résultat principal, on introduit les morphismes ¢; ,
(pour tout anneau A ou ¢ est inversible) et 'on étudie leur comportement pour
le produit (I1.3). Le troisiéme paragraphe €tudie la suite exacte de localisation
d’un anneau de Dedekind (respectivement, en cohomologie €tale, la suite spec-
trale de Leray du morphisme Spec F — Spec 4): on montre que les morphismes
¢;, commutent a la localisation et au transfert (I11.2, IIL.3) et que la K-théorie de
A s’envoie injectivement dans celle de F (si on néglige la 2-torsion, cf. I1L3, th. 3).

Le paragraphe IV étudie la surjectivité des morphismes ¢; ,, d’abord pour
les anneaux d’entiers de corps locaux ou globaux (IV.1), puis pour les corps
finis. On en déduit que la multiplication par i! annule le groupe H?*(Spec A4/,
W,(i)) (si i=2) (IV.3.2), ce qui implique un théor¢me de finitude pour la
cohomologie /-adique. On étudie en 1V.3.3 la limite projective des morphismes
C; x> puis l'on traite en IV.4 le cas de la Z-extension cyclotomique maximale d’un
corps de nombres, et en IV.5 celui des «corps locaux de dimension supérieure»
(introduits par Kato [28] et Parshin [38]). En conclusion, on indique
briévement comment la y-filtration des groupes de K-théorie de Quillen aide a
I'étude des morphismes ¢, , dans le cas des vari€tés de dimension plus grande,
et on formule une conjecture reliant dans ce cas la fonction zéta au gradué
associé a cette filtration. On espére développer ces considérations dans un
texte ultérieur.

Je tiens a vivement remercier L. Breen, K. Brown, P. Deligne, L. Illusie, S. Lichtenbaum et J.-L.
Loday, qui, & des titres divers, m’ont aidé dans ce travail. Je remercie surtout S. Bloch, M. Karoubi,
et D. Quillen, qui, en me parlant de leurs travaux personnels, m'ont permis d*écrire ce texte.

Notations. Z est 'anneau des entiers, £/ un nombre premier impair, g=/" une
puissance entiére de £, v21, Z/q 'anneau des entiers modulo ¢, Z, celui des
entiers /-adiques, et Q, son corps des fractions, 4 un anneau unitaire commuta-
tif, £ ou F un corps.
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I Les conjectures; énoncé du résultat principal

I.1 Présentation des conjectures (cf. [33])

Soient F un corps de nombres totalement réel, i un entier pair non nul, {, la
fonction zéta et @ 'anneau des entiers de F. La conjecture de Lichtenbaum est
surtout connue sous la forme suivante (ou K_(Op) désigne la K-théorie de
lanneau Op):

_card(Ky;_,(0p)

0 =0l= (K, ()

{modulo une puissance de 2).

En fait, cet énoncé est la synthése de deux autres conjectures, reliant
respectivement la K-théorie et les valeurs de la fonction z&ta a4 un intermédiaire,
a savoir des groupes de cohomologie étale, que nous allons maintenant définir.
Fixons un nombre premier impair £, F un corps de nombres (quelconque), i un
entier pair. On note § l'ensemble des places finies de F qui divisent ¢, @
lanneau des S-entiers de F, p3' (resp. W,(i)) le faisceau étale des racines
¢£*-iémes (resp. £¥-iémes, Vv'€IN) de 'unité sur Spec (5 (ou Spec F), tensorisé i fois
par lui-méme (resp. tordu i fois & la Tate), j 'injection de Spec F dans Spec 0, et
Z, les entiers /-adiques. On pose, par définition,

H*(Spec U, Z (i) =lim H*(Spec O, 1),

la limite des groupes de cohomologie €tale étant prise pour les morphismes
induits par les projections p3' — u2i.

Conjecture de D. Quillen

(Q) Il existe des isomorphismes.

ch; 1 Ky 209 QZ,— H?(Spec Os, Z (i)
ch; ;1 Ky, (O ®Z,— H'(Spec Os, Z,(1)).

Conjecture de S. Lichtenbaum

Soient F un corps de nombres totalement réel et i un entier pair >0.
(L1) Les groupes H*(Spec 0, j, W,(i)) sont finis, et nuls si k22.
(L2) On a, en désignant par |.|, la partie £-primaire d’'un nombre rationnel,

__card H'(Spec O, j, (W,(i)

IEp(1 =)l = card H%(Spec U, j, W,(i))
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Les morphismes de Bockstein des longues suites exactes associées aux suites
exactes de faisceaux sur Spec O

0> uS' — Wj(i) ==L W, (i) >0
donnent, quand la conjecture (L1) est vérifiée, des isomorphismes
H*(Spec Uy, j, W,(i)) — H** (Spec U, Z,(i)).

Par ailleurs, la suite exacte de localisation de Quillen [39] et le calcul par Borel
de K, (05)®Q[10] montrent que K,; _ (0g)®Z, est isomorphe a la /-torsion de
K,; ,(0) (quand i est pair, F totalement réel et k=1 ou 2). Ceci montre que la
synthése des conjectures de Quillen et Lichtenbaum est bien I'énoncé donné au
début de ce paragraphe.

L2 Résultats
1.2.1 Conjectures de Lichtenbaum

On sait, par les théorémes de dualité de Artin et Verdier [2] que (si Z est impair)
H*(Spec Uy, j, W,(i))=0 si k=3 (pour tout F et tout i). On voit aisément que
H°(Spec 0, ji, W,(i)) est fini.

On démontre ici le théoréme suivant:

Théoréme S (cf. IV.3.2). Pour tout corps de nombres F, si i =2, la multiplication par
il annule le groupe H*(Spec Us, j, W,(i)).

Par un argument essentiellement d & Lichtenbaum, on en déduit la partie
(L1) de sa conjecture. Ce résultat s’exprime aussi en disant que certaines
valeurs de la série caractéristique d’'un module d’Iwasawa sont non nulles
(cf. [15] ou [3]). Dans le cas d’un corps abélien (totalement réel) on peut aussi
le démontrer 4 l'aide du théoréme de Stickelberger [16].

Quant & la conjecture (L2) (qui dépend de celle d’Iwasawa, cf. [3]), elle est
montrée dans certains cas par S. Lichtenbaum et J. Coates ([15, 32]). Si F=Q,
par exemple, elle est vraie quand / est un nombre premier impair régulier ou
proprement irrégulier (on sait que tout nombre premier inférieur 4 125000 est de
ce type, d’aprés [57], §5).

1.2.2 La conjecture de Quillen

Cest sur cette conjecture que porte le texte qui suit. Le résultat principal est le
suivant (cf. §1V.3.).

Théoréme. Si F est un corps de nombres totalement réel et i=0 (mod 2), ou si F est
une extension de degré de transcendance un d’un corps fini, et si i</, il existe des
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morphismes ch; ; et ch,, comme dans Pénoncé de la conjecture (Q). Ils sont
surjectifs.

Corollaire. Si F est totalement réel, si i est pair, et si la conjecture (L2) est vérifiée
par F, i et £, le numérateur de |[ (1 —i)|, divise Pordre de K ,; ,(0), quand i</.

Exemple. K,,(Z) contient un élément d’ordre 691.

On montrera dans un autre article que la cohomologie-adique de Spec (g
est, dans le cas général, de type fini sur Z,, et qu’il existe un isomorphisme
naturel entre K,; ,(05)®Q, et H*(Spec U5, Q,(0)) (k=1 ou 2).

Notons enfin que les calculs explicites effectués en bas rang (K (Z)=Z/2,
K,(Z)=Z/2, K;(Z)=Z/48, K (Z)=(2-groupe)®(Z/3 ou 0) K (Z)=ZP(2-
groupe)@(3-groupe)) sont aussi compatibles a ces conjectures (cf. [ 36, 30, 31, 51,
547).

II Classes de Chern /-adiques

II.1 Classes de Chern équivariantes /-adiques de Grothendieck

11.1.1 Fixons un nombre premier £. Soient A un anneau commutatif unitaire dans
lequel £ est inversible, P un module projectif de type fini sur A, de rang borné
par r sur tout corps résiduel de A, et

p: G- Aut(P)

une représentation de G sur P. Ces données définissent un G-faisceau localement
libre sur Spec A. A. Grothendieck associe a ce fibré des classes de Chern, nulles
pour i>r,

c(p)eH?* (Spec A4,G; udh), 0L, v,

qui appartiennent a des groupes de cohomologie étale équivariante par rapport
a laction triviale de G sur Spec 4 (voir [22]).

Ces classes de Chern forment un systéme projectif pour les morphismes
induits par les projections uSi, —uS’. On a cy(p)=1 par définition, et si on
désigne par

clp)=1+c,(p)+cylp)+... +¢,(p)

la classe de Chern «totale», on a les propriétés suivantes (loc. cit., §2.3).

i) Fonctorialité. Si f est un systéme de morphismes compatibles A > 4', G— G/,
P—P', on a ¢;(f*(p)=f*(cip)).

ii) Normalisation. c¢,(p)=p,(E(dét(p))), ob E&(dét(p))eH'(Spec4,G;G,) est la
classe du G-fibré inversible de rang un associ€¢ a dét(p), et B, le morphisme de
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Bockstein di a la suite exacte de faisceaux étales
0 pp—G,—25G,—0
(comme 1//€A, l'application G, —% G, est surjective, cf. [46]. 11.2.5).

iii) Additivité. Si 0— P'— P — P” — 0 est une suite exacte de G-modules projec-
tifs sur A4, on a (en désignant par p’, p, p”’ les représentations correspondantes)

c(p)y=c(p)uclp”)

(cup-produit pour la cohomologie équivariante).

On notera R ,(G) le groupe de Grothendieck des représentations du groupe
G dans un A-module projectif de type fini, et IR ,(G) le noyau de la projection
R ,(G)—> K,(A) (associant a une représentation son support). On a une
décomposition canonique

RA(G) :IRA(G)@KO(A)-

La formule d’addition ci-dessus permet d’étendre les classes de Chern a R ,(G).

iv) Multiplicativité. Si p et p’ sont deux éléments de IR ,(G) on a

ci(p®p)=Qi(ci(p)ca(p),...;¢,(p), c2(0), .- ),

ou le polynéme Q, est un polyndme universel a coefficients entiers qu'on peut
décrire par exemple & partir de la méme formule pour les classes de Chern
topologiques ordinaires (les mondomes de Q, sont évalués par des cup-produits
en cohomologie équivariante).

La représentation naturelle id, de GL,(4) sur A" donne ainsi des classes

c;(id,)e H*(Spec A, GL,(A); u®"), avec q=¢",

qui sont «stables», c’est & dire ne changent pas si on compose la représentation
naturelle avec le plongement habituel i, de GL,(A4) (resp. A") dans GL,, ,(A4)
(resp. A"*1). En effet, si 1 désigne la représentation triviale de GL,(A4) sur 4, on a

iy (c(id, ) =c(iy(d, ) =c(id, @1)=c(id,) v c(1) =c(id,).

I1.1.2 On déduit des classes de Chern ci-dessus des tests pour 'homologie de
GL,(4). En effet, une variante de la formule de Kiinneth donne le lemme
suivant:

Lemme 1. Si G est un groupe opérant trivialement sur le schéma Spec A, il existe
un morphisme naturel:

2i .
H*(Spec 4,G; u?i)*i—»keaoHom (H,;_(G;Z/q), H*(Spec 4; u2Y).
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Preuve. Comme l'action de G sur Spec A est triviale, la cohomologie équivarian-
te peut se calculer comme suit. Notons C.(G) le complexe standard des chaines
sur Z/q du classifiant de G (i.e. les invariants sous G de la résolution standard de
Z/q par des Z/q[G]-modules libres), et . une résolution injective du faisceau
étale 2 sur Spec A. Alors

H?(Spec 4, G; pug"y=H_ »;(Hom (C.(G), Z/q)®I'(£")
est 'homologie du produit des complexes définis par

Hom(C.(G), Z/q),=Hom(C _,(G),Z/q)
et
e),=r(¥-" (sections sur Spec A).

Les morphismes naturels

Hom(C.(G),Z/q)@'(¥")— Hom (C.(G), ['(¥")
et
H_(Hom (C(G), I'(¥))—Hom (H, (CG)), H, (I

(cf. [12], IV.6) permettent de définir le morphisme @ (il ne dépend pas du choix
de la résolution ", puisque les complexes des sections de deux telles résolutions
sont homotopes). q.e.d.

Le lemme précédent permet donc d’associer aux classes de Chern ¢;(p)
définies au paragraphe précédent des morphismes

¢ii(p): Hy; (G Z/q)— H*(Spec A; ul’)

(composantes de P(c;(p))).

En particulier, la représentation naturelle de GL,(A4) donne ainsi, aprés
passage a la limite sur n (rendu possible par la stabilité des classes c;(id,)), des
morphismes

¢;(id): Hy; ((GL(A);Z/q)— H*(Spec 4, 11>"), 0<k<2i,
ou GL(4)=1im GL,(A) désigne le groupe linéaire infini.

Remarque. 11 serait intéressant d’¢tudier quelle partie de la cohomologie de
GL,(A) peut €tre détectée a Paide des classes c; ,(id) (en restreignant celles-ci &
des sous-groupes convenables de GL, (A4)). Ce probléme a été abordé dans [52]
et [54]. Nous nous restreindrons ici & la partie de 'homologie qui provient de la
K-théorie par le morphisme d’Hurewicz (a coefficients).

I1.2 Des tests pour la K-théorie a coefficients
I1.2.1 La K-théorie a coefficients

On désigne par ¢ un entier positif et par [ X, X'] les classes d’homotopie pointées
d’applications pointées entre deux espaces (pointés) X et X'. Si n est un entier,
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n=2, on désigne par

(anz)yn___an U ot

xq

le cone (homotopique) de la multiplication par g dans la sphére S"~!. Autrement
dit, on a une cofibration homotopique

Sn-1__xq ,gn—1_,yn
L’homotopie & coefficients Z/g d’'un espace pointé X est définie par

(X Z/q)=[Y", X].

La K-théorie a coefficients Z/q d’'un anneau A a été introduite par Browder [11]
et Karoubi [27]. Si n=2, elle est définie par

K,(4;Z/q)=m,(BGL*(A);Z/q)=[Y",BGL" (4)],

ou BGL* (A) est I'espace construit par D. Quillen pour sa premiére définition de
la K-théorie supérieure {(on trouvera un exposé complet de celle-ci dans [347), Si
n=0, on pose

Kol4;Z/q)=Ko(4)/gK o (4).

Pour n=1, nous prendrons (4 la différence de W. Browder) la définition suivante.
Soit BQ(A) I'espace classifiant de la catégorie Q(A) associée par Quillen a celle
des modules projectifs de types fini sur 4 lors de sa seconde définition de la K-
théorie supérieure (cf. [39]). On pose

K(4;Z/q)=n,(BQ(A); Z/q).
Cette définition est liée aux présédentes par les égalités (cf. [21])
T, 1(BQ(A);Z/q)=n,(BGL"(A); Z/q) =K (4;Z/q), si n22.
La cofibration définissant Y” montre qu’on a une suite exacte (de Bockstein)
oK (A)—4> K, (A)—> K, (A;Z/q) > K, [(A)—2~ ... Ky(4;Z/q9)—0.

En particulier, si K ,(A) est sans torsion, on a
K((4;Z/g)=K (A)/qK ,(A),

ce qui permet de définir ce groupe sans avoir recours a la seconde définition de
la K-théorie.

Si 2 ne divise pas g, on peut munir K, (4;Z/q) d’une structure de Z/g-algébre
graduée (anti)lcommutative. Ceci se voit en appliquant 4 Tlaccouplement
BQ(A) A BQ(A) > BQ?*(A) (cf. [58] et {20]) les raisonnements de ([11], 1.5, 1.6,
1.7). Le produit en degré autre que 1, ou avec K(A4)/qK (A), est celui déduit de
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P’accouplement
BGL*(A) A BGL*(A)— BGL*(A)

défini (2 homotopie faible pres) par Loday [34]. En effet, ces accouplements sont
reliés par les diagrammes de [58], 9.2.6, 9.3.3, et preuve de 15.9.

La plupart des propriétés de la K-théorie, telles que la suite exacte de
localisation associée a un anneau de Dedekind [39], sont décrites par des
fibrations entre espaces BQ(A) et peuvent étre délacées dans les espaces BQ*(A4)
(cf. [20] et [58]). Par conséquent, elles demeurent valables pour la K-théorie a
coefficients. Cet argument sera souvent utilis€ implicitement dans la suite.

I11.2.2 Le morphisme & Hurewicz

Un calcul aisé (cf. aussi [11]) montre que ’homologie H,(Y";Z/q) est égale 4 Z/q
si i=0,n—1, ou n, et 4 0 sinon. Notons ¢ le générateur de H,(Y";Z/q) dont
limage dans H,_,(Y";Z) (par le morphisme de Bockstein) est la classe de
S"~'< Y™ Tout élément o de [Y", X] induit un morphisme «, de I'homologie de
Y" vers celle de X.

Definition. Le morphisme d'Hurewicz a coefficients Z/q
hy: m(X5Z/qg)—H,(X;Z/g), nz2,
est défini par la formule h (o) =, (&f).

— Si h est le morphisme d'Hurewicz ordinaire, on obtient un morphisme entre
suites exactes de Bockstein:

o (X) D m(X) —— (X Z/g) o, (X) —

S
H(X ) S H (X D) H (X Zjg—H, (X T)— .

En effet, par fonctorialité, il suffit de le montrer pour Y”, auquel cas cela résulte
de la définition de &.

Lemme2. Si 24q, le morphisme h, est bilinéaire.

Autrement dit, un accouplement X A Y—% - Z induit un diagramme
commutatif

1,.(X;Z/q)@m,(V: Z)g) —2—> m,,, (Z;Z/q)

hg®hg hq

H,(X;Z/y@H,(Y;Z/q)——H,,, (Z:Z/q).



K-théorie et cohomologie étale 261

Preuve. Le produit ¢’ en homotopie a été défini par Browder ([11], 1.4 et 1.6)
comme le composé

ymin L LYy AY s X AY—E 27,

ou p est une section continue. Il suffit donc de vérifier que p, (e *")=¢] ¢}
dans H,,, (Y™ A Y";Z/q). Mais par définition de p (loc. cit.), la restriction de p a
Sm+n=1 est donnée par le générateur de =, , (Y™ A Y") dont I'image par h est
précisément f, (e ®e;) (ou B, est le morphisme de Bockstein). q.e.d.

Lemme 3. Soit A: X — X A X le morphisme diagonal, et

A, H (X Z/q)— H (X A X;Z[q),
le morphisme induit en homologie. Si n=2, on a A, oh,=0 (ie. limage du
morphisme d’ Hurewicz est formée d’éléments primitifs).

Preuve. Ce lemme (bien connu pour le morphisme d’Hurewicz ordinaire) se
montre en se ramenant a X =Y" 1l faut alors prouver que 4,(e})=0. Mais
H,(Y"AY";Z/q) n’est non nul quen degrés 0, 2n—2, 2n—1 et 2n, et si n=2,
Iélévation au carré HY(Y?;Z/q) — H*(Y?;Z/q) est nulle (cf. [11]), d’ou le
lemme.

Remarque. La méme chose est vraie en homotopie, grace au fait que z,(Y"A Y";
Z/q)=0 (rappelons que g est impair).

11.2.3 Classes de Chern et K-théorie, définitions

On reprend les notations de I1.1. Outre I'anneau A4 on s’est donc fix¢ des entiers
i20,k=0,g=¢", et n=2i—k=0. On va définir des morphismes

Cixt Ko (A3 Z/q)— H"(Spec A; 1)

— S8i2i—k=2, on pose T, =c; ,(id)o h,, ol c; ,(id) a ét¢ defini en 11.1.2, et h, est
le morphisme d’Hurewicz décrit au paragraphe précédent. On notera

¢t Ky (A)— H*(Spec 4; 1)

le composé de ¢; , avec la réduction modulo g en K-théorie.
— Si2i=k, le morphisme

¢;,2i0 Ko(A)—> H? (Spec 4; .“(;@i)

est donnée par les classes de Chern du groupe trivial (cf. I1.1.1). Il se factorise
évidemment par K,(4;Z/q)=Ky(A)/g K y(A4).

— S8i2i—k=1, nous donnerons au paragraphe 1V.1.3 une définition «ad hoc»
de ¢, dans le cas d’'un anneau de Dedekind. Notons en tous cas qu'un
morphisme c;, est toujours défini sur K,(A4), a laide de c;,(id) et des
morphismes

K (A)— H,(GL(4); Z)— H,(GL(A); Z/q).
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Ceci permet de définir ¢;, par réduction modulo g quand K (4) n’a pas de g-
torsion (par exemple si 4 est un anneau principal).

Remarque. La premiére définition de c; , est due a Quillen et Illusie [26]. Elle
consiste a interpréter le groupe H"(SpecA G;u, ®) comme celui des classes
d’homotopie d’applications de I'espace class1flant BG de G vers lespace
K(RI'(Spec A, u?'),2i) (le transformé de Dold-Puppe de la classe dans la
catégorie dérivée D(Z) des sections sur Spec A4 d’une résolution injective de 1>,
translatée & gauche de 2i et tronquée aux entiers négatifs). Ce point de vue a &té
utilisé dans [53] et [54].

1.3 Formule de multiplication

Théoréme 1. i) Soient acK,(A;Z/q) et beK, (A;Z/q), avec m=2 (resp. n=2) oum
=letacK (4)/qK,(A) (resp. n=1et beK,(A)/qK,(A)). Notonsa-beK,, , (4;Z/q)
le produit de a et b. On a

H)!
a b) Z‘——‘“T), i’ k(a)uct Lk (b)

Dans cette formule, la somme est prise sur tous les entiers i', i, k', k"' vérifiant i=1i'
+i', k=k'+k", 21 ~k'=m, et 2i" — k" =n. Lélément c, ,.(a)uc;. ,..(b) est obtenu
par le cup produit

H¥(Spec 4, u®") x H* (Spec A, p2"") — H*(Spec A, u&").

i) Si aeKy(A;Z/q) et beK, (A;Z/q), avec m=2, ou beK [(A)/qK (A), on a, d
condition que c; ,;(a)=0 pour i22,

_ —(i—=1)! .

¢, (a-b)= e (¢ ) (@) U Ty (D),

wah)= Y e @ v )
avec ' +1" =i, et k'+2i" =k (¢ ,)(@)eH* (Spec A, u2")étant la puissance i"-iéme
de ¢ ,(a).
Démonstration. Ce théoréme traduit la formule donnant les classes de Chern
d'un produit tensoriel de deux représentations d’augmentation nulle (cf. 11.1.1):

alp®p)=Qici(p),c,(p), -.; ci(p)catp ), o).

— 11 faut d’abord traduire le cup-produit de la cohomologie étale équivariante
a laide du lemme1 (I1.1.2). Notons #°(i) (resp. Z'(j), & (i+))) une résolution
injective du faisceau étale p2' (resp. P, u2¢+)) sur Specd, et
L HRL(j)— L (i+)) le morphisme (défini a homotopie prés) associ€ au
produit tensoriel u2'® &/ — u®+7). Le morphisme de complexes

Hom(C.(G), Z/q)@ (£ () @ Hom (C.(G'), Z/q) @I (ZL"()))
—Hom(C.(GxG),Z/)@ (L (i+})))

qui sen déduit (en utilisant Téquivalence dhomotopie C.(G)® C.(G')
— C.(G ® G') donnée par le théoréme d’Eilenberg-Zilber) induit le cup-produit en
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cohomologie €tale équivariante (cf. par exemple «La classe de cohomologie
associée a un cycle», 1.2, dans S.G.A. IV 1/2 [46]). Son composé avec

Hom(C.(G xG"),Z/g)QI'(#"(i+))) > Hom(C.(G x G'), [(L"(i+))))
décrit le composé du cup-produit avec @, et se factorise par
Hom (C.(G), Z°(i))) ® Hom (C.(G'), £"()))),

d’ou des diagrammes commutatifs

Hyo G Z/)@Hyp_ (G Zfg) —2222 H¥(Specd, n®7)@ HY '(SpecA; @)

| |

Hag iy -asin(G X G Z/g) g HY+¥ (Spec A; @9 +)

{ceci est & comparer aux formules d’associativité du chapitre X1 de [12]).
— Si I est un multiindice (i, ...,i), on pose |I|=i,+...+i,. Définissons un
morphisme de groupes gradués

®(c,(p): H(GZ/q)— H'(Spec A, u '),
Ce sera le composé du morphisme diagonal

H.(G;Z/q)— H.(G;Z/g)®"
du produit tensorie]l des applications

P(c;,(p): HAG;Z/q)— H'(Spec A, "),  1<p=ua.
(par convention

&(ci(p)): H,(G;Z/q)— H*(Spec 4, u")
est nulle si n+k=+2i) et du cup-produit

H'(Spec 4, 1®")® ... @ H'(Spec 4, u®™*) — H'(Spec A, 2.

Si
Qi(c,(p). ---§C1(PI)~A--):] | %li'al.Jcl(p) ¢ (p),
on pose
D(Q;(c.(p);c Z ar ;e (p)) v Plcy(p)).

La formule de produit ci-dessus se traduit alors par

D(c,(p®@p")=P(Q:(c.(p); c.(p)).
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— Leproduiten K-théorie algébrique [34] est obtenu de la fagon suivante. Si G est
un groupe on sait qu’il existe un morphisme

t: IR ,(G)~ [BG, BGL* (4)].

On note id, I'image de la représentation naturelle de GL, (A4) dans le groupe
IR ,(GL,(A)) (cf. T1.1.1) et t(id,) Papplication

t(id.): BGL: (4)— BGL* (A)

qui lui correspond. La représentation id, ® id, de GL,(A) x GL (A) fournit de méme
une application

BGL(A) x BGL! (4)—2®is)_, BGL+(A),

qui se factorise par une application
u: BGL! (4) A BGL (A)— BGL* (4).

On vérifie que p est «stable», i.e. définit une application (donnée a homotopie faible
pres)

pt: BGL* (A) A BGL" (A)—> BGL* ().

11 résulte de ces constructions que le diagramme suivant commute:

H.(BGL! (A) A BGL (A)——*—» H.(BGL" (A); Z/q)
D(c,(id))

D (c,(id, ®1ds))
_—

H.(GL,(A4) x GL(A4)) H'(Spec A; u&"

(ou la fleche verticale de gauche est obtenue par excision).
— Les résultats précedents et la bilinéarité du morphisme d’Hurewicz (Lemme 2,
I1.2.2) montrent que le diagramme suivant commute:

n.(BGL* (A); Z/q® m.(BGL' (4); Z/q)-"*>"> H(GL(A); Z/q)® H.(GL(A); Z/q)

D(Q:(c.(idy), c. (ids)

n.(BGL*(A); Z/q) s H'(Spec 4, ulY).

La verticale de gauche est le produit dans la K-théorie & coefficients.
— Comme l'image du morphisme d’Hurewicz est formée d’é¢léments primitifs
(Lemme 3, 11.2.2), on a

D(Qi(c.(id,), c.(id)) o (h, @ hy) = D(B(c.(id,), c.(id,)) o (h,®h,),
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ou P est la partie du polyndme Q,; formé de monémes du type a;. ;. cp(id)uc,.(id).
Le calcul explicite de Q; (effectué¢ a I'aide du caractére de Chern ordinaire par
exemple) montre que

—( 1" = 1)
a: .=
ST IO

La partie 1) du théoréme en résulte.

— Sia=[P]eK,(A) est la classe d'un A-module projectif P, le produit a-b est
défini comme suit (cf. [34]). On écrit P comme facteur direct d’'un module libre:
P®Q=A° On fait opérer GL (A4) sur le module A”=(4"®P)D(4A"®Q) par
id,®1p sur le premier facteur (1, désignant la représentation triviale sur P) et
trivialement sur le second facteur. Soient p,, la représentation ainsi obtenue, et
Po son image dans IR ,(GL,(A)). Lapplication

©(py): BGL,(A)— BGL* (A)
est stable et induit une application
U,: BGL* (A)— BGL' (A)

indépendante de Q (2 homotopie faible prés). On pose alors a-b=(u,),(b) si
bekK, (A;Z/q), m>1, ou beK (A)/gK ,(4). On a

T la-by=c; (i) (h,(a b)) =c; ( ({d)((1) 4 (h, (b)) =c; 1 (B o) (hy ().

Mais c(py) =c(id, ® 1p)=c(id,) U Q(c.(id,); ¢,(P)). Cette formule se traduit par ii),
en utilisant comme précédemment que les mondmes de Q; du type ¢, (P)uc,(id,),
avec card(l)=2, ne contribuent pas a la formule finale (& cause du
lemme 3). g.e.d.

Remarques. — Une formule analogue a été¢ démontrée par Bloch dans le cas des
classes de Chern de la cohomologie crystalline [7].

— La formule du théoréme ne sera utilisée que quand un seul des termes des
sommes de i) et ii) est non nul.

— Si, pour tout n= 1, lélément ((— 1)~ 'f(i— )¢, (a,) =ch, (a,), a,€K,(A; Z/q),
est bien défini (en ce sens que ¢; ,(a,)=0, ou bien (i—1)! est inversible dans
H*(Spec A, u2)) (de méme pour b,,), on peut exprimer le théoréme par

ch(a-by=ch(a)uch(b),
ova=a,+..+a,+..ePK, (4;Z/q),

b=b,+...+b,+.. €DK, (A;Z/q), et ch=) ch,.

Un probléme ouvert est de savoir définir un caractére de Chern ch du type ci-
dessus dans une situation plus générale.
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III Localisation et transfert
IL.1 Préliminaires de cohomologie étale

Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre dans lequel le nombre premier
¢ est inversible et k un entier positif. Dans ce paragraphe, on donnera certains
¢léments, utiles dans la suite, concernant le calcul des groupes de cohomologie
étale H*(Spec 4, #2"). 1ls sont pour la plupart classiques.

I1.1.1 Si A est un corps F, la cohomologie étale de Spec F est la cohomologie
galoisienne de F [46], c’est & dire la cohomologie continue du groupe profini
Gal(F*/F), ou F* est une clbture séparable de F (cf. [48] ou [13]).

Si le faisceau de coefficients est le groupe multiplicatif G, =(F*)*, on a:

H(F,G,)~F* H\F,G,)=0, et H(F,G,)~Br(F),

ou Br(F) désigne le groupe de Brauer de F.
La cohomologie a valeurs dans le faisceau u, des racines g-iemes de l'unité
s'en déduit par la longue suite exacte associée a la suite exacte «de Kummer»:

1>y, —~G, G, G, 1.

m

On obtient ainsi:
HO(F,,uq):(F*)(q,, Hl(F,,uq):F*/(F*)“, et HZ(F,uq):Br(F)(q),

(o0 X, désigne le noyau de la multiplication par g dans le groupe abélien X).
Supposons que F vérifie la propriété suivante:

(B, q): Tout élément d’ordre q dans le groupe de Brauer de F est décomposé par

une extension cyclique F' de degré g de F (i.e. son image est nulle dans Br(F").
Alors le cup-produit H'(F, ) x H'(F, ) — H*(F, p2?) est surjectif (cf. [47],

Chap. X1V, Prop. 1, Cor. 2). Ceci est le cas si F est un corps local ou global, au

sens suivant:

Définitions. On appellera corps local un corps complet pour une valuation
discrete, de corps résiduel un corps fini, et corps global une extension de degré de
transcendance un d’un corps fini, ou un corps de nombres (extension finie du
corps des rationnels).

Notons enfin que si F est un corps local ou global on a H*(F,G,)=0si k>3
[48], et que H?(F,G,) est g-divisible pour 2}tq; par conséquent H*(F, 1) =0 si
k=3 (par contre si F est un corps de nombres ayant r; plongement réels on a
H3(F, 1) =(Z/2)").

I11.1.2 Si le groupe des unités A* contient un élément d’ordre g, le faisceau p>" est
le faisceau constant Z/q, donc H°(Spec A, u2*)~Z/q et le cup-produit

H°(Spec A, u2)@ H*(Spec 4, u’)— H*(Spec 4, u2**’)

est un isomorphisme.
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Si 4 est un anneau intégralement clos on pourra se ramener 4 la situation ci-
dessus en considérant la cléture intégrale 4 de A dans le corps F obtenu en
ajoutant une racine primitive g-iéme de I'unité au corps des fractions F de 4. On
sait que A4 est une extension étale de A (car g est inversible dans A; utiliser le
critére I11.1.1, ¢) de [46]). On pourra donc descendre de 4 4 A par la suite
spectrale de Hochschild-Serre ([45], VIII, p.406), ou par le transfert (cf. ci-
dessous, 111.1.5).

I11.1.3 Si A est un anneau de Dedekind
— On sait que H°(Spec 4,G,)~A* et que H'(Spec 4,G,)=~Pic(A4), le groupe
des classes d'idéaux de 4 [46]; d’ou une suite exacte

0— A*/(A*)'— H'(Spec A4, u,) — Pic(A),, — 0.
— Désignons par F le corps des fractions de A, par j I'injection Spec F — Spec 4,
et par j, ((12")y) 'image directe du faisceau pS* sur Spec F.

Lemmed4. Le morphisme de faisceaux étales (sur Spec A)

(.Uq®i)A”’j* ((.u.?i)z-‘)
est un isomorphisme,

Preuve. Ceci est valable en remplagant uf " par n’importe quel faisceau locale-
ment constant & En effet il suffit de vérifier cet isomorphisme sur les fibres
géomeétriques, donc on peut supposer que & est constant. Il résulte dans ce cas
de la définition de j, (%) (cf. [1] et [46]) que ce faisceau est constant et égal 2 .7,.
On omettra dans la suite I'indice 4 ou F dans Iécriture de p2*
Le lemme4 ci-dessus permet de passer de A & F par la suite spectrale de
Leray du foncteur j:

H"(Spec A, (RPj,)(u®) = H" +?(F, u®.

On peut calculer cette suite spectrale de la fagon suivante. Soient v une place finie
de F correspondant & un idéal p de A, et i,: Spec £v—>SpecA I'immersion
fermée correspondante (£, =A4/p). Si # désigne le Faisceau R}, uq ¢ Papplication

F— P, i F
est un isomorphisme (ceci se vérifie sur les fibres géométriques). On a de plus
H"(Spec A; i,,i*#)~H"(Spec £, ;i F)
=H"(Gal(£}/£,); (if ) (Spec £})),
ou £ est une cloture séparable de £,. Le module (i¥ %) (Spec £7) est isomorphe
(d’apres [45], Cor. 4.8) a la fibre géométrique (R?j, %), du faisceau R”j, F au

point y=Spec £5. Soient 4, le hensélisé strict de 4 en v, F la complétion de F en
v, T, lextensmn max1ma1e non ramifiée de F,, et F le hensehse strict de F en v.
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On a des isomorphismes

(R?j, F),~HP(Spec(4, ® F), u®") ([46],11.3.3)
A
~H"(F,, u®" (car A est de dimension de Krull un)
~H"(T,, u®) (cf. [44], th. 2, iii)).

On trouve [48]:
HY(T,, 13)=0 si p22,

H(T,, 1) ~2/q,
et
HYT, p) =TT @u " si izl (u2°=Z/q).

On remarque que le Gal(T,/F)-module T*®u2®‘"" est isomorphe au
Gal(£;/#,)-module p2¢~". On a donc démontré le résultat suivant:

Proposition 1 (suite exacte de localisation en cohomologie étale). Si A est un
anneau de Dedekind on a H°(Spec A, u2)~ H(F, u2"), et il existe une longue suite
exacte:

OﬁHI(SpecA,;;?i)—» HY(F, p2y— @Ho(fv,y‘?("‘ )

. H¥(Spec A, u®) — H*(F, u®)— @ H*~ (4, u®~ 1)

v

— H**(Spec 4, u2) ...

Nous simplifierons cette suite exacte dans certains cas au paragraphe I11.2.
Cette proposition et ce qui précéde montre que si le corps F est un corps local
ou global, si 2fg, et si k=3, on a H*(SpecA,u2)=0 (ce qui est un cas
particulier du théoréme de Artin et Verdier [2]).

I111.1.4 Si A est un corps fini £ d’ordre p” (ou p est un nombre premier différent
de /), on obtient:

LemmeS5. Soit (q,p"~1) le pgcd. de q et p*—1. Les groupes H°(£,u>) et
H'(£, u2") sont finis et cycliques d’ordre (q,p —1). Le groupe H*(£, u®") est nul si
k=2,

Preuve. Le groupe de Galois Gal (#°/#) est I'=Z, un générateur topologique
étant 'élément de Frobénius ¢. Le I'-module p®' est isomorphe & Z/q muni de
l'action donnée par

cxz=piz, siazeZlq.

Ceci permet de conclure, grice a la suite exacte

0— HO(4, ) - Z)q——">Z/g— H'(4, u)—0. ged.
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I11.1.5 Le transfert

Soient B une extension étale (finie) d’'un anneau A, f I'injection de 4 dans B, et g
=¢" un entier inversible dans 4. Outre le morphisme induit

fy: H*(Spec A, u2)— H*(Spec B, u&)
est associ¢ & f un morphisme de transfert

f*: H*(Spec B, n2")— H*(Spec A, u®")
défini comme suit. Soit

¢: Y=SpecB— X =SpecA4

le revétement correspondant a f, et ¢, ((u2')y) 'image directe du faisceau p®' de
Y. Le transfert f* est le composé

HA(Y, (1)) —"— HE (X 0, (1)) —— BN (1)
ou ¥ est induit par ¢, et x par le morphisme de faisceaux

Tr: (P*(#f;@i)y_’(#?i)x
obtenu localement (au sens étale) par «somme des valeurs sur les feuillets».
Autrement dit, si X' — X est un revétement fini de X trivialisant ¢, i.e. tel que
Y x X' ~(X')", le morphisme

X

Tr: (u))(Y X X)=((ud X)) ()X

est donné par somme des composantes.

Lemme6. i) Le morphisme de transfert f* vérifie la formule d’adjonction
frxuf=f*xovy.

ii) Soit G le groupe des automorphismes de B sur A et n son ordre. On a f*of,

=n-id, et f of*= g,,si lextension est galoisienne.
geG . .
iii) Si Spec A est de /-dimension cohomologique d, pour toute extension étale

f: A— B, le morphisme de transfert f* est surjectif.

Preuve. i) Se voit en remarquant que ¥ et y sont des morphismes entre modules
sur la cohomologie de Spec A.
i1) La premiere égalité résulte de i):

SN = *(fu(¥uD)=xu f*(1)=n-x.
Pour la seconde, on note que le morphisme de faisceaux
@*oTrog,: (u)y— (1 )y

sidentifie & ) g,, ce qui se voit sur les fibres.
geG
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iii) Comme ¢ est un morphisme fini 'application  est un isomorphisme (cf.
[46], 11.3.6). Le morphisme de faisceaux Tr est surjectif (comme on le voit sur les
fibres). Si # est le noyau de Tr, on a une suite exacte

HYX, 0, (12— HYX, (u®)y) - H+ (X, F),

et H** (X, #)=0, car & est un faisceau de /-torsion. q.e.d.

I11.1.6 Cohomologie ¢-adique

Les morphismes de faisceaux
pEi—pdl, vzl
permettent de définir

H*(Spec A, Z (i) =lim (Spec 4, u5%').

Lemme7. H°(SpecA, Z,(i))=0 pour tout anneau A qui est noethérien et
intégralement clos, et ne contient pas toutes les racines {*-iémes de l'unité, v= 1.

Preuve. Soit F le corps des fractions de A. On a vu (111.1.3) que H°(Spec 4, Z,(i))
=HC(F,Z,(i)), ce qui permet de se ramener au cas du corps F. Si F* désigne une
cléture séparable de F et F < F* la /-extension cyclotomique maximale de F, le
Gal (F*/F)-module topologique Z,(i) est isomorphe a Z, avec pour action

o+xu=¢(o)u, oeGal(F/F), ueZ,.

Le morphisme ¢ est ici le composé de Gal(F*/F)— Gal(F_/F) avec Pinjection
Gal(F,/F)—(Z,)*. Comme limage dec¢est infinie, I'équation (g(s)'—1)u=0
pour tout ceGal(F*/F) implique u=0. q.e.d.

H1.2 La suite exacte de localisation en égale caractéristique et le transfert

Si F est un corps, v une valuation discréte de F, F, le complété de F pour v, et £,
son corps résiduel, on notera

au: Kn(F) ‘)Kn—— 1(4})9
0: K, (F;Z/g)— K, _(%,Z/q),
oe: HMF, 5~ H (4, u® 1)
le composé du morphisme induit par F—F, et du bord de la suite exacte de

localisation de 'anneau des entiers de F,, en K-théorie ou en cohomologie étale
(cf. II1.1.3, Proposition 1).

Proposition 2. Supposons que F et £ ont méme caractéristique (4 ¢). Alors:

i) Si F=EF,, les morphismes 0, 0,, 0% sont scindés (non canoniquement).
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i) Les classes de Chern définies au paragraphe 11.2 vérifient

Frf_oc“i‘k:(l —i)e;. 1.k- 1 Oav-
Démonstration. 1) Si F est €gal a F, on peut écrire (de fagon non unique) F,
=£,((t)), ou I'élement t est une uniformisante de F. Posons. pour simplifier, #
=4, et 6=0, (resp. {,, ou &). Soient i, le morphisme induit en K-théorie ou en
cohomologie ¢tale par Iinclusion it £—F. et f I'image de ¢ dans K ,(F) (resp.
K (F;Z/q) ou H'(F,p,)). Si x est un élément de K, (%) (resp. K, ,(4;Z/q) ou
H (4,429 1), on pose

S(xX)=t-1,(x).

Le morphisme s, est une section de ¢. On sait en effet que la suite exacte de
localisation d’'un anneau de Dedekind est une suite exacte de modules sur la K-
théorie de A4 (resp. sa cohomologie ¢tale). Pour la K-théorie cela est montré par
Gillet ([20], §1.5), et pour la cohomologie étale cela résulte de I'accouplement

Rj @) @ T — R'j, u2 .

Par conséquent (s (x))=2(f)- x. Comme &(7) est la valuation de t, on a &(s,(x))
=X.

() Comme la classe de Chern commute a Pinjection F— F,, on peut suppo-
ser que F =F,, et on reprend les notations précédentes. Il suffit alors de montrer
que

Conls, (X)) =(L=1i}s,(C; 41 (X)),
Le.
Ei,k([" L(x)=(1— ’.’)([‘Ui*(['i% 1o 1 ().
La seule classe de Chern non nulle sur feK (F;Z/q) est &, ()=t (voir IV.1.3).
D’aprés la formule de multiplication (11.3, Théoréme 1), on en déduit que
Ei.k(t.' i*(x)):(l —i)cy, 1(f)UEi a1l (x)
=(1=D1ui (G o (x). qed

Proposition 3. Soient F = £(t) le corps des fractions rationnelles sur un corps £ et A
=4[] Panneau des polynomes.

1) La suite exacte de localisation de A se scinde en suites exactes d trois termes

0= K, (£)—>K,#1)— D K,_(£)—0

v¥ o

(resp. idem avec la K-théorie a coefficients, ou

0— H*(#, y;@i)ﬁH"(/{(t), yq®i)-—> @ H*- '(k”v,uf"" ) 0).

R

it} (Loi de réciprocité de Weil). Si S désigne Pensemble des valuations de 4£(t)
(y compris la valuation a linfini), et N, la norme (ou transfert) de £, da £, on a la
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Jormule

z N,00d,(x)=0

veS
si xeK,(4(1)) (vesp. K, (4(1);Z/q), ou H*(4(1), u")).

Preuve. 1) On note d’abord que K, (4[t])=K (£), K, (£[1];Z/q)=K (£, Z/q), et
H¥(Spec #[1], u2")y= H"(£, u2").

Cette propriété d’«invariance homotopique» est bien connue en K-théorie.
En cohomologie étale on peut la vérifier en considérant la droite affine 4} sur #
comme ouvert dans I'espace projectif P!, dont on connait la cohomologie étale,
et en appliquant & cette situation le théoréme V.3.4 de [46].

Soit p un point rationnel de A, et A, le localisé de A=4[t] en p. Le
morphisme K, (4)— K, (#(¢)) se factorise par une injection K, (#)— K, (4,) (car £
est un facteur direct de 4,). On peut alors appliquer & 4, le théoréme 5.11 de
[39] pour voir que K,(4,)— K, (4(t)) est une injection. Le méme argument est
valable en K-théorie & coefficients et 'analogue du théoréme cité ci-dessus en
cohomologie étale a été démontré par Bloch et Ogus ([9], th.4.2)) (cet argument
m’a été indiqué par Colliot-Théléne).

ii) Ce résultat (valable plus généralement pour toute courbe propre et lisse
au lieu de la droite projective) a été démontré par Gillet ([20], §2.3). (Le
transfert en K-théorie est celui défini par Quillen dans [39], et en cohomologie
c’est celui défini au paragraphe IIL1.5 ci-dessus.)

Soit X une variété lisse de dimension d sur un corps #. Il existe un suite
spectrale (obtenue en filtrant la K-théorie par la dimension du support) dont le
premier terme est

E .= @ K, (4(x)),
xeX(r)
ou X, est I'ensemble des sous-variétés irréductibles x de dimension r de X, et
A(x) le corps résiduel en x. Cette suite spectrale est covariante pour les
morphismes propres. On applique ce fait & X =P} et 4 la projection p de X sur
Spec £. L’application () N, o J, s’interpréte alors comme la composée de
v

dl: Ei,n— I(X)_)E(l),n—— 1(X)

avec le morphisme p,: E; ,_ (X)—E{,_,(Spec #) induit par p. On conclut en
remarquant que E} , _,(Spec #)=0.

La méme suite spectrale existe aussi en K-théorie a coefficients et en
cohomologie étale, on elle s’écrit:

E, ()= @ H*(#x),ud"" %)

x€X(ry

(cf. [9], Prop. 3.7, et 3.9). D’ou le résultat.

Théoréme 2. Soient £ un corps, £ un extension séparable finie de 4, ¢ un nombre
premier distinct de la caractéristique de #, N=f* (resp. f,) le morphisme de
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transfert de £ a # (resp. le morphisme induit par linjection f: £ — £’y en K-théorie
a coefficients Zfq (g =<"), ou en cohomologie étale. On a, si xeK,, (£;Z/qg)
1) [, (€ (N(x)) = £ (N(C,(x)), si l'extension est galoisienne.

i) (¢ ( (IN(X)) = N(& ((x)) =
Preuve. 1) Soit G le groupe des automorphismes de £ sur 4. On a

f* oN = Z Ex-
geG
Nous avons vu ce fait pour la cohomologie étale (Lemma 6 ii), [I1.1.5) et il a été
démontré en K-théorie par Bloch ([8]. 3.5.3). On a donc

feoNoC, ZQ*O( v =0l 8y)

ge 6 ge @

:E;‘.kof{;koN:f*oc_'i.&ON'

(En particulier, si f, est injectif ¢, , commute & N.)

ii) Le corps # s'identifie (de fagon non unique) & un corps résiduel 4, de la
droite affine AL. Si xeK,, ,(4';Z/q),il existe donc, d’aprés la proposition 3 i) ci-
dessus, un élément yeK,,_, . (#(t);Z/q) tel que

3,y =x
et
d,(»=0 si weS—{v, w}.

La formule de réciprocité de la Proposition 3, ii), montre que
8, =N,.(0, (1= = NG, ()=~ N(x).

On a alors, d’aprés la Proposition 2 ii), si weS, ¢,,(;, 4 4, (") =17, (2,(3)), donc
0@ty 1) =0 si wauo, oo,

51:(Ei+ 1k+ 1) =i0¢,(x),
et

(i, (€, 1k+ )= =12, (N(x)).

La formule de réciprocité en cohomologie étale (Prop. 3) permet de conclure.

(Cette preuve s'inspire de la K-théorie de Milnor, ou le procédé précédent est
utilisé pour définir un transfert (cf. [5]). Elle montre donc que le morphisme de
la K-théorie de Milnor vers la K-théorie de Quillen commute aux transferts.)

IT1.3 La suite exacte de localisation d'un anneau
de Dedekind a corps résiduels finis

Proposition 4. Soit A un anneau complet pour une valuation discréte v, F son corps
des fractions, et £ son corps résiduel, le bord d(resp 0, ou &) de la suite exacte de
localisation de I'anneau des entiers de F est surjectif et scindé (en toute dimension )
dés que £ est un corps fini (de caractéristique différente de ¢ ).
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Preuve. En cohomologie étale on sait que la projection
H*(Spec A, u2")— H*(£, 1)

est un isomorphisme ([46], Prop. IV.2.2).
Un théoréme de Harris et Segal [24] implique que le morphisme

K, (A;Z/q)— K, (£;Z/q)

est surjectif et scindé. En effet si £ est d’ordre p* et si r désigne le plus petit entier
tel que p* =1 (mod ¢), le corps fini # d’ordre p* est le corps résiduel d'un anneau
de valuation discréte A contenant A. Comme le morphisme A* — £* est scindé, et
comme A est un A-module libre, les conditions i) et ii) de (loc. cit., p. 26) sont
vérifi€es, d’ou le résultat, d’apres le Corollaire 3.2 de (loc. cit.). Ce corollaire est
exprimé avec la K-théorie ordinaire, mais vaut aussi pour la K-théorie a
coefficients (appliquer le Théoréme 3.1 de loc. cit. avec pour espace X les espaces
Y" définis en 11.2.1).

Si 7 est une uniformisante de F, et s une section de la réduction modulo v
(notée r,) en K-théorie ou en cohomologie étale, on pose

5, (x) =7t 5(x)

ou x est un élément de la K-théorie de # et 7 I'image de n dans K ,(F) (ou
K ,(F;Z/q), ou H'(F, %,)). On montre alors, comme dans le cas dégale
caractéristique (Proposition 2, 1)), que

(s, (P =2001)- (r,(s(x)) = () x =x.

Corollaire. Si A est un anneau de Dedekind dont les corps résiduels £ sont finis, F
son corps de fractions, et x un élément de K ,;, (F;Z/q), on a

05T i) =(1 =T 1 4 1(3,(x).

Preuve. On procéde comme dans le cas d’égale caracteristique (Proposition 2 ii)).
On peut supposer que F est complet pour v, et raisonner avec s, au lieu de ,.
On a alors

a5 (¥) =, (@ -s(x) = =Dy, 1(5(x))

N C169) o A (AT  £69)) ol Al (PHPRY £9) )
d’ou

(5 (¥) == 1) 5,(C;_ 1 (¥). ged.

Théoréme 3. Soit A un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un
corps global. Le bord 0= @6 resp. 0 = @0“ resp. 0 = @66 } est surjectif {mod 2)

et

sur K (F) avec n>1 (resp. K LFZ/q) auec n pair et posmf resp. H*(F, ug &),
En particulier, on a une suite exacte d trois termes (modulo la classe des
modules de 2-torsion) :
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O—‘)KII(A)M)Kn(F)H@K (él)ﬂo

n—1

Démonstration. Dans I'énoncé de ce théoréme on suppose que g est inversible
dans A quand on parle de cohomologie étale (par contre pour n>1, on
remarquera que si 4, est de caractéristique / on a K, ,(£,;Z/q)=0, d’aprés
[40]).

1) Supposons que 4 contient un élément d’ordre g. Il en est donc de méme
pour F et les corps #,. La K-th¢orie a coefficients et la cohomologie étale de 4,
sont alors décrites comme suit:

Lemme8. i) @K, (4;Z/q)=A(B,)® Pla,), ou A(f,) est lalgébre extérieure
nz0

engendrée sur Z/q par un élément B, de degré un et P(a,) lalgébre des polynémes
sur Z/q en un élément o, de degré deux.

i) H (%, t)=2Z/q si k=0 ou 1, et O sinon. Le cup-produit par les puissances
d'un générateur a de H°(4,, t)=2Z/q fournit un isomorphisme de H"(é,,uq) avec
H"(;{’r,ﬂq@"), iz1.

Preuve du lemme. La partie i) est due a Browder ([11]. 2.6) et ii) a été démontré
au paragraphe I11.1 (Z et 4). q.ed.
Le générateur de K,(4,;Z/q) est obtenu grice a la suite exacte de Bockstein

K,(£) = KA Zg) "2 K (£) —2 K (£).

Si {, est un élément d'ordre g de £*=K,(#,), o, est I'¢lément de K,(£,:Z/q)
d’'image {, par le morphisme de Bockstein 8, (il est uniquement détermin¢ car
K, (£,)=0).

Choisissons pour , la réduction modulo v d’un élément { d’ordre g de A*. Si
a est un ¢lément de K,(A4;Z/q) d’'image { dans K, (A4)=A*, la réduction modulo
v de o est a,.

De méme le choix de { fournit des générateurs a (resp. a,) de HO(SpecA,uq)
(resp. HO(£,, u,)).

Comme la suite exacte de localisation est une suite exacte de modules sur la
K-théorie de A (resp. la cohomologie de SpecA) on a, en notant j, I'application
induite par I'injection j: A —F,

0,0 (0) ) =01, 0,(x)  (resp. &(j,(Q) v X)=a,0 T (x))

si xeK, (F;Z/q) (resp. xe H*(F, u2%). D'aprés le lemme 8 ci-dessus, la surjectivité
de 0 et ¢ (pour n et k pairs) résultera de celle de

K,(F;Z/q)—*— ®K,(4:Z/9)

ct

H(F, j®3) —— DH " (4, 1)

Comme K, (4;Z/q)=K ,(#)/qgK ,(£), la surjectivité de 0 résulte du méme résul-

tat en K-théorie ordinaire [36] (par contre, on verra au paragraphe 1V.1.4 que le
morphisme K,(A4;Z/q)— K,(F;Z/q) n’est pas toujours injectif). Quant 4 la
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surjectivité de

H?(F, p3?)~Br(F)y,—%—> DA (£},

elle est aussi connue [55].

2) Si on ne suppose plus que A* contient un élément d’ordre ¢, on notera F
I'extension cyclotomique de F obtenue en lui ajoutant une racine primitive g-
iéme de l'unité, 4 la cloture intégrale de A dans F, et £, les corps résiduels de A.
Si on suppose que £ est inversible dans A4 (ce qui est possible pour la K-théorie &
coefficients Z/q), l'anneau A4 est une extension étale de A4 et les idéaux premiers
de A sont non ramifiés dans 4. On note f Iinjection de F dans F, f* le transfert
induit par f-en K-théorie ou en cohomologie ¢tale-, et N, , le transfert associé a
lextension £, < £, quand w divise v.

Les suites exactes de localisation de A4 et A sont reliées par les diagrammes
commutatifs suivants:

oK (A Z)q)—— K, (F;Z/q)— > @PK,_ (£, Z/q)—...

w
JI* Jf* J®Nw'r
wly

I Kn(A;Z/q)——>Kn(F;Z/q)——5—> PK, (£ Z/q)— ...
et R )
...—>H"(SpecA,u?i)—+Hk(F, ,u{;@i)—@f—a@H"“ YA, u@i-y —

q

®N,,
Jf* lf* j”"u

...— H*(SpecA, p2')——— HY(F, u®) —2— @H* (£, p2¢ V) —....

En K-théorie cela se voit en remarquant que la restriction des scalaires de 4 a A
induit un diagramme commutatif de catégories

G s Y U F

N

P YUY S

ol % est la catégorie des A-modules projectifs de type fini, & la sous-catégorie
des modules de A-torsion, et %/ la catégorie quotient (de méme, sur A, pour
les catégories %, & et %/¥), et en appliquant ([20], Cor. 1.11.). En cohomologie
étale, cela résulte de la formule

S*o(RJ)=(R%j)ef%,

ou j (resp. j) est I'injection A —F (resp. A — F). La surjectivité de d et & résulte
donc de 1) et du lemme suivant:
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Lemme9. Si £ est une extension finie d'un corps fini £ (de caractéristique
premiére d /) les normes ( ou transferts)

Ky \(£5Z)q) > Ky (45 Z)q)

) )

sont surjectives.

Preuve du lemme. En K-théorie, Quillen a montré [40] que la norme
Ky 1(#) =Ky (%)

est surjective. Mais K ,,;(£)=K,,(#)=0 (loc.cit.), donc
Ky (&5 ZJq) =Ky 1 (A)/qK ;1 (£)

(de méme pour #£'), d’otl le lemme.

En cohomologie étale ce lemme résulte du fait que # est de dimension
cohomologique 1 (cf. TIL.1.5, Lemme 6).

La surjectivité du morphisme 0 résulte, par passage a la limite, de celle des
morphismes é. On sait en effet que les groupes K, (A) sont de type fini ([42] et
[43]). En particulier, K (4) et K (F) n’ont pas de sous-groupe ¢-divisible
non trivial. Il en résulte que la suite ci-dessous est exacte:

2 K(ARZ, K (F)QL,— DK, (4)SZL,— ..

(en utilisant par exemple [12] VL.3.3 et VIL.7.1).
Par ailleurs les suites exactes de Bockstein donnent des diagrammes

0— K (A" K (A) > K (A Z/0+ YK, ((A)gve1,—0
l J J
05 K, (A K (A) — K(AZ/Y) — K, (), —0

(ceci résulte de morphismes entre les fibrations définissant Y., cf. [1.2.1, pour
différentes valeurs de v). Par conséquent le groupe

def

K,(A4:Z) 2 limK,(4;Z/¢")

est isomorphe & K, (4)® Z, {de méme pour £,), et le morphisme
K(F)®Z —-K,(F;Z,)

est surjectif. Il reste a considérer la limite projective des morphismes

v

3: K (F;Z/1") @K, (£, Zj1).
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Le noyau des 0 est fini (puisque K,(4) est de type fini), donc leur systéme
projectif vérifie la condition de Mittag-Leffler et le morphisme ¢ est surjectif
([23], Prop. 13.2.2.).

Comme K (A)®Z,—K, (F)RZ, ecst injectif pour tout nombre premier
impair 7, il en est de méme de K, (4) — K,(F)(mod 2). q.e.d.

1V Surjectivité des classes de Chern
IV.1 Anneaux d’entiers de corps globaux

Théoréme 4. Soit A un anneau commutatif unitaire, { un nombre premier impair,
non nul dans A, q=/{" une puissance de ¢, A'= A[1/{] le localisé de A en-dehors de
/. Sous les hypothéses 1) d 4) ci-dessous, il existe un morphisme surjectif

oyt Ky ((A;Z/q)— H*SpecA’, 2.

1) i<fetk=2;

2) si £ west pas inversible dans A, Panneau A est un anneau de Dedekind a
corps résiduels finis;

3) sik=1ou?2, A est un anneau de Dedekind, et si k=2 le corps des fractions
F de A est un corps local ou global;

4) le groupe des unités A* de A contient un élément d’ordre q,
ou bien q=¢ et A est intégralement clos,
ou bien k=0 et A a pour corps des fractions un corps local ou global,
ou bien k=1 et A a pour corps des fractions un corps local (/= caractéristique
résiduelle),
ou bien k=2 et A est un corps local ou global.

Remarque. L’hypothese i <£ peut étre remplacée par I'énoncé plus précis suivant:
limage du morphisme ¢, contient celle de la multiplication par i! dans
H*(SpecA’, uq®'). 11 en est de méme dans les théoréemes 6 et 8 ci-dessous.

Démonstration

IV.1.1 L’hypothese 2) permet de se ramener au cas ou A contient I'inverse de 7,
1e. A’=A. En effet la suite exacte de localisation reliant A et 4’ [21] s’écrit

o K (A2 gy~ K,,(A’;Z/Q)H@Kn R Zg) ...

Comme les corps £, ont ¢/ pour caractéristique, les groupes K_(£) sont des
groupes finis d’ordre premier a /#[40]. Donc K, ,{(4,;Z/q)=0si n>1 et v|/, et
K, (4;Z/g)=K (A";Z/q) si n>1. On supposera désormais A=A4" et ¢, sera le

morphisme défini en 11.2.3.

IV.1.2. Si g=¢, on peut supposer que A* contient un ¢élément d’ordre ¢. Sinon,

on note A sa cloture intégrale dans F=F (%). Le revétement SpecA — SpecA
est €tale et galoisien (car /7 est inversible dans A). L’ordre » du groupe
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d’automorphismes de ce revétement divise £ — 1, donc est premier a #. Notons f
linjection de A dans A, et Sy (resp. f*) le morphisme induit par f (resp. le
transfert). Comme f*-f, est la multiplication par r, le transfert est surjectif (en
K-theorie a coefficients et en cohomologie étale) et f, est injectif, donc ¢,
commute & f* (cf. 1I1.2, Théoré¢me 2i)). Donc la surjectivité de ¢, pour A
implique le méme résultat pour A.

1V.1.3 La premiére classe de Chern

On a vu au paragraphe I1.1.1 que la premiére classe de Chern est I'image par le
morphisme de Bockstein §, de la classe

&(p)=&(dét(p))eH ' (Spec4,G;G,,)

du G-fibré de rang un dét(p).

Grace a Tlapplication H'(SpecA.G;G,)— Hom(H (G;Z), H’(SpecA.G,))
analogue & celle décrite dans le lemme1 de 11.1.2, on associe & &(id) un
morphisme

&0t K (A)=H,(GL(A); Z)— H°(SpecA4.G,,),
qui s’identifie a Fapplication déterminant
GL(A)AGL(A), GL(A))— A*.

Donc &, est surjectif et scindé.
Quand G =1, ¢ définit un morphisme

&0 Kyo(A)— H'(SpecA.G,)

associant a la classe [ P] d’'un module projectif P sur A celle du fibré associé sur
SpecA. Si A est un anneau de Dedekind, on sait que H'(SpecA4, G,))~ Pic(4), ou
Pic(A) est le groupe des classes d'idéaux de 4 [46], et que K (A)=Z D Pic(A)
[36]. Le morphisme &, s’identifie, par définition, & la projection de Ky(A4) sur
Pic(A).

Comme c,(id)=p,(&(id)), on a ¢, (=0, ¢; ; =p &, et ¢; ,=f,o&;, ou B,
désigne le morphisme de Bockstein en cohomologie étale.

Le morphisme ¢, , (2 la différence de c; ;) est surjectif. Cela résulte du
diagramme commutatif (D) suivant:

K,(4;Z/g) —— K4 — KA

1.0 l{o éo
N

0—> H(Spec 4, 1) —— H(Spec A, G,,) —"— H(Spec 4, G,,).

Pour montrer que (D) commute on note C.(G) (resp. C,.(G)) le complexe des
chaines de BG sur Z (resp. Z/q) et £ (resp. £,) une résolution de G,, (resp. u,)
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sur SpecA. Le morphisme de Bockstein
B,: H'(SpecA,G:G,)— H?*(SpecA,G;u,)
proviént d’un morphisme de degré —1 (défini dans la catégorie dérivée D(Z))
r&)-r,)

qui conduit, via le Lemme 1, au diagramme commutatif (dans D(Z)) suivant:

C.(G) =22, P(#)[~1]

fq yq

C.(G) P& () F(g')[—lj

|
C(G) -2, (g -2].

Interprété en homologie, cela donne le diagramme (D) (on utilise 11.2.2).
Si A est un anneau principal, on a

K \(A;Z/q)—=—> H'(Spec A, pj) ~ A*[(A*).

D’aprés la description donnée ci-dessus de c, ;, le morphisme ¢, ; est un
isomorphisme.

Si A4 est un anneau de Dedekind, nous n’avons pas, jusqu’a présent, défini le
morphisme ¢, ; en général. Or le diagramme commutatif

K\(4;Z)q) ——K(F;Z/gg——DZ/q

0——— H'(Spec 4, u)—— H'(F, 1) ——DZ/q

(cf. 111.3) permet de définir ¢, ; pour 4 comme le morphisme qui rend commuta-
tif le diagramme précédent. Ce morphisme sera automatiquement surjectif (C’est
méme un isomorphisme si F est un corps local ou global, car K,(4; Z/q)
s'envoie injectivement dans K, (F; Z/q), d’apres 111.3, Théoréme 3).

Enfin, puisque ¢; ,=f,°¢,, image de ¢, , est

B,(H'(SpecA,G,))= H*(Spec A4, u,).

1Vi14 Lecasi=2et k=2

Pour un corps F le morphisme ¢, ,: K,(F)—H?*(F,p2?) nest autre que le
symbole galoisien (ou plutét son opposé), qui a été étudié par exemple par
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Milnor [36] et Tate [SS]. En effet la formule de multiplication (Théoréme 1,
11.3) montre que I'image par c, , du symbole (a,b)=a-b, ou a, beF* =K (F),
est

Cz,z(a‘b)z _(’1.1((1)\)01,1(17)

(remarquer que (2—1)!=1).

Dans le cas d’un corps local ou global, Tate a montré que ¢, , induit un
isomorphisme K, (F)/qK,(F)— H*(F,u®?) (cf. [55])'. On va en déduire le
résultat suivant:

Lemme 10. Si 4 est un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est un
corps local ou global, le morphisme c, , induit un isomorphisme

K ,(4)/gK 5(4) > H*(Spec 4, u®?).
Preuve du lemme. Le diagramme commutatif (cf. IV.3.1 ci-dessous)

K, (A)/1 Ky(4) > Ky (A4)/0* K, (4)— Kz(A)/f“Kz(A)

JCZ,Z lcz,z lt‘z,z

H*(Spec A, uP?)— H?*(Spec A, u23%:) — H?*(Spec A, u?),

ou l'horizontale inférieure est la suite exacte de Bockstein associ¢e a la suite
exacte de faisceaux étales 0— u2? — 22, — uS2—0, permet de se ramener, par
récurrence, au cas ou ¢=¢. On peut alors supposer que A* contient un élément
d’ordre ¢ (cf. IV.1.2), et on note a un ¢iément de K,(A4;Z/q) d'image dans K,(A4)
un ¢lément d’ordre g. Si a décrit le groupe de Picard Pic(A4) < Ky(4), le produit
a-a décrit un sous-groupe de K ,(4;Z/q) que nous noterons £2.

Soit i Vinjection de A dans F, et i, le morphisme induit par i. On a i {o-a)
=i (9ui(a)=0, car Pic(F)=0. Donc i (f(x-a)=p,(i,(x-a)=0 (0u B, est le
morphisme de Bockstein), et comme i,: K,(4)— K, (F) est injectif, le groupe Q
est dans le noyau de f,: K,(4;Z/q)— K ,(A4). Cest donc un sous-groupe du
noyau de i,: K,(4)/qK,(A)— K, (F)/qK ,(F).

Par ailleurs, la formule de multiplication (Théoréme 1) montre que ¢, ,(a-a)
=T, o(@)ucy ,(@). On a vu en IV.L3 que & o(®) est un geénérateur de
HO(SpecA,/zq), et que ¢, ,(a) décrit le sous-groupe Pic(A)/qPic(4) de
HZ(SpecA,;zq). Donc &, ,(£2) est le sous-groupe

B,(H*(SpecA, G, ))u H®(Spec A, u,) = Pic(4) ® 1,

de H*(SpecA, uE?). Or Tate démontre dans ([55], Theoreme 6.2) que le noyau
de K,(A)/qK,(A)— K,(F)/qK,(F) est isomorphe a Pic(4)®y,. Comme le
groupe de Picard est fini, on voit que ce noyau est .

On conclut en remarquant que la suite exacte

0—Q— K, (4)/q K ,(4)—"— K, (F)/g K ,(F)

' La surjectivité de ¢, , résulte de la propriété (B, q) (cf. IIL1.1)
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s’envoie par ¢, , sur la suite exacte
Pic(4) ® u, — H?(Spec A, u2*)— H*(F, u$?),

et en utilisant le fait que ¢, , est un isomorphisme pour F.

IV.1.5 Le cas ou A* contient un élément d’ordre g

Posons, puisque i</, ch;  =(—1y"'/(i—1)!¢c,, et Jt =1 1/(i—1)'c‘l -
Soit o un élément de K,(4;Z/q) dont I'image par &, O-Ch1 o est un
générateur a de H°(SpecA, u)=2Z/q (cf. IV.1.3). La formule de multiplication

(Théoréme 1) montre que ch; (o) =d'. Puisque pour tous les entiers k, i et j le
cup-produit

H*(Spec 4, u>") ® HO(Spec A, u®) — H*(Spec 4, u@1+7)

est un isomorphisme (cf. II1.1.2), I'élément & est un générateur de
H°(SpecA, u2Y.
De méme si feK,(A)/qK,(A)c=K,(A;:Z/qZ) est d’'image b par ch2 , dans
H?(SpecA, u2?), étant donné que ch, o(B)=0 (cf. IV.1.3), on a

ch, (-0~ =bua~2eH*(SpecA, u¥).

Donc, d’aprés 1V.1.4, c—hi, , est surjectif sous les hypothéses du théoréme.
Si feK,(A;Z/q), on vérifie que

(BroiY=ch (Byuch,_, o(a1).

En effet, 4 est alors un anneau de Dedekind, de corps des fractions F, et

H'(Spec A, ud)— H'(F, u‘?i) est injectif (IIL.1.3). La formule ci-dessus peut
donc étre vérifiée dans H' (F uq®‘) Or elle est vraie pour F et ch o oa été
défini par le plongement H'(Spec A, ,uq)—>H (F, p,) (IV.1.3). D'ou la ‘formule
ci-dessus, ce qui prouve le théoréme, puisque ch, , est surjectif.

IV.1.6 Le cas ou k=0

Si A* ne contient pas d’¢lément d’ordre g, on suppose que A4 est un anneau de
Dedekind dont le corps des fractions est un corps local ou global. La surjectivité
de ch .o résulte alors de la théorie de Harris et Segal [24]. Notons F une cloture
algebrlque de F, {; une racine //-¢éme de I'unité¢ dans F pour tout j=>1, et F,
=F({;). Harris et Segal montrent qu’il existe dans A des idéaux premiers p (en
nombre infini si F est global) tels que, si v est la valuation associée 4 p,

— K, (A;Z/q)— K, (£,; Z/qg) est surjectif et scindé
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— p reste premier dans F, ; (ou m désigne le plus grand entier ¢ tel que F,
contienne {,).

Soit r=[F,: F]. Le lemme de (loc. cit., §4) montre que H°(F, u®’) est nul si
i%£0 (modr) et que si i=rf*s, on a

HO(F, 2 =H(Gal(F({,, )/F), n")
et

HO(#4,, 1) =H"(Gal(£,(Lns /AN 13-

Mais des hypothéses résulte que les groupes Gal(F((,,, ;)/F) et Gal(£,((,. ,)/%,)
sont isomorphes (et cycliques d’ordre r#%). On montrera au paragraphe IV.2 que
ch; o est un isomorphisme si A est un corps fini. Donc il est surjectif pour F, et
pour A, car H%(Specd, u2)~H(F, u®%) (111.1.3). (Le théoréme de Harris et
Segal est énoncé pour un corps de nombres mais nous avons déja vu en 1.3,
Proposition 4, qu’il est valable pour un corps local, et on vérifie de méme qu’il
est valable pour un corps de fonctions sur une courbe).

IV.1.7 Cas ot k=2 et ou A est un corps global F

Notons F le corps obtenu en ajoutant a F les racines g-iémes de unité (dans
une cloture séparable de F), f l'injection F—F, et f* le transfert associé. On a
vu en II1.2, Théoréme 2, que, si 25i</,

A *CN=1*(chy, quand xeKy,_,(F;Z/g).
Mais EEi,z est surjectif pour F d’aprés IV.1.5, et f* est surjectif en cohomologie

¢tale (de degré deux) car F est de dimension cohomologique deux (IIL.1.5,
Lemme 6).

IV.1.8 Sik=1 et si A est lanneau des entiers d'un corps local
Soit £ le corps résiduel (fini). On note que
H'(SpecA, u2y~H"(#, u2") ([46],1V.2.2).

On a vu que, d’aprés Harris et Segal, le morphisme

Ky, ((4;Z)q)— K, 1(£;Z]q)

est scindé. La surjectivité de ¢; ; pour A résultera du méme fait pour £ (cf. ci-
dessous Proposition 5, IV.2). Pour son corps des fractions elle s’obtient par la
suite exacte de localisation (cf. IV.5).

Ceci termine la démonstration du théoréme 4.
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IV.2 Les corps finis

Proposition 5. Soit £ un corps fini, £ un nombre premier impair différent de la
caractéristique de #£, et g=¢" une puissance de {. Les morphismes ¢, sont des
isomorphismes si i<{ et si k=0 ou 1. De méme le morphisme c, :
K,; {(A)®Z,— H(£;Z,(i)) est un isomorphisme si i</.

Preuve. Soit p" 'ordre de £. On sait (d’aprés Quillen [40]) que K, () est nul et
que K,; (£)=Z/(p"' —1). Il en résulte que K,, ,(£; Z/q) est de méme ordre que
H (£, 42 si k=0 ou 1 (cf. I11.1.4). Par conséquent il suffit de montrer que les
morphismes ¢; , sont surjectifs.

Comme £ est de /-dimension cohomologique 1, le morphisme ¢, est
surjectif (par la méme démonstration qu'en 1V.1.7), si i </. En passant a la limite
projective, on voit que ¢; , est aussi un isomorphisme si i <7,

Mais en comparant les classes ¢;, pour les valeurs g et ¢'=q/", avec v
variable, (cf, ci-dessous, § IV.3.1), on obtient le diagramme commutatif suivant:

0-K,(£;Z/g) > K,; 1(£)®Zzi’Kzi_ A®Z,—K,;, (£,Z/q)—0

JE:,O lcl,l lc“l fo»l

0 HO4, 1y > H' (A Z,)) —DSH'WZ) —H'(A4pP) —0.

Il en résulte que ¢, , est aussi un isomorphisme si i</. qg.e.d.

N.B.: Si iz, le méme raisonnement montre que le noyau et le conoyau de ¢; ,
et ¢; | sont annulés par i!

IV.3 Saur les conjectures de Lichtenbaum et Quillen

IV.3.1 Lemme 11. Soient v et V' deux entiers =1, avec v<<v (resp. v>Vv'). Les
monomorphismes (resp. épimorphismes) canoniques p'—udl et Z/(*—Z/¢”

induisent un diagrame commutatif

K, (A; Z)") —2 H(Spec A, )

| |

K, (A; Z/0")y— > H*(Spec 4, u2).

Preuve. Le morphisme K,;, (4;Z/¢")~K,;_(A;Z/¢") provient d’'un mor-
phisme de fibrations:

L SAd

Sn-l Snﬁl Y{'\',

]

XV
Sn~1 Snﬂl Yt':"
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dont on déduit, pour tout espace X, un diagramme commutatif

n(X; 2/ —E 5 H (X 22

n (X 2/ H (X 22,

On est donc amené a montrer que, pour tout groupe G, si
xeH*(Spec4, G; u2)

(resp. x' € H*'(Spec 4, G; uSY) le diagramme

D(x)

Hy (G Zj¢") —— H*(Spec A4, ud’)

Hyi (G5 Z)2") 220 H*(Spec 4, u)
commute deés que x est I'image de x’ par le morphlsme assome a la projection

ust— pSt (resp. x' est I'image de x par la projection u®' — £52)). On sait en effet
que les classes de Chern c,(p) forment un systéme projectif (cf. I1.1).

Drapres le Lemme 1, @(x) s'interprete comme un morphisme (de degré —2i)
dans la catégorie dérivée D(Z/¢")

C.ORZ/*—>I (L),

ou C.(G) est la résolution standard de BG sur Z et I'(¥,.) le complexe des
sections d’une résolution de uS'. Choisissons v'>v. Le morphisme composé

®i ®i ®i
Hev = Py = fp

est la multiplication par #* =", d’otl un diagramme commutatif (dans la catégorie

D(Z))

C(6) (2
C.6)—22 ;)
C.(G) 2%, (...

Cela s’écrit aussi
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C(G)®Z/t 250 (&)

| |

C.G)QZ/* 22 (2}

D(x')

CAG)RZ/” ——>T (%L},

et il suffit de traduire ce diagramme en homologie. q.e.d.

1V.3.2.

Théoréme 5. Soient £ un nombre premier impair, F un corps de nombres, A le
localisé en-dehors de ¢ de Panneau des entiers de F, i un entier supérieur a 2. Alors
(avec les notations de 1) la multiplication par i! annule le groupe
H?(Spec A, j, W,(i)

Preuve. On a montré au paragraphe I11.1.3, Lemme4, que, sur SpecA,

JepSi~pdl. Comme W{(i)zli_mﬂfﬂi, on en déduit que j, W, (i)~ W,(i).

Les morphismes de fibrations

x£v

Sn—l Sn—l Y{r:’
lid lxz J
gn-1 x¢vri sn—1 Y;'LH

conduisent a des diagrammes commutatifs (pour tout anneau A)
0-K (A®Z/ —-K(A;Z/") —K, (A —0
0K (A®Z/1* K (A T/t )= K, (A1, 0.

Si on pose K,(4;Q,/Z)=limK,(A;Z/"), on a donc une suite exacte
canonique v

0->K(A®Q/Z,— K, (4; Qu/Z)— K, 1 (A)r.100s— 0,

ou K, (A),.
— Si A4 est un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un corps
global, on déduit de II1.3, Corollaire, un diagramme commutatif

désigne les ¢léments d’ordre une puissance de 7.

tors
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Ky (XQ/Z)—— DK,y (4, Q,/Z,)
¢ (i—-1e_,
H'(F, W,(i)) —— @H (£, W,(i—1))—— H*(Spec A, W,(i)),
ou ¢; , est la limite inductive des morphismes ¢, , (définie grice au Lemme 11 ci-

dessus).

— Si F est un corps de nombres, S. Lichtenbaum a montré que H?(F, W,(i)) =0
si i=2 ([32], Lemme 9.5).

— Le diagramme commutatif

Kai o (F5 QZ)—"— @K,y 54, Q12

KZi—Z(F)/—tors M_.—’®K2i~3({v)f-tors
montre que & est surjectif. En effet, on sait que

K, (4, Qf/Z/;’ Ky 3(£)rrorss

et que K,; ,(F) est un groupe de torsion {puisque K,,_,(4) est fini, d’aprés,
A.Borel [10]). On peut donc appliquer le théoréme 3.

— Pour les corps £, I'image de ¢, , contient celle de la multiplication par i! (cf.
IV.2). Donc le conoyau du morphisme

HY(F. W) > @ H(4,, W, (i~ 1))

est annulé par i! g.e.d.

(Cette preuve est essenticllement celle utilisée par S. Lichtenbaum quand i=2

[33])
Corollaire. La conjecture (L1) est vraie (cf. I).

Preuve.” Soient F un corps de nombres totalement réel et I' le groupe de Galois
de sa /-extension cyclotomique maximale. Si A=Z,[[T]] désigne anneau des
series formelles sur Z,, on sait que tout Z,[I']-module (topologique) sidentifie a
un A-module. D’aprés [15], lemmes 6.3 et 6.4, le groupe H?(Spec 4, W,(i)) est le
dual de Pontryagin du groupe des invariants (Y [i —1])' d’un certain A-module
Y[i—1]. On dispose de la suite exacte

0> (Y[i-1]) —(Z[i-1]) = (D[i- 1],

ou le terme de droite est un groupe fini, et ou Z[i—1] est la somme de A-
modules du type A/(h(T)), h(T) désignant un €lément non nul de A. Si le groupe
(Z[i—17)' est non nul, on voit aisémént qu'il contient un sous-groupe sans
torsion. Or, d’aprés le théoréme précédent, il est annulé par une constante et est
donc nul. D’aprés loc. cit., cela implique la conjecture (L1). g.e.d.

Plus simplement (P. Schneider): H(Spec 4, W,(i)) est divisible, donc nul par le théoréme §
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I1v3.3

Théoréme 6. Soient A un anneau de Dedekind dont le corps des fractions F est un
corps global (de caractéristique différente du nombre premier impair £), A’ son
localisé en-dehors de ¢, et i un entier avec 2<i</.

1) Les morphismes
€20 Ky 2(F)QZ,— H*(F, Z,(i))
sont surjectifs.

ii) Si F est un corps de nombres, le morphisme ¢, , induit une surjection

Ky 1 (A).iors— HO(Spec 4', Wy(0)).

£-tors

iii) §i F est un corps de nombres totalement réel et i=0 (mod2), ou si sa
caractéristique est positive, les morphismes

Cit Ky ((A)® Z,— H*(SpecA’, Z,(i)

sont surjectifs (k=1 ou 2).

iv) Si A est Panneau des entiers d’un corps de nombres totalement réel et si i
est pair, le dénominateur de [ (1 —1i) (mis sous forme réduite) divise Pordre de
K1 (A).

Si de plus la conjecture (L2) du paragraphe 1.1 est vérifiée, le numérateur
de {p(1 —i) divise de K,;_,(A) Pordre.

Démonstration. i) D’aprés le théoréeme 4 de IV.1, le morphisme
T2t Ko o(F5 Z/0)— HA(F, pi’)

est surjectif pour toute valeur de v. De plus son noyau est fini, & cause du
diagramme commutatif (II1.3, Corollaire)

Kyi 24 Z)q) — Ky (FiZ/g) > @K, 3(£,:Z/q)

Ifn,z j"?‘,z l(l‘ﬂqa.x

H2(Spoc A, u?) = HA(F i) — @H Uy 7 )

et de la proposition 5 du paragraphe précédent. En passent a la limite projective
(cf. aussi II1.3, théoréme 3) on obtient donc la surjectivité de c; ,.

i) D’aprés le théoréme 4, on obtient, par limite inductive, une surjection
& ot K,i(A;Q,/Z,)—H®(Spec A, W,(i)).

Mais si FoC est un corps de nombres plongé dans le corps des complexes, le
théoréme de comparaison ([22], paragraphe 3) montre que le morphisme
composé

K, (A4; Q,/Z,)— H°(Spec A, W,(i)) —~ H*(C, W,(i)) =Q,/Z,
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se factorise par la K-théorie topologique K%?(C; Q,/Z,)=Q,/Z, du corps des
nombres complexes. Mais H°(Spec 4, W,(i))— H"(C, W,(i)) est une application
injective et application K,,(4)® Q,/Z,— KYP(C)®Q,/Z, est nulle (ceci se voit
en appliquant la théorie de Chern-Weil pour montrer que le morphisme
K,;(A®Q—-KP(C)®Q est nulle: les classes de Chern d’un fibré plat &
groupe structural GL, (4) sont nulles rationnellement 3), donc ¢ , se factorise
par Ky (Ao
1ii) Aux suites exactes de «faisceaux»

0 uB = W, () —"> W, (i) -0

sont associées des longues suites exactes de Bockstein, pour les différentes
valeurs de v. Elles conduisent a des diagrammes commutatifs

0— H*(Spec A, W,() ® Z/¢*+* — H** *(Spec 4, ' ) > H** ' (Spec A, W,(i)) pvr1,— 0

| !

0— H*(Spec 4, W,() ®Z/¢* — H**'(SpecA, p2') — H**'(Spec A, W,(i))(sv) = 0.

Si lon sait que H*(Spec A4, W,(i)) est de torsion et que ni ce groupe ni
H**'(Spec A, W,(i)),_.,.e ne contiennent d’élément divisible, on obtient, par pas-
sage a la limite projective,

H*(Spec A, W,(i)) —— H** ' (Spec 4, Z,(i)).

Ce sera le cas pour 4 sous les hypothéses de iii). En effet c’est un récultat clas-

sique pour un anneau se fonctions sur un courbe (propre et lisse) définie sur

un corps fini #, et pour un anneau d’entiers dans un corps de nombres

totalement réel cela résulte du Théoréme 5, puisque Lichtenbaum déduit de

la nullité de H*(Spec A4, W,(i)) la finitude de H'(Spec 4, W,(i)) (cf. 1.2 et [15]).
Pour k=1, la partie iii) résulte alors de ii) et du diagramme:

50

Ky {A; QL) —— Ky ((A)roiors

<

0—— > H(Spec A, W,(i)) — — H'(Spec 4, Z,(i)) ———0.

Pour k=2, on pose 4 =A(‘{ﬁ), et l'on note que ¢;, commute au transfert
H?*(Spec A, u>') > H*(Spec 4, u2"). En effet, cest connu pour F et F(i"/f), et le
morphisme

3 Je dois cet argument a M. Karoubi. On voit ainsi que les morphismes Z; , détectent les mémes

classes que Browder [11] et Karoubi [27] du moins si i</
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H'(Spec 4, W,(i))—> H' (F, W,(i))
(resp. H'(Spec A, W,(i)) > H*(Spec A4, 2"

est injectif (resp. surjectif). On conclut, grace au Théoréme 4 at 4 la surjectivité
de ce transfert, que ¢; , est surjectif. Par limite projective, on voit que ¢; , est
surjectif.

iv) D’aprés un théoréme de Daligne et Ribet [17], le dénominateur de
{p(1—i) (mis sous forme réduite) divise toujours I'ordre de H°(Spec 4, W,(i)),
donc celui de K,; ,(A) (d’aprés ii)) (ce résultat a ¢t€ montré par Harris et Segal
[24] sans supposer que i est inférieur a £).

Si la conjecture (L2) est vérifiée, le numérateur de {(1 —i) divise 'ordre de
H'(Spec 4, W,(i)), donc celui de K,, ,(A4) (daprés iii)). g.e.d.

Exemples. Soient F=Q@Q, b; le i-éme nombre de Bernoulli, et / un nombre
premier proprement irrégulier (par exemple inférieur a 125000) divisant le
numérateur de |b;/2i}=|{(1 —1i)|, avec i=0(mod?2), et i</. L’ordre de K,; ,(Z)
est divisible par |b;/2i],. Ainsi, quand i=12, le numérateur de b,/21 est 691, donc
K ,,(Z) contient un élément d’ordre 691. De méme K, (Z) contient un ¢lément
d’ordre 37.

Remarques. Les congruences de Kummer (cf, par example, [37], appendice)
montrent que si un nombre premier ¢ divise le numérateur d’'un nombre b,/21i, il
existe un entier i </ tel que ¢ divise aussi le numérateur de b;,/27".

Par opposition au cas de ¢, (,les €léments rendant surjectifs les morphismes
C; , ont une image nulle dans K'?*(C; Z/q) (cf. HY(C, u2%) =0 si k> 0). IIs ne sont
pas non plus dans I'image de 'homotopie stable n) des sphéres (quand A =Z).
En effet, on sait que si =} contient un élément d’ordre ¢/, on a n=22/ -3 [49]. Je
ne sais pas si leur image dans la K-théorie (algébrique) a coefficients du corps IR
des nombres réels est non nulle, ainsi que le dit une conjecture de Segal.

On notera aussi que I'involution de GL, qui envoir une matrice sur l'inverse
de sa transposée induit en K-théorie l'opération d’Adams y | [29]. Cet
endomorphisme ¥ _; est donc trivial sur I'image de =, dans K ,(Z). Par ailleurs,
la conjecture de Quillen implique que ¥, est égal & 1 (resp. —1) sur K (Z)
selon que n est congru a 2 ou 3 (resp. 0 ou 1) modulo 4 (cf. IV.6 ci-dessous, et

L18]).

1V.4 Anneaux contenant toutes les racines de I’unité

Soient F< € un corps de nombres inclus dans le corps des complexes, £ un
nombre premier impair, F_ la /-extension cyclotomique maximale de F (obte-
nue en adjoignant a F toutes les racines /"-iémes de l'unité dans €, v=1), 4 un
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anneau de Dedekind de corps des fractions F (et contenant 1//), et A sa cloture
intégrale dans F_. On note comme précédemment K, (4;Z,) la limite projective
des groupes K, (A; Z/"), v=1.

Théoréme 7. Si k=0 ou 1, et si i=1 est un entier quelconque, on peut définir sur un
certain sous-groupe K3, (A ;2Z,) de K,, (4, ;Z,) un morphisme surjectif

ch, o Kb, (A, Z,)—H*Spec A, Z,(i)).

Preuve. Les groupes H*(Spec A, Z,(i)) sont des Z,-modules sans torsion pour k
=0 ou 1. En effet, pour k=0, il est clair que H(SpecA4_, Z,(i))=Z,. Pour k=1,
ceci est montré dans la proposition 5.5 de [3].

Des suites exactes

0 Ky (A )" Ky(Ag) > Ky (A 2/ 2) = K (A ) 0y — 0

résulte qu'on peut trouver un élémént a=(a,)eK,(4_; Z,) tel que I'image de «,
dans (4,)%, soit une racine primitive /*-iéme de l'unité, pour tout v=1. Il
résulte de IV.1.3 et IV.15 que ¢ o(of) est le produit d’un générateur de
H°(SpecA,,Z,(i)) par (i—1)!. Comme le groupe H®(SpecA_;Z,(i)) est sans
torsion, on peut poser

cho=((=1"i=1)Ye; o

sur le sous-groupe K5;(4 ; Z,) de K, (A ; Z,) engendré par ((c*)).
Par ailleurs, le morphisme

chy y=c : K{(A,;Z,)—H"(SpecA_,Z,(1)

est surjectif (IV.1.3) et I'on a la formule de multiplication
¢ la-by=(—1)""i—-Dlch_, o(@uch, (b)

(ceci se vérifie, comme en IV.1.5, a l'aide du corps F,). On peut donc définir
chy (=(—1~'"fi—-Dl¢ ,

sur la partie Ky, ,(4,;Z,) de K,, (A,;Z,) engendrée par le produit de
Ki(A ;Z,) et Ky ,(A,;Z,). Un tel morphisme est surjectif & cause de
IIIL1.2. qed.

Remarques. On voit de méme que si un anneau A contient toutes les racines £’-
i€mes de l'unité, v=1, les groupes K,,(4;Z,) contiennent un sous-groupe
isomorphe a Z,.

Pour un anneau A du type considéré dans I"énoncé du théoréme précédent,
la conjecture de Quillen (cf. I) impliquerait que K.(A_;Z,) est périodique de
période 2.

Supposons que F est un corps totalement réel, et notons u(F) son u-invariant
au sens d’Iwasawa (cf. [3] par exemple). La conjecture selon laquelle u(F)=0
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équivaut au fait que H*(Spec A, p5’)=0 pour un couple d’entiers i et v=1, et
aussi au fait que K ,(A4, ) soit /-divisible (cf. [3] Prop. 5.5, et Lemme 10 ci-dessus).
Rappelons que c’est un fait connu si F est un corps abélien [19].

IV.5 Corps locaux de dimension supérieure

On considére dans ce paragraphe une suite de corps Fy, F,, ..., F,=F vérifiant
les propriétés suivantes:

i) F, est un corps fini,
i) F,, si m21, est un corps complet pour une valuation discréte, et F,,_, est
son corps résiduel.

Cette situation a été étudiée par Kato [28] et Parshin [38], qui ont reli¢ la
K-théorie de Milnor de F au groupe de Galois de son extension abélienne
maximale. En K-théorie de Quillen on peut déduire de leurs résultats et
méthodes les faits suivants:

Théoréme 8. Soient ¢ un nombre premier impair différent de la caractéristique
de F,q=1¢" une puissance de /, et i un entier, i </. Les morphismes

Cixt K2i—k(F;Z/CI)_’Hk(F,H;®i)

i,

sont tous surjectifs quand les hypothéses suivantes sont vérifiées:

— Onaizk;

~ Simz2, les corps F, et F, | ont méme caractéristique;

— Si F, est de caractéristique positive et F, de caractéristique nulle ou ¢ = car F,,
le groupe F* contient un élément d’ordre q.

Démonstration. Soit A,, 'anneau des entiers de F,. Si g+0 dans F,,_,, la suite
exacte de localisation de A4,, en cohomologie étale s’écrit

0 HH(E, 1 p®)— H*(Fy u)— H 1 (F,_, 1) >0, kz1.

Ces suites exactes sont scindées par des morphismes s, dépendant du choix
d’'une uniformisante 7 de F,, (cf. Proposition 4, 1I1.3). Si on dispose pour tout
entier n>>1 d’une section de

K, (A Z/g)— K, (F,; Z/q),
on obtient (cf. ibid.) un diagramme commutatif

0-K,, (A,:Z/9)—K,;,_(F;Z/q)—>K,y;__1(F,_1;Z/q)— 0

Cik Cik A=)T e
0— H*F,_,pud) — HYF,pnd) — HYEF,_,ud"") —0.

Ce sera le cas si m=1 (cf. IV.1.8), ou si F, et F, , ont méme caractéristique.
Compte-tenu des hypothéses et du fait que le théoréme est connu pour un corps
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fini (IV.2), on est ramené a le montrer quand d=2, F étant de caractéristique
nulle, et F, de caractéristique positive.

Dans ce cas F* contient par hypothése un élément d’ordre ¢g. La méthode de
IV.1.5 permet alors de se ramener au cas i =k. Notons K (F) le i-éme groupe de
K-theorie de Milnor du corps F. Le morphisme composé

KM (F)q KY (F)— K (F)g K (F) —"* H(F, u®)

coincide avec le symbole galoisien, du fait de la formule de multiplication
(théoréme 1). Or Kato montre précisément que ce symbole galoisien est un
isomorphisme. q.e.d.

Remarques. - On déduit ainsi des résultats de Kato et Parshin que la K-théorie de
Milnor du corps F (divisée par q) s’envoie injectivement dans la K-théorie de
Quillen (a coefficients Z/q), en degré i</,

Si i<k la preuve ci-dessus montre aussi que ¢; , =0. Plus généralement, si A
est un anneau local ou une algebre de type fini sur un corps, et si d est sa dimen-
sion de Krull, le morphisme ¢, , est nul quand k >i+d. Ceci résulte des théorémes
de stabilit¢ de I'homologie de GL, dus & Quillen [43] et du fait que, avec les
notations de 11.1.2, ¢; , (id,,)=0 si i>m.

IV.6 Sur la y-filtration

L’exemple du paragraphe IV.5 ci-dessus montre que, si 4 est anneau (contenant
1/¢) de dimension cohomologique plus grande que celle des anneaux considérés
aux paragraphes précédents, il se peut que d’'un méme groupe K, (4;Z,) partent
plusieurs morphismes ¢; , non nuls vers la cohomologie /-adique de SpecA. La
conjecture de Quillen (cf. I) se généralise donc difficilement. La y-filtration des
groupes K (4;Z,) permet peut-étre de vaincre cette difficulté.

Rappelons (cf. [29], et aussi [25]) que F'K (A;Z/q) est le sous-groupe de
K, (A;Z/q) engendré par les produits du type 7, (xy) ... y,.(x,), avec r+..
+1,21, ou les ¢lements x,,...,x, sont dans des groupes de K-théorie de degre
positif, ou bien dans la K- theorle réduite KO(A Z/q). Les opérations y, sont
définies dans les textes cités. On note Gr'K (4;Z/q) le gradué associé a cette
filtration, et l'on définit F'K (A4;Z,) comme la limite projective des groupes
F'K (A;Z/0), v=1.

Cette filtration est analogue a une filtration par les poids au sens de Deligne
(Topération d’Adams ¥, est la muitiplication par r* dans Gr' K, (4;Z/q), et si A
est parfait de caractéristique p 'opération Y, est induite par 'endomorphisme de
Frobenius). Sa longueur est bornée grice aux résultats de stabilité homologique
(cf. IV.5, Remarque, et [14] ou [35]).

On peut montrer que ¢, , est nulle sur F'* 'K, . que ¢, ,(f,{x))=r'¢, ,(x), et
que le morphisme induit par ¢, sur Gr'K,; , est surjectif dans toutes les
situations ol nous avons obtenu un résultat de surjectivité (théorémes 4, 6, 7 et
8). 1 parait dés lors raisonnable de penser que cest le groupe GrK,, (X;Z,)
qui doit en général étre comparé 4 H*(X;Z,(i)) (quand X est, par exemple, une
variété quasi-projective sur un corps qui est algébriquement clos ou de type fini
Sur un corps premier).
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Peut-étre la y-filtration permet-elle aussi d’étendre les liens supposés entre
K-théorie et fonctions z&ta. Pour la partie libre on est conduit a I'énoncé suivant:

Conjecture. Soient X une variété projective et lisse de dimension d sur un corps
global, Ly sa fonction zéta (on la suppose prolongée analytiquement, cf. [507), et i
un entier supérieur a (d+1)/2. Les groupes Gr'K (X)® Q sont alors de dimension
finie sur Q et Pordre du zéro (resp. péle) de {y au point d+ 1 —i est égal en valeur
absolue a la somme ( finie) ) (—1)""' dimy(Gr'K (X)®Q) quand celle-a est
positive (Tesp. négative ). "

Un tel énoncé est a rapprocher des travaux de Borel [10] et Bloch [6], ainsi
que des conjectures sur 'équation fonctionnelle de {y(s) [50] et le lien des pdles
de cette fonction avec des groupes de cycles [56].
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